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RESUMDO

0 presente trabalho visa a analise de cascas com sime-
tria de revolucdo, valendo-se do uso de solugbes analiticas de ele

mentos de cascas esfericas, conicas e cilindricas.

E usado um procedimento analogo ao metodo dos elemen -
tos finitos, diferindo apenas na escolha das funcoes deslocamento
que aqui sado as solugoes das equagcoes diferenciais correspondentes

a cada elemento.

Alem dos elementos citados acrescenta-se um elemento

de placa circular e um anel de reforgo.

Apresenta-se um programa, baseado no metodo dos deslo-
camentos, para analise de estruturas compostos destes elementos e
de problemas mais gerais de cascas axissimetricas, por meio de uma

discretizagao aproximada da geometria da casca.



ABSTRACT

This work deals with the analysis of axissymmetrical
shells by means of the available analytical solutions of spherical,

conical and cylindrical elements.

A similar approach to the finite element method is
used, the difference being on the choice of the displacement func-
tions that are the solutions of the differential equations corres-

ponding to each element.

A circular plate element and a stiffness ring element

are still presented.

A computer program making use of the displacement me-
thod is presented, to permit the analysis of structures composed
of these elements and a more general class of axissymmetric shells
problems for which an approximated discretization of the shell geo

metry is performed.
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INTRODUCAO

Cascas de revolugao encontram grande aplicagao na en-
genharia. Podem ser utilizadas como cupulas, como reservatorios
e como parte de estruturas aeronauticas. Frequentemente ocorrem
cascas com espessuras e/ou raios de curvatura variaveis, para

torna-las mais funcionais e executaveis.

Na analise destas estruturas tem-se a considerar a-
‘lem dos esforgos de membrana, esforgos de flexao que surgem nas
Tigagoes ou devido a déscontinuidades no carregamento e na geome-

tria da estrutura.

A equacdo diferencial das cascas aximetricas baseada
na teoria da elasticidade classica, originalmente formulada por
H. Reissner, para casca esferica e posteriormente generalizada
por E. Meissner tem solucao exata conhecida para esfera, cone e
cilindro de espessuras constantes. Para cascas de espessura va-
riavel alguns poucos casos particulares foram resolvidos analiti-

camente.

Metodos numericos foram desenvolvidos com o objetivo
de se encontrarem solugoes para:prbblémispmaﬁs_gerais.Inicia]men—

te foi utilizado o metodo das diferengas finitas e atualmente e
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grande 0o sucesso do metodo dos elementos finitos. Vérios elemen-
tos ja foram apresentados para cascas aximétricas, comegando por
elementos tronco-conicos até se chegar aos elementos iso-paramé -
tricos que permitem variagdo de curvatura e espessura no proprio

elemento.

Neste trabalho utilizam-se as solugoes conhecidas e~
considera-se cada forma individualmente como um elemento da es-
trutura, fazendo-se posteriormente a montagem da mesma. Este pro
cedimento permite uma analise precisa e riapida de estruturas com-
postas destas formas de solugdo conhecida e possibilita tambem a
obtencdo de solucgdes aproximadas para cascas de espessura varia -
vel e meridianos quaisquer desde que se utilizem muitos elementos
esfericos ou conicos, de acordo com a curvatura do meridiano e de
modo a se poder admitir que a espessura de cada elemento seja

constante, variando apenas de elemento para elemento.

E apresentado um programa automdtico para calculo des
te tipo de estruturas e ao final s3o mostrados resultados obtidos

em tres exemplos analisados.



CAPTTULO I

EQUACOES GERAIS DAS CASCAS DE REVOLUCAD

1.1 - Estruturas de Superficie

Denominam-se estruturas de superficie aquelas em que
duas de suas dimensoes predominam sobre a terceira. De acordo
com a superficie media estas estruturas podem ser: curvas ou pla-

nas. '

As estruturas de superficie media plana sao as chapas
e placas. Chapas se sao solicitadas por cargas no proprio plano
da superficie e placas quando sdo solicitadas por agoes normais

ao referido plano.

Existem ainda as estruturas formadas de elementos de
superficie media plana, que s3o as estruturas prismaticas lamina-

res e as poliedricas.

As estruturas de superficie media curva sdo as cascas.
De particular interesse pelas suas aplicacgdes praticas sao as cas
cas de revolucao, cuja superficie media e gerada por uma curva gi
rando ao redor de um eixo, estando a curva e o eixo no mesmo pla-

no.



2
Para as estruturas de superficie a teoria da elastici-
dade assume as seguintes hipoteses, que sdo conhecidas como hipote

ses de Kirchoff-Love, excetuando a la. hipotese.

1. 0 material da estrutura & homogéneo, isotropico e
obedece a Lei de Hooke;

2. A espessura h e pequena em relagao as dimensoces e
aos raios de curvatura da superficie media;

3. As tensoes normais a superficie media s3ao pequenas
e despresiveis em relagdo as demais tensoes;

4. 0s pontos pertencentes antes das deformagoes a re-
tas normais a superficie meédia, encontram-se, apos a deformagao,so
bre retas normais a superficie deformada;

5. As deformagdes sao pequenas, de tal modo que € pos-
s7vel desprezar a influencia dos deslocamentos no equilibrio do e-

lemento de superficie.

1.2 - Esforcos unitarios num elemento de superficie

Antes de definir os esforgos atuantes, em um elemento

de superficie, e necessario estabelecer um sistema de coordenadas.

Admita-se que um certo sistema de coordenadas ay e ay,
definido sobre a superficie media, seja tal que a curva y =const.
intercepte a curva ay, = const. em angulo reto. E definindo o eixo

z segundo o versor da normal no ponto de interse¢do das curvas
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ay = const. e a, = const. tem-se definido um sistema tri-ortogona]

de coordenadas.

Tomando como origem um ponto 0, a posicao de um ponto

p' da estrutura fica definida pela equacao vetorial sequinte (Fig.
1.2.1):
${ays 0ys 2) = Flag, a,) + 2 R(ay, o) (1.2.1)

Fig. 1.2.1

Considera-se agora um elemento da estrutura definido
por a, = const., a; + da} = const., a, = const. e a, + da2 =

= const. (Fig. 1.2.2)



ds}
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As faces 1atefais deste elemento tem uma altura finita
h e larguras medias infinitesimais dsl e ds2, respectivamente se-

gundo as curvas ~parametricas @y = const. e a, = const.

Considerando-se para cada uma das faces laterais = que
as forgas, nelas atuantes, sejam localizadas na segao corresponden
te @ largura media, tem-se forcas e momentos resultantes que 530
infinitesimos de primeira ordem. Dividindo-se estas forgas e mo-
mentos infinitesimais pela respectiva largura media da segao con-
siderada, que & tambem infinitesimal obtem-se forgas e momentos fir
nitos, que se denominou esforgos unitarios (tambem chamados de ten

soes resultantes).

Decompondo-se estas forgas e momentos, segundo tres di
recoes ortogonais a saber: direcao normal a face do elemento, dire

¢ao tangente a superficie media contida no plano da segao e dire-

N

¢3o normal a superficie media, tem-se os esforgos: Hys Ny Moy

Na1s Qys Qpa Mys Mas Myps Mo Mygs Mg



(a)

; (b)

Fig. 1.2.3

Os esforgos indicados na figura 1.2.3 podem assim ser definidos:

N1, N2 - forgas unitarias agindo perpendicularmente
as faces @) = const. e a, = const. respectivamente, e serao posi

tivas quando derem tracao na se¢ido considerada.

N12, N21 - forgas unitarias agindo nas segdes ay =

= const. e a, = const. respectivamente e na diregdoc da tangente.
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N12 serE positivo na diregio de %y = const. quando NI tiver o sen
tido positivo de a, = const. 0 sinal de N21 e definido analogamen

te ao de N12.

Q1, Q2 - forgas unitarias agindo nas secdes a]=const.
e a, = const. respectivamente. S3o chamadas de forga ccortante,
Q1 sera positivo no sentido da normal quando a forga N1 tiver o
sentido positivo de a, = const. 0 sinal de Q2 e definido similar-

mente ao de Q1.

M1, M2 - momentos fletores unitarios atuando nos pla-
nos normais a superficie media e as segoes a; = const. e a, =
= const. respectivamente. Serao considerados positivos, quando
provocarem tensoes normais positivas nas fibras correspondentes a

valores negativos de z.

M12, M21 - sao momentos de torsao unitarios que atuam
respectivamente, nos planos das segées ay = const e Ay = const.
Serao considerados positivos quando provocarem tensdes de cisalha
mento positivas nas fibras correspondentes a valores de z positi-

vos.

M13- M23 - sao momentos fletores unitarios atuando nos
planos tangentes a superficie média e s3o perpendiculares, respec
tivamente, as secgoes @y = const e a, = const. Estes momentos sao

nulos conforme mostraremos posteriormente.
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Estes esforgos unitarios originam uma distribuigdo de
tensdes em cada uma das faces laterais do elemento de superficie,

como mostra a figura 1.2.4.

Lr

.o<2= const

o(‘ =VAR

0(, =const
o(2= VAR

Fig. 1.2.4
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Chamando-se de ds1 e d52 as larguras medias respecti-
vas das faces oy = const. e a, = const. & facil ver que as largu-

ras destas faces em fungdo de z sao respectivamente:

(1 + z/r'1)ds1 e (1 + z/rz)ds2

Sendo as larguras das faces infinitésimos € possivel
admitir que a distribuigao de tensoes o e T e constante ao longo

das mesmas.

Sendo N1 a forca unitaria que age na segao oy = const.

podemos escrever:

- h/2
Nlds, =f 01(1 + ﬁ) dsy d z
-h/2

Resultando:
h/2
z
Nl = ‘ 01(1 + FT) d .z (1.2.2)
-h/?

Analogamente se obtem as expressoes dos demais esfor-

cos unitarios. Tem-se assim:
h/f2
z
N2 = op(1 + 52) d 2 (1.2.3)
-h/2



o

Q2

M1

M2

Mi2

M21

M13

-h/2
h/2
i]r 1y, (1 + Ff) d z
-h/2
h/2
Z
-h/2
h/2
:]- a1 (1 + ?%) zdz
-h/2
h/2
z
-[ 02(1 + FE) 2z dz
-h/2
h/2
-h/2
h/2
- T,.(1 + =2}z d z
21 r
-h/2
M23 = 0

(1.

(1.

(1.

(1.

(1.

(1.

(1.

.4)

.5)

.6)

.7)

.8)

.2.9)

.10)

1)

12)
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M13 e M23, resultam iguais a zero devido a distribui-

¢do uniforme das tensGes o, e o, ao longo da largura infinitesi -

mal.

Embora 112 = 121, N12 # N21 e MI12 # M21 quando r] #
# ra.

Se se despreza z/r] e z/r'2 em relagdo a unidade tem -
se sempre:

N12 = N2] e M12 = M21

1.3 - Equacdes de equilibrio

0 objetivo deste trabalho restringe-se ao estudo das
formas de revolugao portanto a teoria que sera desenvolvida a se-

guir, refere-se as cascas com simetria axial.

As linhas de curvatura da superficie de revolugio sido
0s meridianos e paralelos que por isso sao usados como curvas co-

ordenadas (Fig. 1.3.1).
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Fig. 1.3.1
0 elemento infinitesimal de casca axissimetrica defi-
nido na fig. 1.3.1, por dois meridianos, segundo os angulos O e
‘8 + d6 e por dois paralelos segundos os angulos ¢ e ¢ + d¢ e vis
to ampliado na fig. 1.3.2 onde sdo mostradas as forgas unitarias
nele atuantes e na fig. 1.3.3 est3o indicados os momentos unita -

rios.



med

Mo+ M8

FIG.
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Este sistema de forgas e momentos (figs. 1.3{%'_, e
1.3.3) deve satisfazer a seis condiéﬁes de equilibrio que sao:
tres para as forgas nas diregdes das cargas po, p$ e pz e tres

para os momentos com respeito aos eixos x, y, Z.

Equilibrio das forcas

1) Forgas paralelas a tangente ao meridiano

As forcas N9¢ dao uma resultante paralela a :tangen-

te ao meridiano e orientada no sentido de ¢ crescente:

aNO¢

=55~ " deds

Na mesma diregao e sentido as forgas meridionais N¢

tem uma resultante.

ii%%il ddo

uma vez que tanto a forga N¢ como a largura media rdo variam com

¢.

Como as forgas Ner]d¢, formam entre si um angulo do,
da soma vetoria] delas resulta uma forga Ner]ded¢, na diregEo ho
rizontal e dirigida para dentro. (Fig. 1.3.4). Decompondo-se es~
ta forga em duas componentes: uma normal a superficie média e

outra paralela ao meridiano, esta ultima sera:
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- Ner]d¢decos¢, com o0 sinal menos por ser orientada

no sentido de ¢ decrescente.

Nénde + ...

Nr,d Ner,d@de

Nérd@decosd

Fig. 1.3.4

As duas forgas Q¢rde formam entre si um angulo d¢,
compondo-as temos a resultante paralela a tangente ao meridiano

e no sentido de ¢ decrescente:
- Q¢rdodé

Finalmente temos que incluir a contribuigao das for-
¢as externas, que & o produto da componente p¢ pela area do ele-

mento rde.r]d¢
p¢r1r.ded¢
Reunindo as contribuigoes anteriormente descritas,

tem-se a seguinte equagao de equilibrio para as forcas paralelas

a diregao da tangente ao meridiano:
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INO¢

2ol rideds + %3 (rN¢) dode - Ner d¢de.cosé -

- Q¢rdode + p¢rr]d0d¢ = 0

Como dod¢ e fator comum, vem:

ng¢ ry o+ %3 (rN¢) - Norjcos¢ - Q¢r +

+ ppr ry = 0 (1.3.1})
2) Equilibrio das forgas na diregdc do circulo paralelo

As forgas N¢orde dao uma resultante na diregEo do cir

culo paralelo e segundo o sentido de @ crescente:

(Noor) dode

oJIcu
[0

Da soma das forgas Ner]d¢, chega-se a resultante:

a(Ne) r,dod¢

30

Como as fargas Nogrqd¢ ndo sao paralelas, suas compo-
nentes horizontais formam um andulo dO e portanto tem uma resul -

tante na diregao da tangente ao circulo paralelo:

Ne¢r]d¢cos¢de
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As forcas Qor,de¢, tambem formam entre si um angulo de
e contribuem com uma forga na diregao do circulo paralelo segundo

o sentido de O decrescente:

E as forgas externas contribuem com:

perlrded¢

Temos, portanto:

%E-(rN¢9J dede + 3%9 ryded¢ + Negr,cos¢dods -

- Qer]ded¢ + per]rd@d¢ =0

Que eliminando os fatores comuns, vem:

3 3
55 (rNee) + 55 (rydods) + Negricos¢ -
- qory + poryr = 0 ' (1.3.2)

3) Equilibrio das forgas segundo a normal a superficie media
Pela fig. 1.3.4 vemos que as forgas Ner]de tem a re -
sultante horizontal Ner]d¢de, que por sua vez opigina uma compo -

nente na diregdo normal a casca e dirigida para dentro:

Ner]d¢desen¢
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Analogamente N¢rdo tem uma componente no mesmo senti-
do:
N¢rdedd

As forcas Q¢r.do nao sendo iguais téem uma resultante

tambem neste sentido:

3_

55 (rQ9) dede

Tambem as forgas Qer]d¢ contribuem com a parceia:
9Q0
g dede

E a componente das forgas externas e:

pzr]rd¢d9

Tem-se, apds simplificagdo, a terceira equacdo de e-

quilibrio de forgas:

Ner]sen¢ + N¢.r + %$ (tQ¢) +ry 3%% -

- pzryr = 0 (1.3.3)
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Equilibrio de momentos \j

4) Equilibrio dos momentos em relagao ao eixo x

Tem-se a diferenga entre os dois momentos M¢rde, a di
ferenga entre os momentos Me¢r]d¢, e 0 binario formado pelas duas
forcgas Q¢tde. Ainda se tem um ultimo termo devido ao fato de que
os vetores Mer1d¢ nao sio paralelos, analogamente as forgas
Ne¢r1d¢ estes momentos tem a componente:

Mer]d¢cos¢de

Chega-se entdo a seguinte condigao de equilibrio:

BTL sty + 2 00 - aoraor s

- M6r1d¢cos¢de = 0

Simplificando, tem-se:

M
a(girl + 338¢ - Q¢rr] - r1M9C05¢ = 0 (1.3.4)

5) Equilibrio dos momentos em re]agio ao eixo y

Aqui aparecem as componentes dos momentos Met1d¢ e
M$O.rde e o binario formado pelas forgas Qer]d¢, alem da con
tribuigﬁo dos momentos M0¢r]d¢, similar ao ilustrado na fig.

1.4.3 para as forgas Ner]d¢.
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Y

Tem-se apos simplificagdo do fator ded¢»aiequagao de

equilibrio abaixo:

aM
d

@

(rMg0) + r + ryMo¢cos¢ - rr]Qe =0 (1.3.5)

wl o>
Ao
@

6) Equilibrio dos momentos em relagao ao eixo z

Em relacao ao eixoc z tem-se a considerar os dois bi-
narios formados pelas forgas Ne¢r1d¢ e N¢Orde e as componentes
das resultantes dos momentos Me¢r1d¢, e dos momentos M¢Ordo. Che-

ga-se entao a sexta equacgao de equilibrio:
rr]Ne¢ - rr1N¢e - r]Me¢sen¢ + rMeo = 0

Como r = r,sen¢ esta equagao pode ser escrita da se-

guinte maneira:

ﬂﬁ_e - M—EQ = N¢o - Nod (1.3.6)
1 '2

1.4 - Deformagoes

Esta claro que as equagoes de equilibrio instituidas
na segao anterior, n3o sao suficientes para tornar possivel a de-
terminagao dos esfor¢os atuantes numa casca, vez que se tem ape -

nas seis equagoes {1.3.1 a 1.3.6) e dez incognitas que sao:
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N¢, No, Mp, Mo, Q¢, QO©, NOogp, NGO, MO, Mpo. Tem-se entao que bus-

car novas relagdes.

As demais equagoes necessarias e suficientes para tor
nar o problema determinado sao encontradas recorrendo-se as rela

¢oes tensoes-deformagoes (Lei de Hook).

Nas figuras 1.4.1, estao mostrados os deslocamentos
u, v e w possiveis de ocorrer na superficie media de uma casca

de revolugao. Sendo:

u = deslocamento segundo um circulo paralelo, ac ni-
vel da superficie media, considerado positivo no
sentido de © crescente;

v = deslocamento segundo um meridiano, ao nivel da su
perficie media, positivo no sentido de ¢ crescen-
te;

w = deslocamento segundo a normal a superficie média,

positivo para fora.

Em fungao destes deslocamentos determinam-se as de-

formagoes na superficie media:

_ Ads¢ . _ AdsO . .
SN TR Y0P =Yyt Y,

Para simplificacao da notagdo adotar-se-a a seguinte

convengao:
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90

vgﬁ + wsenfd
f

1 r

u+ u'de
veos®@ 4+ wgend

(b)

(c)

Fig. 1.4.1 - Contorno do elemento antes e apos a deformagio
(a) deformagdao no meridiano
(b) deformagao no circulo paralelo
(¢) meridiano e paralelo, mo§trando o angulo entre €les
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Observando-se a fig. 1.4.1a, que mostra o deslocamento
segundo o meridiano, e facil ver que AC = ds¢ = r]d¢, e que 0 pon-
to A se desloca de v e o ponto C de v + v'd¢, cuja diferenga € o

alongamento da linha AC:
vidé

Como os deslocamentos w dos pontos A e C nao sao na
mesma diregao, eles produzem um adicional alongamento na linha AC.

Tem-se que o alongamento total da linha AC é&:

r. + w

Adsé = (ds¢ + v°dé) "]‘F“_" - ds¢
1
ou
Ads¢ = X ds¢ + v'dd + M v do
™ i

0 ultimo termo desta expressao pode ser desprezado
frente aos outros, por ser produtc de dois deslocamentos. Proceden

do esta eliminagao e tendo em vista a defini¢3o de e$, chega-se a:

£ ="'r% | (1.4.1)

Da figura 1.4.1b, tem-se:

Ads® = (ds© + u'do) r vco:¢ t Wsend | g4gp

que apos simplificagoes idénticas as anteriores, torna-se:
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Ads® = u'dOu+ (vcos¢ + wsend) Q%Q
Da defini¢do de s®, escreve-se:
]
cg = Y__* VCOSH + wsend (1.4.2)

r

sendo y0¢ a variagao do angulo entre meridiano e paralelo, pela fi

gura 1.4.1c ve-se que:

Y04 = Yy + Y,

e, que:

_ vide  _ ' ,
Yy Fo———— % ;
rde+x 'de

e

u

usadpex (1455)  yo gy
Y2 © rid¢ ri  rr 4@

Levando em conta que g% = ricos¢, resulta a seguinte expressdao pa-

ra yo¢

u- u u
yO¢ = Fi— - T cos¢ + 'r—.""' (1'4‘3)
As expressoes 1.4.1 e 1.4.3 representam as deformagoes
num ponto Ao da superficie média. As deformagdes num ponto A dis
tando z da superficie média (fig. 1.4.2) s3ao dadas por:
_ A+ ¥,

€ = W {(1.4.4)
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u'A + vAcos¢ + wAsend (1.4.5)
_(r2+z) send

@ =

_ WA _ uAcosdp - Vv'A
Y04 = ritz  (r,+z) sen¢ (1.4.6)

onde u'j, vi e wj sac os deslocamentos do ponto A.

Fig. 1.4.2
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Pode-se definir uA, vA-e WA em funcdo de Y, v, w.

Pela figura 1.4.2, tem-se:

r,+2z
'R - 2 1 z
R (1.4.7)
rya+z
b 1 _ z
VJA = V. r] W ﬁ (1.4.8)

E como nao se considera deformagao ao longo da espes-

sura

Wp = W (1.4.9)

Substituindo-se os valores de UA, vA e wA definidos
em 1.4.7 a 1.4.9 nas equaqﬁes];ﬁfa‘a 1.4.6, apos operagGes matema

ticas, encontra-se:

. - ry .
e$ = : ) %L Fl rz+z ) wr rz+z * g_
1 1 1 1 1 1 ]
e
1 z W
L + (1.4.10)
1 Mtz Ttz
¢ r.+z "
T A d . v
€0 = ¥ ¢ r cotd rytz rsen¢ r,+z *
W z W
+ o cotd r, 72 + T (1.4.17)



. ro+z  wr ro+z Ptz
_ .U 2 1 2 v B _
Yo% = % Ttz 2 ritz cote + rSEng T,+z
. 5 . . .
' 1 " 1 ' cot

W ( N , W' cote ( z

TSENd | T2 © ¥, ' T ¥z r, sen¢ | T +z

r

1 z )
N (1.4.12)

r, Tz

Substituindo-se estas

g¢ = T:%T (ep + ved)
_ E
oo = T=v2Z (e®@ + ve¢)

0 = 2Ty Y0°

E colocando-se as expressoes obtidas nas
e 1.2.8 a 1.2.11 que definem os esforgos
0s subscritos 1, 2 por ¢, ©). Tem-se as

¢os unitarios e os deslocamentos’ u, v, w

expressoes na lei de Hooke:

integrais 1.2.2 a 1.2.5
unitarios (trocando-se
relagoes entre os esfor

para uma casca de revo-

Tugao (1.4.13 a 1.4.20) onde K e D sdo as rigidezes da casca, de

finidos por:
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- r“_r. r.
_ VW u'+vcosd+wsend K .2 "Tiv-w .1
Ng = D= + v r A - ot
1 : r 2 100
+ “';:“:' (1.4.13)
NG = D {F‘+vcos¢+wsen¢ + v v'+€]_
r r
1
.orery [ r,-r
| T o e
1 2 1 2 2
w" W cosd
+ — =227 (1.4.14)
r 1 _

_ 1-v |.uw v'-Ucos
N¢G-DT[F;+ v }4‘

W w'
* e - cos%} (1.4.15)



K.o1-v ™27 vt "27"1 _ w't . w'cose
+ -FWT T E—']— rz - r] + v (]-4.]6)

2
1 ce_ue M "Tre
M¢ = K (w -W @ — - W ) -
:? " "2
SN AN :i_ + v Vo, yHicose
12 :]2 1 2 '
_ u - vcosd
Voo TV rry } (1.4.17)
Mo = MK YL 4 W cosé _ w 271wy
2T I rr
2
2r,-r ri
VCOSd 2 1 + Y 1
rr r 7 (W Tow =)
1 2 g 1
rs =
Y . 1
- (v' - ,.—)J (1.4.18)
r 1
. 2ry-r
1-v w' ' U 1 2
MpO = K 2 —— - 2 cos¢ - +
Z I: rr 2 T{ry Ty

u B v'
+ coty - —— 1.4.19)
2o "_{] (
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_ 1-v w'ooo w' . u.
"o =k [2 TR R S Y
- 2r,-r
u v' 2 1
+ ~r—2- coty - E —F?_] {1.4.20)

2

Estas formulas s3ao baseadas em duas hipoteses - que os
deslocamentos sac pequenos e que a normal a superficie média con-

serva-se normal durante a deformacao.

Se se admite a hipotese de que a espessura & muito pe-

quena em relagao aos raios de curvatura, isto e, fazendo-se:
"r‘.[ + 2z =.'r] er2+z= ?‘2

e repetindo-se tudo que foi feito no caso anterior, chegam-se as

seguintes equagoes simplificadas:

No = D [v;+w .y h-+vcgs¢+wsen¢] (1.4.21)
1
Fu'+vcosg+wsend v'+w:]
NO = D PR AL | (1.4.22)
L r r
NeO = NOp = D ]—52 [-“;—_ + l’#ﬂ] (1.4.23)
1 .
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Mo = K ]}.]. (gli s 2 (-‘g- + ‘;‘—] cos¢):| (1.4.28)
=k (1w oW VW
MG = K [? (F_ t cos¢) + FT (F;J ] (1.4.25)
w''* w'
M¢G = M@¢ = k(]"\)) [‘F]—r - i COS¢] (].4.26)
r

Nesta versao simplificada ndo existem diferengas entre
N$g© e NOp e entre M¢O e Moo, o que viola a equagao de equili -
brio 1.3.6 a menos que seja ry igual a ro. Mas isto € justifica-
vel uma vez que ambos os lados desta equagao sdo bastante pequenos
e assim sendo, ser3do sempre quase iguais. 0 que nos leva a elimi-

nar esta equacao por ser uma identidade.

Quer usando a forma simplificada quer usando a nao sim
plificada, o problema de determinagido dos esforgos numa casca de
revolugao esta perfeitamente determinado, ja que temos os seguintes

balangos entre incognitas e equacgdes.

- Versao simplificada: onze equagdes, que sao cinco de
equilibrio (1.3.1 a 1.3.5) e as seis equagdes, 1.4.21 a 1.4.26, e
tambem onze incognitas que sdao Né, NO, NoO, M, MO, Meo, Qo, Q6,u,
vV ew.

- Versao nao simplificada: tem-se treze independentes
equagoes que saoc cinco equagdes independentes entre as seis 1.3.1

a 1.3.6 e as oito 1.4.13 a 1.4.20 e igual numero de incognitas que
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sao as anhteriores mais NG¢ e MO .

1.5 - Carregamento axissimetrico

Se o carregamento tem a mesma simetria da casca, as
expressoes deduzidas para os esforcos e deslocamentos simplificam-

se consideravelmente, pois anulam-se:

-~ todas as derivadas em relagao a ©
- os esforgos NG¢ , N¢o , Mog , Mo e Qo
- o deslocamento-u ‘e a componente po das forgas exter-

nas

Assim sendo as equagoes de equilibrio ficam reduzidas

(rN¢)* - ryNocos¢ - rQ¢ = -rryps {1.5.1)
(rQ¢)" + ryNosen¢ + rN¢ = rr,pz (1.5.2)
(rM¢) " - ryMocos¢ = rr,Q¢ : (1.5.3)
E, as equagoes 1.4.13 a 1.4.20 ficam:
. K rz-r1 ri
No = D[V LI -"—(vcot¢+w):|+ : : [(v-w‘ — ¢
"o r3 T2 7

+ w' o+ é] (1.5.4)
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Ne = D[l— (vcotp+w) + L (v'+wi]
2 "

K -r r-.-r .
. 2 1[ v 2 M W w]
- - — C0t¢ + — C0t¢+ —_—
r]r Pz P] Pz P] Pz

(1:5:5)

K W'V, - . 27" v .
Mp = FT [( m )+ (v +uw) TS + FE (w -v)cot{]
(1.5.6)
K . r,-r
Mo = = wr Y ocote - vcgt¢+w ﬁ 1,
1 2 2 2
+ v(”"")'_l {1.5.7)
"

Para as expressoes simplificadas 1.4.21 a 1.4.26 tem-

No = D [?;:w . vcos$+wsenf} (1.5.8)
NO = D [".°°5¢+“59"¢ P w] (1.5.9)
r P]
Mo = ";': [(-—) A W—Cl‘jﬂt:l (1.5.10)
Me=§ [WC°S¢+\,(_):| (1.5.11)
B _
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1.6 - Instituicao das equacoes de Meissner

0 problema apresentado na segao anterior implica na
solucao de um sistema de sete equagoes a sete incognitas, quer
se use a forma‘§imp11ficada quer nao. 0 metodo de estudo que
se apresenta nesta secao foi desenvolvido inicialmente por H.
Reissner no caso de cascas esféricas e depois estendido as cas

cas de revolugao por E. Meissner,

Este metodo consiste em reduzir o problema a um sis

tema de duas equagoes diferenciais nas incognitas:

x =4 = ¥ (1.6.1)

=
I

r, Q4 (1.6.2)

Nota-se que x corresponde a rotagao da tangente ao me-
ridiano, sendo positiva no sentido do menor giro da tangente so-

bre a normal.

A solucdo pode ser separada em duas: uma homogenea,
que corresponde a Se supor a nao existencia de cargas externas
e uma particular correspondente as cargas, que deverdo ser jun-

tadas posteriormente.
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Inicialmente, vamos admitir a nao existencia de car-

gas externas, isto e:

P¢ =pz =0

Assim, as equagoes 1.5.1 a 1.5.3 ficam:

(rN¢)" - ry Necos¢ - r Q¢ = 0 (1.6.3)
(rQ¢)° + ry Noseng + r No =0 (1.6.4)
(rMe)* - ry Mocos¢ = rey Q9 {(1.6.5)

Para se chegar as equagoes de Meissner, o que permi-
tira encontrar as solugdes procuradas, deve-se proceder algumas
simplificagoes nas equagOes gerais 1.5.4 a 1.5.7. Estas simpli-

ficagoes sao as seguintes:

- Na equacao 1.5.4 eliminam-se os termos que apresen
tam o fator K/rf, frente aos termos em D, uma vez que K/(r%D) =

= h2/(12r%) que € muito pequeno.

- Idem para equacgao 1.5.4 para os termos que contem

o fator K/rg.

- Nas expressoes dos momentos, 1.5.6 e 1.5.7 pode-se
desprezar os termos que contém o fator ro=ry ja que, em proble-
mas que exista predominancia de flexao, eles siao pequenos em re-

lagao aos demais, e havendo predominancia de esforgos normais



nao ha necessidade de maior precisao na determinagao dos momentos,

por serem estes pequenos.

¢ao 1.6.5 e

procuradas:

Procedidas estas simplificagoes, tem-se:

36

N = E’%"- + %E (vcot¢+w)] (1.6.6)

NO = Q— (vcoto+w) + (v'+w)] (1.6.7)
- ]

Mo = K|L + 2 ycoto] 1.6.8

¢ g + " Xcot¢J ( )

MO = K% cote + )‘E—] (1.6.9)

Levando-se estas dltimas expressdoes de Mp e Mo a equa-

tendo em vista 1.6.2, chega-se a primeira das equagoes

r ' r r r .
2 o 2 2" 2 k .o
FT O 2 [FT cote + (F?) + FT E—] X

r o r
2 2 K o]
- [FT cot"o+v ~ v Efcot¢]x = u (1.6.10)

A segunda equacao sera instituida em fungao das duas

primeiras equacoes de equilibrio e das equagdes 1.6.6 e 1.6.7.
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Das duas primeiras equagoes de equilibric chega-se a:

(rN¢seng)” + (rQ¢cosé¢) = 0

Esta equagao expressa o fato de que a resultante ver-
tical das forgas atuantes num circulo paralelo n3ao depende de $.

Integrando esta equacdo tem-se:

rN¢send¢ + rQecosed = -

™)
-

onde a constante P representa a resultante das forgas verticais.

Desta ultima relagdo e das equacdes 1.6.3 e 1.6.4, re

sultam:

N¢ = -Qécoty - P (1.6.11)
2nr25en )
(r,Q0)"
N = - — + - (1.6.12)
] 2nr1sen $
Das equagoes 1.6.6 e 1.6.7 obtem-se:
"
Vi 4 W = ———— (N¢ - vNo) (1.6.13)
D{1-v")
vcoto+w = ——-l—?— (ere - vryhg) (1.6.14)

D(1-v7)
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Derivando-se esta ultima equagao, vem

v ] (r‘ZNO). (r2N¢).
v'coty - —5— + W o= [ -V +ﬁ—— ]
sen ¢ (l-uz) D

E eliminando-se v' e w destas tres ultimas equagoes,

chega-se a:

l‘]_X_.=] f[(g ) '\’(g ) o+

-V

+ (r2+vr]) %9 coty - (r1+vr2) %ﬂ coté} (1.6.14)
Desta ultima equagcao, tendo-se em vista 1.6.11 e

'1.6.12 resulta a segunda equagao do problema:

r r r, . r .
2 1. 2 2 2D .
FT o [FT cote (?T) ) FT Eﬁ] ’

r .
- [Fl cot2¢-v- v%— cot{]u =

2
= -D(1-v¥)ryx+ P g(6) (1.6.15)
sendo:
a() = — rire coty + (-2) +
2wsen2¢ "2 "

vr.+r .
b — 29—-} (1.6.16)
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0 sistema formado pelas equagoes 1.6.10 e 1.6.16, cons '

titue as equacoes de Meissner na sua forma mais geral, em que va-
riam os raios de curvatura e a espessura, nesta forma so e possi -

vel a solugao numericamente.

Admitindo-se que a espessura seja constante e deixando

-se o termo em P para ser tratado posteriormente, tem-se:

=
o
[
+
|no
Iy
=]
o
-
+
——
-
™
3
[ g
'

¥
|
[g]
(=)
(o
=
¥
<
|
o
]
1
o
——
—
4
<
—
35
—
>

]
'1 <
—r
(g]
o
o
N
-
+
<
<
1]
w11
—
%
™~
F o ]
-

0 que sugere a introdugao do operador linears

. ™

ry
- — cot
‘"2

L( ) _2..(_)_ [_. cotd + (_)J L_L -
1 ™
%l , (1.6.17)
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que permite escrever:

L(U) + E;T U= - 0(1 - v2) ¥ (1.6.18)
L(x) - ‘lj—] X =y (1.6.19)

E facilmente separar as variaveis, da forma que segue:

.
LL(U) + vL-_(E]—) - "j—] L(u) -

2 2

- Yy = ULV (1.6.20)
r‘ .
1

Mesmo a solugao desta equagao no caso geral em que

ryer, variam com ¢ sO e possivel numericamente, mas se o raio
r for constante a equacao 1.6.20 simplifica-se bastante e sao
conhecidas as solugOoes para a casca esferica (r] =r, = a}, para
a casca conica (r] = », ¢ = const.) e para a casca cilindrica

(ry = =, ¢ = w/2), que ser3ao tratadas no proximo capitulo.

Se na equagao 1.6.20, faz-se " constante chega-se a-
pos simplificagoes a:

4

LL(U) + u U = 0 (1.6.21)

2 2
onde " =2(1_}'<_\’_).-v (1.6.22)
r
]
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Esta equagao 1.6.21 pode ser escrita nas seguintes for

mas.
L(L(U) + iuU) - iwd(L(u) + wlu) = 0
L(L(U) - iulu) + ind(Lu) - iwlu) = o

0 que demonstra que as sclucgoes das duas equagoes

2y

n
o

L{U) + ip
L(U) - iup

(1.6.23)

2y

n
o

(1.6.24)

sao solugoes da equagao 1.6.21.

Por causa do fator i a solugao das equagoes 1.6.23 e

1.6.24, sao complexas.

Supondo-se que as solugdes da equagao 1.6.23 sejam

U] = I] + 112; U2 = 13 + iI4

tem-se:

|
()

. . 2 x
L(I1 + 112) + i (I] + 112) =

|
[}

. . 2 .
L(I5 + i1,) + iu" (I3 + il,) =

ou seja:

. . 2 2

2
L(I3) + iL(1,) + ipl1y - w%1, = 0
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Separando-se a parte real da imaginaria, tem-se que:

L(I;) - u°I,

fl
n

0 L(I,) +ull; =0
(1.6.25)

2 2

I

1]
(=]

L(I5) - w 0 L(I4) +uw

14 3

E facil ver que as solugoes da equagao (1.6.24) sdo:

Das equagoes 1.6.25 deduz-se:

41

[}
Lown]

4
LL(I;) w1y = 0 LL(I,) + I,

4 4

i
o

LL(I3) + u'l5 = 0 LL(I,) + u

3 Iy =

Que equivale a dizer que a so]ugSo da equagao 1.6.24

U=l +c,0, + c3lsg + ¢c,I, (1.6.27)

sendo ¢; constantes reais. Portanto, conhecidas as solugoes com-

plexas da equacao 1.6.23 determinam-se as solugdes reais da e-

quagao 1.6.21.

Uma vez conhecida a solugao U, determina-se X pela e-

quagao 1.6.18:

X =" F}fﬁ CLqu) « i =
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L [oqLIy) + c,ol(I,) + cgl(I,) +

r]Eh

+cgL(Ig) + v(cqIy +c,l, + caly ¢ c414)]
ou seja:

. 4 _ 2
= r ER [;:](vI1 + U 12) + cz(vI2 u I]) +

.><'_~

2

+oeg(vlg + ul1) + e (o1, - wl1y)] (1.6.28)
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CAPITULO II

INTEGRACAO DA EQUACEO DE MEISSNER

0 objetivo deste capitulo e apresentar a solugdo das
equagoes de Meissner, para as cascas esféricas, conicas e cilin-
dricas, explicitando-se as expressdes dos esforgos unitarios e

dos deslocamentos.

2.1 - Casca esferica, equagc3o homogenea

Particularizando-se as equagoes 1.6.8, 1.6.9, 1.6.11

e 1.6.12, para ry =r, = a, tem-se:

M¢ = ;'(X' + v xcote) (2.1.7)
K
MO = 3 (x cotp + vy-) (2.1.2)
No = - Qocoty - — (2.1.3)
2rasen ¢ .
P
NG = - Q¢ + ——— 2.1.4
Zwnasen ¢ ( )

Colocando-se, tambem:
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x = &L é U=a Q¢

Pelas expressoes 1.6.13 e 1.6.14, determina-se v e w.

v = send [%(I+v) %%%%%$ d¢ + C] (2.1.5)
W = -vcoty + %ﬁ (NO. - wN9) (2.1.6)

0 operador linear 1.6.17, torna-se:
Ly () = = v feotg] - cot?e L)

Desta forma as equagoes 1.6.18 e 1.6.19, apos multi -
plicadas por a e tendo-se em conta a definigdo da constante D,

$30 para a casca esferica:.

U'* + cotélU’ - cot2eU + wU = - Ehay (2.1.7)
o 2 _ Ua
X + cotoye - cot"Pyx - vx = F_ (2.1.8)

A solugao deste sistema de equagoes € encontrada a
partir de uma equagao diferencial de sgunda ordem do tipo 1.6.3,
conforme foi mostrado anteriormente, esta equagao, para o caso

em questao, e de forma explicita, € a seguinte:

Us" + cotél® - cot?elU + i plu = 0 (2.1.9)
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sendo,

8 12(1-v¥)a® 2
- h2 v

u

Apresenta-se a seguir a solugao desta equag¢ao, evitan-
do-se, deliberadamente, longas transformagoes matematicas. Maiores

detalhes podem ser encontrados na referencia no 1.

A fim de se eliminarem as fungoes trigonométricas, po-

de-se fazer a seguinte mudanca de variaveis:

>
1]

sen2¢
1/2

=
]

Z.seng¢ = z2.x

E, a equagao 2.1.9 passa a:

x(x-1) + (3 x-z) 82 . 10um (2.1.10)
XE ? dx /1
que se reconhece como uma equag¢ao hipergeometrica, cuja forma ge-
ral e:
x(x=1) 2" + [(a+B+1) x-y]z' + aBz = 0

sendo no caso:

A equacdo hipergeometrica possue pontos singulares em

x =0, x =1, x == em torno dos quais se obtém solugdes por série.
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sen2¢ < 1, pode-se restringir o

Como, no caso, X

estudo das solugoes ao redor do ponto singdlar x = 0.

A primeira solugdao desta equagao & do tipo:

E a segunda, ja que y & inteiro e as raizes da equa-
¢ao indicial

s(s-1) + ys = 0

sendo sy = 0 e s, = 1-y, diferem de um numero inteiro, sera:

_ n-1
z, = z]Enx + C, X

nt~—18

n=0

Demonstra-se a seguinte lei de recorrencia, entre um

coeficiente generico c, e o0 primeire c,, para a serie 2

0

_ {sta)(s+B)(s+a+1}...[s+at(n-1)] [s+B+(n-1)] c

“n (S+T)(S+Y)(S+2) (S+Y+T1)...(s+n)(s+y+n-1) o

sendo 51 = 0 e fazendo~se ¢, = 1, tem-se para a primeira solugao

0

zy = Sy + isy =1+ %%? X + g ?+] B.B+1 x2 4.
4 @e..(o+n-1)8...(B+n-1) n (2.1.11)

n.(n+l)!
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Para obter a segunda solugdo emprega-se o metodos dos
coeficientes indeterminados: toma-se a solugao z, e substitui-se
a expressaoc da mesma e de suas derivadas na equagao 2.1.10. Para
que esta equagao seja satisfeita deverao ser nulos os coeficien -

tes e tendo-se em conta que vy = 2, resulta como a segunda solucao

Zp = 53 sy = X+ oo ] oy x1 4
aB i'j:] A
+]+W['&+§ -2-:|X_+ .....
 efatl}. .. (a+n-1)8(B+1)...(B+n-1) ni1 (_l_ )
n.{n+l). L (535
5=0
] 2 2 1 ]:.n
Y E¥s T Bes a+s) * n+11'x toeea. (2.1.12)

Separando-se 0os reais dos imaginarios, nas equagoes

2.1.11 e 2.1.12. Elas podem ser escritas nas formas que seguem:

zy = sy ¢ is2 = (A + iBy)+(A] + iBy)x +

+

(Ao + 1Bg)x2 +...

. . . -1
Sg + is, = (s] + 152)£nx + (E_y + 1F_q)x +

N
M~
1

-+

(E, + iFy) + (Ey + iFq)x + (Ep + iFy)x%+ ...

donde se conclue que:
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s] = AO + A]x + Azx2 +... Ahxn

. 2 n
So = Bo + B1x + 82x +...an

1 + E0 + E]x + E2x2+...E:xn

S3 = SyLnx + E_1x o

1

= spdnx + F_]x' + Foo+ Fox + sz2 +...F x"

wn
o
[

Da equagao 2.1.11, escreve-se:

(a+n-1){B+n-1)
n{n+l)

An + 1By = (Ap-y + iBp=)

~

Substituindi-se a e B pelos seus valores conhecidos,
e identificando-se as quantidades reais e imaginarias de um lado
e doutro da igualdade, ficam estabelecidas as seguintes leis - de

recorrencia para os coeficientes genericos A, e B,:

an? - 2n - 1 2

- u
An = An1 Iy * By Thine

(2.1.13)

coa ooowt g an? -2n -
n - n-1 In(n+1) n-1 "Zn{n+T)

sendo Ay = 1; B, =03 n=1,2,3...
Para determinar as leis de recorréncia dos coeficien
tes En e Fn procede-se de maneira similar, encontrando-se:

4s® + 6s + 12 }=
(4sz+65+1)2+u4 2+s

n-1
Eq = Al + PRICES
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n-z] 1-12
81 -B (6 + 8s) ]
R N 520 (452+65+])2 + p4
-1 2
1 n 45° + 65 + 1
F =8 { + ¥ [(6+8s)
n T+l s=0 (452+6s+1)2+u
2]} ni1 ]: ) u2
- + A (6+8s ]
Z*s " 520 (4s2+65+1) 242
Para n = 1,2,3,... e sendo:
2
4 4y
E = - ; E =13 F_, = ; F
-1 ]+u1 0 1 141 0

-

(2.1.14)

Deste modo tem-se as solugdes z, e z, da equacgao

2.1.710 e por conseguinte as solugoes U e U, da equagao 2.1.9,
1 2

que sao:

o
—
|

= sendz, sen¢(s] + isz)

e
]

9 sen¢z, sen¢(s] + is4)

Pelo que foi mostrado na segao 1.6, as solugdes reais

do sistema formado pelas equagoes 2.1.7 e 2.1.8 e de acordo com

1.6.27 e 1.6.28, sao:

U = send(cysy + CpSy + C3S53 + Cu8,)

(2.1.15)
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x = - SRR (v + 0¥sp) + cplusy - ufsy) ¢
¥ Cal{vs, + uls,) + cp(vs, - 2 )] (2.1.16)
3iVS3 * U 3y 4\V3q " H 33 o

Deve-se notar que af_fungio g{4), apresentada em
1.6.16 e excluida do tratamento geral por implicar numa solugao
particular, resulta igual a zero, para o caso da casca esferica.
Portanto, mesmo existindo a projegao vertical P, de forgas apli-
cadas nos bordos, as expressoes 2.1.15 e 2.1.16 ndo sao altera -

das.

Para a determinacdo dos esforgos unitarios My, Mo e

NO necessita-se conhecer as derivadas %% e %%, em outras pala-

vras conhecer as derivadas de sengs. em relacdo a ¢, que sao as

sequintes:
d(sen¢sy) )
Ds] S ra— = cos¢(Ao + 3A]x + 5A2x +...) =
= cos¢§(2n+1) Anx"
0
d{sends,)

Ds, = 5 cos¢ (B, + 3Byx + 582x2 +,..) =

= cos¢) (2n+1) B,x"
0

d(sen 53)
;Dsj = —g = £nx.Ds] + 2cos $q +

w

+ €0S¢ ; (2n+1) cnxn
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d(sen¢s3)

Ds4 = 3%

= £nx 052 + 2cos¢s2 +

o

+ cos$ ¥ (2n+1) ann
-1

Considerando as definigces dos Dsi e tendo-se em conta
que U = aQ¢, tem-se pelas equagoes 2.1.1 a 2.1.4 as expressoes pa-

ra os esforcos unitarios:

2

+

K .
Mp = - — {c;[vDs; + u“Ds, )] +

vcos¢(vs]+u
Eha

+

+ cz[vDs2 - Ds] vcos¢(vsz-uzs])] +

2

+ c3[vDs3 + uDs, + vcosé(vsg+u 54)] +

+ c4[st4 - uZDs3 + vcos¢(vs4-u253)]}

(2.1.17)

K
Mo = - E;:? {cl[b(vDs]+u2052)+C°5¢(V5]+“252)] *

++

Eg[p(vDsz-uzDs])+cos¢(vsz-uzsl)] +

+

2
c3[u(vDs3+u DS4)+COS¢(v53+u254)] +

-+

c4[p(uDs4-u2053)+cos¢(vs4-u253)]}

(2.1.18)
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U

0 = - = se2¢ (€5 + €y, + €355 + €,8,)  (2.1.19)

_ _ cos ' _ ]
asen“¢
(2.1.20)

o

Ne = - = (cqDsy + c,Ds, + C3Ds3 + ¢, DBs,) +
+ e 1 (2.1.21)

asen2¢

Onde os termos em Cg correspondem aoc caso de existir

resultante vertical, P, das forgcas de bordo. Sendo:

Na determinagao do deslocamento v, segundo um meridi
ano, levar-se-a primeiro em conta apenas a parte homogénea de
N¢ e NO, que figuram na integral 2.1.5, tem-se entao para 0
deslocamento v, sem consideragao do termo referente a P:

_ 1+v
Vo= sen¢(c]s] + c252 + Cqy54 + c4s4) +

t Cg send (2.1.22)

sendo Cg @ constante ¢ que aparece na integral 2.1.5 e correspon

de a deslocamento de corpo rigido na diregiao vertical.
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Para se considerar a existencia da componente vertical
P, deve-se ter em conta que ela nao pode existir sozinha, pois nao
e auto-equilibrada, portanto so tem sentido falar neste tipo de
carga nodal, se atuante nas duas bordas simultaneamente e em equi-
17brio. Para tornar determinada a relacdo forga deslocamento pro-
curada, admite-se a forga P agindo no nd superior estando o no in-
ferior apoiado segundo o meridiano, conforme esta mostrado na fig.

2.1.1.

———— —

Pl p/sendi l
A:ot [}

Pcotds A

i

P
SGI'I‘a ]

Fig. 2.1.1
Tomando-se agora na integral geral 2.1.5 os termos que

dizem respeito a esta forga e integrando entre os limites ¢i e ¢,

tem-se
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Vv = seng E Z tg¢‘1/2

1+v p |cos¢ _ cosoi on te/,
27 [sen®¢ sen?¢i

ou seja, pondo Cg = %;;

: tgdy

{14v) [cos9 cosoi 2
v = send - - In . c
Eh [gen2¢ sen2¢i t9¢1/;] 5

(2.1.23)

Reunindo-se as duas contribuicoes calculadas para 0

deslocamento v:

- ¢ (cos¢ _ cos¢i
> sen?y sen2¢i
_ tgd/2
£n ?g?m)] + c¢ send (2.1.24)

Observa-se que a resultante vertical P, atuante na bor
da superior, surge como componente da resultante P/sen¢, segundo a
diregao do meridiano, que e na realidade a forca externa aplicada
a borda. A constante cg inclue a possibilidade de ocorrer desloca
mento vertical do apoio inferior, quando se considera a interagao

entre elementos.
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Pela equagao 2.1.6 determina-se w:

w = -vycotd + %ﬁ [FT(Ds]-ucos¢sl)+ cz(Dsz-vcos¢sz) +

+ c3(Ds3-vcos¢s3) + c4(Ds4-vcos¢s4{] (2.1.25)

2.2 - Solugoes particulares

Na secao 1.6 ao instituir as equacdes gerais de Meiss-
ner, apenas foi levado em conta a parte homogenea das mesmas ou
seja nao foi considerada a existéncia de forgas de superficie. De-
sejando-se considerar o efeito destas forgas necessita-se determi-

nar uma solugao particular correspondente.

Tendo-se em conta pd e pz, no sistema 1.6.18 e 1.6.19,

aparece mais uma parcela F(¢):

IC

L(U) + 2 U = -D(1-v®) x + F(¢)

-

1

L(x) - ¥T X = E

No caso da casca esferica:

F(¢) = (1 + v)psa + p; 2

e de 2.1.7 a 2.1.8, vem:
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- Ehay +

U + cotel' - cot2¢u + vl

+ (1+v)poa + péa

Ua

x'' + cotoy' - cot2¢x - F_ (2.2.1)

<
<
n

Apresenta-se a segquir a solucao particular do sistema

2.2.1, para o caso do peso proprio, onde:

pd = gseng , pz = - g cosd

resultan@o:

F(¢) = (z + v)g send

U"* + cotdU' ~ cot’el + vU = -Ehay +
+ (2+v)g send
x' '+ cotoy” - cot2¢x - VY = %3 (2.2.2)

Uma éo]u;Eo particular para este sistema, pode ser:

XP Aseng¢

Up

(2.2.3)

Bcos¢

Apos determinadas as constantes A e B chega-se as se-

guintes expressoes para xp e Up:

Xp = %% (2+v)p send (2.2.4)
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2 .
up = $5- &2 5 sens (2.2.5)
1 nl
sendo: po= 1/(1 + 7 - —7)
a

Pelas equagoes 2.1.1 e 2.1.2 determina-se M¢p e Mop

: 2
Mop = Mop = Fh- XY 5 cosy (2.2.6)
U
como Q¢ = 3’ tem-se
h2 2+v
p = - -y e senp (2.2.7)

Aplicando-se as condigoes de equilibrio 1.5.1 e 1.5.2

particularizadas para a casca esférica, encontra-se N¢ e NO:

2

h 2+v a
N¢l ?_2_3 mp cosd - 172?4) (2.2.8)

NO

2
%%3 %;% p cosd + T:§%§$(I-COS¢-COSZ¢) (2.2.9)

Nestes uUtlimos esforgos Né e NO, a primeira parcela de
riva da solucao Qép, a segﬂnda,aeriva diretamznté,ddS*componentes

p¢ e pz do carregamento externo, pode-se entao separa-los em:

N¢
No-

Nép + NoM
(2.2.9)

"

Nop + NoM



onde:
2
Nop = NOp = %%E %;% p cos¢d (2.2.10)
- - da
NM = 17% (2.2.11)
NeM = 2z (1 - coso - cos®s) (2.2.12)

Em cascas de pequena espessura h em relag3ao ao raio a,
Ne¢p e NOp sao despreziveis em vista de N¢M e NOM, como se pode ob
servar pelas suas. expressoes. Pela mesma raziao desprezam-se M¢p,
Mop, e Q¢p. Consequentemente os unicos esforgos relevantes a se
rem considerados serao N¢M e NoM. Portanto, emccascas delgadas,
os esforgos correspondentes a solucao particular poderao ser en-
contrados diretamente das equagoes de equilibrio pela suposigao
de serem nulos M¢p, MOp e Q¢p. Procedendo-se deste modo, a equa-
gao 1.5.3 resulta uma identidade e as equagoes 1.5.1 e 1.5.2, par

ticulares para a casca esferica, ficam:
(N¢Msend) - NOMcos¢ = -pd.a send (2.2.13)
NeM + N¢M = pz.a (2.2.14)
Este procedimento constitue o chamado regime de mem -
brana, N¢M e NOM sao os esforgos de membrana. E possivel ideali-

zar este regime de membrana quando as seguintes condigoes ocorre-

rem simultaneamente:
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a) a variagao das curvaturas normais da superchie media for con-
tinua;
b) a variacao da espessura for continua;
c) a distribuicao de forgas externas for continua;
d) as forgas externas aplicadas nas bordas livres e as reagdes
dos vinculos forem paralelas a diregao da tangente aoc meridia-

noe na borda correspondente.

No caso em questao, casca esferica com espessura cons

tante, as duas primeiras condigoes s3do automaticamente atendidas.

A condig3do ¢ podera ser sempre atendida realizando-se
uma discretizagao da estrutura em elementos tais, que, em cada e-
lemento a distribuicao de forgas seja continua,fazendo-se poste -
riormente a compatibilizagao dos deslocamentos, assim calculados,
nas circunferencias nodais destes elementos. Da mesma forma as
condigoes de appio podem ser inicialmente supostas atendendo 3 con

digao d, introduzindo-se depois as condigoes reais de apoio.

Pelo que foi visto pode-se resumir o seguinte método

de calculo para as cascas delgadas:

1) calculam-se os esforgos N¢M e .NOM e os correspon-

dentes deslocamentos, vM, wM e XM, em regime de membrana.

2) faz-se a compatibiliza¢do de deslocamentos dos nos

de elementos adjacentes, introduzem-se as condigoes de apoio e
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calculam-se os esforcos causados pelas perturbagoes locais geradas

pelo atendimento das situa¢des prescritas neste tem.

3) os esforgos finais serao as somas dos calculados

nos itens 1 e 2.
No capitulo 3 sera apresentada a formulacao matricial
do metodo dos deslocamentos, visando a automatizagao destes calcu

los.

2.3 - Casca conica

A casca conica apresenta como particularidades Iy = =
e ¢ = constante, o que obriga a escolha de outra variavel, como
abscissa, capaz de representar um ponto sobre o meridiano, por e-
xemplo a distancia y de um ponto qualquer do meridiano ao vértice

do cone. {Fig. 2.3.1).

Fig. 2.3.1
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Desta forma tem-se:

d() _ 1 d
—ﬁyl o -ﬁEl (2.3.1)
r‘2 = y.cotd (2'3'2)

De 1.6.1, 1.6.2, 1.6.8, 1.6.9, 1.6.11 e 1.6.12 apos
feitos os limites quando ry + =, tem-se as expressoes de yx, U e

dos esforgos unitarios:

X = %% ; U = r,Q¢ = yQ¢coto (2.3.3)
Mo = Ki%% ‘Y %; (2.3.4)
MO = K:§ + v %ﬁl (2.3.5)
Ne = - % ) 2nysZn¢cos¢ (2.3.6)
NGO = - %g (2.3.7)

0 operador linear 1.6.17, tem como limite ao tender

r, para infinito

d2

(2) + d( ) . (y))cot¢ (2.3.8)

LI( ) = (¥ dy dy
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Nas equag¢des 1.6.18 e 1.6.19 os termos em v/r] desapa

recem ao tender r, para infinito, resultando:

L1(U) = - D(1-v¥)x » (2.3.9a)
U
L](x) =7 (2.3.10a)
ou, de forma explicita e apos multiplicadas por tg¢
y EE% + QU U Ehtge (2.3.9b)
dy dy y X P B
2 !
dy dy ¥ K-

Como foi mostrado, na segdo 1.6, a solugao deste siste
ma (2.3.9 e 2.3.10), pode ser encontrada a partir da solugao da e-

quagao (1.6.23),que neste caso seria:

+ S u=0 (2.3.11)

4 12¢1-v%)tg?e
i = 2

sendo (2.3.12)

Visando a se trabalhar com variavel admensional, far-

se-3 a seguinte transformagao de variaveis:

z = t/T = 2uy Y7y (2.3.13)

Resultando para a equagdo 2.3.11, na variavel z,



64

2
2 d-U dy 2 2
Z "d—z—2-+ ZE+ (2 -2 )U = 0 (2.3.12)

A solugdo desta equacdo e:

U= Dyd,(2) + Dyl (2)

levando em conta que z = t/7, vem
U= Dyd,(t/T) + D, (e/T) (2.3.13)

onde:
J2 e chamada fungao de Bessel de primeira especie e
de segunda ordem
Hgl) e chamada fungao de Bessel de terceira especie e
de segunda ordem. Tambem conhecida como fungdo

de Hankel.

Como estas fungoes tem argumentos complexos, a solu -
¢30 2.3.13 consiste de uma parte real e outra imaginaria, introdu
zindo as fungoes de Schleicher & possivel separar os reais dos i-

maginarios da maneira que segue,

I (/) = = [zq(t) + £ 23(6)] - [ zp(¢) -

- € 2] (2.3.14)
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H§ 1 (/7Y = -[zg00) + £z (0] - 0 [zg(t) -

- £ 21 (1)] (2.3.15)
Onde:
. _ d
() =3{l (2.3.16)
z,(t) = ber t (2.3.17)
z2,(t) = - bei t (2.3.18)
2.(t) = - 2 kei t (2.3.19)
3 = .3.
z,(t) = - £ ker t (2.3.20)
sendo: '
o 4u
ber t = ] (-1)" {(E/2)_
n=o0 (2n)!
bei t = ] (1) (t/2) e
n=0 (an+1):
t T .
ker t = -(c+&n 7) ber t + g bei t -

(2(n+1),

) (-1)" 8= s (£)4(n+1)
=0 (2n+2)!
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. t A
kei t = - (c+&n f) bei t - % ber t +

2n+1 1

o L. s
+ ) (-1)" s=1 5 (%)4n+2
=0 (2n+1)!

c = 0.5772715655 (constante de Euler-Mascheroni)

Com a finalidade de simplificar a notagdo n3o se es-

crevera mais o argumento (t).

De acordo com 0 exposto na se¢ao 1.6 e tendo em vista
as equagoes 2.3.13 a 2.3.15, chega-se as solugdes reais do siste-

ma formado pelas equagoes 2.3.9 e 2.3.10.

' 2
zz) + c2(22 - f‘z]) +

c
I
0
—
—
N
a—d
+
Mo

2 2
+ c3(z3 o)t c4(z4 - zé) (2.3.21)

Conhecida a solugao U, determina-se a solugao x pela.
equagao 1.6.28, lembrando que o termo em v/r1, resultou igual a
zero, ao se fazer ry = =
2
_ 1 2, 2 _,
X = = Fhtge- [S1(Z2 - ¥ 2j) - cplzg + g 25) ¢+

+ c3(z4 - % zé) - Cqfz5 4 % z&{] (2.3.22)
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Uma vez determinadas as solucoes homogeneas, passa-se
a examinar a solucdo particular correspondente a fungao g(¢) defi
nida em 1.6.16.. Admitindo a existencia da resultante vertical P,

o sistema 2.3.9a, 2.3.10a, completo,seria:

L(U) = -D(1-vZ) x + P 9_'(,21 (2.3.23)
1
L(x) ’% (2.3.24)
sendo: 1im g£¢) = 1 5
ry 1 2nysen— ¢

Substituindo g(¢) em 2.3.23 e escrévendo esta equagao

e  2.3.24 de forma explicita, vem:

2
d P t
y Qf% + 3% - % U = -Ehtgéy + ————397—
dy 2nysen”¢
2
d dx _ 1 _ tgg U
Yy * Ty X K-
y
Observa-se que U = 0 e ¥ = P/(Eh , saoc solugoes
Znysen-¢
particulares do sistema acima. Portanto, a solugao completa em
X €:
M [ 2 2
= - ci{zo~ F 27} = ¢z + F 2,) ¢
X = Ehtgs 1V 2 T " rAR t 2
(zg - 2 2§) - ¢4 2)] + S 5/(Eh)
+ Co(2, - 7 2 - c,a(2z, + F
3*°4 t 73 4+°3 t ysen

(2.3.25)
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iDe posse das solugoes U e y, determinam-se as expres-

soes dos esforgos unitarios, partinde das equagdes 2.3.3 a 2.3.7.

Q¢ = E%Q [;](21 + % zé) + c2(22 - % zi) +
+ cqof(z, + z z,) + ¢c,{(z, - 4 z')] (2.3.26)
IYT3 Tt %4 4 \°4 t °3 U
Mo = gﬁ%ﬂ [;](-t z; + 2(1-v) z, - EL%:EL z7) +
t

] 4]‘ |
+ cz(t z1 - 2(1-v) Zq - —i?—XL zz) +

] 4(1- 1
+ c3(-t Zy *+ 2(1-v) Z, - _L€_Bl 23) +

+cqlt 2y - 2(1-v) z5 - H1v) z&)} -

T L (2.3.27)

Ehy“sen™¢

Mo

1]

31%2 [}](-vt zé - 2(1-v) zyp + iL%:El zi) +
£

4(1-v

+ cz(vt zi + 2{1-v) z, + ¥ z,) +

+cg(-vt zj - 2(1-v) z, + 3 4y

+ c4(vt zé + 2(1-v) z3 + 4 l'” z&i] +

+ gl-vzkj c

2.3.28
Ehsen2¢_y2 ( )
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N = - % [él(z] *FZy) t ez, -_% zq) +4¢3(z3 + % 2,) +
c
+cylzy - 2 zé):l -5 (2.3.29)
: ysenpcos¢ - :
2 : . L +
213 4 4
NO. = - —— [F](t zi - 221 ol zé) + cz(t zé - 222 t zi) +
t

D +

w

~

L . 4
c3(t 23 - 225 + 24) + c4(t z& - 224 t T zB)J
- (2.3.30)

s

+

*

Para se determinar os deslocamentos v e w, recorrem-se
as equagoes 1.6.13 e 1.6.14. De 1.6.13, uma vez feito o limite

quando r tende a infinito, escreve-se:

Vs op f(w - wNe)dy + ¢ sens (2.3.31)

A partir de 1.6.14, e considerando que ro = ycote tem-se para 0

deslocamento w:

W = -vcot¢ + X%%Ei (No - uN¢) {2.3.32)

Partindo da equagao 2.3.31 e procedendo de maneira ani
loga a que foi feita para a casca esferica, chega-se a expressao

do deslocamento v :
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1 2(1+4v) 2(1+v) _,
V' ° TEhtge [“1(“21 + S5 z) +ooplvz, - B 2y

2(1+ ' 2(1+ .
+ c3(vz3 + T Y 24) + c4(vz4 - —1?-21 23)]

1

- —_— L
€5 Sen¢coso (£n Y.

+ vcosz¢) + Cg send (2.3.33)
i

2.4 - Solugoes Particulares

Os mesmos comentarios feitos, com respeito a casca es-
ferica, valem com relagao a casca conica, portanto, para casca co-
nica de pequena espessura, d solugao particular correspondente as
forcas de superficie pode, tambem, ser substituida pela solugdo de
membrana, que para este caso sera encontrada pelas equagoes que

sequem, deduzidas das condigoes de equilibrio.

d(y Ney)
—ay— - Noy = -vy p¢ (2.4.7)
NGM = pz y cotd (2.4.2)

2.5 - Casca Cilindrica

As equacoes da casca cilindrica serao deduzidas das

referentes a casca conica colocando-se, ¢ = % e, ry = R, constan-

te (Fig. 2.5.1)
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Fig. 2.5.1

Pelas equagoes 2.3.3 a 2.3.7, tem-se:

X = = U=R Q¢ (2.5.3)
dy

Mp- = k 9

16 = K af,‘- (2.5.4)
d

MO = K"?hé (2.5.5)
: _

Ntb = - Z—wﬁ (2.5.6)

NG = - % (2.5.7)

0 operador 2.3.8, neste caso reduz-se a:

2
L,y() = Rd_d-Uz (2.5.8)
y

Sendo as equagoes analogasas 2.3.9 e 2.3.10, as seguin
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tes

2y
REY - - By (2.5.9)
y

2

4

y

(=N =N

[

=l

(2.5.10)

[=8

Destas duas O0ltimas equagdes, chega-se a:

4 A
d'Uu 4 4 3(1-v
+ 4 27U = 0, sendo A =
dy? R%h

cuja <solugao e:

U = cy e ™ cosay + c, e semiy +

+ cq e_l(z-y)cos(ﬁ—y) t ¢y e-A(z'y)senl(z—y)

Com a finalidade de simplificar a notagao, serao intro

duzidas as seguintes fungoes:

e Y cosxy V=Yt Y,

it

Y1

Y
v, = e Y senry by = Y] T Y,

Y3 = e'l(ﬁ'y)cosk(£-y) Ua= Y5 + v,
= e'l(ﬁ*Y)Sﬁpéfﬁ-y) g = Y3 - Vg

Yq

Em termos destas fungoes escreve-se:
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expressoes,,
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U= C1Yy + Cp¥p + C3yg + CaYy (2.5.12)

De 2.5.9 determina-se y

2x°R
—— (CqYs = €LYy + Co¥y = Cr¥a) (2.5.13)
Eh 172 2" 374 473

Fazendo uso das equagoes 2.5.3 a 2.5.7, determinam-se

Q$, M¢, Mo, N¢ e No.

@ = % (Cqyy + €Yy +.C375 + Cyvy) (2.5.14)
21 3RK

Mp = - === (cq¥y + Uy - Ca¥y - ch¥s) (2.5.15)
2)3RK ,

Me = - < \J(c]'\bz + CZIP] - C3lp4 - C4w3) (2.5.16)

. C5

Ne = - ¢ (2.5.17)

NO = Acqdy - oy - caby + cauy) (2.5.18)

Para os deslocamentos v e w deduzem-se;as.seguintes: -

partindo:seade 2.3.31 e 2;3332:

<
]

%—ﬁ I(Nnb - vNO)dy + c seng (2.5.19)

B (No - uNg) (2.5.20)

=
[]
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Tendo em vista as expréssaes de N¢ e NO definidas em

2.5.17 e 2.5.18, encontra-se:

-v -
Vo= R {eqyy + covp * o c3vg + cyvy)

(9]

S E e (2.5.21)

W o= %% (g - Coby = Caby + cuiy) +

v
* R s (2.5.22)

2.6 - Solucao particular

De mesmo modo que nos casos anteriores, relativos a
cascas esfericas e conicas, nas cascas cilindricas delgadas subs-
titue-se a solugao particular referente a forcas de superficie pe

la correspondente solucao de membrana.

0s esforgos unitarios N¢M e NOM, no caso em questao,

serao dados pelas equagdes:

Qig%ﬂl = - pé (2.6.1)

NeM = pz.R (2.6.2)



2.7 - Placa Circular

das do estudo feito para o cone, fazendo-se o0 angulo ¢  igua1

zero. (Fig. 2.7.1). (0 eixo y neste caso se confunde cqm_r).

r e fazendo

75

As equagoes da placa circular, tambem podem ser obti-

FIG. 2°7 '

i

a

Pelas equagées 1.5.1 a 1.5.3, trocando o Indice ¢ por

¢ = 0, tem-se:

d(rrer _
d(err) -

d(r Mr) _

Nr

No

Mr

dr

.5.8 a 1.5.11 tem-se, ao fazer ¢ = O:

N©

r

pZ

Me

D(g% +

V
r

= r pr

=r Qr

__v)

D(% v +av£%%)

K(

dX

dr

+

y
r

X)

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

(2.

1)

.2)

.3)

.4)

.5)

.6)



76

Mo = KBH v ) (2.7.7)

Observa-se que os esforgos Nr e NO, no plano da placas
sac independentes dos esforgos atuantes no plano normal a mesma,

Or, Mr e MO.

Pelas equagoes 2.7.1, 2.7.4 e 2.7.5 chega-se a equagao

diferencial do deslocamento v, ao longo de r, fazendo pr = 0.

2
dv dv 1 -
r E—z tar T r Y e 0 (2.7.8)
r
donde:
©
vV = ' + Cop (2.7.9)
<y <,
Nr = Eh(- > + ) (2.7.10)
(14v)Rp*  (1-v)R
¢ c2
NO = Eh{ 5+ ) (2.7.11)
(1+v)Rp {1-v)R
onde p = E

De 2.7.2, nao levando em conta a componente das forgas

externas pz, vem:

I (rar) = o (2.7.12)
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De 2.7.3, 2.7.6 e 2.7.7, tem-se:

2 rQ.
B B R ol (2.7.13)
dr '
Integrando 2.7.12, vem:
r Qr = C.K J (2.7.14)

Substituindo r Qr dado por 2.7.14 em 2.7.3, chega-se

d dy % . (2.7.15
r + H% - % = C )

ou

"
-s!n

d 1 d
r [Fa? (”X):I
- dw -
Como y = ir’ tem-se
d 1 d d
ar [? awlr a%)] - 5 (2.7.16)
cuja solugdo e:
W= Capl ANp + Cu0% + cp £Np + C (2.7.17)
3P P 4P 5 o 6 -1

Resultando as seguintes expressdes para a rotagao x

e para os esforgos Mr, MO e Qr:
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1
X = g (cg0(1 + 2np) + 2c40 + ¢, 2 (2.7.18)
Mr = §? [}3(3+v+2(1+v)£np) + 2(1+v)c4 - c5(1f?) i?]
(2.7.19)
-3
Mo = Co(1+3v+2(T1+v)}L&np) + 2(1+v)c, +
7 |3 )enp) + 2(1+v)c,
1
+ c5(1-v) —ﬁ] (2.7.20)
P
K 1
Qr = Ej 4C3 E (2.7-2])

Tem-se, desta forma conhecida a soll¢cao homogénea da
placa circular. Existindo forcas de superficie, p¢ ou pr dife -
renpeé de zero, determina-se a solucgao particular ao caso de car-

regamento dado.

2.8 -~ Anel de Reforco

Comumente torna-se necessario fazer reforco em estru-
turas de cascas, atraves de aneis, que realizam um vinculo de en-

gastamento elastico.

Apresentam-se,nesta seéio,os coeficientes de rigidez
do anel de reforgo, admitindo que o mesmo seja de pequena dimen -

sao e ocorra em no da estrutura.
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O0s deslocamentos e esfor;os a serem considerados sao
o deslocamento horizontal w e a rotagﬁo Xs @ forga horizontal to
tal H e o momento fletor total M, atuante no piano normal a se -

¢ao transversal do anel (Fig. 2.8.1)

Fig. 2.8.1

Sendo b e d a largura e altura da secao transversal
do anel, a forga H e o momento M relacionam-se com o deslocamen-

to w e a rotacao y pelas expressoes;

Ho=or B4y (2.8.1)
3
E b d

Moeon EDA (2.8.2)

Sendo, entdo, os coeficientes de rigidez do anel,



_ Ebd
Syq = 27 g (2.8.3)
3
_ E b d
533 = am W (2.8.4)

Chamou-se S]] e 533, por consistencia com a numeragao

utilizada no proximo capitulo.

A rigidez do anel, assim calculada, sera adicionada. a

rigidez do no da estrutura, onde ocorre a existencia de anel.
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. GAPTTULO III

METODO DOS DESLOCAMENTOS

3.1 - Introdugao

Nos dois capitulos anteriores foram apresentadas as
solugoes analiticas individuais de algumas formas axissimétricas.
No presente capitulo sera apresentada a formulacao matricial do
metodo dos deslocamentos com o objetivo de analisar estruturas

compostas destes elementos.

Na Fig. 3.1.1, esta representada a segao meridional
de um reservatorio axissimetrico, que constitue um tipico zexem®
plo de estrutura, automaticamente discretizavel com os elementos

cujas solugoes foram apresentadas nos capitulos anteriores.
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Fig. 3.1.1

Quando a espessura da casca for variavel ou quando os
raios de curvatura nao coincidirem com os raios de curvatura das
formas estudadas, pode-se proceder uma'discretizagéo aproximada,
fazendo-se uso de um numero de elementos tal que para cada um dos
quais se possa admitir uma espessura media e adotando-se elemen -
tos conicos sempre que r for maior que ro, e esferico quando "

for menor que ro.
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Na Fig. 3.1.2 apresenta-se,a titulo i]ustrativo, uma
casca com raios de curvatura variaveis; o trecho AB  pode ser
discretizado com elementos esfericos e o trecho BC com elementos

conicos

Fig. 3.1.2

3.2 - Equagoes gerais do metodo dos deslocamentos

As forcas e deslocamentos nodais, de um elemento, se

relacionam pela sequinte equacao matricial:

{F*} = [S]{d*} (3.2.1)
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sendo [§] a matriz de rigidez do elemento.

Conhecida a matriz de rigidez [S], do elemento, mon-
ta-se a matriz de rigidez [SK] da estrutura, por meio de uma sim
ples transformacao, que consiste em se somar, em cada no da es-
trutura e segundo uma mesma diregao, as contribuicoes de rigi -

dez dos elementos que concorrem aop no considerado.

De igual modo monta-se o vetor {AC} das forgas no-
dais da estrutura. Chamando de {D} o vetor dos deslocamentos no

dais da estrutura, tem-se a seguinte equagao:

{AC} = [SK]{D} (3.2.2)

As forgas nodais {AC}, sao de dois tipos, forgas di-
retamente aplicadas nos nos {AN} e forgas nodais equivalentes
{AE} correspondentes a forgas de superficie atuantes em elemen -

tos. Portanto:

{AC} = {AN} + {AE} (3.2.3)

3.3 - Matrizes de rigidez

Apresenta-se a seguir um procedimento para a determi
nagao das matrizes de rigidez dos elementos axissimétricos estu-

dados.
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Para evitar o uso de matrizes de rotacgao, introduz-se
um novo sistema de coordenadas, X0Y, (Fig. 3.3.1), Unico para to

dos os elementos e coincidente com o sistema global da estrutura.

Fig. 3.3.1
Neste sistema de coordenadas, elegeu-se como novos in
cognitas:
- para os deslocamentos £, n e B, sendo £ o desloca -
mento ségundo 0X, n o deslocamento segundo OY e B a rotagao no

sentido de Y para X.
- para forgas H, V e M, sendo H a forca horizontal to
tal atuante num circulo paralelo segundo £, V & a resultante das

forcas verticais dirigida segundo n e M o momento total atuante
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em um circulo paralelo segundo a rotagao B.

0s deslocamentos £, n e B sao assim relacionados com

os deslocamentos v, w. e Y.

E = W seng + vcose
n =W Ccos¢ - vsend (3.3.1)
B =-X

As forgas H, ¥ e M relacionam-se com os esforgos uni-

tarios, Q¢ e M¢, conforme segue:

H = -2nr2 Q¢ - Pcotd
V=P (3.3.2)
M= -21r Mp

Conhecidas, que sao, as expressdes dos deslocamentaos
w, v e y e dos esforgos unitarios Q¢ e Mp, em termos das constan-
tes ¢y a ¢g tambem setﬁo conhecidas as expressoes dos desloca -
mentos £, n e B e das forgas H, Y e M em fun¢gao das mesmas cons-
tantes, assim sendo as equagoes 3.3.1 e 3.3.2 podem ser escritas
sob a forma matricial:

& “

ny=1[8] (: (3.3.3)

B ‘s
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9
H ?1
vy) = [DE] : (3.3.4)
M s

4

ou, mais compactamente,

{d} = [B]{c} (3.3.5)
{F} = [DpB]{C} (3.3.6)
sendo

{d} vetor deslocamento ou deslocamentos generali-
zados do elemento

{F} vetor das forgas generalizadas do elemento

3x1

{C} constantes a determinar

6x1

(8] matriz das fungdes que definem o campo de des
locamentos

(0B] matriz das fungoes que definem o campo das

forgas

Em Apendice apresentam-se explicitamente as matrizes

[B] e [DB] para os elementos estudados.

Na figura 3.3.4 esta representado um elemento genérico
n, com indicagao das diregoes positivas das forcas e deslocamentos

nodais do mesmo.
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Fig. 3.3.4

0 vetor deslocamentos nodais,
4

46

{d*} =

e o vetor das forgas nodais,
Fy
{F*} = , ]

Fe

sao definidos pelas seguintes equacdes:

{d*}

1]

(B*]{c} (3.3.7)

{F™}

[oB*]{C} (3.3.8)

onde,



(8] = | (3.3.9)
[B] n6 j
[DB] no i

[DB*] = (3.3.10)
(0B] nd j |

De 3.3.7 determinam-se as constantes c1 a CG‘

(cy = [8%177 (4% (3.3.11)

De 3.3.8 e 3.3.11, vem:
(F*} = [o8*] 8% td%) ,
que pode ser escrita, na forma:
{F*} = [S]Ld*} (3.3.12)

onde,

[s] = [08*][B*]"! (3.3.13)

e a matriz de rigidez do elemento.
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3.4 - Cargas nodais equivalentes

0 vetor de cargas nodais equivalentes, {AE}, da estru
tura, sera montado a partir das cargas nodais equivalentes {AML},
do etemento, reunindo-se em cada no da estrutura as contribuigoes

de cargas dos elementos que concorrem ao referido no.

Conforme se mostrou na segao 2.2, pode-se tomar como
solugao particular, devida a forgas de superficie, a solugio obti
da em regime de membrana, desta forma tem-se a seguinte expressao

para as cargas equivalentes {AML},

{AML} = {AM} + [S]{dm} (3.4.1)
sendo,
{AM} - as reacoes calculadas em regime de membrana,
com o sinal trocado
{dM} - os deslocamentos nodais, calculados no mesmo
regime
Admitindo o elemento com o apcio de membrana no no i,
tem-se:
[ -cos¢i)
sendi

{AM} = 27X, NoM 4 r (3.4.2)

COO0OO
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3.5 - Esforcos unitarios finais

Uma vez montada a matriz de rigidez [S{] e o vetor de
cargas nodais {AC}, determinam-se os deslocamentos nodais da es-

trutura,

{0} = [5]°" tac) (3.5.1)

Numa etapa final, calculam-se os esforgos unitarios a

partir dos deslocamentos nodais e das forcas de superficie.

Para um elemento genérico, estes esforgos sao dados

por:

(o} = {oM) + [FE](B*]"" (d*-d3} (3.5.2)

sendo: P
Q¢
N
Mo } (3.5.3)
NG
Mo
\ /
0

NgM
0

NOM
0 /J

{c}

n
.

A

" o

oy} (3.5.4)

[}E] - matriz das fungoes que relaciona os esforgos u-
nitario com as constantes ¢, a cg.

Em Apendice sac explicitadas estas matrizes pa-
ra os elementos estudados.
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JCAPTTULO 1V

PROGRAMA

4.1 - Introducgao

Foi elaborado um programa baseado no metodo dos deslo
camentos, para um computador IBM 1130 de 32K de memoria e em lin-

guagem Fortran.

0 programarvisa automatizar o calculo de estruturas
compostas dos elementos desenvolvidos neste trabalho. Embora nao
tenha sido apresentado o desenvolvimento teorico & programada a
solugao em série assintotica para a casca esferica, devido a 1i-
mitagoes no campo de aplicacdo da serie hipergeometrica para este
elemento. A decisao quanto ao uso de uma ou outro serie & tomada
internamente, nao sendo necessario informar qual das duas sera u-

tilizada. (Este assunto e discutido no Apendice A).

0 programa tem capacidade de analisar estruturas com
até 50 nos e admite dois tipos de forgas de superficie: peso pro-
prio e pressao linearmente variavel, alem de cargas nodais, sendo
entretanto bastante simples a introducao de outros casos de carre
gamento, bastando introduzir as solugoes de membrana corresponden

te,
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4.2 - Subrotinas que compoem o programa

0 programa principal comanda 11 subrotinas, que apare

cem no diagrama de blocos segquinte, na ordem em que saoc chamadas.

| AXLER NTIP=1
INDIC
—1 LIDCA
nrie=2 [ oo
| FORME AXRIG NTIP=3 h
6 BSSEL
NTIP=4
PROGRAMA
PRINCIPAL INVMB
NTIP=1 d o vore
nrie=2 _[ioer
L AXTEC
NTIP=3 | secp,
NTIP=4 [ ¢ ipvo
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4.3 - Descricao das subrotinas

4.3.1 - AXLER

Le e imprime os dados relativos 3 geometria e proprie

dades elasticas da estrutura.
4.3.2 - LIDCA

Le e imprime os dados referentes aos casos de carrega

mento.

4.3.3 - FORME

Forma a matriz de rigidez da estrutura armazenando- a
em banda e no sistema global de referencia. Calcula a contribui-
¢ao de rigidez relativa aos aneis de reforgo e modifica a matriz
para introdugao de deslocamentos prescritos, podendo ocorrer des-

locamentos prescritos diferentes de zero.
4.3.4 - AXRIG

Calcula a matriz de rigidez do elemento e as cargas
nodais equivalentes com o auxilio de uma das seguintes subrotinas
INDIC, HIPGE, BSSEL ou CIRKO, de acordo com o tipo do elemento, e
da subrotina INVMB.

4.3.5 - INDIC

Calcula as fungoes solugao homogenea da casca cilin -

drica e a solugao em regime de membrana.
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4.3.6 - HIPGE

Calcula a serie hipergeometrica ou assintotica solu-

¢ao da casca esferica e a solugdao de membrana.
4.3.7 - BSSEL

Calcula as fungoes de Bessel, solugdo da casca coni-

ca e a solugao de membrana.
4.3.8 - CIRKO

Calcula a solugao homogenea da placa circular e solu

¢ao particular correspondente a carga uniformemente distribuida.
4.3.9 - INVMB
Esta subrotina e utilizada para inverter a matriz
[8) (gx6) O [B](343)-
4.3.10 - RESIS

Resolve o sistema de equagoes armazenado em banda, pe

lo metodo de eliminagao de Gauss.
4.3.11 - AXTEC

Calcula as tensoes em um namero desejado de pontos
interiores ao elemento, utilizando uma das subrotinas INDIC, HIP

GE, BSSEL ou CIRKO de acordo com o tipo do elemento.
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4.4 - Manual de Entrada

Q@ de | NO de , -
ordem cartdes Variavel Formato
1 1 NPROB I10
2 1 TITULO Colunas
20 - 70
3 1 NP, NE, NB, NLD, NMAT,NEL 6110
4 NP N, X{N), Y(N), NCOO(N) I110,2F10.3,
110
5 NE s (NOP{N,M),M=1,2), IMAT(N), 6110,
NTIP(N),NPT(N), PE(N) F10.3
b NMAT N, (ORT(N,I),I=1,2) IT0,2F10.2
7 NB NBC(I), NFIX{I), DP(3x1-2), 2110
DP(3+*I-1), DP(3=*I) 3Fi0.4
B NEL NOEL(I), AND{I),ANB(I),EA(I) [10,3F10.0
9 1 NOCAR, MCARG 2110
10 NOCAR NQ, (R1{K), K=1,3) 110,3F10.2
11 MCARG M, GP{M), HLI1(M), HL2(M) 110,3F10.2
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COMENTARIO E EXPLICAGOES

NPROB - Numero de problemas a resolver
0 titulo deve ser perfurado entre as colunas 21 a 70
Informagoes gerais sobre a estrutura a ser analisada
NP - nGmero de nos
NE - numero de elementos
NB - numero de nos com deslocamentos prescritos
NLD - numero de casos de carregamento
NMAT - numero de materiais com propriedades elasticas diferen-
tes
NEL - numeroc de aneis de reforgo
Coordenadas dos nos
N - numero de no
X{N), Y{(N) - coordenadas dos nos, podendo ser cartesianas ou
polares conforme o valor de NCOO(N)
NCOO(N) - se NCOO(N)=0, X({(N) e Y(N) sao cartesianas,
se NCOO(N)=1, X(N) € o raio polar e Y(N) & o angulo
polar
Incidencias e outras informagbes sobre o elemento
N - nimero do elemento
NOP(N,1), NOP{N,2) - no inicial e final do elemento N
IMAT(N) - numero que define o material do elemento
NTIP(N) - "nUmero que define o tipo do elemento de acordo com

0 quadro abaixo:
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Valor de Tipo do
NTIP(N) elemento
1 cilindro
2 esfera
3 cone
4 p]aca
circular

NPT(N) - numero de pontos,igualmente espagados, interiores ao-e-
lemento N nos -quais se deseja calcular 0s esforgos uni-

tarios (deve ser maior ou igual a um).

ESPE(N) - espessura do elemento N

Propriedades elasticas
N - grupo de materiais com mesmas propriedades elasticas
ORT(N.1) - modulo de Young

ORT(N,2) - coeficiente de Poisson

Definigac dos apoios e valores dos deslocamentos prescritos
NBC(I) - numero do no com deslocamento prescrito
NFIX{I) - codigo que define o tipo de apoio
NFIX(I} = 001 - fixo na diregao 3
010 - fixo na diregao 2
100 - fixo na direcao 1
011 - fixo nas diregoes 2 e 3
101 - fixo nas diregoes 1 e 3
110 - fixo nas dire95e5'1 e 2

111 - fixo nas 3 diregoes
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DP(3x1-2), DP(3xI-1), DP(3xI) - valor dos deslocamentos pres-
critos nas direcoes 1, 2 e 3

respectivamente

8- Dados relativos ao anel

NOEL{I) - numero do no onde ocorre anel
AND(I) - altura da segao transversal do anel

ANBiI) - largura da segao transversal do anel
EA(I) - modulo de elasticidade do anel

9- NOCAR - numero de nos com cargas diretamente aplicadas
MCARG - numero de elementos sobre os quais atuam forgas de

* .
superficie

10- Sobre as cargas aplicadas em nos
NQ - numero do no com forgas aplicadas
R1{1) - forga total aplicada na direcao 1 do no NQ
R1{(2) - forca total aplicada na diregdao 2 do no NQ

R1(3) - momento total aplicado no no NQ

11- Sobre as forcas de superficie
M - elemento com forgas de superficie
GP{M) - peso por unidade de superficie media
HLT(M), HL2(M)- valor da pressao hidrostatica nos nos 1 e 2

do elemento M, positivo se dirigido para den
tro.
* - Nos elementos conicos, esfericos ou placa circular fechados,

o fecho deve ser dado como o no final do elemento. Este ulti
mo no sera eliminado. Nao foi levada em consideragdo a pos-

sibilidade de ocorrer carga concentrada neste ponto.
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CAPTTULO V

RESULTADOS E CONCLUSOES

A fim de ilustrar a aplicagdo pratica do programa, a-
presentam-se neste capitulo alguns exemplos analisados e conclu -

soes.

5.1 - Cone fechado carregado ao longo de um paralelo (Fig. 5;1)

Fig. 5.1
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ST
[

Dados: 5.1m
£ = 9,8m
e = 45°
h = 0.1m
v = 0.3
P = lkg

E = 210000kg/cm?

A analise foi feita com dois elementos para que a car
ga pudesse ser aplicada diretamente no no 2. Este exemplo foi

retirado de TAVARES (Ref. 2).

0s resultados apresentados nao visam uma comparagao
mas servem como confirmagao uma vez que a solugao aqui adotada e

a do referido trabalho sao identicas.
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MOMENTO LONGITUDINAL

FIG. —56 - 4
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5.2 - Casca esferica com pressdo uniforme (Fig. 5.5)

Fig. 5.5

Dados: R = 100im
p = 100psi
h = 0.5in
¢o = 75
E = 107psi
v = 0.2

Este exemplo foi retirado de POPOV (Ref. 3} que desen

volveu um elemento troco conico identico ao aqui apresentado.

5.2.1 - Utilizando 1 elemento esferico:
A solugdo & obtida em série assintotica ja que
neste caso a convergéencia da série hipergeométrica & bastante len-

ta, por ser ¢, proximo de 90°.
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Os diagramas de Mg e NO correspondem as curvas A das
figuras 5.7 e 5.8.
Mesmos resultados sao obtidos utilizando-se um elemen
to de 75°% a 15°% e outro de 15° a O°,.sendo que a solugdao para o
primeiro elemento sera em serie assintotica e para o ultimo em

serie hipergeometrica.

5.2.2 - Utilizando-se 38 elementos conicos:

Com o objetivo de estudar o efeito da discre-
tizagao de uma forma curva com elementos retos, resolveu-se a cas

ca esferica utilizando-se elementos conicos.

0s diagramas de Mp e NG correspondentes sao as curvas

B dos graficos 5.6 e 5.7.
5.2.3 - Utilizando-se elementos conicos e esféricos:
Inicialmente resolveu-se com 38 elementos sen

do 19 conicos e 19 esfericos, postos alternadamente.

0s resultados estao representados nos diagramas 5.6 e

5.2 e correspondem as curvas C.

Finalmente resolve-se com 30 elementos conicos de 75°
a 15° e um elemento esférico de fechamento de 15°. Apresentam-se

os resultados nos graficos das figuras 5.6 e Suﬁg curvas D.
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5.2.4 - Comentarios e conclusoes:

Examinando os diagramas mostrados na Figura

5.7, observa-se que:

1. A solucdo encontrada com elementos conicos diver-

ge para ¢ < 13°

2. Da discretizagao de uma forma esférica com elemen
‘tos .conicos gerouco:aparecimento de perturbacoes
: [ . a

Tocais devidas a nao concordancia-dos ‘meridianosa

de elementos adjacentes,fresuTtanto da¥ uma trans

lacdo .do diagrama-real, no-trecho em que a solugao

converge. _
3. 0 efeito desta perturbacao local foi reduzido a

praticamente metade com o uso de elementos alter-
nados, devido a consequente redugao do angulo for
mado pelas tangentes aos meridianos de elementos

adjacentes.

5.3 - Reservatorio de concreto armado

Este exemplo, cuja;solucdo & apresentada por MARKUS,
(Ref. 4), consiste numa aplicagao imediata dos elementos estuda-

dos neste trabalho.

Foi necessario proceder uma discretizagdo do cone in
vertido ja que a espessura do mesmo € variavel, segundo a lei
y h = y]h] = const. esta peculiaridade na variagao da espessura

conduz a facilidades na integragao da equagao do cone, sob a for
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ma simplificada, o que foi aproveitado na solugdo de Markus que se

apresenta a seguir.

Para analise dos esforcos atuantes neste reservatorio,
Fig. 5.8, foram utilizados dois elementos cilindricos, um elemento
de placa circular, um elemento de casca esférica e 10 elementos co

‘nicos, alem de um anel de reforgo.
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No grafico da figura 5.9 mostram=se 0S diagramas dos
momentos Mo e dos esforgos normais MO. As linhas cheias indicam
a solucdo apresentada pela referéncia e as tracejadas a solugao

obtida pelo programa.

—p— _

MOMENTOS MERIDIONAIS E
ESFORGCOS NORMAIS CIRCUFERENCIAIS

———  SOLUCAO DE MARKUS

——-— SOLUGAD OBTIDA PELO PROGRAMA

/5'2
X ..
MOMENTOS ! ESFORGOS
tm/m | | NORMAIS
i 5 t/ m
|
“— 65 ]

Fig. 5.9
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Examinando o grafico 5.30, observam-se duas regioes on
de existem diferencas basicas entre os valores apresentados pelas
duas solugoes:

19) no trecho da casca cilindrica vizinho a placa cir-
cular.

Esta diferenca deve-se ao efeito de cintamento, ,c.:que
nio foi considerado pela referencia.

20) No encontro entre as cascas cilindricas, conicas e
esfericas.

Neste caso tem-se a considerar:

a) aproximagoes introduzidas na discretizagao do cone

com espessura variivel por cones com espessuras constantes;

b) e, que solugdo apresentada por Markus consiste na
superposicao dos esforgos de membrana com os esforgos de flexao.
No programa, embora se assuma como solugao particular o regime de
membrana, leva-se em conta a interagao entre os esforgos normais e

os de flexao na montagem da matriz de rigidez.
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CONCLUSDES

o metodo de calculo de cascas axissimetricas, partindo
de solugoes analiticas e adaptando-as a um programa de analise ma-
tricial de estruturas, resultam vantagens nao so na facilidade do
calculo destas solugdes como tambem pela possibilidade de se obter
uma razoavel aproximagdo para problemas cuja solugdo analitica ain-

da e desconhecida.

Sobre a utilizagao pratica deste programa em confronto
com programas de elementos finitos algumas conclusoes merecem ser

comentadas:

1) Em muitos problemas praticos ocorrem estruturas axis
simetricas, compostas basicamente de associacfes de cascas ,egférif
cas, conicas, cilindricas e placas circulares, nestes casos o pro-
grama e especialmente indicado, ja que necessita de apenas um ele -

mento para cada forma basica.

2) Pela facilidade de calculo das solucoes analiticas o

programa pode ser usado para testar solugdes aproximadas.

3) Para estruturas axissimétricas de espessura variavel
e raios de curvatura quaisquer, obtem-se solugao aproximada por es-

te procedimento, contudo o uso de elementos isoparamétricos possi -
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velmente apresentari me]hor desempenho dada a grande flexibilidade

destes elementos na discretizagao da geometria da estrutura.

Como sugestao para desenvolvimentos posteriores indi -

cam-se:

1) Introdugao de novos casos de carregamento, bem como
efeito de temperatura. Alem do estudo de cargas nao axissimetri -

cas valendo-se de expansoes em serie de Fourier.

2) Outras formas axissimétricas de solugao conhecida,

por exemplo casca toroidal, podem ser tentadas.

3) Estudo de estruturas constituidas de materiais de

propriedades elasticas ortotropas.
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APENDICE A

Al - Uso da Serie Assintotica

Conforme se referiu no Capitulo IV, a solugdo do ele-
mento esferico pode ser obtida em serie assintotica para os casos
em que 0 uso da serie hipergeometrica torna-se inconveniente. A
seguir comenta-se sobre os parametros determinantes da rapidez de

convergencia da serie hipergeometrica, anteriormente apresentada.

Na secao 2.1 mostrou-se que a solugao da equagao

2

g—% + cotd du cot2¢U + i u2U = 0,
dé ¢

2,.2
com u4 _l2(d-v7)a™ _ v2’

h2

pode ser obtida em series de potencias de x, onde x = sen2¢.

Teoricamente estas series convergem no intervale
|x] < 1, entretanto para valores de x proximos de 1, ou seja, ¢

proximo de 90°, esta convergéencia torna-se muito lenta.

Examinando-se as expressoes das leis de recorrencia
dos coeficientes, dadas por 2.1.13 e 2.1.14, nota-se que no nume-
rador destas expressoes ocorre o fator uz, o que significa que pa‘
ra grandes valores de ﬁ os referidos coeficientes podem assumir

valores muito grandes e retardar a convergencia das series.

’
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Para valores elevados de yu, por exemplo u > 20, e para
angulos ¢ proximos de 90° a obteng3o da solugao em serie hipergeo
metrica torna-se praticamente inviavel, neste caso recorre-se a
solucao assintotica. Sobre a obtengao desta ultima solucgao, ver

referencia 5.

No programa a decisao quanto ao uso de uma ou outra so

lugdao @ tomada da seguinte maneira:

9 < 30° - serie hipergeometrica
¢ > 60° - serie assintotica
30° < P < 60° - serie hipergeometrica, se uzsen¢ < 200

- serie assintotica, se uzsen¢ > 200

A2 - Sobre o Calculo da Solucao da Casca Conica

0 calculo das séries 29(t), zp(t), z4(t), z,(t) e
suas derivadas na forma em que estao apresentadas na segao 2.3 esS
ta sujeito a erros de truncamento, que crescem com o argumento t.
Para t > 10, mesmo com precisao extendida, nao e possivel calcular

as series z3 e z, com uma precisao aceitavel.

Este problema pode ser contornado com o uso de certas

fungdes que aproximam estas series. (Referencias 6 e 7).
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Para t > 10 indicam-se como bca aproximagao as seguin-

tes fungoes:

z) = /7;T exp(—E) cos(—E - g) + E% sen(—E + %{]
2 2T exp(—) [sen(®- - §) - gy cos(—% + %ﬂ
zé = - J;Ff exp(—L) [sen(t + %) - §% sen(—- - %{]
o F o Bt et
2, = - /=% exp(- t)]:COS("'t' +g) & se“(}"; i %)1

[H

23 = - /ﬁﬁ exp(- Tg[sen(zt - %) + §% sen(/—;_ + %)J

m

2y = =< exp(- ;%) cos(;% - g) ¢ §% cos(;% + %{J
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A3 - Matrizes Auxiliares
Apresentam-se as matrizes auxiliares [B*], [DB*] e
[DF], utilizadas na formulagdo matricial do método dos des]ocameﬂ'

tos (Capitulo III).

Estas matrizes sao as seguintes:

B11 812 By3 Byg By O
Ba1 B2z Bps Bpg Bpg |
. B3y B3y B3z B3q B3 O
(o] - Bar By Byz Bgq Bys |
Bgy By Bg3 Bgg Bsg O
Be1 Be2 B3 Beg Bes O
08By, DBy, DB, DBy, DB, 0
0 0 0 0 DBy O
[o84] - 0B, DBy, DBy, DBy, DByp O
DB, DB, DB,y DBy, DB, O
0 0 0 0 DB O
DBgq DBg, DBgy DB, DBy O
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DF., DF

11 12

DFZ]

DF ., DF

31
DF4] DF

32

DF
DF22 DF
DF
DF
DF

13
23
33
43
53

cujos termos sao explicitados a seguir, para

conicas e cilindricas.

.

Casca Esferica:

I

sen¢ (vcosdSt
seng¢(vcos$S2
send{vcospS3
seng(vcos ¢S4

(1+v)/sen¢ |

B]]cot¢

812c0t¢

B]3c0t¢

B]4cot¢

¢

(1+v) Ln(139/2

tg¢i

DS1) | ¢ =
DS2) | ¢ =
DS3) | ¢ =
Ds4) | ¢ =
- o,

(T+v)S1 | ¢ = ¢;
(1+v) S2 | ¢ = ¢
(1+v) S3 | ¢ = ¢

(1+v) S4 | ¢ = ¢

Yl ¢ =

|
k=4
-

o O o

as cascas esfericas,
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B,y = SE19 (y5y 4 2

31 2 s2) | ¢

[}
-
-

By, = 220 (us2 - u%s1) | ¢ = o,

Byy = 2202 (yS3 + uPs4) | ¢ = o,

Byg = =M (vs4 - u?s3) | ¢

:]
=4
—

34

B35 =0

Bye» k = 1, 5, e identico a By com ¢ = ¢ ..

Js

Idem para BSk com B2k e Bﬁk com B3k'

DB,y = -a senS1 | ¢ = P

DB]Z = -a $en¢sS2 | ¢ = ¢

DB;3 = -a sen¢sS3 | ¢ = ¢

DBy, = -a sen¢S4 [ ¢ = ¢,

DBy = -a cotg ¢ | ¢ = ¢;

DB25 = q
ah® 2 2 -

DByy = - =~ send [VDST1+u°DS2+vcose (vSl+p 52)]¢=¢1
ah? 2 2

DBy, = - =~ sen¢ [WDS2-u“DS1+vcose(vS2-u°S1)]é=¢,
ah? 2 2

DBsy = - - send [vDS3+u“DSA+vcose({vSI+y s4)j¢=¢i
ah? 2 2

DBy, = - - seng [v S4-p°DS4+vcosd(vSd-y $3)]¢=9,

DB =0

35
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DB =1, 5, tem expressdes idénticas a DBy, » ape-

sk K

nas troca-se o sinal e faz-se ¢ = ¢j

Idem para 0355 e DB6k

a = 2nkh

DF - 5end s

a 1
= Sen¢ = &
P 2 % 52 ay = gy
_ send
DF 1, = 3500 o 53
_ sen —
DF 4 = 2502 o) 54, DFy5 = O
_ _ €Oos
DFpy = - <222 o) 51
_ _ cos
DFyp = - <032 o) s2
_ _ cos
OFp = - 5322 oy 83
_ _ cos
DF 4 = - <222 o) 54
0F,, = - -1 _]
25 a sen2¢
“1“2 2 2
DFyy = —7— [vD1 +u°DS2+vcosd(vSl+p©s2)]
d
T2
a]h

DFy, = —— [WDS2-u°DST4vcose(vs2-12s1)]



DF33

DF34

DF35

DF42

DF 45

DF 4,

DF45

DF52

DFS3

DF gy
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[vDS3+u2DS4+vcose (vS3+u?s4)]

[v0S4-uDS3+vcosd(vSa-1253)]

BS1

DS2

sen2¢

[v(cosesT + vDST)+u?(cos¢s2+vDS2))

[v{cos¢S2+vDS2)-u?(cossS1+vDST)]
[v(coseS3+vDS3)+u?(cos¢Sa+uDSA)]

[v(cos$S8+vDS4)-u?(cos$S3+vDS3)]



2. Casca Conica:

11

12

13

14

15

21

22

23

24

25

31

32

‘e

n

sen2¢cos¢
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- cos¢(0.52i-(1+u)z]- %(1+v)zé

- cos¢(0.Szé-(1+v)zz+ %(1+v)zi

2
- cos¢(0.52§-(1+v)z3- €(1+v)z&

- cos¢(0.52&—(1+v)z4- %(1+v)z§

v
send

B]]cot¢-

B]Zcot¢-

B]3cot¢-

B]4cot¢~

1

o

2{1+v

(vz + =% Z5)

(vz,- 2(14v) z{)

t

2(1+v

(uz3 + T Z&

i

t 3

)y
)y
Yoy
Yy
| ¥
| ¥
)y
)y

Y¥ + vcosz¢)fl y = ¥

1



2
"1 2 .
B33 7 " tge "2tz 1Yty
2 .
By, = o (z, + 2 z,) |y =
34 ge ‘%3 T T %4 Y5
B35 = - ——~ | ¥ =y
ysen ¢
B4k’ k 1,5, tem identicas
Idem para BSk com B2k e B6k com B3k
DB,, = - a(z, + 2z z,) |y =
1 171 %2 y =
DBy, = - a(z, - 2 21)| y =
12 2 T LY T Yy
DB,, = - afz +-2-z')[ =
13 37 % %4 y = ¥
DBy, = - a(z, - z z3) [y =
14 4 - T %3 Yi
DB25 = a
ay = aseng
DBy = ay|t zy = 2(1-v) z, + 21
DB,, = “M_:t zy + 2(1-v) zy + 51%131

expressoes que B, em y =

Zi]ly

Zé]|y=y1-

Y
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- . - 4 ]"\J ;— -
DByg = oy [t 24 - 201v) 2y + =" 23] |y = v;
DB = q -1 zX + 2(1-v) z, + 41y Z'- | y =y
3¢ = on b 23 3 t 4] i
DB35 = ah2c05¢. 1 l Y = ‘y'i

12(1+v)sen2¢ y

DB k =1, 5, e identico a DB com o sinal trocado

dk? 1k

e emy = y..

Idem para 0855 com Dst e DB3k com DBGk'

ap = =
F 27
DF., = ap tg¢ 1 (z, + 2 z,)
11 F L9 g iy + ¢ 2
DF = o tg¢ 1 {z, - + z71)
12 Ft9%. v (25 - ¢ 2
DF., = ap tg¢ 1 (z, + 2 Z,)
13 F r9¢- y (23 + ¢ 2y
DF,, = ap tgé. & (z, - 2 21)
14 F Y9%- y (24 ~ F 23
DF e = 0
_ 1 2
DF2] =-epy (z] * ¥ zé)
- 1 2 .
DFop = - op y (25 - £ 23)
] 2
DFa3 = - ap y (23 + £ 24)



DF24

DF25

DF31

DF 3,

DF33

DF34

DF35

DF4I

DF 4,

DF 44

DF,

DF 4

DF51

- 1 _2
o y (24 = F 23)
F Y sen ¢
1 T 4(1- T
- 2actge ?2- __t zé - 2(1-\J)z2 + —-(—-t—“)- z]"
] ~ 1 4(1-v
- Zathcb ;-2- :t zy + 2(1-\))7.] + T zéJ
1 4 T' i
- Zathq; 2 [t z, - 2(1- \:)24 + —(—t—"l 23]
. Zath¢ [_t 25+ 2(1-v)z2} +131%%21_;{}
2 1, 1
"ot 1Ty Geens)
H1.2 \ 4 _,
- ZaF(t—) (t 2y - 22y - ¢ 22)
- 2a ( 1920t 20 - 22, + & 21)
F 2 2 7T A
1.2 \
- 2ap () Pt 24 - 224 - 2p)
- 2a ( ) (t z, - 2z, + k] z,)
F 4 4 7T ‘3

-Zath¢. %7 [Yt

) 4(1- 1
z; + 2(1-\))22 - —(-t—\l)- 21]
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DF52

DF53

DF54

DF55

Cilindrico

- DF35

R A ‘111 I y =
-R A ‘pz | ¥
-R A w3 l y

n




i 2
Byy = - A" Ry, | ¥ =y

B, = 222 Ry, | y =y

32 1 i

B,. = -2A% R Y, | ¥ =

33 4 i

Bay = 2X2 Ry, | ¥y =

34 Y3 i

Byy» k = 1,5, tem identicas expressdes que Byiy» emy =

Idem para BSk com B2k e B6k com Bsk'

DBy =a vy |y =,

DB-|3=U-Y3|.V=.Y1

DB]4 = ey ly = Yi
DB]5 = 0
D825 = g

_ o B
DByy = 37 ¥ | ¥ =y

—a —
DByp = oy ¥y | ¥ = ¥;

o i
DB33 = -~ 7y Vg | ¥ = v;



- - L) = .
DByg = - 2x ¥3 | vy =,
0335 = 0
DBy, > k = 1,5 e identico a DB]k, com o sinal trocado e

em y = yj.
Idem para DB55 com 0825 e DB6k com DB3k

DF DB]k/ZwR k = 1,5

1k ©
DF,q = DFpp = DFyg = DFy, = 0
OF 25 ) 7R
DF .= - DBy /21R, Kk = 1,5
DFgy = 2 ¥y
PFg2 = -2 ¥,
DF 45 = =\ ¥y
DFgq = X ¥y
DF 45 = O
DF5k = v DF3k’ k = 1,5

Observagao: os momentos calculados seguem uma convengao de sinal
diferente da forga nodal correspondente, conforme se
pode notar pelas suas expressoes. Para estes momen-
tos o sinal positivo corresponde a tragio nas fibras

internas.
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APENDICE B
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// FOR
*0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
*LIST SOURCE PROGRAM
. #I0CS{250LREADER, 1403PRINTER,DISK)
COMMON NPyNEsNDFyNCNyNLDyNMAT,NSZF, NB’MCARG:KKI
%#oNELs NOEL{10) yAND(10),ANB{ 10}yEA(LO} - T
COMMON NOP(5052) s IMAT(50}sNTiP{50),NBL(40), NFIX{4GIvNPT(5GI
COMMON SK{150'121'X(501'Y{SO)gAC{1501fD?(120igORT(IO 29
#,8(656),GP{50)HLI(S50)}4HL2(50)+ESPE(S0) »RLAL3) +NCOTI50)
COMMON XE(2),YE(2)4ZC{4)4SE(4)+SE(4)yDSL4)4Z14)+4D214)y
*F{5)sDL{6)sEsHy XNI, Hl,HZ.G,XKZ;SFI,CFI:SII,C{I,'"
*SIS,CiS,11,12413 JAMLUGY} -
DEFINE FILE 10(100:126:U¢KK1)

PROGRAMA PRINCIPAL
NCN=2

NUMERDO DE PROBLEMAS

sNeke sl aNel

READ(8, 1}INPROB

DO 400 NPR=1,NPROB
WRITE{5,10)
HRITE(S5y17TINPR
READ(B+11)
WRITE(5,11}

DADQOS SOBRE A ESTRUTURA

OO

CALL AXLER
NSZF=NP%*NDF
DO 200 LI=1,NLD
WRITE(5,19)L1
LEITURA DAS CARGAS
CALL LIDCA
MATRIZ DE RIGIDEZ
CALL FORME
SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

CALL RESIS

OO0 OO0 OO0 0O

CALCULO DOS ESFORCOS UNITARIOS

CALL AXTEC
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200 CONTINUE
400 CONTINUE
1 FORMAT{I10}
11 FORMAT(20X* ')
10 FORMAT{1HL.///7/320X965( %% ) /20X "2 63X %1/ ,20X % 16X ANALISE?
** DE CASCAS DE REVOLUCAD*17X*%-/20XA3%463X 4% /20XM%1,4]16X
#*COM CARREGAMENTO AXISSIMETRICG‘&TX'*‘f20X‘*'63X‘*'/20X'*',63X'*‘
*/20X P RVEIX X /20X 2 SX'COPPE — UFRJ-——1973%12X+ABIMAEL"
** DOURADO LOULAT6X*k*/20X* %2 63X*%2 /20X %2 63X ¥4 /20X465( %2 )//)
17 FORMAT(/30X*ESTRUTURA NUMERO®I3////420X,65(*%2)//)

19 FORMAT(//20X+40(*-"), //30X'CARREGAMENTU NUMERO'I3 /IZOX 40!'—')//1'

CALL EXIT
END
// DUP
*DELETE KASKA . 1E36

*STORE WS UA  KASKA 1E36

#0ONE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION

#*1L [ST SOURCE PROGRAM
SUBROUTINE AXLER

C
C LE £ [MPRIME AS PROPRIEUADES DA ESTRUTURA
C

COMMON NP, NE.NDF,NCN,NLD,NMAT NSZFysNBy MCARG KKI
#9NELoNOEL(10)},AND(10),ANB{10)4EA(10} e

COMMON NOP{50,2), IMAT{50}4NTIP{50), NBC(#G),NFIX(#O!.NPT(SD)
COMMON SK{150412)4X{50)+Y{50}yAC{150)+DP{120)0RT(10,2})
¥y5(6,y 6!’GP(SO)rﬁLliSO),HL2(5013ESPE{50)rRl(B),NCGU(SO)

PI 3.14159265

NDF=3
READ(8+ 1)NP4NE, NB,NLD,NMAT,NEL
WRITE{5,101}
HRITE(5011)NP;NE;NB;NLD;NMAT'NEL

C PREp——

C COORDENADAS DOS NOS

C
READ(B;Z)(N,X(N)gY(Nl;NCDDlN)'L 1,NP)
WRITE{5,102)
EX=X{1)

EY=0.



aNalel

OO0

aNale:

(aNaNe

502

501

70

71
72

5G0

290

291
104

12
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DO 500 N=1,NP

IF(NCOO(N) 501,502,501
WRITE(S5,12INsX{N)sY(N)

EY=Y(N}

EX=X{N}

GO TO 5060,

RE=X(N)

FIG=Y(N)

FI=Y(N)*PI/180.

IF(EY)IT1,70,71

YC=RE*COS{FI)

GO TO0 72

YC=RE*COS(F1}- SQRT(RE**Z-EX**Z}
XINY=RE*SIN(FI)

Y{N}=EY+Y(C

WRITEL(S, 550)NvX{N)1Y(N"RE FIG
CONTINUE

DEFINICAD DOS ELEMENTOS

READ(8,3) (Ny {NOP(N, M!'N 1;21 IMAT{Nl,NTIP(NloNPT(N)'ESPE(N)fL 1 NE
*)

WRITE(5,103)

WRITE{(S, 13)(Ng(NGP(N,M),M 1,2),IMAT(NI.NTIP(N),NPT(N) ESPE!N),N-l
*3NE) :

PROPRIEDADES DO MATERIAL

READ{8, B)(NflORT(N,I)sI 1;2! L= 1 NMAT}
WRITE(5,108)
HRITE(S:IB)(N:(URT(N-I)g1=112),N=1gNMATl

CONDICOES DE CONTORNO

READ(By44) (NBCILI}, NFIXII} DP(3*I 2).0P(3*I 1),DP(3*Ilv
*1=1,NB) :
WRITE(5,104)

HRITElS,I#)(NBC(I),NFIX(I’gDP{B*I 2)'DP(3*X 1),0P(3*I),
#]=1,NB)

IF{NEL) 290,291,290

SOBRE O0S ANEIS DE REFORCO

READ(8,210) (NOEL{I), AND(II ANB(I) EA(I);I 1, NEL)

WRITE(5,222)

WRITE(5,225I(NGEL(I).AND(I),ANB!IlgEA(Il 1 1, NEL)

CONTINUE

FURMAT(//ZOX'RESTR!CDES'IZX'DESLUCAMENTOS PRESCRITUS'/!ZOX NO®*3X*
* NFIX*12X'DPLlt12X! DPZ'IZX'0P3'3 -

FORMAT(19X41342F14.3) -
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550 FORMAT{19XyI3,2F14.3+6X,2F15.3)
13 FORMAT(16Xs15:51104F1lbs4)~ -~
210 FORMAT(110,3F10.0) :
222 FORMAT{(//30X*PROPRIEDADES DOS ANEIS'/IEGX'NO 10X'ALTURA'
*10X*LARGURA*5X*MOD. ELASTICO*}--
225 FORMAT(20X,1246X,F10.2, TX,FIO 2 5X F13.11
44 FORMAT(2110,3F10.4)
14 FORMAT{19X,13,6X,1653F15.5)
101 FORMAT{//20X*PROPRIEDADES DA ESTRUTURA'//)
11 FORMATI{20X'NUMERG DE NOS'I1241SX*NUMERQO -OE- ELEMENTOS'[6/20X*NDS RE
*STRINGIDOS'19,15X*CASOS DE- CARREGAHENTGS’I3129X -TIPOS-DE MATERIAIS
*' 7, 15X*NUMEROQ DE ANEIS*'ILO//) SRR
102 FORMAT{//20X'COORDENADAS®8X* CARTESIANAS‘9X'CO0RDENADAS 8X
X'POLARESY /720X *NO* 13X * X *13X ' Y*16X'RATO13X*F1*)
103 FORMAT{//20X*'INCIDENCIAS E PROPRIEDADES -DOS ELEMENTOS'//20X*M'eX?
NG JY6X'ND K*O6X'GRUPO'"6X'NTIP*6XINPTY4X*ESPESSURA'}
108 FGRMAT(I/ZOX'PROPRIEﬂADES ELASTICAS'J/ZOX'GRUPO'11X'MODULD E*14X*P
#*QISSON')
FORMAT{ 20X, I3+8XsF13.2,11X+F10. 2’
FORMAT(6110)
FORMAT(110,2F10.2)
FORMAT(110,42F10.0,110)
FORMAT{6I10,F10.4)
RETURN
END

1

Wwhoor—

// DUP
*DELETE AXLER 1E36
*STORE WS UA AXLER 1E36

// FOR

*0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
*¥LIST SOURCE PROGRAM

[aNale

SUBROUTINE LIDCA
LE E IMPRIME DADOS SUBRE 0 CARREGAMENTU

COMMON NPy NE;NDF4NCNyNLD, NMAT,NSZFsNB MCARG,KKI
#yNELyNOEL(10) s AND(10),ANB{ LO)EA{L1O0Y)-~ -~

COMMON NOP{5042)yIMAT{50)}4NTIP(50), NBC(40DgNFIX(4G):NPT(50!
COMMON SK(150412),X{50),Y(50)¢AC{150)+DP{120},0RT{10,2}"
%950646)53GP(50)HL1I50),HL2(50),ESPE(S50)+R1{3),NCOO{50)



DO 200 I=1,NE
HL1{I}=0.
GP({1}=0.

200 HL21{I)=0.

c
C NOS E ELEMENTOS CARREGADOS
¢ S

READ(B8, 1001 )INOCARsMCARG
1001 FORMAT(21I10}

WRITE(5, 1002 INOCAR,MCARG _
1002 FORMAT(20X,'NOS CGM FORCAS DIRETAMENTE APLICADAS—---'I3,

*/720%, "ELEMENTOS COM FURCAS DE SUPERFICIE**”"*-'I31 -

00 160 J=1,150
1560 AC(J)=0.

IF{NOCAR)105,165,105

OO

CARGAS APLICADAS NOS NOS

105 WRITE(5,190) _
190 FORMAT(//20X*CARGAS DIRETAMENTE APLICADAS NOS NOS'/!I
DO 165 I=1,NOCAR
READ(Bs9INQs (R1(K),K=1,NDF)
WRITE(5,19}NQs {R1LIK) K= 1gNDF)
DO 170 K=1,NDF
IC=INQ-1)%NDF+K
170 ACUIC)I=AC{IC)+RI{K)
165 CONTINUE
9 FORMAT(110,3F10.2)
19 FORMAT(20X*NO®I2,5X*R1="F1l042+5X*'R2="F10.2,5X"R3="F10.2)
36 FORMAT(//,20X'CARGAS APLICADAS EM- ELEMENTGS'//ZOX ELEMENTO'11X
#¢P PROPRIO 12X'HL1"12X?* HLZ'} SR
IF{MCARG)10,800,10

FORCAS DE SUPERFICIE

OO0

10 WRITE(5,36)
DO 800 I=1,MCARG
READ{8,11) M,GP{M}, HLl(M),HLZ(Ml
11 FORMAT(I1l0,3F10.2) e
WRITE(5,136) ,GP(MB'HLIGHI'HLZ(M)
136 FORMATI{23X,15, 5!;3F15 3y
800 CONTINUE
RETURN
END
/7 DUP :
*DELETE LIDCA 1E36
#STORE WS UA LIDCA ~1E36
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// FOR

*LIST

SOURCE PROGRAM

*0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION

C
c
c

OO

300

305

310
320
330
350
400

SUBROQUTINE FORME
ESTA SUBROTINA MDNTA A HATRIZ DE RIGIDEI DA ESTRURURA

COMMON NP 4NE,NDF 4NCNyNLD, NMAT'NSIF;NB MCARG KKI
*9NELoNOEL{10),AND(10),ANB{10},EACL1D)~ :

CDMMON NUP(SO'Z)sIMAT(SOI1NTIP(50)'NBC(4GI,NFIX(403'NPTISOI
COMMON SK({150412)4X(50})9Y{50)}-9AC{150},0P{120),0RT{(10,+2}
*¥9S5{6496)4GP(50)4HL1{501}, HL2(501 ESPE(SO! R1(3l NCUOISO)
NBAND=12

PI=3.14159265

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL

DO 300 N=1,NSZF

DO 300 M=1,NBAND
SK{NsM)=0.

KKl=1

DO 400 N=1,NE

CaLL AXRIG(N)

DO 350 JJ=1,NCN
NROWB=(NOP(NyJJ)=1)*NDF
IF{NROWB)}350,305,305

D0 350 J=14NDF
NROWB=NROWB+1
[=(JJ-1)*NDF+J

DO 330 KK=1,NCN
NCOLB={NOP(N,KK)}~-1)*NDF
DO 320 K=1,NDF
L=(KK-1)}*NDF+K
NCOL=NCOLB+K+1-NROWB
IF(NCOL1}320,320,310
SKINROWB,NCOL)= SK(NRDHBfNCOL)+S(I'L)
CONT INUE

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CONTRIBUICAD DOS ANEIS DE REFORCO



201

900
200

aNaNe

420

600
601
425
430
450

490
- 500
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1F{NEL 200,200,201

DO 900 NA=1,NEL

NJ=NOEL (NA)

11=3%(NJ-1)+1

13=3%(NJ-1)+3
S11=EA(NAY*AND(NA}®ANB{NA) /X (NJ)%2%P]
S33=EA(NA)EANDINA) £#3#ANB(NA)#24PT/ (124X (NJ))
SK{I141)=SK(I1,1}+511 :
SK(13,1)=SK(I13,1)+533

CONT INUE

CONTINUE

INTRODUCAO DOS OESLOCAMENTOS PRESCRITOS

1P=0.

DO 500 N=1,NB

NX=10*%{NDF-1}

I=NBC(N)

NROW={1-1)*NDF

DO 490 M=1,NDF

IP=1P+1

NROW=NROW+1

ICON=NFIX{N}/NX
IF{ICON)Y450,44504420
SK(NROW,1)=1.

AC{NROWI=DP(IP}

DO 430 J=24,NBAND

NRZ2=NROW-1+J
IF{NR2-NSZF)600,600,601
AC{NRZ2}=AC(NR2)- SK(NROHyJ)*DP(IP?
SK{NRQOH.J)=0. :
NR=NROW+1-J

IF(NR}430,430,425
ACINR)=ACINRI=-SK(NR}, J)*DP{IP)
SK{NRyJ)=0.

CONTINUE
NEIX(N}=NFIX{N)-NX*ICON
NX=NX710

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END

/7 DUP

*DELETE FORME
*STORE WS UA FORME
7/ FOR

*0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISICN

#*LIST SOURCE PROGRAM

1E36

1£36
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SUBROUTINE AXRIG(N)

ESTA SUBROTINA CALCULA AS MATRIZES DE RIGIDEZ D0S ELEMENTOS
ESFERICO, CUNIC01 G{LINDRICD”E-DE PLACA CIRCULAR

'DIMENSIDN DB(6,6),B(6, 6)
COMMON NP, NE,NDF s NCNoNLDy NMAT ;N SZF y NBy MCARG 1 KK1
%y NELyNOEL(10), AND(10) yANB {109 EA(LQ) - -
COMMON NOP (50,215 TMATL50) NTIP{50) sNBC(40) sNEIX(40) s NPT{50)
COMMON SK{150,12)5X{50}+Y(50) yAG{150)-sDP{120) ,ORT(10,2)
%y5{656)9GP(50),HL1{50),HL2{50)+ESPE ¢507 yR1-{3) yNCOD(50}
COMMON XE(2)sYE(2)42C14)ySCL4)1SEC4)4DS(4)424),02(4)y
#F(5)9D0L6)¢EyHyXNIsH1H2,GyXK2, SFI,CRIvSHL,CIL,
#SISsCISe11,12,13 ,AMLI6) - :
P1=3.14159265
J=NOP(N, 1)
K=NOP(Ny 2) .
XE(L)=X1J)
XE{2)=X(K)
YE(1)=0.
YE(2)=Y{K)-Y(J)
H=ESPE{N)
M= IMAT{N)
E=ORT (M, 1)
XNI=ORT (M,2)
G=GP(N)
H1=HL1(N)
H2=HL2(N)
DO 55 Li=1,6
DO 55 L2=1,6
S{L1,L2)=0.
B(L1,L2)=0.
55 DB{L1,L2)=0.
DO 50 I=1,6
AML{1)=0.
50 DO(I)=0.
IF(XE(2))800,801,800
801 NSZF=NSZF-3
NNO=1
NCON=2
NP=NP~1
MM=3
G0 TO 804
800 NNO=2
NCON=4
MM=6
804 IF(NTIP(N)-4)850,851,850
851 XR=XE(1)
NPO=2



OO0

OO0

850
701

740

31

T41
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ELEMENTO DE PLACA CIRCULAR

CALL CIRKO(BsDBsXR, NPOl
GO TO 1000
IF{NTIP{N)-2}701,711,701
XL= SQRT(YEIZ)**2+(XE(II XE(ZI)#*ZI
DO 21 IC=1,NNC

I1=3%]C-2

[2=3%]C~1

13=3%1C

K4=3-2*1C

XA=XE(IC)
IFINTIP(N)-3)740,741,740
CONTINUE

ELEMENTO CILINDRICO

YY={IC-1)*XL

XK=SQRT(SQRT(3.%*(1- XNI**Z)I/(XE(IC)*H!]
CALL INDIC{YYsXLsXK)

DO 31 JC=1,NCON

XD=E*H¥*¥3/{12%{1~ XNI**Z))
K1=1-2%(JC/3)

1S=JC-{-1)**JC

K2=K1#*{JC-15)

B(1I1l,4C)= XK*XA*SC(JC)*(*KZ)
BGI2,JC)=XNI%2C{JC) :

Bt13,JCi=2. *XA*XK**Z*ZCIIS)*(JC-IS)
DB(I1,JC)=2.*%PI*EXH*ZC{JC)*K4 -
DB(13,JC)= P!*E*H*SCIIS)/XK*KL*K4
CONTINUE

B{I1l,5}=XNI

BlI2,5)=-YY/XE{IC)

BlI2s6)=1.

DB(I245)=2.%PI*E*H*K4

GO TO 21

ELEMENTO CONICO

X2=XE{1)-XE(2)
TFI=ABS{YE(2)/X2)
CFI=ABS{X2/XL)
SFI=ABS({YE(2)/XL)
CK=ABS(X2)/X2
CKL1=ABS(YE(2))/YE(2]
CK2=CKLl*(2%1C-3)
CK3=CK#*{2%*IC-3)
Cl=CK*CK1l
XK2=SQRT{1l2. *(1--XNI**2]*(TFI/H)**2)
XI=XE(1)



OGO

300
S01

24

21

711
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IF(XI-XE(2))900,900, 901

XI=XEl2])

CONTINUE

XK=5QRT(XK2)

Y1=XE(IC)/ABS(CFI)

T=2.¥XK*SQRT{Y1)

TK=2.%XK*SQRT{XE(2)/ABS{CFI1}}

CALL BSSEL{T+TKyXA) :

DO 24 I=1,NCON

IP=T-(-11%%]

BUIly I)=CFRI*{-0.5%T*DZ{ 1)+ (L4 XND)X{2{1)+{IP-1)%2,./T*DZLIP)})
BUIZ2yI)=(BUIlsI})/TFI={XNI¥ZLII+{IP-T1)*2.%{14XNI)/T*BZ(IP)I/SFI}*C1
B{I3,1)=-SORT(12.%{1—~XNI%%2) }/H*{{I-1P}*Z{]IP}+2. /T*DZ(I)}*CI '
DBUI1,11=(2.%PI*{Z(I)+(1IP~- Il*Z /T*DZ(IP)))*E*H*CKB
Al=(I-1P)*T%DZ2(1IP) -

A2={I1P-T)%2%{1-XNI)*Z(IP)

A3=—4%(1-XNI)*DZ(I1)/T

pB(I3,1)= 4.*PI*SFIICF§*XAIT**2*lA1+A2+A3}*E*H*CK2

CONTINUE

B{I11,5)=XNI/SFI

B(I2+5)= lALOG(XA!XI)+XN!*CFI**2)I{SFI**Z*CFIl*Cl

B(I2,MM}=C1

BU{I3,5)=-CFI*C1/(XA*SFI*%*2)

DB(I1+5)=2.*PI*E¥H/TFI*CK3

DB{I2,5)==2.%PI*E*H*CK2

DB(I3,5)=2. *PI*E*H**B*CFI/(IZ *{1 +XNI)*Y1*SFI**2]*( CKZI
AML(T11)=AML{I1)*CK3

AML{I2)=AML{I2)%*CK2

CONTINUE

GO 70 1000

ELEMENTO ESFERICO SOLUCAO EM SERIE HIPERGEUMETRICA
QU EM SERIE ASSINTOTICA - -

YO={XE{2)**2~ XEl1)**2+YE!23**2)/{2*YE(2))
R=SQRT{XE(1}%*24+Y0*%*2) T

SII=XE{1)/R

SIS=XE(2)V/R

CIS=(YE(2)-YO}/R

CII=-YO/R

TANI=(1.-CII}/SII

XK2=SQRT(12.*({1- XNI**Z)*(R/H)**Z*XNI**Z)
XK=SQRT(XK2)

XK4=XK2%%2

DO 550 II=1,NNO

[l=3%[[-2

12=3%11-1

13=3%]1

SFI=XE(II)/R

CFI={YE{I1)=~YO)/R
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CALL HIPGE(R}

TAN={1.-CFI1)/SFI

BETA=—{ 1+XNI*SFI%%2)

KL=-1

DO 444 LI=1,NCON

KL=-KL

IC=LI+KL
BII1,LI)=SFI*(XNI*CFI%SE(LI)-DS(LI)}
B{I2,LI)=BETA*SE(LI)-CFI%*DS(LI} :
B{I3,L1I)= SFI*{XNI*SE(L{)+KL*XK2*SEIICil/R
Kl=2%]1I-3

P1=2.%¥PI*K1%E*H

DB{Il,LI)=PLASFI*SE(LI}
DX==(K1%E¥H*%3%2 *¥P[%SFI1) /(12 %R* (1. -XNI%**2))
BB(I3'LII—DX*(XNI*DSlLI)+KL*DS(IC)*XK2+XNI*CFI*(XNI*SE(LI)+KL*SE{I
#C )1 EXK2))

CONTINUE

B{Ily5)={1+XNI)/SFI
B(IZ,S)—(1+XNII*(ALGG(TAN/TANI)+CII/SII**2)
B(12,MM)=1.

DB{I1,5)=P1*CFI/SFI

DB(I245)==-P1 :

CONTINUE

CONT ENVE

CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO
E DAS CARGAS NODAIS EQUIVALENTES

CALL INVMB (B,MM)}

00 30 JJ=14MM

DO 30 KK=1,MM

0O 30 I=1sMM

SUJJKK)=S(JJ, KK1+DB(JJ,I)*B(I'KK3
WRITE(10'KK1)8,D0 -

CARGAS NODAIS EQUIVALENTES

IF{H1+H2)300, 301,300
IF(G}300,360,300
CONTINUE

DO 20 I=1.MM

DO 20 JC=1.,MM
AML(I)=AML{1)+5(1I, JC)#DO(JCI
CONTINUE

DO 40 L=1,NOF
IC={J-13*NOF+L
KC=(K=1}*NDF+L
ACLICY=ACLIC)+AML(L)
AC{KCI=ACIKCI+AML (L+3)
CONT INUE
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360 CONTINUE

NCN=NNO

RETURN

END
// DUP
*¥DELETE AXRIG 1£36
*STORE WS UA AXRIG ‘1E36
*DELETE INDIC 1E36
*STORE WS UA INDIC : 1E36
/7 FOR .

*LIST SOURCE PROGRAM

*ONE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION
SUBROUTINE INVMB{AM,M)

c

C SUBROTINA DE INVERCAOD

C
DIMENSION IPI!6311ND(6;23 PIV(&],DIS(b:llvAM(bvbl
NCOLN=0
DET=1.0
DO. 20 J=1,M

20 IPI(J)=0

DO 550 I=14M
AMAX=0.0

DO 105 J=1,M
IFCIPI(4)~1)60,105,60
60 DO 100 K=1l4M
IF{IPI(K)}~1) 80,100,740
80 IF(ABS{AMAX)- ABS(AM(J:K)?)BS'IOO'IOO
85 IROW=J
ICO=K
AMAX=AM(J,K)
100 CONTINUE
105 CONTINUE
IPI{ICOI=IPELICO)+1
IF{IROW-1C0}140,260,140
140 DET=-DET
D0 200 L=1,M
SHAP=AM(IROW,L)
AMUIROW,L)=AM(ICO,L)
200 AM{ICOsL)=SHAP
IF(NCOLN) 260,260,210
210 DO 250 L=1,NCOLN
SHAP=DIS({IROW,L}
DISCIROW,L)=DISCICO,L)
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250 DIS{ICO,.L}I=SHAP
260 INDI{1,1)=IRO0OHW
PIV(I)=AM{ICO,1CO}
INDI{I,2)=ICO
DET=DET*PIVI(I1}
AM{ICO, ICO)=1.0
DG 350 L=1.M
350 AM{ICO,L)}=AM{ICO,L)/PIVII)
IFINCOLNY 380,380,360
360 DO 370 L=1,NCOLN
370 DIS{ICO,L)=DIS(ICO, L)/PIV(i)
380 DO 550 LZ=1.M
IF(LZ-1C0)Y400,550,400
400 T=AM{LX,1C0}
AM(LZ.IC0)=0.0
DO 450 L=1,M
450 AMILZ 4L)I=AMILZZL)-AMUICO,L)*T
IFINCOLN)YS5504550,460 :
460 DO 500 L=1,NCOLN
500 DIS(LZ,L)}=DIS{LZ,L)~- DIS(ICO.L)*T
S50 CONTINUE
DO 710 I=1,.M
L=M+1-1
IFLINDIL,1)- IND(L,211630,710,630
630 JROW=IND(L,1)
JCO=INDIL,2)
DD 705 K=14.M
SWAP=AMI{K, JROW)}
AMLI K, JROW)=AMIK,JCO)
AMIK,JCO)=SKAP
705 CONTINUE
" 710 CONTINUE
T40 CONTINUE

RETURN

END
f// DUP
*DELETE INVMB . 1E36
*STORE WS UA INVMB 1E36
// FOR

*0ONE WORD INTEGERS
¥EXTENDED PRECISION
¥LIST SOURCE PROGRAM
C
c CALCULA A SOLUCAO DO CILINDRG
C
SUBROUTINE INDIC{YYsXLyXK}
COMMON NP yNE;NDF4NCNsNLD+NMAT+NSZF4NB +MLARG+KK1
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%, NEL,NOEL(10),AND(10},ANB(10),EA{1O)

COMMON NOP{50,2) 5 IMAT{50) 4NTIP{50)sNBC(40) 4NFIX(40)4NPT(50)
COMMON SK{150,12)9X{50)5Y(50) +AC{150)sDP(120)40RT{10,2)
%,5{696)yGP{50),HL1{50)HL2{50},ESPE{50)4R1(3),4NCOO(50})
COMMON XE{2),YE(2),2C14), sc141,3514),0514:.2141,02t41,
*F(5)yD1{6) s EyHs XNIoHL3H2, G,XKZ,SFI CFI SII.CII,
#S1S,CIS,11,12,13 ,AMLL6)} - :

PI=3.14159265

CALCULD DAS FUNCOES EXPONICIAIS
SOLUCAD DA CASCA CILINDRICA

OO0

ESP=EXP(-XK*YY)
EP=EXP{-XK*(XL-YY))
2ZC(1)=ESP*COS{ XK*YY)
IC{2)=ESP*SIN{XK*YY)
ZC{3)=EP*COS(XK*{XL-YY})
ZC(4)=EP%*SIN(XK*(XL-YY))
SC{1)=2C(1)1+ZC(2}
SC{2¥1=ZC(1)-2C(2)
SC(3)1=2C(3)+IC(4}
SC(#I=ZC(3]—ZC(4)

CALCULUO DOS DES LOCAMENTOS E ESFORCGS
EM REGIME DE MEMBRANA

OO0

XA=XE{1l)}
DL(IL)=GXXAR(XL-YY)*XNI/(E*H)+
¥XAFR2E(H1-{HL1-H2 )} /XL*YY)}/{E*H)
DLITI2)==~GXYY*{2.%XL-YY)®XNI/(E*H)-

X ARXNT*YY®( 2%H1L-(H1-H2) /XL*YY )}/ { 2%E*H)
DI(I3)=(-G*XA*XNI- XA**Z*IHI*HZ)/XL)/(E*HI
F(2)=—G*(XL~YY)
Fl4)=XA*{HI-{HL1-H2}/XL%YY)
AML(2)=~-GxXL*2.%P1*XA
RETURN
END

// BUP

// FOR
*LIST SOURCE PROGRAM
*0ONE WORD INTEGERS
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¥EXTENDED PRECISION

OO0

OO0

ESTA SUBROTINA CALCULA AS FUNCOES DE BESSEL, SOLUCOES
DA CASCA CONICA E 0OS ESFORCOS E DESLUCAMENTUS :
EM REGIME DE MEMBRANA

SUBROUTINE BSSEL{T,TK,XA)
COMMON NP yNE+NDF,NCNyNLDyNMATyNSZFoNB +MCARG,KK1
*yNELy NOEL{10),AND(10),ANB(10),EA(10) .
COMMON NOP{50,2}, IMAT!SO),NTIP(SO]'NBCI401tNFIXl40]sNPT(SO}
COMMON SK{150,512)4X{50)+Y{50)¢AC(150})+0P{120),0RT{10,2)
%9S{696)4GP{50)yHLL(50),HL2(50),ESPE{50),R1(3),NCOO(50}
COMMON XE{2),YE(2),ZC{4%)sSCU4)},SE(4),DS{4),2(4),DZ{4),
¥F(5)yD1{6) 9EsHy XNIyHL 4 H2 4G+ XK24SFI, CFI:SIIyCII'
*¥S1S5+C1S,11,12,13 JAMLI(6) :
C=0.577215665
PI=3.14159265
Y1=XA/ABS{CFI)
TFI=5F1/CF1
TJ=2.*%SQRT{XK2*XE(1)/ABS(CFI))
TT=TJ
IF{ITJ-TK) 70, 71,71
71 TT=TK
TK=TJ
70 IF(TK-10.)502,4501,501

PARA T MENGR QUE 10

502 ALG=-(C+ALOG(T/2)) )

Z(l)=1.

Z{2)=0.
2(3)=0.5
2(4)=-2./PI*ALG
DZ{1})=0.
DZ(2)=0.
DZ{3)=0.

DZ(4)=2. /(PI*T}
T2=(T/2.)%%*2 '

Kl=1

T3=1.

S1=0.

DO 150 N=1,20

Kl=-K1

N2=2%N
T3=T32T2%( {2, XN-1)% (2, %N) )¥%2
S1=S1+1./1{24%#N1+1./02,.%N-1)
N3=N2%*%2

$2=S1~1./N2

PX=K1%T3

Z{1)=Z(1)+PX
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Z{2)=2(2)+PX*N3/T2

Z(3)=2{3)-2./PI*(-ALG*N3~S2*N3)}*{PX/T2}+PX/2.
Z14)=2{4)+PX/2.%{N3/T72)-2. IPI*{ALG*PX+SI*PXi

DZ{11=DZ{1}+PX*4%*N/T

DZ(2)=DZ{2)+PXEN3*{4%*N— Z}I(TZ*TI

DZ(3)=DZ{3)-2. IPI*(N3/{TZ*T)*PX*ALG*N3*(4*N—2l/{TZ*T}*PX S2*N3* (4%
HN=-2)/{T2%T)%PX) +2%PX*N/T -

DZ(4)=DZ(4)}+PX/2. *N3*{# *N—ZDI(TZ*T) 2.*PX/!PI*73*( 1.+4 *N*IALG+S
*1))

CONT INUE

G0 70 1001

PARA T MAIDR QUE 10

T2={T-TT)/SQRT(2.)

CO=1./SQRT{2.#PI*T)

T3=T/SQRT(2.)-P1/8.

T4=T/SQRT(2.)+P1/8.

EP1=EXP(T2)

-EP2=1./EP1
Z{1)=CO*EPL*(COSIT3)+SIN{TA)/(8.%T))
7(2)==CO*EP1*(SIN{T3)-COS(T4)/{8.%T))
DZ{1)=CO*EP1*{COS(T4)-3.%COS{T3}/(8.%T}))
DZ{2)==COXEPLI*(SIN(T4)~3.%SIN(T3)/(B.%T))
I{3)=2.,#CO%EP2%{SIN(T4)-COSIT3)/{8.%T))
Z(4)=~2,%CO*EP2%(COS{T4)+SIN(T3)/(8.%T))
DZ(3)=—2.%CO%EP2%(SIN(T3)+3.*SIN(T4}/(8.%T))
DZ(4)= Za*CU*EPZ*lCUSlT3)+3 *COStT4)/(8.%T))
CONTINUE

DESLOCAMENTOS € ESFORCDS
EM REGIME DE MEMBRANA

CK=ABS{XE{1)-XE{2)})/{{XE{1)-XE(2)))
CK1=ABS{YE(2))/YE(2)
Cl=CK*CK1

XI=XE(l)

XS=XE(2)}

HI=H1

HS=HZ
IF{XE{1)-XE(2))900,901,901
XI=XE(2)

XS=XE{L)

HI=H2

HS=H1

CONT INUE

ALH=ALOG({XI/XA)

YS=XS5/CFI

YI=X1/CFI

EH=E*H
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IF{H1+H2)700,701,700

PRESSAQ HIDROSTATICA

OO0

700 CONTINUE
GAMA={HI-HS)/(YI-YS)
P1==GAMA/(3.*TFI}
P2=(GAMAXYS-HS)}/{2.*TFI)
P3=—(P2+P1%YS)IRYS*%2,
FI2)=P1l¥Y1*%24P2%Yi+1./Y1%P3
Fl4)=3.%PlkY1%%242,%P2%Y]
P4=PlEY1%%3/3,+P2%Y1%%2/2 .~ ANI* (PL1¥Y1*H34P2%YL%%2)
PS=PLRYI¥%3/3 , +P2%Y[*%2/2.~XNI%R{PLleYI%%3+P2%Y[%%2)
DI{IL)=XAX{F{&)-XNI%F{2))/(E%xH)
DI(I12)={(P5-P4+ALH%XP3) /{EH*SFI}+D1(IL)/TFI)}*C1
DL{I3)=(-8.%PLl¥Y1*%2-3,%Y1%P2+], /YL*PB)/(EH*TFI)*CI
AML{ILl)= 2.*PI%XA%F{2)%CF1
AML{I2)==2.%PI%XA%XF{2)*SFI

701 IF(G1750,751,750

PESO PROPRIO

OO

750 PA=-G/{2.*SFI)
PB=~PAXYS%k%2
PC=-G*CFI*%*2/SFI
PF2=PAXY1+1./Y1%PB
PF4=pC*Y1
DGl= Yl*CFI*(PF#-XNI*PFZl/EH
F(2)=F(2)+PF2
Fl4)1=F{4)+PF4
B1(I1)=D1{1I1)+DG1
DL{I12)= Dll12)+(DGI*CFIISFI+((YI**2 Yl**Z)!Z.*(PA XNI*PC)
*+PB*ALH) /(EH*SFI))*C1
D1{I3)=DL(I3}+((1l.+2. *XNI]*PA*YI PC*Yl*(Z +XNI)+1 IYI*PB)
*/{EH*TFI)*C1 -
AMLIT1)=AML(I1)+2.¥%PI*XA*PF2*CF1
AML(I2)=AML{I2)-2.%PI*XA%PF2%5FI
751 CONTINUE
RETURN
END
/7 DUP
*DELETE BSSEL 1E36
¥*5TORE WS UA BSSEL 1E36
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// FOR
#ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
*_1ST SOURCE PROGRAM
C .
C CALCULA A SOLUCAO DA PLACA CIRCULAR
c
SUBROUTINE CIRKO(B8,DBysXR4NPO}
DIMENSION B{6,6),DB(6,46)
COMMON NP, NE,NDFyNCNyNLD,NMAT ,NSZF,NB3s MCARG s KK1
%y NELNOEL{10) s AND{10},ANB(10),EA{10)
COMMON NOP{50,2),IMAT{50),NTIP(50)+NBC(40}, NFIX{QOI,NPT(SGI
COMMON sxt150,12),xt503,Y1501,Ac1150) DP(120) yORT(10,2)
*95(626)sGPIS0) HLL{S0),HL2(50),ESPE{S50)+R1{3),NCOQ(50)
COMMON XE{2),YE{(2)42C{4)sSC{4)4SE(4), 95(4),2(4!.01141.
#F(5) yD1(6) g EsHyXNT HL,H2,P,XK2, SFI,CFI,SII:CII; :
#SIS,CIS+11,12,13 ,AML{G) -
PI=3.14159265
XD=E#H*%3/{12.%{ l.—XNI*%*2))
RP=XE{1}
RO=XR/RP
DN=1.-XNI
SN=1.4+XN1
BETA=XE{2)/XE{(1)
ALB=ALOG(BETA)
BT=BETA%*%2/{1.-BETA*#%2)
Cl=3.+XNI+4.%SN*BT*ALB
C2=3.+XNI-4 . ¥SN¥BT*ALB
BC=3.+XNI-BETA¥*2%(C2
PK=P*RP%%3/(16.%*XD)
IF(XE(2))21,20,21

PLACA COM FURO

el akel

21 DO 30 J=1,NPO
I1=3%J-2
12=3%3-1
I3=3%J
ALR=ALOG(RO)
B{Il,53=-SN/RO
B{Il,6)=DN*¥RO
B{IZ2,1)=ALR
B{IZ2y2)=RO*%2
B{12,3)=RO¥%2*A{R
BlIZ2y4a)=1l.
B{13,1)=-1./(RO*RP)
B(13,2)=-2.%R0O/RP
B(I343)==(1.+2.%ALR)/RP*RO
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KP=3-2%J)

NCN=2

IF(NPG-1)40441,+40

FORCAS NODAIS

40 DB(Ily5)= 2.%PI%Ex*H/RO%*KP
DB{Ils6)= 2.%PI%*EXH¥RO*KP
DB(1253)=—8.%PI%XD/{RPEEZ)*KP
DB(I3,1)=2.%PI*XD*DN/{RP*R(O)*KP
DB{13+2)=—4.%P 1 %XD*SNERO/RP*KP -
DB{13,3)==2.%PI%XD/RP*RO*{3.+XNI+2.%{1.+XNI)*ALR)*KP

ESFORCOS UNITARIGS

41 DBUI143)=4.%XD/(RO*RP*%3)}
DB{2,5)=E*H/ ({RO*%2*RP )
DBl2,6)=E*H/RP
DB(3,y1)=—DN*XD/{RP*RO}*%*2
DB(3,2)=2.%3SN*XD/RP**2
DB{3,3)=XD*(3.+XNI+2.%{1. +XNI)*ALR)IRP**2
DB{4,5)=-08B{2,5)
DBl4,6)=DB{ 246}
DB{5,1}=-DB(3,1)
DB(5+2)=DB(3,2)
DBE{S:3)=XD¥{1.+3.%XNI+2.%{1. +XNII*ALRI/RP**2
50 CONTINUE

SOLUCAQ PARTICULAR

CR=C1/DN+2,.%R0O**2

Dl{I2}=-PK*RP/4.%(2./S5N¥BL*{1l.~ RD**Z) 1o +RO*%*4

¥—4 JABETA%%2%ALR%CR) :

DL(I3)=-PK%{1l./SN¥BC- RG**2+BETA**2*(CR/RG**2+4 *ALR))*RG
F{1)=-P*RP/2.*{RO-BETA*%*2/R0)

F(3)=

PERP*#2/16.%( (3. +XNT)*{1.~RO¥%2)-BETA%%2

#FC1%{ 1o /RO%%¥2-1. ) +4.%{ 1. +XNI)*BETA%**2%ALR)

F(5)= P*RP**leb*ll1.+3.*XNIl*(1.—RU**23+BETA**2*61*(1 /RU*
*¥%2-1a)

44 (Lo +XNII*BETA®R2%ALR+Z2.¥ (1. -XNI ) - 2.*BETA**2*{2 *(1.—XN
*[)-C1))

AMLUT2)=2.%PI*RP*RO*F{1)"
RO=XE(2}/RP

30 CONTINUE
GO TO 200.

PLACA SEM FUROD

20 B{1ls2)=DN*RO
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Bl2,1)=R0O%**2
B(2|3)=1-
B{3,1)=-2.*%R0O/RP
IF{NPD-1)60,61,60

FORCAS NODAIS

YO

60 DB(1,2)=2.%PI*RO*E*H
DB(3,y1)==4.,%P I%XD*RO*SN/RP
GO0 TO 1900

ESFORCOS UNITARIOS

OO

61 DB(2,2)=E*H/RP
DB(3+1)=2.%XD*SN/RP*%2
DB(452)=DB(2,+2) :
DB(5,1)=DB{3,1)

SOLUCAU PARTICULAR

OO0

100 CONTINUE
D1(2)=-PK*RP/4.%{1.—-RO%%2)*({ {5, +XNI) /SN~ RD**ZI
D1{3)=—PK*RO*({3.+XNI) /SN~ RU**2)
F{1)=-P*RP*¥RD/2.
FI3)=PE#RP%*¥2/16.%{3.+XNI)*{1.-RO*%2)
F{5)=P#RP*%2/16.*{3.+XNI-{1. +3 *XNI)*RG**Z)
AML(2)=2.%RP*PI%*F{1)

NCN=1

200 CONTINUE

: RETURN
END

7/ DUP
*DELETE CIRKD 1E36
*STORE WS UA CIRKO 1E36

/7 FOR
*ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
*LIST SOURCE PROGRAM
C
C . CALCULA A SOLUCAD DA CASCA ESFERICA
C
SUBROUTINE HIPGE(R)}
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COMMON NP yNE,JNDFoNCNsNLD NMAT,NSZF,NB,MCARG,KK1
*yNEL4NOEL{10),AND(10);ANB(10),EA(LO) o

COMMON NOP(5042)y IMAT{SD,'NTIP(SO)1NBC(40,1NFIX(40}1NPT‘50)
COMMON SK(150412)4X{50),Y{50),AC{150),0P(120),0RT{10,2)
#y55(646)sGP{50),HL1(50),HL2(50),ESPE(50),R1{3),NCO0(50)

- COMMON XE(2)yYE({2)+2ZC(4)45CH4), T(4l,05(4]p1(4)!02(4]!

#F{5)yDT{6)+EsHy XNIsHLsH2,G, XKX,SFI,CFI'SII'CII'
*#SIS,CISy11,12,1I3 ,AML{6)

PI=3.14159265

TANI=(1-CII}/511

TAN={1-CFI1)/5F1

IF{S1I-0.5)90,90,97

[F(S11-0.86)98,91,91

IF{XKX*STI-200)90,90,91

SOLUCAD EM SERIE HIPERGEOMETRICA

XK2=XKX

XK=SQRT(XK2)

AK4=XK2%%2

Al=1.

B1=0.

SF2=SFI%**%2

ALX=ALOGI(SF2)

T{l)=1.

T(2)=0.
Ti3)=—4e/{1le+XK4)/S5F2+].
Tl4)=4%XK2/(1.+XK4}/SF2
PS3=4./{1.4+XK4)/5F2+1.
PS4=—4.%XK2/{1.+XK4)/SF2
PS1=T{1)

PS2=T(2)

S0M1=0.

SOM2=0.

S=2.

DO 20 N=3,200

$=5+1.,

CA=4  #5%%2-18B.%5+19

DA=4 #5%%2-]12 ,%5+48

A2=A1
Al=(A1*CA+BL*XK2}/DA%SF2
Bl=(-A2%XK2+B1*CA)/DA*S5F2
V=N-3

BC=4 VXX 2+6%V+1l,
DC=BC*%2+XK 4
SOM1=SOM1+{6.+48.%V)%*¥BC/DC-2./7(2.%V)
SOM2=S50M2+{ 6. +8. *V’*XKZ/DC :
CO=1./{N-1)
Cl=A1%#¢(CD+SOM1)—-B1%50M2
D1=B1*{CO+SOM1)1+A1%50M2
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T(1ll=T(1)+Al

T(2)=T(2)+B1

T{3)=T(3)+Cl

T{4)=T(4)+D1

PS1=PS1+(2%N-3}%Al
PS2=PS2+{2%N-3)%81
PS3=PS3+(2*N-3)*C1
PS4=PS4+(2%N-3)%D1
IF(ABS(Al)-C. 0000001)21 20;20
CONTINUE

CONTINUE

T{3)=ALXAT(1)+T{3)
T{4)=ALXXT{(2)+T{4)
DS{1)=PS1*(FI

DS{2)=PS2*CFI
DS{3)=CFI*{ALX*PS1+2.%T(1)}+PS3)
DS{4)=CFI®*{ALX*PS52+2. *T(2}+PS4}
GO TO 94

SOLUCAO EM SERIE ASSINTOTICA

XK2=XKX/2.

XK=SQRT{XK2)

XK3=XK#*XK2

XK4=XK2%%*2

FI=ATAN{(SFI/CFI)

PSI=P1/2.-F1

FIT=ATAN(SII/CII)

FIS=ATAN{SIS/CIS)

Wil=FII-FI

W2=FI-FIS

TG=CF1/5F1

TG2=TG*%2

TG3=TG##3

To4=TH(2%%2

TG5=TG2*TG3

PSQ=PSI%*2

PS3=PS1%*%3

PS54=PS1%¥%4

TO=1.

Tl=(5%PSI-3%TG) /8.
T2=5.%{5%PSQ-6%PSI*TG~-3%TG2)/128.
T3=5%{120.%¥PSI+25. *PS3-216 *TG-45 *PSQ*TG 45.*PSI*TGZ
*-63.%TG3)/3072.

T4=5%{2400.%¥PSQ+125.%PS54-5760. *PSI*TG-300.*PS3*TG-6624.*TGZ
¥=450,%P5Q%TG2-1260. *PSI*TG3*2835.*TG43198304.
D1=-(2.-3.*TG2)/8.

D2==5.%( 2. ¥PSI-6.%TG~3.%¥TG2~3.%TG3) /64.
D3=5,%({32-10.%PSQ+60.*PSI*TG+150.%TG2+15.%¥P5SQ*TG2+
¥30.%PSI*TG3463.%TG4) /1024
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D4=5.%{ 240, % PSI-50.%PS3+4T752.%TG+450. %P SQ*TG+2610. *PSI*TG2+
$¥T5.%PS3¥TG246462.%TG34225.%PSQ*TG34945. #PS1%TG4+2835. *TGS)IZ4576.
Y1=1a#T1/ (2. %XK}=T3/{ 4. ¥XK3)-T4/ (4. *XK#I
Y2=TL1/{2.%XKI+T2/ (2. #XK2)}+T3/(4,%XK3) -
Y3=1.—T1/{2.*XK)+T3/(4.*XK3)-T4/{4.*XK4I
Y4==TL/{2.%XK}+T2/{2.%¥XK2)-T3/ 1 4.%XK3}
DY1=D1/{2.%XK)-D3/{ 4. ¥XK3)-D4/{ 4. % XK4)
DY2=D1/(2.%XK)+D2/{2.%XK2)}+D3 /1 4. *¥XK3)
DY3==-D1/{2.%XK)+D3/{4*XK3)-D4/{4.%¥XK4)
DY4=—D1/(2.%XK)1+D2/(2.%XK2}-D3/{4.%*XK3)
SQI=SQRT{SFI}

5Q=5QI*5F1

EPI=EXP(-XK*W1)

EP2=EXP{-XK*W2)

CO1=COS{XK*W1}

C02=COS{XK*W2)

SI1I=SIN(XK*HW1)

SI2=SIN(XK*W2)
T(1)=EP1%(Y1*C0O1-Y2%S11)/8Q
TE2)=EP1*(Y2%(01+Y1*511)/5Q
T{3)=EP2%(Y3%C02-Y4*512)/5Q
T{4)=EP2%(Y4%CO2+Y3%5]12)/5Q
Vi=Y1*TG/2.-{DY1+XK*{Y1+Y2))
V2=Y2%*TG/ 2.~ (DY24XK*{Y¥2-Y11})
V3=Y3%TG/2.—{DY3-XK*{Y3+Y4))
V4=Y4*TG/2.-(DY4-XK*X{Y4-Y3))
DS{1)=—-EP1%(V1#CD1-V2*511)}/5QI
DS(2)=—-EPL1*(V2*CO1+V1%S11}/5Ql
DS{3)=—EP2%{V3%L02-Vv4*512}/5Q1
DS(4)‘-EP2*[V#*CDZ+V3*SIZ)/SQI

94 CONTINUE

CALCULG DODS DESLOCAMENTOS E ESFORCDS
EM REGIME DE MEMBRANA

Gl=-R#*(G*CIS
GZ2=R*G
GAMA={H]1-H2)/(R*(CIS~CII))
H3=GAMA*R*CIS+H2
Al==-H3%R/2.
A2=H3*R/2*SISHF*2+GAMARR¥ %2 /3, ¥C [5%%3
A3=-GAMA*R%%2/3,
IF{XEL2))9T71+972,4971
972 GI=ALOG(1.+CII)
GF=ALGG(1l.+CFI)
CI=1./{1.+CII)
CF=l./{1.+CFI)
F(2)==G2*CF+A1-A3%(CFI+CF)
CO=R*{ L. +XNI)*{GI*{G2+A3)+CI*{G2+A3%CI{)} ) /(E*H)
OC==RE{ 1. +XNI}%=(GF*{G2+A3)+CF%*{G24A3*CFI) ) /{E*H)
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GG TO 279
971 F{Zl*{81+G2*CFI+A2+A3*CFI**3)/SFI**2+A1
GI=ALOG(TANI)
GF=ALOG(TAN)
AT=ALOG{SII)
AF=ALOGI{SFI1}
CO=R%{ Lo +XNI )% {{G1+A2)%{GI-CII/SII*%2)+52%(Al-1./511%%2)
*¥+A3X(AI-(CII/STI)*%2)}/{E*H) :
OC= —R*(1.+XNI)*{lGl+A2)*(GF*CFIISFI**2)+GZ*{AF le !SFI**Z)
*+A3%*{ AF- ICFI/SFI)**Z))/(E*H)
279 CONTINUE
Flat=—F(2)+2.%A1-3.¥AIRCFI-G2%*CF]
D7 (IL}=R&ESFI*(F{&4)-XNI*F{2})/(E*H)
D7(I12)=CO+0C+R*(F{4)}-XNI*F{2))%CFI1/{E*H)
D7{I3)={-G2%(2.+XNI ) +GAMAXR*%2 ) *SFI /{E*H)
AML{I1)}=-2.%PI#R*F(2)*CFI*SFI/3.%*{(4-11)
AML{I2) =2 ¢PIXR¥*F(2)*SFI*SFI/3.%{4-11)

RETURN

END
/7 DUP
*DELETE HIPGE 1E36
#STORE W5 UA HIPGE 1E36
// FOR
// FOR

%LIST SOURCE PROGRAM

*0ONE WORD INTEGERS

*EXTENDED PRECISION
SUBROUTINE RESIS

C
c RESOLVE O SISTEMA POR GAUSS
C

COMMON NP yNEyNDF,NCNyNLDoNMATNSZFoNBsMCARG,,KK1

*y NELyNOEL(10),AND(10)9ANB{10},EA(10)

COMMON NOP{5C,2),IMAT{50)NTIP{50), NBC(QOI;NFIX(éO) NPT (50)
COMMON SK{150,12)5X(50),Y{50),AC(150)4DP{120)+0RT(10,+2)
*¥95(696)y GP(SO);HLIISG),HLZCSO),ESPE!SOI|R113)1NCDU(50)
NBAND=12

C ELIMINACAD



DO 300 N=1,NSZF
1=N

DO 290 L=2,NBAND
I=1+1

IF{SK{N,L)1240,290,240

240 C=SK{NsL)/SK(N,1}
J=0
DO 270 K=LsNBAND
J=d+l

IF(SK{N,K})260,270,260
260 SK{IJ3)=SK(I,J)-C*SK(NsK)

270 CONTINUE
SK(N,L)=C
AC(IN=AC(I)-C*AC(N)
290 CONTINUE
300 AC({N)=AC(N)/SK{N,1}

C
C RETROSUBSTITUICAD
C
N=NSZF
350 N=N-1
IF{N)500,500,360
360 L=N
00 400 K=2,NBAND
L=t +1
IFISK(N,K))370,400,370
370 ACINI=ACINI-SK(N,K}*AC(L)}
400 CONTINUE
60 TO 350
500 CONTINUE
RETURN
END
// DUP
*DELETE RESIS
*STORE WS UA  RESIS
// FOR

#*0ONE WORD INTEGERS
*EXTENDED PRECISION
*LIST SOURCE PROGRAM

1E36
l1E36



OO0

O0O0

OO0

10

10
66
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SUBROUTINE AXTEC

CALCULA 0S ESFORCDOS UNITARIOS

DIMENSION DB{6+6):BB(6)+sDD(646)DN{6)+B(646)4,DM{6)
DIMENSION FOR{200,5),YP{200),SW(1800),XP(200)

COMMODN NP ,NEy NDF yNCN,sNLDyNMATyNSZF 4NByMCARG ¢+ KK1
*yNELoNOEL{10),AND{10)3ANB{10),EA(10)

COMMON NOP{50,2)y IMAT{50) 4NTIP{50),NBCL40),NFIX{(40)NPT(50)}
COMMON SK{150412),X{50),Y{50), D{150)},0P(120),0RT({10,2)

*,5(646),GP{50),HL1(50),HL2(50),ESPE(50),R1{3),NCCO(50)

COMMON XE{2)4YE(2)4ZC{4)sSCI4)+5E14), DS‘4’,Z(4)1DZ‘43!
¥*F{5)301(5)yEgHe XNIsHLyH2,G+XK24S5F1,CFF,S11,CII,
¥SIS,CIS+I1412,13 ,AML{6)

EQUIVALENCE{SW(L1),S5K(1})

EQUIVALENCE(YP(1)ySWIL))},(FOR{1),54W(201}}, (Xp(1195N(1201’,

PI=3.14159265

IMPRESSAD DGS DESLOCAMENTOS NODAIS

WRITE(5,10}

FORMAY (1Hl,//40X*DESLOCAMENTOS NODAIS*//
*19X*NO'18X*D1'18X'D2'18X*'D3")
DO 66 I=14NP

I1=3%(I-1)+1

[2=3%(1-1)+2

I3=3%{I-1)+3
WRITE(5,70)1,0(1I1),D1{12},D113}
FORMAT(16X,15,3E20.7)

CONTINUE '

KK1=1

I1=1

12=2

13=3

JP=0

CALCULO DQOS ESFORCOS NOS ELEMENTOS

D0 40 I=1.NE
G=GP(I}
1=HL1(1)
H2=HL2{1)
JJ=NOP{I,1}
KK=NOP(I,2]}
LL=NPT(1)
YE(1)=0.
YE(2)=Y{KK)=-Y(JJ)
XE({1)=X(J4J)
XEL1Z2)=X{KK}
H=ESPE{I)



OO0 OGO

OOG

OO

21

20

23

33

101

67

700

851

850

750
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M=IMAT(I) .
E=0RT(M, 1)
XNI=0RT(M,2)
IF{XE(2))20,21,20
NCON=2

NGL=3

GO TO 23

NCON=4

NGL=6

CONTINUE

LEITURA DA MATRIZ B E DOS DESLOCAMENTOS DE MEMBRANA
READ{10*KK1)B, DM
DESLOCAMENTOS NODAIS DO ELEMENTO DN

DO 33 J=1,3

J1=3%(JdJ-1)+J

K1=3%(KK-1)+J

DN{JI1=D{J1)

ON{J+3)=D(K]1)

DO 50 1J=1,iL

JP=JP+1

PO 101 J=1,6

DO 101 L=1,5

FiL)=0.

DB{L+J1=0.

DO 67 J=1+3

DO 67 L=1,6 h

DD{J,L)=0.

IFINTIP{1)-2) 700,701,700
CONTINUE
XL=SQRTAYE{2)*%2+{XE{1)-XE(2))%¥%2)
DY=XL/{LL=1)
XA=XE(L)H{XEI(2)-XE{1))*(1J4-1)/(LL~1)
IFINTIP({I)-4)850,851,850

PLACA CIRCULAR

NPO=1

CALL CIRKO(DD,DB+XAsNPO)
YY=Y{JJ)

GO TQ 22
XD=E2H%**3/ (12%( 1-XNI*%*2))
IFINTIP{I)-3) 750,751,750
CONTINUE ‘

CASCA CILINDRICA

DM



sNaNel

177

751

24
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XK=SQRT{SQRT(3.%{ 1~ XNI**Z))/(XA*H))
YY=(1J-1)*DY

CALL INDIC{YYqsXLyXK)
CO=12.%(1-XNI%%2)/(H¥*2%XA}

DO 777 IT=1,NCON

KS=1-2*%(17/3}

IS=IT={-1)%*]T

KT=KS*{IT-1IS5)
DB{1l,IT)I=E*H/XA%*ZC{1IT)

DB{3: IT)=-E¥HESC{IS)/{ 2. ¥ XA%XK)%KS
DB{4, IT)=E¥*HEXKESCULIT)*{-KT)
DB{S,IT)=XNI*DB(3,1IT)

CONTINUE

DB(2:5)=-E*H/XA

YY=Y{JJ)+YY

GG TO 22

CASCA CONICA

CONTINUE

X2=XE{1)-XE{(2)

SFI=ABS{YE(2)/XL)

CFI=ABS{X2/XL}

TFI=SF1/CFI

Y1=XA/CFI

CK=ABS{X2}/X2

CK1=ABS{YE{2))/YE(2)
XK2=SQRT(12.%{1.-XNIF®2)%{TFI/H]}**2)
XK=SQRT{XK2)

T=2%XK*SQRT(Y1)

TK=2.%XK%SQRT(XE{2)/ABS{CFI)}

CALL BSSEL{TsTKsXA)

DO 24 J=1,NCON

IC=d-{-1)%%J
DB{Ll,J)=E¥HESFI/CFI/YL1*{Z{J4}+{1C-Jd}*2./T*DZ(IC)])
DB(2,J)=-DB{1+J)}*CF1/5F1

Al={J3-1C)*T*0Z(IC)

AZ2={IC-J1%2%(1-XNI)*Z{1C)

A3==4%{1-XNII*DZ{J)1 /T
ODBU3,J)=+2%TFI*E*H/T**2%{A1+A2+A3)

DB(4+ 3 1=—2%XK2%EXH/T¥x¥2%(T%DZ(3)-2%2(J)+{J-IC) *4, /T*DZ(IC)!
DB(S2J)=+2*TFI*EXH/T*%2%x{ XNI*A1-A2-A3)

CONTINUE

DB{2,5)=—E*H/ (XA*S5F]) .
DB(3,5) —E*H**3*CF11112 XL +XNIVRXABYLRSFI*%2)
0B(5,5)=-DB(3,5)

YY= YIJJ)+(XE{I)—XA}#YE(Z!/XZ

GO TO 22

CASCA ESFERICA
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C
701 CONTINUE
YO=(XE{2)%%2~XE( L) #*%2+YE(2)%%2) /(2*YE(2))
R=SQRT{XE{1)**2+Y0%%2)
SII=XE(1)/R
CII=-YO/R
SIS=XE{2)/R
CIS={YE(2}-YO)/R
TANI={1.-CII)/SII
FII =ATAN{(SII/CII)+{1.-ABSI{CII)/CII}*Pl/2.
FIS=ATAN{SIS/CIS)+{1.-ABS(CIS)/CIS)*P1/2.
DFI=(FII-FIS)/{LL-1)
FI=F1I-(1J-1)*DFI
XK2=SQRT{ 12, ¥ ( 1-XNI**2) % (R/H) *%2=XNI*%2)
XK=SQRT(XK2)}
XK4=XK2%%2
SFI=SIN{FI}
CFI=CGS{(FI)
YY=R®2CFI+Y0 +Y(JJ)
XA=R*SF1
CALL HIPGE(R}
TAN={1-CFI)/SFI
BETA=—{ 1+XNI*SFI%*%2)
Kit=-~1
DO 444 L1=1,NCON
Ki=-KL
IC=LI+KL
DB{1+LI)=E*H/R*SFI*SE(LI)
DB{ZyLIY=—E*H/R*CFI#*SE(LI)
DX=E¥H*%3/R¥%2/(12.,%(1-XNI**2))
DB(3, LI)'-DX*(XNI*DS(LI)+XK2*DS(ICl*KL+XNI*CFI*(XNI*SE(LI)+KL*
*XK2*SE({IC)))
DB(4+LI)=-E¥H/R¥DS{LI}
DB(S.LIl—-DX*(XNI*lCFI*SE{LI)+XNI*DS(LIlI+KL*XK2*
#(CFIXSE(ICI+XNI*DS(IC) )}
444 CONTINUE
DB{2,5)=—ExH/{RESFI*%2)
DB{445}=-DB{2,5)
22 DO 88 K=1sNGL
BB(K)=0.
DD 88 N=1l,NGL
BB{K)=BB{K) +B{K, Nl*(DN{N) -DM(N))
88 CONTINUE :

C
C CALCULO DOS ESFORCDS UNITARIOS EM CADA ELEMENTO

DG 202 J4=1,5

FOR{JP4s3)=F{J}

DO 202 K=1,NGL
FOR{JPyJ)=FOR{JP,J}+DB{J,K)*BB(K)
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202 CONTINUE
XP{JP)I=XA
YP{JP)I=YY
50 CONTINUE
40 CONTINUE
WRITE{(5,648)
648 FORMAT(//40X*ESFORCOS UNITARIOS FINAIS'/
%/ o BX*ELEM,*10X*X*10X" Y'12X QFI*12X*NFI*12X*MFI 10X'NTETA'
*10X*MTETAY)
JP=0
DO 681 I=1,NE
LL=NPT(I}
DO 681 N=l,LL
JP=JP+1
681 WRITE(S5,4618)I:XPU{JIP)+YP{JIP)(FOR(JIPsJ)3sJd=1,45)
618 FORMAT{10%X,13,2F11.2,5E15.6)
IF{NEL)500,500,501
501 WRITE(5,550)
550 FORMATI(//+20Xs'ESFORCOS ATUANTES NDOS ANEIS DE REFORCOt//
*20X*NO*SX*ESFORCO NORMAL *SX'MOMENTO UNITARIOY)
DO 510 NA=1,.NEL
NJ=NOEL {NA)
11=3%{NJ-1)+1
I3=3%{NJ-1)43
FN=EA{NA}Y®ANBINA)I*ANDINAY*D(IL1)/X{NJ)
FM= EA(NA}*ANB(NA}*AND(NA)**3*D(13)/(12.*X(NJ)**2)
WRITE{S5,520 NOEL (NA) yFNoFM
520 FORMAT(20Xy1295X9E14+47+TX+E14.T)
510 CONTINUE
500 CONTINUE
RETURN
END
7/ DUP
*DELETE AXTEC 1E36





