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R E.SUMO 

O presente trabalho visa a anãlise de cascas com sime­

tria de revolução, valendo-se do uso de soluções analíticas de ele 

mentes de cascas esfiricas, cõnicas e cilíndricas. 

t usado um procedimento anãlogo ao mitodo dos elemen -

tos finitos, diferindo apenas na escolha das funções deslocamento 

que aqui são as soluções das equações diferenciais correspondentes 

a cada elemento. 

Alim dos elementos citados acrescenta-se um elemento 

de placa circular e um anel de reforço. 

Apresenta-se um programa, baseado no mitodo dos deslo­

camentos, para anãlise de estruturas compostos destes elementos e 

de problemas mais gerais de cascas axissimitricas, por meio de uma 

discretização aproximada da geometria da casca. 
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A B S T R A C T 

This work deals with the analysis of axissymmetrical 

shells by means of the available analytical solutions of spherical, 

conical and cylindrical elements. 

A similar approach to the finite element method is 

used, the difference being on the choice of the displacement func­

tions that are the solutions of the differential equations corres­

ponding to each element. 

A circular plate element anda stiffness ring element 

are still presented. 

A computer program making use of the displacement me­

thod is presented, to permit the analysis of structures composed 

of these elements anda more general class of axissymmetric shells 

problems for which an approximated discretization of the shell ge~ 

metry is performed. 
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INTRODUÇ/10 

Cascas de revoluçio encontram grande aplicaçio na en­

genharia. Podem ser utilizadas como cüpulas, como reservatórios 

e como parte de estruturas aeronáuticas. Frequentemente ocorrem 

cascas com espessuras e/ou raios de curvatura variáveis, para 

torná-las mais funcionais e executáveis. 

Na análise destas estruturas tem-se a considerar a-

lêm dos esforços de membrana, esforços de flexio que surgem nas 

ligações ou devido a déscontinuidades no carregamento e na geome­

tria da estrutura. 

A equaçao diferencial das cascas aximêtricas baseada 

na teoria da elasticidade clássica, originalmente formulada por 

H. Reissner, para casca esférica e posteriormente generalizada 

por E. Meissner tem soluçio exata conhecida para esfera, cone e 

cilindro de espessuras constantes. Para cascas de espessura va­

riável alguns poucos casos particulares foram resolvidos analiti­

camente. 

Métodos numéricos foram desenvolvidos com o objetivo 

de se encontrarem soluções para; p~oblémas .mais gerais.Inicialmen­

te foi utilizado o método das diferenças finitas e atualmente e 



X 

grande o sucesso do metodo dos elementos finitos. Vãrios elemen­

tos jã foram apresentados para cascas aximetricas, começando por 

elementos tronco-cônicos ate se chegar aos elementos iso-parame -

tricos que permitem variação de curvatura e espessura no prôprio 

elemento. 

Neste trabalho utilizam-se as soluções conhecidas e· 

considera-se cada forma indi~idualmente como um elemento da es-

trutura, fazendo-se posteriormente a montagem da mesma. Este pr~ 

cedimento permite uma análise precisa e rãpida de estruturas com­

postas destas formas de solução conhecida e possibilita tambem a 

obtenção de soluções aproximadas para cascas de espessura variã -

vel e meridianos quaisquer desde que se utilizem muitos elementos 

esferices ou cônicos, de acordo com a curvatura do meridiano e de 

modo a se poder admitir que a espessura de cada elemento seja 

constante, variando apenas de elemento para elemento. 

E apresentado um· programa automático para cálculo de! 

te tipo de estruturas e ao final são mostrados resultados obtidos 

em três exemplos analisados. 
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CAPITULO I 

EQUAÇÕES GERAIS DAS CASCAS DE REVOLUÇÃO 

1.1 - Estruturas de Superficie 

Denominam-se estruturas de superficie aquelas em que 

duas de suas dimensões predominam sobre a terceira. De acordo 

com a superficie media estas estruturas podem ser: curvas ou pla­

nas. 

As estruturas de superficie media plana sao as chapas 

e placas. Chapas se são solicitadas por cargas no prõprio plano 

da superficie e placas quando sio solicitadas por ações normais 

ao referido plano. 

Existem ainda as estruturas formadas de elementos de 

superficie media plana, que são as estruturas prismáticas lamina­

res e as poliedricas. 

As estruturas de superficie media curva sao as cascas. 

De particular interesse pelas suas aplicações práticas são as cas 

cas de revolução, cuja superficie media e gerada por uma curva gl 

rando ao redor de um eixo, estando a curva e o eixo no mesmo pla­

no. 



2 

Para as estruturas de superfície a teoria da elastici­

dade assume as seguintes hipóteses, que são conhecidas como hipÔt~ 

ses de Kirchoff-Love, excetuando a la. hipótese. 

1. O material da estrutura e homogêneo, isotrôpico e 

obedece a Lei de Hooke; 

2. A espessura h ê pequena em relação as dimensões e 

aos raios de curvatura da superfície mêdia; 

3. As tensões normais ã superfície media sao pequenas 

e despresíveis em relação ãs demais tensões; 

4. Os pontos pertencentes antes das deformações a re­

tas normais a superfície mêdia; encontram-se, apôs a deformação,s~ 

bre retas normais ã superfície deformada; 

5. As deformações são pequenas, de tal modo que é pos­

sível desprezar a influência dos deslocamentos no equilíbrio do e­

lemento de superfície. 

1.2 - Esforços unitãrios num elemento de superfície 

Antes de definir os esforços atuantes, em um elemento 

de superfície, é necessãrio estabelecer um sistema de coordenadas. 

Admita-se que um certo sistema de coordenadas a 1 e a 2 , 

definido sobre a superfície media, seja tal que a curva a 1 =const. 

intercepte a curva a 2 = const. em ângulo reto. E definindo o eixo 

z segundo o versor da normal no ponto de interseção das curvas 
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a 1 = const. e a 2 = const. tem-se definido um sistema tri-ortogonal 

de coordenadas. 

Tomando como origem um ponto O, a posição de um ponto 

p' da estrutura fica definida pela equação vetorial seguinte (Fig. 

1.2.1): 

(1.2.1) 

p' 

ol2 =const 

Fig. 1.2.l 

Considera-se agora um elemento da estrutura definido 

por a 1 = const., a1 + da1 = const., a2 = const. e a 2 + da2 = 

= const. (Fig. 1.2.2) 



Q.'I :: COflst 

q-2_-= \IAR 

ds J 

4 

- -
-, -- -------- -

-~ 

0(2" const 

°"1= \IAf? 
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As faces laterais deste elemento têm uma altura finita 

h e larguras mêdias infinitesimais dsl e ds2, respectivamente se­

gundo as curvas. paramétricas a1 = const. e a 2 = const. 

Considerando-se para cada uma das faces laterais que 

as forças, nelas atuantes, sejam localizadas na seção corresponden 

te ã largura media, tem-se forças e momentos resultantes que sao 

infinitesimos de primeira ordem. Dividindo-se estas forças e mo­

mentos infinitesimais pela respectiva largura media da seçao con­

siderada, que e tambem infinitesimal obtem-se forças e momentos fi 

nitos, que se denominou esforços unitãrios (tambem chamados de ten 

sões resultantes). 

Decompondo-se estas forças e momentos, segundo tres di 

reçoes ortogonais a saber: direção normal a face do elemento, dir~ 

çao tangente a superfície media contida no plano da seçao e dire­

çao normal a superfície media, têm-se os esforços: i·! 1 , N2 , N12 , 

N21' Ql' 02, Ml' M2' Ml2' M21' M13' M23· 
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N2 / 
J /, 

N1 ~. 
M1 

. M 
2 

/! 
(a) 

M,2 q 
;r (b) 

--· 

Fig. 1.2.3 

Os esforços indicados na figura 1.2.3 podem assim ser definidos: 

Nl, N2 - forças unitárias agindo perpendicularmente 

as faces a 1 = const. e a 2 = const. respectivamente, e serao posl 

tivas quando derem tração na seçao considerada. 

Nl2, N21 - forças unitárias agindo nas seçoes a 1 = 

= const. e a2 = const. respectivamente e na direção da tangente. 
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N12 serã positivo na direção de a1 = const. quando Nl tiver o se~ 

tido positivo de a 2 = const. O sinal de N21 e definido analogame~ 

te ao de N12. 

Ql, Q2 - forças unitârias agindo nas seçoes a 1=const. 

e a 2 = const. respectivamente. São chamadas de força ccorta~t,. 

Ql sera positivo no sentido da normal quando a força Nl tiver o 

sentido positivo de a 2 = const. O sinal de Q2 e definido similar­

mente ao de Ql. 

Ml, M2 - momentos fletores unitârios atuando nos pla­

nos normais a superf1cie media e ãs seções a 1 = const. e a2 = 

= const. respectivamente. Serão considerados positivos, quando 

provocarem tensões normais positivas nas fibras correspondentes a 

valores negativos dez. 

Ml2, M21 - sao momentos de torsão unitârios que atuam 

respectivamente, nos planos das seções a1 =conste a 2 = const. 

Serão considerados positivos quando provocarem tensões de cisalha 

mento positivas nas fibras correspondentes a valores dez positi­

vos. 

Ml3- M23 - sao momentos fletores unitârios atuando nos 

planos tangentes ã superf1cie media e são perpendiculares, respef 

tivamente, ãs seções a1 =conste a 2 = const. Estes momentos são 

nulos conforme mostraremos posteriormente. 
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Estes esforços unitirios origfna~ uma distribuiçio de 

tensões em cada uma das faces laterais do elemento de superficie, 

como mostra a figura 1.2.4. 

cx 1 =const 

ot2= VAR 

Fig. 1.2.4 

oJ.
2
= const 

oi. •VAR 
1 
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Chamando-se de ds 1 e ds 2 as larguras médias respecti­

vas das faces a1 = const. e a 2 = const. é fácil ver que as largu­

ras destas faces em função dez são respectivamente: 

Sendo as larguras das faces infinitésimos é possível 

admitir que a distribuição de tensões o e Tê constante ao longo 

das mesmas. 

Sendo Nl a força unitária que age na seçao a 1 = const. 

podemos escrever: 

Resultando: 

h/2 

f o1 (1 + r;) ds 1 d z 
= -h/2 

h/2 

Nl=f o1(l+r;)d,z 

~h/2 

(1.2.2) 

Analogamente se obtem as expressoes dos demais esfor­

ços unitários. Tem-se assim: 

h/2 

N2 =f º2(1 

-h/2 

(1 .2.3) 
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h/2 

Nl2 ·J,12 '1 2 ( l + 2-) 
r2 

d z (1 .2.4) 

h/2 

N21 =f '21 (1 + 2-) d z (1.2.5) 
rl 

-h/2 

Ql = 
-fh/1 

'1 z ( l + 2-) d z (1.2.6) 
rl 

-h/2 

h/2 

Q2 = -J,,, '2 z ( l + 2-) 
r2 

d z (1.2.7) 

Ml = 
-f h/1 

a 1 ( 1 + 2-) z d z (1 .2.8) 
rl 

-h/2 

h/2 

M2 = -f,12 a 2 ( 1 + 2-) z d z (1.2.9) 
r2 

Ml2 = 
-fh/1 

'12 ( l + 2-) z d z (1.2.10) 
rl 

-h/2 

h/2 

M21 -J,,, '21 ( l 
z d z (1.2.11) = + -)z 

rl 

Ml3 = M23 = o (1.2.12) 
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Ml3 e M23, resultam iguais a zero devido a distribui­

çao uniforme das tensões cr 1 e cr 2 ao longo da largura infinitesi -

ma 1 . 

Embora -rl 2 = ,21, Nl 2 ; N21 e Ml 2 ;. M21 quando rl 

; r2. 

Se se despreza z/r1 e z/r 2 em relação a unidade tem -

se sempre: 

N12 = N21 e M12 = M21 

1.3 - Equações de equilíbrio 

O objetivo deste trabalho restringe-se ao estudo das 

formas de revolução portanto a teoria que sera desenvolvida a se­

guir, refere-se ãs cascas com simetria axial. 

As linhas de curvatura da superfície de revolução sao 

os meridianos e paralelos que por isso são usados como curvas co­

ordenadas (Fig. 1.3.1). 



l 2 

Fig. 1.3. l 

0(1 = e 

~=0 

' ' '\ 

O elemento infinitesimal de casca axissimetrica defi­

nido na fig. 1.3.1, por dois meridianos, segundo os ãngulos e e 

e+ de e por dois paralelos segundos os ãngulos $e$+ d$ e vis 

to ampliado na fig. l .3.2 onde são mostradas as forças unitãrias 

nele atuantes e na fig. 1.3.3 estão indicados os momentos unitã -

rios. 
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1 • 3 · 2 flG. 

-

Mf)8 

-

1. 3 · 2 FIG. 

-,, 
/ 
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Este sistema de forças e momentos (figs. 1.3-,2; e 

1.3.3) deve satisfazer a seis condições de equilíbrio que sao: 

três para as forças nas direções das cargas p0, p$ e pz e três 

para os momentos com respeito aos eixos x, y, z. 

Equilíbrio das forças 

1) Forças paralelas a tangente ao meridiano 

As forças N0$ dão uma resultante paralela a 1tangen­

te ao meridiano e orientada no sentido de $ crescente: 

aNecp rl d0d"' ae "' 

Na mesma direção e sentido as forças meridionais Ncp 

têm uma resultante. 

a(rNp) dct,de 

ª· 
uma vez que tanto a força Ncp como a largura mêdia rd0 variam com 

<P • 

Como as forças Ner 1d$, formam entre si um ângulo d0, 

da soma vetorial delas resulta uma força Ner 1d0d$, na direção h~ 

rizontal e dirigida para dentro. (Fig. 1.3.4). Decompondo-se es­

ta força em duas componentes: uma normal ã superfície media e 

outra paralela ao meridiano, esta Última sera: 
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- Ner1d.d0cos•, com o sinal menos por ser orientada 

no sentido de• decrescente. 

' --- . -----

N81jd0 + 

~· ~ ...•.• 
N81j d8d0 

,0 

N8r d0d8s.en8 N8r;d0d8cos0 

Fig. 1.3.4 

As duas forças Q•rde formam entre si um ângulo d•, 

compondo-as temos a resultante paralela ã tangente ao meridiano 

e no sentido de• decrescente: 

- Q•rd0d• 

Finalmente temos que incluir a contribuição das for­

ças externas, que i o produto da componente p• pela ãrea do ele­

mento rde.r1d• 

p•r1r.ded• 

Reunindo as contribuições anteriormente descritas, 

tem-se a seguinte equação de equilíbrio para as forças paralelas 

ã direção da tangente ao meridiano: 
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Como d0d<fl e fator comum, vem: 

+ p<fl r r 1 = O ( 1 . 3 . 1 ) 

2) Equilíbrio das forças na direção do circulo paralelo 

As forças N<jl0rd0 dão uma resultante na direção do cir 

culo paralelo e segundo o sentido de e crescente: 

a ãe ( N<jl0r) d0d<fl 

Da soma das forças Ner 1d<fl, chega-se a resultante: 

a(Ne) r_1d0d<fl 
ae 

Como as forças Ne<jlr 1d<P nao sao paralelas, suas compo­

nentes horizontais formam um ândulo de e portanto têm uma resul -

tante na direção da tangente ao circulo paralelo: 
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As forças Qer 1d$, também formam entre si um ângulo d0 

e contribuem com uma força na direção do circulo paralelo segundo 

o sentido de 0 decrescente: 

E as forças externas contribuem com: 

per 1rd0d$ 

Temos, portanto: 

a ( rN$0) d$d0 + aNe r d0d$ + N0$rl COS$d0d$ -
~ ae 1 

Que eliminando os fatores comuns, vem: 

:$ (rN$0) + ~0 (r 1d0d$) + N0$r 1cos$ -

- Qer 1 + per 1r = O (l.3.2) 

3) Equilibrio das forças segundo a normal a superficie média 

Pela fig. 1.3.4 vemos que as forças Ner 1de tém are -

sultante horizontal Ner 1d$d0, que por sua vez origina uma compo -

nente na direção normal â casca e dirigida para dentro: 
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Analogamente N$rd0 tem uma componente no mesmo senti-

do: 

As forças Q$r.d0 não sendo iguais têm uma resultante 

tambêm neste sentido: 

:. ( rQ$) d$d0 

Tambêm as forças Qer 1d$ contribuem com a parcela: 

aQe r d$d0 
ae 1 

E a componente das forças externas e: 

Tem-se, apos simplificação, a terceira equaçao de e­

quilibrio de forças: 

(1.3.3) 
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Equilíbrio de momentos \ 

4) Equilíbrio dos momentos em relação ao eixo x 

Tem-se a diferença entre os dois momentos M$rd0, adi 

ferença entre os momentos M0$r 1d$, e o binãrio formado pelas duas 

forças Q$rd0. Ainda se tem um ultimo termo devido ao fato de que 

os vetores M0r 1d$ nao sao paralelos, analogamente as forças 

N0$r1d$ estes momentos têm a componente: 

Chega-se então a seguinte condição de equilíbrio: 

a(M$r) d0d$ + ~ r. 1d$d0 - Q$r.d0r1d$ -a$ · a0 

Simplificando, tem-se: 

(1.3 .4) 

5) Equilíbrio dos momentos em relação ao eixo y 

Aqui aparecem as componentes dos momentos M0r1d$ e 

M$0.rd0 e o binãrio formado pelas forças Q0r 1d$, além da con 

tribuição dos momentos M0$r 1d$, similar ao ilustrado na fig. 

1.4.3 para as forças N0r 1d$. 
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Tem-se apos simplificação do fator d0d$õatequação de 

equilíbrio abaixo: 

6) Equilíbrio dos momentos e~ relação ao eixo z 

Em relação ao eixo z tem-se a considerar os dois bi­

nários formados pelas forças N0$r1d$ e N$0rd0 e as componentes 

das resultantes dos momentos M0$r1d$, e dos momentos M$0rd0. Che­

ga-se então a sexta equação de equilíbrio: 

Como r = r 2sen$ esta equaçao pode ser escrita da se­

guinte maneira: 

(1.3.6) 

1.4 - Deformações 

Estã claro que as equaçoes de equilíbrio instituidas 

na seçao anterior, não sao suficientes para tornar possível a de­

terminação dos esforços atuantes numa casca, vez que se tem ape -

nas seis equações (1.3.1 a 1.3.6) e dez incógnitas que são: 
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N$, Ne, M$, Me, Q$, Qe, N0$, N$0, M0$, M$0. Tem-se então que bus­

car novas relações. 

As demais equaçoes necessãrias e suficientes para tor 

nar o problema determinado são encontradas recorrendo-se as rela 

ções tensões-deformações (Lei de Hook). 

Nas figuras 1.4.1, estão mostrados os deslocamentos 

u, v e w poss,veis de ocorrer na superf1cie media de uma 

de revolução. Sendo: 

casca 

u = deslocamento segundo um c1rculo paralelo, ao 

vel da superf1cie media, considerado positivo 

sentido de 0 crescente; 

no 

v = deslocamento segundo um meridiano, ao n1vel das~ 

perf1cie média, positivo no sentido de$ crescen­

te; 

w = deslocamento segundo a normal a superf1cie média, 

positivo para fora. 

Em função destes deslocamentos determinam-se as 

formações na superf1cie media: 

de-

convençao: 

Lidse 
e:0 = cise 

Para simplificação da notação adotar-se-ã a seguinte 

• 
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( ) '=a( ) ae 

v~0 +wsen0 

- ·---

(o) 

I 
I 

~2 

u+u"d(/J 

v+ v"d (IJ 
,. 

e 

( ,·=a( ) 
a <P 

A 

u + u'd e 
vcos(/J + waen<t 

{b) 

(e) 

Fig. 1.4.1 - Contorno do elemento antes e apos a deformação 
(a) deformação no meridiano 
{b) deformação no circulo paralelo 
(e) meridiano e paralelo, mostrando o ângulo entre êles 

• 
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Observando-se a fig. 1.4.la, que mostra o deslocamento 

segundo o meridiano, e ficil ver que AC= ds• = r 1d•, e que o pon­

to A se desloca deve o ponto C de v + v"d•, cuja diferença e o 

alongamento da linha AC: 

Como os deslocamentos w dos pontos A e C nao sao na 

mesma direção, êles produzem um adicional alongamento na linha AC. 

Tem-se que o alongamento total da linha AC é: 

ou 

rl 
= (ds• + v·d•) 

+ w 
- d s cj> 

lld s cj> = w dscp + v·dcp + w v·dcp 
r 1 rl 

O ultimo termo desta expressao pode ser desprezado 

frente aos outros, por ser produto de dois deslocamentos. Proceden 

do esta eliminação e tendo em vista a definição de Ecj>, chega-se a: 

Ecj> • 

Da figura 1.4.lb, tem-se: 

llds0 = (ds0 + u'd0) r + vcosp + wsenp - ds0 
r 

(1.4.1) 

que apos simplificações idênticas is anteriores, torna-se: 



llds0 
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ds0 

= u'd0u+ (vcos• + wsen•) -­r 

Da definição de &0, escreve-se: 

60 • u' + vcosp + wsenp 
r (1.4.2) 

sendo y0• a variação do ângulo entre meridiano e paralelo, pela fi 

gura 1.4.lc ve-se que: 

e, que: 
v'd0 ,' V 

Y1 = - -
rd0+x'd0 r 

u+uºdcj,-x(l+~) u . 
' 
u dr 

Y2 = = -·- -
r1d• rl r 1 r cf$ 

dr Levando em conta que d$= r 1cos•, resulta a seguinte expressao pa-

ra y0• 

u .u' 
r cos• + r (1.4.3) 

As expressões 1.4.1 e 1.4.3 representam as deformações 

num ponto Ao da superficie media. As deformações num ponto A dis 

tando z da superficie media (fig. 1 .4.2) são dadas por: 

(1.4.4) 
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EB. u'A + vAcost + wAsen• 
.(r 2+z) sen• 

onde i~, v~ e wi sio os deslocamentos do ponto A. 

--

I 

zsen flJ 

r = r
2 

sen flJ 

Fig. 1.4.2 

(l.4.5) 

(l.4.6) 

·, 
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Pode-se definir uA, vA,e iA em funçio de u, v, w. 

Pela figura 1.4.2, tem-se: 

·u. ~- \l. 
r 2+z 

- w' z = " A r2 r (1.4.7) 

vi{I, 
r 1+z 

w z = V• -- -
rl rl 

(1.4.8) 

E como nao se considera deformação ao longo da espes-

sura 

(1.4:9) 

Substituindo-se os valores de UA, vA e wA definidos 

em 1.4.7 a 1.4.9 nas equações 1.·4.4 a 1.4.6, após operaçoes matemã 

ticas, encontra-se: 

e:cj> 
V• V; rj z w .. z + w· 

= - -
rl rl rl r 1+z rl r 1+z rl 

r· 1 _z_ + w (1.4.10) 
rl r 1+z r 1+z 

• 1 V r 1 +z. w" _z_ + e:0 = ;!!... + cotcp . 
r 2+z -r rl rs encp r 2+z 

+ w· cotcp _z_ + w (1.4.11) 
rl r 2+z r 2+z 
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• 1 r 2+z U• r 1 r 2+z v' r 1+z 
y0<fl = JL z- cot<f, + -- -

r2 r 1+z 
r2 

r 1+z r 1senq, r 2+z 

w 1 • 

( 1 + 
rl 

1 ) + ~ cotcp (-z- + 
r 1senq, r 2+z r2 r 1+z r 2 senq, r 2+z 

(1.4.12) 

Substituindo-se estas expressoes na lei de Hooke: 

E cr<f, = 1-vT (e<fl + ve0) 

E cr0 = l-v 2 (e0 + veq,) 

T<f,0 E 
= 2 ( l +v) Y<P 0 

E colocando-se as expressoes obtidas nas integrais 1.2.2 a 1.2.5 

e 1.2.8 a 1.-2.11 que definem os esforços unitirios (trocando-se 

os subscritos 1, 2 por <fl, 0). Tem-se as relações entre os esfor 

ços unitirios e os deslocamentos'~, v, w para uma casca de revo­

luçio (1.4.13 a 1.4.20) onde K e D sio as rigidezes da casca, de 

finidos por: 

.. K 
E h3 

= 12(1-v 2 ) 

D E h = 1 -v 2 
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u'+vco~cp+wsen~ + 

Ne = D ~'+vc~scp+wsencp + V' +W~ V -- -
rl 

K·, 

w" w·cos"'] + - +·.:......;:;_;:_;:;..1..'I' 
r r 1 

Ncpe = D 12v 

w 1. 

+ -­r 

ru· + v'-i:rcos.;l + 
~l r J 

--r r cos~ 

r·-r G r· K _ . .;:.2_.-'-1 _v_-_w _._l + 
~ r2 rl rl 

l 

(l.4.13) 

(l.4.14) 

coscp + 

(l .4.15) 



29 

(1.4.16) 

= K [ 1z 
r ·. r1-r2 

Mcp (w··-w· 1 - w r ) -
rl rl 2 

r· 
w" + vw'coscp v· " 1 + --+ "2 rlr2 ~ ri" rr1 1 r 

- " µ' 
rr 2 - " vcos~] 

rr 1 
(1.4.17) 

. "' r2-rl w cos"' _ w 
rr1 ~ r 1 2 

lJU' 

vcos~ 2r2-r1 
r· 

+ " ( w .. -w. 1 ) -rr 1 r2 2 rl rl 

" ( V • rj J 2 - V -) 
rl rl (1.4.18) 

Mcj>0 

cotcp - -
V~ rr 1 

(1.4.19) 
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M0cj, 1-v ~ 
w l • w' _!!_:.._+ = K- 2 2 coscj, . 2 rr1 r rl r2 

+ u cotcj, v' 2r2-r1 ] 
(1.4.20) - --2 rr1 

r . 
r2 2 

Estas fórmulas sao baseadas em duas hipóteses - que os 

deslocamentos são pequenos e que a normal ã superfície media con­

serva-se normal durante a deformação. 

Se se admite a hipótese de que a espessura é muito pe­

quena em relação aos raios de curvatura, isto é, fazendo-se: 

·r + z . 1 

e repetindo-se tudo que foi feito no caso anterior, chegam-se as 

seguintes equações simplificadas: 

Ncp = 0 [v ~;w + v u' +vc~s p+wsen<t>J 

Ne = 0 tº'+vco~p+wsencj, 

Ncj,0 = N0cj, = D 1;" [ J:L + v '-xcospl 
r 1 r :J 

(1.4.21) 

(1.4.22) 

(1.4.23) 



M<I> = 

Me = 

M<j,0 

,..., 
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K P- w. • 
+ ~ w" (-· ) (- + 

rl rl r r 

'K 8 w" w· COS<j>) - (- + r r rl 

= M0<!> U
w 1 

• = k(l-v) - -r 1r 

+ 

w' ] - cos<j>) 
rl 

(1.4.24) 

\) (~)] (1.4.25) 
rl rl 

W I J z COS<j> 
r 

(1.4.26) 

Nesta versao simplificada nao existem diferenças entre 

N<j,0 e N0<!> e entre M<j,0 e M0<1>, o que viola a equação de equilí -

brio 1.3.6 a menos que seja r 1 igual a r 2 . Mas isto é justificã­

vel uma vez que ambos os lados desta equação sao bastante pequenos 

e àssim sendo, serão sempre quase iguais. O que nos leva a elimi­

nar esta equação por ser uma identidade. 

Quer usando a forma simplificada quer usando a não sim 

plificada, o problema de determinação dos esforços numa casca de 

revolução estã perfeitamente determinado, jã que temos os seguintes 

balanços entre incõgnitas e equações. 

- Versão simplificada: onze equaçoes, que sao cinco de 

equilíbrio (1.3.1 a 1.3.5) e as seis equações, 1.4.21 a 1.4.26, e 

também onze incõgnitas que são N<!>, Ne, N<!>0, M<I>, Me, M<j,0, Q<I>, Qe,u, 

V e W. 

- Versão nao simplificada: tem-se treze independentes 

equaçoes que são cinco equações independentes efitre as seis 1.3.1 

a 1.3.6 e as oito 1.4.13 a 1.4.20 e igual número de incõgnitas que 
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sao as anteriores mais N0$ e M0$ 

1.5 - Carregamento axissimêtrico 

Se o carregamento tem a mesma simetria da casca, as 

expressoes deduzidas para os esforços e deslocamentos simplificam­

se consideravelmente, pois anulam-se: 

- todas as derivadas em relação a 0 

- os esforços N0$ , N$0 , M9$ , M$0 e Q0 

- o deslocamento-u e a componente p0 das forças exter-

nas 

Assim sendo as equaçoes de equilibrio ficam reduzidas 

a : 

(1.5.1) 

(1.5.2) 

(1.5.3) 

E, as equaçoes 1.4.13 a 1.4.20 ficam: 

~(vcot$+w)J+ 
r2 

K 

~ 1 

2 1 ( v-w. )-1 + 
r -r [ r· 

r2 r2 

(1.5.4) 
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Ne oG- (vcot(jl+w) + 
\) 

(V' +w)] = 
r2 rl 

K r2-r1 [- V r2-rl w ~] -- cot(jl + cot(jl+ 
rl r2 r2 rl r2 rl r2 

(1!5;5) 

M(jl = + ~ (w·-v)cot(jll 
r 2 :J 

(1.5.6) 

t "' r2-rl vco "'+w -=--'- + 
r2 r2 

(1.5.7) 

Para as expressoes simplificadas 1 .4.21 a 1.4.26 tem-

se: 

N(jl = D rv ·+w + v vcoscp+wsen,fl 
L r 1 r J (1.5.8) 

(1.5.9) 

(1.5.10) 

(1.5.11) 



34 

1.6 ·.- Instituição das equações de Meissner 

O problema apresentado na seçao anterior implica na 

solução de um sistema de sete equações a sete incógnitas, quer 

se use a forma ~i~plificada quer não. O mêtodo de estudo que 

se apresenta nesta seção foi desenvolvido inicialmente por H. 

Reissner no caso de cascas esfêricas e depois estendido ãs cas 

cas de revolução por E. Meissner. 

Este mêtodo consiste em reduzir o problema a um sis 

tema de duas equações diferenciais nas incógnitas: 

X = (1.6.1) 

(1.6.2) 

Nota·~s:1: que x corresponde ã rotação da tangente ao me­

ridiano, sendo positiva no sentido do menor giro da tangente so­

bre a normal. 

A solução pode ser separada em duas: uma homogênea, 

que corresponde a se supor a não existência de cargas externas 

e uma particular correspondente as cargas, que deverão ser jun­

tadas posteriormente. 
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Inicialmente, vamos admitir a nao existência de car­

gas externas, isto ê: 

P$ = pz = O 

Assim, as equações 1.5.l a 1.5.3 ficam: 

( rN$) · - r 1 N0cos $ - r 0$ = O 

(rQ$)" + r 1 N0sen$ + r N0 = O 

(l.6.3) 

(l .6.4) 

(l.6.5) 

Para se chegar as equaçoes de Meissner, o que permi­

tirã encontrar as soluções procuradas, deve-se proceder algumas 

simplificações nas equaçoes gerais l .5.4 a 1 .5.7. Estas simpli­

ficações são as seguintes: 

- Na equação 1.5.4 eliminam-se os termos que aprese~ 

tam o fator K/r~, frente aos termos em D, uma vez que K/(r~D) = 

= h2/(12rf) que ê muito pequeno. 

- Idem para equaçao 1.5.4 para os termos que contêm 
2 o fator K/r 2 . 

- Nas expressoes dos momentos, l.5.6 e 1.5.7 pode-se 

desprezar os termos que contêm o fator r 2-r1 , jã que, em proble­

mas que exista predominância de flexão, êles sao pequenos em re­

lação aos demais, e havendo predominância de esforços normais 
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nao hã necessidade de maior precisão na determinação dos momentos, 

por serem estes pequenos. 

Procedidas estas simplificações, tem-se: 

N4> = D [-v·+w + L {vcot4>+w)] (1.6.6) 
rl r 2 

N0 D 
[~2 

{vcot4>+w) + V {V• +W)] {l.6.7) = 
rl 

M4> = K [ L + L x.cot4>] (1.6.8) 
rl r2 

M0 = KLL cot4> + ;'J (l.6.9) 
rl 

Levando-se estas ultimas expressoes de M4> e Me ã equa­

çao 1.6.5 e tendo em vista 1.6.2, chega-se a primeira das equações 

procuradas: 

r2 
;(" r2 co t4> + 

r2 . r2 f] + {-) + - X rl rl r1 r1 

[r2 cot 24>+v - v K. ] • rl 
u (1.6.10) - -. ·COt<jl X = l< rl K 

A segunda equaçao sera institui da em função das duas 

primeiras equações de equilibrio e das equações 1.6.6 e 1.6.7. 
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Das duas primeiras equações de equilíbrio chega-se a: 

(rN$sen$)" + (rQ$cos$)"= O 

Esta equaçao expressa o fato de que a resultante ver­

tical das forças atuantes num círculo paralelo não depende de$. 

Integrando esta equação tem-se: 

rN$sen~ + rQ~cos~ = 
p 

27T 

onde a constante P representa a resultante das forças verticais. 

Desta ultima relação e das equaçoes 1.6.3 e 1.6.4, re 

sultam: 

(1.6.11) 

N0 = -
p 

(1.6.12) 

Das eqqações 1 .6.6 e 1.6.7 obtem-se: 

V • + w = 
rl 

D(l-v 2) 
(N$ - vN0) (1.6.13) 

vcot~+w 1 (r2Ne - vr 2N~) = 
D(l-v2) 

(1.6.14) 
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Derivando-se esta Última equaçao, vem 

v·cot$ - v + w 
sen 2$ 

= 

E eliminando-se v· e w destas três Últimas equaçoes, 

(1.6.14) 

Desta Última equaçao, tendo-se em vista 1.6.11 e 

1.6.12 resulta a segunda equação do problema: 

r2 u. . + [r2 cot$ + 
r2 . r2 D] . (-) - ri"" D U -

rl rl rl 

[~ 2 D' 
cot$] U cot $-v- VD = 

r2 

= -D(l-v 2)r 1 x + P 9($) (1.6.15) 

sendo: 

g ( $) 

(1.6.16) 
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O sistema formado pelas equaçoes 1.6.10 e 1.6.16, cons 

titue as equações de Meissner na sua forma mais geral, em que va­

riam os raios de curvatura e a espessura, nesta forma sõ é possi -

vel a solução numericamente. 

Admitindo-se que a espessura seja constante e deixando 

-se o termo em P para ser tratado posteriormente, tem-se: 

[
rl 2 ] - r

2 
cot $ - v U = -

E' 

X. -

_ [-rl 2 J cot $ + v X= 
r2 

O que sugere a introdução do operador linear'; 

L ( ) 
r2 ( ) .. 

+ [r 2 cot$ + ( r2)] .LL -= 
rl rl rl rl rl 

rl 
cot 2$ u (1.6.17) 

r2 rl ' 
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que permite escrever: 

L ( U) + v U = - D ( 1 - v 2) i< 
rl 

V U 
L ( X) - X = K 

rl 

E facilmente separar as variãveis, da forma que segue: 

LL(U) + vL(!:!._) - v L(U) -
\. l r 1 

(1.6.18) 

(1.6.19) 

(1.6.20) 

Mesmo a solução desta equaçao no caso geral em que 

r 1 e r 2 variam com 4> sõ é possível numericamente, mas se o raio 

r 1 for constante a equação 1.6.20 simplifica-se bastante e sao 

conhecidas as soluções para a casca esférica (r1 = r 2 = a), para 

a casca cônica (r 1 = m, 4> = const.) e para a casca cilíndrica 

(r 1 = m, 4> = 11/2), que serão tratadas no próximo capitulo. 

Se na equaçao 1.6.20, faz-se r 1 constante chega-se a­

pos simplificações a: 

(1.6.21) 

onde (1.6.22) 
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Esta equaçao 1.6.21 pode ser escrita nas seguintes for 

mas: 

O que demonstra que as soluções das duas equaçoes 

L(U) + iµ 2U = O 

L(U) - iµ 2U = O 

sao soluções da equação 1.6.21. 

(1.6.23) 

(1.6.24) 

Por causa do fator i a solução das equaçoes 1.6.23 e 

1.6.24, sao complexas. 

Supondo-se que as soluções da equaçao 1.6.23 sejam 

ul = I 1 + i I 2 ; u2 = I3 + iI 4 

tem-se: 

L{Il i I 2 ) 
2 i I 2) o + + iµ (Il + = 

L(I 3 + i I 4 ) 2 iI 4) o + i µ ( I 3 + = 

ou seja: 

L(I 1) i L(I 2) 2 2 o + + i µ I l - µ I = 2 
L ( I 3 ) il(I 4) 2 2 o + + i µ I 3 - µ I4 = 
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Separando-se a parte real da imaginária, tem-se que: 

) 2 -L(I 2 + µ 11 - O 

(1.6.25) 

r fâcil ver que as soluções da equaçao (1.6.24) sao: 

Das equaçoes 1.6.25 deduz-se: 

4 4 LL(I 1 ) µ 11 = O LL(I 2 ) + µ 12 = O 

4 4 LL(l 3 ) + µ 13 = O LL(l 4 ) + µ 14 = O 

Que equivale a dizer que a solução da equaçao 1.6.24 

e: 

(1.6.27) 

sendo ci constantes reais. Portanto, conhecidas as soluções com­

plexas da equação 1.6.23 determinam-se as soluções reais da e­

quaçao 1.6.21. 

Uma vez conhecida a solução U, determina-se X pel~ e­

quaçao 1.6.18: 

X· = ~ [ L ( U ) + v U] = 
rl ~" 
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1 = - -- [c1L{I1l + Czl(Iz) + C3L(I3) + 

ou seja: 

(1.6.28) 
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CAPITULO II 

INTEGRAÇÃO DA EQUAÇÃO DE MEISSNER 

o objetivo deste capitulo ê apresentar a solução das 

equaçoes de Meissner, para as cascas esfêricas, cônicas e cilín­

dricas, explicitando-se as expressões dos esforços unitários e 

dos deslocamentos. 

2.1 - Casca esfêrica, eguaçao homogênea 

Particularizando-se as equaçoes 1.6.8, 1.6.9, 1.6.ll 

e l .6.12, para r 1 = r 2 = a, tem-se: 

M• = f (x· + v xcot•I a 

K 
M0 = a (x cot• + vx•) 

N• = - O•cot• - P 
211asen 2• 

p 
N0 = - Q. + ----

211asen2• 

Colocando-se, tambêm: 

(2.1.l) 

(2.l.2) 

(2.1.3) 

(2.1.4) 
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X = 
W' - V 

a 
e U = a Qq, 

Pelas expressoes 1.6.13 e 1.6.14, determina-se v e w. 

v = senq, [a(l+v)J Nq,-Ne dq, + e] Ehsenq, 

w = -vcotq, + n, (Ne - vNq,) 

O operador linear 1.6. 17, torna-se: 

= ( ) .. + [cotq,J~ - cot2q, U a a a 

(2.1.5) 

(2.l.6) 

Desta forma as equaçoes 1.6.18 e 1.6.19, apos multi -

plicadas por a e tendo-se em conta a definição da constante D, 

sao para a casca esfjrita:. 

u· · + cotq,U' - cot 2q,U + vu = - Ehax 

Ua 
=l<' 

(2.1.7) 

(2.1.8) 

A solução deste sistema de equaçoes e encontrada a 

partir de uma equaçao diferencial de s9unda ordem do tipo 1.6.3, 

conforme foi mostrado anteriormente, esta equação, para o caso 

em questão, e de forma explicita, e a seguinte: 

u·· + cotq,u· - cot 2q,u + i µ 2U = o (2.1.9) 
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2 
- " 

Apresenta-se a seguir a solução desta equaçao, evitan­

do-se, deliberadamente, longas transformações matemãticas. Maiores 

detalhes podem ser encontrados na referência nQ 1. 

A fim de se eliminarem as funções trigonomêtricas, po­

de-se fazer a seguinte mudança de variãveis: 

X = 

U = z.sen~ = z.x 112 

E, a equação 2.1.9 passa a: 

(2.1.10) 

que se reconhece como uma equação hipergeomêtrica, cuja forma ge­

ra 1 e: 

x(x-1) z" + [(a+e+l) x-y]z' + aez = O 

sendo no caso: 

a = 3 ± -1 5+41µ2 e= 3 ± -15+41µ 2 
4 y = 2 

A equaçao hipergeomêtrica possue pontos singulares em 

x = O, x = l, x =~em torno dos quais se obtêm soluções por sêrie. 
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Como, no caso, x = sen 2~ < 1, pode-se restringir o 

estudo das soluções ao redor do ponto singular x = O. 

çao indicial 

A primeira solução desta equaçao e do tipo: 

00 

l c xn 
n=O n 

E a segunda, jã que y e inteiro e as raizes da equa-

s(s-l)+ys=O 

sendo s 1 = O e s 2 = 1-y, diferem de um numero inteiro, sera: 

Demonstra-se a seguinte lei de recorrência, entre um 

coeficiente genérico cn e o primeiro c
0

, para a sêrie z1 : 

cn = 

sendo s1 = O e fazendo-se c
0 

= 1, tem-se para a primeira solução 

= s + · = 1 + 16. 
2 

x + a~ a+ 1 16 ( 6+ 1 ) x 2 + 2 1 1 lS2 { .2) 2.3) • • • 

+ a ... (a+n-l{f3 ... ($+n-l) xn 
··· n:(n+ )! (2.1.11) 
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Para obter a segunda solução emprega-se o métodos dos 

coeficientes indeterminados: toma-se a solução z2 e substitui-se 

a expressão da mesma e de suas derivadas na equaçao 2.1.10. Para 

que esta equação seja satisfeita deverão ser nulos os coeficien -

tese tendo-se em conta que y = 2, resulta como a segunda solução 

z = s + is - z O x + 1 x- 1 + 2 3 4 - 1-<-n (a-1 )(s-1) 

+ a(a+l) ... ,a+n-l)S(S+l) ... (a+n-1) 
n! n+l)! l ( a!s + [

n-1 

s=O 

l 2 2 17 1 n 
+ a+s - a+s - ã+s) + n+TJ 'x + · · · · · · (2.1.12) 

Separando-se os reais dos imaginãrios, nas equaçoes 

2.1.ll e 2. 1.12. Elas podem ser escritas nas formas que seguem: 

zl = sl + is 2 = (Ao + i8 0 )+(A1 + i 8 l ) X + 

+ ( A 2 + . B . ) 2 1 2 X + ... 

z2 = S3 + is 4 = ( s l + is 2).tnx + (E_l.- + iF_ 1)x-l + 

donde se conclue que: 
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sl = Ao + A1 X + A x2 
2 + ..• \xn 

80 B1x B. x2 n 
s2 = + + 2 + ... B 

0
x 

s 1.enx E X - l Eo t 1x 2 n 
S3 = + -1 + + + E2x + ... Ehx 

s2.enx F X - l F· F1x 2 n 
S4 = + + + + F2x + ... F n X -1 o 

Da equaçao 2. l. 11, escreve-se: 

Substituindi-se a e B pelos seus valores conhecidos, 

e identificando-se as quantidades reais e imaginárias de um lado 

e doutro da igualdade, ficam estabelecidas as seguintes lei.s de 

recorrência para os coeficientes genéricos A
0 

e 8
0

: 

4n 2 - 2n - l 2 
An An-1 8n- l 

µ = 4n(n+l) + 4n(n+l) 
(2.1.13) 

Bn -A l 
µ2 

8n- l 
4n 2 - 2n - l = 4n(n+1) + 4n(n+1) n-

sendo A· o = l ; Bo = o; n = 1,2,3 ... 

Para determinar as leis de recorrência dos coeficien 

tes En e Fn procede-se de maneira similar, encontrando-se: 
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n-1 2 
-B n l 

s=0 
8s) µ 

(4s 2+6s+l) 2 

1 n-1 [ 
Fn = Bn {ii+T + s~O (6+8s) 

-j n-1 [ 
- 2!s } + An l (6+8s) 

s=0 

Para n = 1,2,3, ... e sendo: 

E = 4 
-1 - ~ 

4s 2 + 6s + 1 
(4s 2+6s+l) 2+µ 4 -

(2.1.14) 

Deste modo tem-se as soluções z1 e z2 da equaçao 

2.1.10 e por conseguinte as soluções u1 e u2 da equação 2.1.9, 

que sao: 

Pelo que foi mostrado na seçao 1.6, as soluções reais 

do sistema formado pelas equaçoes 2.1.7 e 2.1.8 e de acordo com 

1.6.27 e 1.6.2B, são: 

(2.1.15) 
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(2.1.16) 

Deve-se notar que a~ funçio g{t), apresentada em 

1.6.16 e excluida do tratamento geral por implicar numa soluçio 

particular, resulta igual a zero, para o caso da casca esfêrica. 

Portanto, mesmo existindo a projeçio vertical P, de forças apli­

cadas nos bordos, as expressões 2.1.15 e 2.1.16 nio sio altera -

das. 

Para a determinaçio dos esforços unitários M<I>, Me e 

N0 necessita-se conhecer as derivadas* e~. em outras pala­

vras conhecer as derivadas de sen<j>si em relação i <I>, que são as 

seguintes: 

Ds 1 
d(sen<1>s 1) 

COS<j>(A + 3Al X + 2 = d$ = 5A2x + ... ) = o 
a, 

COS$2(2n+l) n = Anx 
o 

Ds 2 
d(sen<1>s 2) 

cos<l>(B 0 + 3 Bi X + 2 + ... ) = d<I> = 5B2 X = 
a, 

cos<1>2 (2n+l) n = Bn x 
o 

Ds 3 
d(sen s3 ) 

lnx.Ds 1 + 2cos 51 + = = 
a, 

+ COS<j> -t (2n+l) c xn 
n 
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"' 
+. cos• I (2n+l) Dnxn 

-1 

Considerando as definições dos Dsi e tendo-se em conta 

que U = aQ•, tem-se pelas equações 2. 1. 1 a 2. 1. 4 as expressoes pa­

ra os esforços unitãrios: 

M. = 

M0 = 

(2.1.17) 

+ t: 2[v(vDs 2-µ 2os 1 )+cos•(vs 2-µ 2s 1 )] + 

+ c3 (v(vDs 3+µ 2Ds 4 )+cos•(vs 3+µ 2s 4 )] + 

(2.1.18) 
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Q<I> =~=se~<!> (clsl + c2s2 + c3s3 + c4s4) (2.1.19) 

(2.1.20) 

N0 = 

+ C5 
1 

asen 2
<1> 

(2.1.21) 

Onde os termos em c5 correspondem ao caso de existir 

resultante vertical, P, das forças de bordo. Sendo: 

p 
C5 = 2rr 

Na determinação do deslocamento v, segundo um meridl 

ano, levar-se-ã primeiro em conta apenas a parte homogênea de 

N<!> e Ne, que figuram na integral 2.1 .5, tem-se então para o 

deslocamento v, sem consideração do termo referente a P: 

+ c6 sen<j> (2.1.22) 

sendo c6 a constante c que aparece na integral 2.1.5 e correspo~ 

de a deslocamento de corpo rígido na direção vertical. 
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Para se considerar a existência da componente vertical 

P, deve-se ter em conta que ela nao pode existir sozinha, pois nao 

ê auto-equilibrada, portanto sõ tem sentido falar neste tipo de 

carga nodal, se atuante nas duas bordas simultaneamente e em equi­

líbrio. Para tornar determinada a relação força deslocamento pro­

curada, admite-se a força P agindo no nõ superior estando o nõ in­

ferior apoiado segundo o meridiano, conforme estã mostrado na fig. 

2. 1. 1. 

p 
senda 

--- - . - -·- -- ------

Pi P/senl1li '-... 1 

/2ot!ll ~· -- -

Fig. 2.1.1 

P cot !ll 

Tomando-se agora na integral geral 2.1.5 os termos que 

dizem respeito a esta força e integrando entre os limites ~i e ~. 

tem-se 
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v = sen$ ~. ~rr [~ sen $ 

ou seja, pondo c5 
p . 

= 
2 rr' 

V ,. {l+v) ~COS$ = sen~ ~ 2 -
sen $ 

COS$ i 

sen 2$i 

C5 

(2.1.23) 

Reunindo-se as duas contribuições calculadas para o 

deslocamento v: 

_ c (cos$ _ cos<P.'i 
5 sen 2~ sen 2$i 

• tg$/2 l] - ~n tg$Í/2 + c6 sen$ (2.l.24) 

Observa-se que a resultante vertical P, atuante nabo~ 

da superior, surge como componente da resultante P/sen$, segundo a 

direção do meridiano, que e na realidade a força externa aplicada 

ã borda. A constante c6 inclue a possibilidade de ocorrer desloc! 

mento vertical do apoio inferior, quando se considera a interação 

entre elementos. 
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Pela equaçao 2.1.6 determina-se w: 

(2.1.25) 

2.2 - Soluções particulares 

Na seçao 1.6 ao instituir as equaçoes gerais de Meiss­

ner, apenas foi levado em conta a parte homogênea das mesmas ou 

seja não foi considerada a existência de forças de superfície. De­

sejando-se considerar o efeito destas forças necessita-se determi­

nar uma solução particular correspondente. 

Tendo-se em conta p$ e pz, no sistema 1.6.18 e 1.6.19, 

aparece mais uma parcela F($): 

L(U) + \) u -D(l-v 2) X+ = rl 

L (x) 
\) u - X = k rl 

No caso da casca esfêrica: 

F($) = (1 + v)p$a + p~ a 

e de 2.1.7 a 2.1.8, vem: 

F($) 
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u .. + cot<PU' - cot 2<PU + vU = - Ehax + 

+ (l+v)p<Pa + p·a 
z 

+ cot<Px' cot 2<Px Ua (2.2.1) X - - vx = k 

Apresenta-se a seguir a solução particular do sistema 

2.2.1, para o caso do peso próprio, onde: 

resultando: 

P<P = gsen<P , pz = - g COS</> 

F ( <P) = (z + v)g sen<P 

u .. + cot<PU' - cot 2<PU + vU = -Ehax + 

+ (2+v)g sen<P 

+ cot<Px . cot 2<Px Ua X - - vx = k (2.2.2) 

Uma solução particular para este sistema, pode ser: 

XP= Asen<P 

Up = Bcos<P 
(2.2.3) 

Apôs determinadas as constantes A e B chega-se as se­

guintes expressoes para XP e Up: 

XP= tt (2+v)p sen<P (2.2.4) 



sendo: 

como 

u = _gJi_:_ 2+\J 
P T2 1-v 

1 p=l/(1+12 
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p sen.p (2.2.5) 

Pelas equaçoes 2. 1. l e 2. l. 2 determina-se M<j>p e M0p 

M.pp = M0p ~ 2+\J = 1-V p COS<j> (2.2.6) 

Q.p u tem-se = a' 

Q<j>p = - ~ 2+\J p sen.p 12a l -v (2.2.7) 

Aplicando-se as condições de equilíbrio 1.5. l e 1.5.2 

particularizadas para a casca esférica, encontra-se N<P e Ne: 

~~ª2 
2+v ga N<j> = T=v P cos<j> - l+cos.p (2.2.8) 

Ne _gJi_:_ 2+v cos~ + ga (l s~ cos 2~) = T2a T=v P o/ l+cos<j> -coo/- o/ (2.2.9) 

Nestes Ütlimos esforços N<I> e N0, a primeira parcela d~ 

riva da solução Q<l>p, a segunda êlerivà diretam;nte das·componentes 

P<I> e pz do carregamento externo, pode-se então separã-los em: 

N<P = N<j>p + N<j>M 

Ne·= N0p + N0M 
(2.2.9) 
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onde: 

Ncj,p N0p f~: 2+v p coscj, = = í=""v (2.2.10) 

Ncj,M = ga 
l+coscj, (2.2.11) 

N0M = 9a 
l+coscj, ( l - coscj, - cos 2<P) (2.2.12) 

Em cascas de pequena espessura hem relação ao raio a, 

Ncj,p e Nep são desprezíveis em vista de Ncj,M e NeM, como se pode o~ 

servar pelas suas expressoes. Pela mesma razão desprezam-se Mcj,p, 

Mep, e Qcj,p. Consequentemente os únicos esforços relevantes a se 

rem considerados serão Ncj,M e NeM. Portanto, emtcascas delgadas, 

os esforços correspondentes ã solução particular poderão ser en­

contrados diretamente das equações de equilíbrio pela suposição 

de serem nulos Mcj,p, Mep e Qcj,p. Procedendo-se deste modo, a equa­

ção 1.5.3 resulta uma identidade e as equaçoes 1.5.1 e 1.5.2, Pª! 

ticulares para a casca esférica, ficam: 

(Ncj,Msencj,)"- N0Mcoscj, = -pcj,.a sen<P (2.2.13) 

N0M + Ncj,M = pz.a (2.2.14) 

Este procedimento constitue o chamado regime de mem -

brana, Ncj,M e NeM são os esforços de membrana. t possível ideali­

zar este regime de membrana quando as seguintes condições ocorre­

rem simultaneamente: 
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a) a variação das curvaturas normais da superfície mêdia for con-

tínua; 

b) a variação da espessura for contínua; 

c) a distribuição de forças externas for contínua; 

d) as forças externas aplicadas nas bordas livres e as reaçoes 

dos vínculos forem paralelas ã direção da tangente ao meridia­

no na borda correspondente. 

No caso em questão, casca esférica com espessura con~ 

tante, as duas primeiras condições são automaticamente atendidas. 

A condição c poderã ser sempre atendida realizando-se 

uma discretização da estrutura em elementos tais, que, em cada e­

lemento a distribuição de forças seja contínua,fazendo-se poste -

riormente a compatibilização dos deslocamentos, assim calculados, 

nas circunferências nodais destes elementos. Da mesma forma as 

condições de a~io podem ser inicialmente supostas atendendo ã con 

dição d, introduzindo-se depois as condições reais de apoio. 

Pelo que foi visto pode-se resumir o seguinte mêtodo 

de cálculo para as cascas delgadas: 

1) calculam-se os esforços N~M e .N0M e os correspon-

dentes deslocamentos, vM, wM e XM, em regime de membrana. 

2) faz-se a compatibilização de deslocamentos dos nos 

de elementos adjacentes, introduzem-se as condições de apoio e 
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calculam-se os esforços causados pelas perturbações locais geradas 

pelo atendimento das situações prescritas neste item. 

3) os esforços finais serao as somas dos calculados 

nos itens 1 e 2. 

No capitulo 3 serã apresentada a formulação matricial 

do método dos deslocamentos, visando a automatização destes cãlcu 

los. 

2.3 - Casca cõnica 

A casca cõnica apresenta como particularidades rl = m 

e $=constante, o que obriga a escolha de outra variável, como 

abscissa, capaz de representar um ponto sobre o meridiano, por e­

xemplo a distância y de um ponto qualquer do meridiano ao vértice 

do cone. (Fig. 2.3.1). 

Fig. 2.3.1 
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Desta forma tem-se: 

(2.3.l) 

r 2 = y.cotcj, (2.3.2) 

De 1.6.l, 1.6.2, 1.6.8, 1.6.9, 1.6.11 e 1.6.12 apos 

feitos os limites quando r 1 + m, tem-se as expressões de x, U e 

dos esforços unitários: 

dw U = r 2Qcp yQcpcotcj, (2.3.3) X = dy = 

Mcj, = K[~ + y x] (2.3.4) 

M0 = K~ + \) *] (2.3.5) 

Ncj, - Q p 
(2.3.6) = 211ysencj,coscj, y 

N0 dU (2.3.7) = ay 

O operador linear 1.6.17, tem como limite ao tender 

r 1 para infinito 

2 
= (y ~ + ~ - U)cotcj, dy y y 

(2.3.8) 
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Nas equaçoes 1 .6.18 e 1.6. 19 os termos em v/r 1 desap! 

recem ao tender r 1 para infinito, resultan~o: 

ou' de forma explícita e 

d2U dU y --:----2"+ dy -
dy 

2 
~-y 4 + 

dy dY 

apos 

u = y 

X = y 

' '" 

multiplicadas 

-Ehtg<Px 

lill. 
K 

(2.3.9a) 

(2 .3. lOa) 

por tgcp 

(2.3.9b) 

(2.3.lOb) 

Como foi mostrado, na seçao 1.6, a solução deste siste 

ma (2.3.9 e 2.3.10), pode ser encontrada a partir da solução da e­

quaçao (1.6.23),que neste caso seria: 

d 2u + dU u . 2 u o y 
dy2 

- - + lµl = dy y (2.3.11) 

sendo 4 12fl-v 2)ts 2<P µ1 = h2 
(2.3.12) 

Visando a se trabalhar com variãvel admensional, far­

se-a a seguinte transformação de variãveis: 

z = t/í = 2µ1 /íY (2.3.13) 

Resultando para a equaçao 2.3.11, na variâvel z, 
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(2.3.12) 

A solução desta equaçao e: 

levando em conta que z = tlí, vem 

onde: 

(2.3.13) 

J 2 ê chamada função de Bessel de primeira espêcie e 

de segunda ordem 

H~l) ê chamada função de Bessel de terceira espêcie e 

de segunda ordem. Tambêm conhecida como função 

de Hankel. 

Como estas funções têm argumentos complexos, a solu -

çao 2.3.13 consiste de uma parte real e outra imaginária, introd~ 

zindo as funções de Schleicher ê possível separar os reais dos i­

maginários da maneira que segue, 

J 2 ( t lí) = - [z 1 ( t) + f z 2 ( t)] - i [ z 2 ( t) -

-fzi(t)] (2.3.14) 



Onde: 

sendo: 
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H~
1
l(t/T) = -[z 3 (t) + { z4 (t)] - i [z 4 (t) -

( ) 1 -W - t 

z l ( t) = ber t 

z 2 (t) = - bei .t 

z 3 ( t) = 2 k . - - e1 
'li 

t 

z 4 (t) 2 
= - - ker t 

'li 

00 

(t/2)4u ber t = l ( -1 ) n 
n=o (2n)! 2 

00 (t/ 2 )4u+2 
bei t = l ( -1 ) n 

n=o (an+l)! 2 

ker t = -(c+ln ½l ber t + l bei t -

(2(Í+l)l 

_ "r (-l)n s=l s ,i,4(n+l) 
.n=O (2n+2) ! 2 

(2.3.15) 

(2.3.16) 

(2.3.17) 

(2.3.18) 

(2.3.19) 

(2.3.20) 
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kei t (c+ln ½l bei t - Tr ber t + = - 4 

2n+l 1 l 00 s 
+ l ( -1 ) n S=] (½)4n+2 

n=O (2n+l)! 2 

c = 0.577215655 (constante de Euler-Mascheroni) 

Com a finalidade de simplificar a notação nao se es­

crevera mais o argumento (t). 

De acordo com o exposto na seçao 1.6 e tendo em vista 

as equaçoes 2.3.13 a 2.3.15, chega-se ãs soluções reais do siste­

ma formado pelas equações 2.3.9 e 2.3.10. 

(2.3.21) 

Conhecida a solução U, determina-se a solução x pela. 

equaçao 1.6.28, lembrando que o termo em v/r1 , resultou igual a 

zero, ao se fazer r 1 = 00 

X = Ehtg4> 

(2.3.22) 
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Uma vez determinadas as soluções homogêneas, passa-se 

a examinar a solução particular correspondente a função g(~) def! 

nida em 1.6.16 .. Admitindo a existência da resultante vertical P, 

o sistema 2.3.9a, 2.3.lOa, completo,seria: 

L(U) 2 X + p ti.il (2.3.23) = -0(1-v) 
rl 

L{x) u (2.3.24) = 
K-

sendo: 1 i m ti.il 1 = 
211ysen 2~ rl...., rl 

Substituindo g(~) em 2.3.23 e escrevendo esta equaçao 

e 2.3.24 de forma explicita, vem: 

d2U dU .!. u -Ehtg~x + p tgp y -+ dy - = 
dy2 y 211ysen 2~ 

y q + * 1 tgp u 
- - X = 

dy y y K 

_ P/(Eh) l -Observa-se que U = O e x - 2 , sao so uçoes 
211ysen ~ 

particulares do sistema acima. Portanto, a solução completa em 

X e: 

(2.3.25) 



68 

JDe posse das soluçües U ex, determinam-se as expres­

soes dos esforços unitários, partindo das equaçües 2.3.3 a 2.3.7. 

+ e (-vt z' - 2(1-v) z + 4 (l-v) z') + 
3 4 4 t 3 

+ (1-v)K 
C5 

Ehsen2cpy2 

(2.3.26) 

(2.3.27) 

(2.3.28) 
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N<P -f [c 1 ( z 1 + f. Zz) + c2(z2 -
2 

zi) +.c3(Z3 + 
2 

Z4) + = t t t 
' , 

+ C4(Z4 - ¾ 23 )] 
C5 

(2.3.29) -
ysenipcosip 

2 + 

f'l0 
2µ1 

[c 1 (t z1 221 -±z') + c2(t ·z • - 2z 2 + 4 
zp + = 7 - t t 2 2 

L l-: + 
-

+ c3(t z3 - 223 + i t z 4) + c4(t z4 - 224 + i 
t Z3 )] 

t (2.3.30) 

Para se determinar os deslocamentos v e w, recorrem-se 
-as equaçoes l.6.13 e l.6.14. De l.6.13, uma vez feito o limite 

• 

quando r 1 tende a infinito, escreve-se: 

v = ih J (N<P - vN0)dy + c sen<P (2.3.31) 

A partir de 1.6.14, e considerando que r 2 = ycot<P tem-se para o 

deslocamento w: 

w = -vcot<P + Y~htp (N0 - vN<P) (2.3.32) 

Partindo da equaçao 2.3.31 e procedendo de maneira ana 

loga ã que foi feita para a casca esférica, chega-se a expressao 

do deslocamento v : 
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V = l 1. ( 2(l+v) , ( 2(l+v) 
21

, )+ 
Ehtg• ~l " 2 1 .+ t 2 2) + c2 " 2 2 - t 

- c5 
1 • (ln L + vcos 2•) + c6 sen• (2.3.33) sen•cos yi 

2.4 - Soluções Particulares 

Os mesmos comentários feitos, com respeito ã casca es­

fêrica, valem com relação a casca cônica, portanto, para casca co­

nica de pequena espessura, à solução particular correspondente as 

forças de superficie pode, tambêm, ser substituida pela solução de 

membrana, que para este caso serã encontrada pelas equaçoes que 

seguem, deduzidas das condições de equilíbrio. 

(2.4.l) 

N0M = pz y cot• (2.4.2) 

2.5 - Casca Cilíndrica 

As equaçoes da casca cilíndrica serao deduzidas das 

referentes a casca cônica colocando-se,•= i e, r 2 = R, constan­

te (Fig. 2.5.l) 
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h --
R :1 :, 

!, 
!1 

y • 

Fig. 2.5.1 

Pelas equaçoes 2.3.3 a 2.3.7, tem-se: 

dw u R Q<fi (2.5.3) X = = 
dy 

M<P = K ~ (2.5.4) 

M0 = K V~ (2.5.5) 

N<fl 
p 

(2.5.6) = - 2rrR 

N0 dU (2.5.7) = dy 

O operador 2.3.8, neste caso reduz-se a: 

= R~ 
dy 

(2.5.8) 

Sendo as equaçoes anãlogasãs 2.3.9 e 2.3.10, as segui~ 
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tes 
2 

R.d U 
" - Eh X 

~ 
(2.5.9) 

d 2 u R !1 " K (2.5.10) 

Destas duas Últimas equaçoes, chega-se a: 

"O, sendo À4 

cuja :.solução e: 

Com a finalidade de simplificar a notação, serao intro 

duzidas as seguintes funções: 

Y1 " e -Ày COSÀY "'1 " yl + Y2 

Y2 " e -Ày senÀy "'2 " Yj - Y2 

Y3 " e-À(l-y)COSÀ(l-y) 1/13" Y3 + Y4 

_ -À(l-y)senÀ(l-y) Y 4 - e . .- ,. 

Em termos destas funções escreve-se: 
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u = (2.5.12) 

De 2.5.9 determina-se x 

(2.5.13) 

Fazendo uso das equaçoes 2.5.3 a 2.5.7, determinam-se 

os esforços Qcp, Mcp, Me, Ncp e Ne. 

Qcp 1 
+ c2y2 + C3Y3 + C4Y4) (2.5.14) = R (C1Y1 

Mcp 2À 3 RK 
(c11/J2 + '21/11 - C31/J4 - C41/J3) (2.5.15) = Eh 

Me = - 2À 3RK 
\!(Cli/12 + é21/Jl - C31/J4 - C41/J3) (2.5.16) Eh 

N cp '5 
(2.5.17) = R 

(2.5.18) 

Para os deslocamentos v e w deduzem~se~ascseguintes• -
- - -•expres,soE:?s., partindo::-seade 2.3.31 e 2 .. 3:::32: 

v = h J(Ncp - vNe)dy + e sencp 

w = h (Ne - vNcp) 

(2.5.19) 

(2.5.20) 
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Tendo em vista as expressoes de N~ e N0 definidas em 

2.5. 17 e 2.5.18, encontra-se: 

(2.5.21) 

\1 
+ Eh C5 (2.5.22) 

2.6 - Solução particular 

De mesmo modo que nos casos anteriores, relativos a 

cascas esfericas e cônicas, nas cascas cilíndricas delgadas subs­

titue-se a solução particular referente a forças de superfície p~ 

la correspondente solução de membrana. 

Os esforços unitârios N~M e N0M, no caso em questão, 

serao dados pelas equações: 

d(N~M) __ p~ 
dy -

N0M = pz.R 

(2.6.l) 

(2 .6 .2) 
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2.7 - Placa Circular 

As equaçoes da placa circular, também podem ser obti-

das do estudo feito para o cone, fazendo-se o ângulo• igual a 

zero. (Fig. 2.7.1). (O eixo y neste caso se confunde com r). 

z 

r 
1------ R ___ _. 

FIG. 2 · 7 · 1 

Pelas iquações 1.5.1 a 1.5.3, trocando o Tndice • por 

refazendo•= O, tem-se: 

d(r Nr) - N0 = r pr 
dr 

d(r Qr) = r pz 
dr 

d(r Mr) - Me = r Qr 
dr 

De 1.5.8 a .l.5.11 tem-se, ao fazer•= O: 

Nr D(dv + V 
V) = ar r 

N0 l . ,dv) = 0(- V +·•v .. or r 

Mr K(dX + V x) = dr r 

(2.7.1) 

(2.7.2) 

(2.7.3) 

(2.7.4) 

(2.7.5) 

(2.7.6) 
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M0 = K [f + v *) (2.7.7) 

Observa-se que os esforços Nr e N0, no plano da placa, 

sao independentes dos esforços atuantes .no plano normal à mesma, 

Qr, Mr e M0. 

Pelas equaçoes 2.7.1, 2.7.4 e 2.7.5 chega-se a equaçao 

diferencial do deslocamento V' ao longo de r' fazendo pr = o. 

d2v +~ 1 o (2.7.8) r -:-Z - V = 
dr dr r 

donde: 
cl 

(2.7.9) V = - + C2p p 

Nr Eh(-
cl c2 

) (2.7.10) = 
( 1 +v) Rp 2 + (1-v)R 

N0 Eh( 
cl c2 

(2.7.11) = 
(l+v)Rp 2 + (1-v)R 

onde r p = R 

De 2.7.2, nao levando em conta a componente das forças 

externas pz, vem: 

d ar (r Qr) = o (2.7.12) 
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De 2.7.3, 2.7.6 e 2.7.7, tem-se: 

r i.:x + ~ - X. 
~ âr r 

(2.7.13) 

Integrando 2.7.12, vem: 

r Qr = C.K (2.7.14) 

Substituindo r Qr dado por 2.7.14 em 2.7.3, chega-se 

a : 

(2.7.15) 

ou 

Como x dw 
= dr' tem-se 

(2.7.16) 

cuja solução é: 

(2.7.17) 

Resultando as seguintes expressoes para a rotação x 

e para os esforços Mr, Me e Qr: 
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Mr = ~2 G3(3+v+2(l+v)lnp) + 2(l+v)c4 -

Me= ;z G3(1+3v+2(l+v)lnp) + 2(l+v)c 4 + 

+ C5(1-v) 12] 
p 

K l 
Qr = ~ 4c 3 P 

(2.7.18) 

(2.7.19) 

(2.7.20) 

(2.7.21) 

Tem-se, desta forma conhecida a solü~io homoginea da 

placa circular. Existindo forças de superfície, p~ ou pr dife -

rentes de zero, determina-se a solução particular ao caso de car-

regamente dado. 

2.8 - Anel de Reforço 

Comumente torna-se necessãrio fazer reforço em estru­

turas de cascas, atravis de aniis, que realizam um vínculo de en­

gastamento elãstico. 

Apresentam-se,nesta seçao 1 os coeficientes de rigidez 

do anel de reforço, admitindo que o mesmo seja de pequena dimen -

sio e ocorra em n~ da estrutura. 
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Os deslocamentos e esforços a serem considerados sao 

o deslocamento horizontal w e a rotação x, a força horizontal to 

tal H e o momento fletor total M, atuante no plano normal a se -

çao transversal do anel (Fig. 2.8.1) 

M 

d H 

Fig. 2.8.1 

Sendo b e d a largura e altura da seçao transversal 

do anel, a força H e o momento M relacionam-se com o deslocamen­

to w e a rotação x pelas expressões; 

H 211 E b d w = Ra (2.8.1) 

M 211 E b d 3 
= l 2Ra X (2 .8. 2) 

Sendo, então, os coeficientes de rigidez do ane 1 , 
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511 211 E b d (2.8.3) = Ra 

S33 211 E b d 3 
(2.8.4) = l 2Ra 

Chamou-se 511 e 533 , por consistência com a numeraçao 

utilizada no prÕximo capitulo. 

A rigidez do anel, assim calculada, sera adicionada.a 

rigidez do no da estrutura, onde ocorre a existência de anel. 
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CAPITULO III 

MtTODO DOS DESLOCAMENTOS 

3.1 - Introdução 

Nos dois capítulos anteriores foram apresentadas as 

soluções analíticas individuais de algumas formas axissimétricas. 

No presente capitulo serã apresentada a formulação matricial do 

método dos deslocamentos com o objetivo de analisar estruturas 

compostas destes elementos. 

Na Fig. 3.1.1, estã representada a seçao meridional 

de um reservatõrio axissimétrico, que constitue um típico iexem:. 

plo de estrutura, automaticamente discretizãvel com os elementos 

cujas soluções foram apresentadas nos capítulos anteriores. 
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1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Fig. 3.1 .1 

Quando a espessura da casca for variãvel ou quando os 

raios de curvatura não coincidirem com os raios de curvatura das 

formas estudadas, pode-se proceder uma discretização aproximada, 

fazendo-se uso de um numero de elementos tal que para cada um dos 

quais se possa admitir uma espessura media e adotando-se elemen -

tos cônicos sempre que r 1 for maior que r 2 e esférico quando r 1 
for menor que r 2. 
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Na Fig. 3.1.2 apresenta-se,a título ilustrativo, uma 

casca com raios de curvatura variãveis; o trecho AB pode ser 

discretizado com elementos esfericos e o trecho BC com elementos 

cônicos 

e 

Fig. 3.1.2 

3.2 - Equações gerais do metodo dos deslocamento~ 

As forças e deslocamentos nodais, de um elemento, se 

relacionam pela seguinte equação matricial: 

. {F*} = [S] {d*} (3.2.1) 
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sendo [s] a matriz de rigidez do elemento. 

Conhecida a matriz de rigidez [S], do elemento, mon­

ta-se a matriz de rigidez [SKJ da estrutura, por meio de uma sim 

ples transformação, que consiste em se somar, em cada no da es­

trutura e segundo uma mesma direção. as contribuições de rigi -

dez dos elementos que concorrem ao no considerado. 

De igual modo monta-se o vetor {AC} das forças no-

dais da estrutura. Chamando de {D} o vetor dos deslocamentos no 

dais da estrutura, tem-se a seguinte equação: 

{AC} = [SK] {D} (3.2.2) 

As forças nodais {AC}, sao de dois tipos, forças di­

retamente aplicadas nos nõs {AN} e forças nodais equivalentes 

{AE} correspondentes a forças de superfTci• atuantes em elemen -

tos. Portanto: 

{AC} = {AN} + {AE} (3.2.3) 

3.3 - Matrizes de rigidez 

Apresenta-se a seguir um procedimento para a determl 

naçao das matrizes de rigidez dos elementos axissimetricos estu­

dados. 
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Para evitar o uso de matrizes de rotação, introduz-se 

um novo sistema de coordenadas, XOY, (Fig. 3.3.1), único para to 

dos os elementos e coincidente com o sistema global da estrutura. 

y 

V 

H 

X o X 

Fig. 3.3.l 

Neste sistema de coordenadas, elegeu-se como novos in 

côgnitas: 

- para os deslocamentos~. n e e, sendo~ o desloca -

mento segundo OX, no deslocamento segundo OY e e a rotação no 

sentido de Y para X. 

- para forças H, V e M, sendo H a força horizontal t~ 

tal atuante num circulo paralelo segundo~. V e a resultante das 

forças verticais dirigida segundo n e Mo momento total atuante 



86 

em um círculo paralelo segundo a rotação s. 

Os deslocamentos~. n e S sao assim relacionados com 

os deslocamentos v, w e X· 

~ = w sen$ + VCOS$ 

n = w cos$ - vsen$ (3.3.1) 

S = - X 

As forças H, V e M relacionam-se com os esforços uni­

tãrios, 0$ e M$, conforme segue: 

H = -2rrr2 0$ - Pcot$ 

V = p 

M = -2rrr M$ 

(3.3.2) 

Conhecidas, que sao, as expressoes dos deslocamentos 

w, vexe dos esforços unitários 0$ e M$, em termos das constan­

tes c1 a c6 , tambêm serão conhecidas as expressões dos desloca -

mentos ~. n e S e das forças H, V e M em função das mesmas cons­

tantes, assim sendo as equações 3.3.1 e 3.3.2 podem ser escritas 

sob a forma matricial: 

n 

s 
= [B] (3.3.3) 



H 

V 

M 

= [DB] 
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(3.3.4) 

ou, mais compactamente, 

sendo 

{d} = [B] {C} (3.3.5) 

(3.3.6) { F} = [DB] { C} 

{d} 

{F} 
3xl 

{C} 
6xl 

[B] 

[DB] 

vetor deslocamento ou deslocamentos generali­
zados do elemento 

vetor das forças generalizadas do elemento 

constantes a determinar 

matriz das funções que definem o campo de des 
locamentos 

matriz das funções que definem o campo das 
forças 

Em Apêndice apresentam-se explicitamente as matrizes 

[B] e [DB] para os elementos estudados. 

Na figura 3.3.4 estã representado um elemento genêrico 

n, com indicação das direções positivas das forças e deslocamentos 

nodais do mesmo. 



88 

y 

5 

X 

Fig. 3.3.4 

O vetor deslocamentos nodais, 

e o vetor das forças nodais, 

~1 
{F*} = 

sao definidos pelas seguintes equaçoes: 

onde, 

. {d*} = [B*] {C} 

{F*} = [DB*J {C} 

(3.3.7) 

(3. 3.8) 
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-[BJ no i 

(3.3.9) 

[B] nó j 

[DB] -no i 

[DB *] = (3 .. 3.10) 
[DB] nó j 

De 3.3.7 determinam-se as constantes c1 a c6 . 

(3.3.11) 

De 3. 3.8 e 3. 3.11, vem: 

{F*} = [DB*] [B*:r 1 {d*} , 

que pode ser escrita, na forma: 

{F*} = [S]{d*} (3.3.12) 

onde, 

[S] = [DB*J [B*]-l (3.J.13) 

e a matriz de rigidez do elemento. 
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3.4 - Cargas nodais equivalentes 

O vetor de cargas nodais equivalentes, {AE}, da estr~ 

tura, sera montado a partir das cargas nodais equivalentes {AML}, 

do elemento, reunindo-se em cada nõ da estrutura as contribuições 

de cargas dos elementos que concorrem ao referido nõ. 

Conforme se mostrou na seçao 2.2, pode-se tomar como 

solução particular, devida a forças de superfície, a solução obti 

_. da em regime de membrana, desta forma tem-se a seguinte expressão 

para as cargas equivalentes {AML}, 

sendo, 

tem-se: 

{AML} = {AM} + [s] {d;} (3.4.1) 

{AM} - as reações calculadas em regime de membrana, 
com o sinal trocado 

* {dm} - os deslocamentos nodais, calculados no mesmo 
regime 

Admitindo o elemento com o apoio de membrana no no i, 

-coscpi 
sencp i 
o 
o 
o 
o 

(3.4.2) 
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3.5 - Esforços unitários finais 

Uma vez montada a matriz de rigidez [sK] e o vetor de 

cargas nodais {AC}, determinam-se os deslocamentos nodais da es­

trutura, 

{D} = [SK]-l {AC} (3.5.1) 

Numa etapa final, calculam-se os esforços unitários a 

partir dos deslocamentos nodais e das forças de superfície. 

por: 

sendo: 

Para um elemento genérico, estes esforços sao dados 

{cr} = {crM} + [FE] [B*]-l {d*-dM} (3.5.2) 

{ cr} 

{crM} 

[FE] -

Qcf> 
Ncf> 

= Mcf> (3.5.3) 

N0 
M0 

o 

= 
Ncf>M (3.5.4) 
o 
N0M 
o 

matriz das funções que relaciona os esforços u­
nitário com as constantes c1 a c6 . 
Em Apendice são explicitadas estas matrizes pa­
ra os elementos estudados. 
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,CAPITULO IV 

PROGRAMA 

Foi elaborado um programa baseado no mitodo .dos deslo 

camentos, para um computador IBM 1130 de 32K de memõria e em lin­

guagem Fortran. 

O programa~visa automatizar o cilculo de estruturas 

compostas dos elementos desenvolvidos neste trabalho. Embora nao 

tenha sido apresentado o desenvolvimento teõrico i programada a 

solução em série assintõtica para a casca esférica, devido a li­

mitações no campo de aplicação da sirie hipergeométrica para este 

elemento. A decisão quanto ao uso de uma ou outro sirie é tomada 

internamente, não sendo necessirio informar qual das duas seri u­

tilizada. (Este assunto é discutido no Apêndice A). 

O programa tem capacidade de analisar estruturas com 

até 50 nos e admite dois tipos de forças de superfície: peso pro­

prio e pressão linearmente variivel, além de cargas nodais, sendo 

entretanto bastante simples a introdução de outros casos de carre 

gamento, bastando introduzir as soluções de membrana corresponde~ 

te. 
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4.2 - Subrotinas gue compoem o programa 

O programa principal comanda 11 subrotinas, que apar~ 

cem no diagrama de blocos seguinte, na ·ordem em que sio chamadas. 

- AXLER NTIP=l 
INDIC 

-- LIDCA 
NTIP=2 HIPGE 

FORME AXRIG NTIP=• - BSSEL " 

NTIP=4 CIRKO '- RESIS 
PROGRAMA 

'--

PRINCIPAL INVMB 

NTIP=l INDIC 

NTIP=2 
~ AXTEC 1 

H IP GE 

NTIP=3 Í!SSEL 

NTIP=4 C I RKO 
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4.3 - Descrição das subrotinas 

4.3.l - AXLER 

Lê e imprime os dados relativos a geometria e propri~ 

dades elãsticas da estrutura. 

4.3.2 - LIDCA 

Lê e imprime os dados referentes aos casos de carreg~ 

mento. 

4.3.3 - FORME 

Forma a matriz de rigidez da estrutura armazenando- a 

em banda e no sistema global de referência. Calcula a contribui­

ção de rigidez relativa aos anéis de reforço e modifica a matriz 

para introdução de deslocamentos prescritos, podendo ocorrerdes­

locamentos prescritos diferentes de zero. 

4.3.4 - AXRIG 

Calcula a matriz de rigidez do elemento e as cargas 

nodais equivalentes com o auxílio de uma das seguintes subrotinas 

INDIC, HIPGE, BSSEL ou CIRKO, de acordo com o tipo do elemento, e 

da subrotina INVMB. 

4.3.5 - INDIC 

Calcula as funções solução homogênea da casca cilín -

drica e a solução em regime de membrana. 
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4.3.6 - HIPGE 

Calcula a serie hipergeometrica ou assintótica solu­

çao da casca esferica e a solução de membrana. 

4.3.7 - BSSEL 

Calcula as funções de Bessel, solução da casca côni­

ca e a solução de membrana. 

4.3.8 - CIRKO 

Calcula a solução homogénea da placa circular e sol~ 

çao particular correspondente ã carga uniformemente distribuida. 

4.3.9 - INVMB 

Esta subrotina e utilizada para inverter a matriz 

[B] (6x6) ou [B] (3x3) · 

4.3.10 - RESIS 

Resolve o sistema de equaçoes armazenado em banda, p~ 

lo metodo de eliminação de Gauss. 

4.3.11 - AXTEC 

Calcula as tensões em um numero desejado de pontos 

interiores ao elemento, utilizando uma das subrotinas INDIC, HIP 

GE, BSSEL ou CIRKO de acordo com o tipo do elemento. 
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4.4 - Manual de Entrada 

~Q de NQ de Variável Formato !Ordem cartões 

1 1 NPROB l 1 O 

2 1 TITULO Colunas 
20 - 70 

3 1 NP, NE, NB, NLD, NMAT,NEL 611 O 

4 NP N' X(N), Y(N), NCOO(N) Il0,2Fl0.3, 
l 1 O 

5 NE N' (NOP(N ,M) ,M=l ,2), lMAT{N), 611 O , 
NTlP(N) ,NPT{N) ,ESPE(N) Fl0.3 

6 NMAT N, (ORT(N,l),I=l,2) Il0,2Fl0.2 

7 NB NBC{l), NFlX(l), DP(3*l-2), 2 l 1 O 
DP(3*l-1), DP{3*l) 3Fl0.4 

8 NEL NOEL ( I ) , A N D ( I ) , AN B ( l ) , E A ( l ) ll0,3Fl0.0 

9 1 NOCAR, MCARG 2110 

10 NOCAR NQ, (Rl{K), K=l,3) Il0,3Fl0.2 

1 1 MCARG M, GP(M), HL l {M), HL2{M} ll0,3Fl0.2 
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COMENT~RIO E EXPLICAÇÕES 

1- NPROB - Numero de problemas a resolver 

2- O título deve ser perfurado entre as colunas 21 a 70 

3- Informações gerais sobre a estrutura a ser analisada 

NP - numero de nos 

NE - numero de elementos 

NB - numero de nõs com deslocamentos prescritos 

NLD - numero de casos de carregamento 

NMAT - numero de materiais com propriedades elásticas diferen­

tes 

NEL - numero de aneis de reforço 

4- Coordenadas dos nos 

N - numero de nõ 

X(N), Y{N) - coordenadas dos nos, podendo ser cartesianas ou 

polares conforme o valor de NCOO(N) 

NCOO(N) - se NCOO(N)=O, X{N) e Y(N) sio cartesianas, 

se NCOO{N)=l, X{N) e o raio polar e Y(N) ê o ãngulo 

polar 

5- Incidências e outras informações sobre o elemento 

N - numero do elemento 

NOP(N,l), NOP(N,2) - no inicial e final do elemento N 

IMAT{N) - numero que define o material do elemento 

NTIP(N) - numero que define o tipo do elemento de acordo com 

o quadro abaixo: 
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Valor de Tipo do 
NTIP(N) elemento 

l cilindro 

2 esfera 

3 cone 

4 
placa 
circular 

NPT{N) - numero de pontos,igualmente espaçados, interiores ao e-
.. 

l~mento N nos quais se deseja calçular os esforços uni-

tários (deve ser maior ou igual a um). 

ESPE(N) - espessura do elemento N 

6- Propriedades elásticas 

N - grupo de materiais com mesmas propriedades elásticas 

ORT(N.l) - mõdulo de Young 

ORT(N,2) - coeficiente de Poisson 

7- Definição dos apoios e valores dos deslocamentos prescritos 

NBC(I) - número do nõ com deslocamento prescrito 

NFIX(I) - código que define o tipo de apoio 

NFIX{I) = 001 - fixo na direção 3 

010 - fixo na direção 2 

100 - fixo na direção l 

011 - fixo nas direções 2 e 3 

1 O 1 - fixo nas direções l e 3 

11 O - fixo nas direções l e 2 

111 - fixo nas 3 direções 
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DP(3*I-2), DP(3*I-l), DP(3*I) - valor dos deslocamentos pres­

critos nas direções 1, 2 e 3 

respectivamente 

8- Dados relativos ao anel 

NOEL(I) - numero do nõ onde ocorre anel 

AND(I) - altura da seção transversal do anel 

ANB( I) 
EA (t) 

- largura da seção transversal do anel 
- módulo de elasticidade do anel 

9- NOCAR - numero de nõs com cargas diretamente aplicadas 

MCARG - numero de elementos sobre os quais atuam forças de 

superficie 

1 o- Sobre as cargas aplicadas em nos 

NQ - numero do nõ com forças aplicadas 

R 1 ( 1 ) - força tota 1 aplicada na direção 1 do no NQ 

R 1 ( 2) - força tota 1 aplicada na direção 2 do no NQ 

R l ( 3) - momento total aplicado no nõ NQ 

11- Sobre as forças de superficie 

M - elemento com forças de superficie 

GP(M) - peso por unidade de superficie média 

HLl(M), HL2(M)7 valor da pressão hidrostãtica nos nos l e 2 

do elemento M, positivo se dirigido para de~ 
tro. 

* - Nos elementos cõnicos, esféricos ou placa circular fechados, 

o fecho deve ser dado como o nõ final do elemento. Este Ülti 

mo nõ serã eliminado. Não foi levada em consideração a pos­

sibilidade de ocorrer carga concentrada neste ponto. 



100 

CAP!TULO V 

RESULTADOS E CONCLUSÕES 

A fim de ilustrar a aplicação prâtica do programa, a­

presentam-se neste capítulo alguns exemplos analisados e conclu -

soes. 

5.1 - Cone fechado carregado ao longo de um paralelo (Fig. 5.1) 

p ® 

~2 

© 

Fig. 5.1 



Dados: bª-5.lm 

.e. = 9 , 8m 

a = 45° 

h=O.lm 

"= 0.3 

p = l kg 

E= 210000kg/cm 2 
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A anãlise foi feita com dois elementos para que a car 

ga pudesse ser aplicada diretamente no nõ 2. Este exemplo foi 

retirado de TAVARES (Ref. 2). 

Os resultados apresentados nao visam uma comparaçao 

mas servem como confirmação uma vez que a solução aqui adotada e 

a do referido trabalho são idênticas. 
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5.2 - Casca esférica com pressao uniforme (Fig. 5.5) 

Fig. 5,5 

Dados: R = lOOin, 

p = lOOpsi 

h = 0.5in 

cj,o = 75 

E = 10 7 psi 

'\) = 0.2 

Este exemplo foi retirado de POPOV (Ref. 3) que desen 

volveu um elemento troco cônico idéntico ao aqui apresentado. 

5.2.l - Utilizando l elemento esférico: 

A solução é obtida em série assintôtica jã que 

neste caso a convergéncia da série hipergeométrica é bastante len­

ta, por ser cf, 0 próximo de 90°. 
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Os diagramas de M$ e N0 correspondem as curvas A das 

figuras 5.7 e 5.8. 

Mesmos resultados sao obtidos utilizando-se um elemen 

to de 75° a 15° e outro de 15° a 0°, sendo que a solução para o 

primeiro elemento sera em serie assintótica e para o Último em 

serie hipergeometrica. 

5.2.2 - Utilizando-se 38 elementos cônicos: 

Com o objetivo de estudar o efeito da discre­

tização de uma forma curva com elementos retos, resolveu-se a cas 

ca esferica utilizando-se elementos cônicos. 

Os diagramas de M$ e N0 correspondentes sao as curvas 

B dos grãficos 5.6 e 5.Z. 

5.2.3 - Utilizando-se elementos cônicos e esfericos: 

Inicialmente resolveu-se com 38 elementos sen 

do 19 cônicos e 19 esfêricos, postos alternadamente. 

Os resultados estão representados nos diagramas 5.6· e 

5~1 e correspondem ãs curvas e. 

Finalmente resolve-se com 30 elementos cônicos de 75° 

a 15° e um elemento esfêrico de fechamento de 15º. Apresentam-se 

os resultados nos grãficos das figuras 5.6 e 5 •. i, curvas D. 
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5.2.4 - Comentários e conclusões: 

Examinando os diagramas mostrados na Figura 

5.7, observa-se que: 

1. A solução encontrada com elementos cônicos diver­

ge para cp < 13° 

2. Da discretização de uma forma esfirica com ~lemen 

tos .cõn·icos geroíi'ço,aparecimento de perturbações · 
~ ~ ~ 

locais devidas a não concordância-dos 'merid.ianos ~ 

de el ementas adja_centes, -res~ultanto dai uma 'tran~ 

lação.do diagrama-~eal, no,trec~o em que a solução 
converge. 

3. O efeito desta perturbação local foi reduzido a 

praticamente metade com o uso de elementos alter­

nados, devido a consequente redução do ângulo for 

mado pelas tangentes aos meridianos de elementos 

adjacentes. 

5.3 - Reservatório de concreto armado 

Este exemplo, cuja;solução i apresentada por MARKUS, 

(Ref. 4), consiste numa aplicação imediata dos elementos estuda­

dos neste trabalho. 

Foi necessário proceder uma discretização do cone in 

vertido já que a espessura do mesmo i variável, segundo a lei 

y h = y 1h1 = const. esta peculiaridade na variação da espessura 

conduz a facilidades na integração da equação do cone, sob a for 
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ma simplificada, o que foi aproveitado na solução de Markus que se 

apresenta a seguir. 

Para análise dos esforços atuantes neste reservatório, 

Fig. 5.8, foram utilizados dois elementos cilíndricos, um elemento 

de placa circular, um elemento de casca esfêrica e 10 elementos co 

nfios, alêm de um anel de reforço. 

050~--

t 

0.30 -

Fig. 5. 9 

20.00 

o 
o 
,..: 

o 
o 
"' 
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No grifice da figura 5.9~ mostram~se os diagramas dos 

momentos M$ e dos esforços normais M0. As linhas cheias indicam 

a solução apresentada pela referência e as tracejadas a solução 

obtida pelo programa. 

I 
5·2 

MOMENTOS 
tm/m 

MOMENTOS MERIDIONAIS E 

ESFORÇOS NORMAIS CIRCUFERENOIAIS 

SOLUCÃO DE MARKUS 

SOLUÇÃO OBTIDA PELO PROGRAMA 

-- --

Fig. 5.9 

ESFORÇOS 
NORMAIS 

tlm 



1 1 2 

Examinando o gráfico 5.90, observam-se duas regiões on 

de existem diferenças básicas entre os valores apresentados pelas 

duas soluções: 

lQ) no trecho da casca cilíndrica vizinho a placa cir-

cular. 

Esta diferença deve-se ao efeito de cintamento, ,o\:que 

nao foi considerado pela referência. 

2Q) No encontro entre as cascas cilíndricas, cõnicas e 

esfêricas. 

Neste caso tem-se a considerar: 

a) aproximações introduzidas na discretização do cone 

com espessura variável por cones com espessuras contii~tes; 

b) e, que solução apresentada por Markus consiste na 

superposição dos esforços de membrana com os esforços de flexão. 

No programa, embora se assuma como solução particular o regime de 

membrana, leva-se em conta a interação entre os esforços normais e 

os de flexão na montagem da matriz de rigidez. 
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CONCLUSÕES 

w metodo de cãlculo de cascas axissimetricas, partindo 

de soluções analíticas e adaptando-as a um programa de análise ma­

tricial de estruturas, resultam vantagens não sõ na facilidade do 

cãlculo destas soluções como também pela possibilidade de se obter 

uma razoãvel aproximação para problemas cuja solução analítica ain­

da é desconhecida. 

Sobre a utilização prãtica deste programa em confronto 

com programas de elementos finitos algumas conclusões merecem ser 

comentadas: 

l) Em muitos problemas prãticos ocorrem estruturas axis 

simétricas, compostas basicamente de associações de cascas .esfert~ 

cas, cônicas, cilindricas e placas circulares, nestes casos o pro­

grama e especialmente indicado, jã que necessita de apenas um ele -

mento para cada forma bãsica. 

2) Pela facilidade de cãlculo das soluções analiticas o 

programa pode ser usado para testar soluções aproximadas. 

3) Para estruturas axissimétricas de espessura variãvel 

e raios de curvatura quaisquer, obtem-se solução aproximada pores­

te procedimento, contudo o uso de elementos isoparamétricos possi -
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velmente apresentarã melhor desempenho dada a grande flexibilidade 

destes elementos na discretização da geometria da estrutura. 

Como sugestão para desenvolvimentos posteriores indi -

cam-se: 

1) Introdução de novos casos de carregamento, bem como 

efeito de temperatura. Alim do estudo de cargas não axissimitri -

cas valendo-se de expansões em sirie de Fourier. 

2) Outras formas axissimitricas de solução conhecida, 

por exemplo casca toroidal, podem ser tentadas. 

3) Estudo de estruturas constituidas de materiais de 

propriedades elãsticas ortotropas. 
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APtNDICE A 

Al - Uso da Série Assintõtica 

Conforme se referiu no Capitulo IV, a solução do ele­

mento esférico pode ser obtida em série assintõtica para os casos 

em que o uso da série hipergeométrica torna-se inconveniente. A 

seguir comenta-se sobre os parâmetros determinantes da rapidez de 

convergência da série hipergeométrica, anteriormente apresentada. 

Na seçao 2.1 mostrou-se que a solução da equaçao 

com 2 - V , 

pode ser obtida em séries de potências de x, onde x = sen 2~. 

Teoricamente estas séries convergem no intervalo 

lxl < 1, entretanto para valores de x prÕximos de 1, ou seja, 

prõximo de 90°, esta convergência torna-se muito lenta. 

Examinando-se as expressoes das leis de recorrência 

dos coeficientes, dadas por 2.1.13 e 2.1.14, nota-se que no nume­

rador destas expressões ocorre o fator µ2 , o que significa que~~; 

ra grandes valores deµ os referidos coeficientes podem assumir 

valores muito grandes e retardar a convergência das séries. 
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Para valores elevados deµ, por exemploµ> 20, e para 

ângulos ~ próximos de 90° a obtenção da solução em série hiperge~ 

métrica torna-se praticamente inviãvel, neste caso recorre-se a 

solução assintótica. Sobre a obtenção desta ultima solução, ver 

referência 5. 

No programa a decisão quanto ao uso de uma ou outra so 

lução e tomada da seguinte maneira: 

\\> .:: 30° - série hipergeométrica 

'-P ~ 60° - série assintótica 

30° < lp < 60° - série hipergeométrica, se µ2sen~ ~ 200 

- série assintótica, se µ2sen~ > 200 

A2 - Sobre o Cãlculo da Solução da Casca cônica 

O cãlculo das séries z1 (t), z2(t), z3(t), z4(t) e 

suas derivadas na forma em que estão apresentadas na seção 2.3 es 

tã sujeito a erros de truncamento, que crescem com o argumento t. 

Para t > 10, mesmo com precisão extendida, não é possível calcular 

as séries z3 e z4 com uma precisão aceitãvel. 

Este problema pode ser contornado com o uso de certas 

funções que aproximam estas séries. (Referências 6 e 7). 
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Para t > 10 indicam-se como boa aproximação as seguin-

tes funções: 

z2 _ - - 1- exp(_!) Ísen(L - .!) 
121rt 12 L: 12 8 

Z ' 1 -

=/2 exp(- _!)[sen(_! + .!) 1 t i l] Z3 - 8t cos (- -rrt l2 12 8 12 

-/Jexp(- _!) [cos (_! + .!) 1 sen(---1 - ff l] Z4 = + 8t 1T t 12 12 8 12 

z' - /J exp(- t[ ( t 1T 3 sen(---1 + il] - - sen - - ifl + 8t 3 rrt 12 12 12 

z' fa exp(- ---1) [cos(---1 - .!) + 3 cos(---1 + il] - 8t 4 12 12 8 12 
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A3 - Matrizes Auxiliares 

Apresentam-se as matrizes auxiliares [B*J, [DB*] e 

[DF], utilizadas na formulação matricial do mêtodo dos deslocamen 

tos (Capitulo III). 

Estas matrizes sao as seguintes: 

Bll 812 813 814 815 o 
821 822 823 824 825 l 

831 832 833 B34 835 o 
[B*] = 841 842 B43 B44 B45 l 

851 852 B53 854 855 o 
861 862 863 864 865 o 

D B l l DB12 DB13 D814 0B15 o 
o o o o DB25 o 

[DB*] = 
DB3l 0B32 DB33 DB34 DB35 o 

DB4l DB42 DB43 DB44 DB45 o 
o o o o DB55 o 

DB6l DB62 D863 DB64 0B65 o 
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DF 1l DF 12 DF 13 DF14 DF15 o 

DF21 DF22 DF 23 DF24 DF 25 o 

[DF} = DF31 DF32 DF33 DF34 DF 35 o 

DF41 DF42 DF43 DF44 DF45 o 

DF51 DF52 DF53 DF54 DF55 o 

cujos termos sio explicitados a seguir, para as cascas esfiricas, 

cônicas e cilíndricas. 

1. Casca Esfirica: 

B11 = sencp(vcos<j,Sl - os 1 ) <P = <P i 

812 = sencp(vcos<j,S2 - 0S2) <P = <P i 

813 = sencp(vcoscpS3 - 0S3) <P = <Pi 

814 = sencp(vcos<j,S4 - 0S4) <P = <Pi 

815 = (l+v)/sencp 1 <P = <Pi 

821 = B11 cotcp - ( 1 +v) S 1 1 <P = <P· 1 

822 = B12 cotcp - {l+v) S2 cj, = <P i 

823 = s13cotcp - {l+v) S3 <P = <Pi 

824 = B14cot<j, - ( 1 +v) S4 <P = <P i 

825 = {l+v) t~<P/2 
1 <P <P i .f.n{tgcp.72) = 

1 
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831 = sencp (vSl + 1/s2) cj, = cj, i a 

832 = sencp (vS2 - µ 2s 1) cj, = cj, i a 

833 = ~ (vS3 + µ2S4) cj, = <f> i a 

834 = ~ (vS4 - µ2S3) 1 <t> = <t>-a 1 

835 = o 

84k' k = l ' 5' e idêntico a 81 k com <t> = cp : • 
J/ 

Idem para 85k com B2k e 86k com 83k" 

DB 11 = -a sencj,Sl <t> = <f> i 

DB12 = -a sen<f,S2 cj, = cj, i 

DB13 = -a sen<f,S3 cj, = <f> i 

DB14 = -a sen<f,S4 <t> = <f> i 

DBl 5 = -a cotg cp cj, = cj, i 

DB25 = (l 

ah 2 2 2 · 
DB31 = -- sen<f,[vDSl+µ DS2+vcos<f,(vSl+µ S2)]</>=<t>i a 

DB32 
ah 2 

sen<f, [vDS2-µ 2DSl+vcos<f,(vS2-µ 2S1 )]</>=<Pi = --a 

DB33 = ah 2 
sen<f, [vDS3+µ 2DS4+vcos<f,(vS3+µ 2S4 )] <f,=cj,i --a 

DB34 = ah 2 
sen<f, [v S4-µ 2DS4+vcoscj,(vS4-µ 2S3)]<t>=<t>i - a 

DB35 = o 
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DB 4k' k = 1, 5, têm expressoes idênticas a DBlk' ape­

nas troca-se o sinal e faz-se <1> = <l>j 

Idem para DB 55 e DB 6k 

a= 2rrEh 

DF 11 = ~ a ª1 Sl 

DF12 = sencp 
ª1 S2 = 

(l 

a ª1 2rr 

DF13 = sen<1> 
ª1 S3 a 

DF14 = ~ ª1 S4 DF15 = o a 

DF 21 = -~ ª1 Sl a 

DF22 = ~ - a ª1 S2 

DF23 = ~ - a ª1 S3 

DF24 = -~ ª1 S4 a 

DF25 
ª1 l = 

sen 2.p a 

2 

DF31 
ª1h 

[vDl +µ 2DS2+vcos<t>(vS1+µ 2S2)] = 7 

(l h2 
[vDS2-µ 2Ds l +vcos.p (vS2-µ 2s1 )] DF32 = 

l 
7 
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2 

DF33 
ª1h 

[vDS3+µ 2DS4+VCOS$(vS3+µ 2S4)] = 7 
2 

DF34 = 
ª1h 

[vDS4-µ 2DS3+vcOS$(vS4-µ 2S3)] 7 

DF35 = o 

DF 41 
l = - - DSl a 

DF42 
l = - - 0S2 a 

DF43 
ª1 = - - D53 a 

DF44 
ª1 = - - D54 a 

DF45 = -
ª1 l -

sen 2$ a 

2 

DF 51 = 
ª1h 

[v(cos$S1 + vDS1)+µ 2(cos$S2+vDS2)] 7 
2 

DF52 
ª1h 

[v(COS$S2+vDS2)-µ 2(cos$Sl+vDSl)] = 7 
2 

DF53 
ª1h 

[v(COS$S3+vDS3)+µ 2(cos$S4+vDS4)] = 7 
2 

DF54 
ª1h 

[v(COS$S4+vDS4)-µ 2(cos$S3+vDS3)] = -r 
a 

DF55 = o 
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2. Casca Cônica: 

ª11 = - cos,P(0.5z1-(l+v)z 1- f(l+v)z 2) 1 y = Y; 

812 = - cos,P{0.5z 2-(l+v)z 2+ f(l+v)z 1) 1 y = Y; 

813 cos,P(0.5z3-(l+v)z 3- f(l+v)z,pi y = Y; 

814 = - cos,P(0.5z 4-{l+v)z 4- f(l+v)z 3) 1 y = Y; 

81s 
V = 

sen,p 

821 = s 11 cot,P- (vz 1+ 2 (1 +v) z2JI y = Y; sen,p t 

822 s 12 cot,P- 1 (vz 2- 2 (1 +v) 
zi) 1 = sen,P t y = Y; 

823 s 13 cot,P- 1 (vz 3 + 2 (1 +v l Z4) I = sen<P y = Y; t 

824 B14cot,P- 1 (vz 4 
2 (1 +v l 

Z3) I = sen,P - t y = Y; 

82s 
1 

(ln f + vcos 2,p)'.J = y = Y; 
sen ,pcos<P 1 

2 
831 

µ1 
= tg,p (- z2 2 ') + t 2 1 1 y = Y; 

2 
832 

µ1 
( z 1 2 1 ) 

1 = tg<j) + t 2 2 y = Y; 
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33 = 

834 = 

126 

2 
µ1 

( - 2 ') 
tg$ 

2 4 + "f 2 3 

2 . 
µ 1 2 1 

tg$ (Z3 + "f Z4) 1 

1 
J Y = Y1· ysen 2$ 

y 

1 y = yi 

= yi 

B4 k' k = 1,5, têm idênticas expressões que Blk em y = 

Idem para s
5

k com B2k e B6 k com B3k 

DB 11 = - u{z 1 
+ I z, l 1 y = y. t 2 1 

D812 u(z 2 
2 

zp 1 y = y. = - - t 1 

D813 = - u(z 3 
+ I 

t z,p y = yi 

DB14 = - u(Z4 - 2 zj) t y = yi 

D815 = - ClCOt$ 

D825 = (l 

usen$ 
ªM = 2 

aµl 

DB 31 = ªM[~ z2 - 2(1-v) z 2 + 4
(!-v) z1] 1 y = yi 
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0B33 = ªM G 2 1 - 2 ( 1 -v) 24 + 4 (1-v) 2j] 1 
y = yi 4 t 

0B34 = ªM [t 2' + 3 2 ( l -v) 23 + 4 (1-v) 
24] 1 t y = yi 

0B35 
2 l = ah cos<j,. 

12(l+v)sen 2
<1> 

y = Y; 
y 

0B4k' k = 1 ' 5' é identico a DBlk com o sina 1 trocado 

e em y = yj. 

Idem para os 55 com 0B 25 e DB 3k com DB 6k. 

a 
ªF = 211 

DF 11 ªF tg<j,. 1 
( 21 + 2 

22) = t y 

DF12 tg<j,. 1 
(22 

2 
2p = ªF - t y 

DF13 ªF tg4>. 
1 (23 + 2 

24) = t y 

DF14 ªF tg<j,. 1 (24 - 2 
23) = t y 

DF15 = o 

DF21 
1 

(21 + ~ 2 2) = - ªF y t 

DF22 
1 

(22 
2 

2p = - ªF - t y 

DF23 
1 

(23 + 2 
24) = - ªF t y 
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DF - 1 ( ~ 2 1 ) 24 - ªF y 2 4 t 3 

__ 1 [t 2 , + 4(1-v) '] - 2aFtg(j) -:-z 2 - 2(1-v)2 2 - t - 21 t 

2 1 · 1 2 
=-aFh 12(l+v) (ysen(j)) 

. ' 

DF 41 = 

= o 
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DF52 
1 

[-vt z' -2(1-v)z 1 
4(1-v) 

z2] = -2e1Ftg4> -:z -
t 1 t 

DF53 
1 

[vt z4 + 2(1-v)z 4 - 4(1-v) 
zn = -2e1Ftg4> -:z 

t t 

DF54 -2cxF tg4> 1 [-vt z3 - 2(1-v)z3 - 4(1-v) 
zJ = t! t 

DF55 = - DF35 

3. Cilindrico 

811 = R À 1/11 1 y = yi 

812 = -R À 1/12 y = yi 

813 = -R À 1/13 y = yi 

814 = R À 1/14 1 y = yi 

815 = \/ y = yi 

821 = \/ y 1 1 y = yi 

822 = \/ Y2 1 y = y. , 

823 = \/ Y3 y = yi 

824 = \/ Y4 y = yi 

825 = - * 1 y = Y· , 
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631 = - 2À 2 R y2 y = y. 
1 

632 = 2À 2 R yl 1 y = yi 

B33 = -2À 2 
R y 4 1 y = y. 

1 

634 = 2À 2 R y3 1 y = y. 
1 

B
4
k, k = 1,5, tem idênticas expressoes que Blk' em y = 

Idem para B5k com B2k e B6k com B3k. 

DB 11 = a Y] y = yi 

0B12 = a Yz y = yi 

0B13 = a Y3 y = Y· 1 

0B14 = a Y 4 y = yi 

0B15 = o 

0B25 = a 

0B31 
a 

lj,2 y = yi = 2I 

0B32 
a 

lj,1 = 2I 1 y = yi 

DB33 
a 

1 = - 2I $4 y = yi 
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1/!3 1 y = y i 

DB 4k' k = 1,5 e idêntico a DBlk' com o sinal ·trocado e 

em y = Yj· 

Idem para DB55 com DB 25 e DBGk com DB 3k 

DFlk = DB1k/2TTR k = 1 , 5 

DF 21 = DF22 = DF23 = DF24 = o 

DF 25 
a. = 2iiR 

DF3k= - DB3k/2TTR, k = 1 , 5 

DF 41 = À 1/J l 

DF42 = -À 1/!2 

DF43 = -À 1/!3 

DF44 = À 1/!4 

DF45 = o 

DF5k = \J DF3k' k = , '5 

Observação: os momentos calculados seguem uma convençao de sinal 

diferente da força nodal correspondente, conforme se 

pode notar pelas suas expressões. Para estes momen­

tos o sinal positivo corresponde ã tração nas fibras 

internas. 
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APÊNDICE B 



// FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENOED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 

133 

.*IOCSl2501READER,1403PRINTER,DISKl 
COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 

*• NEL, NOEL( 10 l, ANO( 10 l ,ANBI 101-t-EA·llO l -· 
COMMON NOP ( 50, 2 l, IMATI 501,NTIPI 501 ,NBC 1401,NFI XI 40) ,NPT 1501 
COMMON SKI 150, 121,XI 501,Yl50hAC-11501,0Pll201,0RT!l0,2l 

*,SI 6,61, GP( 501,Hlll 50 l;Hl21-50hESPE·(-50l ,RH3l ,NC00150l· 
COMMON XEl21,YE(2l,ZCl4l,SCl4l,SEl4l,OSl4·1·,Zt4l,OZl4l, 

*FI 5 l, 0116), E,H,XNI,Hl,H2,G;XK·2,SFI ,CFl-,SI-I·,CI I, 
*SIS,CIS,Il,I2,I3 ,AMU6l ··-··· ···· 

DEFINE FILE 101100,126,U,KKll 
c 
C PROGRAMA PRINCIPAL 
c 

NCN=2 
c 
C NUMERO OE PROBLEMAS 
c 

c 

READI 8, li NPROB 
DO 400 NPR=l,NPROB 
WRITE15,10l 
WRITE15,171NPR 
READIB,111 
WRITE(5, lll 

C DADOS SOBRE A ESTRUTURA 
c 

c 

CALL AXLER 
NSZF=NP*NDF 
DO 200 LI=l,NLD 
WRITE15,191LI 

C LEITURA DAS CARGAS 
c 

CALL LIOCA 
c 
C MATRIZ DE RIGIDEZ 
c 

CALL FORME 
c 
C SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES 
c 

CALL RESIS 
e 
C CALCULO DOS ESFORCOS UNITARIOS 
c 

CALL AXTEC 



200 CONTINUE 
400 CONTINUE 

l fORMAT ( 110 l 
11 FORMA T( 20X' 
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10 FORMAT(1Hl,////,20X,651'*'1/20X'*'63X'*'l,20X'*'l6X'ANALISE' 
*' DE CASCAS DE REVOLUCA0•11x•-••12ox•-• 1-ó3X•-••12ox-•••,l6X 

• 1 

* 1 COM CARREGAMENTO AX I SS-IME TR IC0·1-l7X-'·* '·-/20-X' *' 63 X--'*'l20X' *' , 63 X'*' 
*/ 20X 1 *' 63X' * 1 / 20X '* • 5X 1 COPPE -- UFRJ- ---l 973'12X'-AB-IMAEL-' 
*' DOURADO LOULA • 6X • * • /20X • *' 63X•*' / 20X-~·*•ó3X • * 1 /20X, 65-( '*' 1/ /1 

17 FORMAT 1 /30X I ESTRUTURA NUMER0 1-I3-,/I//, 20X,ó51 '*' l // 1-
19 FORMAT(//20X,40('-'l,//30X 1 CARREGAMENTO·NUMER0 1 13,//20X,40('-'l//l 

CALL EXIT 
ENO 

// OUP 
*DELETE 
*STORE ws UA 

KASKA 
KASKA 

1E36 
1E36 

*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 

SUBRDUTINE AXLER 
c 
C LE E IMPRIME AS PROPRIEDADES DA ESTRUTURA 
e 

c 

COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 
*,NEL ,NOEL ( 10 l, ANO( 10 l ,ANB{ 101, E-AI 101 

COMMON NOP(50,2l,IMAT(5011NT1P(501,NBC(40l,NFIXl401,NPT(50J 
COMMON SK( 150, 121,X150 l,Y{ 501,AC (150 h-OP( 120! ,ORT H0,21 

*,Sl6,61,GPI 501,HLH 501,HL21501,ES-PE-(501,Rll3) ,NCOOl50l 
P1=3.14159265 
NDF=3 
READ18,11NP,NE,NB,NLD,NMAT,NEL 
WRITEI 5, 1011 
WRITE15,ll)NP,NE,NB,NLO,NMAT,NEL 

C COORDENADAS DOS NOS 
c 

READl8,211N,XINl,YINl,NCOOINl,L=l,NPl 
WRITE15,102l 
EX-=Xlll 
EY=O. 



c 

DO 500 N=l,NP 
IF(NCOO(Nll501,502,501 

502 WRITE15,12lN,XINl,Y(Nl 
EY=YINI 
EX=XINJ 
GO TO 500. 

501 RE=XINl 
FIG=Y(Nl 
Fl=YINl*Pl/180. 
IFIEYJ71,70,71 

70 YC=RE*COS(FII 
GOTO 72 
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71 YC=RE*COSIFII-SQRTIRE**2-EX**2l 
72 X(N)=RE*SINIFII 

YINl=EY+YC 
WRITE15,550)N,XINl,Y(Nl,RE,FIG 

500 CONTINUE 

C DEFINICAO DOS ELEMENTOS 
e 

c 

READ18,3llN,tNOPIN,Ml,M=l,21,IMAT(Nl,NTIPINl,NPTINl,ESPEINl,L=l,NE 
*l 

WRITE15,103J 
WRITE15,13)(N,INOP(N,Ml,M=l,21,IMAT(Nl,NTIP(Nl,NPT(Nl,ESPE(NJ,N=l 

*• NE 1 - - -

C PROPRIEDADES DO MATERIAL 
c 

c 

READ18,8)1N,IORTIN,Il,1=1,21,L=l,NMATI 
WRITE15,108l 
WRITEl5,18llN,IORTIN,IJ,1=1,2l,N=l,NMATl 

C CONDICOES DE CONTORNO 
c 

READl8,44l(NBClll,NFIXIIJ,DPl3*I-21,DP(3*l-11,DPl3*Il, 
*l=l,NBI 

WRIT-E( 5,104) 
WRITE15,14llN8CIIJ,NF1XIIJ,DP(3*l-2l,DPl3*1~11,DPl3*1l, 

*l=l,NBI 
IFINELJ290,291,290 

c 
C SOBRE OS ANEIS DE REFORCO 
c 

290 READl8,210llNOELIIl,ANOIIl,ANBIIl,EAIIl,I=l,NELl 
WRITEI 5,2221 · -- - -- ---
WRITE15,2251(NOELl l l ,ANDl l l,ANBl I l ,EAIIl ,1=1,NELJ 

291 CONTINUE 
104 FORMAT(//20X'RESTRICOES'l2X'DESLOCAMENTOS PRESCRITOS 1 //20X•N0•3X• 

* NFIX'l2X 1 DP1'12X'OP2'·-12X 1 0P·3 1·l · · -- ---
12 FORMAT(l9X,13,2Fl4.31 
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550 FORMAT{l9X,13,2Fl4.3,6X,2Fl5.31 
13 FORMATI l6X, I5,5110,Fl4.--41-
210 FORMAT(Il0,3Fl0.0I 
222 FORMAT{//30X'PROPRIEDADES DOS ANEIS'//20X'N0 1 10X'ALTURA' 

*lOX'LARGURA 1 SX 1 MOD. ELASTICO' l ·--
225 FORMATl20X,12,6X,Fl0.2,7XtFl0.2,5X,Fl3.ll 

44 FORMATl2110,3Fl0.4l 
14 FORMATl19X,I3,6X,16,3Fl5.51 

101 FORMAT{//20X'PROPRIEDADES DA ESTRUTURA 1 //I 
11 FORMATl20X 1 NUMERO DE NOS 1 112,15X'NUMERO DE-ELEMENTOS'l6/20X'NOS RE 

*STRINGIDOS' 19, 15X 1 CASOS DE CARREGAMENTOS' I3/20X'-TIPOS-OE MATERIAIS 
*'I7,15X 1 NUMERO DE ANEIS'llO//l 

102 FORMAT(//20X'COOROENADAS 1 8X 1 CARTESIANAS'9X 1 COORDENADAS 1 8X 
*' POLARES• //20X'N0 1 13X'X' 13X 1 Y1 l6X 1 RAIO'l3·X-1 Fl' I 

103 FORMAT{//20X'INCIOENCIAS E PROPRIEDADES-DOS ELEMENTOS 1 //20X'M'6X 1 

*NO J 1 6X 1 NO K'6X 1 GRUP0 1 6X 1 NTIP 1~X'NPT 1 4X'ESPESSURA 1 l 
108 FORMA TI// 20X' PROPRIEDADES ELA STICAS' / /20X 'GRUPO' l lX I MODULO E' 14X' P 

*O ISSON' l 
18 FORMAT(20X,13,8X,Fl3.2,11X,Fl0.21 

l FORMAT(6ll01 
8 FORMAT(ll0r2F10.2l 
2 FORMAT(I10,2FlO.O,IlOI 
3 FORMATl6IlO,Fl0.41 

RETURN 
ENO 

// DUP 
*DELETE AXLER 1E36 
*S TORE WS UA A X LER l-E36 

// FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDEO PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 

SUBROUTINE LIDCA 
e 
C LE E IMPRIME DADOS SOBRE O CARREGAMENTO 
e 

COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 
*,NEL,NOELI 101,AND(lOl,ANBI 101,EAHOJ--- - - ·· 

COMMON NOPl50,21,IMATl501,NTIPl501,NBC(401,NFIX(401,NPT(501 
COMMON SK (150,121, XI 50 l, Y( 50-1 ,-AC (150 hOP (1201 ,ORTHO ,21 

*,S16,61,GPl501,HL1(50lrHL2(50t,ESPEl501,Rli3),NC00(50l-



c 

00 200 I=l,NE 
HL li I )=O. 
GP(Il=O. 

200 HL21Il=O. 

C NOS E ELEMENTOS CARREGADOS 
c 

READ(8,1001)NOCAR,MCARG 
1001 FORMATl2Il0) 

WRITE15,10021NOCAR,MCARG 
1002 FORMAT(20X,'NOS COM FORCAS DIRETAMENTE APLICAOAS----'13, 

*l/20X,'ELEMENTOS COM FORCAS·DE SUPERFICIE------'131 
DO 160 J=l,150 

160 ACIJl=O. 
IF(NOCARl105,165,105 

e 
C CARGAS APLICADAS NOS NOS 
c 

c 

105 WRITE15,190l 
190 FORMAT(//20X°CARGAS DIRETAMENTE APLICADAS NOS NOS'//1 

00 165 1=1,NOCAR 
READl8,9)NQ,(RllKl,K=l,NDFI 
WRITE15,191NQ,1Rl(Kl,K=l,NDFI 
00 170 K=l,NDF 
IC=INQ-ll*NDF+K 

170 ACIICl=AC{lCl+Rl{KJ 
165 CONTINUE 

9 FORMATII10,3Fl0.2) 
19 FORMAT(20X'N0'12,SX•Rl=·Fl0.2,5X'R2='Fl0.2,5X'R3='Fl0.21 
36 FORMATl//,20X'CARGAS APLICADASEM ELEMENTOS'//20X'ELEMENT0'11X 

*'P.PROPR10'12X'HL1'12X'HL2'1 · 
IF{ MCARGI 10,800, 10 

C FORCAS OE SUPERFICIE 
c 

10 WRITEIS,361 
00 800 I=l,MCARG 
READ{8,lll M,GP{MJ,Hll(M),HL2(MJ 

11 FORMATII10,3Fl0.21 
WRITEIS,136) M,GP(Ml,Hll(Ml,HL21Ml 

136 FORMAT(23X,I5,5X,3Fl5.3J 
800 CONTINUE 

RETURN 
ENO 

// OUP 
*DELETE LI OCA 1E36 
*STORE WS UA L IOCA 1E36 
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// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 

c 
e 
c 

c 

SUBROUTINE FORME 

ESTA SUBROTINA MONTA A MATRIZ OE RIGIDEZ DA ESTRURURA 

COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 
*,NEL,NOELI 10),ANO( 101,ANB( lOl,EA( 101· -

COMMON NOP(50,2l,IMATl50l,NTIP(501,NBCl401,NFIX(40l,NPT(501 
COMMON SK( 150, 12 J, X ( 50 l, Y( 50 hAC 1150 l ,DP( 1·20) ,ORJUO ,2-1 

*,S16,6l ,GP( 50l ,HL1150l ,HL2(501,ESPE (501,R·ll3) ,NC00(50) 
NBANO=l2 
PI=3.14159265 

C MONTAGEM OA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL 
c 

c 

00 300 N=l,NSZF 
DO 300 M=l,NBANO 

300 SKIN,Ml=O. 
KKl=l 
DO 400 N=l,NE 
CALL AXRIGINI 
DO 350 JJ=l,NCN 
NROWB=INOPIN,JJl-ll*NDF 
IF(NROWB)350,305,305 

305 DO 350 J=l,NDF 
NROWB=NROWB+l 
I=IJJ-ll*NDF+J 
DO 330 KK=l,NCN 
NCOLB=(NOPIN,KKl-ll*NOF 
DO 320 K=l,NDF 
L=IKK-ll*NDF+K 
NCOL=NCDLB+K+l-NROWB 
IF(NCOLl320,320,310 

310 SKINROWB,NCOLl=SK(NROWB,NCOLl+S(l,LI 
320 CONTINUE 
330 CONTINUE 
350 CONTINUE 
400 CONTINUE 

C CONTRIBUICAO DOS ANEIS OE REFORCO 



c 
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IFINELl200,200,201 
201 DO 900 NA=l,NEL 

NJ=NOELINAI 
11=3*1 NJ-11+1 
[3=3*1NJ-ll+3 
Sll=EilNAl*ANDINAl*ANBINAI/XINJl*2*PI 
S33=EAI NA 1 *ANO( NA l **3*ANB( NA l*2*P I / 112.*X INJ 11 
SK(ll,ll=SK(Il,ll+Sll 
SKII3,ll=SKII3,ll+S33 

900 CONTINUE 
200 CONTINUE 

c 
C INTROOUCAO DOS DESLOCAMENTOS PRESCRITOS 
c 

IP=O. 
DO 500 N=l,NB 
NX=lO**INDF-11 
l=NBCINI 
NROW=II-ll*NOF 
DO 490 M=l,NDF 
IP=IP+l 
NROW=NROW+l 
ICON=NFIX(NI/NX 
IFIICONl450,450,420 

420 SKINROW,11=1. 
AC(NROWl=DP(IPI 
DO 430 J=2,NBAND 
NR2=NROW-l+J 
IF(NR2-NSZFl600,600,601 

600 ACINR21=ACINR2l-SK(NROW,Jl*DPIIPJ 
SKINROW,Jl=O. 

601 NR=NROW+l-J 
IFINRl430,430 1 425 

425 ACINR)=ACINRl-SKINR,Jl*DPIIPI 
SKINR,Jl=O. 

430 CONTINUE 
NFIXINl=NFIXINI-NX*ICON 

450 NX=NX/10 
490 CONTINUE 
500 CONTINUE 

RETURN 
END 

// OUP 
•OELETE FORME 1E36 
*STORE WS UA FORME -l-E36 
// FOR 
•ONE WORO INTEGERS 
*EXTENDEO PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 



140 

SUBROUTINE AXRIG(NI 
c 
C ESTA SUBROTINA CALCULA AS MATRIZES DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS 
C ESFERICO, CONICO~ CI~INDRICO~ DE PLACA CIRCULAR 
c 

e 

_DIMENSION DB(6,61,B(6,6I 
COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 

*,NEL,NOEL(lOl,AND( 101,ANB( 101,EA( 101 ·· ········ 
COMMON NOP(50,2l,IMATf501,NTIP(501,NBC(40J,NFIX(40),NPT(501 
COMMON SK ( 150, 121, XI 501, Y 150 l ,ACI 150 l·,·OP(120·1 ,ORT ( 10 ,21 

*• S{ 6, 61, GP( 501, Hlll 50 l, Hl2 {·50 l,ESPE 1501,Rl-131 , NCOO( 50 I· 
COMMON XE( 21, YEI 21, ZCI 41, SC-141, SEI 4hDS(4·h Z( 4) ,DZ 141, 

*F( 51, 00{ 6 I, E, H, XNI, Hh H2, G;,XK2, SFI ,CFl-·•Sl·I ,CI l, 
*SIS,CIS,11,12,13 ,AML(61 

Pl=3.14159265 
J=NOPIN,11 
K=NOPIN,21 
XE(ll=XIJJ 
XE(21=X(Kl 
YE(ll=O. 
YE(21=YIKJ-Y(JI 
H=ESPEINl 
M=IMAT<NJ 
E=ORTIM,11 
XNl=ORTIM,2) 
G=GP(NI 
Hl=HlllNI 
H2=Hl21NI 
00 55 Ll=l,6 
00 55 L2=1,6 
SIL1,L21=0. 
B(Ll,L21=0. 

55 OBIL1,L21=0. 
00 50 1=1,6 
AMLI l l=O. 

50 OO(Il=O. 
IFIXEl2ll800,80l,800 

801 NSZF=NSZF-3 
NNO=l 
NCON=2 
NP=NP-1 
MM=3 
GOTO 804 

800 NN0=2 
NCON=4 
MM=6 

804 IFINTIPINl-41850,851,850 
851 XR=XEI li 

NP0=2 
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C ELEMENTO DE PLACA CIRCULAR 
c 

CALL CIRKD(B,DB,XR,NPOI 
GOTO 1000 

B50 IF(NTIP(Nl-21701,711,701 
701 XL=SQRTIYE(2l**2+(XE(ll-XEl2ll**2l 

DO 21 IC=l,NNO 
11=3*IC-2 
12=3* IC-1 
13=3*1C 
K4=3-2*1C 
XA=XE(ICl 
IFtNTIP(Nl-3)740,741,740 

740 CONTINUE 
c 
C ELEMENTO CILINDRICO 
c 

c 

YY=I IC-1 l*XL 
XK=SQRTISQRTl3.*ll-XNl**2ll/lXE(ICl*Hll 
CALL INDIC(YY,XL,XKI 
DO 31 JC=l,NCON 
XD=E*H**3/(12*11-XNl**2ll 
Kl=l-2*(JC/31 
IS=JC-(-ll**JC 
K2:Kl*IJC-ISI 
B(ll,JC):XK*XA*SC(JCl*l-K2l 
B(l2,JC):XNI*ZC(JCI 
B(I3,JCJ=2.*XA*XK**2*ZC(ISl*IJC-ISI 
DB(ll,JCl=2.*PI*E*H*ZCIJCl*K4· 
08(13,JCI= PI*E*H*SC(ISI/XK*Kl*K4 

31 CONTINUE 
BI Il,5l=XNI 
8(12,51=-YY/XEIICI 
B112,61=1. 
0B112,51=2.*Pl*E*H*K4 
GOTO 21 

C ELEMENTO CONICO 
c 

741 X2=XEl1J-XEl2l 
TFl=ABSIYEl21/X21 
CFl=ABS(X2/XLI 
SFl=ABSIYE(2J/XLI 
CK=ABSIX2l/X2 
CKl=ABSIYEl2ll/YE12l 
CK2=CK1*12*1C-31 
CK3:CK*(2*1C-3l 
Cl=CK*CKl 

XK2=SQRT(l2.*(l.-XNl**2l*ITFI/Hl**21 
X l=XE( li 
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1F(Xl-XEl2Jl900,900 1 901 
900 Xl=XEl21 
901 CONTINUE 

XK=SQRTIXK21 
Yl=XE(ICI/ABSICFII 
T=2.*XK*SQRT( Yll 
TK=2.*XK*SQRT(XE(21/ABS(CFIII 
CALL BSSELIT,TK,XAJ 
00 24 I=l,NCON 
1 P= 1- 1 -11 ** 1 
B(ll,Il=CFI*I-0.5*T*OZIIl+ll+XNll*IZ(Il+IIP-ll*2./T*OZ(IPlll 
8(12,Il=IBIIl,ll/TFl-(XNl*Zlll+tlP-11*2.•tl+XNll/T*OZ(IPJl/SFil*Cl 
B( 13, 11=-SQRTI 12.*I l.-XNI**2·11/H*I 11-IPl*ZI IPJ+2./T*Oz.l 11 l*Cl 
OBII1,Il=l2.*Pl*IZlll+IIP-Il*2•/T*DZ(lPlll*E*H*CK3 
Al=(I-IPl*T*OZIIPI 
A2=1IP-ll*2*11-XNll*ZIIPI 
A3=-4*11-XNll*OZ(Il/T 
OBII3,Il=4.*PI*SFI/CFI*XA/T**2*(Al+A2+A3l*E*H*CK2 

24 CONTINUE 
B(Il,5J=XNI/SFI 
B112,51=1ALOG(XA/XIl+XNl*CF1**21/(SF1**2*CFll*Cl 
B112,MMl=Cl 
B113,51=-CFl*Cl/lXA*SFl**21 
OBII1,51=2.*PI*E*H/TFl*CK3 
0B112,51=-2.*Pl*E*H*CK2 
OB(13,51=2.*PI*E*H**3*CFI/112.*ll.+XNll*Yl*SF1**2l*(-CK2l 
AMLIIll=AMLIIll*CK3 
AML(I2l=AMLl12l*CK2 

21 CONTINUE 
GOTO 1000 

e 
C ELEMENTO ESFERlCO SOLUCAO EM SERIE HIPERGEOMETRICA 
C OU EM SERIE ASSINTOTlCA · 
e 

711 YO=(XEl21**2-XE(ll**2+YE(21**2l/12*YE(2ll 
R=SQRTIXEl11**2+Y0**2l 
SI l=XEI ll/R 
SIS=XEl2J/R 
CIS=IYEl21-YOI/R 
ClI=-YO/R 
TANl=(l.-Clll/Sll 
XK2=SQRTl12.*ll-XNl**2l*(R/Hl**2-XNl**21 
XK=SQRT(XK21 
XK4=XK2**2 
00 .550 11=1,NNO 
11=3*11-2 
12=3*11-1 
13=3*11 
SFl=XE( li 1/R 
CFl=IYE(lll-YOJ/R 



CALL HIPGEIR) 
TAN=ll.-CFil/SFI 
BETA=-(l+XNI*SFI**2l 
KL=-1 
DO 444 LI=l,NCON 
KL=-KL 
IC=Ll+KL 
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8111,Lll=SFI*IXNI*CFI*SEILIJ-DSILI)l 
8112,Lil=BETA*SEILII-CFI*DS(Lll 
B(I3,LI)=SFI*IXNI*SE(Ll)+KL*XK2*SEIICll/R 
Kl=2*I I-3 
Pl=2.*Pl*Kl*E*H 
DB(Il,Lil=Pl*SFI*SEILII 
DX=-1Kl*E*H**3*2.*PI*SFil/112.*R*ll.-XNl**2l l 
DBII3,Lil=DX*fXNI*DSILil+KL*DSIICl*XK2+XNI*CFI*IXNI*SEILil+KL*SEII 

*Cl*XK2l1 
444 CONTINUE 

B{Il,5l=ll+XNil/SFI 
B(I2,5l=(l+XNil*IALOG(TAN/TANI)+CII/SII**21 
8(12,MM)=l. 
DB(Il,5l=Pl*CFI/SFI 
DBII2,5l=-Pl 

550 CONTINUE 
1000 CONTINUE 

c 
C CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO 
C E DAS CARGAS NODAIS EQUIVALENTES 
c 

CALL INVMB IB,MMI 
DO 30 JJ=l,MM 
DO 30 KK=l,MM 
00 30 I=l,MM 

30 SIJJ,KK)=S(JJ,KKl+OB(JJ,Il*BII,KKl 
WRITEl10 1 KKllB,DO 

c 
C CARGAS NODAIS EQUIVALENTES 
c 

IFIHl+H2l300,301,300 
301 IF(Gl300,360,300 
300 CONTINUE 

DO 20 I=l,MM 
DO 20 JC=l,MM 
AMLIIl=AMLIIl+SII,JCl*DOIJCJ 

20 CONTINUE 
00 40 L=l,NDF 
I C= ( J-11 *NDF+L 
KC=IK-ll*NOF+L 
ACIICl=ACIICl+AML(Ll 
ACIKCl=ACIKCl+AML(L+3l 

40 CONTINUE 



360 CONTINUE 
NCN=NNO 
RETURN 
END 

// DUP 
*DELETE AXRIG 
*STORE WS UA AXRIG 

*DELETE INDIC 
*STORE WS UA INDIC 
// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECJSION 
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SUBROUTINE INVMB(AM,Ml 
e 
C SUBROTINA DE INVERCAO 
e 

1E36 
1E36 

1E36 
1E36 

DIMENSION IPil6l,INDl6,2l,PIVl6l,DISl6,ll,AMl6,6l 
NCOLN=O 
DET=l.O 
DO. 20 J=l,M 

20 IPIIJl=O 
DO 550 1=1,M 
AMAX=O.O 
DO 105 J=l,M 
IFIIPIIJl-1160,105,60 

60 DO 100 K=l,M 
IF(IPI(Kl-ll 80,100,740 

80 IFIABS(AMAXI-ABSIAMIJ•Klll85,100,100 
85 IROW=J 

ICO=K 
AMAX=AMIJ,K) 

100 CONTINUE 
105 CONTINUE 

!PI I ICOI= IP II ICO l+l 
IFIIROW-ICOll40,260,140 

140 DET=-DET 
DO 200 L=l,M 
SWAP=AM( IROW,L 1 
AMIIROW,Ll=AMIICO,Ll 

200 AMIICO,Ll=SWAP 
IF(NCOLNl 260,260,210 

210 DO 250 L=l,NCOLN 
SWAP=OISIIROW,Ll 
DISIIROW,LJ=OISIICO,Ll 



250 DISIICO,Ll=SWAP 
260 INDCI,ll=IROW 

PIV(Il=AMIICO,ICOI 
.INDII,2J=ICO 
DET=DET*PIV!ll 
AMIICO,ICOl=l.O 
DO 350 L=l,M 
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350 AM(ICO,Ll=AMIICO,Ll/PIVIII 
IFINCOLNJ 380,380,360 

360 DO 370 L=l,NCOLN 
370 DISIICO,Ll=DIS(ICO,Ll/PIVIII 
380 DO 550 LZ=l,M 

IFILZ-ICOl400,550,400 
400 T=AMILX,ICOI 

AMILZ,ICOl=O.O 
DO 450 L=l,M 

450 AMILZ,Ll=AMILZ,LJ-AMIICO,Ll*T 
IFINCOLNl550,550,460 

460 DO 500 L=l,NCOLN 
500 DIS(LZ,Ll=DISILZ,Ll-DIS(ICO,Ll*T 
550 CONTINUE 

DO 710 I=l,M 
L=M+l-1 
IFIINDIL,11-INDIL,211630,710,630 

630 JROW=INOIL,ll 
JCO=INDIL,21 
DO 705 K=l ,M 
SWAP=AMIK,JROWJ 
AMIK,JROWl=AM{K,JCOI 
AMIK,JCOl=SWAP 

705 CONTINUE 
710 CONTINUE 
740 CONTINUE 

RETURN 
END 

// DUP 
*DELETE INVMB 1E36 
*STORE WS UA INVMB 1E36 

// FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 
c 
C CALCULA A SOLUCAO DO CILINDRO 
c 

SUBROUTINE INDICIYY,XL,XKI 
COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 



c 
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*,NEL,NOEL(l01,ANO(l01,ANBl10l,EAl101 
COMMON NOPl50,21,IMAT(5011NTIPl501,NBCl401,NFIXl401,NPTl501 
COMMON SKI 150, 121,X( 50 h YI 501,AC11501,DPI 1201,ORT110,21 

*,S16,61,GP(501,HL11501,HL2(50l,ESPEl50l,Rll31,NC00(50l· 
COMMON XE(2l,YEI 21,ZCl41,SC(4l,SEl4l ,DSl41,Zl41,0Zl41, 

*Fl51,01(61,E,H,XNI,Hl1H2,G1XK2,SFI,CFI1SII,CII1 
*SIS,CIS,11,12,13 ,AMLl6l 

P 1=3.14159265 

C CALCULO DAS FUNCOES EXPONICIAIS 
C SOLUCAO DA CASCA CILINDRICA 
e 

c 

ESP=EXPI-XK*YYI 
EP=EXPI-XK*IXL-YYII 
ZClll=ESP*COSIXK*YYI 
ZCl2l=ESP*SINIXK*YYl 
ZCl31=EP*COSIXK*IXL-YYll 
ZCl41=EP*SINIXK*IXL-YYII 
SClll=ZClll+ZCl2l 
SCl21=ZC(ll-ZCl21 
SCl3l=ZCl31+ZC(4l 
SCl41=ZC(31-ZCl4l 

C CALCULO DOS DESLOCAMENTOS E ESFORCOS 
C EM REGIME DE MEMBRANA 
c 

XA=XE( li 
Dlllll=G*XA*IXL-YYl*XNI/IE*HI+ 

*XA**2*1Hl-(Hl-H21/XL*YYI/IE*HI 
01112l=-G*YY*(2.*XL-YYl*XNI/(E*Hl-

*XA*XNI*YY*l2*Hl-lHl-H2J/XL*YYl/(2*E*Hl 
01 ( 13 )= '1-G*XA*XN I-XA**2* ( Hl-H21 /Xll / ( E*H l 
Fl21=-G*IXL-YYl 
F(4l=XA*IH1-(Hl-H21/XL*YYI 
AMLl21=-G*XL*2•*PI*XA 
RETURN 
END 

// OUP 

// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
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*EXTENDED PRECISION 
c 
c 
c 
c 
c 

ESTA SUBROTINA CALCULA AS FUNCOES OE BESSEL, SOLUCOES 
DA CASCA CONICA E OS ESFORCO$ E DESLOCAMENTOS 

EM REGIME DE MEMBRANA 

SUBROUTINE BSSELIT,TK,XAI 
COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 

*,NEL,NOELllOl,ANDllOl,ANB(lOlwEA(lOI 
COMMON NOP(50,21,IMAT(50l,NTIP1501,NBCl401,NFIX(40l,NPT(50J 
COMMON SKl150,12l,Xl50l•Yl501,AC(l50l~DPl120l,ORTl10,2l 

*,S16,6J,GP(501,Hlll501,HL2(50l,ESPE(50l,Rl{3l,NC00(501 
COMMON XE{21,YEl21,ZC(41,SCl4l,SE{4l,DSl41,Z(41,DZ{4l, 

*Fl51,Dl{6l,E,H,XNI,Hl,H2,G,XK2,SFI,CFI,SII,CII, 
*SIS,CIS,11,12,13 ,AMLl61 · 

C=0.577215665 
P 1=3.14159265 
Yl=XA/ABS(CFil 
Tfl=SFI/CFI 
TJ=2.*SQRT{XK2*XE(ll/ABS(CF1ll 
TT=TJ 
IF(TJ-TKl70,71,71 

71 TT=TK 
TK=TJ 

70 IF(TK-10.1502,501,501 
c 
C PARA T MENOR QUE 10 
c 

502 ALG=-(C+ALOGIT/211 
Zlll=l. 
Z(21=0. 
Z(31=0.5 
Z(4l=-2./Pl*ALG 
DZlll=O. 
DZ ( 21=0. 
DZ13l=O. 
DZl4l=2./(PI*TI 
T2=(T/2.l**2 
Kl=l 
T3=1. 
Sl=O. 
DO 150 N= 1, 20 
Kl=-Kl 
N2=2*N 
T3=T3*T2*1{2.*N-ll*(2.*Nll**2 
Sl=Sl+l./{2.*Nl+l./(2.*N-ll 
N3=N2**2 
S2=Sl-l./N2 
PX=Kl*T3 
Zlll=Z( ll+PX 



c 
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Z(2l=Z(2l+PX*N3/T2 
Z(31=Z(31-2./Pl*I-ALG*N3-S2*N31*(PX/T2l+PX/2. 
Z(4l=Z(4)+PX/2.*IN3/T2l-2./Pl*IALG*PX+Sl*PXl 
OZtll=OZlll+PX*4*N/T 
OZ12l=OZ(2l+PX*N3*14*N-21/(T2*TI 
OZ(3l=OZl3l-2./Pl*IN3/IT2*Tl*PX-ALG*N3*14*N-21/(T2*Tl*PX-S2*N3*14* 

*N-2l/{T2*Tl*PXl+2*PX*N/T 
OZ(4l=OZl4l+PX/2.*N3*(4.•N-21/IT2*Tl-2.•PX/(Pl*Tl*l-l.+4.*N*(ALG+S 

*l ll 
150 CONTINUE 

GOTO 1001 

C PARA T MAIOR QUE 10 
c 

501 T2=1T-TTI/SQRT(2.l 
CO=l./SQRT(2.*Pl*Tl 
T3=T/SQRT(2.l-PI/8. 
T4=T/SQRT(2.l+Pl/8. 
EPl=EXPIT2l 

·EP2=1./EP1 
Z(ll=CO*EPl*ICOS(T3l+S1NIT41/(8.*Tll 
Z(2l=-CO*EPl*(SIN(T3J-COS(T4l/(8.*Tll 
OZ(ll=CO*EPl*(COS(T41-3~*COS(T31/(8.*Tll 
OZl21=-CO*EPl*ISINIT41-3.•SIN(T31/(8.*Tll 
Zl31=2.•CO*EP2*1SIN(T4l-COS(T3l/(8.*Tll 
Zl4l=-2.*CO*EP2*(COSIT4l+SIN(T31/(8.*Tll 
OZ(3l=-2.•CO*EP2*(S1N(T3l+3.*SIN(T4)/(8.•Tll 
OZ(4l=2.*CO*EP2*(COSIT31+3.*COSIT4l/(8.*TII 

1001 CONTINUE 
e 
C DESLOCAMENTOS E ESFORCOS 
C EM REGIME DE MEMBRANA 
e 

CK=ABS !'XE ( ll-X E( 211 /1 ( XE ( 11-XE ( 21 1 l 
CKl=ABSIYE(211/YE(2) 
Cl=CK*CKl 
Xl=XE(ll 
XS=XE(21 
Hl=Hl 
HS=H2 
IF(XE(ll-XE(2ll900,901,901 

900 XI=XE(21 
XS=XE(ll 
HI=H2 
HS=Hl 

901 CONTINUE 
ALH=ALOG(Xl/XA) 
YS=XS/CFI 
YI=XI/CFI 
EH=E*H 
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IF1Hl+H2)700,701,700 
c 
C PRESSAO HIOROSTATICA 
c 

700 CONTINUE 
GAMA=IHI-HS)/(YI-YSJ 
Pl=-GAMA/(3.*TFI) 
P2=(GAMA*YS-HS)/Í2.*TFI) 
P3=-IP2+Pl*YSl*YS**2• 
F(2)=Pl*Yl**2+P2*Yl+l./Yl*P3 
Fl41=3.*Pl*Yl**2+2.*P2*Yl 
P4=Pl*Y 1**3/3.+P2*Yl**212.-XN I* ( P l*Yl**3+P2*Yl**2.I 
P5=Pl*Yl**3/3.+P2*YI**2/2s-XN1*{Pl*YI**3+P2*YI**21 
011Ill=XA*IFl4)-XNI*Fl2ll/lE*HI 
01112l=IIP5-P4+ALH*P3)/{EH*SFil+Dlllll/TFil*Cl 
Ol(I3J=t-8.*Pl*Yl**2-3.*Yl*P2+1./Yl*P3)/IEH*TFil*Cl 
AML{lll= 2.*PI*XA*Fl21*CFI 
AML(I2l=-2.*Pl*XA*Fl21*SFI 

701 IF(Gl750,751,750 
c 
C PESO PROPRIO 
c 

750 PA=-G/12.*SFII 
P8=-PA*YS**2 
PC=-G*CFI**2/SF1 
PF2=PA*Yl+l./Yl*PB 
PF4=PC*Yl 
DG1=Yl*CFI*IPF4-XNI*PF21/EH 
Fl2l=Fl2l+PF2 
F14l=F(4l+PF4 
Ol(Ill=Dl{Ill+OGl 
Dl{I2l=Dl(I21+10Gl*CFI/SFI+IIYI**2-Yl**21/2.*IPA-XNI*PCI 

*+PB*ALHl/(EH*SFill*Cl 
Ol(I3l=D1113l+l(l.+2.*XNll*PA*Yl-PC*Yl*l2.+XNll+l./Yl*PBI 

*IIEH*TFil*Cl 
AML(Ill=AML(lll+2.*PI*XA*Pf2*CFI 
AML(l21=AML(l21-2.*Pl*XA*PF2*SFI 

751 CONTINUE 
RETURN 
ENO 

// DUP 
*DELETE BSSEL 1E36 
*STORE WS UA BSSEL 1E36 



150 

// FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 
c 
C CALCULA A SOLUCAO DA PLACA CIRCULAR 
c 

c 

SUBROUTINE CIRKOIB,DB,XR,NPOI 
DIMENSION B16,6l,DB(6,61 
COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLO,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 

*,NEL,NOEL(l01,ANDl10l,ANBl101,EA(l01 
COMMON NOP(50,21,IMAT{50l•NTIP(50l,NBC(401,NFIXl40J,NPT(501 
COMMON SK(l50,121,X(501,Y(50l,ACl150l,0Pll201,0RT(10,21 

*,S16,61,GP(50l,HL11501,~L2(501,ESPE(501,Rll31,NCOOl501 
COMMON XE{21,YEl2l,ZC(41,SC(41,SEl41,DSl41,Zl41,DZl4J, 

*Fl51,Dll61,E,H,XNI,Hl,H2,P,XK2,SFI,CFl,Sll,CII, 
*SIS,CIS,11,12,13 ,AMLl61 

PI=3.14159265 
XD=E*H**3/112.*ll.-XNl**211 
RP=XE(ll 
RO=XR/RP 
ON=l.-XNI 
SN=l.+XNI 
BETA=XEl21/XE(l) 
ALB=ALOGIBETAI 
BT=BETA**2/(1.~BETA**2l 
C1=3.+XNl+4.*SN*BT*ALB 
C2=3~+XNI-4.*SN*BT*ALB 
BC=3.+XNI-BETA**2*C2 
PK=P*RP**3/ll6.*XDI 
IF(XEl21121,20,21 

C PLACA COM FURO 
c 

21 00 30 J=l,NPO 
Il=3*J-2 
12=3*J-l 
l3=3*J 
ALR=ALOG{ROI 
B111,51=-SN/RO 
B111,6l=DN*RO 
B( 12, ll=ALR 
BI I 2, .2) =R0:1'*2 
B112,31=R0**2*ALR 
8112,41=1-
8( 13, ll=-l./(RO*RPJ 
BII3,21=-2.*RO/RP 
B113,31=-ll.+2.*ALRI/RP*RO 



c 

KP=3-2*J 
NCN=2 
IF(NP0-1140,41,40 
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C FORCAS NODAIS 
c 

c 

40 08(11,51= 2.*Pl*E*H/RO*KP 
08111,61= 2.*PI*E*H*RO*KP 
08(12,3l=-8.*Pl*XO/(RP**2l*KP 
08(13,11=2.*Pl*XD*DN/(RP*ROl*KP 
08(13,21=-4.*Pl*XD*SN*RO/RP*KP 
DB113,31=-2.*PI*XO/RP*RO*l3.+XNl+2.*ll.+XNil*ALRl*KP 
GOTO 50 

C ESFORCOS UNITARIOS 
c 

41 DBl11,31=4.*XD/!RO*RP**31 
08t2,51=E*H/(R0**2*RPI 
D812,6l=E*H/RP 
OB13,ll=-DN*XD/IRP*ROl**2 
DB13,21=2.*SN*XD/RP**2 
08(3 1 3)=XD*(3.+XNI+2.*ll~+XNll*ALRI/RP**2 
DB14,51=-DB12,51 
0814,61=08(2,61 
0815,ll=-DB13,ll 
D815,2l=DBl3,21 
08(5,3)=XD*ll.+3.*XNl+2.*ll.+XNll*ALRI/RP**2 

50 CONTINUE 
c 
C SOLUCAO PARTICULAR 
c 

CR=Cl/DN+2.*R0**2 
Dl(I21=-PK*RP/4~*12./SN*BC*ll.~R0**2l-l.+R0**4 

*-4.*8ETA**2*ALR*CRl 
Olll31=-PK*(l./SN*BC-R0**2+8ETA**2*(CR/R0**2+4.*ALRll*RO 
F(ll=-P*RP/2.*IR0-8ETA**2/ROI 
F(3l=P*RP**2/16.*((3.+XNll*(l.-R0**2l-BETA**2 

**Cl*ll./R0**2-l.)+4.*(l.+XNll*BETA**2*ALR) 
Fl5l=P*RP**2/l6*((1.+3.*XNil*ll.-R0**21+BETA**2*Cl*ll./RO* 

**2-1.J 
*+4.*(l.+XNll*BETA**2*ALR+2.*(l.-XNil-2.*BETA**2*12.*ll.-XN 
*I 1-Cll 1 

AML(l21=2.*PI*RP*RO*Flll · 
RO=XE(2l/RP 

30 CONTINUE 
GOTO 200. 

c 
C PLACA SEM FURO 
e 

20 811,2l=DN*RO 



c 

B(2 1 ll=R0**2 
B12,31=1. 
B13,ll=-2.*RO/RP 
IFINP0-1160,61,60 

152 

C FORCAS NODAIS 
c 

e 

60 DBll,21=2.*Pl*RO*E*H 
DB13,ll=-4.*PI*XD*RO*SN/RP 
GOTO 100 

C ESFORCO$ UNITARIOS 
c 

e 

61 DB12,21=E*H/RP 
DB13,11=2.*XD*SN/RP**2 
DB14,2l=DB12,21 
DB15,ll=DB13,ll 

C SOLUCAO PARTICULAR 
c 

100 CONTINUE 
Dll2l=-PK*RP/4.*{l.-R0**21*115.+XNII/SN-R0**21 
D1(31=-PK*RO*ll3.+XN!l/SN-R0**21 
F(ll=-P*RP*R0/2. 
F13l=P*RP**2/l6.*(3.+XNl)*(l.-R0**21 
F(51~P*RP**2/16.*(3.+XNI-ll.+3.*XNil*R0**21 
AML(21=2.*RP*PI*F{ll 
NCN=l 

200 CONTINUE 
RETURN 
END 

// DUP 
*DELETE CIRKO 1E36 
*STORE WS UA CIRKO 1E36 

// FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 
e 
C CALCULA A SOLUCAO DA CASCA ESFERICA 
c 

SUBROUTINE HIPGEIRl 
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COMM0N NP,NE,NDF,NCN,NLD,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 
*,NEL,N0Elll0l,AND(l0l,ANBll0l,EAll0I 

C0MM0N N0Pl50,2l,IMATl501,NTIPl501,NBCl401,NFIXl401,NPT(50) 
C0MM0N SKl150,121,X(501,Yl501,ACl1501,DP(l201,0RT(l0,21 

*,SS(6,6J,GPl50l,Hlll501,Hl2(501,ESPEl501,Rll31,NC00l501 
C0MM0N XE12l,YEl21,ZCl41,SCl41, Tl41,DSl41,Zl4l,DZl41, 

*Fl51,07(6l,E,H,XNI,Hl,H2,G,XKX,SFI,CFI,SII,CII, 
*SIS,CIS, Il, 12, 13 ,AML16) 

PI=3.14159265 
TANI=l 1-CI ll/SI I 
TAN=l l-CFI 1/SFI 
IF(SII-0.5190,90,97 

97 IFISII-0.86)98,91,91 
98 IF(XKX*SII-200190,90,91 

e 
C S0LUCA0 EM SERIE HIPERGE0METRICA 
e 

90 XK2=XKX 
XK=SQRTIXK2l 
XK4=XK2**2 
Al=l. 
Bl=0. 
SF2=SF 1**2 
ALX=AL0GISF2l 
Tlll=l. 
Tl21=0. 
T(3)=-4./ll.+XK41/SF2+1. 
Tl4l=4*XK2/ll.+XK4l/SF2 
PS3=4./(l.+XK41/SF2+1. 
PS4=-4.*XK2/(l.+XK41/SF2 
PSl=T(ll 
PS2=Tl2l 
S0Ml=0. 
S0M2=0. 
S=2. 
DO 20 N=3,200 
S=S+l. 
CA=4.*S**2-l8.*S+l9 
DA=4.*S**2-12.*S+8 
A2=Al 
Al=IAl*CA+Bl*XK21/DA*SF2 
Bl=I-A2*XK2+Bl*CAI/DA*SF2 
V=N-3 
BC=4.*V**2+6*V+l. 
DC=BC**2+XK4 
S0Ml=S0M1+16.+8.*Vl*BC/DC-2./12.+VI 
S0M2=S0M2+16.+8.*Vl*XK2/DC 
C0=l./lN-11 
Cl=Al*IC0+S0M11-Bl*S0M2 
.Dl=Bl*IC0+S0Mll+Al*S0M2 



e 
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TI ll=T ( li +Al 
Tl2l=Tl2l+Bl 
T(31=Tl3l+Cl 
T(41=Tl4l+Dl 
PSl=PS1+(2*N-31*Al 
PS2=PS2+(2*N-3l*Bl 
PS3=PS3+12*N-3l*Cl 
PS4=PS4+12*N-3l*Dl 
lf{ABS(All-0.0000001121,20,20 

20 CONTINUE 
21 CONTINUE 

T(3l=ALX*Tlll+T{31 
Tl41=ALX*T12l+T(41 
DS(ll=PSl*CFI 
0S121=PS2*Cfl 
DSl31=CFl*IALX*PS1+2.*Tlll+PS31 
DS(4l=CFl*IALX*PS2+2.*Tl2l+PS41 
GOTO 94 

C SOLUCAO EM SERIE ASSINTOTICA 
e 

91 XK2=XKX/2. 
XK=SQRTIXK21 
XK3=XK*XK2 
XK4=XK2**2 
FI=ATAN(SFI/CFII 
PSl=Pl/2.-FI 
FII=ATANISII/CIII 
FIS=ATA~ISIS/CISI 
Wl=FII-FI 
W2=FI-FIS 
TG=CFI/SFI 
TG2=TG**2 
TG3=TG**3 
TG4=TG2**2 
TG5=TG2*TG3 
PSQ=PSl**2 
PS3=PSl**3 
PS4=PSl**4 
TO=l. 
Tl=l5*PSl-3*TGl/8. 
T2=5.*15*PSQ-6*PSI*TG-3*TG21/l28. 
T3=5*1120.*PSl+25.*PS3-216.*TG-45.*PSQ*TG-45.*PSI*TG2 

*-63.*TG31/3072. 
T4=5*12400.*PSQ+l25.*PS4-5760.*PSl*TG-300.*PS3*TG-6624.*TG2 

*-450.*PSQ*TG2-l260.*PSl*TG3-2835.*TG4l/98304• 
Dl=-12.-3.*TG2l/8. 
02=-5.*12.*PSI-6.*TG-3.*TG2-3.*TG3l/64. 
03=5.*132-10.*PSQ+60.*PSl*TG+l50.*TG2+15.*PSQ*TG2+ 

*30.*PSI*TG3+63.*TG4)/1024~ 
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O4=5.*(24O.*PSI-SO.*PS3+4752.*TG+45O.*PSQ*TG+261O.*PSI*TG2+ 
*75.*PS3*TG2+6462.*TG3+225.*PSQ*TG3+945.*PSI*TG4+2835.*TG5l/24576. 
Yl=l.+Tl/12.*XKl-T3/(4.*XK3l-T4/(4.*XK41 
Y2=Tl/(2.*XKl+T2/(2.*XK2)+T3/14.*XK3)" 
Y3=1.-Tl/(2.*XKl+T3/14.•XK3l-T4/14.*XK41 
Y4=-Tl/12.*XKl+T2/(2.*XK2l-T3/14.*XK3l 
OYl=Ol/(2.*XK)~O3/(4.*XK3l-O4/(4.*XK4) 
OY2=Ol/(2.*XKl+O2/(2.*XK2l+O3/(4.*XK31 
OY3=-Ol/(2.*XK)+O3/(4~*XK3)-O4/(4.*XK4l 
DY4=-Dl/(2.*XK)+O2/(2.*XK2)-O3/(4.*XK3l 
SQI=SQRTISFll 
SQ=SQl*SFI 
EPl=EXP(-XK*Wll 
EP2=EXPI-XK*W2l 
COl=COSIXK*Wll 
CO2=COSIXK*W21 
Sll=SINIXK*Wll 
S12=SINIXK*W2l 
Tlll=EPl*IYl*COl-Y2*Slll/SQ 
Tl21=EPl*IY2*COl+Yl*Slll/SQ 
Tl31=EP2*1Y3*CO2-Y4*Sl2)/SQ 
Tl41=EP2*1Y4*CO2+Y3*S12)/SQ 
Vl=Yl*TG/2.-(OYl+XK*(Yl+Y2ll 
V2=Y2*TG/2.-IDY2+XK*IY2-Ylll 
V3=Y3*TG/2.-IDY3-XK*IY3+Y4ll 
V4=Y4*TG/2.-IOY4-XK*(Y4-Y3ll 
OS(ll=-EPl*IVl*COl-V2*Slll/SQI 
DSl2l=-EPl*IV2*COl+Vl*Slll/SQI 
DSl3l=-EP2*1V3*CO2-V4*S121/SQI 
OSl41=-EP2*1V4*CO2+V3*Sl2l/SQI 

94 CONTINUE 
c 
C CALCULO DOS DESLOCAMENTOS E ESFORCOS 
C EM REGIME DE MEMBRANA 
c 

Gl=-R*G*CIS 
G2=R*G 
GAMA=IH1-H2l/ l R* IC IS-CI I 11 
H3=GAMA*R*CIS+H2 
Al=-H3*R/2. 
A2=H3*R/2.*SIS**2+GAMA*R**2/3.*CIS**3 
A3=-GAMA*R**2/3. 
IFIXEl211971,972,971 

972 GI=ALOGll.+Clll 
GF=ALOG 11. +CF I 1 
CI=l./(1.+Clll 
CF=l./11.+CFII 
Fl21=-G2*CF+Al-A3*1CFI+CFl 
CO=R*ll.+XNll*IGI*IG2+A3l+Cl*IG2+A3*CIIll/lE*HI 
OC=-R*ll.+XNil*IGF*IG2+A3l+CF*IG2+A3*CFll1/IE*Hl 
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GOTO 279 
971 F121=(Gl+G2*CFl+A2+A3*CFl**3)/SFl**2+Al 

GI=ALOG( TANI 1 
GF=ALOG(TANI 
Al=ALOG(SIII 
AF=ALOG(SFII 
CO=R*ll.+XNil*l(Gl+A2l*IGI-CII/SII**21+G2*1AI-l./SII**2l 

*+A3*(Al-(CII/Slll**2ll/lE*Hl 
OC=-R*(l.+XNll*IIGl+A2l*IGF-CFI/SFI**21+G2*lAF-l./SFI**21 

*+A3*1AF-ICFI/SFil**211/(E*HI 
279 CONTINUE 

Fl4)=-F(2)+2.*Al-3.*A3*CFI-G2*CFI 
O71lll=R*SFl*(Fl4l~XNl*F(211/IE*Hl 
O71121=CO+OC+R*IF(41-XNl*Fl211*CFI/IE*HI 
O7(131=1-G2*12.+XNll+GAMA*R**2l*SFI/IE*Hl 
AML(lll=-2.*Pl*R*Fl21*CFl*SFl/3.*(4-lll 
AML(l21=2.*Pl*R*F121*SFl*SFl/3.*14-lll 
RETURN 
ENO 

li OUP 
*DELETE HIPGE 1E36 
*STORE WS UA HIPGE 1E36 

// FOR 
// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORO INTEGERS 
*EXTENOEO PRECISION 

SUBROUTINE RESIS 
e 
C RESOLVE O SISTEMA POR GAUSS 
e 

e 

COMMON NP,NE,NOF,NCN,NLO,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 
*,NEL,NOELllOl,ANO(lOl1ANBllOl,EA(lOI 

COMMON NOP(5O,2),IMAT15O),NTIPl5Ol,NBCl4O1,NFIXl4O1,NPT(5Ol 
COMMON SK(l5O,121,Xl5O1,Y(5O1,ACl15O1,OPl12O1,ORTllO,21 

* 1 Sl6 1 6l,GP(5O1,HL115Ol,HL2(5O1,ESPEl5O1,Rll3l,NCOO(5Ol 
NBANO=12 

C ELIMINACAO 



c 
00 300 N=l,NSZF 
I=N 
DO 290 L=2,NBAND 

1 57 

l=l+l 
IF(SKIN,Lll240,290,240 

240 C=SK(N,LI/SKIN,11 
J=O 
00 270 K=L,NBANO 
J=J+l 
1F(SKIN,Kll260,270,260 

260 SK(l,Jl=SKII,JI-C*SKIN,Kl 
270 CONTINUE 

SKIN,Ll=C 
ACIIl=ACIII-C*AC(Nl 

290 CONTINUE 
300 ACINl=ACINI/SKIN,11 

c 
C RETROSUBSTITUICAO 
c 

N=NSZF 
350 N=N-1 

IFINl500,500,360 
360 L=N 

00 400 K=2,NBAND 
L=L+l 
IFISK(N,Kll370,400,370 

370 AC(Nl=ACINI-SKIN,Kl*AC(Ll 
400 CONTINUE 

GOTO 350 
500 CONTINUE 

RETURN 
END 

// OUP 
*DELETE RESIS 1E36 
*STORE WS UA RESIS 1E36 

// FOR 
*ONE WORD INTEGERS 
*EXTENDED PRECISION 
*LIST SOURCE PROGRAM 
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SUBROUTINE AXTEC 

c 
C CALCULA OS ESFORCOS UNITARIOS 
c 

e 

OIMENSION·DBl6,6J,BB(6l,ODl6,6l,ONl6),Bl6,6l,DM16l 
DIMENSION FORl200,51 ,YP( 200) ,SWI 1800J,XPl200J 
COMMON NP,NE,NDF,NCN,NLO,NMAT,NSZF,NB,MCARG,KKl 

*,NEL,NOEL(lOl,ANDllOl1AN8(lOJ,EAllO) 
COMMON NOPl50,21,IMAT(50J,NTIP(50l,NBC(401,NFIX!40J,NPTl50) 
COMMON SKl150,12l,Xl501,Y(50l, Dll50lwDPl120l,ORT(l0,2) 

*,S!6,6l,GPl50l,HL1150),HL21501,ESPEl50J,Rll3l,NCOOl501 
COMMON XEl2l,YEl2l,ZC(4J,SCl41,SE(4),DSl4),Zl41,DZl41r 

*Fl51,Dll61,E,H,XNI,Hl,H2,G,XK2,SFI,CF1,SII,CII, 
*SIS,CIS,Il,12,13 ,AML(6) 

EQUIVALENCEISWlll,SK(lll 
EQUIVALENCE(YPlll,SWllll,IFORlll,SWl20lll,(XP(ll,SWl120lll 
PI=3.14159265 

C IMPRESSAO DOS DESLOCAMENTOS NODAIS 
c 

e 

WRITE15,101 
10 FORMATl1Hl,//40X'DESLOCAMENTOS NODAIS•// 

*19X'N0'18X 1 01'18X 1 D2'18X'03'l 
DO 66 l=l,NP 
11=3*(1-ll+l 
12=3*11-1)+2 
l3=3*(1-1)+3 
WRITE15,70JI,OII11,Dtl2l,0(13l 

70 FORMATl16X,I5,3E20.7J 
66 CONTINUE 

KKl=l 
11=1 
12=2 
13=3 
JP=O 

C CALCULO DOS ESFORCOS NOS ELEMENTOS 
c 

00 40 I=l,NE 
G=GPI I 1 
Hl=HLl(II 
H2=HL21Il 
JJ=NOP(I,11 
KK=NOPII,21 
LL=NPT II l 
YE(ll=O. 
YEl2l=YIKKI-YIJJl 
XE( ll=X I JJ l 
XEl2)=XIKK) 
H=ESPEIIJ 



M=IMAT(Il 
E=ORT(M,11 
XNI=ORT!M,21 
IF!XE(21120,21,20 

21 NCON=2 
NGL=3 
GOTO 23 

20 NCON=4 
NGL=6 
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23 CONTINUE 
c 
C LEITURA DA MATRIZ BE DOS DESLOCAMENTOS OE MEMBRANA OM 
c 

REAO(lO'KKllB,OM 
c 
C DESLOCAMENTOS NODAIS 00 ELEMENTO ON 
c 

c 

00 33 J=l,3 
Jl=3*(JJ-ll+J 
Kl=3*(KK-ll+J 
ON I J 1 = O ( J li 

33 ON(J+31=DIK11 
DO 50 IJ=l,LL 
JP=JP+l 
00 101 J=l,6 
00 101 L=l,5 
FILl=O. 

101 DB(L,Jl=O. 
00 67 J=l,3 
DO 67 L=l,6 • 

67 OO(J,Ll=O. 
IF(NTIP(ll-21 700,701,700 

700 CONTINUE 
XL=SQRTIYE(21**2+1XE(ll-XE(2ll**2l 
OY=XL/(_LL-ll 
XA=XE(ll+(XEl2l-XE(lll*IIJ-ll/lLL-ll 
IFINTIP(ll-41850,851,850 

C PLACA CIRCULAR 
c 

851 NPO=l 
CALL CIRKO(D0,08,XA,NPOl 
YY=YIJJI 
GOTO 22 

850 XO=E*H**3/112*(1-XNl**2ll 
IFINTIPCll-31 750,751,750 

750 CONTINUE 
c 
C CASCA CILINORICA 
c 



c 
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XK=SQRT(SQRT(3.*(l-XNI**211/(XA*Hll 
YY=IIJ-ll*OY 
CALL INOICIYY,XL,XKJ 
CO=l2.*ll-XNl**21/(H**2*XAJ 
00 777 JT=l,NCON 
KS=l-2*1 IT/31 
IS=IT-1-ll**IT 
KT=KS*(IT-ISJ 
08(1,ITl=E*H/XA*ZC(IT) 
08(3,ITl=-E*H*SC(ISl/{2.*XA*XKl*KS 
08(4,IT)=E*H*XK*SC(ITl*(-KTI 
OB15,ITJ=XNl*OB(3,ITI 

777 CONTINUE 
0812,51=-E*H/XA 
YY=YIJJl+YY 
GOTO 22 

C CASCA CONICA 
e 

c 

751 CONTINUE 
X2=XEI ll-XE(2) 
SFI=ABS(YE{2l/XLJ 
CFI=ABS(X2/Xll 
TFI=SFI/CFI 
Yl=XA/CFI 
CK=ABS(X2l/X2 
CK1=ABS{YE(2Jl/YE(2J 

XK2=SQRTl12.*ll.-XNl**2l*ITFI/Hl**2l 
XK=SQRT{XK21 
T=2*XK*SQRT I Yll 
TK=2.*XK*SQRTIXEl2J/ABSICFill 
CALL BSSELIT,TK,XAI 
00 24 J=l,NCON 
IC=J-(-ll**J 
OBll,Jl=E*H*SFI/CFI/Yl*(ZIJl+IIC-Jl*2•/T*OZIICll 
08(2,Jl=-OB{l,Jl*CFI/SFI 
Al=IJ-ICl*T*OZ{ICl 
A2=1IC-Jl*2*(1-XNil*ZIICI 
A3=-4*(1-XNil*OZ{JJ/T 
OBl3,Jl=+2*TFI*E*HIT**2*1Al+A2+A31 
OBl4,Jl=-2*XK2*E*H/T**2*1T*OZ(Jl-2*ZIJJ+(J-1Cl*4./T*OZIICII 
DBl5,JJ=+2*TFl*E*H/T**2*(XNI*Al-A2-A31 

24 CONTINUE 
0812,51=-E*H/IXA*SFII 
OB13,51=-E*H**3*CFl/112.*ll.+XNil*XA*Yl*SFl**2l 
0815,51=-0813,51 
YY=YIJJl+IXE(ll~XAl*YEl21/X2 
GOTO 22 

C CASCA ESFERICA 
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701 CONTINUE 
YO=IXE(2l**2-XE(ll**2+YEl2l**2l/12*YE{2ll 
R=SQRTIXE(ll**2+Y0**21 
Sil=XE( 11/R 
CII=-YO/R 
SIS=XEl21/R 
CIS=IYEl21-YOJ/R 
TANI=ll.-Clll/SII 
FJI =ATANISII/Clll+(l.-A6SICIII/Clll*Pl/2. 
FIS=ATAN(SIS/CISJ+ll.-A6SICISJ/CISl*Pl/2. 
OFl=IFII-FISJ/ILL-ll 
Fl=FII-IIJ-ll*DFI 
XK2=SQRT(l2.*ll-XNI**21*1R/Hl**2-XNl**21 
XK=SQRTIXK21 
XK4=XK2**2 
SFl=SINIFII 
CFI=COSIFIJ 
YY=R*CFl+YO +YIJJI 
XA=R*SF 1 
CALL HIPGE(RI 
TAN=ll-CFII/SFI 
6ETA=-ll+XNI*SFl**2l 
KL=-1 
00 444 ll=l,NCON 
KL=-KL 
IC=Ll+KL 
0611,Lll=E*H/R*SFl*SEILII 
0612,Lil=-E*HIR*CFl*SEILIJ 
OX=E*H**3/R**2/112.*ll-XN1**2ll 
06 ( 3, LI J=-OX* ( XN l*'os ILI J +XK2*0S ( I C 1 *Kl+XNl*CF I* 1 XNI *SE ( LI 1 +KL* 

*XK2*SEIICIII 
0614,Lil=-E*HIR*DSILII 
0615,Lll=-OX*IXNl*ICFI*SE(LIJ+XNl*DSILlll+KL*XK2* 

*ICFI*SEIICl+XNI*OSIICIJJ 
444 CONTINUE 

0612,51=-E*H/IR*SFl**2l 
06(4,51=-0612,51 

22 DO 88 K=l,NGL 
66(Kl=O. 
00 88 N=l,NGL 
661Kl=661Kl+6(K,Nl*IONIN)-OM(NJl 

88 CONTINUE 
e 
C CALCULO DOS ESFORCOS UNITARIOS EM CADA ELEMENTO 
c 

DO 202 J=l,5 
FORIJP,JJ=F(JJ 
DO 202 K=l,NGL 
FOR(JP,J)=FOR(JP,JJ+D61J,Kl*8B(K) 



202 CONTINUE 
XP(JP)=XA 
YP(JP)=YY 

50 CONTINUE 
40 CONTINUE 

WRITE(5,648l 
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648 FORMATt//40X'ESFORCOS UNITARIOS FINAIS'/ 
*l,8X 1 ELEM.•1ox•x•1ox•v•12x•QFI 1 12X'NFI•l2X•MFI 1 1ox•NTETA• 
*10X 1 MTETA 1 1 

JP=O 
DO 681 I=l ,NE 
Ll=NPTIII 
DO 681 N=l,Ll 
JP=JP+l 

681 WRITE15,6181I,XP(JPl,YP(JPl,IFOR(JP,JJ,J=l,5l 
618 FORMATtlOX,13,2Fll.2,5El5.6) 

IFINELl500,500,501 
501 WRITE15,550l 
550 FORMAT(//,20X,'ESFORCOS ATUANTES NOS ANEIS DE REFORCO'// 

*20X'N0'5X'ESFORCO NORMAL'5X 1 MOMENTO'UNITARIO'l 
DO 510 NA=l,NEL 
NJ=NOEL ( NA 1 
Il=3*(NJ-ll+l 
13=3*1NJ-ll+3 
FN=EA(NAl*AN81NAl*ANDINAl*Dllll/XINJI 
FM=EAINAl*ANBINAl*ANDINAl**3*DII3l/(12.*XINJl**21 
WRITE(5,5201NOELINAl,FN,FM 

520 FORMATl20X,I2,5X,El4.7,7X,El4.7l 
510 CONTINUE 
500 CONTINUE 

// OUP 

RETURN 
ENO 

*OELETE AXTEC 1E36 




