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RESUMO 

são estudados dois modelos para análise dinâ­

mica de estruturas de grande altura que tenham comportamentos ' 

assimiláveis ao de uma viga em balanço ou que tenham diafragmas 

rígidos horizontais. t suposta a ação do vento sob o ponto de 

vista determinista. 

As equaçoes gerais do movimento sao obtidas a 

partir do Principio de Hamilton. t introduzido o amortecimento 

do tipo viscoso. 

Algumas considerações sao feitas sobre a cons 

trução da matriz de amortecimento, fixando-se percentagens do 

amortecimento critico, desacoplamento de sistemas amortecidos e 

métodos de cálculo de valores característicos. 

Foi desenvolvido um programa automático em 

linguagem FORTRAN para o IBM/360 que fornece as características 

dinâmicas e resposta a diversos tipos de solicitações. 
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ABSTRACT 

The dynamic response of tall building is 

studied for two different behaviors of structures: a cantilever 

beam anda shear building. The wind action is supposed to be 

deterministic. 

A viscous type damping is introduced and the 

general equations of the motion are obtained from the Hamilton 

Principle. 

Some considerations are done on the nature 

of the damping matrix, by means of specifying the percentage 

of critica! damping, uncoupling of damped systems and methods 

for the calculation of the eigenvalues. 

An automatic computer program is developed 

to provide the dynamic characteristics and response to severa! 

types of loading. The program is written in FORTRAN for the 

IBM/360 computer. 
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NOTAÇÃO 

[B] - matriz que relaciona deslocamentos 

[e] - matriz de amortecimento 

D - função de dissipação de Rayleigh 

[E] - matriz de elasticidade 

E - módulo de elasticidade longitudinal 

{F} - vetor de forças 

[F] - matriz de flexibilidade 

G - módulo de elasticidade transversal 

[I] - matriz unitária 

J - momento de inércia 

[K] - matriz de rigidez 

L - função lagrangeana 

l -.comprimento do elemento de viga 

[M] - matriz de massas 

[mJ - matriz de massas diagonalizada 

M - momento fletor 

' 

m - momento uniformemente distribuldo 

nodais 

[NJ - matriz que define o campo de deslocamentos 

com deformações 
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P - forças nodais equivalentes 

p - força uniformemente distribuida 

qi - coordenadas generalizadas 

Q. - forças generalizadas 
1 

[R] - matriz de rotação 

S - areada seção transversal 

S* - area reduzida 

T - energia cinética 

T - esforço cortante 

t - tempo 

U - energia potencial 

{u} - vetor dos deslocamentos no interior do elemento 

{u} - velocidade 

{u} - aceleração 

v - deslocamento transversal de um ponto do eixo de uma viga 

vb - rotação de uma seção de uma viga 

W - trabalho externo 

x abcissa segundo o eixo de uma viga 
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xi 

y - coeficiente de cisalhamento 

ôij - delta de Kronecker 

{E} - vetor das deformações 

;. - coordenadas principais 
l. 

·{$i} - modos normais de vibrações 

[t] - matriz modal 

[A] - matriz triangular inferior usada na transformação de 

Choleski 

n. - percentagem do amortecimento crítico relativo ao modo i 
l. 

E 1; J - matriz de amortecimento diagonalizada 

p - massa específica 

{o} - vetor das tensões 

w - freqiiência 

{ } - vetor 

[ J - matriz retangular 

ê J - matriz diagonal 

y - derivada em relação ao tempo da variável y 
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CAP1TULO 1 

1 N T R O V U Ç Ã O 

O estudo de Dinâmica das Estruturas tomou 
. . . 

grande impulso nas duas Últimas décadas, motivado pela evolução 

dos computadores digitais e consequente desenvolvimento de méto­

dos de discretização que vieram atender às necessidades da indú2 

tria, notadamente a aeronáutica. 

A principio, qualquer problema estrutural 

é de natureza dinâmica tendo em vista que uma determinada ação' 

sobre ela, antes de atingir um valor que se possa considerar in­

variável, passa por uma etapa inicial onde evolui com o tempo. O 

modelo estático seria assim uma simplificação. Em estruturas ae­

ronáuticas, pontes,.torres de grande altura (ação do vento), es­

truturas submetidas a sismos, fundações de máquinas, etc., a anã 

lise dinâmica torna-se imperiosa. 

Entre os diversos processos numéricos de 

resolução de problema dinâmico, destaca-se a análise modal que 

tem como vantagens< 12 >: menor tempo de computação, facilidade de 

interpretação física dos parâmetros e permitir representar o a­

mortecimento por percentagens do amortecimento critico ( tornan­

do-se desnecessário o conhecimento da matriz de amortecimento). 

uma grande deficiência do método está em nao ser aplicável a es­

truturas de comportamento não-linear. 

Alguns conceitos básicos, até recentemen-
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te usados sob uma forma intuitiva, sofreram revisões, como foram 

os casos da matriz de massas com o conceito de massas consisten­

tes introduzido por Archer(s) e a formulação matemática da repr~ 

sentação do amortecimento através de percentagens do amortecimen 

to critico decorrentes dos trabalhos de Caughey<sl, ( 7 ). 

Na análise modal um dos pontos que defi -

nem a possibilidade de abordar estruturas com grande número de 

graus de liberdade, é o cálculo das caracteristicas dinâmicas 

que constitui um problema de valores caracteristicos. Até pouco 

tempo o cálculo dos autO-Valores e auto-vetores de uma matriz 

10 x 10, era considerado de grande porte. Atualmente buscam-se' 

métodos que permitam trabalhar com matrizes da ordem dos milha -

res. t ainda assunto de pesquisas como se pode observar através' 

de comunicações e teses de doutoramento em diversos centros. 

No presente trabalho se faz uma apreciação 

do problema geral e análise de modelos simplificados visando o e~ 

tudo da ação dinâmica do vento em torres. Além das dificuldades' 

anteriormente referidas, tem-se uma adicional que é a natureza ' 

da própria solicitação do vento. No Brasil pouco se tem estudado 

sobre o vento. Um aspecto importante é o conhecimento do seu com 

portamente por regiões e posterior regulamentação em normas, a 

exemplo de outros paises. 

No que segue sao tratados no Capitulo II, 

tópicos da teoria geral de dinâmica e no Capitulo III é feita a 

sua aplicação aos modelos analisados. No Capitulo IV e feita 

uma descrição do programa automático desenvolvido e finalmente, 
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no Capitulo V, sao dadas algumas indicações para utilização do 

programa e apresentados alguns resultados e conclusões. 



4 

CAP1TULO 11 

FUNVAMENTOS TE0R1COS 

2.1 - INTRODUÇÃO 

As soluções de problemas estáticos em Mecâ 

nica podem ser obtidas a partir do princípio dos trabalhos virtu-

ais: 

Se um sistema mecânico está em equilíbrio sob a açao de for 

ças aplicadas e vínculos geométricos prescritos, a soma dos 

trabalhos virtuais infinitesimais compatíveis com os víncu­

los, é nula. 

A recíproca é verdadeira, o que significa 

dizer que o princípio dos trabalhos virtuais é equivalente às e­

quações de equillbrio do sistema juntamente com as condições de 

contorno. Estes mesmos resultados podem ser estendidos para oca­

so dinâmico com a introdução do princípio de D'Alembert que asse­

gura o equilíbrio das forças exteriores com as de inércia. Tem-se 

assim, uma formulação completa para os problemas mecânicos no se~ 

tido newtoniano. Este modo de abordar o problema necessita do co­

nhecimento das forças. Uma forma alternativa constitui a Mecânica 

Analítica onde não é necessário conhecer diretamente as forças e 

sim os efeitos cinemáticos resultantes. Um fato importante é que 

esta segunda forma envolve quantidades escalares que são indepen­

dentes do sistema de coordenadas empregado, permitindo a escolha 

de coordenadas mais adequadas. 
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O numero'rnlnirno de variáveis independentes 

necessário para descrever o movimento, constitui o número de 

graus de liberdade do sistema. Este conjunto de variáveis sao as 

coordenadas generalizadas. Neste trabalho serão usados dois resub 

tados da Mecânica Analltica a seguir enunciados(i)' <2 > 

2.1.1 - PRINCIPIO DE HAMILTON 

O movimento de um sistema no intervalo 

(t1 , t
2

) ocorre de tal modo que se em cada instante um deslocamen 

to virtual é dado 

(2.1.1) 

desde que os deslocamentos virtuais em t 1 e t 2 sejam nulos. 

O Principio de Hamilton corno enunciado, e 

aplicável a forças não-conservativas. Se, em particular, as for­

ças forem conservativas 

õW = -õU (2.1.2) 

Sendo L = T - U, a lagrangeana do sis'tema, a Eq. (2. 1 .1) reduz-se 

a 

ô 1:2

dt = o 
tl 

(2.1.3). 

Os valores estacionários da integral que 

aparece em (2.1.1) e (2.1.3) cqrrespondern, na realidade, a rnlni­

rnos. O Princípio de Hamilton constitui urna formulação variacional 

para a determinação das equações do movimento que são obtidas com 

a condição de estacionaridade. 



2.1.2 - EQUAÇÕES DE LAGRANGE 

Sejam q. 
l. 

6 

i = 1, 2, ••• , n as coorde -

nadas generalizadas. Para um sistema em movimento, as equaçoes 

- Q. 
l. 

= o i = 1, 2, .•. , n (2.1.4) 

sao satisfeitas, onde Qi sao as forças generalizadas e tais que 

(2.1.5) 

As dimensões das forças generalizadas nao sao necessáriamente de 

forças e suas unidades dependem das coordenadas generalizadas ado 

tadas. A satisfação das equações (2.1.4) conduzem aos valores es­

tacionários de (2.1.1). 

Seja agora 

Q = Q (1) + Q. (2) 
i i l. 

(2.1.6) 

onde Qi (l) é a parcela correspondente ãs forças conservativas e 

Qi <2 > ãs dissipativas. As forças conservativas podem ser deriva­

das de um potencial 

Q. (1) = 
l. 

e (2.1.4) pode ser escrita sob a forma 

d. 

dt ( :~i )- = Q. (2) 
l. 

(2.1.7) 

(2.1.8) 
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A caracterização das forças nao conservati 

vas, quando do tipo viscoso, pode ser efetuada de forma análoga 

à equação (2.1.7), introduzindo a função de dissipação de 

Rayleigh, D, tal que 

Q. (2) ao = - --. l. 
aqi 

(2.1.9) 

e 

D 1 {q}T [cJ {q} = (2.1.10) 
2 

Neste caso, a equaçao (2.1.8) assume a for-

ma 

as equaçoes 

d 

dt 

de 

d 

dt 

( :~i) -

Se 

Lagrange 

( :~i)-

aT 
+ au + 

aqi aqi 

o sistema for 

tornam-se 

= o 

2.2 - EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

ao o (2.1.11) = 
aq. 

l. 

conservativo, Qi 
(2) = O e 

(2.1.12) 

Para aplicação do Método dos Elementos Fi­

nitos, supoe-se o continuo discretizado por elementos ligados eg 

tre si através de um número finito de pontos nodais. Os desloca­

mentos no interior de cada elemento são expressos, em termos dos 

deslocamentos dos pontos nodais, por relações funcionais - fun-

ções de interpolação. As funções de interpolação devem sa-

tisfazer a certos critérios ( 3, 4 ) que assegurem a con -
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vergência das soluções obtidas no modelo discretizado para asso­

luções do sistema contínuo e conduzem a relações do tipo 

{u} = [N] {q} (2.2.1) 

nas quais a matriz [N] define o campo de deslocamentos. Os deslo­

camentos nodais serão tomados como coordenadas genêralizadas. 

Para cada elemento, a energia cinética se-

ra dada por 

T ~ IP {ü}T {ü} dv 1 IP {q}T[N]T [N] · {q} 'dv = = (2.2.2) 
2 

V V 

óT = {õq}T J p lN]T [Nl dv • {q} (2.2.3) 

V 

e o trabalho por 

w = wd + w + w + w 
V s a 

(2.2.4) 

sendo Wd o trabalho de deformação, Wv, ws, wa os trabalhos desen 

volvidos pelas forças de volume, pelas forças aplicadas à superf! 

cie e pelas forças dissipativas, respectivamente. As forças nao 

conservativas, aqui consideradas, sao devidas ao amortecimento, ' 

suposto do tipo viscoso. 

A equaçao (2.2.4) pode ser escrita como 

(2.2.5) 

mas, 

oWd = -óU (2.2.6) 



9 

Sendo U a energia potencial de deformação 

dada por 

·l J T u = -;- {cr} {e:} dv (2.2.7) 

V 

O material sendo elástico linear 

. {cr} = Q;:J {e:} (2.2.8) 

Exprimindo {e:} em função dos deslocamentos 

nodais, obtém-se 

w V 

e 

ôWV 

w s 

e 

w s 

{e:} = [BJ {q} (2.2.9) 

Substituindo (2.2.9) e (2.2.8) em (2.2.7), 

U =-;- J{q}T l)]T [E] [B] {q} dv 

·V 

Tendo em vista (2.2.6), resulta 

ôWd = - {ôq}T J [}3]T [E] [B] dv • {q} 

V 

Para as forças de volume 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

= + J{u}T{Fv} dv = J{q}T [N]T {Fv} dv (2.2.12) 

V V 

= {ôq}T J [!flT {Fv} dv (2.2.13) 

V 

Analogamente, para as forças de superfície 

= J {u}T {Fs} ds = J {q}T [N]T {Fs} dS (2.2.14) 

{ô:}T J [N]T 

s 

= {Fs} dS (2.2.15) 

s 
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A parcela correspondente às forças de amoE 

tecimento como consideradas na seção anterior, usando a função de 

dissipação de Rayleigh será: 

ÕW = - ' __1Q._ cSq = -
a L a· k 

k qk 

= - ' [___!_:_{ cS .. } T L 2 iJ 
[e] fq} + ___!_:_ 

2 
{q}T [cl {o.-~ cSqk(2.2.16) 

- l.J J 
k 

onde ºij é o delta de Kronecker 

ô wa = - · {cSq}T [e]· {q} (2.2.17) 

A aplicação do Princípio de Hamilton junt~ 

mente com as equaçoes (2.2.3), (2.2.11), (2.2.13), (2.2.15) e 

(2.2.17), fornece 

J
t2 

cS (T + W) dt = 1½ { fcSq}T J P l}f!T [NJ dv • fq}­

f::}Tf [B)T ~] [B] dv .. {q}+ 

tl 

Sejam: 

[11] e 

[K]e 

[c]e 

V 

{cSq}TL IBJT {Fv} dv + 

V 

{õq}T [e] {q}} dt = O 

= f: [N]T [N] dv 

=L[BJT [El [B] dv 

= [cJ 

(2.2.18) 

(2.2.19) 

(2.2.20) 

(2.2.21) 
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(2.2.22) 

Integrando, por partes, a primeira parcela 

do segundo membro de (2.2.18) 

t2 

[r1]e •. {q} dt = ({aq}T ITT]e {q}] -

J
. t2 tl 

{óq}T [M]e {q"} dt 

tl 

(2.2.23) 

O primeiro termo do segundo membro de 

(2.2.23) é nulo, uma vez que o Principio de Hamilton exige a nuli 

dade de {óq} nos instantes 

t2 f {óq}T [M]e • {q} dt = 

t1 

{q} dt (2.2.24) 

Substituindo agora (2.2.24) em (2.2.18) e 

tendo em vista as 

f 
t2 

ó (T + W) dt 

tl 

relações (2.2.19) 

t2 

= J { óq} T (-1}1] e 

tl 

a (2.2.22) 

{q} - [c]e {q} -

[!De {q} + {P}) dt = O 

Como {óq} e arbitrário, tem-se 

que é a equação do movimento para um elemento qualquer. 

(2.2.25) 

Efetuando a associação ao longo de toda a 

estrutura, obtém-se: 
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[M] fq} + [êJ {q} + [K] {q} = {P} (2.2.26) 

A matriz [MJ obtida desta maneira é a ma­

triz de massas consistentes que foi introduzida inicialmente por 

Archer(s). t costume conceber as massas concentradas em certos 

pontos da estrutura, obtendo-se, assim, uma matriz diagonal. No 

entanto, com a formulação do Método dos Elementos Finitos, supos­

ta a existência da matriz [N] dada em (2.2.1), resulta ser a ma­

triz de massas consistentes a única admissível para assegurar a 
li 

convergência do método. Com este procedimento, obtém-se frequên-

cias que convergem para as exatas por valores superiores(s), 

quanto que, com massas concentradas(S), nada se pode afirmar. 

en-

Em (2.2.20) [K]e é a matriz de rigidez do 

elemento e, em (2.2.22), {P}eé o vetor de cargas nodais equivale~ 

tes. Em (2.2.21), [c]e é a matriz de amortecimento que, emana­

logia com a terminologia para a matriz de massas, poderia ser eh~ 

mada de matriz de amortecimento consistente. 

2.3 - VIBRAÇÕES LIVRES NÃO-AMORTECIDAS 

2.3.l - CARACTER!STICAS DINÂMICAS 

Na ausência de cargas aplicadas e de amor­

tecimento, tendo a estrutura sofrido uma certa excitação, a equa­

ção do movimento (2.2.26) se reduz a 

[M] {q"} + [_k] {q} = {O} (2.3.1) 
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Seja( 2
) 

' -\ 
ºi = 1, 2, .•• , n (2.3.2) 

Substituindo (2.3.2) em (2.3.1) 

ou 

que pode 

.. 
[M].{<P} f(t) + [_i<].{<P} f(t) = O 

n n 

L rnij <Pj f(t) + [ 
j=l 

ser escrita corno 
n 

f(t) 
= 

f(t) 

j~ Kij <Pj 
n 

L rnij <Pj 
J=l 

j=l 

k .. tf>.f(t) = o 
l.J J 

i = 1, •.. , n 

= À i = 1, • • • , n (2. 3. 3) 

Da equação (2.3.3) nota-se que À é urna 

constante, pois nao depende de t ou dei. Assim, 

ou 

energia 

f(t) + À f(t) = o . (2.3.4) 

total 

A equaçao (2.3.4) tem corno solução: 

f(t) = sen (/Ã t + 9) À> O 

f(t) = A senh.-ir-t + B coshlf"t À < o 

Levando (2.3.5) em (2.3.2), tem-se 

qi (t) = <Pi sen (ir" t + 9) 

qi (t) = <Pi ( A senh/X:° t + B coshlr" t ) 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

(2.3. 7) 

Para o sistema, nas condições de (2.3.1) ,a 

. . 1 
E=- {(J}T [M]. {q} + ..l:.._ {q}T Q<J. {q} (2.3.8) 

2 2 
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é conservada, sendo E limitada. Portanto, {q} nao poderia ser de­

terminado por (2.3.7) e À é positivo. Seja 

2 
À = w (2.3.9) 

Assim 

·{q} =·{~} sen (wt + a) (2.3.10) 

o que significa que todos os pontos executam movimentos harmôni -

" cos de mesma frequéncia w e mesma fase a e amplitudes~-· Com 
]. 

(2.3.10) e (2.3.1), tem-se 

-w2 [M] {~} + [K]. {~} = O 

ou 

( [K] - w
2 [M] ) {~} = O (2.3.11) 

A equaçao (2.3.11) tem solução não-trivial 

se 

det ( [KJ - w2 l2il ) = o (2.3.12) 

" que é a equaçao característica ou equaçao de frequéncias. As suas 

n raízes são os valores característicos ou auto-valores. A exis­

tência de n valores positivos de w2 ê assegurada pelo fato de se-

rem [KJ e [M] reais positivas. Os valores positivos de w. são 
]. 

" frequências naturais do sistema, enquanto que w1 (menor valor) 

" 

as 

-e 

chamado de frequência fundamental. A equação (2.3.11), para ca-

da wi' tem uma família de vetores da forma ai{~ }i nao nulos p~ 

ra solução que são os vetores característicos ou auto-vetores as-

sociados a wi. Os elementos de ·{~ }. são as amplitudes dos mo­
l. 

vimentos harmônicos, de acordo com (2.3.10). Em geral, no cálcu-
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lo da resposta dinâmica, como será visto mais adiante, um fator 

multiplicativo nos auto-vetores não afeta os resultados; daí, pa­

ra se trabalhar com soluções unívocas nos auto-vetores é de inte­

resse efetuar a normalização dos vetores característicos, dividi~ 

dos os seus elementos pelo maior deles, por exemplo. Os vetores' 

resultantes são chamados modos normais ou principais de vibrações. 

" As n frequências e os n modos normais de vibrações são invarian-

tes do sistema que dependem das propriedades físico-geomêtricas ' 

traduzidas por [K] e [MJ. Por esta razão, as frequências e modos 

normais são chamadas características dinâmicas ou vibratórias do 

sistema. 

Como o conjunto dos modos normais é compl~ 

to, ele constitui uma base para o espaço Vetorial n-dimensional' 

dos deslocame~tos e, portanto, qualquer movimento possível do si2 

tema pode ser expresso como uma combinação linear dos modos nor­

mais. A solução do problema dinâmico, conduzida desta maneira, ' 

constitui a análise modal ou método de superposição modal. 

Os modos normais podem ser dispostos se­

gundo uma matriz quadrada 

(2.3.13) 

que é chamada matriz modal. 

Semelhantemente, as frequências naturais ' 

podem ser dispostas segundo uma matriz diagonal. 

(2.3.14) 

denominada matriz espectral. 
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O problema de auto-valor pode, agora, ser 

escrito sob a forma compacta. 

(2.3.15) 

2.3.2 - PROPRIEDADES DOS MODOS NORMAIS 

a) ORTOGONALIDADE 

De (2.3.15) podemos escrever: 

[K] {q,} i (2.3.16) 

[M] {q,} j (2.3.17) 

Pré-multiplicando (2.3.16) por {q,}; e (2.3.17) por {q,}i 

2 . { .. }~ L-;i { l 
"' J KJ q, i = wi (2.3.18) 

(2.3.19) 

Transpondo ambos os membros de (2.3.18) e subtraindo (2.3.19) 

(2.3.20) 
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De (2.3.20) 

{.p}: íM] {.p}. ! = O l. l.'_ J 

= mi 

i t- j 

i = j 

Substituindo (2.3.21) em (2.3.19), resulta: 

. { }T 
<P i i '} j 

i = j 

(2.3.21) 

(2.3.22) 

Assim, os modos normais sao ortogonais relativamente às matri­

zes de massa e de rigidez. 

b) DESACOPLAMENTO 

Seja a transformação linear 

{q} = ['8. {E;} (2.3.23) 

Levando (2.3.23) em (2.3.1), 

.. 
[M] [41] {E;} + [K] [41] {E;} = {O} 

Pré-multiplicando por [41] T 
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Em virtude da ortogonalidade 

(2.3.25) 

c~J 

Então: 

(2.3.26) 

Tem-se, portanto, um conjunto de n equa-
• 

çoes diferenciais independentes de 2~ ordem semelhantes às doca-

so unidimensional 

i = 1, n (2.3.27) 

Desta maneira, a matriz modal define uma transformação linear que 

desacopla o sistema (2.3.1). 

As coordenadas ~i sao as coordenadas prin-

cipais do sistema. Condições mais gerais sobre o 

de sistemas serão examinadas na seção seguinte. 

2.4 - DESACOPLAMENTO DE SISTEMAS AMORTECIDOS 

desacoplamento 

Em análise dinâmica de estruturas por va -

rias razoes que serao examinadas a seguir, é de grande importân 

eia saber sob que condições o sistema: 



19 

[MJ. {q1 + [e] {q} + [KJ {q} = {O} (2.4.1) 

possui modos normais. Lord Rayleigh mostrou que se [c]=a[M]+i3[K], 

então (2.4.1) possui modos normais. vários autores que trabalham 

com sistemas amortecidos assumem com o intuito de simplificar o 

problema matemático de integração da equação (2.4.1) que a matriz 

modal do sistema não-amortecido também diagonaliza a matriz [cJ 

e assim um conjunto de equações semelhantes a (2.3.27) e obti-

do. Isto no entanto, só é verdadeiro sob condições bastante res­

tritas. Caughey(
6

) em 1960 e Caughey-O'Kelly(
7

) em 1965 estabele-

ceram as condições necessárias e suficientes para que o sistema 

(2.4.1) seja desacoplado. Estes resultados e alguns deles decor -

rentes serão a seguir,apresentados. 

Desde que [MJ é simétrica e positiva defi­

nida, é sempre possível encontrar uma transformação que reduza o 

primeiro termo de (2.4.1) à matriz unidade(ª). Seja [e] esta 

transformação. 

{q} = [0] {z} (2.4.2) 

Substituindo (2.4.2) em (2.4.1) e pré-multiplicando por [eJT, 

[e]T [M] [e]· {z"} + [e]T [e] @] · {z} + [e]T [KJ [eJ {z} = {o} 
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Sejam: 

[e]T [M] [0] = [I] 

[e]T [cJ [~l = [AJ (2.4.3) 

[eJT [Kj [eJ = [Bj 

da!, 

[I] {z"} + Q\.1 · {z} + [B1 · {z} = {O} (2.4.4) 

Definição: Se o sistema (2.4.4) possui um conjunto completo de a~ 

to-vetores ortonormais, diz-se que tem modos normais ' 

clássicos. 

6 

Teorema I - ( Caughey< ) ) 

O sistema (2. 4. 4) tem modos normais clássicos se, e só se 

as matrizes ~J e [B] se comutam no produto, isto é, 

(2.4.5) 

Corolário-A condição necessária e suficiente para que o sistema 

(2. 4 .• 1) tenha modos normais clássicos é que: 

-1 -1 -1 -1 
([MJ [e]) ([M] [KJ) = <[MJ [KJ) <[l-!] [e]) (2.4.6) 

Uma observação importante é que a trans-

formação que desacopla o sistema amortecido é a mesma que desaco­

pla o sistema não-amortecido, ou seja, se um sistema amortecido' 

possui modos normais clássicos, estes serão idênticos ao do sis-
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terna não-amortecido. 

Teorema II - ( Caughey - O'Kelly(
7

) 

A condição necessária e suficiente para que o siste­

ma (2.4.4) tenha modos normais clássicos, é que: 

n-1 

[A] = [ aJ. [BJj 
J=O 

(2.4. 7) 

Na Referência (
7

) o teorema II foi estabe­

lecido sob a restrição de [B] ter auto-valores distintos. Lin ( 
9

) 

estendeu o resultado para o caso de auto-valores repetidos. 

A transformação ['1'] que diagonaliza l_AJ 
e LBJ e tal que: 

['l']T ['1'] = [I] (2.4.8) 

e, 

['l']T [A] ['1'] = [' nJ 
(2.4.9) 

['l']T [B] ['1'] = [À,J 

Com a aplicação dos teoremas I e II, podem 

ser obtidos os resultados seguintes: 

2.4.a) Relação entre a matriz modal [~ e as matrizes [0] e I}'] 

Da propriedade de ortogonalidade: 
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(2.4.10) 

- - J-l/2 Pre- e pos-multiplicando (2. 4 .10) por [ m, 

-1/'2 T -y2 -J/l - 2 

tmJ l)J [KJ c~J ['mJ = ['mJ L'mooJ ['mJ = 
2 

f,.ooJ 

ou, 

-i,/2 T 1/l ([~] EmJ ) [MJ C[~J [:-mJ ) = [I] 

(2.4.11) 

De (2.4.3), (2.4.8) e (2.4.9), 

( [e] ['l'J) T [M] ( [e] ['1']) = [I] 

(2.4.12) 

Tendo em vista a unicidade de [~], comparando (2.4.11) e 

(2.4.12): 
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Portanto: 

[q,J = [0] ['1'] [ mJ l,h (2.4.13) 

2.4.b) Cálculo da matriz de amortecimento em termos das matri­

zes de massa e rigidez. 

Do Teorema II: 

n-1 

[A] = L ªj [BJ j 
j=O 

(2.4. 7) 

Utilizando as relações (2.4.3) em (2.4.7) 

n-1 n-1 
[0JT [cJ [0] = L (l . [B] j = L ªj ( [0]T [i<] [e] lj 

J 
j=O j=O 

n-1 

= L (lj ( [e]T [K] [0]) . . . . . ( [e]T [K] [e] l 
j=O 

n-1 

= I: ªj [0]T[K] < [eJ [eJTl [I{) < [e] [eJT> ••• .c[eJ [e]Tl[K] Q 
j=O 

n-1 

L [ê]T 
-1 -1 _ 

= ªj [K] ( [MJ [K] ) .•••• ( [MJ [Kj) [ej 
j,;,O 

= [e]·( k ªj [KJ ( [r{i-
1 

[KJ) j-l) [e] 
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n-1 

[c] = L aj [KJ <[MJ-
1
[K]lj-l 

j=O 
(2.4.14) 

A matriz [cJ dada por (2.4.14) constitui 

uma condição necessária e suficiente para que o sistema (2.4.1) 
- (2 10 ll) 

seja desacoplado. Varies autores ' ' baseados na referência 

(6) í,,1 apresentam uma construção da matriz LC~ através de uma sé-

rie infinita que é uma condição apenas suficiente para o desaco­

plamento. A introdução da condição necessária estabelecida na re­

ferência (
7
), conduz ã forma polinomial (2.4.14). 

2.4.c) Caracterização do amortecimento através de percentagens do 

amortecimento critico. 

Quando se representa a amortecimento atra­

ves de percentagens do amortecimento critico, o procedimento é o 
(2 12 13 14) 

que segue ' ' ' : 

i) - Considera-se, por hipótese, que a matriz [c] é diago­

nalizada pela matriz modal !}] . 

ii) - Supõe-se [<P]T [c] [<PJ = i:::·2nwm;-] ,onde ni é a percent~ 

gem do amortecimento critico relativo ao modo i. 

iii) - Comi) e ii) efetua-se a integração das n equaçoes di 

ferenciais independentes resultantes. 

A motivação para se adotar a hipótese ii), 

e de simplificar o tratamento matemático aliada ao fato de que os 
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resultados experimentais mostram ser uma hipótese admissível. A 

literatura indica que se algo existe de conhecido sobre o amorte­

cimento em estruturas, tendo em vista as aplicações no estágio a­

tual, são as percentagens do amortecimento crítico. 

No caso mais geral, para a determinação da 

matriz de amortecimento, seria necessário o conhecimento de pelo 

menos n(n + 1)/2 parâmetros. Adotando-se a hipótese ii), impõe-se 

ao sistema ter modos normais clássicos e se pode calcular a ma-

triz de amortecimento através de apenas n parâmetros. Sob estas 

considerações, será apresentada uma forma construtiva da matriz 

1 CI. 

Com (2.4.7) e (2.4.9) 

n-1 n-1 
['!']T [A] ['1'] = [ a. 

J 
['!'JT [B]j ['!' J = I ªj CÀJj = tµJ 

j=O j=O 

Fazendo-se µi m. = 
l. 

2 ni wi m. 
l. 

2 
À. m. = mi ú)i l. l. 

ou 
2 

À. = w. 
l. l. 

µi = 2 ni ú)i 

Tem-se o sistema 

+ 2 + + a 2 (n-1) 2 a ª1ú)1 . . . . n-1 ú)l = nlwl o 

. . . . . . . . . . . • (2.4.15) 

2 + + a 2(n-1) 2 a + ª1wn .... n-1 w = nnwn o n 
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Se todas-~s frequências forem diferen 

tes, os ai serao univocamente determinados, o que é facilmente 

visto pelo fato do determinante da matriz dos coeficientesser de 

Vandermonde. Com os ai determinados em (2.4.15) substituídos ' 

em (2.4.14), tem-se a matriz de amortecimento. 

seja 

e 

li -Para o caso de frequencias múltiplas' 

~­[A] = f ( [B] ) = L 
j=O 

À1 , ••• , Àk os k auto-valores distintos 

Àl = Àl+l = ••• = Àl+m um auto-valor de multipl! 
li 

cidade m+l. Pelo teorema de Cayley-Hamilton, para as k frequên 

cias distintas, tem-se k equações do tipo (2.4.15) em equaçoes 

do tipo <9 l 

= ª1 + ••• + (n-l)an-1 
-1/2 

= nlÃl 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

( 
dm;) = m! a m + •.• + (n-m) (n-m+l) ••• (n-1) À~-m-l = 

dÃ À=À.e 

= (-l)m+l 1 x 3 x 5 x ••• x (2m-1) À-(2m-l)/2 -------i--~-~ n. • 2m- .._ .._ 

(2.4.16) 
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para cada raiz múltipla, ou seja: 

2(n-2) 
ª1 + ••• + {n-l) ªn-1 wl 

-1 

= nlwl 

, 2{n-m+l) m. ªm + ••• + {n-m) • . • (n-1) wl = (-l)m+l X 

(2.4.17) 

" para cada frequência de multiplicadade m. 

Observando-se o sistema que permite de­

terminar os ªi e, tendo em vista que para os sistemas estrutu -

" rais, as frequências de ordem mais altas são de valores elevados 

isto irá corresponder a baixos·valores dos ai respectivos. Isto 

em termos práticos significa dizer que nao é necessário o conhe-

cimento de todos os n., o que vem se compatibilizar com o 
l. fato 

bastante conhecido que para se obter boa aproximação na resposta 

" dinâmica, basta considerar alguns modos e frequências mais bai -

xos. 

2.4.d) Sobre algumas hipóteses clássicas relativas a matriz de a 

mortecimento. 

{i) matriz de amortecimento proporcional à matriz de massas. 

Esta hipótese corresponde a se considerar 



28 

apenas o primeiro termo da expressao (2.4.14) 

-1 

[K] 

ii) matriz de amortecimento proporcional à de rigidez. 

Equivale a considerar apenas o segundo te! 

mo. 

outra hipótese muito usada e a de se considerar 

o que corresponde a se tomar os dois primeiros termos de 

(2.4.14). 

2.4.e) Expressão das energias e desacoplamento do sistema amorte­

cido. 

Com os resultados anteriores prova-se os~ 

-guinte: (que e equivalente aos teoremas I e II) 

"A condição necessária e suficiente para que o sistema 

[M]. {ti} + [e].{~} + rKJ. {q} = {O} 

tenha modos normais clássicos (ou que seja desacoplado) é que e -
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xista uma transformação linear de coordenadas, tal que as formas 

quadráticas das energias cinética e potencial, bem como a função 

de dissipação de Rayleigh não contenham termos cruzados". 

CONDIÇÃO NECESSÃRIA: 

Tem-se 

Energia cinética T = 1 

2 

Energia Potencial U = - 1- {q}T [K] .· {q} 
2 

Função dissipação 

de Rayleigh 
1 D=-
2 

{q}T [e]. {q} 

Seja a transformação linear definida pela matriz modal 

. {q} = [$] U;} 

De (2.4.18) e (2.4.19): 

n 
U = .! U;}T[$JT[K] [$] {!;} = .! {!;f [:tn~J {!;} = .! L mi 

2 2 2 i=l 

n 
1 E = - 1';i 
2 i=l 

2 2 
w . ç. 

J. J. 

• 2 

çi 

(2.4.18) 

(2.4.19) 

(2.4.20) 
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CONDIÇÃO SUFICIENTE: 

Tomando-se agora T, U e D dados por 

(2.4.20) e usando a equação de Lagrange (2.1.11): 

~ çi 
d ( !~J m. çi 

3T = o = m. = . l. l. a,;i dt a,;i 

(2.4.21) 

-ª.!L... 2 ao = m. wi ç . . e = r;i çi 
a,;i 

l. l. 
a,;i 

Com (2.4.21) e (2.1.11) 

• • 2 

mi ,;i + r;i ,;i + (mi wi) çi = O i = 1, .•• , n 

ou sob forma matricial 

• • • 2 

['mJ · {,;} + C: r;,J {f;} + [:-mw,] {f;} = {O} 

o que completa a prova. 

As coordenadas,; são as coordenadas prin­

cipais e a transformação citada no enunciado é definida pela ma-
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triz modal. 

2.5 - VIBRAÇÕES FORÇADAS 

Nesta seçao serao tratadas as 

forçadas de sistemas discretos amortecidos. 

vibrações 

Seja o sistema dado através de (2.2.26) 

[M] {êi} + [e] . {q} + [K] . {q} = {P} 

como está sendo suposta a existência de 

modos normais clássicos, tem-se: 

2 

çi + 2ni wi çi + wi çi = Pi i = 1, n (2.5.1) 

com 

{p} = [<P]T {P} (2.5.2) 

Aplicando a transformada de Laplace a am­

bos os membros de (2.5.1) 
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2 
+ w. ((S) = p(S) 

l. 

(2.5.3) 

ou 

pi(S) S+2niwi 
~l.. (S) = ------==------- + -----==-==-----

2 2 2 2 2 2 

(S+niwi) + wi(l-nil (S+niwil + wi(l-nil 

1 • + ----2--2----2 i=;i (O) 

(S+niwi) + wi (1-ni) 

Efetuando a transformação inversa, obtem-se: 

+ ----'l=-----
V2 

exp(-niwit) sen Gi(l-nfl 

(2.5.4) 

dT + 

(2.5.5) 
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A integral que aparece no segundo membro da 

equaçao (2.5.5) que fornece a contribuição das forças aplicadas 

nos deslocamentos é conhecida como integral de Duhamel. Dadas as 

condições iniciais,a equação (2.5.5) juntamente com a equação 

(2.4.19),permite determinar os deslocamentos qi que definem com 

pletamente o movimento. 

e 

Se em particular n. = o 
1 

em (2.5.5) tem-se 

os deslocamentos para o caso não-amortecido. 

= ....L f !en [w. (t-T)J p. (T)dT + cos (w. t) t;. (O) + 
W 1 1 1 1 

i.,.. o 

+ 1 
W, 

1 

{q} = [q,J {E;} 

(2.5.6) 

A integral de Duhamel para vários tipos de 
( 1 4) 

cargas, no caso não-amortecido, está tabelada na referência 

Para o caso.amortecido, foram efetuadas as integrações para diver­

sos tipos de cargas e se encontram tabeladas no apêndice 1. 

Sob forma matricial tem-se os deslocamentos 
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' 

{q} = [~] c[r] - [n~]>y~ twJ·l [mJ
1
fl'expfnw(t-T)Jj 

o 

[~n 

l 2 

(t-T) l {p} 
2 

w(l-n ) dT + 
' -

[ ~] f exp(-nwt)~ t cos 

1/2 
2 

t~ + w O- n ) {ç(O)} 

+ [~] l exp (-nwt)j ( [ I] [' 211/

2 

- n' ) [ w J-1 

[~ sen [w 
2 1/2 ] 

(1-n ) t] , ({ç(O)} + [ nw~ · {f;(O)}) 

(2.5. 7) 

. . 
Resta determinar {ç(O)} e {ç(O)} em tennos de {q(O)}e {q(O)}. 

De (2. 4 .19) 

(2.5.8) 

Pré-multiplicando por [tJT [M] e usando a ortogonalidade 

Portanto, 

(2.5.9) 
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Análogamente 

(2.5.10) 

Por derivação de (2.5.7), obtém-se as velo 

cidades {q} e acelerações {ij}. As forças inerciais serão dadas' 

por 

. {F} = - [_M] {ij} (2.5.11) 

2.6 - CÃLCULO DOS AUTO-VALORES E VETORES 

Na seçao (2.3) foi estabelecido o problema 

" de auto-valor para cálculo das frequências e modos normais de vi-

brações sob a forma 

([K] - w2 [M]) {<jl} = O (2.3.11) 

ou 

(2.3.12) 

~ outra forma equivalente de (2.3.11) e 

(2.6.1) 

Os diversos métodos para cálculo de auto -

valores e vetores fornecem os auto-valores em ordem crescente. c2 

" mo as frequências que mais interessam em problemas estruturais 

sao as de ordem mais baixa, segue-se que a forma dada pela equa­

çao (2.3.12) é mais conveniente. Apesar de envolver a inversa de 

matriz de rigidez, esta inversão, em geral, não é necessária ser 
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efetuada diretamente. Para sistemas vinculados suficientemente , 

-1 [k] é a matriz de flexibilidade. 

2.6.1 - METODO DE ITERAÇÃO DE MATRIZES(
2

, 
17

) 

Também conhecido como método das potênci-

" as ou de STODOLA. Parte da hipótese de que todas as frequências' 

são diferentes, o que e uma de suas limitações. 

Seja a matriz dinâmica 

(2.6.2) 

de (2.3.12) 
1 

= -2- {(j>}i (2.6.3) 
w 

Como foi visto na seçao (2.3), qualquer m2 

vimento do sistema pode ser expresso como uma combinação linear' 

dos modos normais. Seja {<f> (l)} uma primeira aproximação para o 

primeiro modo 

(2.6.4) 

Pré-multiplicando (2.6.4) por [DJ, tem-se 

n n 
ci 

{<f> (2)} [p] {<f>(I)} L e. [DJ {<f>} i [ {<f>} i = = = 2 l. 

i = 1 i = 1 wi 

De forma semelhante, podemos formar a se-
li 

quência 
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n 
ci 

. { <I> (m) } [o] {<P (m-1)} [ .{(j>}i = = 2 (m-1) = 

i=l wi 

1 
[cif<1>}1+ ·it

2 
ci ( 

wl 
rm {(j>} i.] (2.6.5) = 2m 

wl w. 
J. 

< • • • • < (1) • 
n 

Sem+ oo, o 

primeiro termo do segundo membro de (2.6.5) torna-se predominan­

te e 

lim 
ffi+OO 

m-1 
<l>k 

<P~ 

(2.6.6) 

" obtendo-se a primeira frequência. De (2.6.6) e (2.6.5), sendo m 

o número de iterações necessário para produzir uma aproximação' 

fixada, tem-se 

{ <I> (m) } (2.6.7) 

Para determinação dos modos mais altos e 

" frequências correspondentes, chega-se a um esquema análogo, usan 

do as relações de ortogonalidade. Para o segundo modo, sendo es­

te ortogonal ao primeiro, assume-se que o vetor de partida é or­

togonal. 

(2.6.8) 

Pré-multiplicando (2.6.4) por {<P}i [M] e 

usando (2.6.8) 
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n 

L (2.6.9) 

i=l 

Então, 

(2.6.10) 

Tem-se, agora, a expressao que fornece uma 

primeira aproximação para o segundo modo 

Sejam 

De (2.6.8) 

(1) 
.p 1 = -

n 

· { .p < 
1 

>} = [ ci { .p} i 

i=2 

n 
1 ( (') [ .p 2 n 

[ .pli 
i=l 

mil 
i=l 

(2.6.11) 

t m,n•u) ( 1) 
mi2.pli+ ••• +.pn 

i=l 

(2.6.12) 

O primeiro elemento da coluna de prova é' 

determinado através de (2.6.12), enquanto que os demais são arbi­

trários. Sob forma matricial: 
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n n 

L mi2<Pli I min<Pli 
<P (1) 

1 
<P ( 1 ) 

1 

o i=l i=l . . . . . . 
n n 

[ mil<Pli [ mil<Pli 
<P (1) 

2 
<P (1) 

2 
i=l i=l 

. 

o 1 . . . . . . . . o = 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

o O . . . . . • • • • • 1 <P ( 1 ) 
n e 

(2.6.13) 

ou 

(2.6.14) 

" Desta maneira, podemos formar a sequência 

. . . . . . . . . . . . . . . . . (2.6.15) 

Com as mesmas considerações anteriores, o~ 

" serva-se que a convergência se verifica para a segunda frequência 

e segundo modo. Analogamente se procede para os modos seguintes. 
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Em geral, para um modo de ordem p+l tem-se p relações de orto 

gonalidade que conduzem à matriz de iteração sob a forma [õ] [sJ. 

Este método tem aplicabilidade quando se 

conhece a matriz de flexibilidade, pois caso contrário seria ne­

cessário inverter a matriz de rigidez, o que é um inconveniente' 

quando se trata de grande número de graus de liberdade. Para o 

" cálculo da primeira frequência e primeiro modo tem-se convergên-

cia rápida. O número de iterações aumenta com o número de modos. 

Quando se tem auto-valores próximos, a convergência é lenta. 

2.6.2 - MÉTODO DE JACOBI 

Sejam [A] uma matriz, real e simétrica, 1 

para a qual o problema de auto-valores está colocado sob a forma 

[Al r~1 = tÀ"J [~] (2.6.16) 

e a matriz de rotação construída como segue 

i j 
1 o o o o o o 

o 1 o o o o o 

. . . . . . . • 

o o cosa o o -sena. o i 

[R] = o o • o 1 o o • o 

o o o o 1 o o 

o o (õen a o o cos a. o j 

. . . . . . . 
o o . . . . o o o o 1 (2 .6 .1,7) 
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Urna matriz dada por 

tem a seguinte construção 

bkl = ªkt k, .e,;. i, j 

bik = ªikcos (l + ajksen (l k '1- j 

bjk = -aiksen (l + ªjkcos (l 

bii = 2 
ªiicos a+ ªijsen 2a + 2 a .. sen a 

JJ 

bij = ªijcos 2a - _1_ 
(aii - ªjj) sen 

2 

b .. 2 2a + 2 = ªiisen a - ªijsen ªjjcos (l 
JJ 

Das equaçoes (2.6.18), obtém-se 

n n n n 

[ L 2 L L 2 b .. = a .. 
J.J J.J 

i=l j=l i=l j=l 

e 

n n 
2 2 2 2 L b .. + 2 b .. = L a .. + 2 a .. 
JJ J.J 

j=l 

Se a for escolhido tal que 

tg 2a = 

tem-se bij = O e, portanto, 

j=l 

2 ªij 

ªii-ajj 

JJ J.J 

(2.6.18) 

2a 

(2.6.19) 

(2.6.20) 
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(2.6.21) 

Observa-se, assim, que a soma dos quadra -

dos de todos os elementos fora da diagonal de [B] é menor que a 

soma dos quadrados dos elementos fora da diagonal de [A] , sendo 

2 2 a .. a diferença. Isto constitui a base de um processo que perm! 
l.J 

te diagonalizar a matriz [A]. Jacobi, em 1847, demonstrou que a 
li 

sequência 

[ÃJ 1 = [R]i [Ã] [R] 1 

...•......•.... •· ... (2.6.22) 

converge para uma matriz diagonal L À..J, formada pelos auto-valo­

res e que o produto 

(2.6.23) 

converge para a matriz dos auto-vetores de [A]. 

O problema de auto-valor no caso dinâmico, 

e dado pela equaçao 

(2.3.15) 

e pode ser reduzido ao caso simétrico tratado anteriormente. De 

( 2.3.15), resulta, supondo [MJ diagonal: 
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{2.6.24) 

ou 

2-
= LW :J 

sendo 

{2.6.25) 

(2.6.26) 

resulta 

{2.6.27) 

e 

{2.6.28) 

A equaçao {2.6.27) é idêntica à (2.6.14), 

pois [!<'J é simétrica pelo fato de [MJ e [K] serem simét-ricas. 

" Com {2.6.27) obtém-se as frequências naturais e auto-vetores auxi 

liares [~".]. A transformação {2.6.28) permite determinar os mo­

dos normais de vibrações. 

Sob o ponto de vista computacional, sao in 

teressantes as seguintes observações: 

- A precisão do método é muito sensível aos valores do an 

gulo o obtidos por {2.6.20). 

- Se os valores dos elementos fora da diagonal de [KºJ fQ 

rem grandes se comparados com os da diagonal, o proces-
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so de diagonalização. é lento como se pode ver através 

de (2.6.22), requerendo, assim, um grande número dei­

terações para fornecer uma dada precisão. 

- A redução à forma diagonal requer, teoricamente, infi­

nitas transformações, ficando a rapidez de convergén -

eia dependente da forma da matriz. 

Estes inconvenientes sao eliminados em 

processos onde nao se efetua a redução à forma diagonal, tais cg 

mo os de Givens e de Householder,onde é feita redução à forma 

tri-diagonal, isto é, a uma matriz quadrada cujos elementos não­

nulos estão dispostos sobre a diagonal principal e duas parale -

las imediatamente acima e abaixo. 

2.6.3 - MÉTODO DE GIVENS-HOUSEHOLDER(is, IG) 

Grande número de variantes do método de 

Jacobi foram desenvolvidas. A mais importante delas é devida a 

Givens, que mostrou que a matriz [R] pode efetuar a redução à 

forma tri-diagonal, escolhendo-se a convenientemente. 

A escolha de a é feita de tal modo que, 

em cada etapa, anule um elemento fora da diagonal. Um elemento, 

uma vez tornado nulo pela transformação, permanecerá nulo quando 

esta for efetuada para zerar um elemento qualquer de outra posi­

çao. Desta maneira, o número de transformações necessárias para 

reduzir à forma tri-diagonal é n(n - 1)/2. 
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Householder sugeriu que a tri-diagonaliza­

çao poderia ser efetuada mais eficientemente escolhendo-se [RJ 

ortogonal da forma [r] - 2 {W} {W} T tal que {W} T {W} = 1. 

Wilkinson mostrou que, de fato, este proc~ 

dimento conduz a um método em que o número de transformações ne­

cessárias para a tri-diagonalização é n-2. A matriz tri-diago -

nal [e] obtida, tem para auto-valores os mesmos da matriz origi­

nal, uma vez que estas transformações sao de similaridade. 

Efetuada a redução, passa-se ao cálculo 

dos auto-valores de [e]. Este cálculo pode ser efetuado baseando 

se no fato estabelecido por Givens de que os menores principais' 

de [~- À[I] " forma uma sequência de polinômios de Sturm. Formas 

alternativas seriam, por exemplo, os métodos LR e LQ. 

Para o cálculo dos auto-vetores, Wilkinson 

sugere o método de iteração inversa ou de Wiedlant, onde a análi 

se de erro mostra ser muito eficiente. 

As características dinámicas podem ser ob­

tidas aplicando a decomposição de Choleski, que permite calcular 

os auto-valores e vetores de (2.3.15), desde que se disponha de 

um processo para cálculo de auto-valores e vetores de matrizes ' 

simétricas. 

Sendo [K] positiva definida, simétrica, e 

sempre possível efetuar a fatoração 

(2.6.29) 
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onde [!\] e uma matriz triangular inferior, dada por 

( kii -

i-1 
r/2 

Aii = L A~ ir 
r=l 

j-1 

k .. - L Air A. 
l.J Jr 

A .. = r=l ( i > j ) 
(2.6.30) 

l.J A .. 
JJ 

( i < j ) 

A matriz inversa [A]-l pode ser facilmente 

obtida por 

l 

i-1 

L Air µrj 
(2.6.31) 

µij = r=j ( i > j ) 

Aii 

= o ( i < j ) 

Substituindo (2.6.29) em (2.3.15), vem 
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[A] [A]T [~] = [ w2 ] [M] [~] (2.6.32) 

Seja 

[A]T [~] = [x] (2.6.33) 

(2.6.34) 

Pré-multiplicando (2. 6. 32) por [AJ-l e usando (2. 6. 33) e 

(2.6.34), tem-se 

-1 

[xJ = [w2] {[AJ-1 [M] [A]T ) [x] 

Seja -1 

(2.6.35) 

Assim, 

[x] = [ w
2 J [G] [x] (2.6.36) 

A matriz [G]é simétrica e seus auto-valo -
li 

res sao os inversos das frequências ao quadrado, que podem ser 

obtidas pelo mêtodo de Givens-Householder. Os auto-vetores [~] 

podem ser calculados a partir dcs [x] com a transformação (2.6.34). 

O método de Givens-Householder fornece os 

auto-valores em ordem decrescente, o que torna conveniente efet~ 

ar a decomposição de [K] para se obter as frequências em ordem 

crescente, como já foi observado anteriormente. 
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CAPÍTULO III 

VESENVOLVIMENTO VOS MOVELOS 

3.1 - INTRODUÇÃO 

Neste capitulo, parte da teoria exposta' 

no anterior é aplicada para a determinação das características fi 

sico-geométricas dos modelos analisados. 

Na seção 3.2 estuda-se o elemento de vi­

ga, onde as matrizes de rigidez e massa e o vetor de cargas sao 

calculados com a aplicação do Método dos Elementos Finitos. 

Na seção 3.3 desenvolve-se um modelo apl! 

cável a edifícios onde os pisos têm grande rigidez (diafragma) e, 

na seção 3.4, são feitas algumas considerações sobre o coeficien­

te de cisalhamento. 

3.2 - ELEMENTO DE VIGA 

3.2.1 - FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO 

O campo de deslocamentos adotados, será o 

mesmo que se obtem no caso estático para deslocamentos unitários, 

aplicados aos extremos do elemento. O elemento de viga assim ob­

tido, satisfaz aos critérios de convergência, tendo, no entanto, 

alguns inconvenientes. 

o campo de deslocamentos é uma função do 

39 grau e, portanto, as curvaturas variam linearmente, o que nao 
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é realista para o caso dinâmico. 

Outro inconveniente é que nao leva em con 

ta a história do carregamento. Handa(ie) observando estes aspec -

tos, utilizou campo de deslocamentos' do 59 grau e ficou comprova­

da a eficiência, onde se necessita empregar um número bem menor 

de elementos para se obter uma certa precisão. 

Seja o elemento de viga representado na 

Fig. 1, onde vA, v'A e 
b 

v
8

, v' 
bB 

em A e B, respectivamente.· 

-
z 

' 
VA 

ql 
V 

q2 

A 
X 

r 

FIG. 1 

são os deslocamentos aplicados 

v' bB 

Tv8 ~: D' 
X 

4 
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As equaçoes de Navier-Bresse< 19 l fornecem: 

v' = v' + 1 x M dr; 
b bA E J 

o 

V 

onde: 

M = MA (1 - ~) + MB 

M - MA 
T 

B = 
.e. 

_X_ 

.e. 

dr; - J x __ T_*_ 
G S 

o 

dr; 

(3.2.1) 

(3.2.2) 

Fazendo-se um dos deslocamentos impostos' 

igual a 1 com os outros três iguais a zero, as equaçoes (3.2.1) e 

• (3.2.2) permitem determinar MA e MB, efetuando a integração ao 

longo de todo elemento. Uma vez calculados MA e MB, obtem-se Me 

T de (3.2.2) e com estes valores, (3.2.1) fornece .. 
vb e v. Desta 

maneira, obtem-se: 



51 

FIG. 2 

V= Nll = (1 + 13)-1 G - 31';2 + 21';3 + (1 - !';) ~ 

-1 2 vb = N21 = 6 (1 + 13) (-E; + f; ) 

12 E J T = 
(l+!l) .e3 

Vb = N22 = (1 + 13) -l [-1 + 41'; - 31'; 2 - (1 - E;) 13] l 

6 E J 
T = 

(l+sJl
2 

(3.2.3.a) 

(3.2.3.b) 



---

T = _ 12 E J 

c1+al .e 3 
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FIG.4 

FIG. 5 

V B • O 
b 

v = N14 = c1 + e,-1 ~2 - ~3 + ~ e~ - ~2> e] .e 

vb = N24 = (1 + fl) -1 (2~ - 3~2 - ~fl) ,e 

T = 6 E J 
c1+a).e2 

V• 1 
8 

(3.2.3.c) 

r .. , 

(3.2.3.d) 
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Ainda com relação às equaçoes (3.2.3.a), 

( 3. 2. 3. b) , ( 3. 2. 3. c) e ( 3. 2 • 3. d) , ternos: 

e = 

S* = 

!; = 

12 E J 

G S* t 2 

y s 

l 

lo das deformações. 

(3.2.4) 

Os valores de T interessam para o cálcu-

Das equaçoes (3.2.3), resulta a equaçao 

seguinte que relaciona os deslocamentos no interior do elemento 

(rotação e deslocamento transversal), com os deslocamentos nodais. 

(3.2.5) 

3.2.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ 

Tem-se a relação tensão-deformação 

. {a} = [EJ. {e:} (3.2.6) 

onde 

[E]= [: :] (3.2.7) 
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a v' 
b 

r· .z 
d X .{E}= = (3.2.8) 

T 
Yxy 

GS* 

Substituindo (3.2.5) e (3.2.3.a) a 

(3.2.3.d), tem-se a relação deformações-deslocamentos nodais 

onde 

1 =-
l+B 

. {E} = [B]. {q}T 

z 6 (-1+21;)-
.e.2 

12 E J 

G S* t 3 

z (4-61;+8)-
.e. 

6 E J 

G S* R. 2 

(2.2.9) 

6(1-21;);2 (2-61;-B) ; 

12 E J 

G S* R.3 
6 E J 

G S* t 2 

(3.2.9) 

Com as equaçoes (2.2.20), (3.2.4) e 

(3.2.9), após a integração, resulta a matriz de rigidez 

6 -3.e. -6 -3.e. 

= J [BJT 

(~ + 2) .e.2 3l .e. 2 

[K]e [E] [B] dv 2 E J 
= 

.e.3 (l+Bl 
= 

6 3l V 

Simétrica 

( :+2) .e.2 

(3.2.10) 
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3.2.3 - MATRIZ DE MASSAS CONSISTENTES 

Utilizando as equaçoes (2.2.19) e 

(3.2.6), com 

(3. 2 .11) 

obtém-se a matriz de massas (3.2.12). A segunda ~arcela é decor -

rente da inércia de rotação. 



[m]e PS* l X = 
(1 + 13) 2 

2 
-(13

2 
+ 1113 + 11) l 

2 
(~+~+_Q) l _E + 2ft + 13 ..ê..... + ~ + ---2. 

3 10 35 24 120 210 6 10 70 24 40 420 

( 2 ) 2 _ (13
2 

+ 313 + _Q) l ( 13
2 

13 1 ) 
2 

_13_+.ê....+_l_l 
- 120 + 60 + 140 

l 
120 60 105 24 40 420 

X + 2 (i. + 1113 + _!_!_)l L + 713 ·+ 13 
3 10 35 24 120 210 

( 2 ) 
2 

13+13+1 l 
120 60 105 

V, 
a, 

6 (i - _!) l 6 (~ - _!) l 
5 2 10 5 2 10 

' 
(132 + .ê. + -2) l2 (- .ê. + -l).t (13: -

.ê. -
3~) 

2 
l 

3 6 15 2 10 6 
p J 

+ 
l(l + 13) 2 

(-6 .ê.+-l) l 
5 2 10 

(132 + .ê. + -2) l 2 
3 6 15 

(3.2.12) 
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3.2.4 - VETOR DE CARGAS NODAIS EQUIVALENTES 

3.2.4.1 - FORÇAS VARIANDO LINEARMENTE AO LONGO DO ELEMENTO 

{3.2.6), integrando: 

p = 

_JL + 7 
3 20 

• 

X 

FIG.6 

Tem-se 

p P· 
2 

Com as funções de interpolação como em 

(3.2.13) 

_JL + _3 _ 

6 20 

-(__ê_ + _!.) l 
-1 24 20 

-.t (__ê_ + _!.) 
24 30 

Sl 
_ s_ + _3_ 

6 20 

_JL + _7 _ 

3 20 

.e_f-1L + ~) 
\ 24 20 

(3.2.14) 
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3.2.4.2 - MOMENTOS VARIANDO LINEARMENTE AO LONGO DO ELEMENTO 

{P}e = _1_ 

1 + 8 

X 

e 
FIG. 7 

Com o mesmo procedimento, obtem-se 

.e. 

1 

2 

- ...!.. - _8_ 
12 

1 

12 

1 

2 

3 

_8_ 

6 

1 

2 

1 __ 8_ 

12 

1 

2 

6 

_....!_ _ _JL 

12 3 

(3.2.15) 

(3.2.16) 
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3.2.5 - MATRIZ DE FLEXIBILIDADE 

--- ---- - --- -----... - ............ 

2 -------i-t i + 1 · .•..•.. i .. n 

~ IG.8 

Xj 

~:!--------M; M M;+I -=----
i i + 1 

X 

FIG. 9 

1 
i....---- -· 

As hipóteses consideradas sao as mes -

mes da seçao anterior. O elemento F .. da matriz [F1 é igual ao 
l.J 

deslocamento produzido no ponto i para a carga unitária aplicada' 

ao ponto j. 

3.2.5.l - EFEITO DE FLEXÃO 

= 
M __ ....;.::...--- = 

X. - X 
(3.2.17) 

Ei+l Ji+l 
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Integrando-se: 

dv .(x .. - x) 2 
+ Ai+l, i = 1, n-1 = j ... , 

dX 2 Ei+l Ji+l 

(X• - x) 3 
V = + Ai+l, j X + Bi+l, j (3.2.18) 

6 Ei+l Ji+l 

Calculando dv 
e V em cada ponto i 

dx 
através de (3.2.18) e aplicando a condição de compatibilidade em 

cada ponto pertencente a dois trames consecutivos, obtem-se a 

lei de recorrência: 

( "j 
2 

( Ei+l l Ei 1 Ji) 
Ai+l, Aij + 

- "i) 
j = 

2 Ji+l 

(3.2.19) 

(X. 2 (X. + 2 "i) 

( 
- "i) 1 

Bi+l, = B .. -j l.J 6 Ei+l Ji+l 

Com as condições de contorno dv = V = 
dx 

para X = o, tem-se: 

2 3 x. x. 

Alj = e Blj = (3.2.20) 
2 El Jl 6 El Jl 

o 

As equaçoes (3.5.19) e (3.5.20), por in 

dução, fornecem:· 
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2 i-1 

( Ek+l l Ek 1 Jk) 
1 X .. 

+I: Aij = "k ( xk - 2 xj) 
2 E. J. Jk+l l. l. k=l 

(3.2.21) 

X~ i-1 
1 

I: 
2 ( 1 1 ) Bij = J + (X. - Xk) (Xj + 2 X) - --

6 E. J. J k Ek+l Jk+l EkJk l. l. k=l 

i > 1 

sendo os elementos da matriz de flexibilidade 

(X. -
(3.2.22) 

3.2.5.2 - EFEITO DE CISALHAMENTO 

De maneira análoga ao caso anterior , 

tem-se: 

dv T 1 
= = 

dx Gi+l S*i+l Gi+l S*i+l 

e 
X + ci+l, V = j 

Gi+l S*i+l 

Assim, V (X.) = Fij 
l. 

V (Xi+l) = F. 1 j i+, 
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Portanto, 

Gi+l S*i+l 
+ ci+l, j 

Fi+l, j = 
Gi+l S*i+l 

+ ci+l, j 

Das duas Últimas equaçoes: 

(3.2.23) 
Gi+l S*i+l 

onde li+l é o comprimento do elemento i+l. 

Com a condição de contorno v(O) = O , 

tem-se c 1 = O e, portanto, 

(3.2.24) 

De ( 3. 2. 2 3) e ( 3. 2. 2 4) , surge: 

i 
lk v j > i 

F .. = F .. = L 1] )1 ¾S\ i = 1, n k=l 

(3.2.25) 

Superpondo os resultados de (3.2.22) e 

(3.2.25), tem-se a matriz de flexibilidade, considerando a açao 

conjunta de flexão e cisalhamento. f interessante observar que a 

matriz de flexibilidade assim obtida, é igual à inversa da matriz 
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resultante da condensação da matriz de rigidez global, da seçao 

anterior, relativamente às rotações. 

3.3 - ESTRUTURAS COM DIAFRAGMAS RfGIOOS 

Este modelo visa urna aproximação para 

a análise dinàrnica de estruturas de edificio. são adotadas as ' 

seguintes hipóteses simplificadoras: 

i) todos os nós são infinitamente rigidos à rotação; 

ii) todos os elementos verticais nao sofrem alongamen­

tos ou encurtamentos; 

iii) é desprezivel o efeito das tensões localizadas so­

bre a rigidez a flexão dos elementos verticais. 

iv) as massas sao concentradas nos nos. ----
3.3.l - MATRIZ DE n 

n-t 

!~ 

2 
FIG. 11 

F t G- 10 ,--
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Com as hipóteses anteriores, cada ele­

mento vertical terá rigidez aos deslocamentos horizontais relati 

vos: 

i = 1, n (3.3.1) 

Sejam xi, 
. 
xi e ti os deslocamento , 

velocidade e aceleração horizontais do ponto i, respectivamente, 

no instante t, para a estrutura em movimento sem cargas aplicadas. 

Tem-se para o sistema: 

Energia Cinética: 

n 

T = _!. I: 
2 . 1 

1.= 

Energia Potencial: 

v=.!.k 
2 1 

(3.3.2) 

n 

[ (3.3.3) 

i=2 

O Sistema é conservativo e, portanto, 

válida a equaçao (2.1.12). De (3.3.2), (3.3.3) e (2.1.12), resul­

ta: 

= - m '.11'. 
1 1 

- ki xi-1 + (ki + ki+llxi - ki+l xi+l = - mi Xi 

(i=2, ••• ,n-1) 
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De acordo com (2.3.10), para 

xi= ~i sen (wt + 0): 

Sob a forma matricial 

[K] {~} = w2 [M]. {~} 

tem-se a matriz de rigidez 

[K] = 

-k 2 

o 

o 

-k 
2 

o ••••• 

o • • • • • • • • o 

-k 
n 

e a matriz de massa sob a forma diagonal 

' 

(3.3.4) 

(3.3.5) 

(3.3.6) 
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3.3.2 - MATRIZ DE FLEXIBILIDADE 

A matriz de rigidez [K] pode ser in -

vertida diretamente<
14

lfornecendo a matriz de flexibilidade: 

,fl fl fl . . . . . . . . . fl 

fl fl+f2 fl+f2 . . . . . . fl+f2 

[F] = (3.3.7) 
. . . . . . . . . . 

n 

fl fl+f2 fl+f2 . . . . . r f. 
i 

i=l 

1 l~ 
onde f. i 

(3.3.8) = = 
i k. 12 E. J. 

i i i 

3.4 - NOTA SOBRE O COEFICIENTE DE CISALHAMENTO 

Para o cálculo das tensões de cisalha­

mento é, em geral, adotada a área reduzida S* = y S, onde y é um 

coeficiente de redução (coeficiente de cisalhamento), introduzido 

para levar em conta a distribuição não-uniforme das tensões e de­

formações de cisalhamento ao longo da seção. 

t comumente definido como a razao en­

tre a tensão de cisalhamento média e a calculada no centróide da 

seçao. Verifica-se que esta definição não é satisfatória em pro-

" blemas que envolvem vibrações de alta frequência em vigas ou onde 

o efeito do cisalhamento seja significativo. 
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Cowper<
22

' 
23

) introduziu nova defini­

çao, considerando o deslocamento transversal médio da viga 

(3.4.1) 

em lugar do deslocamento do centróide da seçao transversal. 

Casos onde se pode obter valores exa -

" tos das frequências através da teoria da Elasticidade, fornecem 

erros máximos da ordem de 1,0%, calculados a partir desta defini­

ção, contra 8% para a definição normal (primeira freqfiência). 

referência (22): 

retângulo • • • • • • • • y = 

círculo • • • • • • • • y = 

coroa circular .... y = 

onde: 

Os valores seguintes foram obtidos na 

10(1 + V) 

12 + 11 v 

6 (1 + v) 

7 + 6 v 
(3.4.2) 

(7 + 6v) (1 + m2 ) 2+ (20 + 12v)m2 

v = coeficiente de Poisson 

m = razão entre o raio interno e externo 
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CAPÍTULO IV 

PROGRAMA AUTOMÃTICO 

4.1 - CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Para obtenção de resultados numéricos ba 

seados nos capítulos anteriores, foi desenvolvido um programa em 

linguagem FORTRAN.para o computador IBM/360. 

O esquema do programa é bastante versá­

til, podendo ser facilmente modificado para analisar outros ti­

pos de estruturas. Para isto, é suficiente substituir as subrot! 

nas que formam as matrizes de massa e de rigidez. A partir daí, 

os cálculos das características dinâmicas e da resposta sao i­

dênticos. 

A resposta pode ser determinada para di­

versos tipos de cargas típicas, considerando-se ou não o amorte­

cimento. (Ver ítem 18 do manual de entrada). 

Para o caso em que as cargas variam se­

gundo uma lei arbitrária, a resposta é calculada aproximando-se 

as curvas por poligonais com o seguinte procedimento: 

Sejam t
0

, ••• , tm' os instantes onde se 

deseja calcular a resposta e Pi(t) a carga aplicada segundo adi 

reção i. 

a) No intervalo ( tk-l' tk), aproxima-se a curva pela 
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secante que passa por Pi(tk_1 ) e Pi(~). 

b) Calculam-se os deslocamentos e velocidades no ins­

tante tk por meio da soma dos efeitos de impulsos 

retangular e triangular (casos 1 e 5 do apêndice 1). 

c) Tomam-se os valores obtidos no item (b) como condi­

ções iniciais para o intervalo ( tk, ~+l) e cal­

culam-se os deslocamentos e velocidades para o efei 

to conjunto das condições iniciais com os impulsos 

retangular e triangular neste intervalo, no instan-

te tk+l • 

d) O processo se repete até ~+l = t • 
m 

Uma aplicação interessante deste método 

é o caso onde se tem registros de medições experimentais das caE 

gas em diversos pontos de uma estrutura, ao longo do tempo. 

A resposta pode ser calculada a vários 

tipos de cargas para uma mesma estrutura. Assim, é possível ob­

ter a resposta a um desenvolvimento em série de Fourier, combi -

nando as leis retangulares, senoidal eco-senoidal (casos 1, 9 e 

11 do apêndice 1). 

A maior parte das subrotinas integrantes 

do programa foram colocadas em OVERLAY, conforme o esquema indica 

do na secção 4.3. 

O tempo de processamento varia com 3 
n ' 

onde n é o número de graus de liberdade. Grande parte deste tem-
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po é despendido no .cálculo das frequências e modos normais. O 

tempo de compilação é 7 minutos para o modelo 40 do IBM/360. Pa 

ra um problema com n graus de liberdade, dois parâmetros são de 

cisivos: o número de frequências e modos normais solicitados ( 

NEV, NVEC) e o número de instantes onde se calcula a resposta. 

Foi analisada a alternativa de cálculo 

das características dinâmicas, considerando a matriz dinâmica ' 

sob a forma [F] [M] , utilizando o método de iteração de matr:l: 

zes. As massas foram tomadas concentradas nos 

caso, verificam-se as seguintes desvantagens: 

nós. Para este 

- a matriz de flexibilidade é má condicionada. 

- o processo de iteração empregado permite calcular' 

no máximo 4 frequências e 4 modos normais. 

não se obteve boa aproximação nas frequências mais 

altas (comparando-se com o método de rigidez), em-

bora se tivesse ótimos resultados na 1~ 

c,ia e 19 modo. 

frequên-
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4.2 - DIAGRAMA DE BLOCOS 

INfCIO -

. 
Nl'IPO = 2 Nl'IPO = 3 

LEITURA E IMPRESSÃO DE D1\lXJS • 
1 LINE2 1 

Nl'IPO = 1 1 

FORMA A MATRIZ 
1 l DE RIGIDEZ CCM CALCULA MATRIZES DE STIF2 

SHEJ\.R USA RIGIDEZ E MASSA A- 1 

MASSAS DISCRETA TRAvf!s DE STIF2 e MM,S; 
1 MASS2 1 

. 1 
" ~ 

ARMAZENA A MIi.TRIZ DE 
MASSA EM DISO) 

' 

CÃLCULO DAS CAPACI'ERfSTICAS DJNÃMI - CAS POR MEIO DE AlJ11'.)X, GIVHO e MAX 

. 

' 
i 

IEITURA DE D1\lXJS PARA 
o CÃLCULO DA RESPOSTA 

IEITURA DA MATRIZ DE 
MASSA 00 DISCO 

cJ\.LCuLC6 AUXILIARES 

F0™1\ÇÃO DO 
PARA OBTENÇN.l DA RESPC6TA 

VETOR DE CARGAS 
IND-3= O NODAIS B:)UIVAL. IND3 '/ O 

CÃLCULO DA RESPOSTA DINÃMICA -
CONFORME O TIPO DA CARGA 

IMPRESSÃO DOS RESULTAOOS 



4.3 - ESQUEMA PARA OVERLAY 

PROG. PRINC. 

LINE2 

STIF2 MASS SI-lEAR I.OADl • •• IOAD6 IONJ7 ••• VE!Dl VEI.02 CO'<Dl cnm2 

AtJI'OX ZXM:m AXMGU ZXM:m 

GIVHO 

• 
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4.4 - DESCRIÇÃO DAS SUBROTINAS 

LINE2 

Calcula os parâmetros necessários à for­

maçao das matrizes de rigidez e massas consistentes de estrutu -

rasque possam ser reduzidas a uma viga em balanço. Supõe-se que 

as dimensões das seções transversais variam linearmente ao longo 

da altura. Ãreas e momentos de inércia sao calculados de acordo 

com o desenvolvimento no apêndice 2. O coeficiente do cisalha -

mente é calculado conforme (3.4.2). 

Os dados constantes dos itens 6, 7 e 8 

do manual de entrada são lidos através desta subrotina (NTIPO=3). 

STIF2 

Forma a matriz de rigidez global de uma 

viga em balanço composta por N elementos. 

Sejam i = 1, 4; j=l,4;I=l, 

N; os termos da matriz de rigidez do elemento I de viga da-

dos por (3.2.40). Os elementos Kij da matriz de rigidez 

balda estrutura são obtidos mediante a seguinte lei de 

çao: 

glo­

forma-
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K2I-l, 
I kI+l = k33 + 

21-1 11 

K2I-l, 
I kI+l = k34 + 2I 12 

K2I-l, 2I+l = kI+l 
13 

K2I-l, 2I+2 = kI+l 
14 I = 1, N - 1 

K2I, 
I kI+l 

2I = k44 + 22 

K2I, 2I+l = kI+l 
23 

K2I 2I+2 = kI+l 
I 24 

K2N-l 
N 

2N-l = k33 , 

K2N-l, 
N 

2N = k34 

K2N 
N 

2N = k44 , 
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MASS2 

Forma a matriz de massas consistentes de 

uma viga em balanço composta por N elementos. 

A lei de formação é idêntica à da matriz 

de rigidez global efetuada por STIF2. A matriz de massas consis 

tentes do elemento de viga é dada por (3.2.12). 

SHEAR 

Forma a matriz de rigidez global de es -

truturas dotadas de diafragmas (shear building), conforme seçao 

(3.3.1) 

GIVHO 

Calcula NEV auto-valores e NVEC au-

to-vetores de uma matriz real simétrica pelo método de Givens-

Householder, conforme seção (2.6.3). Deve-se ter NVEC ~ NEV. Os 

auto-vetores são fornecidos normalizados. O cálculo é efetuado' 

- ' f ' 10-6 com um erro in erior a • 

MAX 

Normaliza um vetor dividindo os elemen-

tos pelo maior deles. 
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CONDl 

Calcula a contribuição dos deslocamentos 

iniciais dos diversos pontos nodais para a resposta, sem 

em conta o amortecimento. 

levar 

COND2 

Mesmo que a anterior considerando o amor 

tecimento. 

DIST 

Determina o vetor de cargas nodais equi­

valentes para distribuição linear de forças ou momentos ao longo 

dos elementos. Seção (3.2.4). 

ZXMGU 

Subrotina auxiliar para cálculo dares -

posta não-amortecida. Pré-multiplica um vetor por: 

AXMGU 

Subrotina auxiliar para cálculo de resi;x:§_ 
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ta com amortecimento. Pré-multiplica um vetor por 

VELO! 

Calcula as velocidades para a açao combi 

nada das condições iniciais com impulsos retangular e triangular. 

Não se considera o amortecimento. 

VELO2 

Mesmo que VELO!, considerando o amor-

tecimento. 

LOADl, LOAD2, LOAD3, LOAD4, LOAD5, LOAD6, LOAD7, LOAD8, LOAD9, 

LOADl0. 

Estas subrotinas calculam nesta ordem a 

resposta dinâmica (deslocamentos) para cargas correspondentes a 

ILOAD = 1 a 10 (item 18 do manual de entrada). O cálculo dares­

posta dinâmica é efetuado utilizando as equaçoes (2.5.7) ,(2.5.9) 

e (2.5.10) e as integrais de Duhamel fornecidas no apêndice 1. 
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FLEXl e FLEX2 

Formam as matrizes de flexibilidade de 

uma viga em balanço composta de n elementos, considerando -se 

os efeitos de flexão e de cisalhamento, respectivamente. 

(3.2.5). 

FLEX3 

Secão • 

Forma a matriz de flexibilidade de es­

truturas do tipo "shear building". Seção (3.3.2). 

STOD 

Calcula os 4 primeiros auto-valores e 

auto-vetores da matriz dinâmica [F] 

iteração de matrizes. Seção (2.6.1). 

e m .J , usando o método de 

STODl 

Efetua as iterações (2.6.15) usadas por 

STOD. 
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,, 
4.5 - MANUAL DE ENTRADA 

NQ DE NQ DE 
VARIÃVEIS FORMATO 

ORDEM .. CARTÕES 

1 1 NPOOB, .N, .NTIPO. 3I5 

2 1 NM, NEV, N~ 3I5 

3 1 <Xl-1Em'ÃRIOS 
70 COLUNAS 
A PARI'IR DA 2~ 

4 N 
CIDRD (I), JOI'A(I), AREA(I), 
YOUNG (I) , FroRM (I) , G (I) , 00 (I) 7Fl0.0 

5 N 
CIDRD (I) , JorA (I) , YOUNG (I) 

4Fl0.0 MI\SSA(I , I) 

6 1 
VAD, DINIC, DFIM, HINIC, 

5Fl0.0, 2I5 HFIM, INDl, IND2 

7 N 00 (I) , YOUNG (I) , POISS (I) 3Fl0.0 

8 1 EE, RRO, PPOIS 3Fl0.0 

9 
NEV 
a+1 XL(I) 8Fl0.0 

10 
NVIC 
-9-+l *N2 X(I,J) 8Fl0.0 

11 1 
INDIC, NTEMP, NPC, NAMI', 

6I5 IND2, IND3 

. 

12 NPC I, UZERJ (I) , VZERO (I) IS, 2Fl0.0 

13 
NEv::: 
-9-+l ETA(I) 8Fl0.0 

14 
NTEMP 

+ 1 TEMPO(I) 8Fl0.0 8 

15 1 INDl, IND3, T 2I5, Fl0.0 

16 NPC I, PD(I) IS, Il0.0 

17 NPC I, P (I) IS, Fl0.0 

18 1 IIOAD IS 

19 
NPC JJ IS 

NPC * NI'EMP V(I, JJ) 8Fl0.0 

20 1 IS . 



COMENTÃRIOS: 

1. NPROB 

N 

NTIPO 

2. NM ,'- O 
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número da estrutura a ser analisada. Se menor ou i 

gual a zero, encerra o processamento. 

número de elementos que compõem a estrutura. 

define o tipo da estrutura a ser analisada. 

NTIPO=l - análise como viga de Timoshenko com as 

características físico-geométricas forne 

cidas diretamente. 

NTIP0=2 - análise como "shear building". 

NTIP0=3 - análise corno viga de Timoshenko com ge­

ração automática das características ge9 

métricas dos elementos. t suposto que as 

dimensões da secções transversais (reta~ 

" 

gular ou coroa circular) variam li-

nearmente. Neste caso são lidas as vari~ 

veis relacionadas nos itens 6, 7 e 8. 

as frequências e modos normais são fornecidos dire 

tamente (itens 9 e 10). 

" = O as frequências e modos normais sao calculados. 

" NEV numero de auto-valores (frequências). 

NVEC número de auto-vetores (modos normais). 

3. t reservado um cartão para comentários na saída. Caso nao se­

ja necessário, colocar um cartão em branco. 
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4. Os dados constantes deste ItE:lll sao. fornecidos no caso de 

NTIPO=l. Para cada elemento são fornecidos: 

COORD(I) - coordenada do nó I. 

JOTA(I) - momento de inércia. 

AREA(I) - área da secção transversal 

YOUNG(I) - módulo de elasticidade longitudinal 

FFORM(I) - Fator de forma da secção transversal (para cálculo 

da área reduzida) ou coeficiente de cisalhamento. 

G (I) 

RO (I) 

- módulo de elasticidade transversal. 

- massa especifica. 

5. As variáveis seguintes são fornecidas no caso de NTIPO=2: 

COORD(I), JOTA(I), YOUNG(I) - definidas como no Item 4. 

MASSA (I, I) - massa concentrada no nó I. 

6. Os dados seguintes são fornecidos se NTIPO=3: 

VAO 

DINIC 

DFIM 

HINIC 

HFIM 

- altura total da estrutura 

- diámetro da base no caso de secçao em coroa circu-

lar ou altura na base da estrutura no caso de sec­

çao retangular. 

- análogo ao caso anterior para a extremidade da es­

trutura. 

- espessura da coroa circular na base da estrutura' 

ou base da secção retangular. 

- análogo ao caso anterior para a extremidade da es­

trutura. 
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INDl # O - secçao retangular. 

= O - coroa circular. 

IND2 # O - existe variação das propriedades físicas ao longo 

da estrutura. 

= O - todos os elementos têm as mesmas propriedades físi 

CM. 

7. Os dados relacionados neste item sao fornecidos para cada el~ 

mento se IND2 # O. 

RO(I) - massa específica. 

YOUNG(I) - módulo de elasticidade longitudinal. 

POISS(I) - coeficiente de Poisson. 

8. Se IND2 = O são fornecidos os seguintes valores para a estru­

tura: 

EE - módulo de elasticidade longitudinal. 

RRO - massa específica. 

PPOIS- coeficiente de Poisson. 

9. As frequências XL(I) são fornecidas se NM # O. 

10. Os modos normais sao fornecidos se NM # O. 

11. A partir deste item sao fornecidos os dados para o cáiculo da 

resposta dinâmica. 

INDIC ~ O - nao se deseja o cálculo da resposta dinâmica. 

> O - ê efetuado o cálculo da resposta dinâmica. 

NTEMP - número de instantes para os quais se quer calcu­

lar a resposta. 

- número de direções carregadas. 
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NAMT 1- o - o amortecimento - considerado. e 

= o - resposta não-amortecida. 

IND2 1- o - resposta calculada aproximando as funções que de 

finem as cargas por secantes. 

= o - resposta para cargas dos tipos 1 a 10. 

IND3 1- o - as cargas sao aplicadas aos nós diretamente. 

= o - distribuição linear de carga ao longo do elemen-

to. 

12. I - número da direção. 

UZERO(I) - deslocamento inical da direção I. 

VZERO(I) - velocidade inicial da direção I. 

13. Os valores deste Item são fornecidos se: 

NAMT ,j. O 

ETA(I) - percentagem do amortecimento critico correspondente 

ao modo I. 

14. TEMPO(I) - instantes para os quais foi determinada a respos-

ta. 

15. INDl < O - passa a analisar nova estrutura. 

= O existe contribuição das condições iniciais para a 

resposta. 

> O - não existe influência das condições iniciais. 

T - tempo de duração da carga aplicada ou parâmetro 

que define a carga conforme apêndice 1. 

16. Os valores seguintes são fornecidos se IND3 = O. 

I - direção carregada. 
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PD(I) - ordenada da carga distribuída na direção I, no nó 

correspondente. 

17. Os dados seguintes são fornecidos se IND3 ~ O: 

I - direção carregada. 

P(I) - ordenada máxima da carga concentrada segundo I, aplic~ 

da ao nó correspondente. 

18. Os valores deste irem são fornecidos se IND2. = O 

Para ILOAD = 1 a 6 não se considera o amortecimento. 

ILOAD = 1 - Impulso retangular atuante durante o tempo 

= 2 - Impulso triangular atuante durante o tempo 

= 3 - Variação linear da carga até o instante T, 

T. 

T. 

a 

tir do qual se mantem constante e igual a P. 

= 4 - onda quadrada de periodo 2T. 

= 5 - carga senoidal de período 2 1T. 

= 6 - carga a forma P ( 1 - cos 211t ) • 
T 

Para ILOAD = 7 a 10, é considerado o amortecimento. 

ILOAD = 7 - impulso retangular atuante durante o tempo T. 

= 8 - impulso triangular atuante durante o tempo T. 

= 9 - carga senoidal de período 2 1T. 

= 10 - carga co-senoidal de período 211. 

par-

19. Quando se efetua a aproximação por secantes das funções que 

definem as cargas (IND2 ~ O) são fornecidos: 

JJ - direção carregada. 

V(I,JJ) - ordenada da carga no tempo I atuante segundo adi­

reção JJ. 
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20. Indica término do processamento, podendo ser em branco ou 

contendo uma constante inteira negativa. 
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CAP1TULO V 

APLICAÇDES, EXEMPLOS E CONCLUSDES 

5.1 - CONSIDERAÇÕES SOBRE O VENTO 

O comportamento de uma estrutura solic! 

tada pelo vento, depende diretamente da velocidade deste. Para 

baixas velocidades (30) o regime de escoamento é laminar e os 

efeitos resultantes são, praticamente, de natureza estática. A 

partir de velocidades da ordem de 25 m/seg (90 km/h) o regime 

torna-se turbulento e atua por rajadas sucessivas, podendo ter 

carácter periódico. Se as rajadas tiverem freqttências próximas 

às freqttências naturais da estrutura, há o perigo de ressonán­

cia. Outro dado importante é o tempo de duração das rajadas. ' 

Em ambos os casos o comportamento da estrutura é dinâmico e a a 

nálise sob este ponto de vista deve ser conduzida para estrutu­

ras de grande altura. 

Não se tem um critério unificado para 

tomar um valor convencional da velocidade. Os principais são de 

tomar: 

- velocidade instantànea (ponto de rajada) ~ 

que e o valor 

da velocidade para o qual há uma-probabilidade de ser a­

tingido ou ultrapassado na razão de 3 dias em 1000. 

- velocidade média dos valores instantâneos em determina­

dos intervalos de tempo (5 a 10 minutos). 
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- velocidade média calculada em um intervalo de tempo mui­

to grande, multiplicada por um fator de amplificação. 

A tendência atual é utilizar conceitos' 

probabilísticos. A idéia básica é de que qualquer que sej·a o. V!:! 

lor adotado para a velocidade, existe uma probabilidade não nu­

la de ser ultrapassado, conforme o intervalo de tempo consider!:! 

do. Quanto maior for a vida Útil e importância atribuída à obra, 

maior será tomada esta probabilidade. Este conceito tem a vant!:! 

gero muito grande de permitir ligar o estudo do vento diretamen­

te ao problema de segurança e conduzir a uma formulação matemá­

tica bem fundamentada. 

5.1.l - RELAÇÃO ENTRE A VELOCIDADE DO VENTO E A PRESSÃO EXERCI­

DA SOBRE UMA SUPERFÍCIE PLANA 

Aplicando o Teorema de Bernouilli, adro! 

tindo escoamento irrotacional e fluido incompressível (válido' 

para velocidades até 300 Km/h), chega-se a: 

l 2 (5.1.1) q = p V 
2 

Sendo, 

p = 112255 
~ 0,125, tem-se 

9,80665 

q = 
v2 V - nvseg (5.1.2) 
16 

q - Kgf/m2 
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Na NB-5, q é chamado pressao. de obs­

trução e é fixado em função da altura •. :E: ainda afetado .por um 

coeficiente que depende da geometria da obra. Estes valores so­

frem severas crlticas devidas ao fato de corresponderem a bai -

xos valores de v. Sabe-se que v varia muito com as condi­

ções meteorológicas e topográficas. Um problema básico, portan 

to, quanto aos valores da NB-5 é que são impostos para todo o 

Brasil, independentemente das condições regionais. 

5.1.2 - DIREÇÃO PERPENDICULAR Ã DO VENTO. 

Resultados experimentais mostram que 

para baixas velocidades (escoamento laminar), existem vibrações 

na direção perpendicular à do vento. A velocidade corresponden 

te ao máximo deste efeito é chamada velocidade crltica. 

A teoria de von Karmán explica o fenôme 

no em superflcies cillndricas.Com o aumento da velocidade, veri 

fica-se: 

a) escoamento regular do fluido. 

b) formam-se dois turbilhões simétricos em torno da super­

flcie. 

c) os turbilhões se alternam guardando entre eles um espa­

çamento aproximadamente constante, da ordem de 4 a 5 ve 

zes o diámetro. Surgem assim, vibrações laterais de am-
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plitudes crescentes. 

d) a turbulência torna-se irregular e as vibrações laterais 

se ·atenuam. 

Esta teoria explica o fenômeno de uma 

forma qualitativa, pois conduz no caso do vento a valores eleva­

dos de velocidades que são incompatíveis com o regime laminar. 

de Strouhal 

s = 

onde, 

V = 

De = 

wv = 

s 

de critica, 

V = cr 

A velocidade critica depende do número' 

(5. 1. 3) 

velocidade do vento 

diâmetro externo 

freqüência de excitação do vento 

varia entre 0,15 e 0,30. 

Fazendo = tem-se a velocida-

(5.1.4) 

Com (5.1.4) e (5.1.2), calcula-se a pres 

sao correspondente. 
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5.2 - APLICAÇÕES DOS MODELOS ESTUDADOS 

O modelo de viga é iiplicável a estrutu­

ras tipo torre ou chaminés, onde o comportamento dinámico é aju~ 

tável ao de uma viga em balanço, como revelam as experiências. O 

modelo de estruturas com diafragmas rigidos é aplicável aos ca­

sos de edificios com pisos de grande rigidez, onde sejam compatI 

veis com as hipóteses da seção (3.3). Em qualquer caso os momen­

tos de inércia são calculados para todos os elementos verticais 

em um determinado nível, relativamente a um eixo horizontal me­

diano. No segundo modelo as massas sao concentradas nos níveis ' 

dos pisos,enquanto que no primeiro se trabalha com massas consis 

tentes. 

Alguns efeitos secundários nao sao aqui 

considerados: 

a) Ovalização - induzida pelos efeitos locais em seçoes 

transversais anelares. 

b) Rotação da base - em geral devida a recalques diferenci­

ais do terreno de fundação. 

c) Insolação - quando assimétricas podem produzir rotações 

adicionais importantes. 

Em estruturas civis, estes resultados 

têm grande importância, como são os casos de: 

perturbações em estruturas destinadas a equipamento sen 

sível (por exemplo, torres de transmissão de sinais) i 
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fadiga dos materiais decorrentes de cargas .cíclicas; 

desconforto humario, provocado por deslocameritos ou ace­

lerações excessivas. Algumas normas limitam o desloca -

menta máximo em 1: 1000 da altura, com limites em 

- n ... funçao das frequencias e amplitudes a partir de 60 m. 

As percentagens do amortecimento críti-

coem geral nao ultrapassam 10%. Para o caso de chaminés 

tem-se as seguintes indicações: 

estruturas de aço soldado nao revestido - 0,2 a 0,5 % 

estruturas de aço aparafusado - 1,0 a 1,5 % 

chaminés de aço soldado revestido - 1,0 a 1,5 % 

chaminés de concreto - 2,0 a 3,0 % 

I 
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5.3 - EXEMPLOS 

As formas estruturais escolhidas foram 

as mais simples possíveis para que se pudesse efetuar comparações 

dos resultados. 

5.3.1 - EXEMPLO 1 

A estrutura estudada consiste de urna sé-

rie de quadros espaçados de 15 ft (4,57 m) do tipo indicado na 

(fig. 12). Os pilares são metálicos. Supõe-se que tanto os pa­

rámetros físico-geométricos quanto as cargas são idênticos ao 

longo do comprimento e, assim, o comportamento de um quadro e re 

presentativo para toda a estrutura. A concentração das cargas ' 

nos níveis dos pisos é uma idealização de uma pressão dinámica' 

(vento) atuante sobre as paredes. A variação do carregamento 

com o tempo está indicada na (fig. 13). Este exemplo está anal! 

sado na referência (29). 

As unidades foram convertidas para me­

lhor compreensao dos resultados. 

são dados: 

- Cargas verticais: 

19 piso 104 psf = 507,7 kgf/m2 

29 piso 100 psf = 488,2 kgf/m2 

39 piso 50 psf = 244,1 kgf/m2 
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- ------- . -

P ( 1 l 

5 Kips = 

2,2651 

FIG. 13 

O, 2 seg- ' 
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- Paredes e pilares: 

20 psf = 97,6 kgf/m2 para todos os anda 

res. 

Os demais valores estão resumidos no qu~ 

dro seguinte: 

MASSAS MOM. INtRCIA E X 10-6 
ANDAR 2 lb/in2 kg/cm2 

lb.seg /in ton in4 dm4 

1 141 2,52 497,2 1,806 30 2,1 

2 132 2,36 212,6 0,773 30 2,1 

3 66 1,18 212,6 0,773 30 2,1 

Foram obtidos os resultados seguintes, ' 

praticamente coincidentes com os de Biggs. Diferenças desprezI -

veis são devidas à maior precisão que se obtém com o programa. 

FREQÕtNCIAS NATURAIS 

i Hz rd/seg 

1 1,323 8,316 

2 3,824 24,029 

3 5,576 35,034 

MODOS NORMAIS - Estão representados nas 

(figs. 14.a, 14.b, e 14.c). 
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DESLOCAMENTOS MÃXIMOS 

PISO ESTÃTICO DINÂMICO BIGGS (in) in cm (in) 

1 0,375 0,692 1,76 -
2 0,521 0,998 2,01 -
3 0,573 1,098 2,79 1,13 

O fator dinâmico encontrado foi 1,90. E2 

te valor elevado se deve à brusca variação da carga no intervalo 

de O a 0,2 seg. 

A resposta para o 39 piso está indicada' 

na (fig. 15). 

5.3.2 - EXEMPLO 2 

5.3.2.1 - CARACTERIZAÇÃO DA ESTRUTURA 

Neste exemplo, a estrutura analisada é 

uma chaminé cilíndrica em concreto. Para maior compreensao dos 

resultados, todas as secções horizontais foram tomadas com as 

mesmas propriedades. Os valores assumidos são compatíveis com o 

problema real. Nas referências ( 3 º)e( 31 ), tem-se informações nu­

merosas sobre ordem de grandeza das dimensões, consumo de mate -
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rial,etc., para estruturas similares, já executadas. 

. ·--- -

-
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são calculados: 

Área da secçao transversal - s = 2,8274 m2 

- Momento de Inércia - J = 3,2126 m4 

- Módulo de Elasticidade transversal - G = 0,9xl0 6 Kgf/m2 

- Coeficiente de cisalhamento - y = 0,5269 

5.3.2.2 - CARACTER!STICAS DINÂMICAS 

Foram tomados 20 elementos (40 graus de 

" liberdade) e calculados as 20 primeiras frequências e 20 prime! 

ros modos. Em geral, para estruturas deste tipo, com os 5 pri­

meiros modos obtem-se a resposta práticamente exata, como ficou 

evidenciado em diversas outras aplicações. Apenas com o 19 modo 

obtem-se cerca de 70% do valor exato, do deslocamento máximo. 

A figura 17 mostra a convergência para 

a 1~ frequência, tomando-se diferentes números de elementos.As 

6 primeiras frequências são: 

Unid. w1 w2 w3 w4 w5 w6 

Hz 0,154 0,945 2,559 4,795 7,537 10,677 

rd/seg 0,970 5,941 16,077 30,128 47,356 67,086 

As figuras 18.a a 18.f mostram os 6 
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primeiros modos relativos aos deslocamentos transversais. A cu~ 

va correspondente ao modo ·i corta o eixo vertical i vezes. 

5.3.2.3 - INFLUÉ:NCIA DO AMORTECIMENTO 

A figura 19 mostra os deslocamentos ao 

longo do tempo devidos a carga da figura 16.b, suposta atuando 

instantâneamente (caso 6 do apêndice 1). Foram tomados os valo­

res extremos: amortecimento nulo e 10% do amortecimento crítico' 

em todos os modos. Observa-se que o amortecimento só se faz sen­

tir após o primeiro ponto de máximo, tendo influência crescen­

te com o tempo. Se o problema a analisar consiste apenas em val2 

res máximos absolutos dos deslocamentos, o amortecimento não tem 

grande influência. Para o caso a diferença é de 10%. 

5.3.2.4 - INFLUtNCIA DO CRESCIMENTO DA CARGA 

Na figura 20 estão representadas as res­

postas para cargas que variam linearmente durante um intervalo' 

de tempo inicial T, onde atinge o valor indicado na figura 16. 

b. As respostas foram calculadas para T = 2, 3 e 10 segundos 

Os resultados mostram claramente o efeito de rajada. Quanto me­

nor for a sua duração mais acentuado é o comportamento dinámico. 

A solução estática é obtida para T ~ 00 • 
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5.3.2.5 - CARGA DA NB-5 

Os valores de q indicados na figura 

16.c sao os fornecidos no item 8 da NB-5. O efeito global do 

vento é considerado multiplicando estes valores pelo coeficiente 

de forma cg (NB-5, item 11). 

Tem-se: 

d ,/q>l; então, 

A carga ao longo do eixo vertical sera: 

0,7 X 3,30 X q = 2,41 q (Kgf/m) 

Supondo que antes de atingir estes valo­

res houve uma variação linear inicial durante 3 segundos, obtem­

se a resposta representada na figura 21. 

5.3.2.6 - VARIAÇÃO ARBITRÃRIA DA CARGA. 

Com a finalidade de mostrar uma das op­

çoes do programa automático para cálculo da resposta, tomou-se' 

uma variação irregular da carga, com o tempo. Os valores são os 

da NB-5. A carga segundo o eixo vertical será 2,41 vezes os va­

lores indicados nas figuras 21.a, 21.b e 21.c como no item prece 
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dente. A resposta para o topo da chaminé es.tá representada na 

figura 23 • 

• 
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5.4 - CONCLUSÕES 

1) - o amortecimento viscoso pode sei levado em consideração a­

través da análise modal com a mesma ordem de dificuldades. ' 

que para o caso não-amortecido.~ suficiente a aplicação da 

teoria exposta no capitulo II, juntamente com as integrais' 

de Duhamel do apêndice 1. 

2) - A determinação dos coeficientes para construção da matriz 

de amortecimento no caso de auto-valores repetidos, desen -

volvida na seçao (2.4) bem como a demonstração da condição' 

necessária no teorema da pág. 28 , não consta da literatu­

ra consultada, apesar de exaustivas pesquisas bibliográfi -

cas. Acredita-se serem aqui apresentadas pela primeira vez. 

3) - Os modos de ordem mais alta têm pouca influência na respos­

ta dinâmica. O mesmo ocorre com as percentagens do amortec! 

mento critico, bastando assim, conhecer 

as de ordem mais baixa. 

com maior rigor 

4) - Quando se leva em conta o amortecimento em estruturas nao­

lineares, os processos de integração exigem de forma expli­

cita todos os termos da matriz de amortecimento. Em geral ' 

nao se tem indicações para estes valores. Uma forma de con-

tornar o problema seria efetuar a sua construção por meio 

de (2.4.14), baseando-se numa análise linear como tratada' 

neste trabalho. Um problema que se apresenta de imediato é 

saber se a matriz de amortecimento calculada para a estru-
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tura suposta de comportamento linear difere muito da matriz 

para o caso não~linear. 

5) - Em estruturas com grande número de graus de liberdade pod~ 

se levar em conta o efeito dinãmico das cargas, de forma 

aproximada, a partir de uma análise estática. Para tanto, 

basta efetuar uma análise prévia com os modelos aqui estud~ 

dos e obter um fator dinãmico de cargas máximo (valor máxi­

mo da relação entre deslocamentos dinãmicos e estáticos) e 

efetuar a majoração do cálculo estático através deste fator. 

6) - Entre os processos atuais para cálculo de valores caracte­

rísticos de matrizes reais simétricas com todos os elemen -

tos não nulos, o mais eficiente é o de Givens-Householder 

As vantagens deste método são reveladas pela análise teóri­

ca de erros de truncamento e pelo menor volume de operaçoes 

(tempo de computação). No entanto, para problemas estrutu -

rais, limita-se a poucos graus de liberdade. A solução pa­

ra grandes estruturas está em métodos onde permitam utili -

zar as características de simetria e banda das matrizes de 

rigidez e de massas consistentes (2 º), efetuando os cálcu -

los por blocos, a exemplo de eficientes métodos existentes' 

para solução de grandes sistemas de equações lineares. Com 

processos deste tipo é possível efetuar análise dinãmica de 

estruturas do mesmo porte das que se trata estaticamente. 
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vários tópicos relacionados com os obje­

tivos deste trabalho se fazem necessários para posteriores estu­

dos: 

a) - Considerar a interação estrutura-solo de fundação e efeitos 

térmicos em programas automáticos. 

b) - Considerar um modelo mais refinado, com o objetivo de anal! 

sar estruturas dostipos aqui estudados como pórtico espaci­

al e cascas para obtenção de efeitos locais. 

c) - Mudar o esquema do cálculo de valores característicos, con­

forme o item 6 anterior. 

d) - Efetuar em um amplo trabalho o mapeamento das diversas re­

giões brasileiras com informações que interessem ao estudo 

do vento, de natureza topográficas e meteorológicas. 

e) - Ajustagem de modelos estatísticos aos dados do item anteri­

or e estudos de modelos estocásticos para a solicitação do 

vento. 

f) - Tratamento do problema global como de vibrações aleatórias. 

g) - Análise com comportamento não-linear. 

h) - Estudos experimentais sobre o amortecimento em estruturas ' 

típicas. 

i) - Ensaios em túneis de vento.relacionados com os problemas an 

teriormente citados. 
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Na equaçao (2.5.7), tem-se a integral de 

. Jk,xp -nw (t - T)J L sen [w(l -
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x [<!>[T (A.1.1) 
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i=l, ... ,n (A.1.2) 

Dik =ftexp [-ai (t - T)l sen bi (t - T) Fk (T) dT (A.1.3) 
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a. = ni wi l. 

1 

b. = wi (1 - n~l
2 

l. l. 

Foram efetuadas as integrações de 

(A.1.3) para vários tipos de cargas F(T), mostradas·a seguir: 
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APtNVICE 2 

Seja a peça conforme indicada na Fig. 24 

- com seçoes transversais retangulares ou coroas circulares. 

z 

f 

FIG. Z4 

h 

d 

O iámetro) 
me'dio 

Supondo-se d e h variando linearmente ao 

longo da direção x, tem-se 

h = h [l - (1 - H) (! o 
(A. 2 .1) 

d = d o [1 - (1 - D) /J 

onde 

E; _x_ H = 
hL 

D = ~ (A.2.2) = , e 
.e. h o do 
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Área da Seção Transversal 

Em ambos os casos, obtém-se 

sendo 

A = A (1 + ª1 i:: o 

A = kl h d o o o 

a = H + D - 2 
1 

+ ª2 

a
2 

= (1 - H) (1 - D) 

Momento de Inércia 

i::2) (A.2.3) 

= 1 retângulo 

kl 
= Tr coroa circular 

Para seçoes retangulares e coroas circula­

res, pode ser expresso sob a forma 

J = J (1 + bl!;; + b i:;2 + b i::3 + b4!;;4) (A. 2. 4) o 2 3 

onde 1/12 retângulo 

J = k2 h d3 k2 = o o o 
+ cx2) Tr (1 coroa 

8 
circular 

bl = -4 + 3D + H 
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b2 = 3 ( 1 - D) ( 2 - D - H) 

b3 = -(1 - D) 2 (4 - D - 3H) 

b4 = (1 - H) (1 - D) J 

O valor de a que aparece na expressao 

de k
2

, no caso de coroa circular, é dado por ~ e varia com x. 

É conveniente tomar um mesmo valor de 

a para todas as secçoes. Foi considerado o seu valor médio: 

a = ~r dx (A. 2. 5) 

o 

Das equaçoes (A.2.1) e (A.2.5), obtem 

se: 

h 
1 - H 

[1 ( 1 1 
H )ln~ 

o + a = 
d 1 - D 1 - D 1 -o 

h 
o H = 1 se 

do 
(A. 2. 6) -a = 

(1 + H) h o se D = 1 
2 h o 



//ROMILDE2 JOB 12065,0296t,MSGLEVEL=ll,ll,CLASS=K,TlME=90 
// EXEC FORIGCLG.PARM.LKED=•XREFtlEl,OVLY',TIME.G0=90 
//FORT.SYSlN DO* 

e 
e 
e 

e 
e 

IMPllCI T REAl*8 t A-H, 0-Z ), 
REAl*8 JOTA(60),MASSA(60,60l 
DIMENSION COORDl6D),AREAl30),FFORM(30l,G(301,YOUNGl60t, 

*XMASS(60l,FF(60),UZEROl60l,VZER0(60),R0130},TEMP0t20), 
*Cll60l,ETAl20l,U(60l,P(60l,COTAlf60),CDTA2(60),Vt20,60l, 
*VZl60l,POISS(30l 
*,POl60l 

COMMON Xl(201,X(60,20),XMGC20l,N,NVECtFf60t60},NPC,N1EMP, 
*NAMT 

DEFINE FILE 1160,120,U,Ill 
Ml=5 
M2=6 

IMPRESSAO OE TlTUlOS 

WRITEIM2,10l 
10 FORMATf'l',//////////////////,34X,'******************************* 

l*********************',/,34X,'*',50X,'*'•l,34X, 1 *'•1X, 1 COPPE',17X, 
2 1 UFRJ 1 ,18X,'1974",1X,'*"•/,34X,'*'•50X,'*'•/134X,'*',9X,'PROGRAMA 
3 DE ENGENHARIA CIVIL',9X 1

1 *',/,34X,'*',50X,'*',/,34X,'*',50X,'* 
4',/,34X,'*',50X,'*') 

WRlTE(M2, 111 
11 FORMAT(34X,'*',9X, 1 ANAllSE DINAM1CA DE ESTRUTURAS',9X,'*',/,34X, 

l'*',50X,'*º,/,34X,'*',9X, 1 ELEVADAS LATERALMENTE CARREGAOAS',9X,'*' 
2,/,34x,•••,sox,•••,t,34x,•••,sox,•••,1,34X,'*"•5ox,•••,t,34X,'*',5 
30X,'*',/,34X,'*',2X, 1 ROMILOE ALMEIDA DE OLIVEIRA - TESE DE MESTRAD 
40• ,2x,,•••, 

WRITEIM2,12) 
12 FORMATl34X,'*',50X,'*',/,34X,52('*'ll 

20 READ(Ml,30)NPROB,N,NTIPO 
IFINPR08)35,35,40 

> 
""' m 
z 
<:l .... 
(".) 

·l'T1 

"" 

ti 
H 
(/) 
1-3 
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t'1 
:;:: 
t:! o 
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~ 
G'l 

i p 
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U1 
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! 
H 
n o 



35 CALL EXIT 
40 WRllEIM2,50tNPROB 

READ{Ml,30)NM,NEV,NVEC 
30 FORMATl315)1 
50 FORMATC•1•,tt,40X,'***** ANALISE N0.•,15~5x.•••••••. 

*/Ili 
READ(Ml,601 

60 FORMAT( • 1'1' 
WRITECM2,60J, 
N2=2•N 
IF(NTIPO.EQ.2) N2=N 
WR1TE{M2,70IN2 

70 FORMATf/,5X,•NUMERO DE GRAUS DE LIBERDADE =•,15,/) 
c 
C LEITURA E IMPRESSAO DAS CARACTERISTICAS FISICAS E GEOME-
C TRICAS DE ACORDO COM O TIPO DA ESTRUTURA 
c 

GO T0(210,270,3251,NTJPO 
e 

210 WRITEIM2,2201 
220 FORMAT(//,5X, 0 ANALISE EFETUADA COMO VIGA DE TIMOSHENK0•,//1 

00 230 I=l,N 
READIM1,350ICOORO(Il,JOTA(tl,AREAll),YOUNG(lltFFORM(l),G(l} 

•,RO(II 
230 CONTINUE 

WRITEIM2,240) 
240 FORMATl/,lX,•ELEMENT0•,6x,•cooRO.N0•,1ox,•AREA',5X,'MOM.INE 1 

*,'RCIA•,2x,•EtAST.LONGtT.•,1x,•FATOR DE FORMA•,2x,•ELAST.T' 
•,•RANsv.•,6X,•OENS1DADE•,/) 

XMASS(l)=ROlll*AREAll)*COORD(ll 
00 250 I=l,N 
XMASSCJl=ROlll*AREAtll*lCOORDIII-COORD(I-ll) 
WRITEIM2,260ll,COORDIIl,AREAtl),JOTAIIf,YOUNG(It,FFORMIII 

*,GIII 
*,RO(II 

250 CONTINUE 

1-' 
w 
Cl'I 
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CALL STIF2l COORO,YOUNG,G,AREA,FFORM,JOTA 1 
CALL MASS21 COORD,YOUNG,G,AREA,FFORM,JOTA,XMASS,RO 

*,MASSA) 
260 FORMAT(19,7Dl5.7l 

GOTO 330 

LEITURA E IMPRESSAO OE DADOS 

270 WRITE(M2,280) _ 
280 FORMAT(//,5X,'** ANALISE EFETUADA SOB A HIPOIESE DO FUNCI0 1 

*•'NAMENTO OA ESTRUTURA COMO -SHEAR BUILOING',//1 
00 285 l=l,N 
DO 285 J=l,N 
MASSA(I,J)~O. 

285 CONTINUE 
DO 290 l=l,N 
READ(Ml,350ICODRDIIl,JOTA(IJ,YOUNG(Il,MASSAll,II 

290 CONTINUE 
WRITEIM2,300l 

300 FORMAT(/,1X,'ELEMENT0 1 ,6X,'COORDoN0 1 ,4Xt 1 MOM.INERCIA 1 1 2X, 
*'ELAST.LONGIT.',10X,•MASSA 1 ,/l 

DO 310 I=l,N 
WRITE(M2,2601 I,COORD(Il,JOTAIIl,YOUNG(Il,MASSA(l 0 11 

310 CONTINUE 
CALL SHEARICOORD,JOTA,YOUNGI 
WRITE(M2,370l((F(l,J),J=l,Nl,1=ltNl 
WRITE(M2,370)((MASSA(l1Jl,J=l,Nl,l•ltNI 
GOTO 330 

325 CALL 
CALL 
CALL 

330 11=1 

LEITURAS E lMPRESSOES SAO EFETUADAS ATRAVES DA 
SUBROTINA LINEA 

LINE21N,COORD,JOTAtYOUNG,XMASS,FFORM,P0ISStAREA,G,ROI 
STIF21 COORO,YOUNG,G,AREA,FFORM,JOTA 1 

MASS2tCOORO,YOUNG,G,AREA,FFORM,JOTA,XMASStRO,MASSA) 
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WRITE(l 1 ll)(IMASSAtI,Jl,J=1,N2l,I=l,N2l 
1FINMl509,500,509 
FORMATl8Fl0.0I 
FORMAf ,( 3X, 8Dl4. 6) 

CALCULO DAS FREQUENCIAS E MODOS DE VIBRACOES 

READ(Ml,350ltXLlil,1=1,NEVJ 
READIM1,350)11Xfl,Jl,I=l,N21,J=l,NVECl 
WRITE(M2,510l 
GD TO 545 

500 CALL AUTDXCN2,NEV,NVEC,F,MASSA,XL,Xl 
Pl=3.l41592653589793 
Pl2=2.*PI 
DO 540 I=l,NEV 
XLIIl=l./(PI2*0SQRTIXL(Illl 

540 CONTINUE 

IMPRESSAO DOS RESULTADOS - FREQUENCIAS E MODOS DE VIBRACOES 

WRITEIM2,530) 
530 FORMAT(/,5X,45('*"1,/,5X,'* FREQUÊNCIAS NATURAIS EM CICLOS' 

*,"/SEGOU HZ *~,/,5X,451'*"l,/) 
WRITEIM2,370llXLIIl,I•l,NEVl 
WRITEIM2,510l 

510 FORMATl/,5X,35("*'1,/,5X, 1* FREQUENCIAS NATURAIS EM RAO/SE' 
*,'G *',/,5X,351'*'1,/l 

N=N2 

DO 520 1=1,NEV 
XL III =XL I Il*PI 2 

520 CONTINUE 
545 WRITEIM2,370l(XLIIl,I=l,NEVl 

WRITEIM2,550l 



139 

550 FORMATll.5X,301'*'1,/,5X,•• MODOS NORMAIS OE VIBRACOES *'• 
*l,5X,301'*'),/) 

00 560 J=l,NVEC 
WRITE(M2,570lJ 

570 FORMATl/,5X, 1 M000 1 ,I51//) 
WRITE(M2,5BOl(X(I.Jl,I=l,Nl 

580 FORMAT(lOX,BFl2.5l 
560 CONTINUE 

READ(Ml,5621INOIC,NTEMP,NPC,NAMT,IN02,IN03 
562 FORMAT16l5l 

WRITE(M2,563l 
563 FORMA TI l l, 5X, 'I NDIC' • 5X, 'NTEMP 1 , 7X ,., NPC', 5X, 'NMOOO•, 6X, 

*'NAMT 1 ,6X, 1 IND2 1 ,6X,•IN03•,/l 
WRITEIM2,564IINDIC,NTEMP~NPC,NVEC,NAMT,IND2,IN03 

564 FORMAT(7110l 
IFIINDIC)600,600,620 

600 WRITE(M2,610l 
610 FORMATl//,5X,'NAO SE DESEJA O CALCULO DA RESPOSTA'} 

GOTO 20 
620 WRITEtM2,11501 

WRI·TEIM2,6301 
630 FORMAT(//,20X,15('.'l,5X•'RESPOSTA DA ESTRUTURA',5X,15{ 1 • 1 l ., 

WRITE(M2,ll50l 
11=1 
REAO tl 1 IlJ((MASSAII,Jl,J=l,N21,I=l,N2J 
DO 1570 l=l,NVEC 
DO 1570 J=l,N 
F(l,Jl=O. 
DO 1570 K=l,N 
Fll,Jl=F(l,JJ+X(K,Il*MASSAIK,JI 

1570 CONTINUE · 
DO 1590 I=l,NVEC 
XMG(ll=O. 
00 1590 K=l,N 



XMG(l)•XMGll)+Fll•Kl*XIK,I) 
1590 CONTINUE 

DO 1600 1•1,NVEC 
DO 1600 J•l,N 
F(I,Jl=XIJ,Il/XMGIIl 

1600 CONTINUE 
DO 1620 I=l,NVEC 
DO 1620 J=l,N 
FF (.J l =F II, J 1 
DO 1615 K•l,N 
IFIK-Jll605,1605,1610 
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1605 F(I,Jl=F(I,JJ+FFIKl*MASSAIK,JI 
GOTO 1615 

1610 FII,J)=Ftl,Jl+F(I,Kl*MASSA(K,JI 
1615 CONTINUE 

FII,Jl•FII,Jl-FFIJJ 
1620 CONTINUE 
1150 FORMATl///,lX,117{'*'11 

c 
C LEITURA DOS PARAMETROS PARA CALCULO DA RESPOSTA 
C SAO LIDOS APENAS OS NAO NULOS 
c 

00 640 I=l,N 
UZERO 111 =O. 
VZERO( Il•O. 
Plll=O. 
PDI Il=O. 
Cllll=O. 

640 CONTINUE 
DO 650 IC=l,NPC 
REAO(Ml,66011,UZERO(ll,VZERO(II 

650 CONTINUE 
IFINAMTl1651,657,1651 

1651 READIMl,350l(ETA(Il,I=l•NVECl 
WRITEIM2,16521 

1652 FORMAT!/,5X,4ll'*'l,/,5X,'* PERCENTAGENS 00 AMORTECIMENTO• 
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•,•CRITICO ••,/,SX,411'*'1,/l 
WRITEtM2,370l(ETAIIl,l=l,NVECI 

660 FORMATII5,3FlO.Ol 
657 READIMl,350llTEMPOlll,1=1,NTEMPl 

IMPRESSAO DOS PARAMETROS LIDOS 

WRITEIM2,670l 
670 FORHATl//,5X,•CONOICOES INICIAIS',//,5X,'PONTO NOOAL 1 ,5X, 

*'DESLOCAMENTO INICIALw,5x, 1 VELOCIOADE INICIAL',/) 
00 680 1=1,N 
WRITEIM2,690lI,UZEROIIJ,VZEROIIJ 

680 CONTINUE 
690 FORMAT(l16,F25.5,F23.51 

WRITEIM2,7001 
700 FORMAT(//,5X 1 541'*'l,/,5X,'* INSTANTES PARA OS QUAIS FOI 0' 

*,'ETERMINADA A RESPOSTA *',/,5X,541'*'l,//1 
WRITEIM2,370llTEMPO(Iltl=l,NTEHPl 
IFIIND2ll230,1700,1230 

1700 READ(Hl,66llIN01,IN03,T 
661 FORMAT(215,Fl0.0J 

IFIIN01l20,705,701 
701 IFIIN0312703,2101,2703 

2701 DO 702 IC=l,NPC 
REAOIMl,660lI,PO(ll 

702 toNTINUE 
GOTO 2705 

2703 00 2704 IC=l,NPC 
REAO(Ml,66011,P(ll 

2704 CONTINUE 
2705 REAOIM1,30lILOAO 

WRITE(M2,704lILOAD 
704 FORMATl///,5X,'••••• RESPOSTA PARA CARGA DO TIP0',15,'••••' 

*l 
WRITEIM2,1704) 

1704 FORMAT(//,5X,'OIRECA0 1 ,5Xt'ORD.HAX. DA CARGA DIST.•,sx, 
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••CARGA NODAL EQUiv.•,sx,•ouRACAO DA CARGA',/1 
IF(IN03ll710,1709,lll0 

1709 CALL DIST (COORD,G,AREA,JOTA,PDiFFORM,YOUNG,Pl 
1710 DO 1705 I=l,N 

WRITE{M2,1706ll,PO(I),P(.Jl,T 
1706 FORMATlll2,D28.7,D20.7,021.7l 
1705 CONTINUE 

C CONTRIBUICAO DAS CONDICOES INICIAIS 
c 

705 DO 1200 IC=l,NTEMP 
WRITE(M2,1150l 
TEMPI=TEMPOIIC) 
WRITEIM2,720lTEMPI 

720 FORMATl/,5X,'INSTANTE T=',Fl0.5,/J 
IFIIND111200,709,811 

709 WRITEIM2,710l 
710 FORMAT(//,5X,'** CONTRIBUICAO DAS CONOICOES INICIAIS PARA' 

•,•A RESPOSTA**',//) 
CALL CONDl(UZERO,VZERO,TEMPI,Cil 
WRITEIM2 1 730l 

730 FORMATl/,40X,' DIRECA0•,21X,'DESLOCAMENTO',//l 
DO 750 1=1,N 
WRITEIM2,740lI,CIIIl 

740 FORMATl45X,16,18X,Dl5.7l 
c 

750 CONTINUE 
811 GO T0(751,752,753,754,7551756,757,758,759 1 1759l,ILOAD 

c 
751 CALL LOADllTEMPI,P,T,UI 

GOTO 781 
c 

752 CALL LOAD2(TEMPI,P,T,Ul 
GOTO 781 

c 
753 CALL LOAD3(TEMPI,P,T,Ul 
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" -

GOTO 781 

754 CALL LOA041TEMPI,P,T,Ul 
GOTO 781 

755 CALL LOAD51TEMPI,P,T,Uf 
GOTO 781 

756 CALL LOA061TEMPI,P,T,Ul 
GOTO 781 

757 CALL LOAD71TEMPI,P,T,ETA,UJ 
GOTO 781 

758 CALL LOAD81TEMPI,P,T,ETA,UI 
GOTO 781 

759 CALL LOAD91TEMPI,P,T,ETA,Ul 

1759 CALL LOAlOITEMPl,P,T,ETA,UI 
GOTO 781 

781 WR I TE IM2, 7301 
WRITECM2,7191ILOAD 

719 FORMAT(l5X,'CARGA TIP0 1 ,15l 
DO 782 l=l,N 
WRITEIM2,74011,Ulll 

782 CONTINUE 

RESPOSTA FINAL 

IFCIN0111200,1140,1200 
1140 WRITEIM2,11501 

WRITE(M2,ll60l 
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,1160 FORMAT(40X,'••••••••••••• RESPOSTA FINAL•••••••••••••••·, 



c 

*Ili 
WRITE(M2,720lTEMPI 
WRITEIM2,730l 
DO 1180 1=1,N 
C I I I l =C I I ll +UI I l 
WRITEIM2,7401I,CIIII 
Citll=O. 

1180 CONTINUE 
1200 CONTINUE 

DO 1181 1=1,N 
U(Il=O. 
CI(Il=O. 
PI I)=O. 
PDI I l=O. 
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1181 CONTINUE 
c 

c 
c 
c 
c 

1230 

1235 

1236 

1231 

1233 

GOTO 1700 

RESPOSTA CALCULADA APROXIMANDO A FUNCAO QUE DEFINE 
A CARGA POR SECANTES 

00 1235 1=1,NTEMP 
00 1235 J=l,N 
VII,Jl=O. 
CONTINUE 
00 1236 .J=l,NPC 
REAOIM1,301JJ 
READIM1,350l(V(I,JJl,I=1,NTEMPl 
CONTINUE 
WRITEIM2, 1231) 
~ORMATlll,SX,361'*'1,l,SX, 1 * VALORES DAS ORDENADAS DAS CAR' 

*,'GAS *",l,5X,361"*'l,lll 
00 1232 J=l,N 
WRITEIM2,1233lJ 
FORMAT11,1X,'01RECA0",15,lf 
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WRITEIM2,1234IIVll,Jl,l=l,NTEMPI 
1234 FORMATl5X,8014.6) 
1232 CONTINUE 

00 1400 IC=2,NTEMP 
TEMPI=TEMPOIICI 
WRITEIM2,720lTEMPI 
IF(IN0312100,2110;2100-

2110 00 2101 J=l,N 
PO(Jl=V( IC,Jl 

2101 CONTINUE 
CALL 01ST (COORD,G,AREA,JOTA,PO,FFORM,YOUNG,P) 
00 2102 J=l,N 
VIIC,Jl=P(Jl 

2102 CONTINUE 
2100 TT=TEMPOIIC)-TEMPOIIC-ll 

00 1508 I=l,N 
COTAllll=VlIC-1,I) 
COTA2(ll=VIIC,IJ-VIIC-1,Il 

1508 CONTINUE 
IFINAMTl1501,1500,1501 

1500 CALL CONOllUZERO,VZERO,.TT,Cil 
GOTO 1502 

1501 CALL CON02 (UZERO,VZERO,TT,ETA,Cll 
1502 IF(NAMTll411,1412,1411 
1411 CALL "LOA07(TT,COTA1,TT,ETA,U) 

GOTO 1414 
1412 CAL( LOAOllTT,COTAl,TT,Uf 
1414 DO 1420 I=l,N 

C I ( I 1 =C 1 ( I l +U l I l 
1420 CONTINUE 

IF(NAMTll421,l422,1421 
1421 CALL LOA08(TT,COTA2,TT,ETA,Ul 

GO 10 1423 
1422 CALL LOA021TT,COTA2,TT,Ul 
1423 IF(NAMTll504,1503,1504 
1503 CALL VEL011TT,TT,UZERO,VZERO,COTA1,COTA2,VZI 
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GOTO 1505 
1504 CALL VEL02(TT,TT,UZERO,VZERO,COTAl,COTA2tETA,VZl 
1505 DO 1430 1=1,N 

Cltll=Cllll+UIII 
UZERO( Il=CI ( I 1 
VZEROlll=VZIII 

1430 CONTINUE 
IF(NTIP0-211810,1820,1810 

1810 WRITE(M2,1506) 
1506 FORMAT (15X, 'PONTO''• 6X, 1 OESLOC. LINEAR 1 , 13X, • ROTACAO 1 ,,7X, 1 V' 

*,'ELOC. LINEAR',6X,'VELOC. ANGULAR• ,/1 
NN2=N/2 
DO 1431 I=l ,NN2 
WRITE(M2,1432JI,Clf2*I-ll,CI(2*Il,VZ(2*I-11,VZ(2*lt 

1431 CONTINUE 
1432 FORMATl120,4F20.7l 

GOTO 1400 
1820 WRITEIM2,18301 
1830 FORMATl15X,'PONT0',9X,'DESLOCAMENT0',10X,'VELOCIOADE',/) 

00 1840 l=l,N 
WRITE{M2,1432l 1,CIIIJ,VZ(ll 

1840 CONTINUE 
1400 CONTINUE 

GOTO 1700 
END 
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SUBROUTINE 01ST (COORD,G,AREA,JOTA,PD,FFORM,YOUNG,PI 
IMPLICIT REAL*BIA-H,0-21 
REAL*8 JOTA( 60) 
DIMENSION COOR0(60l,G(30l,YOUNGl60l,AREAl30l,P0{60), 

*FFORMl30l,P1601 
COMMON XLl201,X(60,20l,XMGl20l,N,NVEC,F(60,60l,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

Nl=N/2-l 
C=COORD{ll 
D=COOR0(21-COORD{ll 
BETAl=l2.*YOUNG(ll*JOTAlll*FFORM(ll/lGlll.*AREAlll*C*C) 
BETA2=YOUNGl21*JOTAl2l*FFORM(2)/(G(21*AREAl2l*D*Dl*l2. 
Al=C/(1.+BETAll 
A2=0/ll.+8ETA2l 
Plll=0.5*C*PD(ll-PD12l+A2*(1BETA2/3.+0.35l*PD(l)~ 

11BETA2/6.+0.15l*PDl3)1+0.5*1PD(2l+PD(4)) 
Pt2l= C*C*POlll/12.+A2*0*(BETA2/24.-0.05)*PDlll­

lA2*D*IBETA2/24.+l./30.l*POl3l+A2*1-BETA2/12.+0.25l*PD12l 
2-0*PD14l/12. 

00 10 1=2,Nl 
C=CODROIII-COOROII-11 
D=COORO(l+l)-CODRDII) 
BETAl=l2.*YOUNG(Il*JOTA(Il*FFORMII}/(G(Il*AREA(I)*C*Cl 
BETA2=l2.*YOUNGll+ll*JOTA(l+ll*FFDRMll+ll/ 

*IG{l+ll*AREAll+ll*D*Dl 
Al=C/('l.-+BETAl) 
A2=D/{l.+8ETA2l 

Pl2*I-ll=Al*l(8ETAl/6.+0.151*POl2*I-3l+(BETAl/3.+0.35l* 
1PDl2*I-lll-0.5*1PD(2*1-2l+PDl2*lll 

Pl2*I-ll=P(2*I-ll+A2*11BETA2/3.+0.35l*PD(2*1-ll+ 
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11BETA2/6.+0.15l*PD(2*1+lll +0.5*1PD(2*ll+P0(2*1+211 

P12*Il=Al*C*IIBETAl/24.+l./30~1*PD(2*1-3l+(BEfAl/24.+ 
•0.05l*PDl2*1-lll+C*IPOl2*Il-POl2*I-2ll/12. 

P(2*Il=P(2*ll+A2*D*((BETA2/24.-0. 05l*PDl2*1-ll-lBETA2/24. 
*+1./30.I 
l*POl2*1+111-D*PDl2*1+2l/12.+A2*1-BETA2/12.+0.25l*PD(2*Il 

10 CONTINUE 

PIN-ll=A2*11BETA2/6.+0,15l*PO(N-31+1BETA2/3.+0.351*PO(N-lll 
•-0.5*1PO{N-21+PO(NJJ 

P1Nl=A2*D*IIBETA2/24.+l./30.l•POIN-3l+IBETA2/24.+0. 05)* 
*PD(N-lll+D*IPD(Nl-PD(N-21)/12. 

RETURN 
END 



SUBROUTINE LOADl(TEMPl,P,T,Ul 
IMPLICIT REAL*SIA-H,O-Z) 
DIMENSION U(60l,Pl60l,Z(20l 
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COMMON XL(201,Xl60,201,XMG(201,N,NVEC,Fl60,60l,NPC,NTEMP, 
*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UM IMPULSO RETANGUL~R ATUANTE OURANTE UM TEMPO T 

00 5 l=l,NVEC 
Zlll=O. 
UI I l=O. 

5 CONTINUE 

lF(TEMPI-Tll0,10,20 
10 00 15 ~1,NVEC 

00 15 K=l,N 
Zlll=Z(Il+XIK,Il*P(Kl*ll.-OCOSIXLtll*TEMPill/XL(ll 

15 CONTINUE 
GOTO 30 

20 DO 25 I=l,NVEC 
DO 25 K=l,N 
Zlll=Zlll+XCK,Il*P(Kl*IDCOSIXL(ll*ITEMPI-T)l-DCOS(XL(I)* 

lTEMPill/Xllll 
25 CONTINUE 
30 CALL ZXMGU(Z,UI 

RETURN 
END 



SUBROUTINE LOA02(TEMPI,P,T,U) 
IMPLICIT REAL*BIA-H,D-Zl 
DIMENSION U(601,Pl60l,Zl20l 
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COMMON XL(20l,X(60,201,XMGl201,NtNVEC,F(60,60l,NPC,NTEMP, 
*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UM IMPULSO TRIANGULAR OE INTENSIDADE P ATUANTE 
OURANTE UM TEMPO T 

DO 5 l=l,NVEC 
Z<Il=O. 
U(I l=O. 

5 CONTINUE 

IFITEMPI-T)l0,10,20 
10 DO 15 1=1,NVEC 

DO 15 K=l,N 
Zlll=ZIIl+X(K,Il*P(Kl*ITEMPI-DSINIXL(Il*TEMPII/XL(l)f/lXL( 

*Il*Tl 
15 CONTINUE 

GOTO 30 

20 00 25 I=l,NVEC 
00 25 K=l,N 
ZIIl=ZII)+XIK,Il*P(Kl*IT*DCOS(XLIIl*ITEMPI-Tll+DSIN(XL(ll* 

*( 
lTEMPI-Tll/XL(Il-DSINIXLIIl*TEMPIJ/Xl(I}l/(XL(ll*Tl 

25 CONTINUE 
30 CALL ZXMGUIZ,Ul 

RETURN · 
END 
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SUBROUTINE LOA03(TEMPI,P,T,Ul 
lMPLICIT REAL*8(A-H,O-Zl 
OIMENSION Ul60l,P{60l,Z120) 
COMMON XLl20l,X(60,201,XMG(20l,N,NVEC,F160,60l,NPC,NTEMP~ 

*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UMA CARGA QUE E TRIANGULAR ATE O INSTANTE TE A PARTIR 
DO QUAL SE MANTEM CONSTANTE E IGUAL A P 

00 5 I=l,NVEC 
ZIIl=O. 
Ull l=O. 

5 CONTINUE 

IFITEMPI-T)l0,10,20 
10 DO 15 I=l,NVEC 

DO 15 K=l,N 
Z(ll=ZIIl+XIK,Il*P!Kl*ITEMPI-DSIN(Xllll*TEMPII/Xl(Ilf/ 

1( XL ( Il*Tl 
15 CONTINUE 

GOTO 30 

20 DO 25 1=1,NVEC 
DO 25 K=l,N 
Z(Il=Zlll+XIK,Il*PIKl*IT+OSINIXLtl)*(TEMPI-T)J/XLIII-DSIN( 

lXl(Il*TEMPil/XL(Ill/(XLIIl*Tl 
25 CONTINUE 
30 CALL ZXMGU(Z,Ul 

RETURN 
ENO 



SUBROUTINE LOA041TEMPI,P,T,Ul 
IMPLICIT REAL*B(A-H,0-Zl 
OIMENSION Ul60l,Pl60l,Z120l 
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COMMON XLl20l,Xl60,201,XMGl20),N,NVEC,Fl60,60l,NPC,NTEMP, 
*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UMA ONDA QUADRADA DE INTENSIDADE P ATUANTE 
DURANTE UM TEMPO 2.•T 

DO 5 l=l,NVEC 
21 I J=O. 
U(Il=O. 

5 CONTINUE 

IFITEMPI-Tll0,10,20 
10 DO 15 1=1,NVEC 

DO 15 K=l,N 
Z(ll=Z(ll+X(K,ll*P(Kl•11.-DCOSIXL(ll*TEMPill/XL(ll 

15 CONTINUE 
GOTO 30 

20 IF(TEMPl-2.•Tl21,21,23 
21 00 22 I•l,NVEC 

DO 22 K=l,N 
Zlll=Zlll+XIK,ll*PIKl*l2.*DCOS(XLlll•ITEMPI-Tll-OCOSIXLIIl* 

lTEMPil-1.l/XLlll 
22 CONTINUE 

GOTO 30 

23 00 25 1=1,NVEC 
00 25 K=l,N 
Zllf=Zlll+XIK,Il*PIKl*l2~*DCOS(XLIIl*ITEMPI-Tll-DC0S(XLtll 

l*TEMPil 
l-DCOSIXLIIl*ITEMPI-2.*Tlll/XL{ll 



25 CONTINUE 
30 CALL ZXMGUIZ,UI 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE LOAD5(TEMPI,P,T,Ul 
IMPLICIT REAL*S(A-H,O-Zl 
DIMENSION U(6D),P(60),Z(20J 
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COMMON XL(20),X{60,20),XMG(201,N,NVEC,F(60,601,NPC,NTEMP, 
*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UMA ONDA SINUSOIDAL DE AMPLITUDE P ATUANTE 
OURANTE UM TEMPO T 

Pl=3.l41592653589793 
PI2=2.*PI 
DO 5 I=l,NVEC 
Z ( Il=O. 
U( 11=0. 

5 CONTINUE 

IF(TEMPI-Tll0,10,20 
10 DO 15 I=l,NVEC 

DO 15 K=l,N 
ZIIl=Z{Il+X{K,I)*PIKl*T*{XLIIl*T*DSINIPI2*TEMPI/TI-PI2* 

lDSINl 
lXLIIl*TEMPill/{XLlll*XL(I)*T*T-PI2*PI2l 

15 CONTINUE 
GOTO 30 

20 DO 25 1=1,NVEC 
DO 25 K=l,N 
Z(Il=ZII}+PI2*X(K,I}*P(Kl*T*(DSIN{XL(l)*(TEMPI-Tll~os1N(XL 

*III* 
1TEMPl))/(XL(Il*XL{Il*T*T-Pl2*Pl2l 

25 CONTINUE 
30 CALL ZXMGUIZ,Ul 

RETURN 
:END 



SUBROUTINE LOA06!TEMPI,P,T,Ul 
IMPLICIT REAL*BIA-H,O-Zl 
DIMENSION Ul60l,P(60l,Zl20) 
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COMMON XLl20l,X(60,201,XMG(201,N,NVEC,Fl60,601,NPC,NTEMP, 
*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA .A RESPOSTA DA :ESTRUTURA A 
UMA CARGA DA FORMA P*(l.-COSl2.*Pl*TEMPI/Tll ATUANTE 
OURANTE UM TEMPO T 

PI=3.141592653589793 
PI2=2.*PI 
00 5 I= 1,NVEC 
ZI I l=O. 
U II )=O. 

5 CONTINUE 
IFITEMPI-Tll0,10,20 

10 00 15 I=l,NVEC 
00 15 K=l,N 

l T*T* 1 OCOS IP I 2*TEMPI /Tl-OCOS I XLC l l *TEMPI l ) /1 XL l l> *Xl I ll *T *T 
l-PI2•PI2 
*ll 

15 CONTINUE 
GOTO 30 

20 00 25 I=l,NVEC 
00 25 K=l,N 
Zlll=Z(Il+XIK,Il*PIKI/XLtll*IDCOS(Xl(Il*CTEMPI-Tll-OCOSIXL 

*l I l* 
lTEMPI}-XL(ll*XL(Il*T*T*IOCOS(XLfll*ITEMPI-Ttl-OCOSIXLlll* 
TEMPill/ 

21XLIIl*XLl1l*T*T-P12*Pl2JI 
25 CONTINUE 
30 CALL ZXMGUIZ,Ul 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE LOA071TEMPl,PtT,ETA,Ul 
IMPLICIT REAL*81A-H,O-Zl 
OIMENSION Ul60l,P(601,Zl20l,ETA(20l 
COMMON XLl20l,X(60,20l,XMGl20l,N,NVEC,Ft60,60l,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UM IMPULSO RETANGULAR OE INTENSIDADE P, ATUANTE OURANTE 
UM TEMPO T, CONSIDERANDO-SE PARA O AMORTECIMENTO UM PERCENTU~ 
00 AMORTECIMENTO CRITICO 

DO 5 I=l,NVEC 
Zlll=O. 
Ulll=XL{Il*DSQRT(l.-ETAlll*ETA{III 

5 CONTINUE 

IFITEMPI-Tll0,10,20 
10 DO 15 I=l,NVEC 

DO 15 K=l 1 N 
IFIETA(Il*XL(Il*TEMPl-1OO.)11,11,12 

11 ZIIl=ZIIJ+XIK,ll*PIK)*IUIII-DEXPt-ETA(IJ*XL(ll*TEMPil*IETA 
1 ( I 1 * 
lXL{Il*DSINIU{Il*TEMPil+U(ll*DCOS(U{ll*TEMPilll/lETAlll*ETA 
l ,(1 l* 
2XL(Il*XL(ll+Ulll*Ullll 

GOTO 15 
12 Z{ll=Zlll+XIK,Il*P(Kl*Ulll/lETA(IJ*ETA(ll*XL(l)*Xl(ll+U(I) 

**Ullll 
15 CONTINUE 

GOTO 30 

20 DO 25 l=l,NVEC 
DO 25 K=l,N 
A=ETAlll*XU I 1 
IFIA*TEMPI-100.)21,21,22 

21 Zlll=Z(Il+XIK,ll*PIKl*DEXPI-A*TEMPil/(A**2+Uttl**2l•(OEXP 
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llA*Tl* 
1 {A*OSINIUfil*(TEMPI-T)l+Ull)*OCOS(UIIl*(TEMPI-Tll)-
2CA*OSINIU(Il*TEMPll+U(ll*OCOSIUIIl*TEMPIIJI 

GOTO 25 
22 ZU l=O. 
25 CONTINUE 
30 CALL AXMGUIZ,ETA,UI 

RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE LOADS(TEMPl,P,T•ETAtUl 
IMPLICIT REAL*SIA-H,O-Zl 
DIMENSION Ul60),Pl601,Zl20l,ETA(201 
COMMON XLl201,X(60,201,XMG(20ltN,NVEC,Fl60,60),NPC,NTEMP, 

*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UM IMPULSO TRIANGULAR ATUANTE DURANTE UM TEMPO T ONDE 
ATINGE O VALOR MAXIMO P. CONSIRA-SE PARA O AMORTECIMENTO UM 
PERCENTUAL DO AMORTECIMENTO CRITICO 

DO 5 I=l,NVEC 
ZtI)=O. 
UIIl•XL{ll*DSQRT(l.-ETA(ll*ETA(Ill 

5 CONTINUE 

IFITEMPI-TllO,l0,20 
10 DO 15 I=l,NVEC 

A=XLU l*ETA{ II 
B=A#A+UIIl*Ulll 
DO 15 K=l,N 
IFIA*TEMPI-100.lll,11,12 

11 Zlll•Zlll+X(K,IJ#P(Kl#ll./Tl*fDEXP(-A*TEMPll*l2.*A*UIII* 
lDCOSIUIII 
l*T EMPI l + 1 A#A-UI I i*UI I l 1 *DSIN I UI I 1* TEMP 111/ 1 B*Bl-2.*A*UI I 1/ 
2fB*Bl+UIIl*TEMPI/Bl 
GOTO 15 

12 Z(Il•Z(Il+XIK,Il*PIKJ#(l./TJ#(-2.*A#U(ll/lB*Bl+U(I1*TEMP1/B 
li 

15 CONTINUE 
GOTO 30 

20 DO 25 l•l,NVEC 
A=XL!Il*ETAIII 
B•A*A+Ulll*UUJ 
DO 25 K•l,N 
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IFIA*CTEMPI-ll-100.I 21,21,22 
21 ZIIl=Ztll+XIK,ll*PIKl*ll./Tl*IT*DEXPI-A*ITEMPI-Tll*IA*DSIN 

llUlll*ITEMPI-Tll+UIIl*DCOSCUlll*CTEMPI-TIII/B+OEXP{-A*ITEMP 
21-Tll*l-2.*A*U(ll*DCOSIUIIl*ITEMPl-TJl-lA*A-Ullll*DSINIUIII 
2*1TEMPI-T)ll/lB*Bl+DEXPl-A*TEMPil*IIA#A-U(ll*Ullll•OSJNIUII 
*l*TEMPl)+2.*A*Ulll*DCOS(Ulll*TEMPl)J/IB*Bll 
GOTO 25 

22 ZIIl=O. 
25 CONTINUE 
30 CALL AXMGU(Z,ETA,U) 

RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE LOAD91TEMPl,P,T,ETA,Ul 
IMPLICIT REAL*BIA-H,D-Zl 
DIMENSION Ul601,Pl60l,Z(20l,ETAl20l 
COMMON XLl20l,X(60,201,XMGl20l,N,NVEC,F(60,60l,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

ESTA SUBROTINA CALCULA A RESPOSTA DA ESTRUTURA A 
UMA ONDA SINUSOIDAL OE AMPLITUDE P ATUANTE 
UM PERIOOO T, CONSIDERANDO-SE PARA O AMORTECIMENTO UM 
PERCENTUAL 00 AMORTECIMENTO CRITICO 

1 
GAMA=6.2831853071795B6/T 
DO 5 I=l,NVEC 

5 
~l!i~~~~ I l*DSQRTIL.-ETAII l*ETAI II l ___ -

IF(TEMPI-Tll0,10,20 
10 DO 15 I=l,NVEC 

A=XL(ll*ETA(II 
6=2.*IA*A+(U(ll+GAMAl*IU(Il+GAMAIJ 
C=2.*IA*A+(U(Il-GAMAl*IUIIl-GAMAII 
DO 15 K=l,N 
IFIA*TEMPI-100.111,11,12 

11 Zlll=Z(Il+XIK,Il*PIKl*IIA*DCOS(GAMA*TEMPll+IUlll+GAMAl*DSIN 
*(GAMA*TEMPll+DEXPI-A*TEMPl)*(IU(ll+GAMAl*DSIN(U(ll*TEMPl)-A 
l*OCOSlU(ll*TEMPilll/B-(A*DCOS(GAMA*TEMPil-(UIIl-GAMAl*DSINI 
*GAMA*TEMPil+OEXP(-A*TEMPil*((U(ll-GAMAl*DSIN(U(Il*TEMPll­
*A*DCOSIU(ll*TEMPilll/Cl 

GOTO 15 
12 Z(Il=ZIIl+XIK,Il*PIKl*(IA*OCOSIGAMA*TEMPIJ+IU(ll+GAMAl* 

* DSINIGAMA*TEMPill/8-(A*DCDS(GAMA*TEMPIJ-(U(IJ-GAMAl*DSINI 

.. 



*GAMA*TEMPIII/CI 
15. CONTINUE 

GOTO 30 

20 DO 25 I=l,NVEC 
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A=XL(ll*ETA(II 
8=2.*IA*A+(Ulll+GAMAl*(UII)+GAMA)l 
C=2.*IA*A+IU(Il-GAMAl*IU(ll-GAMAII 
DO 25 K=l,N 
IFIA*ITEMPI-Tl-100.I 22,22,23 

22 ZIIl=ZIIl+XIK,Il*PIKl*DEXPI-A*(TEMPI-Tll/18*81* 
llA*DCOSIU!ll*(TEMPI-TII-IU(ll+GAMAl*DSINIU(ll*ITEMPI-Tll 
2-DEXPI-A*Tl*(A*DCOS(U(Il*TEMPil-lU(Il+GAMAl*DSINIUIIl* 

· · 3TEMP li li 
ZIIl=ZIIl+XIK,ll*PIKl*DEXPI-A*(TEMPI-Tll/lC*Cl*<A*DCOS( 

lUlll*(TEMPI-Tll-lUII)-GAMAl*DSINIUlll*lTEMPI-TII-
~-- 2DEXP(-A*Tl*IA*DCOSIUIIl*TEMPil-(U(II-GAMAl*DSINI -- --

3UI l l*TEMPI 11 l 
GOTO 25 

23 Zlll=O. 
25 CONTINUE 
30 CALL AXMGUIZ,ETA,UI 

RETURN 
END 



e 
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SUBROUTINE LOAlO(TEMPI,P,T,ETA,UI 
IMPLlClf REAL*8(A-H10-ZI 
DIMENSlON Uí60l,P(60l,Zl201,ETAl20) 
COMMON XL(201,X(60,20l,XMG(201,N,NVEC,f{60,60l,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

C ESTA SUBROTINA CALCILA A RESPOSTA PARA 
e UMA CARGA COSSENOIOAL OE PERIOOO T, CON 
C SIDERANDO PERCENTAGENS DO AMORTECIMENTO CRITICO 
e 

PI=3.l41592653589793 
00 5 I=l,NVEC 
Zlll=O. 
UIIl=XL(Il*DSQRTll.-ETAlll*ETAIII) 

5 CONTINUE 

IFITEMPl-TJ 10,10,20 
10 DO 15 I=l,NVEC 

DO 15 K=l,N 
A=ETA(Il*XLIII 
8=2.*IA*A+(UIIl+2.*Pl/Tl**2I 
C=2.*IA*A+IUlll-2.*PI/Tl**21 
IFIA*TEMPl-100.1 11,11,12 

11 Zlll=Zlll+XIK,Il*PIKl*ll./81*(-A*DSINl2.*Pl*TEMPI/Tl+IUIII+ 
*2-*PI 
l/Tl*DCOS(2.*Pl*TEMPI/TI-OEXPI-A*Tl*IA*DSINIU(ll*TEMPll+lUII 
*l+2.*Pl/TI* 
2DCOSIUIIl*TEMPI)ll 

Z(Il=ZIIl+XIK,Il*PIKl*(l./Cl*IA*DSIN(2.*Pl*TEMPI/Tl+(UIIl-
12.*Pl/Tl*OCOS(2.*PI*TEMPI/TI-OEXPl~A*TEMPll*IA*DSINI 
2Ulll*TEMPil+IUlIJ-2.*PI/Tl*DCOSIU(ll*TEMPllll 
GOTO 15 

12 ZIIl=ZIIl+XIK,Il*PIKl*ll./Bl*I-A*OSINl2.•Pt•TEMPl/Tl+ 
l(Ulll+2.*Pl/Tl*DCOSl2o*PI*TEMPI/TII 
ZIIl=ZIIl+XIK,1l*PIKl.*llo/Cl*IA*0S1NC2.*Pl*TEMPI/T)+ 
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llUll}-2.*PI/Tl*OCOS(2.*Pl*TEMPI/TII 
15 CONTINUE 

'GO TO 30 
20 00 25 l=l•NVEC 

00 25 K=l,N 
A=ETACI l*Xll I> 
8=2.*IA*A+(UIIJ+2.*PI/Tl**21 
C=2.•IA*A+(Utll-2.*PI/Tl**21 
IFIA*ITEMPI-Tl-100.) 21,21,22 

21 Z(ll=Z(I)+X(K,Il*P(K)*OEXPI-A*ITEMPI-Tll*(~.,s1•1A•os1N{U(I 
ll* 
ltTEMPI-Tll+IUIIl+2.*PI/Tl•DCOS(U(Il•tTEMPl-Tll-OEXPI-A*Tl• 
2lA*OSINIUlll*TEMPll+(Ulll+2.*P1/Tl*DCOS{U(Il*TEMPllll 

Zlll=ZIIl+XIKtll*P(Kl*ll./Cl*DEXPI-A*l1EMPI-TJl*IA*DSINIU(l .,. 
l(TEMPI-Tll+IUlll-2.*PI/Tl*OCOS(UIIl*ITEMPl-Tlll­
COEXPt-A*Tl*IA*OSlNI 
2Utll*Tl+(Ulll-2.•PI/Tl*OCOSIUIIl•TEMPII} 

GO TO .25 
22 Zlll=O. 
25 CONTINUE 
30 CALL AXMGU(Z,ETA,Ul 

RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE LINE21N,COORD,JOTA,YOUNG,XMASS,FFORM,POISS,AREA, 
*G,ROJ 

IMPLICIT REAL*81A-H,O-Zl 
REAL*8 JOTAl60l 
OIMENSION YOUNG(601,ROl301,COOROl60J,XMASS(601 

* ,AREA ( 30) ,FFORM( 301 , POI SS 1301 ,G 130 l 

Ml=5 
M2=6 
Pl=3.141592653589793 
READIM1,20)VAO,OINIC,OFIM,HINIC,HFIM,IN01,IN02 
IFIIND2l25,45,25 

20 FORMAT(5fl0.0,215l 
:900 30 I=l,N 

iG-~. :, .REAOIMl,40·lRO( 11 ,YOUNGI I l ,POISSI Il 
. ..,,,.30 CONTINUE 1-ilti~~~~ ~~!:~~E~: RRO. PPOI s - - - - - - - - - -- -- - -- - - - - - - - - - - - - - - - - -- - - -

00 46 I=l,N 
ROIIl=RRO 
YOUNG ( 11 =EE 
POISS(Il=PPOIS 

46 CONTINUE 
WRITEIM2,48l 

48 FORMATl//,1X,ll7l'*'ll 
AGA=HFIM/HINIC 
IFIOFIMJ49,47,49 

47 OE=0.000001 
GD TO 44 

49 OE=OFIM/DINIC 
44 IFIIND1150,70,50 
50 WRITE(M2,601 
60 FORMATl//,5X,'** ANALISE DE UMA VIGA EM BALANCO COM DIMENS' 

*,'OES DAS SECCOES TRANVERSAIS',/,5X,'RETANGULARES VARIANDO 
*LINEARMENTE AO LONGODO COMPRIMENTO** ',//J 

WRITE(M2,65l 
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65 FORMAT(2X,'NO. OE DIVISOES',9X,'COMPRIMENT0',17X,'ALT. NO' 
*,'APOI0',5X,'ALT. NO EXTREM0',6X,'LARG. NO APOI0',7X, 1 ESPE' 
*,'SS. NO APOI0 1 ,7X,5X, 1 ESPESS. EXTREMA',/) 

XKl=l. 
XKZ=l./12. 
GOTO 120 

70 WRITEIMZ,80) 
80 FORMAT1//,5X,'** ANALISE OE CHAMINE COM ESPESSURA E DIAMET' 

*,'RO VARIANDO LINEARMENTE AO LONGO DA ALTURA ** 1 ,//1 
WRITEIM2,90J 

90 FORMATl2X,'NO. DE DIVISOES',8X,"ALTURA TOTAL 1 ,6X, 1 DIAM. NO' 
*,' APOI0',7X,'OIAM. EXTREM0',7X,'ESPESS. APOIO','ESPESS. E' 
*• 'XTREMA', /l 

XKl=PI 
IF(DE-l.Jl00,110,100 

100 ALFA=IHJNIC/IOINIC*ll.-OElll*I-DLOGIDEl+ll.-AGAl*ll.+OL 
*OGIDEl/(1.-DElll 

GOTO 115 
--ri-o-AiFA~ó-.-f*l 1;·+ÃGA )"iHrf\Ilê/D"'iNfC- -- - -- - ·- .... -· ·- --- -- --· - -- - - - -

115 XK2=11.+ALFA*ALFAl*Pl/8, 
120 CONTINUE 

WRITEIM2,160lN,VAO,OINIC,DFIM,HINIC,HFIM 

CALCULO OE PARAMETROS AUXILIARES 

DELTA=VAO/DFLOATINl 
Al=IAGA+OE-2.l/VAO 
A2=11.-0El*ll.-AGA)/(VAO*VAOI 
Bl=lAGA+3.*DE-4,I/VAO 
B2=3.*ll.-DEl*l2.-AGA-DEl/(VAO*VAOl 
B3=11.-DEl*ll.-OEl*l3.*AGA+DE-4.I/IVA0**31 
84=(1.-AGAl*lll.-DEl**31/IVA0**41 
AZERO=XKl*DINIC*HINIC 
XJZER=XK2*HINIC*IDINIC**31 

CALCULO DE COORD,AREA,JOTA,XMASS E G 



166 

DO 130 I=l,N 
COORO(Il=DELTA*(DFLOAT(I)-0.51 
AREAIIl=AZERO*(l.+Al*CODRD(Il+A2*COORDIIl*COORDIIll 
JOTA(ll=XJZER*(l.+Bl*COORO(Il+B2*COORO(ll*COORD(Il+B3* 

1COORD(Il**3+84*COOROl11**41 
G(Il=YOUNGIIl/12.*(l.+POISSIIIJI 
EE=AZERO*ll.+Al*ICOORO(ll-0.5*DELTAl+A2*1COORD(I)-0.5* 

10ELTAl*(COORO(Il-0.5*DELTAII 
RRO=AZERO*ll.+Al*ICOORD(Il+0.5*DELTAl+A2*lCOORO(IJ+0.5~ 

lDELTAl*ICOORDll)+0.5*0ELTAll 
XMASSIIl=RO(Il*DELTA/3.*IEE+RRO+DSQRT(EE*RROIJ 

130 CONTINUE 

!' WRITEIM2,140J 
. 40 FORMAT(/,2X, 1 NO. 00 ELEMENT0 1 ,2X,'COORO.PTO. CENTRAL',BX, 

'!li- - -*--, MOM.-TNtRC f A-,-,-3X, •r;,01)-. l:lASf ;L1fN"Glf ;·.--,Tlx; rirt:NSTDAOE,--,-31<,- - - - - -
;: *ºMASSA DO ELEMENT0',/1 
--- 00 150 l=l,N 

WRITE(M2,l60JI,COOROlll 1 JOTA(ll,YOUNGIIJ,ROIIl,XMASS(II 
IF(IN011142,141,142 

141 Al=OINIC*ll,-11.-DEl*COORO(II/VAOl 
A2=HINIC*(l.-ll.-AGAl*COOROIII/VAOl 
Bl=(Al-A21/1Al+A2l 
FFORMCIJ=6.*ll.+POISSIIll*ll,+Bl*Bll**2/((7.+6.*POISSIIll* 

*( 1.+ 
1Bl*Bll**2+120,+12.*POISSIIll*Bl*Bll 
GOTO 150 

142 FFORM(ll=lO.*ll.+POISSIIll/112.+ll.*POISSIIll 
150 CONTINUE 
160 FORMAT(l17,5020.61 

WRITEIM2,1701 
170 FORMAT(//,21X,'COEF, OE POISSON 1 ,6X, 1 FATOR OE FORMA',16X, 

l'AREA',7X,'ELAST.TRANSV.',7X,'COORO, DOS NOS 1 ,/I 
00 180 I=l,N 
COORD(IJ=OELTA*DFLOATIII 
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WRITEtM2,160lI,POISS(Il,FFORM(ll,AREA(Il,G(Il,COORDlll 
FFORM(ll=l./FFORM(II 

180 CONTINUE 
WRITElM2,48l 
RETURN 
ENO 
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SUBROUTINE MASS21 COORDtYOUNG,G,AREA,FFORM,JOTA,XMASStRO, 
*MASSA) 

IMPLIClT REAL*81A-H,O-Zl 
REAL*8 JOTAl60),MASSA(60,60l 
DIMENSION COOR0(60l,YDUNG(60l,G(.301,AREA(301,FFORM(301 

*,XMASSl60l,ROl301 
COMMON XLl201,X(60,20l,XMG(201,N,NVEC,F(60,601,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

N2=2*N 
DO 5 I=l,N2 
DO 5 J=l,N2 
MASSACI,Jl=O. 

5 CONTINUE 

Nl=N-1 
00 10 l=l,Nl 
IF( 1-116,6, 7 

6 C=COORD(ll 
GOTO 8 

7 C=COOROfll-COOROII-11 
8 D=COORDll+ll-COORDIII 

BETAl=YOUNGIIl*JOTAlll*FFORM(ll/(G!Il*AREA(ll*C*Cl 
BETA2=YOUNG( I+l l*JOTA( I+ll*FFORM( 1+11 /(G( l+ll*AREA 11+11* 

lD*Dl 
Al=XMASS!ll/{(l.+l2o*BETAll*ll.+l2.*BETAl)t 
A2=XMASS(I+ll/lll.+l2o*BETA2l*Cl.+12.*BETA2ll . 
Bl=RO(ll*JOTAIIl/(C*ll.+12.*BETAll*ll.+12.*BETAlll 
B2=RO(I+ll*JOTA(l+ll/(D*(l.+12.*BETA2l*ll.+12.*BETA21l 

MASSAl2*1-l,2*1-ll•Al*l48.*BETAl*BETA1+8.4*BETAl+l3./35.I+ 
1A2*148.*BETA2*BETA2+8.4*BETA2+13./35ol+l.2*(Bl+B2l 
MASSAl2*1-l,2*Il=Al*C*!6.*BETAl*BETAl+l.l*BETAl+ll./210.) -
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1Bl*C*l6.*BETA1-0.l)-A2*D*l6.*BETA2*BETA2+1.1*8ETA2+llo/210. 
*l+ 
2B2*0*16,*BETA2-0.ll 
MASSAl2*I-l,2*I+ll=A2*124.*BETA2*BETA2+3.6*BETA2+9./70.l-l 

*•2*82 
MASSAl2•I-1,2*I+2)=A2*D*l6.*BETA2*BETA2+0.9*BETA2+13./420. 

*l+B2*D*,16o*BE.TA2 -O.li 
MASSAl2*1,2*l)=Al*C*C*(l.2*BETAl*BETAl+0.2*BETAl+lo/105.l+ 

1Bl*C*C*l4B.*BETAl*BETA1+2o*BETA1+2./15•l+A2*D*D*ll.2*BETA2*. 
lBETA2+0.2*BETA2+1./105.1+82*D*D*l48.•BETA2*BETA2+2.*BETA2+ 
•2./15. l 

MASSAl2*I,2*1+11=-A2*D*l6.*BETA2*BETA2+0.9*BETA2+13./420.l­
lB2*0*16,*BETA2-0.l) 

MASSAl2*I,2*1+2l=-A2*D*D*ll.2*BETA2•BETA2+0.2#8ETA2+1./140 • . ,. 
182*D*D*l24.•BETA2*BETA2-2.•BETA2-lo/30.l 

10 CONTINUE 

MASSAIN2-1,N2-ll=A2*(4B.•BETA2*BETA2+8.4*BETA2+13./35ol+l.2 
**82 

MASSAIN2-1,N2l=A2*0*(6.*BETA2*BETA2+1.l*BETA2+11./210.t~ 
182*0* 1 6,*BE TA2-0. ll 
MASSA(N2,N21=A2*D*D*ll.2*BETA2*BETA2+0.2*BETA2+1./105.)+ 

182*D*D*l48.*BETA2*8ETA2+2.*BETA2+2./15.) 

DO 20 l=l,N2 
DO 20 J=l,I 
MASSAII,Jl=MASSA(J,1) 

20 CONTINUE 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE STIF21 COORD,YOUNG,G,AREA,FFORM,JOTA 1 
IMPLICIT REAL*SIA-H,O-ZI 
REAL*S JOTAl60) 
DIMENSION COOROl60) ,YOUNG(60l,G{30ltAREAt301,FFORM(301 
COMMON Xl(201,Xl60,20l,XMG(20l,N,NVEC,Fl60,60),NPC,NTEMP, 

*NAMT 

N2=2*N 
DO 5 1=1,N2 
DO 5 J=l,N2 
FII,Jl=O• 

5 CONTINUE 

Nl=N-1 
00 10 I=l,Nl 
IF(I-116,6,7 

6 C=COORO(ll 
GOTO B 

7 C=COORDIIl-CODRDII-11 
8 O=COORO(l+ll-COORO(ll 

BETAl=YOUNG(Il*JOTA(ll*FFORMIIl/(Glll*AREAII)*C*Cl 
BETA2=YOUNG II +li *JOTA ( I +1) *FfORM 11+11 /( GI I +ll *AREAi I+l J *D*D I 
Al=2.*YOUNG(ll*JOTAIIl/fC**3*11.+12.*BETAlll 
A2=2.*YOUNGll+ll*JOTAII+ll/(0**3*(1.+12.*8ETA2)l 
Fl2*1-1,2*1-ll~6.*(Al+A2l 
f(2*I-1,2*Il=3.*(Al*C-A2*DI 
FI 2*1-1, 2*1 + lJ =-6.*A2 
Fl2*1-1,2*1+2l=-3.*A2*0 
Fl2*I,2*Il=2.*1Al*C*C+A2*D*D)+6.*IAl*BETAl*C*C+A2*BETA2*D*DI 
Fl2*1,2*I+ll=3.*A2*0 
Fl2*1,2*1+2l=A2*D*D*ll.-6.*BETA21 

10 CONTINUE 

FIN2-1,N2-ll=6.*A2 
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F{N2-1,N2l=3.*A2*D 
FIN2,N2l=2.*A2*D*D+6.*A2*BETA2*D*D 

DO 20 1=1,N2 
DO 20 J=l,I 
F ( I , J ) =F I J, I l 

20 CONTINUE 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE SHEAR(COORD,JOTA,YOUNGl 
IMPLICIT REAL*S(A-H,0-ZI 
REAL*8 JOTAl60) 
OIMENSION COORDl60),YOUNGl60l 
COMMON Xll20l,X160,20l,XMGl201,N,NVEC,F(60,601,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

DO 10 1=1,N 
00 10 J=l,N 
Fll,JI=~. 

10 CONTINUE 
F(l,11=12.*YOUNGlll*JOTA(lJ/ICOOROlll**31+12.*YOUNG12l* 

lJOTA(Zl/11 
*COORD(2l-COORD(lll**31 

Fll,2)=-12.*YOUNG(2l*JOTA(2l/((COORDl2)-COORDll)l**31 
Nl=N-1 
DO 20 1=2,Nl 
F(I,I-ll=-12.*YOUNG(Il*JOTAIIl/l{COOROIII-COORDll-11)**3) 
FlI,I+ll=-12.*YOUNGII+ll*JOTA(l+ll/((COORO(I+l)-COORO(Ill 

1**31 
FII,Il=-FII,I-11-FII,I+ll 

20 CONTINUE 
FtN,Nll=-12.*YOUNGINl*JOTA(Nl/((COOROINl-COORD(Nlll**31 
FIN,Nl=-F(N,Nll 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE GIVHOIA,E,V,N,NEV,NVECl 

A - MATRIZ SIMETRICA, N*N, DE ENTRADA 
NEV - NUMERO OE AUTO-VALORES A SEREM CALCULADOS 
NVEC - NUMERO DE AUTO-VETORES A SEREM CALCULAOOS.(NVEC 

E MENOR OU IGUAL A NEV) 
E - VETOR OE SAIOA. CONTEM OS NEV AUTO-VALORES 
V - MATRIZ DOS AUTO-VETORES OE SAIDA (NORMALIZADOS} 

oas.- SE NAO SE DESEJA o CALCU(O DOS AUTO-VETORES, FORNECER 
NVEC=O. NESTE CASO NAO E NECESSAR10 DIMENSIONAR V 

IMPLICIT REAL*BIA-H,0-Z) 
LOGICAL MIRST,IN 
OIMENSION A(60,601,El201,Vl60,201 

*,B1601,Cl60),Pl60l,Q1601,R(60l,Wl60l,Y(621,1N(60) 
NMl=N-1 
NM2=N-2 

ETAPA 1 - REOUCAO A FORMA TRIDIAGONAL. A MATRIZ A OE 
ENTRADA E DESTRUIDA NO CALCULO 

IFIN.LE.21 GOTO 99 
00 8 1=1,NM2 
IPl=I+l 
SS=O. 
DO l J=IPl,N 

1 SS=SS+A(J,ll**2 
S=OSQRT(SS) 
IFIA(IPl,Il.LT.Ool S=-S 



CUl=All,11 
B ( I l =-5 
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IF SIS ZERO THEN ALPHA MUST BE ZERO. 
ALPHA=O. 
IF(S.EQ.O.Ol GOTO 8 
ALPHA=l./(SS+AIIPl,Il*SI 
T=AIIPl,ll+S 
AIIPl,Il=T 
W(l+ll=T 
IP2=1+2 
DO 2 J=IP2,N 

2 W(Jl=A(J,11 
00 4 J=IPl,N 
T=O.O 
00 3 K=IPl,N 

3 T= T + AIJ,Kl*W(K) 
4 P(Jl=T*ALPHA 

XAP=O.O 
DO 5 K=IPl,N 

5 XAP=XAP+W(Kl*PIK) 
XAP=.5*XAP*ALPHA 
DO 6 K=IPl,N 

6 Q(Kl=PIKI-XAP*WIK) 
DO 7 J=IPl,N 

DO 7 K=J,N 
A(J,Kl=A(J,Kl-(QIJl*W(Kl+Q(Kl*W(Jll 

7 A!K,Jl=A!J,K) 
8 AII,Il=ALPHA 

99 C(N-ll=A(N-1,N-11 
C(Nl=AIN,Nl 
B(N-ll=A!N-1,N) 

AQUI TERMINA A REDUCAO A FORMA TRIDIAGONAL 
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ETAPA 2 - CALCULO DOS AUTO-VALORES 

XDRM=OABS(Cllll+DABS(Bllll 
DO 10 1=2,NMl 
T•OABS(Cllll+DABS(B(l))+DA8S(B(l-l)l 

10 XORM=DMAXllXORM,Tl 
DO 11 I=l,NMl 

11 Wlll=B1Il**2 
K=l 
U=XORM 
DD 12 1=1,NEV 

12 E(ll=-XORM 
13 XL=EIK) 
14 XAMBDA=.5*1XL+UJ 

IF!(XAMBDA.EQ.XLI.OR.IXAMBDA.EQ.Ull GOTO 30 
CALL OVERFLI II J 
MG=O 
I=l 

16 S=Clll-XAMBOA 
18 IFIS.GE.O.OJ MG=MG+l 

IFIS.EQ.O.Ol GOTO 20 
I=I+l 
IF(I.GT.Nl GOTO 22 
S=C(II-XAMBDA-Wll-ll/S 
CALL OVERFLI II 1 

SE OCORRER OVERFLOIIl=ll, FAZ S=O. 

IFIII.NE.ll GOTO 18 
MG=MG+l 



l=I-1 
20 1=1+2 

IFII.LE.Nl GOTO 16 

22 IFIMG.GE.KI GOTO 24 
U=XAMBDA 
GOTO 14 

24 XL=XAMBDA 
M=MINOIMG,NEVI 
00 26 I=K,M 

26 Elll=XAMBDA 
GOTO 14 

30 EIKl=XAMBDA 
K=K+l 
IFtK.LE.NEVI GOTO 13 
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AQUI TERMINA O CALCULO DOS AUTO-VALORES 

ETAPA 3 - CALCULO DOS AUTO-VETORES ISE NVEC E NAO NULO) 

IFINVEC.NE.Ol GOTO 40 
RETURN 

40 DO 82 l=l,NVEC 
DO 44 J=l,N 
PIJl=O. 
R(Jl=C(JI-EIII 

44 YIJl=l. 
Y(N+ll=O. 
Y(N+21=0• 
MIRST=.TRUE. 

REDUCAD A FORMA TRIANGULAR PELA ELIMINACO DE GAUSS 
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DO 50 J=l,NMl 
IFIDABSIR(Jl).LT.DABSIB(JJII GOTO 46 
XULT=B(JI/R{Jl 
IN{JJ=.FALSE. 
GOTO 48 

46 XULT=R{Jl/B{Jl 
IN(JJ=.TRUE. 
RIJJ=BIJI 
T=R ( J+ll 
R(J+U=QIJI 
Q(Jl=T 
P(Jl=Q!J+ll 
QtJ+ll=O. 

48 W(Jl=XULT 
QIJ+ll=QIJ+ll-XULT*PIJl 
RIJ+ll=RIJ+ll-XULT*QIJl 
IF{R(Jl.EQ.OI R!Jl=l.E-30 

50 CONTINUE 
IF(R(NJ.EQ.OJ R!Nl=l.E-30 

IF(I.EQ.l.OR.DABS(EIII-E(I-111.GE.XORM*l•E-61 GOTO 54 

08S.- EM LUGAR DE FAZER EM 52 V(Jl=O., PODE SER FE1TO V(JI 
IGUAL A UM VETOR ALEATORIO OE PARTIDA, POR EXEMPLO 
ATRAVES DA SUBROTINA RANOU.NESTE CASO DEVE SER 
FEITO O TESTE OE OVERFLOW 

00 52 J=l,N 
52 VIJl=lO. 

54 CALt OVERft{lll 
DO 66 JI=l,N 
K=N-Jl+l 
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T=Y(K) 
62 Y(Kl=IT-Y(K+ll*Q(Kl-Y!K+2l*P(KJl/R(Kl 

CALL OVERFLlll) 
IF 111.NE.ll GOTO 66 
DO 64 J=l,N 

64 Y(JJ=YIJ)*l.E-05 
T=T*l.E-05 
GOTO 62 

66 CONTINUE 

IF(.NOT.MIRSTJ GOTO 74 
MIRST=.FALSE. 
00 70 J=l,NMl 
IFIIN(JJI GOTO 68 
Y(J+ll=Y(J+l)-WIJ)*Y!Jl 
GOTO 70 

68 T=YIJI 
Y(Jl=Y(J+l} 
Y(J+ll=T-W(Jl*YIJ+ll 

70 CONTINUE 
GOTO 54 

74 00 78 J=l,NM2 
K=N-J-1 
T=O.O 
M=K+l 
00 76 KK=M,N 

76 T=T+A(KK,Kl*Y!KKI 
T=A(K,Kl*T 
00 78 KK=M,N 

78 Y(KK)•Y(KKI-T*A(KK,Kl 

O CALCULO DOS AUTO-VETORES ESTA COMPLETO. E EFETUADA A 
SEGUIR A NORMALIZACAO 



f=DABSIY!lll 
K=l 
DO 80 J=2,N 
S=DABS(Y(Jll 
IFIS.LE.T) GOTO 80 
T=S 
K=J 

80 CONTINUE 
T=l.O/Y(K) 
DO 82 J=l,N 

82 VIJ,ll=YIJl*T 
RETURN 
END 
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-

-
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SU8ROUTINE VELOl{TEMPI,T,UZERO,VZERO,Pl,P2,VZl 
IMPLICIT REAL*81A-H,O-ZJ 
DIMENSION Ul60J,Pl{60l,P2(60),UZl60),VZl60)yUZEROl60J, 

*VZEROl60l,Zl20l 
COMMON XL(20l,Xl60,20l,XMG(201,N,NVEC,Fl60,60l,NPCtNTEMP, 

*NAMT 

DO 5 I=l,N 
UZ(ll=O. 
VZ(ll=O. 

5 CONTINUE 

DO 10 1=1,NVEC 
00 10 K=l,N 
UZ(IJ=UZ(Il+FII,Kl*VZERO(K) 
VZlil=VZ(IJ+F(l,Kl*UZERO(KI 

10 CONTINUE 

00 15 I=l,NVEC 
UZIIl=UZ(ll*OCOSIXLlll*TEMPil-VZIIl*XLIIl*OSIN(XL(Il*TEMPil 

15 CONTINUE 
00 20 I=l,N 
VZIIl=O. 
00 20 K=l ,NVEC 
VZIIJ=VZlll+X(I~Kl*UZIKI 

20 CONTINUE 
00 22 I=l,NVEC 
Zlll=O. 
U(ll=O. 
DO 22 K=l,N 
Zlll=Zlll+X(K,Il*PIIKl*DSINIXL(ll*TEMPII 

22 CONTINUE 
CALL ZXMGUIZ,UI 

DO 25 1=1,N 



VZIIl=VZIIl+UIII 
25 CONTINUE 

00 26 I=l,NVEC 
Zlll=O. 
Ulll=O. 
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00 26 K=l,N 
Zlll=Z(ll+XIK,l)*P21Kl*ll.-DCOS(Xllll*TEMPill/lXL(Il*T) 

26 CONTINUE 
CALL ZXMGUIZ,Ul 

00 30 I=l,N 
VZIIl=VZII)+Ulll 

30 CONTINUE 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE CONDllUZERO,VZERO,TEMPI,Cil 
IMPLICIT REAL*81A-H,D-ZI 
DIMENSIDN UZERD(601,VZEROl60l,Cil60l,UZl601,VZl601 
COMMON XLl201,X(60,20l,XMG120l,N,NVEC,F(60,601,NPC,NTEMP, 

*NAMT 
DO 5 I=l,NVEC 
UZIIl=O. 
VZII l=O. 

5 CONTINUE 
DO 10 I=l,NVEC 
DO 10 K=l,N 
UZII)=UZIIl+F(l,Kl*UZEROIKI 

10 CONTINUE 
00 20 l=l,NVEC 
00 20 K=l,N 
VZIIl=VZ(ll+FII,Kl*VZEROIKI 

20 CONTINUE 
DO 30 1=1,NVEC 
UZI I l=UZ II l *OCOS I XL II 1 *TEMP II -+VZ I Í 1 *DS IN I XU I) *TEMP I l/XL II 1 

30 CONTINUE 
DO 40 l=l,N 
CHil=O. 
00 40 K=l,NVEC 
CIIIl=Cllll+XII,Kl*UZ(Kl 

40 CONTINUE 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE CON02 (UZERO,VZERO,TEMPI,ETA,CII 
[MPLICIT REAL*81A-H,O-Zl 
OIMENSION UZER0(60l,VZER0(601,Cil60J,UZ(60l,VZ(601, 

*ETAl201 
COMMON Xl(20l,X(60,20l,XMG(20l,N,NVEC,Fl60,60J,NPC,NTEMP, 

*NAMT 

00 5 I=l,NVEC 
UZlll=O. 
VZ(Il=O. 

5 CONTINUE 

00 10 I=l,NVEC 
DO 10 K=l,N 
UZ(l}=UZIIJ+Fll,Kl*UZERO(K) 

10 CONTINUE 

DO 20 1=1,NVEC 
A=Xl(Il*DSQRTll.-ETAlll*ETAII)l*TEMPI 
8=-ETA(ll*Xl(Il*TEMPI 
UZ(Il=UZII)*DEXPIBl*DCOSIA} 

20 CONTINUE 

DO 30 l•l,NVEC 
DO 30 K=l,N 
VZ(ll=VZ{I)+F(l,Kl*IVZERO(Kl+ETA(ll*XL(ll*UZERO(Kll 

30 CONTINUE 

DO 40 1=1,NVEC 
A=XLIIl*DSQRTll.-ETAIIl*ETAIIll*TEMPt 
8=-ETA(ll*XL(ll*TEMPI 
VZ(Il=VZIIl*DEXPIBl*DSIN(Al/(A/TEMPil 

40 CONTINUE 

DO 50 1=1,N 
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CII I l=O. 
00 50 K=l,NVEC 
CI(Il=Cl(ll+X(l,Kl*(UZIK)+VZIKll 

50 CONTINUE 

RETURN 
ENO 

• 



-
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SUBROUTINE VEL02(TEMPI,T,UZERO,VZERO,Pl,P2,ETA,VZ) 
IMPLICIT REAL*8(A-H,O-Zl 
OIMENSION Pl(60l,P2160l,UZl60l,VZl60),UZEROl60),VZEROl60), 

*ETAl201 
COMMON XL 1201, XI 60,20) , XMG ( 20 l, N ,NVEC ,F 1160,601, NPC, NTEMP, 

*NAMT 

00 5 I=l,N 
UZIIl=O. 
VZII)=O. 

5 CONTINUE 

00 10 I=l,NVEC 
00 10 K=l,N 
UZlll=UZ!Il+FII,Kl*UZERO(Kl 
VZII)=VZII)+FII,Kl*IVZERO(KJ+ETA(ll*XL(ll*UZERO(K}l 

10 CONTINUE 

DO 15 I=l,NVEC 
A=XLIIl*DSQRTll.-ETA(ll*ETA(ll)*TEMPI 
B=-ETAI Il*Xll 1 l*TEMPI 
UZtll=UZ(Il*l-B/TEMPI*DEXPIBl*DCOSIAl+DEXP(B1*A/TEMP1* 

COSIN( A 11 
Vllll=VZlll*(B/A*DEXP(Bl*DSINIAl+DEXPIBl*DCOSIAll 
UZ(Il=-UZ(ll+VZ(ll 

15 CONTINUE 

DO .20 I=l,NVEC 
VZ ,( I 1 =O. 
A=XLII)*DSQRT(l.-ETA(ll*ETA(lll*TEMP1 
B=-ETA(ll*XL(ll*TEMPI 
DO 20 K=l,N 
VZ(Il=VZlll+XIK,Il*Pl(Kl*DEXP(Bl*DSINIAl 
VZlll=VZlll+X(K,Il*P2(Kl*TEMPl/(T*(A*A+B*Bl)* 

*(A-DEXP(Bl*I-B*DSIN(Al+A*DCOS(A)Jt 



--
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20 CONTINUE 

00 30 I=l,NVEC 
VZIIl=VZII)/IDSQRT(l.-ETAIIl*ETAIÍll*XLII)*XMG(Ill 
UZIIl•UZIIl+VZ{ll 

30 CONTINUE 

DO 40 I=l,N 
VZII l=O. 
DO 40 K=l,NVEC 
VZ(ll=VZIIl+Xll,Kl*UZ(KJ 

40 CONTINUE 
RETURN 
END 



SUBROUTINE MAXIN,T,Y,Kl 
IMPLICIT REAL*BIA-H,O-Zl 
OIMENSION Yl60l 
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CALCULO OE ABSIMAX(Y(Klll, K=l,N 

T=OABSIYlll l 
K=l 
00 80 J=2,N 
S=OAB SI Y I J I l 
IF(S-T)BO,B0,79 

79 T=S 
K=J 

BO CONTINUE 

COM O RESULTADO ANTERIOR, TEM-SE T•ABSlMAX{Ylll)I E 
A POSICAO NO VETOR 

00 B2 I=l,N 
Y(ll=YCII/T 

82 CONTINUE 
RETURN 
ENO 

NORMALIZACAO 
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SUBROUTINE AUTOXIN,NEV,NVEC,F;G,E,Vl 
IMPLICIT REAL*S(A-H,0-Zl 
OIMENSION F(60,60l,El20l,Vl60,201,AAl60l,Gl60,60l 

OECOMPOSICAO OE CHOLESKI 

fll,ll=OSQRT(Fll,lll 
DO 10 1=2,N 
FII,ll=FII,11/ffl,ll 

10 CONTINUE 
00 100 I=l,N 
DO 100 J=2,N 
Jl=J-1 
IFII-Jl 50,60,70 

50 FII,Jl=O. 
GO TO 100 

60 DO 65 IR=l,Jl 
f I I , J 1 =f II , JI -f I I, IR l *F li , IR 1 

65 CONTINUE 
F(I,Jl=DSQRT{F(I,Jll 
GOTO 100 

70 00 75 IR=l,Jl 
FII,Jl=FII,Jl-FII,1Rl*FIJ,IR) 

75 CONTINUE 
FII,Jl=FII,JI/FIJ,Jl 

100 CONTINUE 

00 150 I=l,N 
FII,Il=l./FII,Il 

150 CONTINUE 
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DO 200 1=2,N • Il=I-1 
DO 200 J=l,I 
A=O. 
IF(I-J)200,200,170 

170 00 190 IR=J,II 
190 A=A+FII,lR)*F(IR,Jl 

F(I,Jl=-F(I,Il*A 
.200 CONTINUE 

CALCULO DE IF**l-lll*G 

00 300 I=l,N 
DO 250 K=l,N 
AAIKl=GIK,II 

250 CONTINUE 
00 300 J=l,N 
DO 270 L=l, J 
GIJ,Il=GIJ,ll+FlJ,Ll*AA{LI 

270 CONTINUE 
GIJ,Il=GIJ,II-AA{JI 

300 CONTINUE . -e CALCULO DE ((Fl**(-lll*G*(F**l-111• 
e 

00 400 I=l,N 
DO 350 K=l,N 
AA(Kl=G!I,K) 

350 CONTINUE 
00 400 J=I ,N 
00 370 L=l,J 
GII,Jl=G!l,J)+AA(Ll*FIJ,Ll 

370 CONTINUE 
GII,Jl=Glt,JI-AA!J) 

400 CONTINUE 
DO 410 I=l,N 
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DO 410 J=l,I 
Gll,Jl=G!J,IJ 

410 CONTINUE 
e 

CALL GIVHO!G,E,V,N,NEV,NVEC) 
e 
" ~ 
" AGORA G E A MATRIZ SIMETRICA PROCURADA ~ 

" ~ 
DO 340 J=l,NVEC 
DO 320 11=1,N 
AA(lll=VIIl,J) 

320 CONTINUE 
DO 340 l=l, N 
DO 330 K=I ,N 
VII,Jl=VII,Jl+FIK,Il*AAIKl 

330 CONTINUE 
V(I,Jl=V(I,Jl-AA(Il 
DO 332 IC=l,N 
AAI ICl=VI IC,JI 

332 CONTINUE 
CALL MAXIN,T,AA,KKl 
DO 335 ICC=l,N 
V(ICC,Jl=AA(lCCl 

335 CONTINUE 
340 CONTINUE 

RETURN 
END 
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SUBROUTINE AXMGUIZ,ETA,Ul 
' IMPLICIT REAL*B(A-H,0-Zl 

OIMENSION U(60l,Z(20l,ETAl20l 
COMMON XLl20l,Xt60,20l,XMG(20J,N,NVEC,F{60,60l,NPC,NTEMP, 

*NAMT 
DO 35 1=1,NVEC 

-ZIIJ=Z(IJ/IXMGIIl*XL(ll*DSQRTllo-ETAlll*ETAII)ll 
35 CONTINUE 

DO 40 1=1,N 
Ulll=O. 
DO 40 J=l,NVEC 
Ulll=Ulll+Xtl,Jl*Z(Jl 

40 CONTINUE 
RETURN 
END 

SUBROUTINE ZXMGUIZ,Ul 
IMPLICIT REAL*BIA-H,0-ZI 
OIMENSION U{60l,Zl20l 
COMMON XLt20l,Xl60,20l,XMGl20l,N,NVEC,Ft60,60l,NPC,NTEMP, 

*NAMT 
DO 35 1=1,NVEC 
Ztll=Zlll/lXMGIIl*XLll)I 

35 CONTINUE 
DO 40 I=l,N 
Ull l=Oo 



I* 

DO 40 J=l,NVEC 
U(Il=Ulll+XtI,Jl*Z(Jl 

40 CONTINUE 
RETURN 
END 

//LKEO.SYSIN DD * 
INSERT MAIN 
OVERLAY UM 
INSERT STIF2 
OVERLAY UM 
INSERT MASS2 
OVERLAY UM 
INSERT LINE.2 
OVERLAY UM 
INSERT LOADl 
OVERLAY UM 
INSERT LOA02 
OVERLAY UM 
INSERT LOA03 
OVERLAY UM 
INSERT LOAD4 
OVERLAY UM 
INSERT LOAD5 
OVERLAY UM 
INSERT LOAD6 
OVERLAY UM 
INSERT LOA07 
OVERLAY UM 
INSERT LOADB 
OVERLAY UM 
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INSERT LOAD9 
OVERLAY UM 
INSERT LOAlO 
OVERLAY UM 
INSERT 01ST 
OVERLAY UM 
INSERT VELOl 
OVERLAY UM 
INSERT CONDl 
OVERLAY UM 
INSERT COND2 
OVERLAY UM 
INSERT VEL02 
OVERLAY UM 
INSERT AUTOX 
OVERLAY UM 
lNSERT SHEAR 
ENTRY MAlN 
NAME MAINIRI 

' 
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I* 
//GO.FTOlFOOl 00 DSN=&&ARQl,UNIT=2314,SPACE=l480,(60,21tRLSEI 
//GO.SYSIN DO'* 



c 

SUBROUTINE FLEXllN,COORD,JOTA,YOUNG,F) 
REAL JOTA{60l 
DIMENSION Fl60,60),COORD(60),YOUNGl60l 

DO 10 J=l,N 
Fll,Jl=l3.*COORDIJl-COORDllll*COOR01ll**2/(6.*YOUNG(ll*JOTAlll) 

10 CONTINUE 
DO 20 1=2,N 
Kl=I-1 
DO 20 J=l,N 
F 11 ,J l= 1 ICOORO ( J )-COORD I l l l **3+3.*COORD I J l**Z*COORD ( 1,).)/ 16.*YOUNG { . 

*ll*JOTAllll-COORO(Jl**3/16.*YOUNGll)*JOTAllll 
DO 20 K=l,Kl 
F(l,Jl=Flt,J)+O.S*COORDll)*COORO(K)*ICOORDIK)-2.*COORDtJll*ll./lYO 

*UNGIK+ll*JOTAIK+ll)-l./(YOUNG(Kl*JOTA(Klll-O•l666666*(COORDIJt-COO 
*RD(Kll**2*{COORDIJ1+2.*COORDIKll*ll./(YOUNGIK+ll*JOTA(K+lll-l./lYO 
*UNGIKl*JOTAIKIII 

20 CONTINUE 
DO 30 I=l,N 
DO 30 J=l,I 
F I I , J 1 =F I J ,.1 ) 

30 CONTINUE 
RETURN 
END 
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SUBROUTINE FLEX21N,COORO,AREA,FFORM,G,F 1 
DIMENSION COORD(60),AREAC601,FFORM(60),G(60l,F2(601,F(60,601 

ESTA SUBROTINA CALCULA OS ELEMENTOS NECESSARIOS PARA DETERMINACAO 
DOS TERMOS DA MATRIZ DE FLEXIBILIDADE PROVENIENTES DO EFEITO 00 
ESFORCO CORTANTE 

F2(ll=FFORM(ll*COORD(ll/(G(ll*AREA(lll 
DO 10 1=2,N 
F2(ll=F2(1-ll+FFORM(Il*(COORD(II-COORO(I-lll/lG(Il*AREA(III 

10 CONTINUE 
DO 15 I=l,N 
DO 15 J=l,I 
F(J,Jl=F2(Jl 
FIJ,Il=FII,JI 

ffi5 CONTINUE 1 ;~~URN _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ .. _ ·- __ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ __ _ _ - - - - _ _ _ . _ 
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SUBROUTINE FLEX31N,COORD,YOUNG,JOTA,F 1 
REAL JOTA(601 
DIMENSION COORD(601,YOUNG(60l,F2(60l,F(60,60l 

F2(ll=COORD(ll**3/(l2.*YOUNG(ll*JOTA(lll 
DO 10 1=2,N 
F21Il=F2(1-ll+(COORD~Il-COORO{l-lll**3/(12.*YOUNG(ll*JOTA(lll 

10 CONTINUE 
DO 15 I=l,N 
DO 15 J=l ,I 
F ( I , J 1 =F 2 ( J 1 

~ FIJ,Il=F{I,Jl 
~15 CONTINUE 
G RETURN i ENO . 



e 

c 

SUBROUTINE STOD IF,N,I4,XMASS,Tl,T2,T3,T4,Ql,Q2,Q3,Q4l 
DIMENSIDN fl60,60l,Qll60l,Q2(60l,Q3160l,Q4160),XMASS{60l, 

*A2160 l ,Al 160 l,A3160 l ,FI 160 l 

Ml=8 
READIMl,lOllERRO 

101 FORMATIF15.12l 

C CALCULO DA PRIMEIRA FREQUENCIA E DO PRIMEIRO MODO 
c 

DO 15 I=l,N 
Fltil=FLOATIII/FLOATINl 

15 CONTINUE 
CALL STODllF,N,Tl,Ql,ERRO,Fil 

C CALCULO DA SEGUNDA FREQUENCIA E DO SEGUNDO MODO 
c 

DO 310 J=l,N 
AllJl=-XMASSIJl*QllJl/lXMASS(ll*Qlllll 

310 CONTINUE 
DO 320 I=l,N 
DO 320 J=2,N 
FI 1,Jl=FI I, ll*AllJ l+FI I,J 1 

320 CONTINUE 
DO 325 l=l,N 
F 1 1, 1 l =O. 

325 CONTINUE 
DO 327 I=l,N 
FIIIl=FLOATIIl/FLOATINl 
Fllil=FI(ll*IFllll-0.7741/0.226 

327 CONTINUE 
CALL STODl(F,N,T2,Q2,ERRO,Fil 

c 
C CALCULO DA TERCEIRA FREQUENCIA E DO TERCEIRO MODO 
c 

14=1 
READl4 1 14l((Ftl,J) 1 J=l 1 Nl,l=l 1 Nl 



A=XMASSlll*Qllll 
B=XMASSl21*Qll21 
C=XMASSI ll*Q21 ll 
D=XMASSl2l*Q2121 
DET=A*D-B*C ' 
DO 370 1=1,N 
Allll=IXMASSIII/DETl*IB*Q2111-D*Ql(II) 
A21Il=IXMASSIII/DETl*l~A*Q21ll+C*Qlllll 

370 CONTINUE 
DO 380 1=1,N 
DO 380 J=3,N 
FII,Jl=FII,ll*Al(Jl+Fll,21*A21Jl+F11,Jl 

380 CONTINUE 
DO 385 I=l,N 
F(l,11=0. 
FII,21=0. 

385 CONTINUE 
DO 387 I=l,N 
FI(ll=FLOATIII/FLOATINI 
FJ(l)=0.864*Filll*(FI(I)-0.50ll*IFl(Il~o.864)/0.0659 

387 CONTINUE 
CALL ST0011F,N,T3,Q3,ERRO,FI) 
14=1 
READl4 1 1411 IFll ,Jl ,J=l,NI ,I=l,N) 
Bl=XMASSlll*Qllll 
82=XMASSl2l*Qll21 
B3=XMASSl31*Ql{3) 
84=XMASS(ll*Q2(11 
B5=XMASSl21*Q2121 
B6=XMASSl31*Q2131 
B7=XMASS(ll*Q31ll 
B8=XMASSl2l*Q3(2l 
89=XMASSl3l*Q3131 
DET=Bl*B5*89+82*B6*B7+B3*B4*BB-B7*B5*B3-B4*B2*B9-Bl*B6*88 
DO 400 l=l,N 
Allll=I-XMASSIII/OETl*IB5*B9*Qllll+B2*B6*Q31Il+B3*B8*Q21II-B3*B5* 

*Q3(l)-B6*B8*Qllll-B2*B9*Q21III 
A21Il=(-XMASS(ll/DETl*IBl*B9*Q2(Il+B6*B7*Qlll)+B3*B4*Q31ll-B3*B7* 

.... 
\D 
00 



*Q21Il-B4*B9*Qllll-Bl*B6*Q31Ill 
A31Il=I-XMASSlll/DETl*IBl*B5*Q31Il+B2*B7*Q21Il+B4*B8*QllII-B5*B7* 

*Qllll-Bl*B8*Q21Il-B2*B4*Q31lll 
400 CONTINUE 

DO 410 I=l,N 
DO 410 J=4,N 
Fll,Jl=FII,ll*A11Jl+FII,2l*A21Jl+F(I,3l*A31Jl+FII,JI 

410 CONTINUE 
DO 412 I=l,N 
FII,ll=O. 
FI 1,2)=0. 
FII,3l=O. 

412 CONTINUE 
Flllt=FLOATIII/FLOATIN) 
FI(ll=0.72l*Fl(ll*IFl{l)-0.356l*IFI(ll-0.644l*IFIII)-0.906l/0.0216 

417 CONTINUE 
CALL STOD11F,N,T4,Q4,ERRO,Fll 
RETURN 
END 



c 

SUBROUTINE STODllO,N,Tl,Q,ERRO,FII 
DIMENSlON Dl60,601,Fl1601,Ql601 

Sl=l. 
IT=O 

30 CONTINUE 
DO 25 l=l,N 
Qlll=O. 

25 CONTINUE 
DO 40 I=l,N 
00 40 J=l,N 
Q{ll=QIIl+Dll,Jl*FIIJl 

40 CONTINUE 
CALL MAXIN,T,Q,K21 
Tl=l./SQRTIT) 
T2=ABS I S1-Tll 
IT=IT+l 
IFCT2-ERROl45,46,46 

45 RETURN 
46 Sl=Tl 

DO 60 I=l,N 
Filll=Q(I) 

60 CONTINUE 
GOTO 30 
END 
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