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Resumo 

Apresenta-se um metodo iterativo para a determinação 

das cargas criticas de flambagem de estruturas reticuladas 

planas e espaciais. são levados em consideração na analise 

dois efeitos : as forças axiais afetando· a matriz de rigidez 

dos elementos e as variações de geometria da estrutura, deco

rrentes de grandes deslocamentos. 

Elaborou-se um programa automático em linguagem 

FORTRAN II, ilustrando-se a sua aplicação com alguns exemplos 

numericos. 
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Resumen 

Es presentado un método iterativo para determinar las 

cargas críticas de pandeo en estructúras reticulares en el 

plano y el espacio. Dos efectos s6n llevados en cuenta en el 

análisis: las fuerzas axiales afectando la matriz de rigidez 

de los elementos y los cambias geométricos provenientes de 

grandes desplazamientos en la estructura. 

Se muestra también un programa automático escrito en 

FORTRAN .II, así como ejemplos numéricos que ilustran su apli

caci6n. 
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Abstract 

An iteration procedure is presented to determine the 

buckling loads bf plane and spac e framed structures. taking 

into account n6n-linear behavior. Two effects are included 

in the análysis: the axial forces on the member stiffness 

matrix and the changes of geometry caused by large displace

ments. 

A Computer program writed in FORTRAN II is presented 

and numérical examples are included to illustrate the appli

cation. 
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INTRODUCCION 

En general, la mayor parte de los cálculos de estructuras 

aporticadas és de naturaleza lineal y solo para algunos elemen

tos, columnas principalmente, se hace un simplificado análisis 

que lleva en cuenta los efectos de n6-linearidad producidos por 

esfuerzos axiales de cierta magnitud. Esta base de cálculo es a

decuada cuando se calcula en base a cargas de trabajo. 

N6 obstante, para los disenos basados en coeficientes de 

carga, para los cuales hay notoria tendencia actualmente, el in

cremento en el valor de las cargas introduce efectos de n6-line

aridad preponderantes en el cálculo estructural, hacrendo nece -

saria la adopci6n de un método qué lleve en cuenta nuevos pará

metros en el diseno, para tenerse una mayor confianza en los re

sultados obtenidos. 

Las principales causas de n6-linearidad geométrica en una 

estructura, cuando solicitada por grandes cargas, s6n: 

a) La interacci6n entre fuerzas axiales y laterales para 

el diseno a flexi6n de los elementos. 

b) Los cambios geométricos respecto de la posici6n origi -

nal de la estructura. 

Hasta el presente hay varios métodos matriciales en la bi

bliografia que permiten llevar en cuenta estos dos efectos. En 

una forma general, su diferencia básica está en el planteo de 

las matrices de rigidez de los elementos, y en el proceso opera

tivo, que puede ser iterativo, 6 de obtenci6n de los autovalores 

dé la matriz de rigidez modificada. 

En cuanto a las matrices de rigidez de los elementos, al

gunos métodos utilizan funciones de estabilidad, que n6 s6n otra 
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cosa que factores que afectan los terminas de la matriz de 

rigidez usada comúnmente en análisis lineal, factores que depen

den de los valores de las fuerzas axiales en los miembros de la 

estructura. Estas fuerzas axiales pueden conocerse por un previo 

análisis lineal y a partir ah!, iniciarse el análisis n6-lineal 

propiamente dicho, en proceso iterativo, de tal forma a lograr 

en dos análisis consecutivos, iguales valores para los esfuerzos 

de respuesta de la estructura. Logrado esto, el proceso es repe

tido para nuevos valores de las cargas, hasta obtenerse la singu

laridad de la matriz de rigidez, efecto detectado por la condici-

6n de inestabilidad de la estructura, 

condici6n que nos dá el valor para la carga crítica de la 

estructura. 

En los métodos en que se calcula la carga crítica, como un 

problema de autovalores, se define una matriz de rigidez geome -

trica (20),(21), 6 de tensiones iniciales, resultante de llevar 

en cúenta en la expresi6n de la energia de deformaci6n del ele -

mento, el término correspondiente a las fuerzas axiales. 

La matriz geométrica [K1J junto con la matriz de rigidez 

[ K]_pueden combinarse y el resultado és,una matriz [A] , 

para la cual el menor autovalor corresponde a la carga crí

tica de la estructura. 

En los métodos mensionados antes, n6 se ha llevado en cuen

ta el efecto de cambios geométricos de la estructura, provenien-
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tes de los grandes desplazamientos que pueden darse en una 

estructura, debido a la magnitud de las cargas cercanas a la car

ga crítica. 

En el presente trabajo se presenta un método iterativo en 

el que se llevan en cuenta ambos efectos, y ha sido propuesto por 

S.S. Tezcan (1) en 1967. 

En el capítulo I, se trata el concepto de la carga te6rica 

de Euler, basado en la teoria de la viga-columna. A partir de es

te conc·epto, en el capítulo II se desarrollan las funciones de -

estabilidad necesarias para el análisis interactivo entre fuer

zas axiales y cargas laterales. 

El capítulo III trata.el problema de grandes desplazamien

tos y la forma de llevar en cuenta este efecto, en el cálculo de 

los esfuerzos para la posici6n deformada de los elementos. 

En el cápitulo IV, se hace una descripci6n del proceso i

terativo, as:í como del concepto de la matriz de rigidez tangente 

y la técnica empleada para detectar la,s cargas críticas. 

Finalmente, en el capítulo V se describe en lenguaje For

tran II, el programa automático utilizado para la soluci6n de 

algunos ejemplos. 
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CAPITULO I 

GENERALIDADES 

1.1 - HISTORICO 

El análisis de la n6-linearidad geométrica en estructuras 

elásticas reticulares recibi6 grán atenci6~ en la década pasada 

debido principalmente al hecho de que este problemij puede ser 

resuelto en grán escala con el uso de computadoras digitales. 

El estudio del fen6meno de pandeo, cuando se llevan en cu

enta, entre otras causas de n6-linearidad Geométrica, los des

plazamientos finitos en los nudos del sistema, ha sido objeto de 

interesantes artículos de conocidas publicaciones citadas en la 

bibliografia al final de este trabajo, (1),(3),(6),(9),(10). 

Livesley (11), en 1956, desarroll6 un programa para análi

sis de reticulados planos con elementos prismáticos lineales den

tro del régimen elástico y sujetos a cargas aplicadas en los nu

dos; este programa desprecia los efectos de la flexi6n y rota

ci6n de la cuerda en el cálculo de la longitud exacta del ele

mento, pero incluye este último en el cálculo de los esfuerzos 

nodales. 

Saafan (10) present6 una formulaci6n n6-lineal para el ca

so plano incluyendo estos efectos. Utiliza para el análisis un 

procé'so iterativo, explicado desde un punto de vista físico. 

Renton (5) extendi6 la formulaci6n presentada por Livesley 

al caso tria.imensional incluyendo también efectos de flexo-tor- . 

si6n 

Argyris (2) emple6 una técnica incremental para determinar 
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una aproximaci6n del comportamiento n6-lineal de la trayectoria 

carga-deflexi6n en marcos espaciales. Asume un comportamiento 

lineal para cada incremento y usa la matriz de rigidez tangen

te calculada para la posici6n anterior al nuevo incremento de 

de carga, para calcular el incremento en el desplazamiento. 

En el cálculo de la matriz de rigidez tangente desprecia 

el efecto de la fuerza axial en la flexibilidad del elemento, 

aproximaci6n válida para el caso de que las fuerzas axiales se

an pequenas, comparadas con la carga te6rica de Euler(§ 1.2.1). 

Livesley (8) describi6 la aplicaci6n del método de Newton

Raphson, para el análisis de estructuras n6-lineales. El proce

so es general y n6 presenta ecuaciones para casos particulares. 

En general, dentro de los procesos iterativos, podemos 

mensionar dos técnicas de ataque del problema n6-lineal. 

La primera técnica ha sido mostrada por Connor (3), y con

siste en un proceso incremental, en el que las cargas s6n aumen

tadas en pequenos incrementes y las posiciones deflectadas son 

encontradas usando la matriz de rigidez tangente. Las expresio

nes para esta matriz s6n bastante complejas. 

La segunda técnica puede ser denominada como un"método de 

carga constante". Consiste en mantener un nivel de carga cons

tante hasta encontrar las posiciones deflectadas que producen el 

equilibrio entre esfuerzos internos y cargas externas para esas 

posiciones. El equilíbrio es logrado después de algunas iteracio

nes, con la aproximaci6n que se desee. Encontrado este equilíbrio 

la carga es incrementada a un nuevo nivel y el proceso se repite. 

Esta técnica ha sido propuesta por Tezcan y Ovunc (1) en 

trabajo publicado en 1967. 

Con esta última técnica, a diferencia de la primera, n6 

s6n necesarias expresiones muy complejas para la matriz de rigi-
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dez del elemento, pudiéndose utilizar directamente la matriz de 

rigidez tangente derivada cuando se llevan en cuenta los despla

mientos finitos de los nudos.(las rotaciones se suponen pequenas) 

Otra ventaja sobre la primera técnica es que el proceso i

terativo puede iniciarse con cualquier nível de carga, sin impor

tar que se esté cerca de la carga critica. (9). 

Esta segunda técnica es la base del presente trabajo. 
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1.2 - TEORIA DE LA VIGA-COLUMNA 

El análicis de sistemas estructurales elásticos, cuyos 

miembros estan sujetos a la acci6n de fuerzas axiales, combi

nadas con momentos de flexi6n, hace necesaria la investigaci6n 

del efecto de esas fuerzas axiales en la rotaci6n y traslaci6n 

de los nudos del sistema. 

Sea una columna esbelta ideal, articulada en sus nudos y 

sometida a una carga axial P , en la figura 1.1.a, 
a 

f 

t P,. 
8.') +" bJ 9P< , 

e) 
1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 '( 1 
1 1 
1 

~I 1 M 1 
i I!. 1 
1 1 
1 

! r 
1 
1 
1 
1 ,. 
1 1 
1 1 
1 1 

r p._ 

Figura 1.1 

Se asume que el miembro nó pesa, essperfectamente elásti

co y los esfuerzos están dentro del Límite de proporcionalidad. 

1.2.1 - CARGA DE EULER 

Cuando la carga P es menor que el valor crítico de pan-
a 

deo, el miembro permanecerá recto y en equilíbrio estable, tal 

que si se aplica una fuerza normal a su eje produci~ndose una 

deflecci6n lateral, esta deflecci6n de~aparece una vez removi-
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da la carga que la produce. 

La carga crítica se puede definir, como la fuerza axial 

necesaria para mantener el miembro en la posici6n deflectada y 

en relativo equilíbrio. 

El análicis te6rico fué desarrollado por Leonhard Euler 

en 1757, y es el punto de partida del estudio de la Estabilidad 

Elástica. 

y 

1.2.2 - ECUACION FUNDAMENTAL 

Partiendo de la ecuaci6n diferencial de la Elástica, 

~+N 

--Y" ~ 

l( 

d2 
y 

= 
M 

E I 
z 

Resolviendo para el elemento de la figura 1.1.b, 

E I y'' = M - - P y z a 

( 10 

( 2) 

La soluci6n general de esta ecuaci6n (15), es dada por, 

( u ( u y = A sen -i;- x) + B cos -i;- x) ( 3) 

Donde, 
.• ~ 

u = LV E Iz ( 4) 
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Los parámetros A y B pueden ser evaluados por las con-

diciones de borde, x = O, y = O X = L, y = o . 

u 
y = A sen (--i;- x) ( B = O ) 

A sen u = O 

La soluci6n de (6) se dá para, 

u = n rr n = 0,1,2, ••• 

Llevando (7) en (4), 

p = 
e 

n
2 

íC 
2 

E I 
z 

( 5) 

(6) 

( 7) 

(8) 

En la ecuaci6n (6), la soluci6n A= O, es la soluci6n 

trivial. La otra soluci6n se dá para diferentes valores de n 

en la ecuaci6n (7), lb que nos indica los distintos mados de 

pandeo de la viga-columna, los cuales se presentan para dife

rentes cargas solicitantes en la figura 1.1. 

De los diferentes modos nos interesa el primero, que 

llamaremos de modo crítico, y la carga axial que lo produce 

de carga crítica. 
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CAPITULO II 

FUNCIONES DE ESTABILIDAD 

2.1 - DEFINICION 

Las funciones de estabilidad pueden definirse como paráme

tros adimensionales, que dependiendo de los valores de los esfu

erzos axiales en los elementos de una estructura recticular, a -

fectan los tárminos de la matriz de rigidez de dichos elementos, 

relacionando en las condiciones de equilíbrio, las cargas con los 

correspondientestdesplazamientos. 

Fueron introducidas y tabuladas primeramente por B.W. Ja -

roes (12), y subsecuentemente por D.K. Livesley y D.B. Chandler 

(13), quienes las derivaron en.funci6n del parámetro, 

P = Esfuerzo axial. 
a 

f) = 

P = Carga teórica de Euler. 
e 

2.1.1 ~ Hip6tesis. 

p 
a 

p 
e 

, donde 

Las hipótesis asumidas s6n las mismas que para la teoría 

de la flexi6n de vigas en general. Las cargas actuan en un pla

no que coincide con el centro de cortantes y este pasa por el 

c.d.g. de la secci6n. Los esfuerzos están dentro del rango elás

tico, dentro del Límite proporcional del material, 
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2.1.2 - Nomenclatura. 

Se suponen las siguientes direcciones, para los esfuerzos 

y los desplazamientos en un elemento: 

1 
i 

jz 

2.2 - FUNCIONES DE ROTACION 

2.2.1 - Carga axial de Compresi6n. 

Considerando el elemento prismático, (Figura 2.2.1), 

\ 1 

\! 
Ye 

e.1 _____ -· ____ :-;: __ ,,,,__j.;..-e-!L~.'-;_ Xe 

L 

a) 

b) 

Figura 2.2.l 
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La rotaci6n unitaria en el nudo j induce las acciones de 

restricci6n mostradas en la :lí'igura 2.2.1 • Por consideraci6n del 

equilíbrio podemos escribir, 

(10) 

Considerando una secci6n a una distancia x de j, podemos 

escribir la ecuaci6n de la elástica, 

E I y" = M = - ( P y + K - K x ) 
z a 33 23 (11) 

Llevando (10) en (11), 

Expresando la fuerza axial P en funci6n de la carga de 
a 

Euler, 

p = ,1, p 
a r e 

6, 

p = p ?t'.2 ( 
a 

Llevando a (12), 

E I 
z ) 

E I 
z 

La soluci6n general de esta ecuaci6n es dada por 

Timoshenko (15), y se puede expresar, 

(13) 

(14) 

(15) 
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u u + y = A sen (-x ) + B cos (1 X ) 1 

+ 
12 

[ ( K33f K63 ) x/1 K33 J 2 -
u E I 

z 

( 16) 

donde, 

u = ?f_vr- (17) 

Considerando las condiciones de borde: x = O, y =O; 

x = 1, y = O , las constantes s6n • 

12 
A= - -=--

u2 E I 
z 

( K
33 

ctg u + K
63 

csc u ) 

B = 
12. 

2 K33 
u E I 

z 

1levando a (16) , 

(18 a) 

(18 b) 

u
2 E I 

z u 
y = - ( K

33 
ctg u + K

63 
csc u ) sen ( 1 x ) + 

( 19) 
La pendiente de la curva elástica, 

u2 E I 
z 

1 
y' = K33 [ 1 -u sen ( ~ x) - u ctg u cos ( ~ x) J + 
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+ K63 [ 1 - u csc u cos ( ~ X) J 
Por la condici6n de borde, x = L, y' = O, 

u - sen u 

sen u - u cos u 

Por la otra condici6n, x = O, ·y• = 1 

u ( sen u - u cos u) 

2 ( 1 - cos u) - u sen u 

E I 
(---=z ) 

L 

( 20) 

( 21) 

( 22) 

En esta forma quedan definidas las funciones r y c, que 

denominaremos como funciones de rotaci6n, 

r = li (-sen u - u cos u 
(23 a) 

2 ( 1 - cos u) - u sen u 

c = u - sen u 
( 23 b) 

sen u - u cos u 

La validez de estas expresiones puede ser comprobada, cu

ando se hace P = O, ( esfuerzo axial nulo). Para este caso, y 
a 

haciendo uso de la regla de L'Hospital, 

lim. 
U-->Ü 

f ( u ) 

g ( u ) 

, 6 , lim. 
U-->Ü 

f' ( u ) 

g' ( u ) 

( 24) 
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Cuando se calculan estes limites, se obtiene: 

= 4 , = 1/2 ( 25) 

que s6n los conocidos coeficientes de rigidez. 

En resumen, las rigideces pueden ser expresadas en la si

guiente forma, 

K33 r ( E I ) = z 
L 

E I 
K63 c K33 c r ( z ) ( 26) = = 

L 

E I 
K23 - K r ( 1 + c ) ( z ) = = 

53 L2 

Operando en igual forma, cuando se dá una rotaci6n unita

ria en el nudo k del elemento, se obtiene, 

E I 
r (---=z=

L 
) 

c K66 = c r ( 
E I 

z 

L 
) 

- K56 = r ( 1 + c ) ( 
E I 

z ) 

( 27) 
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2.2.2 - Carga axial de tracci6n. 

Cuando el esfuerzo axial .en el elemento es de tracci6n, 

la variable ;,< toma un valor negativo. En este caso se define 

la variable compleja v como, 

v =1tf1 = infi?i= iu ( 28) 

Definida la variable v, y usando las funciones hiperb6-

licas, senh y cosh, se encuentra, 

r = 

c = 

u ( u cosh u - senh u) 

2 ( 1 - cosh u)tu senh u 

u - senh u 

senh u - u cosh u 

( 29) 
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2.3 - FUNCIONES DE TRASLACION 

Las funciones r y c definidas antes están relacionadas 

con las rotaciones de los nudos. 

En la viga prismática de la figura 2.3.a, las rigideces 

resultantes cuando se dá un desplazamiento unitario en el nudo j 

Esta traslaci6n puede visualizarse como una rotaci6n total 

del elemento en un ángulo 1/L, como se puede ver en la figura 

2.3.b. Debido a que la pequena rotaci6n n6 introduce cambies de 

consideraci6n en la carga axial, se considera la misma. 

v_ •• ( ~-::t,, .. =.,-::-=------

a) 

b) 

Figura 2. 3 
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Por consideraci6n del equilíbrio, 

(K32 + K62) - pa (l) 

L 

pa (1) - (K32 + K62) 

L 

Debido al giro, las rigideces de rotaci6n serán, 

E I 
K (--=z ) 

32 = r 

K
62 

= rc ( 

De donde, 

Llevando a ( 30) , 

L 

E I 
z 

L 

E I 
(_L) +rc ( z) (_L) 

L 
L L 

E I 
) (_L) + r ( z 

L L 

= - K = 52 
2r ( 1 +e) ( 

p 
a 

L 

( 30 a) 

(30 b) 

(31 a) 

( 31 b} 

( 32) 

( 33) 
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Cuando la carga axial es nula, el último término de la e

cuaci6n (33) n6 existe. 1uego se puede definir una funci6~ t , 

que llevará en cuenta este efec.to haciendo, 

E I 
K22 = - K52 = t ( 2r ( 1 + e) ( 13 z ) ) 

Igualando (33) y (34), 

7t 2. ÇJ 
t = 1 - ------

2r ( l+ e) 

De donde, 

E I 
K22 = - K52 = 2 rt (l+ e) (-1-3..:a:Z ) 

(34) 

(35) 

( 36) 

De la misma forma, cuando se dá una traslaci6n unitaria 

en el nudo k del elemento restringido, 

E I 

K35 K65 - r (l+c) ( z ) = = 
12 

( 37') 

E I 
K25 - K55 - 2 rt ( l+ e) ( J:, z ) = = 

. 13 
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2.4 - ELEMENTO CON ROTULAS 

Las funciones de estabilidad pueden derivarse en una for

análoga para el caso de elementos que presentan liberaciones en 

los nudos, p,e., liberacion de la rotaci6n (r6tulas). 

2.4.1 - FUNCIONES DE ROTACION 

Considerando el elemento de la figura 2.4.ili , 

to>----"'----~ 

b) 

Figura. 2,4.1 
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Considerando el equilíbrio, se tiene, 

Aplicando la ecuaci6n diferencial de la elástica, 

E I y" = M = -z 
( p Y+ ·a K33 - K23 X ) 

E I y" = - p y - K33 + K33/1](" X 
z a 

Substituyendo el valor de P , la ecuación es, 
a 

y" + 

La soluci6n es, 

y = A sen (....!!... x) + B cos 
L 

E I 
z 

Con las condiciones de borde, las constantes s6n, 

(38) 

( 39) 

( 40) 



A= -

2 
L K33 

u2 E I 
z 

ctg u 
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' 
B = 

u 2 E I 
z 

(42) 

Cuando se reemplazan estas valores en la ecuaci6n diferen

cial, se obtienen los siguientes expresiones para las rigideces, 

y llevando a (38), 

De donde, 

r = c = 

2 
u 

1 - u ctg u 

2 
u 

E I 
z 

L 

1 - u ctg u 

2 
u 

1 - u ctg u 

E I 
z 

Para el caso de carga axial nula, se comprueba, 

Lim f' ( u) 
= 3 

g' ( u) 

( 43) 

(44) 

(45) 
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Cuando la carga axial es de tracci6n, se procede como an

tes y se verifica, 

2 
- u r = --_.;:;=----

1 + u ctgh u 

2.4.2 - FUNCIONES DE TRASLACION 

Y, 

e --r7 . 
Kn j• l . '~ Pa 

! ~.jKn-·-----------··--··L 

J'Kz; 'i K., 
________ L _______ _..; 

a) 

{ 

~ P •. 1-j-~-=-=-=-::::_=-:-.=.=.=---::.~~-=-... ::=--=--.-_-_---~.--1-K&_s _ __,C.'--,-i Xe 

K:;2 

b) 

·Figura 2.4.2 

(47) 
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Tomando momentos con respecto al nudo k se tiene, 

Debido a la rotaci6n indicada en la figura 2.4.2{ 

De donde se concluye, 

E Iz 
12 • 

L 

E I 
z 

p 
a 

L 

( 48) 

( 49) 

( 50) 

Procediendo como se h·izo para elementos sin liberaciones, 

Luego, 

'7(.2 ~ 
t=l----

r 

E I 
z 

( 51) 

(52) 
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2.5 - MATRIZ DE RIGIDEZ 

Definidas las funciones de estabilidad 6 factores de rigi

dez como s6n conocidas dichas funciones por algunos autores, es

tamos en condiciones de ensamblar la matriz de rigidez de 1lll ele

mento para sus direcciones locales. 

Para el caso del elemento de p6rtico espacial, y llevando 

en cuenta, 

u=L'~ V -;-;-
z 

' 6 ' 
u=L~ J -;:;_--

y 

( 53) 

Las funciones s~ calcularán, llevando en cuenta el plano 

de flexi6n correspondiente; Los coeficientes de la matriz de ri

gidez s6n; 

s = 
k 

E A 
X 

L 

E I 
---=z r 

L 

E I 
z rc --~ 

L 

' 
G I 

X 

L 

E I __ .._y r 

L 

E I ___ y rc 

L 

( 54) 
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• 
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• 

• 

• ck 

-S k 

• -Dk 

• • 

• • 

• • 

• ck 
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• -Sk • • • 

• ck -Dk • ck 

\: -G k • • -1\ -G k • 

• Tk • • -Tk • 

-Gk • Ek • • Gk • Fk 

• Ak -Ck Bk 

• • • sk • • • 

• • -Ck • Dk • • -C k 

-\: • Gk • • \: • Gk 

• -T k • • Tk 

-Gk • Fk • • Gk • Ek • 

• • Bk • -C k • • Ak 

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

MATRIZ DE RIGIDEZ PARA ELEMENTO 

EN EL ESPACIO 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 
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r(l+c)t 
' 

2 E I 

13 
r (l+c) t 

En el caso de elementos de pórtico plano se usarán de la 

anterior matriz, solamente las filas y columnas numeradas con 

1, 2, 6 , 7, 8, 12. 

Las direcciones referentes a estos números se presentan 

en la figura 2.5 , 

'í 

Figura 2. 5 
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CAPITULO III 

TEORIA DE LAS DEFLEXIONES FINITAS 

3.1 - GENERALIDADES 

Es usual en análisis de estructuras asumir que los despla

zamientos en una estructura s6n pequenos comparados con las di

mensiones de los elementos. Así, las ecuaciones de equilíbrio u

tilizadas s6n estrictamente válidas en la estructura indeformada 

solamente, y las ecuaciones de compatibilidad desprecian efectos 

de segundo orden en los desplazamientos. 

Los cambios de geometria tienen efecto pronunciado en el 

comportamientci de las estructuras, cuando se estudia el fen6me

no del pandeo, yá que la estructura puede ser incapaz de sopor

tar carga adicional por su tendencia al cambio geométrico de for-

ma. 

Las características de pandeo de una estructura s6n normal

mente consideradas separadamente del análisis básico. Con la dis

ponibilidad de Computadoras, este análisis puede comprender esos 

efectos cuando se procesa un programa de tipo iterativo. 

Cuando los cambios geométricos s6n llevados en cuenta, la 

trayectoria carga-deflexi6n de la estructura es n6-lineal. 

Así como los métodos de análisis lineal, muchos métodos de 

análisis n6-lineal pueden clasificarse como a) de las fuerzas, 

b) de desplazamientos. Cuando se usa un método iterativo, es 

conveniente trabajar con el método de los desplazamientos, por 

su facilidad de programaci6n. 
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Los efectos de los cambios geom~tricos en una estructura pueden 

resumirse a los siguientes, 

a) Cambio en la rigidez lateral del elemento. 

b) Desplazamientos finitos en los nudos. ( Las rotaciones 

en los nudos s6n pequenas) 

c) Cambio en la longitud de los elementos. 

La influencia de estos efectos se explicará a continuaci6n. 

3.2 - ANALOGIA FISICA 1 
! 

Sup6ngase un p6rtico plano, figura 3.~.l, al que se aplica 

una carga generalizada W, 

w 

Figura 3.2.1 
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Sup6ngase un sistema autoequilibrante ideal para cada ele

mento, cuya funci6n es la de absorber en parte 6 totalmente la 

carga axial, previniendo los efectos de instabilidad constante 

en cada estado de deformaci6n, fen6meno que se refleja en los va

lores de las funciones de estabilidad. 

Sup6ngase también un sistema de restricciones elásticas 

que idealmente absorbem la diferencia entre las fuerzas genera

lizadas W y los esfuerzos internos inducidos F en la direcci6n 

de las cargas. Llamando este sistema por f, tendremos, 

f = W - F 

El papel que juegan los dos sistemas, tanto el autoequili

brante como el de restricciones elásticas; es el de mantener el 

equilibrio en la estructura, para cualquier estado de deformaci6n 

generalizada. 

Se trata de buscar la posici6n de equilibrio de la estruc

tura, para la cual f =O, y A=~, Vector de desplazamientos 

generalizados. 

Para comienzo del análisis se ha encontrado que los despla

zamientos generalizados~º obtenidos de un análisis lineal s6n 

valores razonables como iniciales de una trayectoria de despla

zamientos 

Cuando se liberan los sistemas, tanto el auto~quilibrante 

como las restricciones elásticas, esto equivale a aplicar en la 

estructura deformada las fuerzas f en la direcci6n de las cargas, 

produciéndose un incremento en los desplazamientos 
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Los desplazamientos l:,. dán lugar a un sistema de fuerzas 
n 

en las restricciones elásticas igual a f y el pro.ceso itera-n+l 
tivo continua hasta la presición deseada con un error prescripto. 

Cuando las fuerzas f 
1 n+ están dentro del error prefijado, 

los desplazamientos !J. serán los desplazamientos finales "1_ 
n 

estos a su vez corresponderan a la carga generalizada W. 

3.2.1 - CONDICION DE COMPATIBILIDAD 

y 

Cuando se corrigen los valores de las coordenadas locales 

de acuerdo a los desplazamientos obtenidos en la etapa anterior 

y se reensambla el pórtico, automáticamente se está satisfacien

do con esta condición. 

Para el caso plano, figura 3.2.2, el elemento 1-2, se ha 

desplazado a la posición l'-2'. Las nuevas coordenadas serán, 

y 

X. 

Figura 3. 2. 2 
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' d d 
x1 = x1 + x2 = x2 + 1 

' 4 

( 55) 
' ' yl = yl + d 2 y2 = y2 + d 5 

' 

3.2.2 - CONDICION DE EQUILIBRIO 

En cualquier estado de deformaci6n, las cargas W á que es

tá sometida la estructura deben equilibrar con la suma de los 

esfuerzos internos F y las fuerzas asimiladas por las restricci

ones elásticas ideales f. 

IV = F + f 

Los esfuerzos internos F, s6n calculados en cada etapa, 

para la posici6n deflectada, siendo que los valores resultantes 

s6n los exactos para esa posici6n. 
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3.3 - ESFUERZOS LOCALES 

En la teor:!a de pequenas deforrnaciones y pequenos despla

zamientos, los esfuerzos en los nudos de los elementos s6n cal

culados por la suma de las proyecciones de todos los esfuerzos 

actuantes, respecto de la posici6n n6 deformada de la estructura. 

Esta és una aproximaci6n válida cuando las cargas s6n re

lativamente pequenas cuando comparadas con las respectivas car

gas teóricas de pandeo. 

Por consideraci6n de la geometria, es posible calcular en 

forma exacta el valor de estos esfuerzos en la posici6n deforma

da de cada elemento. 

3.3.1 - ELEMENTO EN EL PLANO 

Considerando la figura 3.3.1, 

y 

2 

L -d,-, __ .,..:__....-
1 7 /' 
1 / / 
1 0 / 
1 ;...;/ 

1,, 

X 

Figura 3.3.1 
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El esfuerzo axial puede ser calculado directamente por la 

Ley de Hooke , 

p = 
a 

A E 

L 
( L 

1 

L ) ( 56) 

( + compresi6n) 

En este caso se ha despreciado el efecto de la flexi6n en 

la longitud del elemento y se considera solamente la longitud de 

la cuerda calculada, conocidos los desplazamientos globales. 

En la teoria lineal, los momentos s6n calculados por la ex

presi6n, 

donde, 

e , e 
X y 

- d
1

) e + ( d -y 2 

. . Desplazamientos globales • 

d 
(d +2) 

3 2 

( 57) 

Cosenos directores respecto de la posici6n 

original del elemento. 

Cuando se consideran desplazamientos grandes, los momentos 

deben calcularse en .la posici6n deformada, y para ello, si usa

mos la longitud de la cuerda y los cosenos directores de la ba

rra deflectada, obtenemos 



6 E I 
z 

L 
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' d1 ) cy + (d2- d
5

) 

L 

C 'J 4 E I X + --:--Z 

L 
) 

(58) 

Observando la figura 3,3,2, la expresi6n entre paréntesis 

corresponde al seno del ángulo e- que hacen la posici6n original 

y la deflectada del elemento. Por lo tanto, 

6 E I M
3 

= ___ z 

L 
( sen e- ) + 

4 E I 
z 

L 

Siendo el ángulo &-- pequeno, sen {} = -(l- y componiendo los 

términos tendremos, 

4 E I 
z 

L 

2 E I 
z 

L 
( 59) 

Los coeficientes 4 y 2, corresponden a los valores de las 

funciones r y rc respectivamente. Haciendo, 

' ' 
d3 = d3 + & d6 = d6 + e-

y tomando la longi tud de la cuerda tenemos, 

E I E I z ' z rc ' M3 = r d3 + d6 ' ' L L 

E I E I (60) 
z ' z ' M6 = r d6 + rc d3 ' L L 



' / d, o, 

i 
1 

1 
1 

;... 0 
1 

- 36 -

l'. 

Figura 3.3.2 

2.' 

Conocidas las nuevas coordenadas por las ecuaciones (55), 
• 

es posible calcular la nueva dimensi6n de los elementos L, así 

como los nuevos cosenos directores de la posici6n deflectada, 

. ' 
XCL = ( x

2 

• 
YCL = ( Y

2 

(61) 
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Los cosenos directores, 

' ., 
' e = 
X 

XCL 

L 

' e = 
y 

YCL 

L 
( 62) 

El ángulo 6 que resulta de la distorsi6n del elemento res

pecto de la posici6n original, puede calcularse por la geometria 

descrita en la figura 3.3.2, 

Observamos, 

sen fJ = 
BC 

L ' 
BC = ED+ BE .,. CD 

Por lo tanto el ángulo G puede ~onocerse a partir de los 

desplazamientos globales de la e·structura y los cosenos directo

res de la posición deflectada, 

' ' 
e- = Are, sen 

(d4 - d1 ) cy + (d2 - d5 ) ex 
(63) 

L 

Conocidos los momentos en los nudos, podemos calcular los 

esfuerzos cortantes, considerando el equilíbrio, 

( 64) 
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3.3.2 - ESFUERZOS EN EL ESPACIO 

Los esfuerzos locales para una viga-columna en posici6n 

tridimensional pueden derivarse de los obtenidos para el caso 

plano, cuando se llevan en cuenta los dos planos principales de 

flexi6n. 

Al igual que en el elemento en el plano, se supone que los 

esfuerzos cortantes actúan en un plano que coincide con uno de 

los planos de inercia de la secci6n. Por esto se suponen despre

ciables, efectos de flexo-torsi6n. 

También se supone que el efecto de la flexi6n en el cálcu

lo de la longitud de los elementos és despreciable, tomándose 

la longitud en la posici6n deformada la correspondiente a la cu

erda. 

Para las direcciones mostradas en la figura 3.3.4, 

y 

z 

d, 
1 d,, 

,.__ ,,- --f.,- _ _J !!,__,, 
d, L---J. 

EJE5 

c;.L08AL€S' 

X 

Figura 3.3.4 
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Los esfuerzos axiales s6n, 

Los momentos torsores, 

M
4 

= M -- 10 -

G I 
X 
1 

L 

A E 
X 

L 
( L - L ) (65) 

(66) 

Los giros en los nudos consisten de dos partes, en forma si

milar al caso plano, 

(67) 

' 

donde los ángulos e- y y e-z s6n calculados por , · 

J - ~ 
8y = are sen ( 9 3 ) 

L 
(68) 

B- = are sen 
{i 2 - Ss 

) 
z L 
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Los Momentos flectores serán, 

Mll = 

M6 = 

E I 
y 
' L 

E I 

' L 

E I 
z 

' L 

y 

E I 
z 

' L 

r 

rc 

r 

rc 

d5 

' d6 + 

E I 
y 
' L 

E I 
+ 1 

L 

E I 
z 

rc 

y 

' 
rc 

L 

E I 
z 

' .1 

' r dll 

( 69) 

dl2 

Debe tenerse en cuenta que las funciones r y rc s6n cal

culadas con I 6 I de acuerdo a la direcci6n considerada. 
y z 

Las fuerzas cortantes s6n calculadas por equilibrio de Mo

mentos en el elemento, 

v2 - v8 
M6 + Ml2 

= = 
' L 

( 70) 

v3 vg 
M5 + Mll 

- - = 
' L 
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La longitud del elemento para la posici6n deformada será, 

L 
, 2 ] 1/2 

- z ) 1 
(71) 

donde las coordenadas han sido calculadas por la suma de 

los desplazamientos globales, á las coordenadas originales. 

3.4 - ESFUERZOS GLOBALES 

El vector de esfuerzos globales que contiene la respuesta 

de la estructura a la solicitaci6n, és obtenido de la rotaci6n 

del vector de esfuerzos locales, usándose para ello la geome 

tría deformada de la estructura. 

[ fJ .. -xyz (72) 

'donde és la matriz de rotaci6n correspondiente á 

la posici6n deformada de la estructura y [f] los esfuer-xyz 
zos locales para ésa posici6n. 

Las matrices de rotación usadas s6n derivadas para el ele

mento en el plano y para el espacio; y s6n encontradas en exten

sa bibliografia (18). 

La matriz de rotaci6n para el elemento en el espacio, tie

ne una dimensi6n de 12xl2 y és importante resaltar, que el angu-
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.lo o( que define la orientaci6n de los ejes principales de 

Inercia de la secci6n, varia de acuerdo a los giros torsionales 

[R: J 
1 [ o] 1 
1 
1 
1 
1 R = ------r------
1 

[ o J 
1 

[ R:J 1 
1 
1 
1 

[4 y 

El ángulo ex és modificado 

en cada ciclo iterativo, de acu

erdo a , 

o<'.1 =«o+ 64 ( nudo i ) 

o<_ 2 = o( o + Ó 10 ( nudo j) 

(73) 

• e e o 
X y 

' ' R = -C e o 
o y X 

o o 1 

De acuerdo a esto, la matriz de rotaci6n és diferente n6 

solo para cada nudo, sino que varia de ciclo en ciclo de la ite

raci6n. 
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CAPITULO IV 

METODO ITERATIVO 

4.1 - DESCRIFCION 

El proceso iterativo usado para encontrar la trayectoria 

carga-deflexi6n del fenómeno n6-lineal puede esquematizarse de 

la siguiente manera, 

1) Con las cargas externas aplicadas en la estructura y o

perando con la geometría inicial se hace un análisis lineal, en

contrándose los desplazamientos en las coordenadas globales de 

la estructura. Con estos desplazamientos, se calculan nuevas co

ordenadas para los nudos del sistema. 

2) Los desplazamientos as! calculados pueden proyectarse 

para la posici6n deformada en cada elemento usándose para ello 

la matriz de rotaci:ón respecto de la nueva geometria. C6n los 

desplazamientos en ejes locales, se pueden calcular los esfuer

zos en los nudos para esa posici6n. Conocidos los esfuerzos lo

cales, se ericuentran las componentes en la direcci6n de los ejes 

globales de la estructura. 

3) La suma de las respectivas componentes en un nudo, para 

determinada direcci6n debe ser igual a la carga externa en esa di

recci6n para equilibrar la estructura. Si n6 lo es, esta suma és 

restada de la carga y la diferencia ~és tomada como nueva carga 
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en esa direcci6n particular. 

4) Las nuevas cargas así calculadas s6n aplicadas a la.es-
1 tructura deformada y usando la matriz de rigidez tangente, un 

nuevo análisis es hecho siguiendo los pasos 1 a 4. 

5) El proceso es repetido hasta un predeterminado error pa

ra la diferencia entre cargas y esfuerzos de respuesta. La geome

tria final será la geometria de equilibrio de la estructura. 

p 

Pc, ------------------------------

P, F,;;;c=F=,f.,~ 
p;• +--1+-.~ 

- l!.1-->--- 4,--

Figura 4.1 

1 Ver numeral 4.2 
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4.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE 

La idea básica en un método iterativo del tipo Newton

Raphson, es la de obtener para cada paso iterativo una solu

ci6n tangente a la curva representativa del fen6meno n6-line

al carga-deflexi6n, figura 4.1, en cada punto-considerado. 

Para obtener esta soluci6n tangente, las matrices de 

rigidez deben ser modificadas para llevar en cuenta el efecto 

de las fuerzas axiales, así como los cambias geométricos. 

El método de la expansi6n de Taylor usado ~or Turner 

(14), há probado ser viable para obtener esta matriz de rigi

dez tangente (15) • 

Despreciando términos de alto orden, la expansi6n de Tay

lor para una funci6n continua G ( x
1

, ••• xn) en un punto 

particular (o) definido por las variables ( x
1

, x
2 

, ••• x ) 
o .. zeJ o no 

és, 

G [<xlo+ dx
1 

) , ••• , ( x + dx ) J = no n 

. . .+ d G 

:::> X 
n 

dx 
n 

Para el caso de un elemento de p6rtico plano, figura 3.3.2 

si llamamos el vector de esfuerzos nodales . [F] en coordenadas 

globales (eéuaci6n 72, §i3.4) calculados para cualquier posici-

6n deformada, como la funci6n G, y las deformaciones hasta esa 

posici6n d1 , d2 , ••• d6 como las variables x
1 

,x , ••• 
. 2 X ' n 
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los elementos de la matriz de rigidez tangente pueden ob

tenerse por la derivaci6n parcial del vector [F] respecto de 

cada una de las deformaciones d
1

, d
2

, ••• ,d
6

• Desde que la deri

vada parcial del la fuerza F. respecto de una deformaci6n par-
i 

ticular d. nos dá el valor de la fuerza F. causado por un cam-
J l. 

bio diferencial en dJ., el coeficiente de rigidez K .. de la ma
l. J 

triz tangente será , 

K .. 
l. J 

En una forma general, tomándose todos los grades de liber

tad, para el elemento en el plano se tiene, 

à Fl ,) Fl 
• • • 

e:) dl e) d6 

K 6x6 
• = 
• • 

• 
• 

J F6 ~ F6 
• 

~ dl e) d6 

Las matrices de rigidez,,derivadas por este procedimiento, 

tanto para elementos en el plano como en el espacio, pueden 

consultarse en la bibliografia al final de este trabajo, p.e, 

( 14), ( 15), ( 16). 

Cuando se desprecia la variaci6n en algunos parámetros en 

el proceso de derivar las expresiones F. respecto de los despla
l. 

zamientos d. , se llega a una matriz de rigidez un peco menos 
J 

compleja que la citada anteriormente, la cual ha sido mostrada 

en el § 2.5 • , para ejes locales,.del elemento. 
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4.3 - CARGAS CRITICAS 

Obtenida la geometria de equilíbrio, nuevos incrementas de 

carga s6n hechos y para cada incremento, se encuentra una nueva 

posici6n de equilíbrio. Cuando las deformaciones s6n muy grandes 

para pequenos incrementas de carga, el proceso iterativo tiene 

una convergencia muy lent~. El valor de estas cargas puede ser 

visto como el valor crítico 6 de pandeo de la estructura. 

Un valor más exacto para la carga crítica puede obtenerse 

por el cálculo del determinante de la matriz de rigidez global 

de la estructura; Por la condici6n de inestabilidad del equilí

brio , 

[fJ = 

Durante el proceso iterativo, puede suceder que el deter

minante llegue a un valor negativo (9) , lo que nos indica que 

el incremento de carga ha sido muy grande y este debe reducirse 

con el finde deterninar el valor crítico con mejor aproximaci6n. 

4.4 - BIFURCACION DEL EQUILIBRIO 

Estructuras simétricas sometidas a cargas simétricas pue

den. pandear enforma n6-simétrica. En este tipo de estructuras 

la carga correspondiente a este modo será la crítica. 

Una técnica muy conocida para.encontrar esta carga (9), és 

la de perturbaci6n, qué consiste en afectar la estructura con pe

quenas cargas que pueden inducir el modo asimétrico de pandeo. 

El valor de ~-P puede ser del orden de 1 % P. 
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CAPITULO V 

PROGRAMA AUTOMATICO 

5.1 - INTRODUCCION 

En este capítulo se presenta un programa automático escri

to en fortran II que permite analizar los ejemplos mostrados a 

continuaci6n, El programa ha sido escrito de una manera que per

mi te acompanar el proceso de bido a su disposici6n en bloques,. 

Para la soluci6n del sistema de ecuaciones se há utilizado 

el algoritmo de Gauss que permite trabajar con la semibanda de 

la matriz de rigidez simétrica. 

El montaje de la matriz de rigidez global es hecho con las 

contribuciones de cada elemento y realizado en la memoria direc

ta del computador. 

A continuaci6n se muestra el diagrama de bloques y el sig

nificado de las variables usadas, tanto en el programa principal 

cuanto en las subrutinas. 
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5.2 - DIAGRAIV!A,DE BLOQUES 

Datas de la estructura 

Nueva Geometria 

Esfuerzos Globales Q 

' ~I 

Impresi6n de 

resultados 

> 

a_:::>-'N'°'o"-'--.---@ 



- 50 -

5.3 - VARIABLES DEL ·PROGRAMA 

A continuaci6n se presenta una lista de las principales va

riables usadas en el programa y las subrutinas, con el significa

do de cada una. 

NN 

NE 

NNDP 

NGLN 

NNPE 

NEL (I,J) 

NA (I) 

IA (I,J) 

EE, G 

IX , IY , IZ 

AX 

ALFl, ALF2 

NNC 

NNCAR 

CMAX 

ERROR 

Número de nudos de la estructura. 

Número de elementos de la estructura. 

Número de nudos con desplazamientos pres -

criptas (apoyos) 

Número de gradas de libertad por nudo. 

Número de nudos por elemento. 

Matriz que contiene la incidencia de los 

nudos para cada elemento I 

Vector con los números de los nudos que co

rresponden a apoyos 6 direccion restringida. 

Variable que discretiza el apoyo, 

IA (I,J) > O { N6 hay restricci6n al despla

zamiento J del apoyo I 

IA (_I,J) < O • Direcci6n restringida. 

Constantes elásticas. 

Momentos de Inercia de la secci6n. 

Area de la secci6n transversal. 

Angulos que definen la posici6n de los ejes 

principales de Inercia de la secci6n para 

cada nudo del elemento. 

Número de nudos cargados. 

Número de grupos de cargas solicitantes. 

Carga máxima de solicitaci6n. 

Mínima diferencia permitida entre cargas 



X( I) , Y( I) , Z( I) 

Xl(I),Yl(I),Zl(I) 

XE(I),YE(I),ZE(I) 

L(I) , Ll(I) 

CX(I),CY(I),CZ(I) 

Pl (N,J) 

TETA( I) , GAIVIA( I) 

PA (I) 

JBMAX 

NIVCA 

DET 

S ( I, J) 

SM (I,J) 

R (I), RT(I) 

- 51 -

solicitantes y esfuerzos de respuesta. 

Coordenadas nodales iniciales. I = l,NN 

Coordenadas nodales en la posici6n después 

de las cargas. I = l,NN 

Coordenadas del nudo i. I = l,NNPE 

Longitudes de los elementos, antes y des

pués de las cargas. 

Cosenos directores. 

Cargas nodales. N =l,NNCAR, J = l,NGLN. 

Angulos de distorci6n de los elementos. 

Fuerzas axiales en los elementos. 

Ancho de semibanda de la Matriz de rigidez. 

N2 de grupos de cargas. 

Determinante de la matriz de rigidez. 

Matriz de rigidez global de la estructura. 

Matriz de rigidez local del elemento. 

Matriz de rotaci6n y su traspuesta. 
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5.4 - EJEMPLOS 

1) - La figura 5 .1 muestra una estructura articulada en 

sus nudos y sometida a una carga Fn, 

y 

-· ------·----~ -- "" 

T 
D 

_c_l_ r 
H 

1 
t<-----B-----

Figura 5.1 

Como se trata de una estructura isostática para la cual és 

posible calcular fácilmente la respuesta axial para diferentes 

posiciones de las barras variando el ángulo o( , se ha hecho un 

pequeno programa que nos sirve como test para los resultados que 

se obtienen utilizando el programa desarrollado en § 5,4 • 

Dll1ENS10N D(610), FN(610) 

READ (8,100) TO,B,H,E,A,NINT 

DELTA = O. 

NN = 2*NINT +10 



HA = H/NINT 
DO 1 I =1,NN 
DELTA= DELTA+ HA 
D(I) = DELTA 
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T = SQRT (B**2 + (H-DELTA)**Z) 
DEF = (TO-T)/TO 
FA = E*A*DEF 
SALF = ABS(H-DELTA)/T 
FN(I) = 2.*FA*SALF 

1 CONTINUE 
WRITE (5,101) (FN( I,}\D( I) ,I =1,NN) 

100 FORMAT (5F10.o,I5) 
101 FORNAT (2F20.7,20X,2F20.7) 

CALL EXIT 
END 

Donde , 

E= M6dulo de Elastcidad del material. 

A= Area de la secci6n transversal. 

DELTA= Incremento en desplazamiento vertical. 

T = Longitud deflectada del elemento. 

DEF = Deformaci6n unitaria. 

FA = Respuesta axial. 

SALF = s en o( 

Para los valores, 

E= 30000 

A - 1 

H = 50 

To = 100 



P/ 2AE 

o. 01900 

0.02000 

0.02100 

0.02200 

0.02300 

0.02400 

0.02500 

0.02600 

0.02700 

0.02765 

-p 
ZAE 

p NQ 

1140 5 

1200 4 

1260 4 

1320 4 

1380 4 

1440 5 

1500 5 

1560 6 

1620 7 

1659 40 

.om.s,·f-------------:;;;;,.. 

.()17-

.026 

. 024, 

.02>, 

.022 

.021 

.ozo 

9 li •• IS 11 .. 2f 
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D 
D F A ( exacta) 

9.7715 9.7714 1353.00 

10.5156 10.5154 1446.33 

11.3115 11.3112 1544.56 

12.1718 12.1715 1648.84 

13.1145 13.1144 1760.86 

14.1687 14.1684 1883.28 

15.3851 15.3848 2020.76 

16.8707 16.8705 2183. 09 

18.9564 18.9560 2400.46 

22.4683 22.4680 2737.93 

NQ = Número de iteraciones. 

---', ... , 
' ' 
" ' ' \ \ 

\ 
\ • \ 

\ 
\ 

\ 
\ 

\ 
~ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
1 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
1 

-\ ,, z, Z1 29 .,, 3> ~- 7 3> 

\ D 
\ 
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Para una carga equivalente a P/ 2AE = 0.027666 n6 se logr6 

convergencia en 400 iteraciones, lo que nos indica que la Es -

tructurá sobrepas6 la carga crítica. El error usado para la con

vergencia fué de 0.005. En consecuencia, 

p 't c r1. • 

2 A E 
= 0.02765 D ·t cri = 22.4683 

Resultados que coinciden con los calculados exactos usándo 

el programa citado para este ejemplo •. 

2) - Para las dos condiciones de apoyo mostradas, se há ana

lizado el Pórtico plano de la figura 5.2. 

t.P 
lp lp -~ }td lp 

-, 
1 1 
1 1 
1 1 

1 1 
1 1 
1 ' 1 I 

' 1 
1 1 
I 1 
1 1 

L~ 
1 1 
1 I 

1 

L 

Figura 5. 2 

L 304,8 A 75.9 
2 

I 12900 4 
-- cm = cm = cm y 

X z 

E 2100000 K /cm 
2 

= g 
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Para encontrar el lº modo crítico de pandeo se ha utilizado 

la tecnica de perturbaci6n, solicitando la estructura con una pe

quena carga horizontal equivalente a b. P = P /1000, 

Apoyo 
p 6 p l:,_ t:,* 

(ton.) ( ton.) (cm) (cm) 

500 0.5 0,041 0,041 

E 1000 1.0 0.110 0.110 
M 1400 1,4 0.252 0,250 
p 1700 1. 7 o. 541 0,476 
o 1800 1.8 0.750 o.668 
T 1900 1.9 1.181 1.020 
R 1950 1.95 1.600 1.220 
A 2000 2. 2.417 1.650 
D 2025 2.025 3.220 2.420 
o 2050 2,050 4. 80 ---

2075 2,075 11.670 ---

A 200 0.2 0.085 0.082 

R 300 0,3 0.185 0,176 

T 'ºº 0.4 0,440 0.435 

I 450 0,45 0.840 o.685 

e 500 0.5 3,040 1.850 

. 510 0.51 6.070 ---
520 0.52 --- ---



de 

Los valores críticos 

autovalores 

p = cr. 

p = 
cr. 

s6n ( Ref. 

7. 39 E I 
z 

12 

1.82 E I 
z 

= 

= 
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de p cuando se procesa un problema 

22 ) 

2165 ton ( Empot.) 

534 ton ( Artic.) 

Utilizando el método iterativo propuesto, los valores crí

ticos s6n 2075 ton y 520 ton respectivamente. 

Los valores en la columna5s6n los encontrados por Connor, 

(3), para este problema. 

2. ~-:.::-:.::..:--::.<>-~--:::....-------------:-

P r 
Lb ~!+.---- ()----- (.ONNOR. e~) 

1 

5 ---- ---------- ~--

.5 1 1. ':, 2 2.~ 
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3) Para el Arco plano mostrado en la figura 5.3. 

4. 

2 

p 

b 

1" --

Figura 5.3 

Por las condiciones de simetria, se calcula la mitad del 

arco, discretizado en 5 elementos rectos (cuerdas), y 6 nudos. 

Para los datos , 

E= 30000 Kips/inch~ 

I = 0.0833 inch~ 
z 

A 
X 

= 1 inch~ 

r = 120 inch. 

( 1 inch.= 2.54 cm) 

( 1 Kip = 0.454 ton) 
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P ·t = 1.88 Kips, d ·t = -52.0 in. cri . cri . 

Nudo Desplazamientos ( inch. , rad) Esfuerzos (kip, kip-inch.) 

d d e- p V IVJ 
X y a 

1 o. o. o. 0.898 -1. 309 -40.781 

2 -7.074 0.442 0.254 1.338 -0.856 8.386 

3 -10.600 2.013 -0.129 1.537 0.401 40.516 

4 -2.258 -10.671 -0.647 1.005 1.230 25.468 

5 0.641 -37.100 -0.684 1.017 1.220 -20.715 

6 o. -52.000 o. 1.017 -1.220 .-66. 527 
-

p 

t.S8t .. -------------------::::;:=;==....., 
l.8 

1.6 . 

J.4 

l.Z 

l. 

.6 

.2 

12 11. 20 24 16 ~2 !)<, 40 44 4 S !,2 54 
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Deformada del Arco 

1,,---------------~ --------------"! 

-..... .,, 
li 

!--------~ 
-ü 

r-,----
. 1 1 

1 . 
... 1 ... 1 
J1 il 
J)I NI 

• \ -' 1 

~ d:I 
\ 1 
1 1 
1 1 • • \ 1 
\ 1 
\ 1 
\ 1 
\ 1 
1 \ 

·\ 
1 

1 
I 
I 
1 
1 
1 
1 

t 

--~-------·-·-------+·-
' 1 

c,I ..-, 
"'I 
~/ 
,. I 

~/ 
I 

I 
I • I 

I 
I 

ºo 
N 
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4) - En la figura 5.4. se muestra una estructura .espacial, 

( 1 Kip = 103 Lb = 0.454 ton 1 in = 2.54 cm) 

. " z -0.7-

00:7" 
A·A 

\ 
)( 

2 ,., 
E 439.8 Kip/in ,. ·- = 

\; Kip/in 
2 

G = 159.0 

\i' 24" 12'' I 0.03439 in 
4 

= 
X 

I 0.02035 in 4 
y = y 

I 0.02035 in 4 
1 p 

= z 

:A o. 4942 in 
2 

= 
1.75" X 

71' 

Esfuerzos Locales ( Lb), ( Lb-in) 
Ele. p V V M M M 

iiudo a y z X y z 

1 131.15 1.955 o. o. o. 11.75 
1 4 -131.15 -1.955 o. o. o. 35.26 
., 
};, 1 -130.86 o. o. o. -0.198 -11.75 
2 2 '130.86 o. o. o. 0.198 11.75 
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El ejemplo anterior ha' sido tratado por Connor (Ref.3) 

y el valor obtenido para la carga crítica es de 53 lb. La car

ga crítica obtenida por el método propuesto es de 54 lb. 

El mismo problema ha sido resuelto articulando los nudos 1,2,3, 

5,6,7 y el valor obtenido para la carga crítica es de 66 lb. 
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CAPITULO VI 

CONCLUSIONES 

El uso de funciones de estabilidad como factores de co -

rrecci6n de la matriz de rigidez, és tal ves la forma más exac

ta de llevar en cuenta los efectos de las fuerzas axiales en la 

flexi6n,,~yá que s6n derivadas directamente de la ecuaci6n dife

rencial para flexi6n de vigas, sin tener que rrecurrirse a mayo

res sim.plificaciones. Pueden ser derivadas también para llevar 

en cuenta otros efectos, p. e., secci6n variable a lo larga, del 

elemento, cargas en los elementos, cargas cuyo centro de apli 

caci6n n6 coincide con el centro de cortantes (flexotorsi6n), 

entre otros. 

La matriz,de rigidez definida en § 2.5 se há mostrado efi

ciente para la soluci6n de los problemas presentados, obtenién -

dose en todos ellos una convergencia relativamente rápida; res

tará investigar si matrices un poco mas sofisticadas del tipo -

mencionado en §tíi4.2 llegarán a soluciones más rápidas mejoran -

dose la eficiencia en tiempo de computaci6n. 

El método iterativo usado és particularmente eficiente cu

ando se tienen Estructuras con elementos articulados, las cuales 

pueden presentar grandes modificaciones en la geometria de la -

misma, haciendo prácticamente imposible sú soluci6n, sin llevar 

en cuenta este fen6meno en el cálculo. El arco plano analizado 

en el ejemplo 3) és otro tipo de estructura, que por sus pará -

metros, tanto geométricos como elásticos, és altamente n6- line-
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lineal; aún para cargas muy peque nas comparadas con la carga 

crítica, presenta apreciables diferencias entre los resulta -

dos obtenidos en un análisis lineal y los logrados mediante 

un método como el presentado en este trabajo. Los ejemplos 2) 

y 4) han sido tomados de la publicaci6n (3) de Connor que pre

senta el método utilizado para el análisis n6-lineal basado en 

la teoría de pequenos desplazamientos; los resultados obteni

dos como se muestran, s6n prácticamente los mismos. 

El programa automático presentado en § 5,2, admite estruc

turas cargadas en sus nudos solamente Cargas distribuídas en 

los elementos deben ser discretizadas a los nudos para sú análi

cis. Tal como es presentado, el programa és suficiente para re -

solver los ejemplos présentados. 

Los resultados obtenidos han sido logrados usándose un Com

putador ItB,M /370-165. 
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NOMENCLATURA 

A coritinuaci6n se presenta el significado de algunas varia

bles usadas en el texto del trabajo, 

p 
a 

p 
e 

K .. : 
J. J 

r,c,t 

L , L ' 

Fuerza axial en los elementos. 

Carga te6rica de Euler. 

Coeficiente de rigidez. 

Funciones de estabilidad. 

Longitud del elemento, antes y depues de cargas. 

Cx,Cy,Cz Cosenos directores. 

E G Constantes Elásticas. 

-O- Angulo de distorsi6n del elemento. 

I ,I ,I Momentos de Inercia de la secci6n. 
X Y Z.'d 

V. Fuerza cortante en el nudo. 
J. 

M. 
J. Momento en el nudo. 

d. 
J. 

Desplazamiento en ejes globales. 

bi Desplazamiento en ejes locales. 
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// EXEC FORTGCLG 
//FORT.SYSIN 00 * 
C ••••• PROGRAMA PARA TEST DE CARGAS CRITICAS. 

IMPLICIT REAL *8(A-H,O-Zl 
REAL *8 IZ(l5l,IY(l5l,IX(15l,L(l5l,Ll(l5J 
OIMENSION X( 10), YI 101 ,z 1101 ,NELI 15,2) ,XEl2l ,YEl2l ,ZE 12) ,NA( 10), 

*AXl15l,CX(l5l,CY(l5l,CZ(l5l,ALF1(15l,Q(60l,ONA(60),P(60l,Pl(l5,60l 
* , IA ( l O, 6 l , NUNCA { 10 l , TETA ( 15 l , PA ( 15 l , AC L( 15, 12 l , S { 60, 3 O l , SM ( 12, 12 l , 
*SE ( 12, 12 l , AML( 15, 12 l , X 1 ( 1 O l , Y li 1 O l , Z 1 ( 1 O l , GAMA ( 15 l 

OIMENSION T(60l,Rl15,18l,RT(l5,18l,ALF21151 
P!=3.1415926 
LB=30 
MR=5 
MW=6 
WR IT E ( MW, 100 l 
WRITE ( MW, lOll 

1 WRITEIMW,100) 
REAO (MR,102) 
WRITEIMW,102) 
REAO (MR,103) NN,NE,NNDP,NGLN,NNPE,ITD 
NNZ=NN*NGLN 
NGLE=NNPE*NGLN 
ITT=O 
IF(ITO) 2,1717,1717 

-- -- -- -2-WR-I-TEI-M-W,-1.04) NN,NE ,NNO-P-,NGLN,NNPE-,-ITD-
WRITEIMW,107) 
00 3 K=l,NE 
REAO (MR,108) I,INEL(l,Jl,J=l,2) 

3 WR I TE { MW, 1 O 8 l I , 1 N E LI I , J l , J = 1, 2 1 
WRITE(MW,109) 
00 4 I=l,NNOP 
REAO (MR,110) NAIIJ,(IAII,J),J=l,NGLNl 

4 WRITE(MW,110) NA(IJ,IIAII,Jl,J=l,NGLNl 
WR ITE ( MW, 1111 
00 5 IC=l,NE 
REAO IMR,1121 I,EE,G,IX(ll,IYIIl,IZlll,AX(Il,ALFllll,ALF2(l) 

5 WRITE(MW,113) I,EE,G,IX(Il,IY1Il,IZIIJ,AX(Il,ALF1(Il,ALF21Il 
c 
C ••••• LECTURA DE CARGAS 
c 

e 

REAO (MR,108) NNC,NNCAR 
WR I TE I MW, 114) 
WRITE(MW,108) NNC,NNCAR 
REAO (MR,117) CMAX,ERROR 
WRITE(MW,132) CMAX,ERROR 

C ••••• LECTURA OE COORDENADAS 
e 

REAO (MR,1201 (l,X(ll,Y(Il,Z(I),l=l,NN) 
WRITE(MW,106) 
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WRITE(MW,138) 11,X(I),Y(I),Z(IJ,1=1,NN) 
e 
C ••••• GENERACION DE LA MATRIZ DE ROTACION. 
e 

e 

WRITE(MW,1231 
ao 22 I=l,NE 
00 21 K=l,NNPE 
J=NEU I ,K) 
XE(Kl=X(J) 
YE ( K l ·= Y ( J l 

21 ZÉ(Kl=Z(J) 
CALL R01761I,XE,YE,ZE,R,L,CX,CY,CZ,RT,ALF1,ALF2) 
Ll(l)=LCIJ 
WR I TE ( M W, 118 l 1 , U I l , C X 1I ) , C Y ( IJ , C l I ll 

22 CONTINUE 
00 41 I=l,NN2 
ONA ( I ) =O. 
P(Il=O. 

41 QI I )=O. 
IFINNC_) 20,20,17 

17 WRITE(MW.,121> 
KK=NGLN*NNC 
DO 16 I=l,NNCAR 
DO 16 M=l,KK 

· -16 -Pl--U ,-M-l=Q .•. ·-· · · -- - -
DO 19 N=l,NNCAR 
DO 19 I=l,NNC 
J=NGLN*I 
Jl=J-NGLN+l 
READ tMR,128) K,(Pl!N,J2l,J2=Jl,Jl 
NUNCA(Il=K 
IF{N-1) 32,32,19 

32 Jl=Jl-1 
DO 18 M=l,NGLN 
Jl=Jl+l 
IB=NGLN*(K-l)+M 

18 PC I B l =P l( 1, J ll 
Jl=Jl-NGLN+l 
WRITE(MW,1221 K, (Plll,J2),J2=Jl,Jl 

19 CONTINUE 
NIVCA=l 

C ••••• CARGAS NOOALES TOTALES 
e 

20 DO 5 3 M= l, NN 2 
Q(M)=P(M) 

53 CONTINUE 
WRITEIMW,116) 
WRITEIMW,1271 (Q(Jl,J=l,NN2l 
DO 23 I=l,NE 



ACLlI,ll=O. 
TETAIIJ=O. 
GAMAlll=O. 

23 PAII)=O. 
88 CONTINUE 

9 JBMAX=O 
DO 24 1=1,NN2 
DO 24 J=l,LB 

24 Sll,J)=O. 
c 
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C ••••• MATRIZ DE RIGIDEZ DE LA ESTRUCTURA 
e • 

·c 

DO 35 1=1,NE 
PP=ACLI I ,.11 
CALL MRELEII,EE,AX,IZ,IY,IX,G,Ll,R,SM,PP,SEl 
DO 35 M=l,NNPE . 
DO 35 K=l,NNPE 
DO 31 J=l, NGLN 
Jl=NGLN*(NELII,MJ-ll+J 
JE=NGLN*IM-ll+J 
DO 31 IJ=l,NGLN 
IB=NGLN*(NELII,Kl-ll+IJ 
IE=NGLN*!K-l)+IJ 
JB=Jl-IB+l 

-- - lF-( J-B ). 31-,-31-, 2 8- -
28 IFlJB-JBMAX) 30,30,29 
29 JBMAX=JB 

IFIJBMAX-LB) 30,30,333 
30 SIIB,JB)=S(IB,JBl+SEII~,JEl 
31 CONTINUE 
35 CONTINUE 

C ••••• OESPLAZAMIENTOS NULOS 
c 

e 

00 57 I=l,NNDP 
DO 57 J=l,NGLN 
IFIIAII,Jll 54,54,57 

54 IB=NGLN•INAIIl-l)+J 
DO 56 KJ=2,JBMAX 
S(IB,KJ)=O. 
JL=IB-KJ+l 
IF(JL) 56,56,55 

55 S{JL,KJl=O. 
56 CONTINUE 

SIIB, 1 l=l. 
Q( !B)=O. 

57 CONTINUE 

C ••••• TEST DE CONVERGENCIA. 
c 



c 
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DIFA=O. 
DO 74 I=l,NN 
DO 74 J=l,NGLN 
M=NGLN*( 1-ll+J 
IF(D[FA-DABS(Q(MJJ) 73,74,74 

73 K=M 
. DIFA=DABS(Q(M)J 

74 CONTINUE 
IF ( DIFA-ERROR) 79, 79, 78 

79 WRITE(MW,136) ITT 
WRITE(MW,119) K,DIFA 
WRITEIMW,115) DET 
WRITE(MW, 105) 
WRITE(MW,129) (N,DNA(6*N-51,DNA(6*N-4l,DNA(6*N-3l,DNA(6*N-2), 

*DNA(6*N-ll,DNA(6*NlrN=l,NNI 
WRITE(MW,123) 
WRITE(MW,1181 (l,Ll(Il,CX(ll,CY(Il,CZII),1=1,NE) 
WRITE(MW,1431 
WRITE (MW, 151) 
WRITE(MW,125) (IACL(I,Jl,J=l,12l,1=1,NEl 
WRITE(MW,134) 
WRITE(MW,129) (N,Tl6*N-5J,T(6•N-4l,T(6*N-3l,T(60N~2l,T(6*N-11,T(6* 

*Nl ,N=l,NNl 
NIVCA=NI VCA+l 
IF(NI-VGA-NNC:ARl -97,9'7,96 -

96 GOTO 1 
97 DO 86 J=l,NNC 

JJ=NGLN*(J-ll 
K=NUNCA(J) 
DO 86 M=l,NGLN 
JJ=JJ+l 
IB=NGLN*(K-ll+M 
P(IBl=P(IBl+Pl(NIVCA,JJl 
Q(IB)=QIIBl+Pl(NIVCA,JJ) 
IFIDABS(P(IB)l-CMAX) 86,86,87 

86 CONTINUE 
WRITE(MW,149) 
WRITE(MW,127> (p( I l, 1=1,NNZ) 
WR !TE (MW, 131) 
WRITE(MW,127) (Q(ll,I=l,NN2) 
I TT=O · 
GOTO 88 

78 ITT=ITT+l 
IF(ITT-500) 77,77,87 

87 GOTO 1 
77 CONTINUE 

C ••• ~.DESPL. NODALES ACUMULADOS. 
c 

CALL SSEGB(S,Q,DET,NN2,JBMAX) 



IF!DETl 11,11,12 
11 WRITE!MW,1151 OET 

WRITE(MW,1361 ITT 
WRITE! MW, 131 l 
WRITE(MW, 127) (Q !I l, I=l 1NN2l 
GOTO 1717 

12 DO 5B J=l,NN2 
58 DNA(Jl=DNA(Jl+Q(Jl 

c 
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C ••••• OESPLAZAMIENTOS EN COORDENADAS LOCALES 
c 

DO 37 I=l,NE 
DO 37 J=l,NGLE 

3 7 AML ( I , J ') =O. 
DO 38 I=l,NE 
DO 38 M=l,NNPE 
DO 3B N=l,NNPE 
DO 3B J=l,3 
1B=(6*M+N*3-9l+J 
DO 38 K=l,3 
ID=(9*M+3*J-12l+K 
IE=(6*NEL(I,Ml+3*N-9l+K 

38 AML!I,IBl=AML(I,IBl+RCI,IDl*DNA(IE) 
DO 34 I=l,NE 

.. - -A LF IA I-1.=AMk(.I .,.4.J - -
ALF2( I )=AML! I, 101 

34 CONTINUE 
c 
c ••••• CALCULO DE LA ROTACION TETA Y GEOMETRIA DEFORMADA. 
c 

DO 39 I=l,NN 
Xl(Il=O. 
Yllll=O. 

39 Z l C I l =O. 
DO 68 1=1,NN 
Xl(Il=X(Il+DNA(6*l-5l 
Yl(Il=YC ll+DNAC6*I-4l 

68 Zl(Il=Z(Il+DNAl6*l-3l 
DO 62 I=l,NE 
DO 61 J.=1,NNPE 
K=NELtl,Jl 
XE (JJ=Xll Kl 
YE(Jl=YlCK) 
ZE C Jl=Zl(K) 

61 CONTINUE 
CALL R0176(I,XE,YE,ZE,R,Ll,CX,CY,CZ,RT,ALF1,ALF2l 

62 CONTINUE 
DO 65 I=l,NE 
SENO=(AMLI I,21-AML( I ,81 )/LI I l 
SINO=CAMLCI,9)-AMLCI,3ll/L(Il 



TETA(IJ=OARSINlSENOl 
GAMA(Il=DARSINlSINOJ 

65 CONTINUE 
c 
C.~ ••• ROTACIONES TOTALES. 
c 

DO 94 l=l,NE 
DO 94 J=l,NNPE 
J3=NGLN*(J-1J+5 
K3=NGLN*l J-1 l +6 
AML(I,J3l=AMLlI,J3l+GAMAll) 
AML(I,K3l=AML1I,K3)+TETA(Il 

94 CONTINUE 
e 
C ••••• CALCULO OE ESFUERZOS AXIALES 
e 

DO 59 I=l,NE 
SCMl= ( EE*AX l I) J/l( I l 

59 PA(ll=SCMl*(Llil-Llll)) 
e 
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C ••••• CALCULO DE ESFUERZOS EN COORDENADAS LDCALES 
e 

DO 66 !=1,NE 
DO 66 J=l,NGLE 

-66 -AC l-1 1-, J l=O .- - - - - -
DO 70 I=l,NE 
ACL<I,ll= PAlII 
ACLI I, 71=-PA( I J 
AC L ( I , 4) =G* IX ( I l * ( AM LC I , 4) -AML ( I , 1 O l l / L l( I ) 
ACL(I,101=-ACL(I,4! 
CALL MRELE(I,EE,AX,IZ,IY,IX,G,Ll,R,SM,PP,SE) 
DO 90 J=l,NNPE 
J6=J*6 
JS=J6-l 
DO 90 K=l,NNPE 
K6=NGLN*(K-ll+6 
K5=NGLN*IK-ll+5 
ACL( I ,J5l=ACL( I,J5)+SMlJ5,K5l*AMLC I,K5l 

90 ACL(l,J6l=ACL(l,J6l+SM(J6,K6)*AML(l,K6) 
ACL(I,2)=(ACL(I,6l+ACLII,12ll/Lllll 
ACLtl,8)=-ACLII,21 
AC LC I , 9) = t AC L ( I , 5 l +AC LC I , 11 ) ) / L 11 I J 
ACLIJ,31=-ACL(I,9) 

70 CONTINUE 
c 
C ••••• ESFUERZOS EN COORDENADAS GLOBALES. 
e 

DO 71 l=l,NN2 
T(I)=D. 

71 Q(Il=O. 



DO 72 I=l,NE 
DO 72 M=l,NNPE 
DO 72 N=l,NNPE 
DO 72 J=l,3 
1B=C6*NELCI,Ml+3*N-9l+J 
DO 72 K=l,3 
ID=(9*M+3*J-12J+K 
IE=(6*M+3*N-9)+K 
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72 TCIB)=T( IBl+RT(I ,IDl*ACLII,IEl 
DO 75 I=l,NN 
00 75 J=l,NGLN 
M=NGLN*II-ll+J 
Q(Ml=P(M)-T(M) 

75 CONTINUE 
GO TO 9 

100 FORMATI//•-----------------------------------------------------'/) 
101 FORMATllHl,'ANALISIS OE RETICULADOS PARA CARGAS CRITICAS 1 / 

*' ENRIQUE PAILLIE M. TESIS-COPPE/UFRJ/73 'I 
1D2 FORMATI' ') 
103 FORMAT(8I5) 
104 FORMAT(//,'NN =',12,/,'NE =',12,/,'NNOP = 1 ,I2,/,'NGLN =',12,/, 

* 1 NN PE =' , I 2, /, ' I T D =' , I 2, /l 
105 FORMAT(//' D E S P. NODAL E S AC UM •• ,, •• NUD0',8X,' DX 1 

*,lOX,' DY',lOX,' DZ',lOX,' RX',lOX, 1 RY',lOX,' RZ'//1 
-106- F-ORMAT-1//' C O O -R- D E -N-A O A-S -D E -- -l O- S -N lJ -Q-0 S- -'-1-1,- --

*' NUD0',6X,'X',9X,'Y',9X,'Z'//l 
107 FORMAT(// 1 D E F INICIO N D E 

1 1 NE L ' , ' J J ' , ' J K ' / / l 
108 FORMAT(715l 
109 FORMAT(//' D E F I N I C I O N D E 

*' NUDO',' Dl',' 
110 FORMAT(7I51 

02' , ' D3' , ' 

ELEMENTOS'//, 

A P O Y O S 'li, 
D4',' 05',' 06'//I 

111 FORMAT(//' PR O P I E D A D E S D E L O S ELEMENTO S 1 // 

* 6 X, ' M' , l OX, ' ME' , l DX, ' G' , 1 OX, ' IX ' , 1 OX, ' I Y 1 , 1 OX, 1 I Z' , BX, 'A X' , BX, 
*'ALFA'//) 

112 FORMAT(I5,6Fl0.0,2F5.0l 
113 FORMAT(5X,I3,4X,8El2.5l . 
114 FORMAT(// 1 TIPOS DE CARGA'//,' NNC',2X,'NNCAR'//l 
115 FORMAT(//2X,'DETERMINANTE =',El5.7,/l 
117 FORMATC3Fl5.0l 
118 F0RMAT(I5,4F15.7l 
120 FORMATII5,3Fl5.0l 
121 FORMAT(//' CARGAS EN LOS NU D O $ 1 //, 

l' NUD0',6X,'PX',8X,'PY',8X,'PZ'//l 
122 FORMATII5,6Fl2.3l 
123 FDRMAT(//' G E O ME T RI A D E L ELE ME N T 0 1 //,3X, 

*' ELEM',9X,' L',SX,' cx•,sx,• cv•,sx,• CZ'//) 
125 FORMATl8X,6El7.7l 
127 FORMAT(//2X,9Fl3.7) 
128 FORMATII5,6FlO.Ol 
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129 FORMAT(I5,6Fl5.5l 
130 FORMATl// 1 DESPLAZAMIENTOS LOCALES. DISTORCIONES. '//) 
149 FORMAT(//' NUEVO INTERVALO DE CARGA'//) 
134 FORMATI//' E S F UE R Z OS G LO 8 A E S'//1 
135 FORMATl// 1 AUMENTAR ANCHURA DE BANDl EN EL DIMENSION 1 //l 
136 FORMATllHl,' ITERACION NUMERO =',13,/l 
138 FORMAT(I5,3Fl0.41. 
119 FORMAT{// 1 DIRECCION =',14,//,' MAYOR DIFERENCIA =',El5.8,//I 
131 FORMATC// 1 CARGAS NODALES RECIDUALES 1 //l 
132 FORMATl//.2X,'CARGA LIMITE = 1 ,Fl5.7,/,2X, 1 ERROR PERMITIDO = 0 ,Fl0.7, 

*' /l 143 FORMATl// 1 ESFUERZOS LOCALES ACUMULADOS 1 //I 
151 FORMAT(/15X,'AM1',14X,'AM2',14X, 1 AM3 1 ,14X, 1 AM4',14X,•AM5',14X, 

*'AM6 1 //l 
116 FORMAT(//' CARGAS NODALES TOTALES 1 //I 
333 WRITECMW,1351 

1717 CALL EXIT 
DEBUG SUBCHK 
END 

/ I FOR . 
SUBROUTINE SSEGBIA,B,DET,N,Ml 

IMPLICIT REAL *BIA-H,O-Z) 
DIMENSION Al60,30J,BC60l 
NMl=N-1 

-DO -~ -I = 1-, N Ml -- -- -- - -- -- · · -- - -- -- -- -- -- -· - -· - - -- - -- - -- -
00 3 J=2,M 
II=I+J-1 
I FC I 1-N l l, 1, 3 

1 F=-ACI,JI/A(I,ll 
BI lll=BI II l+F*BI IJ 
MJl=M-J+l 
DO 2 K=l,MJl 
L=K+J-1 

2 A{ll,Kl=AC II,Kl+F*A<I,Ll 
3 CONTINUE 

DET=All,ll/l.E+50 
DO 4 1=2,N 

4 DET=DET*AII,ll 
B!Nl=BINJ/AIN,ll 
DO 6 l=2,N 
I=N-L+l 
C=B ( I 1 
DO 5 K=2,M 
IKl=I+K-1 
IFC!Kl-Nl 5,5,6 

5 C=C-A(I,Kl*B<IKll 
6 B(IJ=C/AII,ll 

RETURN 
DEBUG SUBCHK 
END 
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// FOR 
SUBROUTINE R0176{1,X,Y,Z,R,L,CX,CY,CZ,RT,ALF1,ALF21 

C •••••• SUBRUTINA CALCULADORA DE LAS MATRICES DE ROTACION. 
IMPLICIT REAL *B(A-H,O-ZI 
REAL *8 l( 151 
DIMENSION Xl21,Yl2l,Zl2l,R(15,18l,RT(15,18),CXl15l,CYfl5l,CZll5), 

*ALF11151,ALF2(15) 
XCL=Xl2)-Xlll 
YCL=Y ( 2 l-Y tl) 
ZCL=Z ( 21-Z l ll 
Llll=DSQRT(XCL**2+YCL**2+ZCL**2l 
C X ( I 1 =XC L/ l( I 1 
CY l I J=YCL/L( II 
CZl I l=ZCL/ll l 1 

C ••••• MATR!Z DE ROTACION. 
DO 1 J=l,9 
Rtl,Jl=O. 

1 R T ( I, J 1 =O. 
Cl=OSQRTltXlI1**2+CZlll**2l 
R(I,ll=CX(IJ 
R l I , 2) =C Y ( I ) 
R1I,3l=CZ(ll 
R( I ,4)=(-CX( I l*CY(I )*DCOS(ALFl( I l J-CZ( I l*OSIN{ALFl( I ll l/Cl 
RlI,5l=Cl*OCOSlALFllI)l 

- - - -- -- -- - R l-I ,-6 l =-( -CY l-U *C Z <-I )*DGOS { A L Fl I I l l +CX ( 11 *DS-1 N( AL Fl-1--1 l-1 l/-C 1 - - - - · -
R ( I , 7 J = ( C X ( I J *C Y ( I l * os I N l AL F l( I l l -c Z l I ) * ocos ( Al F l l I l ) l / C 1 
RlI,8)=-Cl*OSINlALFl(Ill 
RI I, 9 1 = 1 C Y I I J *C Z l l 1 *ºSI N l A L F 1 1 I l l +C X l II *OCOS IA L F l I I l ) 1 / C 1 
RII,lOl=RI I,ll 
RI I , 11 1 =RI I , 2 l 
R ( I • 12 l =RI I , 3 l 
RI I , 13 1 = l -c X l l 1 *C Y l I l *OCOS l Al F 2 l I 1 1 -c Z l I 1 *OS I N l Al F 2 ( I l 1 1 / C 1 
Rll,14l=Cl*OCOSlALF21Il) 
R l I , 15 l = l -c Y I I l *C Z ( I l *DC os IA LF 2 1 I l l +C XI I 1 •os I N IA LF 2 ( I l l ) / C 1 
R(I,16)=(CX(Il*CY(ll*OSIN(ALF21lll-CZ(ll*DCOS(ALF2(11ll/Cl 
Rll,171=-Cl*OSIN(ALFZllll 
R l I , 18 l = l C Y I I ) •c Z I I l *ºSI N ( A LF 2 II l 1 +C X ( I 1 *OCOS ( A L F 2 1 I I l 1 / C 1 

C ••••• MATRIZ OE R0TACI0N TRASPUESTA. 
RTlI,ll=Rll,ll 
R T l I , 5 l =R l I , 51 
RTlI,9)=RlI,91 
RTI I,2l=RlI,4) 
RTlI,4l=RII,2l 
RT(I,3l=R(I,7) 
R T ( I , 7 I =R l I , 3 l 
RTlI,Bl=RI I,61 
RTlI ,6l=RI I ,Bl 
RTlI,lOl=Rll,10) 
RTlI,14l=RII,14l 
RT(I,18l=Rll,18l 



// FOR 

RT(I,lll=R(l,13) 
RT(1,13l=R(I,ll) 
R T ( I, 12 ) =R ( I , 16 l 
RT(I,16l=R(I,12) 
RTII,15l=R(I,171 
R T ( I , 1 7 ) =R I I , 1 5 ) 
RETURN 
DEBUG SUBCHK 
END 
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SUBROUTINE MRELEII,E,AX,IZ,lY,IX,G,L,R,SM,PP,SMDl 
IMPLICIT REAL *B(A-H,0-Zl 
REAL *8 L(l5J,IZ(l5),IY(l5l,IXl15l 
DIMENSION AXI 15) ,Rt15, 18l ,SM{ 12, 12) ,SMRI 12,12), SMDI 12, 12) 
MW=6 
Rl=l(ll*DSQRT(DABS(PP/IE*IZIIlll) 
R2=LI I l*DSQRT(OABS (PP/ IE*IY( 1 l l l l 
IF(PP) 100,101,102 

100 SENHU=(DEXP(Rll-DEXP(-Rlll/2. 
SENHO=JDEXP(R2l-DEXPI-R2ll/2. 
COSHU=(OEXP(Rll+DEXP(-Rlll/2. 
C0SHO=IOEXP(R2l+DEXP(-RZ)l/2. 
CH1=2.-2.*C0SHU+Rl*SENHU 
CH2=2.-2.*C0SH0+R2*SENHO 
-51-Z=Rl*I-Rl-*COSHU-SENHU) / (4.*CHl-l -·· -- - .... - -
S1Y=R2*1R2*COSHD-SENH0)/l4.*CH2l 
SZZ=Rl*ISENHU-Rll/(2.*CHll 
S2Y=R2*ISENHO-R2l/(2.*CH2l 
GO TO 103 

102 CC1=2.-2.*0C0S(Rll-Rl*DSIN(Rll 
CC2=2.-2.*0COS(R2l-RZ*OS1NIR2l 
SlZ=Rl*IOSIN(Rll-Rl*DCOS(Rlll/(4.*CCll 
S1Y=R2*lOSIN(RZl-R2*DCDS(R2ll/(4.*CC2) 
SZZ=Rl*(Rl-DSIN(Rll)/(2.*CCll 
S2Y=RZ*IR2-0SIN(R2ll/1Z.*CC2l 
GOTO 103 

C ••••• FUNCIONES PARA CARGA AXIAL NULA. 
101 SlZ=l. 

SlY=l. 
SZZ=l. 
S2Y=l. 

103 00 49 J=l,12 
00 49 K=l,12 
SM( J.,K) =O. 
SMR(J,Kl=O. 

49 SMO(J,Kl=O. 
C ••••• VARIABLES AUXILIARES 

Al=4.*E*IZ(l)*S1Z/Ll1) 
El=4.*E*1Ylll*S1Y/L(Il 
81=2.*E*IZ II l*S2Z/LI I l 



Fl=2.*E*IY(I)*S2Y/L(1l 
Cl=(Al+B1)/L(ll 
Gl=(El+Fll/Llll 
D 1 = ( 2. *C 1- PP l / L( I l 
Hl=(2.*Gl+PPl/L(ll 
Sl=AX( I) *E/L ( I l 
T l = G* IX ( I l / L ( 1 ) 
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C ••••• MATRIZ DE RIGIDEZ LOCAL DEL ELEMENTO. 
SM(l,ll=Sl 
SM(7,7)=S1 
SM!l,7l=-S1 
SM17,1)=-S1 
SM(2,2l=Dl 
SM(8,8l=Dl 
SM(2,8)=-Dl 
SMl8,2l=-Dl 
SM12,6)=Cl 
SMl2,12l=Cl 
SM(S,6)=-Cl 
SMIB,12)=-Cl 
SM { 3, 3 l =H 1 
SM(9,9l=Hl 
SM(3,9)=-Hl 
SM { 9, 3 l =-H 1 

- -· SM-13,5.) =-Gl · -- - -· ·- ··· 
SM!3,lll=-Gl 
SM(9,5)=Gl 
SM19,lll=Gl 
SM(4,4)=Tl 
SM(lO,lOl=Tl 
SM14,10l=-Tl 
SM(l0,4)=-Tl 
SMIS,3)=-Gl 
SM(ll,3l=-Gl 
SM15,9l=Gl 
SM( ll,9l=Gl 
SM(5,5l=El 
SM(ll,ll)=El 
SM(5,lll=Fl 
SM(ll,Sl=Fl 
SM(6.,2l=Cl 
SM(l2,2l=Cl 
SMl6,8l=-Cl 
SM( 1.2, 8)=-Cl 
SM(6,6)=Al 
SM{12,12l=Al 
SM 1 6, 12 l =B l 
SMt12,6)=B1 

C ••••• CALCULO DEL PRODUCTO SMR=SM*R 
NDJ=6 



NDJD=2*NDJ/6 
NDJT=2*NDJ 
DO 50 K=l,NDJD 
DO 50 J=l,NDJT 

- 80 -

SMR ( J, 3*K-2 l =SM ( J, 3*1<-2 l *R ( l, l l + SM ( J, 3*K- ll *R ( l , 41 + SM ( J, 3*K J *R ( l, 7 
*) 

SMR(J,3*K-ll=SM(J,3*K-2l*R(I,2l+SM(J,3*K-ll*R(I,5l+SM(J,3*Kl*RII,8 
*) 

SMR(J,3*Kl=SM(J,3*K-2l*R(I,3)+SM(J,3*K-ll*RII,6J+SM(J,3*Kl*RII,91 
50 CONTINUE 

DO 51 K=3,4 
DO 51 J=l,NDJT 
SMR(J,3*K-2l=SMIJ,3*K-2l*Rll,10)+SM(J,3*K-l)*RII,13)+SM(J,3*K)* 

*R<I,16) 
SMR(J,3*K-ll=SM(J,3*K-2l*R(I,ll)+SM(J,3*K-l)*RII,14l+SM(J,3*Kl* 

*R(I,17) 
SMR(J,3*Kl= 

*R(I,18) 
51 CONTINUE 

SM(J,3*K-2)*R(I,12l+SM(J,3•K-l)*R<I,15)+SM(J,3*Kl* 

C ••••• CALCULQ DEL PRODUCTO SMD=SMR*RIT) 

I* 

0052 J=l,NDJD 
DO 52 K=l,NDJT 
SMD(3*J-2,Kl=R(I,ll*SMR(3*J-2,K)+R(l,4l*SMR(3*J-1,K)+R(I,7l*SMRl3* 

*J,K) 
- .SMD~ 3*J-1,K l =R-( 1-, 2 l *SMR ( 3*d--2,K-l +R( h 5 l*S MR ( 3•J-1-, K l-+R(-I ,-8-l *-SMR-( -3-*- -

*J,K) 
SMD(3*J,Kl=RII,3l*SMR{3*J-2,Kl+R(I,6l*SMRl3*J-1,Kl+R(l,9l*SMR(3* 

*J,K) 
52 CONTINUE 

DO 53 J=3,4 
DO 53 K=l,NDJT 
SMOl3*J-2,Kl=R<I,10)*SMR(3*J-2,K)+R(I,13l*SMR(3*J-1,Kl+R(l,16l* 

*SMR(3*J,Kl 
SMD{30J-l,KJ=R(I,lll*SMR(3*J-2,K)+RII,14l*SMRl3*J-l,K)+R(I,17l* 

*SMR(3*J,Kl 
SMD(3*J,K)= 

*SMR(3*J,Kl 
53 CONTINUE 

RETURN 
DE8UG SUBCHK 
END 

RCI,12)*SMR(3*J-2,Kl+R(I,15l*SMR(3*J-1,Kl+R(l,18l* 

o 
//LKED.SYSLMOD DO 
//GO.SYSIN DO* 

SPACE=(l024,(100,50,1),RLSEl 


