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Resumo da Dissertacdo apresentada & COPPE/UFRJ como parte dos requisitos

necessérios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ADICAO, COMPLEMENTO E REVERSAO DE ARCOS PARA SATISFAZER
DEMANDAS DE CONECTIVIDADE EM DIGRAFOS

Matheus Abreu da Costa Corréa

Maio /2022

Orientador: Abilio Pereira de Lucena Filho

Programa: Engenharia de Sistemas e Computagao

Considere um digrafo com custos associados a seus arcos e sujeito a operacoes de
adicao, complemento ou reversao de arcos. Quando aplicadas, as operagoes devem
ser todas de um mesmo tipo, predefinido, e tém por objetivo obter um digrafo que
atenda a certos requisitos de conectividade. Além disso, o custo total das operagoes
efetuadas deve ser sempre o menor possivel. Problemas desse tipo, muitas vezes
NP-dificeis, sao normalmente associados ao desenho de redes de telecomunicagoes
ou de transportes. Nessas aplicagoes, o nivel de conectividade imposto aos digrafos
se reflete no grau de resiliéncia, flexibilidade ou eficiéncia de funcionamento que
se quer obter para as redes. Formulagoes matematicas e algoritmos exatos sao
aqui propostos para alguns desses problemas, em alguns casos pela primeira vez na
literatura. Resultados computacionais comprovam que as formulagoes propostas sao

fortes e isto se reflete no bom desempenho dos algoritmos utilizados para resolvé-las.
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Abstract of Dissertation presented to COPPE/UFRJ as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

ARC ADDITION, COMPLEMENT AND REVERSAL TO ATTAIN
CONNECTIVITY REQUIREMENTS IN DIGRAPHS

Matheus Abreu da Costa Corréa

May /2022

Advisor: Abilio Pereira de Lucena Filho

Department: Systems Engineering and Computer Science

Consider a digraph with costs associated with its arcs and subject to operations
of addition, complement or reversal of arcs. When applied, these operations must
be of a single, predefined type, aimed at obtaining a digraph that satisfies certain
connectivity requirements. Moreover, the total cost of the operations must be min-
imum. Problems such as these are mostly NP-hard and are commonly associated
with the design of particular telecommunication or transport networks. Quite fre-
quently, the connectivity level imposed on the digraphs is reflected by the reseliency,
flexibility or operation efficiency required by the underlying networks. Mathematical
formulations and exact algorithms are proposed here for some of these problems, in
some cases for the very first time in the literature. Computational results indicate
that the proposed formulations are strong, as reflected by the good performance of

their accompanying algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Seja D = (V, A) um digrafo definido por um conjunto de vértices V' e um conjunto
de arcos A tais que n = |V| e m = |A|. Dados um vértice de origem s e um vértice
de destino t, onde s,t € V', a arco-conectividade-st de D corresponde ao nimero
méximo de caminhos orientados elementares arco-disjuntos que levam de s a t, para
s # t, em que caminhos elementares referem-se aqueles sem repeticao de vértices.
Se D possui arco-conectividade-s-t maior ou igual a k € N para todo par orientado
de vértices de V', ele é dito fortemente k-arco-conexo.

Nesta dissertagao introduzimos formulagoes matematicas e algoritmos de solucgao
exata para varios problemas de arco-conectividade investigados por ARKIN et al.
[1]. Para cada um deles, um digrafo D = (V, A) é dado e s@o definidos subconjuntos
nao nulos de vértices de origem, S C V, e vértices de destino, 7' C V. Além disso,
sao permitidas operacoes de adi¢do, reversao ou complemento de arcos de forma a
atender a certos requisitos de arco-conectividade-{st} impostos a todo par s € S e
teT.

Operacoes de adicao de arcos correspondem a incluir em D arcos ausentes do
mesmo. Arcos ausentes de D sao aqueles que o tornariam um digrafo completo.
Por sua vez, reverter um arco (i,j) € A corresponde a substitui-lo por (j,7) ¢ A.
Finalmente, operacoes de complemento de arcos correspondem a uma forma restrita
de adicao de arcos em que um arco (j,7) ¢ A s6 pode ser adicionado a D quando
(i,j) € A. Para cada tipo de operagao e para cada arco ao qual ela se aplique é
associado um custo de execucao da operacao. Na figura 1.1, hé a exposigao das trés
operagoes anteriores. A figura 1.1a) mostra o digrafo D sem nenhuma modificagao,
enquanto as trés seguintes apresentam a execucao de cada operacao sobre ele.

Apenas um tnico tipo de operagao, definida a priori, é permitida em qualquer
um dos problemas investigados por ARKIN et al. [1|. Estes sdo quase sempre N'P-
Dificeis (¢ o caso de todos os que selecionamos para investigar) e o que se deseja é
transformar D = (V, A) em um digrafo D’ = (V, A’) que atenda (ao menor custo to-

tal possivel) a certos requisitos de conectividade predefinidos. Problemas desse tipo
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) Reversao do arco a = (4,1)

TN

(¢) Complemento do arco a = (2,1) (d) Adicao do arco a = (1, 3)

Figura 1.1: Exemplo de execucao das operacoes sobre arcos

encontram aplicagoes no desenho de redes de telecomunicagoes ou de transportes.
A conectividade imposta a D’ se refletindo no grau de resiliéncia, flexibilidade ou
eficiéncia de funcionamento que se deseja impor a rede fisica modelada por D. Es-
ses problemas podem também afetar a sociedade positivamente nos ambitos social,
econdmico e ambiental quando bem resolvidos HUANG et al. [2]. Isto porque, se os
digrafos estiverem modelando vias de um centro urbano, um menor custo oriundo
da execugao das operagoes sobre arcos significa menores transformagoes sobre essas
vias, ou seja, um numero menor de inversoes do sentido delas e também de obras
para a construcao e manutengao das mesmas. Isso resulta em menos gastos de re-
cursos publicos, assim como em uma menor interferéncia no comportamento dos
motoristas daquela regiao, visto que eles precisam habituar-se as mudancas impos-
tas pelas alteracoes decorrentes da execugao das operagoes anteriores. Se, além da
minimizagao do custo das operacgoes sobre os arcos, levarmos também em conta a
minimizagao do tamanho dos menores caminhos entre todos os pontos de um centro
urbano, o tempo de viagem dos motoristas sera diminuido, resultando em menos
emissao de C'Oy e gastos com combustiveis.

Os problemas investigados em [1]| s@o caracterizados pelo tnico tipo de operagao
que permitem e pelos conjuntos de vértices S e T sobre os quais requisitos de k-
arco-conectividade sao impostos. Vamos denoté-los genericamente como Problema
de Adicao de Arcos (k-PA), Problema de Reversao de Arcos (k-PR) e Problema de
Complemento de Arcos (k-PC). Levando-se em conta os subconjuntos de vértices
S e T previamente definidos, chega-se entao ao k-PAST, ao k-PRST e ao k-PCST,
respectivamente. Sendo ainda mais especifico, quando S = T se aplica, os problemas
sao denotados simplesmente por k-PASS, k-PRSS e k-PCSS. Finalmente, tomando
0 k-PAST como exemplo, quando S = {s} ou T = {t}, passamos a ter o k-PAsT, o
k-PAst, o k-PASt ou o k-PAss, dependendo da situagao envolvida.



Nesta dissertagdo, vamos investigar os seguintes problemas: k-PAVV (para k €
{1,2,3}), 1-PASS, 1-PAsT, 1-PRSS, 1-PRsT, 1-PCSS e o 1-PCsT.

E importante ressaltar que, além de arco-conectividade, seu conceito analogo
em termos de vértices, vértice-conectividade, é também investigado na literatura.
Neste caso, sao considerados caminhos orientados elementares internamente-vértice-
disjuntos que levam de s a t (vértices internos correspondendo, em qualquer um
desses caminhos, aos vértices distintos de s e t). Mais especificamente, um di-
grafo D = (V, A) ¢é dito fortemente k-vértice-conexo quando o ntimero de caminhos
internamente-vértice-disjuntos que levam de s para t, para todo s,t € V, s # t, é
maior ou igual a k. Ambas as defini¢oes de conectividade resultam do Teorema de
Menger (veja DIESTEL |[3]| para detalhes). Este é apresentado na literatura de for-
mas distintas e, dependendo do ponto de partida, arco-conectividade, por exemplo,
um corolario do teorema (veja [3]) levaria a defini¢do de vértice-conectividade que
acabamos de apresentar. Da mesma forma, corolarios adicionais (veja [3], mais uma
vez) levariam também as defini¢oes de conectividade em grafos ndo direcionados que
apresentaremos a seguir.

Dado um grafo nao direcionado, G = (V, F), definido por um conjunto de vértices
V' e um conjunto de arestas F, este é dito k-aresta-conexro quando contém k ou mais
caminhos elementares aresta-disjuntos entre qualquer par de vértices s,t € V, com
s # t. Por sua vez, G é dito k-vértice-conero quando os caminhos sao vértice-
disjuntos.

Além do Teorema de Menger, as contribuigoes de ROBBINS [4] e o Teorema
do Fluxo Maximo - Corte Minimo (TFC) (veja, por exemplo, [3]) s@o subsidios
fundamentais para o estudo de conectividade em grafos, orientados ou nao. Em mais
detalhes, o Teorema de Menger nos permite formular matematicamente os problemas
aqui investigados e o TFC, que sera enunciado no Capitulo 2, nos permite resolver
tais formulagoes.

Em outro resultado fundamental para o estudo de conectividade em grafos, ROB-
BINS [4] identificou que um grafo nao orientado G = (V, E) é 2-aresta-conexo se, e
somente se, existir uma orientagdo D = (V, A) para suas arestas tal que, para cada
par de vértices distintos i, € V, deve existir um caminho orientado elementar em
D indo de 7 para j e outro indo de j para i. Orientagoes de grafos levam a problemas

conceitualmente préximos aos que vamos aqui investigar.

1.1 Revisao da Literatura

Baseados nos resultados tedricos introduzidos por ROBBINS [4], algoritmos para
orientar as arestas de um grafo G = (V, E) em um digrafo fortemente arco-conexo,

D = (V, A), foram propostos inicialmente por ROBERTS [5]. Orientar as arestas



de G significando associar a cada e = {7, j} € E um unico arco (i, ) ou (j,7) em D.
Posteriormente, CHVATAL e THOMASSEN [6] definiram métricas para avaliar e
comparar diferentes orientagoes de GG, sob diferentes condigoes de arco-conectividade
forte impostas a D.

Mais recentemente, MARTINS et al. [7] generalizaram o problema de orientagao
de arestas, associando pesos aos arcos de D = (V, A) e exigindo que a soma dos pesos
dos caminhos de peso minimo entre todos os pares de vértices distintos 7,7 € V seja
a menor possivel. Uma formulagao matematica para o problema, assim como um
algoritmo de geragao de colunas para resolvé-lo, sdo propostos em [7].

O Problema do Acréscimo em Grafos (PAG), introduzido por ESWARAN e TAR-
JAN |[8], é definido sobre um grafo néo orientado, G = (V, E), com custos associados
a suas arestas ausentes, {e = {i,j} : i,j € V,e ¢ E}. Seu objetivo ¢ identificar
um conjunto de arestas ausentes de menor custo total que, quando adicionadas a
G = (V, E), fazem com que o grafo resultante, G’ = (V, E'), satisfaca a certas con-
digoes de conectividade predefinidas. Os autores demostram que, quando todas as
arestas ausentes tém o mesmo custo, o problema pode ser resolvido em tempo po-
linomial. No entanto, sua versao para custos gerais é demonstrada ser NP-Dificil
[8]. O PAG, vale notar, pode ser facilmente estendido a digrafos, considerando-se,
neste caso, arcos ausentes em vez das arestas ausentes. Uma especializacao da forma
padrao do problema para grafos planares foi investigada por KANT [9]. Por sua vez,
aplicagoes do PAG na area de seguranca de dados foram investigadas por KAO [10]
e LIU et al. [11].

Ainda em rela¢do ao PAG, FRANK [12] investigou uma versao k-{aresta, arco}-
conexa do mesmo (k > 2 para grafos nao direcionados e k > 1 para grafos direciona-
dos). Tal versao nao associa custos a arestas ou arcos. Para o caso 2-aresta-conexo,
LJUBIC et al. [13] propoem uma meta-heuristica baseada em Algoritmos Genéti-
cos. Esta mesma versao do problema foi também investigada por KHULLER et al.
[14], juntamente com sua extensao a digrafos fortemente 1-arco-conexos. Em parti-
cular, [14] propoe algoritmos de aproximagcao de fator 2 para ambas as versoes do
problema.

Concentrando-se agora em problemas diretamente relacionados aqueles que va-
mos aqui investigar, ARKIN et al. [1] fazem uma sintese de diversos problemas de
conectividade em digrafos, caracterizados por operagoes de adigao, reversao ou com-
plemento de arcos. A complexidade computacional de cada problema é identificada,
tanto para o caso geral quanto para algumas classes especificas de digrafos. Da
mesma forma, 1] identifica também a complexidade computacional de alguns casos
particulares desses problemas. Mais especificamente, investigam casos que envolvem
subconjuntos de vértices de origem, S, e de destino, T, especificos e/ou estruturas

de custo particulares para os arcos envolvidos. Dentre os problemas estudados em



[1], optamos por investigar aqui apenas aqueles que sao N P-Dificeis.

Um resultado importante, também proximo ao nosso tema de investigacao, diz
respeito ao 1-PRVV (vide a nomenclatura de problemas que definimos anterior-
mente). GABOW [15] e FRANK [16] demonstram que o mesmo pode ser resolvido
em tempo polinomial. E interessante observar que, apesar do 1-PRVV ser um pro-
blema de fécil resolugao, nao conseguimos encontrar na literatura nenhuma formula-
¢ao linear continua para resolvé-lo (ou seja, que leve a solugoes 6timas naturalmente
inteiras para o problema).

O 1-PRVV é central para nossa investigacao e vamos introduzir (no proximo
capitulo) uma formulagao de Programagao Linear Inteira (PLI) para o mesmo. Nos
testes computacionais que efetuamos, a relaxacao linear dessa formulacao obteve
(para todas as instancias de teste consideradas) solugoes 6timas naturalmente in-
teiras e, consequentemente, 6timas para o 1-PRVV. No entanto, nao temos uma
garantia teorica (dada, por exemplo, por Unimodularidade Total [17]) de que isso
venha a acontecer sempre. De qualquer forma, nossos resultados empiricos sao im-
portantes pois a formulacao em questao é a estrutura bésica que utilizamos para
formular todos os problemas N P-Dificeis que vamos aqui investigar e esta, como
indicamos, se mostrou convenientemente forte.

Um problema de reversao de arcos, com aplicacao direta na gestao de vias de
trafego urbano de veiculos automotores, é investigado por COCO et al. [18]. Ele se
denomina Problema do Agendamento de Interrupgdes em Redes Urbanas (PAIRU)
e tem, como dados de entrada, as interrupgoes previstas para alguns arcos de um
certo digrafo (malha viaria de algum centro urbano), num dado instante de tempo.
Considerados os bloqueios de trafego previstos e a consequente eliminagao de seus
arcos correspondentes, o problema exige, por meio de eventuais reversoes de arcos,
arco-conectividade forte para o digrafo resultante. O critério para a escolha dos
arcos a reverter é definido pela minimizacao de uma fung¢ao linear do comprimento
total dos caminhos minimos par-a-par que se venha a obter.

Outro problema com forte apelo préatico e também proximo aos que aqui investi-
gamos foi estudado por REBENNACK et al. [19]. Ele envolve a reversao de arcos de
digrafos que definem instancias do Problema de Fluxo Méaximo (PFM) (vide AHUJA
et al. 20|, para detalhes do PFM). A ideia sendo a de aumentar (tanto quanto per-
mitido) o fluxo méximo entre pares especificos de vértices predefinidos. Este mesmo
problema também encontra aplica¢oes em Projetos de Veiculos Autématos (PVA)
(vide GASKINS e TANCHOCO |21], para detalhes) nos quais a énfase ¢, dentre
outras, evitar colisoes entre os veiculos e minimizar custos de deslocamentos.

Finalmente, fechando nossa revisao de literatura, HUANG et al. |2], investiga-
ram o Problema de Redes Sujeitas a Interrupgoes (PRSI). No PRSI um digrafo

fortemente conexo perde arcos (possivelmente perdendo também uma propriedade



especifica de conectividade que antes possuia) e deve-se inverter o sentido de um
subconjunto dos arcos que restam, de forma a recuperar a propriedade perdida.
Os autores propoem uma formulacao de programacao inteira multiobjetivo para o
problema e utilizam o solver CPLEX [22] para resolvé-la de forma exata. Esse
procedimento de solugao se mostra vidvel apenas para instancias de pequeno porte.

Para instancias de maior porte, os autores sugerem e utilizam meta-heuristicas.

1.2 Organizacao dos Capitulos Seguintes

No Capitulo 2 sugerimos uma formulagao para o 1-PRVV. Ela serve de base para
formularmos, no mesmo capitulo, os demais problemas investigados nesta disserta-
¢ao. No Capitulo 3 descrevemos todos os algoritmos implementados para resolver
as formulagoes anteriores e, em sequéncia, no Capitulo 4, fazemos uma avaliagao
empirica dos mesmos, a partir de experimentos computacionais. Finalmente, no
Capitulo 5, concluimos a dissertacao, com uma avaliagdo dos resultados obtidos e

sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2
Formulacoes Matematicas

Uma formulagao matematica para o 1-PRVV é aqui introduzida e sera utilizada como
ponto de partida para formularmos, neste mesmo capitulo, todos os problemas N P-
Dificeis que vamos investigar. Entretanto, antes de apresentarmos as formulagoes,
vamos definir algumas notagoes para as mesmas.

Dado um grafo nao orientado G = (V, E) e conjuntos de vértices nao nulos
S CVeV\S, um corte de G é definido pelo conjunto de arestas §(S) = 6(V'\ S) =
{{i,j} e E:ie SANjeV\S} Nesse caso, S ¢ denominado o conjunto de vértices
que induz (gera) o corte 0(.S).

Em particular, quando G é conexo, a remogao de todas as arestas de §(S) (para
S C Ve V\ S nao vazios) induz duas componentes conexas do mesmo. Estas sao
denotadas respectivamente por (S, E(S)) e (V\ S, E(V \ S)), em que E(S) (resp.
E(V'\ 5)) corresponde a todas as arestas de G com ambas as extremidades em S
(resp. V'\ S).

Como indicado anteriormente, um grafo G é k-aresta-conexo se, para qualquer
par de vértices distintos i, 7 € V', existem pelo menos k caminhos elementares aresta-
disjuntos entre eles. De forma analoga, como descrito por BONDY e MURTY [23],
basta que G nao possua um corte S com |§(S)| < k e ele sera k-aresta-conexo.

Para um digrafo D = (V, A), cortes sdo definidos de forma anéloga a indicada
acima. Ou seja, para conjuntos de vértices ndo nulos S C V e V' \ S, definimos os
seguintes cortes orientados: §(S)t =6(V\S)” ={(i,j) € A:i € SANjeV\S}e
3(S)" =6(V\S)T ={(j,i) e A: i€ SAj € V\S}. Nesse caso, S (resp. V\S) éo
conjunto de vértices que induz os cortes orientados 6(S)" e 6(S) (resp. (V' \ S)~
e 0(V'\S)T). Quando vértices s € S et € V'\ S sao escolhidos para representar um
corte 6(S)T, podemos especializar nossa notagdo e chama-lo de corte-s-t. A figura
2.1 apresenta exemplos de cortes de arcos para os conjuntos de vértices X = {6} e
Y ={1,2}.

Finalmente, voltando as definigoes de [23], um digrafo D = (V, A) é denominado

fortemente k-arco-conexo quando nao possui cortes 6(S)* e §(S)~ de cardinalidades



(2) (©)
Q)

Figura 2.1: Cortes de arcos 6(X)~ e o(Y)"

menores do que k, para qualquer par de conjuntos de vértices nao vazios S C V e
V\S.

Quando capacidades {h;; > 0: (i, j) € A} sdo associadas aos arcos de D = (V, A)
e dois vértices distintos s,t € V sao identificados e denominados respectivamente
vértice de origem e vértice de destino, D é chamado de rede. Neste caso, qualquer
corte-s-t tera uma capacidade igual & soma das capacidades dos arcos do corte. A
figura 2.2 apresenta uma rede de exemplo com capacidades h associadas aos seus

arcos. Note que a capacidade do corte de arcos 6({s})" é igual a 11.

/@\

7
Figura 2.2: D = (V, A) com fonte s e sumidouro ¢

Considerando uma rede, como acabamos de definir, o TFC (veja DIESTEL [3])
estabelece que o maior fluxo que se pode enviar de s para t corresponde & menor
capacidade definida por um corte-s-t. Como veremos mais adiante, o TFC nos ofe-
rece a fundamentacao teorica para resolver cada uma das formulagdes matematicas

(que vamos apresentar a seguir.



2.1 Uma Formulagao para o Problema de Reversao

de Arcos

O 1-PRVV (na notagao introduzida no capitulo 1), utiliza operagoes de reversao de
arcos para tentar transformar um digrafo D = (V, A) num digrafo D’ = (V, A’) for-
temente conexo. Isso deve ser feito ao menor custo total de reversoes e, dependendo
do grafo de entrada, D, o problema pode eventualmente ser inviavel.

Assuma que A ¢ particionado em subconjuntos A' = {(i,7) € A : (j,i) € A}
e A2 = {(1,j) € A: (j,i) ¢ A}. Consequentemente, arcos candidatos & reversao
devem necessariamente fazer parte do conjunto A? e ¢;; € R ¢ entdo associado a
cada (i,j) € A%, quando sua diregio ¢é invertida.

Para formular o 1-PRVV, associamos variaveis {x;; € [0,1] : (4,j) € A} aos
arcos de A e variaveis {y;; € [0,1] : (j,i) € A%} aos arcos de A que sdo candidatos
a reversao. Consideramos entao uma regiao poliédrica, Rg, definida pela intersegao

das seguintes restrigoes:

Tij + Yji = 1, V(Z,j) - A2 (21)

Z Tij + Z Yij > 1;

{(i,j)€A: €S, jeV\S} {(j,i)eA?: ieS, jeV\S}
V{k, i} eV, E£IL,VSCV, ke S, 1eV\S (22)

0<wzy; <1, (ij) €A (2.3)

0 <y <1, (ji) € A% (2.4)

Uma formulacao para o 1-PRVV ¢é entao dada por

v(Rp) = minimize { Z civii - (X, y) € Ro N ZAHIATY (2.5)
(4,1)€A?

e sua relaxacao linear correspondente é definida como

U(Ro) = minimize { Z ciivii o (x,y) € Ro}, (2.6)
(j,i)€A?

com um gap de dualidade relativo ao valor da solucao 6tima dado por

v(Ro) — 9(Ro)
v(Ro)

9(Ro) = (2.7)



Este, como se pode verificar, indica a proporgao de v(Ry) alcancada por 7(Ry).

As restrigoes (2.1) garantem que nao podemos ter simultaneamente um arco de
A e a sua reversao numa mesma solugao. As restrigoes (2.2) correspondem a todas as
caracterizagoes de cortes viaveis para o digrafo D" = (V, A’) que se quer obter. Note
que alguns desses cortes podem envolver arcos em suas orientagoes originais ou em
orientagoes invertidas. Além disso, de acordo com [23], essas restrigoes sao suficientes
para garantir que o digrafo D’ resultante seja fortemente 1-arco-conexo. Finalmente,
a fungao objetivo em (2.5) garante que eventuais reversoes serao efetuadas ao menor
custo total possivel.

Sendo o 1-PRVV um problema com complexidade de resolucao polinomial, deve
existir para ele, em tese, uma formulacao em que o valor da relaxacao linear seja
sempre igual ao valor da solugao 6tima. Nessa situacao, a formulagao deve necessa-
riamente apresentar certas propriedades (unimodularidade total [17], por exemplo)
que lhe garantam gaps de dualidade nulos. Vale notar que 2.5 nao parece ter proprie-
dades desse tipo e torna-se entao importante verificar empiricamente quao préximos
de v(Ry) sao os valores T(Rg) que ela obtém. Para isso, vamos recorrer a expe-
rimentos computacionais envolvendo digrafos D = (V, A) que serao definidos mais
adiante.

A formulagao (2.5) contém um namero exponencial de inequagoes do tipo (2.2).
Portanto, num algoritmo Branch-and-Cut (BC) (veja PADBERG e RINALDI [24]),
essas restrigoes sao inicialmente desconsideradas e utilizadas apenas a medida em
que sao violadas pela relaxagao linear resultante. Isso é feito porque seria imprati-
cavel, a menos de casos triviais, a enumeracao exaustiva de todas elas. Da mesma
forma, seria impraticavel resolver diretamente um prolema de Programacao Linear
envolvendo um numero gigantesco de restrigoes (nesse caso, o procedimento a seguir
seria utilizar a técnica de geragao de colunas BERTSIMAS e TSITSIKLIS [25]). Um
algoritmo especifico para separar as desigualdades em questao (ou seja, identifica-
las) seré descrito em breve. No entanto, para tornar mais rapida a sua convergéncia,
é importante ressaltar que algumas restrigoes de (2.2) podem ser utilizadas desde o
inicio, como uma forma de fortalecer as relaxagoes lineares iniciais de (2.5). Para o

1-PRVV, as seguintes desigualdades sao utilizadas com essa finalidade:

(i,7)EA (ji)eA?

(4i)eA (4,5)€A?
Estas impoem que, em qualquer solugao viavel a ser obtida, todo vértice do digrafo

deve possuir ao menos um arco apontando para fora do mesmo e ao menos um arco
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apontando para ele. Tais desigualdades sao poucas e tendem a contribuir signifi-
cativamente nao apenas para o fortalecimento das relaxagoes lineares iniciais, mas
também para uma convergéncia mais rapida para uma solucao 6tima definida por
(2.6). Note que, no esquema proposto, apenas uma pequena fragao das desigualda-
des definidas por (2.2) devera ser considerada explicitamente ao longo da execugao
do algoritmo de planos de corte (consulte MARCHAND et al. [26] para maiores
detalhes) que vamos propor.

Finalmente, devemos ressaltar que uma formulacao multifluxos foi proposta para
o 1-PRVV por HUANG et al. [2]. No entanto, relaxagoes lineares de formulagoes
multifluxos (para problemas de conectividade em grafos) tendem a demandar um
esfor¢co computacional excessivo para a sua resolucao. Em funcao disso, resolvemos
propor a formulagao alternativa introduzida acima. Formula¢oes como as que suge-
rimos (para problemas de conectividade em grafos), tipicamente demandam tempos
de CPU mais aceitaveis, o que é confirmado pelos experimentos computacionais que
vamos apresentar a seguir. Tais experimentos tém por objetivo determinar empiri-

camente o quao forte é nossa formulacao do 1-PRVV.

2.1.1 Uma avaliagao empirica da formulagao (2.5)

Iniciamos nossa avaliagdo empirica de (2.5) com a descrigao do algoritmo utilizado
para resolver sua relaxagao linear (2.6) (e, por analogia, para obter relaxagoes li-
neares para eventuais subproblemas em qualquer n6 de uma arvore de enumeracao
Branch-and-Cut (BC) [24]). Consideramos inicialmente a relaxacao de (2.6) defi-
nida pela intersegao das restrigoes (2.1), (2.3), (2.4), (2.8) e (2.9). Assumindo que
(X,¥) é uma solugao otima para ela, desigualdades de corte (2.2) violadas por (X,y)
devem ser identificadas e acrescentadas & nossa relaxagao corrente de (2.6), num
procedimento de planos de corte que nos levara, eventualmente, a T(Ry).

Seja D = (V, A) o digrafo suporte associado & (X,y), em que A = {{(i,) :
Ty > 0,(i,5) € Ay U{(j,i) ¢ A:7,; > 0}}. Para cada arco (i,j) € A associamos
uma capacidade h;; igual & Ty, quando (i,7) € A, e igual a ¥;;, quando (i, ) ¢ A.
Para cada par de vértices s,t € V', calculamos o fluxo maximo de s a ¢, com base
nas capacidades h. Se este resultar num valor menor do que 1, faz-se necesséria a
adi¢do da desigualdade de corte (associada ao fluxo maximo identificado) a relaxa-
cao corrente de (2.6). Assumindo que S C V' é o conjunto de vértices que induz o
corte-s-t, §(S )+, o0 mesmo esta entao caracterizado. Apoés testar todos os pares de
vértices possiveis, se alguma desigualdade de corte violada for identificada, a relaxa-
¢ao linear corrente de (2.6) deve ser reforcada com essas desigualdades e resolvida,
mais uma vez. Caso contrério, na inexisténcia de desigualdades de cortes violadas,

o procedimento é terminado. Neste estudo, para calcular o fluxo maximo entre dois
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e 0.5 é 0.1 7
®<0-7 0.9

(a) D= (V,A) (b) Digrafo suporte D

¢) Corte de arcos §(S)* violado
(c)

Figura 2.3: Identificando desigualdades violadas

vértices de uma rede, utilizou-se o algoritmo de Dinic (leia DINITZ [27]).

A figura 2.3 apresenta os passos necessarios a identificagao de uma desigualdade
de corte de arcos sendo violada. 2.3b expde um digrafo suporte D associado a uma
solugdo (X,¥) qualquer. Ha uma capacidade h atribuida a cada um dos seus arcos
de acordo com os valores arbitrarios associados as variaveis da solucao hipotética
em questdo. Em D, nao é possivel enviar ao menos uma unidade de fluxo do vértice
4 ao vértice 1, mas apenas a 3, 5 e 6. Isso nos concede um conjunto de vértices
S ={3,4,5,6} cujo corte de arcos §(S)* esta sendo violado. Observe que os arcos
(em azul) pertencentes a tal corte ndo pertencem ao digrafo D originalmente, mas
sao eles fruto de reversoes de arcos.

Para testar computacionalmente nossas formulagoes matemaéticas para proble-
mas de conectividade em digrafos, precisamos selecionar, inicialmente, instancias de
teste adequadas. Infelizmente, ndo encontramos na literatura nenhum conjunto de
digrafos que cumprisse esta funcao. Na realidade, até mesmo para a formulagao
multifluxo do 1-PRVV, proposta anteriormente, inexistem instancias sugeridas para
testes. O mesmo se aplica aos demais problemas que vamos aqui investigar.

Como exemplo, para os problemas de reversao restrita de arcos investigados em
[18], conceitualmente proximos aos problemas que aqui consideramos, sdo utilizados

digrafos de teste de dimensao muito reduzida. Optou-se entao pela utilizagao de
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grafos ja disponiveis em repositorios na Internet, propostos anteriormente para testar
problemas distintos dos nossos. Em particular, grafos nao direcionados utilizados
para testar formulagoes para o Problema de Steiner em Grafos (PSG) HAKIMI [28].
Tais grafos sao aqui transformados em digrafos, mediante regras bem definidas,
gerando assim instancias de teste, de facil acesso, para nossos problemas.

Especificamente, utilizamos as familas de grafos nao direcionados B, C e PUC
(acesse a OR-LIB!', BEASLEY [29], para obté-las). Os primeiros dois grupos de
instancias B BEASLEY [30] e C BEASLEY [29] representam grafos esparsos com
custos aleatorios definidos sobre suas arestas, os quais variam de 1 a 10. J& o ultimo
grupo, a saber, PUC ROSSETI et al. [31], contém grafos bipartidos, hipercubos
e aqueles produzidos a partir de instancias do Problema de Cobertura de Codigo
(PCC) VAN LINT [32]. As arestas desses grafos possuem custos variados, desde
unitarios até aqueles definidos aleatoriamente dentro de intervalos especificos de
valores minimo e méximo. Tais instancias sao especialmente adequadas para nos
porque definem, de antemao, subconjuntos 7" C V de vértices terminais. Estes
cumprem adequadamente a fungao prevista para os subconjuntos de vértices S e
T, nos problemas 1-PRSS e 1-PRsT, por exemplo. Além disso, como ja informado,
tais grafos possuem custos associados a suas arestas, os quais podem ser reutilizados
em nossos problemas. O leitor podera pontuar, com razao, que hé muitas outras
instancias existentes para o PSG na literatura com estas mesmas caracteristicas.
Por isso, ¢ importante citar que as instancias de B e C sao bem resolvidas na
literatura até por algoritmos ingénuos, ao passo que as do grupo PUC revelam
ser mais complexas, algumas ainda sem prova de otimalidade para o PSG. Essas
ultimas analises nos possibilitam entao escolher grupos de instancias que, em teoria,
produzirao instancias faceis e mais complexas para os nossos problemas, trazendo
maior diversidade aos nossos experimentos.

Para transformar em digrafos os grafos nao direcionados, G = (V, E), indica-
dos acima, identificamos inicialmente todas as eventuais pontes de G. Pontes sao
definidas como arestas individuais de G que, se removidas do mesmo, o tornam des-
conexo. Identificada uma ponte, consideramos entao o corte §(S) que esta impoe a
G. Feito isso, geramos aleatoriamente um certo ntimero de arestas com uma extre-
midade em S e a outra em V' \ S, e as adicionamos ao grafo. Assim procedendo,
chegamos entao, eventualmente, a um grafo que nao contém pontes, ou seja, um
grafo 2-aresta-conexo. Estes, como indicado por ROBBINS [4], sdo os que permi-
tem uma orientagao fortemente conexa de suas arestas, nos levando assim a um
grafo minimamente adequado aos nossos propositos.

Um algoritmo para transformar uma instancia do PSG em uma do 1-PRVV sera

descrito a seguir. Dado um grafo G = (V, E) associado a qualquer uma das familias

Thttp://people.brunel.ac.uk/ mastjjb/jeb/orlib/steininfo.html
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de grafos B, C ou PUC, verifica-se se ele possui alguma ponte, o que pode ser feito
em tempo polinomial com o auxilio de uma busca em profundidade [33|. Existindo
pontes, procedemos como sugerido no paragrafo anterior, até que, eventualmente,
o grafo se torne 2-aresta-conexo. Denomine por G' = (V| E’) o grafo resultante
do passo anterior. Aplicando a G' = (V, E’) o procedimento descrito em HUANG
et al. 2], obtemos entao um digrafo fortemente conexo D = (V, A), como desejamos.
Finalmente, de forma aleatoria, arcos de D sao removidos para que ele perca a arco-
conectividade que possui (do contrario nao haveria a necessidade de reversao de seus
arcos). Esta eliminacao de arcos é realizada de forma a maximizar as chances de
que ainda seja possivel a obten¢ao de um digrafo D' = (V| A’) fortemente conexo
por meio de operagdes de reversao de arcos. Finalmente, para o digrafo D = (V, A)
eventualmente obtido, associamos aos seus arcos candidatos a reversao (logo, (i,7) €
A?), os custos das arestas {i, j} de G que lhes deram origem. No entanto, se um arco
candidato & reversao foi formado a partir de uma aresta criada de forma aleatoéria
com fins de eliminacao de pontes do grafo GG original, seu custo ¢ um valor inteiro
escolhido aleatoriamente entre 0 e o maior custo existente dentre as arestas de F.
Apods a execucao do procedimento descrito, obtém-se uma nova instancia para o
1-PRVV.

A figura 2.4 contém uma ilustragao de cada passo do algoritmo examinado acima.
2.4b) ilustra a adi¢do da aresta e = {5,4} para a remogao da ponte p = {3,4} em
G. Em sequéncia, ocorre a orientacao das arestas do grafo G’ produzido pelo passo
predecessor. Finalmente, o arco a = (2,5) é removido. O leitor sem dificuldades
conseguird perceber que a reversao dos arcos b = (1,2) e ¢ = (3,1) leva a uma

solugao viavel para o 1-PRVV.
ol ol
4 4
7 1
19
1) ' 7

(a) G=(V,E) (b) Adigao de e = {5,4}
@« 12 @ 12
T 4 \; T
O
/ ¢ 19
3 >
) Orientando as arestas de G’ (d) Removendo o arco a =

Figura 2.4: Transformacao de um grafo G = (V, F)
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Utilizamos em nossos experimentos um computador equipado com um proces-
sador AMD Ryzen™3 3200G com 4 cores e frequéncia bésica de 3,6GHz, 16GB de
meméria RAM com frequéncia de 2666MHz e operando sob o sistema operacional
Xubuntu 20.04, uma distribui¢ao Linux. Nossos algoritmos foram implementados
na linguagem de programacao C++ e compilados pelo gee, em sua versao 9.3.0,
sob a diretiva de compilagao O3. Para a resolucao da formulagao foi utilizado o
solver proprietario Gurobi na versao 9.1.2, GUROBI OPTIMIZATION, LLC [34],
configurado na sua forma padrao, ou seja, sem a imposicao de qualquer orientagao
adicional para a sua execucao.

Na tabela 2.1 apresentamos os resultados obtidos com a resolucao da relaxa-
¢ao linear (2.6), correspondente a nossa formulagao (2.5) do 1-PRVV, assim como
o valor 6timo de (2.5). Adiantamos que nao apresentamos os resultados compu-
tacionais para todas as instancias que geramos (por volta de 80). Se isso fosse
feito, o fluxo de leitura do texto seria imensamente prejudicado. Desta forma,
o leitor é convidado a consultar o apéndice deste documento, disponibilizado on-
line em https://github.com/pl225/instancias-dissertacao, para obter infor-
magoes sobre as demais instancias. Tal abordagem sera aqui aplicada sempre que
resultados computacionais forem apresentados.

A tabela 2.1 contém 6 colunas, a primeira identificando a instancia de teste, a
segunda indicando seu ntimero de vértices e a terceira sua quantidade de arcos. Em
seguida, ela indica o valor da solugao 6tima de (2.5), sua relaxagao linear (2.6) e, por
iltimo, o tempo de CPU despendido, em segundos, até o término do procedimento

de solucao.

Nome | [V |IA] [v(Ro) | 5(Ro) [ t(s)

b01 20 79 8 8 0,221
b16 100 | 186 | 16 16 1,298
c04 500 | 735 | 96 96 260,432
cl3 500 | 1751 | 146 146 360,603
cl6 500 | 2500 | 158 158 140,452

bip42p | 1200 | 1967 | 296 296 2459,361
bipe2u | 550 | 1003 | 234 234 238,264
cc3-10u | 1000 | 2025 | 161 161 3630,713
cc3-11p | 1331 | 2995 | 147 147 4886,271
ccd-du | 125 | 150 |9 9 4,139
cch-3p | 243 | 304 | 69 69 25,329
cc6-3u | 729 | 1092 | 170 170 537,537
cc7-3u | 2187 | 3062 | 558 258 41350,221
helOu 1024 | 1280 | 279 279 4336,245
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Nome | [V]| | ]A] | v(Ro) | 9(Ro) | t(s)
hc6p 64 77 23 23 0,57
hcTu 128 | 157 | 35 35 2,307
he8p 256 | 359 |63 63 40,187
hc9u 512 | 576 | 75 75 236,015

Tabela 2.1: Resultados para a relaxacao linear da formulagao para o 1-PRVV

Observa-se, para todas as nossas instancias de teste, que uma solucao natural-
mente inteira foi encontrada para a relaxagao linear indicada por (2.6). Consequen-
temente, gaps de dualidade nulos, g(Ry) = 0, resultaram para todas elas. Ou seja,
embora a formulacdo (2.5) ndo tenha uma garantia teérica de levar a relaxagoes
lineares naturalmente inteiras, isto acabou acontecendo para todas as nossas instan-
cias de teste. Visto que o 1-PRVV é um problema com complexidade de resolugao
polinomial e que nossa formulacao para o mesmo serve como base para todas as
outras que apresentaremos a seguir, ¢ significativo obter, empiricamente, gaps de
dualidade nulos para ela.

Vale observar que os tempos de CPU indicados na tabela 2.1 nos trazem um
sinal de alerta. Embora nossa formulacao do 1-PRVV tenha sido capaz de obter
relaxacgoes lineares invariavelmente inteiras para todas as nossas instancias de teste,
os tempos de CPU exigidos para isso foram, em alguns casos, excessivos. Isso nao
se deve a formulacao em si, mas aos algoritmos de separacao de desigualdades de
cortes violados que implementamos. Estes exigem a identificacao exaustiva de todas
as desigualdades violadas, em todas as execugoes de nossos algoritmos de separagao.

No proximo capitulo, para a separacao de desigualdades violadas por solucoes
fracionarias, apresentaremos alternativas que visam reduzir o tempo de CPU neces-
sario para a obtencao da relaxagao linear 6tima, (2.6). Nao obstante, adiantamos
que, em algum estagio de nossos algoritmos de planos de corte, serd necessario
efetuar uma separagao exaustiva de desigualdades de corte. Mesmo diante das dife-
rentes propostas que investigamos para mitigar seus efeitos (a serem descritas mais
adiante), este ponto ainda assim se qualifica como um dos temas que vamos propor

para investigagoes futuras.

2.1.2 Uma formulacao para o 1-PRSS

O 1-PRSS é um problema de reversao de arcos que demanda a obtencao de um
digrafo fortemente conexo, D' = (V, A’), para cada par de vértices de um conjunto
de entrada, S C V. Considerando-se as variaveis (x,y) definidas anteriormente,
associe a elas uma regiao poliédrica Ry, definida pela interse¢ao das restri¢oes (2.1),
(2.3) e (2.4) com:
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Z L5 + Z Yij Z 17

{(i,j)€A: i€B, jeV\B} {(j,i)€A?: ieB, jeV\B}

V{k,i} €S, k#1,VBCV, ke B,leV\B. (2.10)
Uma formulagao para o 1-PRSS é entao definida como

v(Ry) = minimize { > cyy;; 1 (x,y) € Ry N 2T} (2.11)
(J,1)eA2

e sua relaxacao linear correspondente é dada por

U(R1) = minimize { Z ciivii o (x,y) € Ra}, (2.12)
(j,i)€A?

o que leva a um gap de dualidade

v(R1) —9(R4)
v(Ry)

9(R1) = (2.13)

para a formulacao.

Como pode ser observado, a diferenca entre as restrigoes (2.2) e (2.10) diz respeito
apenas aos subconjuntos de vértices que dao origem a estas desigualdades de corte.
Para o 1-PRVV, estes sao definidos por V. Para o 1-PRSS, S C V ¢ utilizado.
Isso demostra o grau de adaptacao da formulagao original para cobrir diferentes
requisitos de conectividade.

Para inicializar o procedimento de obtengao de (2.12), seguimos, de forma ana-
loga, o que sugerimos para obter (2.6). Isso se traduz aqui nas seguintes desigual-

dades de corte:

d wy+ ) w1, Vies (2.14)

(i,7)€A (4,i)e A2
d wpt+ Y yp=1,Vies (2.15)
(Jii)eA (1,7)€A?

As desigualdades acima garantem que toda solugao viavel para o 1-PRSS deve
conter pelo menos um arco apontando para fora de (resp. um arco apontando para)

cada vértice 1 € S.
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2.1.3 Uma formulagao para o 1-PRsT

O 1-PRsT tem por objetivo conectar um vértice s € V' a um conjunto de vértices
T C V\{s} por meio de operagoes de reversao de arcos. Como fizemos para o
1-PRSS, apenas algumas modificagbes marginais sao necessarias para adaptar nossa
formulagao do 1-PRVV para o 1-PRsT. Continuamos a utilizar variaveis (x,y) e as
elas associamos uma regiao poliédrica, Ry, definida pela intersecao das restrigoes
(2.1), (2.3) e (2.4) com:

Z T + Z vij > 1,

{(i,j)€A: i€B, jeV\B} {(ji))EA2: i€B, jEV\B}

VkeT,VBCV,se B, ke V\B. (2.16)
Uma formulagao para o 1-PRsT ¢ entao definida como

v(R3) = minimize { Z ciiYii o (X,y) € Re N yARS (2.17)
(4,1)€A?

e sua relaxacao linear correspondente é dada por

U(R2) = minimize { Z ciiVii o (X,y) € Ra}, (2.18)
(j,i)€A?

o que nos leva a um gap de dualidade

v(Ra) — 9(Ra)
v(Ra)

9(R2) = (2.19)

para a formulacao.

As restrigbes (2.16) impoem a existéncia de pelo menos um arco em qualquer
conjunto de corte separando o vértice s de qualquer vértice de T'. A exemplo do
que fizemos anteriormente, vamos manter sempre em nossas relaxacoes lineares de
(2.17) algumas poucas desigualdades de corte que nos ajudam a convergir mais

rapidamente para o valor 6timo de (2.18). Sao elas:

dagt Y oy =1 (2.20)

(s,5)€A (j,8)€ A2
Y wpt Y yp=lLVieT (2.21)
(4,1)€A (i,7)€A?

A desigualdade (2.20) impoe a existéncia de pelo menos um arco apontando para

fora de s. A desigualdade (2.21), por sua vez, impde a existéncia de pelo menos um
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arco entrando em cada vértice de T. Como se pode observar, as duas sao casos

particulares das desigualdades (2.16).

2.2 Formulacoes para Problemas de Complemento

de Arcos

Os problemas desta se¢ao podem ser formulados introduzindo-se alteracoes pontuais
nas formulagbes que sugerimos anteriormente para os problemas k-PR. Para cada
novo problema, vamos seguir o mesmo roteiro utilizado para descrever as formu-
lagoes propostas anteriormente. Inicialmente, varidveis serao definidas. A seguir,
uma regiao poliédrica a elas associada sera descrita. Feito isso, uma formulagao do
problema sera proposta, baseada naquela regiao poliédrica. Finalmente, concluindo
o roteiro, uma relaxacao linear da formulacao sera entao apresentada, seguida da

descricao do gap de dualidade que a mesma implica.

2.2.1 Uma formulagao para o 1-PCSS

O 1-PCSS é um problema de complemento de arcos que tem por objetivo a obtencao
de um digrafo fortemente conexo, D' = (V, A"), para cada par de vértices distintos
de um conjunto de entrada S C V.

Para atender as operagoes de complemento de arcos, convém definir um conjunto
de arcos, A? = {(i,7) : (j,i) € A, (i,j) ¢ A}, candidatos a inser¢ao em D. Estes,
vale notar, nao pertencem a A e poderao ser inseridos em D se e, somente se, seu
arco reverso pertence a A.

Para cada arco (i,j) € A? é associado a um custo ¢;; € R. Sejam {z;; € [0,1] :
(i,7) € A} e {y;; €[0,1] : (i,4) € A*} variaveis associadas aos arcos dos conjuntos A
e A% respectivamente. Seja R3 uma regiao poliédrica associada a (x,y) e formada

pela intersegao das restrigdes (2.3) e (2.4) com:

Z Tij + Z Yij = 1,
{(i,4)€A: i€B, jeV\B} {(i,4)€A2: i€B, jeV\B}
V{k,i} €S, k#1,VBCV, ke B,leV\B. (2.23)

Uma formulagao para o 1-PCSS ¢é entao definida como

v(R3) = minimize { Z ciiVii 0 (X,y) € RsN ZIAHA% Y (2.24)
(i,5)€A?
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e sua relaxacgao linear é dada por
U(R3) = minimize { Z ciiii o (X,y) € Rat, (2.25)
(i,j)€A?
o que nos leva a um gap de dualidade

v(R3) —v(R3)

g<R3) = U(Rg)

(2.26)

para a formulagao.

As restrigoes do tipo (2.22) indicam que todos os arcos de A devem fazer parte
da solugao. A fungao objetivo descrita por (2.24) assegura que as complementagoes
que venham a ocorrer deverao ser efetuadas ao menor custo total possivel. Note que
a unica diferenga que pode ser apontada entre as inequagoes (2.23) e a (2.10) ¢ a
orientacao utilizada nos arcos candidatos a complementacao. Nos problemas k-PR
utiliza-se a orientacao (j,4) enquanto nos problemas k-PC utiliza-se (i, j), quando
(i,7) € A% No que tange as desigualdades iniciais de corte que vamos utilizar,

procedemos de forma semelhante ao que foi sugerido para a obtengao de (2.12):

Z Ti; + Z yi; >1,VieS (2.27)

( 7])€A (Z] 6142

S wp+ Y yp=1lVies (2.28)

(Jii)eA (j,i)e A2

A ressaltar aqui, apenas a orientagao distinta dada aos arcos candidatos & comple-

mentacao, quando comparado ao que impomos aos problemas de reversao de arcos,

k-PR.

2.2.2 Uma formulagao para o 1-PCsT

Utilizando operacoes de complemento de arcos, o 1-PCsT tem por objetivo conectar
(a0 menor custo total possivel) um vértice s € V' a um conjunto de vértices T C
V'\ {s}. A formulac¢do que propomos para este problema ¢ muito semelhante aquela
sugerida para o 1-PRsT, na secao 2.1.3. Pequenas diferengas ocorrem, quais sejam
a utilizacao de um conjunto A? e o uso distinto de sentido de orientacao para os
arcos candidatos & complementacao, nos mesmos moldes descritos para o 1-PCSS
na secao 2.2.1.

Utilizamos aqui as mesmas variaveis (x,y) definidas anteriormente e as associa-
mos agora a uma regiao poliédrica R, definida pela interse¢ao das restrigoes (2.3),
(2.4) e (2.22) com
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Z Tij + Z vij > 1,

{(i,j)€A: ieB, jeV\B} {(i,j)€A?: i€B, jeV\B}

VkeT,VBCV,se B, ke V\B. (229)
Uma formulagao para o 1-PCsT é entao definida como

v(Ry) = minimize { > ey ¢ (x,y) € Ry N ZHATAT (2.30)
(i,5)€A?

e sua relaxacao linear correspondente é dada por

U(R4) = minimize { Z ciiVii o (X,y) € Rat, (2.31)
(i,5)€A2

o que nos leva a um gap de dualidade

(2.32)

Para inicializar o procedimento de solucao para a formulacao, utilizamos as se-

guintes desigualdades de corte:

dagt Y oy =1 (2.33)

(s,J)€A (s,j)€EA2

(j)eA (ji)eA2

2.3 Formulacoes de Problemas de Adicao de Arcos

Formulacoes de problemas que permitem apenas operacoes de adicao de arcos sao
sugeridas a seguir. Como antes, continuamos a tomar como base para essas formu-
lagoes aquela sugerida para o 1-PRVV. Iniciamos a se¢cao com formulagoes para o
1-PASS e o 1-PAST, seguidas de formulagoes para o k-PAVV, k € {1,2,3}. Antes
de apresenté-las, porém, salientamos que o conjunto de arcos A? (aqueles passiveis
de se adicionar ao grafo de entrada, D = (V, A)) é definido sem restrigoes adicionais
e corresponde ao complemento dos arcos de D (ou seja, aqueles que o transformam

um digrafo completo).
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2.3.1 Formulagoes para o 1-PASS e o 1-PAsT

A tnica diferenga entre os problemas de adi¢ao de arcos 1-PASS e 1-PAST e os de
complemento de arcos 1-PCSS e 1-PCsT diz respeito a definigao do conjunto A% (ou
seja, o de arcos candidatos a adigao). Redefinido A? (como sugerido no inicio dessa
secdo), as formulagbes se tornam basicamente as mesmas.

Para formular o 1-PASS, consideremos as mesmas variaveis utilizadas em nossas
formulagoes dos problemas k-PC e associemos a elas uma regiao poliédrica, Rs,
definida pela intersecao das restrigoes (2.3), (2.4), (2.22) e (2.23). Feito isso, o
1-PASS pode ser formulado como

v(R5) = minimize { Z iy c (X,y) € Ry N ZAHATY (2.35)

(4,5)€ A2

e a sua relaxacao linear correspondente ¢ dada por

U(R5) = minimize { Z cijVij o (X,¥) € Rs}, (2.36)

(i,5)€A?
o que leva a um gap de dualidade

v(R5) — 0(Rs)

A (2.37)

9(R5) =

Como desigualdades de corte para inicializar nosso procedimento de solucao para
o 1-PASS, utilizamos (2.27) e (2.28).

Concentrando-nos agora numa formulagao do 1-PAsT, consideramos uma regiao
poliédrica, R, definida pela intersegdo das restrigoes (2.3), (2.4), (2.22) e (2.29).

Uma formulacao para o problema é entao dada por

v(Rg) = minimize { Z ciiVii 0 (X,y) € Re N ZIAHATY (2.38)
(i,5)€A?
e sua relaxacao linear é definida como
U(Rg) = minimize { Z ciiVij - (X,¥) € Re}s (2.39)
(i,§)€A?

o que leva a um gap de dualidade

v(Rs) — V(Re)

N (2.40)

Q(Rﬁ) =

Para inicializar nosso procedimento de solu¢ao utilizamos as desigualdades (2.33)
e (2.34).
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2.3.2 Formulagoes para o 1-PAVYV, 2-PAVYV e o 3-PAVV

Como o leitor podera observar, nossas formulagoes para os problemas k-PAVV,
k € {1,2,3}, sdo muito semelhantes aquela que introduzimos para o 1-PRVV (a
menos, obviamente, das defini¢oes utilizadas para obter seus respectivos conjuntos
A?).

Utilizando as mesmas variaveis associadas a nossas duas formulagoes anteriores,
considere uma regidao poliédrica, Ry, definida pela interse¢ao das restrigdes (2.3),
(2.4) e (2.22) com

Z Tij + Z vij > k,

{(3,4)€A: ieS, jeV\S} {(i,j)€A2: ie8§, jeV\S}
V{p,q} €V, p#q VSCV,peS, qeV\S (241)

Uma formulagao para o k-PAVV é entao dada por

v(R7) = minimize { Z ciilii o (xX,y) € Re N ZI A4 (2.42)
(1,5)€A?

e sua relaxacao linear é definida como

U(R7) = minimize { Z ciivii o (x,y) € R}, (2.43)
(4,5)€A2

o que leva a um gap de dualidade

9(Rr) o(R7) (2.44)
Para inicializar o procedimento de solucao, utilizamos as seguintes desigualdades
de corte:
Soagt Yy =k Viev (2.45)
(i,5)€eA (i,5)€A?
e

> wit > ik VieV (2.46)

(G)eA (j:i)€A?
Estas impoem que ao menos k arcos devem apontar para fora de (respectivamente,

apontar para) cada vértice i € V.
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Capitulo 3
Resolucao Exata das Formulacoes

O capitulo se inicia com uma caracterizagao conceitual dos algoritmos que desen-
volvemos para resolver, de forma exata, as formulacoes propostas nesta dissertacao.
Logo a seguir, essa caracterizacao ¢ tornada mais especifica através da descri¢ao
de um algoritmo genérico do tipo Branch-and-Bound (BB) e sua posterior espe-
cializagdo em diferentes tipos de algoritmos Branch-and-Cut (BC) (vide [35] para
mais informagoes sobre algoritmos BB e suas variantes BC). Algoritmos BC, deve-se
ressaltar, constituem-se no procedimento mais efetivo atualmente existente para a
resolucao exata de problemas de Otimizacao Inteira N P-Dificeis.

Numa etapa seguinte, detalhamos de forma ainda mais especifica os diferentes
tipos de algoritmos BC que implementamos. Em cada caso, algoritmos de planos de
corte (vide [36] para mais informagoes sobre esse tipo de algoritmo) sdo utilizados
para resolver os diferentes tipos de problemas lineares continuos encontrados em
nossas enumeracoes BC. Sem excecao, todos eles se baseiam na separacao de desi-
gualdades de corte em digrafos (vide o preaAmbulo do Capitulo 2 para uma defini¢ao
dessas desigualdades e o restante do mesmo para sua especializacao a cada problema
considerado).

Os diferentes tipos de cortes em digrafos que consideramos podem ser entendi-
dos como especializagoes daqueles associados & nossa formula¢ao do 1-PRVV (vide
formulagao 2.5, Segao 2.1). Dessa maneira, o algoritmo de planos de corte que intro-
duzimos na Subsegao 2.1.1 (para resolver a relaxacao linear 2.6, da formulagao 2.5
do 1-PRVV) nos serve como modelo para todos os demais (cada um deles integrados,
nesse caso, a diferentes algoritmos BC). No entanto, o desempenho computacional
daquele algoritmo se mostrou bastante limitado (vide os resultados computacionais
apresentados na Subsegao 2.1.1) e procedimentos adicionais serao aqui descritos para
melhorar seu desempenho. Tais beneficios sao também estendidos aos algoritmos de
planos de corte propostos para os demais problemas.

Concluimos o capitulo identificando de forma precisa os diferentes algoritmos BC

que especificamos e a forma como o Gurobi eventualmente procedeu a execugao dos

24



mesmos. Como vamos discutir, o Gurobi (assim como outros softwares comerciais
de Otimizagao Inteira disponiveis) ndo necessariamente segue o que lhe foi pedido
fazer. Em fungao disso, nos vimos compelidos a procurar alternativas (dentro das
opgoes oferecidas pelo Gurobi) para implementar algoritmos mais proximos do que
desejavamos. Como consequéncia, tais algoritmos acabam por incorrer num custo
computacional maior que o necessario, ja que o Gurobi nao permite uma implemen-

tagao otimizada de algoritmos que fogem ao que considera padrao.

3.1 Imposicoes algoritmicas de nossas formulacoes

Assumindo uma visao mais restritiva, todos os algoritmos de enumeracao implicita
que vamos aqui descrever poderiam ser classificados como sendo do tipo BB, em
seu formato mais tradicional. Isso porque se baseiam diretamente na resolucao das
relaxacgoes lineares das formulagoes propostas. Mais especificamente, nao envolvem
nenhum reforco dessas relaxagoes, em qualquer né da arvore de enumeracao BB
(através, por exemplo, da agregagao de eventuais desigualdades validas, adicionais
aquelas encontradas nas formulagoes propostas). Esse reforgo de relaxagoes lineares,
vale notar, € um dos fatores que identifica as variantes BC de um algoritmo BB (vide
[35] para mais detalhes sobre algoritmos BB e suas variantes BC).

De fato, como os nossos experimentos computacionais vao demonstrar, nao se
faz necessario reforgar as formulagdes aqui propostas, pelo menos para as instancias
de teste que consideramos. Para estas, como vamos observar, as relaxacoes linea-
res de nossas formulagoes sao quase invariavelmente inteiras e, consequentemente,
6timas para os problemas inteiros a que estao associadas. Ou seja, refor¢a-las com
desigualdades validas adicionais nao seria, pelo menos no momento, uma questao
relevante.

Entretanto, um fator que dificulta atribuir simplesmente a denominacao BB aos
algoritmos de enumeracao implicita que vamos descrever é o fato de todas as nossas
formulagoes apresentarem um ntimero exponencialmente alto de desigualdades. Mais
especificamente, desigualdades de corte em digrafos, como as desigualdades (2.10),
encontradas em nossa formulagao do 1-PRSS. Ou seja, para resolver os problemas
lineares continuos encontrados em qualquer n6é de nossas arvores de enumeracao
BB, tais desigualdades devem ser tratadas implicitamente, através de algoritmos de
planos de corte. Torna-se entao muito mais natural classificar nossos algoritmos
simplesmente como algoritmos do tipo BC, ja que todas as questoes fundamentais
associadas ao desenho, implementagao e desempenho de um algoritmo BC (ou seja,
a separacgao de desigualdades violadas, adicionais ou nao a formulagao original, e a
forma como isso é conduzido) fazem parte de nossos algoritmos BB.

Vale aqui destacar o caso especifico do 1-PRVV, problema que pode ser resol-
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vido em tempo polinomial, o que de fato ocorreu nos experimentos computacionais
descritos na Subsecao 2.1.1. Ou seja, em tese, o 1-PRVV nao demanda enumeragao
BB para a sua resolugao (embora nossa formulagao do problema nao garanta isso)
e poderia ser resolvido simplesmente através da relaxacao linear de uma formulagao
adequada (que aparentemente ainda nao esta disponivel na literatura).

Levando em conta os fatores que acabamos de mencionar e visando facilitar a
descricao de nossos algoritmos de enumeracao implicita, vamos assumir inicialmente
que, de alguma maneira, temos acesso direto as solugoes dos problemas lineares
continuos que precisamos resolver. Ou seja, num primeiro momento, nao vamos
entrar em detalhes maiores sobre os algoritmos de planos de corte que nos dao
acesso a essas solucoes. Assim procedendo, torna-se facil descrever a estrutura geral
de nossos algoritmos que, nesse contexto, poderiam ser entendidos simplesmente
como algoritmos BB tradicionais. A seguir, passando a considerar explicitamente os

algoritmos de planos de corte, ressaltamos suas caracteristicas BC.

3.2 Algoritmos Branch-and-Bound

Vamos utilizar o 1-PRSS como um modelo inicial para descrever (num nivel mais
geral) nossos algoritmos exatos, entendendo-os agora simplesmente como algoritmos
do tipo BB.

No caso especifico do 1-PRSS, um algoritmo BB padrao, resolveria, em primeiro
lugar, no n6 0 de sua arvore de enumeragao implicita, a relaxacdo linear (2.12)
associada & formulagao (2.11). Caso a solugdo 6tima de (2.12) seja inteira, ela é
naturalmente 6tima para (2.11) e o algoritmo teria entdo obtido um certificado de
otimalidade global para a mesma. Consequentemente, poderia ser entao interrom-
pido, logo neste estégio inicial. Caso contrario, uma variavel assumindo um valor
fracionario seria entao escolhida para abrir dois novos noés (além do né 0, ou raiz,
em que nos encontramos) na arvore de enumeragao BB. Isso é feito por meio de
um procedimento denominado ramificacdo. Assuma, por exemplo, que temos duas
alternativas de escolha: uma variavel z,, a € A (assumindo um valor, digamos,
T, = 0,5) e uma variavel y,, b € A% (também assumindo um valor igual a 0,5, ou
seja, 7, = 0,5).

Assuma que a escolha acima recai sobre a variavel x,. As duas ramificagoes
(subproblemas) a abrir seriam entao definidos em relagao a variavel z,: uma delas
acrescentaria uma restri¢ao x, = 0 a (2.11) (ou seja, forcaria a intersegdo de R4
com aquela restri¢do) e a outra faria o mesmo em relagdo a restrigao =, = 1. Con-
sequentemente, ao se impor essas duas ramificacoes, o espago de solugoes definido
por Ry (no né 0 da arvore de enumeragao BB) seria particionado em duas regioes

poliédricas onde, em cada uma delas, a variavel x, assume um valor inteiro viavel
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distinto, nesse caso, respectivamente 0 e 1.

Continuando o procedimento de enumeragao BB iniciado acima, rotulamos como
no 1 aquele que foi aberto pela agregagao da restrigdo =, = 0 (& nossa descri¢ao de
R1) e por nd 2 aquele em que isso é feito em rela¢do a restricdo x, = 1. Nos
concentramos agora na resolucao dos problemas lineares continuos associados aos
no6s 1 e 2, os dois nicos nos ainda em aberto em nossa arvore BB (o n6 0 seria entao
considerado jd ezplorado).

Optando (através da utilizagdo de algum critério) por resolver primeiro o pro-
blema linear continuo associado ao n6 1, assuma que sua solucao 6tima ¢ natural-
mente inteira. Nesse caso, tal solugdo seria viavel para o 1-PRSS (e deveria ser
guardada, pois pode eventualmente se mostrar 6tima para o problema como um
todo) e o processo de enumeragao implicita ndo precisaria ser expandido na dire¢do
do n6 1 (ja que nenhuma solugao viavel para o 1-PRSS, de melhor qualidade, seria
assim obtida). Caso contrario, se a solu¢ao nao for inteira, uma variavel assumindo
um valor fracionério (obviamente uma variavel distinta de z,) seria entéo escolhida
e dois novos nos seriam consequentemente abertos na arvore BB.

O procedimento descrito acima, de abertura e exploragao de novos nos na arvore
BB, seria conduzido até que nao mais existissem nos abertos a explorar. Consequen-
temente, a melhor soluc¢ao viavel inteira disponivel (nesse caso, a de menor valor)
ao longo do procedimento, seria 6tima para o 1-PRSS.

Para efeito de simplificacao, omitimos diversos detalhes importantes na descri¢ao
do algoritmo BB genérico apresentado acima. Em particular, nao discutimos mais
detalhadamente as podas (ou seja, eventuais interrupgoes do processo de enumeragao
em nos da arvore BB) passiveis de se implementar.

Além de podas por viabilidade inteira, como a discutida anteriormente para o no
1 da arvore BB que apresentamos, podas podem ser feitas, dentre outras, por valor
ou pela eventual inviabilidade do problema linear continuo que se quer resolver. Na
primeira alternativa, a poda é efetuada sempre que o algoritmo de planos de corte
retorna um valor (para o problema linear que se estéa resolvendo) maior ou igual ao
valor de uma solucao viavel disponivel para o 1-PRSS.

Finalmente, omitimos também qualquer mencao a testes de pré-processamento,
muitas vezes fundamentais para acelerar a convergéncia de algoritmos BB. Para
maiores informacgoes sobre essas e outras questoes relevantes, sugerimos, mais uma

vez, uma consulta a [35].

3.3 Algoritmos Branch-and-Cut

Concluida a descricao BB genérica de nossos algoritmos de solugao exata, passamos

agora a descrevé-los sob um enfoque mais pontual. Uma visao que, como se po-
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der& observar, ressalta seus aspectos BC. Em particular, vamos discutir formas de
conduzir a separagao das desigualdades de corte (2.10), tanto na resolucao da rela-
xagao linear (2.12) da formulagao (2.11), quanto na resolugao dos problemas lineares
continuos que dela se originam, ao longo da arvore BB.

Vale notar que o principal objetivo de um algoritmo BB é concluir seu procedi-
mento de enumeracao implicita o mais rapido possivel. No caso especifico de formu-
lacoes que envolvem um ntimero exponencialmente alto de desigualdades, como ¢ o
nosso caso, isto traz nao apenas desafios mas também oportunidades.

Na descricao do algoritmo BB genérico da se¢ao anterior, assumimos que as
relaxacoes lineares de todos os subproblemas definidos ao longo da arvore BB eram
sempre resolvidas de maneira 6tima. Vamos agora discutir como isso ¢ feito de fato
e suas implicagoes algoritmicas.

No Capitulo 2 (em nossa investigagdo empirica da formulacao (2.5), proposta
para o 1-PRVV), resolvemos (2.5) através da resolugao direta de sua relaxacao linear,
(2.6). Isso é feito pela aplicacao direta de um algoritmo de planos de corte (que
separa as desigualdades de corte (2.2)). O procedimento ¢ inicializado com uma
relaxacao linear de (2.6) que inclui apenas as desigualdades de corte (2.8) e (2.9).
Esta é entao resolvida e desigualdades de corte adicionais (violadas pela solugao
encontrada) sdo entao identificadas e acrescidas a ela, refor¢cando-a. A seguir, a
relaxacao linear (refor¢ada) assim obtida é entao resolvida e o procedimento como
um todo é conduzido, recursivamente, até que nao mais se encontre desigualdades de
corte violadas. Nesse estagio, o algoritmo de planos de corte é entao interrompido,
com uma solugao 6tima para (2.6). No caso especifico da formulagao (2.5), para
todas as instancias de teste que consideramos, a solugao 6tima de (2.6) foi sempre
inteira e, consequentemente, 6tima para (2.5) (embora essa garantia nao nos seja
oferecida de antemao pela formulagao (2.5)). Vamos agora ajustar, para o 1-PRSS,
o procedimento que acabamos de descrever para o 1-PRVV.

Em um contexto BB, um algoritmo de planos de corte como o que acabamos de
descrever oferece uma grande flexibilidade em termos de utilizacao. Em particular,
note que, ao contrario do que fizemos para o 1-PRVV, o processo de separacgao de
desigualdades de corte nao precisa ser conduzido a exaustao. Ele pode ser interrom-
pido mais cedo, sem comprometer a otimalidade global do algoritmo BB. Nesse caso,
em tese, estariamos simplesmente trocando um niimero maior de rodadas de separa-
¢ao de desigualdades de corte por um niimero maior de nés na arvore de enumeracao
BB. Obviamente, o ponto de equilibrio na utilizagao ideal desses dois recursos é di-
ficil de estabelecer e é dependente tanto da formulagao considerada quanto do tipo
de instancia que se esta resolvendo.

Na implementacao de um algoritmo BC, devemos considerar atentamente a com-

plexidade computacional dos problemas de separagao envolvidos. No caso especifico
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da separacao de desigualdades de corte (entre dois vértices predefinidos), essa com-
plexidade ¢é igual a O(|V']?) (que é a complexidade associada ao problema de fluxo
méximo entre dois vértices de uma rede contendo |V| vértices). Dependendo do
niamero total de pares de vértices (para os quais desigualdades de corte estao defi-
nidas), o tempo de CPU gasto nessa operagao pode ser excessivo (como ¢é o caso do
1I-PRVYV). Nesse caso, isso poderia ser um argumento em favor de comegar a enu-
merar mais cedo, em contrapartida a cortar até o limite, tanto em relacao a cada
rodada de separagao de cortes quanto em relacao a interromper prematuramente
o algoritmo de planos de corte, como um todo. Claramente um enorme leque de
alternativas existe para o uso combinado desses dois recursos.

Um ingrediente adicional na discussao acima é a complexidade de casos particu-
lares do problema de separagao. Por exemplo, o problema de separacao de desigual-
dades de corte tem sua complexidade reduzida quando a solugao do problema linear
continuo considerado é inteira. Um tipo de algoritmo BC, em que desigualdades que
fazem parte da formulacao do problema sao tratadas implicitamente como planos
de cortes e separadas apenas para pontos inteiros, ¢ denominado algoritmo de Lazy
Constraints (LC). Defini¢oes distintas sobre esse assunto podem ser encontradas
na literatura, como a dos autores TOTH et al. [37] ¢ LERCH e TRAUTMANN
[38]. Eles o entendem como um procedimento em que determinadas desigualdades
necessarias a formulacao de um problema sao levadas em consideracao apenas no
instante no qual é percebido que estao sendo violadas. Quando isso ocorre, elas sao
adicionadas a formulacao para que esta seja resolvida novamente.

De acordo com a nossa definicao de um algoritmo LC, sempre que a solugao do
problema linear continuo que se tem em maos é nao inteira, o algoritmo executa
um procedimento de ramificacao. Tipicamente, um algoritmo LC executa poucas
rodadas de separagao de desigualdades de cortes (ja que isso s6 é feito apenas para
solugbes inteiras). Além disso, quando faz a separagao, essa operacao é conduzida
de forma eficiente (ja que a separac¢ao de pontos inteiros tem menor complexidade
que o caso geral). Por outro lado, um algoritmo LC tende a explorar um ntimero
elevado de noés de enumeracao, ja que tipicamente efetua muitas ramificacoes.

Note que, até o momento, descrevemos dois tipos de algoritmos BC. Um al-
goritmo BC genérico, que resolve problemas de separacao para qualquer tipo de
entrada, inteira ou nao, de forma exaustiva ou nao. O outro, do tipo LC, é uma
especializacao do anterior que s6 efetua separagao quando os dados de entrada sao
inteiros. Temos também, dentre intimeras outras alternativas, a possibilidade de
trabalharmos com uma hibridizacao dos dois procedimentos indicados acima. Um
exemplo de algoritmo desse tipo seria um que separa desigualdades de corte de
formas distintas, em diferentes nés da arvore BC. Na alternativa que vamos aqui

investigar, no n6 0 das arvores BC, nosso algoritmo hibrido separa exaustivamente
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as desigualdades de corte (consequentemente, separa solugoes inteiras ou nao). Para
os demais nos, a separagao é feita apenas quando a solugdo é inteira (se nao é,
ramificagdes sdo abertas, como num algoritmo LC). Denominamos BC-LC a esse
algoritmo hibrido.

Finalmente, levando em conta a baixa complexidade computacional do problema
de separagao de desigualdades de corte para dados de entrada inteiros, investigamos
também um refinamento do algoritmo BC que tenta se beneficiar desse fato. Mais
especificamente, ao resolvermos um problema linear continuo, verificamos se uma
solugao obtida é quase inteira. Para isso, definimos um valor € suficientemente pe-
queno e, caso todas as variaveis da formulagao assumam valores menores ou iguais
a € ou maiores ou igual a (1 — €), arredondamos os valores fracionarios para 0, no
primeiro caso, e para 1, no segundo. A seguir, resolvemos o problema de separagao
(de desigualdades de corte) para o ponto inteiro assim obtido. Caso uma desigual-
dade violada seja identificada, verificamos se esta permanece violada para a solugao
(ndo inteira) original e, caso isso ocorra, refor¢camos nossa relaxagao linear com a
mesma. Tal algoritmo, deve-se notar, € um algoritmo BC que simplesmente altera
a estratégia de separagao de desigualdades validas (em seu algoritmo de planos de
corte), na expectativa de acelerar a convergéncia do algoritmo como um todo. Nos
nossos experimentos, fixamos o valor de € em 107, o que pode ser entendido como
uma possivel correcao de um erro numérico de aproximagao, evitando desperdicar
tempo de CPU separando como fracionario um ponto que é de fato inteiro.

Além da utilizacao de estratégias para acelerar a convergéncia de algoritmos de
planos corte, como a que acabamos de sugerir acima, algoritmos BC e BC-LC de-
vem incluir procedimentos para minorar os impactos negativos de um fenémeno de
origem numeérica denominado tailing off |[24]. Este também impacta na convergéncia
empirica de algoritmos de planos de corte e, para mitigar seus efeitos, um procedi-
mento padréo é descrito na literatura e utilizado por nés (vide subsegao 3.6). No
entanto, sua utilizacao plena ¢é limitada por restricoes impostas a customizac¢ao dos

algoritmos disponiveis nos softwares comerciais de Otimizacao Inteira (vide subsecao
3.6).

3.4 Algoritmos de planos de corte

Algoritmos de planos de corte, baseados na separacao de desigualdades de corte
em digrafos (como aquele descrito para o 1-PRVV no Capitulo 2), sdo a principal
componente de todos os algoritmos BC implementados nesta pesquisa. Vamos entao
investiga-los mais a fundo nesta secao.

Em particular, vamos discutir primeiro algoritmos que separam desigualdades

de corte para pontos genéricos, inteiros ou nao (como aquele descrito no Capitulo
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2). Feito isso, passamos para aqueles, mais eficientes, que envolvem algoritmos
distintos para a separacao de pontos inteiros e nao inteiros, respectivamente. Nos
dois casos vamos (mais uma vez) utilizar o 1-PRVV como modelo. Deve-se notar
que, dependendo do problema, as desigualdades de corte a separar podem variar
ligeiramente. No entanto, sua estrutura béasica se mantém essencialmente a mesma
e o fator mais revelante envolvido nas operacoes de separagao é, quase sempre, o

nimero de pares de vértices para os quais estas se aplicam.

3.4.1 Separacao de solugoes nao inteiras

A separacao é feita de forma semelhante aquela descrita no Capitulo 2 para a sepa-
ragao de desigualdades de corte (2.2) (na resoluc¢ao do problema de relaxagao linear
(2.6), associado & nossa formulagao (2.5) do 1-PRVV). Note que, embora nao tenha
sido necessario utilizar enumeragao BB para resolver qualquer uma das instancias
de teste que utilizamos para o problema, isso poderia ter sido feito sem prejuizos
a identificacao de uma solucao 6tima inteira para o problema. Na realidade, pode-
ria até mesmo vir a reduzir o tempo de CPU gasto para obté-la (tendo em vista
a convergéncia lenta apresentada pelo algoritmo de planos de cortes). No que se
segue vamos assumir que estamos implementando um algoritmo BC para resolver o
1-PRVV.

Seja D = (V, A) o digrafo sobre o qual o 1-PRVV ¢ definido e (X,¥) uma solugao
6tima para o problema linear continuo que acabamos de resolver (em um n6 qualquer
da arvore BC). A separagao das desigualdades de corte (2.2) (em relagdo ao ponto
(X,¥), do espaco Euclidiano) é entao efetuada definindo-se, em primeiro lugar, um
grafo suporte, D = (V, A), onde A = {{(i, ) : T;; > 0, (i, j) € AYU{(j,i) ¢ A:7,; >
0}}. Mais especificamente, para cada arco (i, j) € A associamos uma capacidade h;;
igual & T;;, quando (i,j) € A, e igual & g;;, quando (i,j) ¢ A.

Para cada par de vértices s,t € V' que se aplique, o que se deseja é identificar um
corte de minima capacidade em D = (V, A), separando s de t. Para o 1-PRVV, cortes
s-t de minima capacidade com valores inferiores a 1 identificam uma desigualdade
de corte violada pela solugao (X,y). Em outros problemas, como o 2-PAVV, em vez
de 1, a desigualdade de corte é violada quando o corte s-t de minima capacidade
tem valor menor que 2, sendo este valor o minimo grau de conectividade s-t imposto
ao problema. Note, de forma equivalente, que encontrar um corte s-t de minima
capacidade em D corresponde a identificar o fluxo maximo de s para ¢ (na rede
capacitada associada ao digrafo D = (V, A)).

Como visto na Segao 2.1.1 (em nossa investigagdo empirica de um algoritmo
de planos de corte para resolver a relaxagao linear (2.6), da formulacdo (2.5) do

1-PRVV), a identificagao exaustiva de todas as desigualdades de corte violadas, em
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cada rodada do algoritmo de separacao, é por demais custosa em termos de CPU. Ex-
perimentamos entao, em cada uma dessas rodadas, identificar apenas um maximo
de 10 desigualdades de corte violadas. Uma vez identificadas, tais desigualdades
sao agregadas ao problema linear continuo que acabamos de resolver, reforcando-
o. Feito isso, o problema linear continuo reforcado é resolvido e uma nova rodada
de separagao de desigualdades de corte é conduzida sobre o grafo suporte definido
por sua solucao 6tima, como descrito acima. Note que esse procedimento de se-
paragao continua sendo exaustivo pois, eventualmente, todos os pares de vértices
aplicaveis deverao ser investigados, na rodada final de separagao, quando nenhuma

desigualdade de corte violada é encontrada.

3.4.2 Separacao de solucgoes inteiras

Assumindo que o ponto a separar, (X,y), ¢ inteiro, vamos descrever agora trés
algoritmos para efetuar essa operacao. Ao fazer isso vamos também assumir que
(X,¥) corresponde a solugdo 6tima de um problema linear continuo que pode estar
associado tanto ao 1-PRVV quanto a problemas contidos em cada um dos trés grupos
de problemas que vamos definir a seguir.

O primeiro grupo envolve problemas que demandam conectividade forte entre
todos os pares de vértices de seus digrafos e é constituido pelos seguintes problemas:
k-PAVV, para k € {1,2,3}, e o 1-PRVV. Para eles, o procedimento de separagao
que vamos descrever envolve duas etapas, no maximo.

O processo ¢é inicializado com o digrafo suporte D = (V, A), associado ao ponto
(X,¥) que se quer separar. A seguir, identificamos todas as componentes fortemente
conexas de D, o que pode ser feito em tempo polinomial por meio do algoritmo de
Kosaraju (consulte AHO et al. [39]). Para cada componente C' = (Vi, A¢), C € C,

obtida, as seguintes desigualdades de corte sdo entao violadas por (X,¥):

{(i,4) i€ Ve, €V\Ve, (i.j) € A} {(i.g) i€ Ve, 5 €V\Ve, (i,5) € A%}
{(j,i)Z’iEVC,jEV\Vc,(j,i)GA} {(j7i):iGVC?jEV\V07(j7i)€A2}

Uma vez identificado o conjunto de desigualdades violadas indicado acima, a
etapa seguinte do procedimento de separacao para os problemas k-PAVV, k €
{1,2,3}, se aplica apenas quando k > 1. Nesse caso, para cada componente
C = (Vo,Ag), C € C, é necessario garantir a existéncia de pelo menos k cami-
nhos elementares orientados arco-disjuntos s-t, para todo par de vértices s,t € Vi,
s # t. Para o caso k = 1, note que esse procedimento suplementar é desnecessario,

ja que a garantia de 1-arco-conectividade forte resulta da definicao de C' € C.
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Assumindo entao que k > 1 se aplica, considere qualquer par de vértices s,t € Vg,
s # t, de qualquer componente fortemente conexa C' € C, e identifique um corte
s-t de capacidade minima em C' = (Vi, Ac). Denote esse corte por 6(S)", s € S,
S C Ve. Se |0(S)T| < k resulta, a desigualdade de corte

{(4,4):i€S,5€V\S, (4,5) € A} {(i,j)€:1€ 8,5 €V\S, (3,)) € A%}

é violada por (X,¥) e pode ser utilizada para reforgar o problema linear continuo que
se tem em maos. Com a identificacdo de desigualdades do tipo (3.3), concluimos o
procedimento de separacao (de desigualdades de corte) para os problemas k-PAVV,
k€ {1,2,3}, quando (X,y) é assumido ser inteiro.

Para efeito de separagao de desigualdades de corte para pontos (X,¥) inteiros,
o segundo grupo de problemas que vamos considerar ¢ constituido por problemas
em que essas desigualdades sao definidas apenas para pares de vértices contidos em
subconjuntos estritos de V', denotados por S C V. Mais especificamente, esse grupo
¢é formado por: 1-PASS, 1-PRSS e 1-PCSS.

Para os problemas indicados acima, nosso procedimento de separagao também
se divide em duas etapas, a exemplo do que ocorreu para os problemas do grupo
anterior. Em particular, sua primeira etapa também se inicia com a identificacao das
componentes fortemente conexas contidas no digrafo suporte D = (V, A), associado
a (X,y), e com a separacao de todas as desigualdades de cortes que delas resultem.
No entanto, componentes de interesse sao agora restritas aquelas que contém pelo
menos um vértice de S, desconsiderando-se as demais. Vale ressaltar que existindo
uma componente fortemente conexa, C' = (Vi, Ac), que contenha todos os vértices
de S, o procedimento de separacao se encerra logo nesta primeira etapa.

A segunda etapa concentra-se nos subgrafos de D = (V, A) que contém algum
vértice de S, sem definirem, entretanto, componentes fortemente conexas daquele
grafo. Ou seja, esta voltada para subgrafos que definem componentes fracamente
conexas de D. Seja F o conjunto formado por tais componentes e denote generica-
mente por F'= (Vp, Ar), F € F, qualquer uma delas. Para algum v € VFN 9, seja
Fy = (Vr,, AF,) o subgrafo contido em F' formado pela unido de todos os caminhos
elementares orientados que terminam em v, e Fy = (Vg,, Ap,) o subgrafo contido
em F formado por todos os caminhos elementares orientados que se iniciam em
v. As desigualdades de corte definidas abaixo sdo violadas por (X,¥) e podem ser

utilizadas para reforgar o problema linear continuo que deu origem a esta solucgao:

{(],Z) € VF1 J€ V\VFI s (.777') € A} {(.777/) e VF1 Jj€ V\VFl s (]71) € AQ}
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Z Xij + Z vij > L. (3.5)
{(,9) 11 € VR,,j €V\Vp,, (i,5) € A} {(8.4) :9€ Vry, j € V\Viy, (4,5) € A%}

Com as desigualdades (3.4) e (3.5), concluimos o procedimento de separagao de
desigualdades de corte para o 1-PRSS, o 1-PASS e o 1-PCSS, quando o ponto a
separar, (X,¥), € inteiro. No entanto, vale lembrar que o 1-PRSS usa a orientagao
inversa de um arco (i, j) € A%, a saber, (J,1).

Finalmente, passamos a considerar agora nosso terceiro grupo de problemas,
composto por 1-PRsT, 1-PAsT e 1-PCsT. Os procedimentos de separacao de pontos
inteiros, (X,y), que implementamos para (desigualdades de corte associadas a) suas
respectivas formulacoes, sao muito simples e diretos. Mais uma vez, se iniciam com
um grafo suporte, D = (V, A), associado & (X,y).

Verificamos inicialmente se D = (V, A) contém caminhos que levam de s a todos
os vértices de T. Se isso ocorre, nenhuma desigualdade de corte é violada por (X,y)
e o procedimento de separagao é concluido. Caso contrario, identifique todas as
componentes fracamente conexas existentes em D que possuem algum vértice de
T, denotando-as por F, e seja F' = (Vp, Ap), Ve NT # (), F € F, qualquer uma
delas. As desigualdades de corte definidas abaixo sao violadas por (X,y) e podem

ser utilizadas para reforgar o problema linear continuo que deu origem a tal solugao:

{(]7Z)'LEVF7J EV\VF7 (.771) GA} {(]7Z)Z€VF7.7 S V\VF’ (.777‘) €A2}

3.5 Experimentos adicionais para o 1-PRVV

Para demonstrar empiricamente as vantagens de nossas propostas de aceleracao de
convergéncia de algoritmos de planos de corte, vamos, mais uma vez, utilizar o
1-PRVV como modelo para testes.

No Capitulo 2, utilizamos um algoritmo de fluxo méximo para separar as de-
sigualdades de corte (2.2) associadas & nossa formulagao (2.5) do 1-PRVV. Esse
procedimento, como ficou evidente pelos resultados computacionais obtidos, nao se
mostrou atraente, demandando tempos de CPU excessivos.

Em funcao desse fraco desempenho e levando em conta o baixo custo computaci-
onal associado & separacao de desigualdades de corte para pontos inteiros, incluimos
no procedimento anterior a op¢ao de também separar pontos quase inteiros, quando
disponiveis (veja as defini¢oes pertinentes, no inicio deste capitulo).

Dada uma solugao 6tima, (X,¥), quase inteira, arrendondamos para 0 ou 1 seus
valores fracionarios e separamos, de forma eficiente a partir de busca em profundi-

dade SZWARCFITER [40] e outras instrugoes contidas na primeira separacao de

34



solugoes inteiras descrita na secao 3.4.2, o ponto inteiro assim obtido. Para a de-
sigualdade de corte identificada pelo algoritmo, verificamos se a mesma ¢é violada
por (X,¥). Caso isso ocorra, ela é entao utilizada para refor¢ar o problema linear
continuo que acabamos de resolver. Por sua vez, se (X,y) nao é quase inteira,
sua separacao ¢ efetuada através de um algoritmo de fluxo méximo, como descrito
anteriormente.

No caso especifico do 1-PRVV, os problemas lineares continuos que resolvemos
sao oriundos de uma relaxagao linear de (2.6) que, por sua vez, ¢ uma relaxagao
linear de (2.5). Mais especificamente, nosso problema linear inicial ¢ definido por
uma regiao poliédrica formada pela intersegao de (2.1), (2.3), (2.4), (2.8) e (2.9).

Uma “amostra representativa’ dos resultados computacionais obtidos para o 1-
PRVV (com a aplicagao do procedimento de separagao de desigualdades de corte
(2.2) descrito acima) é apresentada na Tabela 3.1. Para efeito de comparagao, note

que essa tabela envolve as mesmas instancias consideradas na Tabela 2.1:

Nome VI ||Al | v(Ro) | ©(Ro) | t(s)

b01 20 79 8 8 0,007
b16 100 | 186 | 16 16 0,001
c04 500 | 735 | 96 96 0,223
cl3 500 | 1751 | 146 146 0,227
cl6 200 | 2500 | 158 158 0,006

bip42p | 1200 | 1967 | 296 296 0,027
bipe2u | 550 | 1003 | 234 234 0,008
cc3-10u | 1000 | 2025 | 161 161 1,555
cc3-11p | 1331 | 2995 | 147 147 0,035
ccd-du | 125 | 150 |9 9 0,001
cch-3p | 243 | 304 | 69 69 0,056
cc6-3u | 729 | 1092 | 170 170 0,012
cc7-3u | 2187 | 3062 | 558 958 6,458
hclOu | 1024 | 1280 | 279 279 1,312
hc6p 64 7 23 23 0,004
hcTu 128 | 157 | 35 35 0,003
hc8p 256 | 359 | 63 63 0,076
hc9u 512 | 576 | 75 75 0,007

Tabela 3.1: Resultados para a relaxacao linear da formulagao para o 1-PRVV com
separacao de solugoes inteiras

Comparando os tempos de CPU descritos nas tabelas 2.1 e 3.1, torna-se evidente

que a separagao de desigualdades de corte para pontos quase inteiros acelerou de
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forma impressionante a convergéncia do algoritmo de planos de corte.

Vale ressaltar que o desempenho superior do novo algoritmo (quando aplicado &
nossas instancias de teste) decorre, principamente, do fato das solu¢oes encontradas
serem frequentemente quase inteiras.

Outro ponto importante a destacar ¢ o fato do 1-PRVV ser um problema com
complexidade polinomial de resolucao. Nesse sentido, nossa formulacao para ele se
mostrou extremamente forte, com sua relaxacao linear, (2.6), levando a solugoes 0ti-
mas naturalmente inteiras para todas as instancias de teste utilizadas. Isso ocorreu
mesmo sem que esta apresente propriedades tedricas que garantam esse resultado.
Ou seja, ela é empiricamente forte e serve como uma boa plataforma para formu-
larmos e resolvermos os demais problemas investigados nesta dissertacao, todos eles
N P-dificeis.

O desempenho do algoritmo de planos de corte descrito acima nos motivou a
investigar procedimentos similares para os demais problemas aqui considerados, to-
dos eles N'P-Dificeis. Note, no entanto, que a ocorréncia de gaps de dualidade nao
nulos (para as relaxagoes lineares de suas formulagoes) deve, agora, se tornar mais
comum, numa situagao oposta aquela que prevaleceu para o 1-PRVV. Da mesma
forma, tempos de CPU mais elevados devem ser também esperados na convergéncia
de seus respectivos algoritmos de planos de corte.

Finalmente, outro ponto importante a considerar é a forma como esses algoritmos
de planos de corte devem ser incorporados a um algoritmo BC, ja que os problemas

a resolver sao agora N P-Dificeis.

3.6 Identificacao de todos os nossos algoritmos BC

Softwares comerciais de otimizagao inteira, como o Gurobi (que utilizamos em nossos
experimentos computacionais), tendem a restringir de forma consideravel a imple-
mentagao dos algoritmos BC que lhes sao propostos pelos usuérios. Dessa maneira,
como iremos argumentar mais adiante, nao temos nenhuma garantia de que de fato
fazem o que lhes é pedido fazer. Em realidade, as evidéncias disponiveis apontam
na direcao contréria e eles apenas seguem, numa interpretagao livre, as instrugoes
recebidas. Como consequéncia, procuramos entao encontrar formas alternativas de
impor ao software o que gostariamos que ele fizesse. O espago de manobra disponivel
para isso, no entanto, é extremamente limitado e se reflete nos algoritmos BC que
vamos aqui descrever.

E importante ressaltar que, num ambiente comercial, a conduta imposta pelo
Gurobi (e demais softwares comerciais de Otimizagao Inteira) claramente faz sentido.
Nesse caso, via de regra, o usuario nao é um especialista em Otimizagao Matematica.

Entretanto, num trabalho de investigagao cientifica, tal conduta limita fortemente
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o espago disponivel para avaliar (empiricamente) novas ideias de pesquisa.

Como resultado das diferentes alternativas de implementagao investigadas para
nossos algoritmos de planos de corte, acabamos por nos defrontar com eventuais
ocorréncias de tailing off (veja PADBERG e RINALDI [24], para detalhes). Em
qualquer n6 de uma arvore de enumeragao BC, o problema se manifesta mediante
redugoes insignificantes nos gaps de dualidade dos problemas lineares que se esté
resolvendo. Mais especificamente, mesmo depois da execucao de varias iteragoes
consecutivas do procedimento de separagdo (com a identificagdo de desigualdades
validas violadas e o consequente reforgo da formulagdo do problema), o valor das
solucoes obtidas se mantém praticamente inalterado.

Tailing off desperdica tempo de processamento. Nao apenas de forma direta,
com a execugao de longas e custosas sequéncias de separagao que trazem pouco be-
neficio. Ele também aumenta desnecessariamente a dimensao dos problemas lineares
continuos a resolver, com um consequente impacto no esfor¢co computacional para
soluciona-los. Esse efeito colateral, por sua vez, se propaga para os nos descendentes
da arvore BC, provocando um efeito em cascata, que pode comprometer fortemente
o desempenho do algoritmo BC como um todo. Identificada a ocorréncia de tailing
off (em qualquer n6 de uma arvore BC), deve-se interromper imediatamente a exe-
cucao do algoritmo de planos de corte e passar para o procedimento de ramificagao.
Em termos praticos, isso é feito definindo-se um parametro n, € Z,, correspondente
a0 numero méaximo permitido de iteragoes consecutivas do algoritmo de planos de
corte sem que ocorra uma melhora percentual de pelo menos €,% entre o valor atual
da solucao do subproblema e aquele obtido na n;-ésima iteracao anterior. Em nossos
experimentos utilizamos os valores n, = 20 e ¢, = 107,

Deve-se ressaltar que os diferentes softwares comerciais de otimizagao inteira im-
plementam suas proprias estratégias para lidar com tailling off. No entanto, quando
obrigado a evitar as limitagoes de customizagao por eles impostas, o usuério acaba
pagando um considerédvel custo computacional. Isso ocorre, no nosso caso especifico,
nas implementacoes totalmente customizadas que fizemos de algoritmos de planos
de corte (no no zero de alguns de nossos algoritmos BC) e na prevencao de tailing
off nessas implementagoes. Tanto em um caso quanto no outro, nossas implementa-
¢oOes sao muito menos otimizadas que aquelas implementadas pelo Gurobi para seus

algoritmos padronizados.

3.6.1 Algoritmos BC e suas eventuais implementacgoes

Os algoritmos do tipo BC que especificamos e a forma como foram eventualmente

implementados pelo Gurobi sao descritos a seguir:
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e BC: especificado para implementar (em seus respectivos algoritmos de planos
de corte, em qualquer n6 das arvores BC) uma separac¢ao exaustiva de desi-
gualdades de corte. Separa pontos inteiros por meio de algoritmos de busca
(em largura ou profundidade) e pontos nao inteiros por meio de um algoritmo
de fluxos maximos. No entanto, na forma como o Gurobi o implementou, a
separagao nao é feita de forma exaustiva e, quase sempre, envolve apenas uma
ou duas iteragoes consecutivas do algoritmo de planos de corte, em qualquer

n6 da arvore BC.

e LC: algoritmo do tipo LC, em que (em qualquer né da arvore BC) o algoritmo
de planos de cortes separa apenas solugoes inteiras (quando a solu¢do encon-
trada é fracionaria, uma operagao de ramificagdo é efetuada no n6 BC em
questdo). Problemas de separagao sdo sempre resolvidos com o uso de busca
(em largura ou profundidade). O Gurobi implementou o LC basicamente

como especificado.

e BC-LC: algoritmo hibrido que se comporta como BC, no n6 zero da arvore

BC, e como LC, nos demais.

e BC-LC-RI: algoritmo de duas fases. Na primeira fase tenta resolver a relaxa-
¢ao linear da formulacao do problema. Isso é feito aplicando a regra de tailing
off ao algoritmo de planos de corte e separando solugoes, sejam as quase intei-
ras por meio de busca (em largura ou em profundidade), sejam as fracionérias
utilizado o algoritmo de fluxo maximo. Na segunda fase implementa um al-
goritmo LC que é inicializado com o problema linear continuo disponivel ao
final da primeira fase (contendo todas as desigualdades violadas separadas ao

longo da aplicac¢ao do algoritmo de planos de corte).
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Capitulo 4
Experimentos Computacionais

Vamos agora apresentar e analisar os resultados obtidos em experimentos computa-
cionais que comparam os diferentes algoritmos descritos no Capitulo 3. No entanto,
antes de fazé-lo, vamos descrever brevemente os procedimentos que nos levaram as
instancias de teste que utilizamos nesses experimentos.

Na Subsecao 2.1.1 é descrito um procedimento de geragao de instancias para o
1-PRVV. Este mesmo procedimento seréd agora estendido aos demais problemas que
investigamos. Como veremos, os acréscimos efetuados sao quase sempre marginais.

Definido um digrafo D = (V;A), o 1-PRVV demanda conectividade forte de
i para j, para todo par ¢,j € V, i # j. Entretanto, para alguns dos problemas
adicionais que investigamos, demandas de conectividade sao impostas apenas aos
pares de vértices definidos em um conjunto proprio de V. Por exemplo, conectividade
forte entre todos os pares de vértices distintos de S, onde S C V. Nesse caso,
levando em conta o fato de nossas instancias do 1-PRVV se originarem de instancias
do PSG, para as quais um subconjunto de vértices terminais R C V foi predefinido,
simplesmente tomamos S := R.

Em casos adicionais, em que um vértice s € V' e um subconjunto 7" C V' \ {s}
definem os pares de vértices s-t, t € T, sujeitos a demandas de conectividade,
escolhemos o vértice de menor indice em R para representar s e fixamos 7' := R\ {s}.
Para problemas de adicao de arcos, optamos por definir um conjunto de arcos A?
(candidatos a adi¢ao), onde D? = (V, A?) é o grafo complemento de D.

Finalmente, para as instancias do k-PR e do k-PC, o custo de um arco perten-
cente a A? foi fixado no mesmo valor do custo da aresta do PSG que lhe deu origem.
Para o k-PA, por sua vez, esse custo é escolhido como um nimero inteiro aleatério
definido no intervalo que vai de zero até o custo méaximo de uma aresta de seu grafo
PSG correspondente.

Para cada problema investigado, apresentamos resultados que se dividem em
duas tabelas. Uma, relativa aos algoritmos BC, LC ¢ BC-LC enquanto a outra é

dedicada exclusivamente ao algoritmo BC-LC-RI.
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Tabelas dedicadas aos algoritmos BC, LC e BC-LC sao organizadas em onze
colunas. A primeira identifica as instancias. A segunda indica os valores das solugoes
otimas, v(R,), p € {1,...,7}, para cada problema considerado. A seguir, sao
apresentados trés blocos consecutivos de resultados, um bloco para cada algoritmo.
Cada um desses blocos, por sua vez, é composto por trés colunas. A primeira coluna
indica o namero de nos explorados pela arvore de enumeracao implicita. A segunda,
o valor do limite inferior obtido (pelo algoritmo) para v(R,), p € {1,...,7}, no no6
zero daquela arvore. Finalmente, a terceira indica o tempo de CPU, em segundos,
gasto pelo algoritmo.

Tabelas dedicadas a algoritmos do tipo BC-LC-RI sao organizadas com suas
duas primeiras colunas contendo informagoes analogas as de suas congéneres para
BC, LC e BC-LC. A seguir, aparece um bloco de trés colunas. A primeira delas
indicando os valores dos limites inferiores obtidos para T(R,), p € {1,...,7}, na
primeira etapa de BC-LC-RI. A segunda, mostrando o tempo de CPU, em se-
gundos, requerido para obter a informacao anterior. Finalmente, a terceira coluna
indica o tempo de CPU total despendido pelo algoritmo para obter uma solugao
comprovadamente 6tima para cada instancia de teste.

Por tltimo, sempre que apresentarmos resultados dos experimentos computaci-
onais para os problemas, faremos uso de amostras representativas dos resultados
obtidos. Essa “representatividade” esté ligada as informagoes obtidas num dado ex-
perimento executado sobre uma instancia qualquer de um problema, quais sejam
o nimero de noés explorados na arvore de enumeracao BC, o tempo computacional
despendido para isso e o valor do gap obtido na relaxagao linear inicial. Ao es-
colhermos os casos de teste para participarem das amostras, buscamos manter um
grau consideravel de diversidade entre eles no que se refere aos atributos citados

anteriormente.

4.1 Experimentos computacionais para o 1-PRSS

Uma “amostra representativa’” dos resultados computacionais obtidos para as instan-
cias do 1-PRSS é apresentada a seguir. Note que este problema demanda reversoes
a custo minimo de arcos de D = (V, A), de forma a obter conectividade forte entre
todos os pares orientados de vértices de um conjunto S C V. As tabelas 4.1 e 4.2

apresentam os resultados obtidos.

BC LC BC-LC
Nome v(R1)
#n6s | T(R1) | t(v(R1)) | #n6s | T(R1) | t(w(R1)) | #no6s | ©(R1) | t(v(R1))
b03 67 0 67 0,01 0 67 0,01 0 67 0,01
b15 185 1 185 0,25 1 185 0,03 1 185 0,26
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Norme o(R1) BC LC BC-LC
#n6s | T(R1) | t(v(R1)) | #n6s | T(R1) | t(w(R1)) | #no6s | ©(R1) | t(v(R1))

c04 397 0 397 0,42 0 397 0,44 0 397 0,42

cll 71 487 67,5 6,01 54 59,5 0,12 5 67,5 0,12

c16 38 416 | 315 | 3,82 134 | 315 |o011 149 | 315 | 0,13
bip62p 2161 0 2161 1,5 0 2161 1,48 0 2161 1,48
ccl0-2u | 210 103 208,5 2453,28 19 208,5 1,86 25 208,5 68,64
cc6-3p | 6713 | 0 6713 | 0,57 0 6713 | 0,57 0 6713 | 0,56
cc9-2u 156 1 156 5,69 1 156 0,76 1 156 5,74
hc7p 3125 0 3125 0,04 0 3125 0,04 0 3125 0,04

Tabela 4.1: Resultados computacionais para os algoritmos BC, LC e BC-LC

Tabela 4.2: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI

Instéancia | v(Ry) BC-LC-RI

0(Ry) | t(O(R1)) | t(v(Ry))
b03 67 67 0,005 0,013
b15 185 185 0,048 0,062
c04 397 397 0,526 0,721
11 71 71 0,226 0,252
cl6 38 38 1,398 1,436
bip62p | 2161 | 2161 | 1,63 3,564
ccl0-2u 210 208 1056,382 | 1058,06
cc6-3p 6713 | 6713 | 5,831 6,075
cc9-2u 156 156 19,631 19,754
he7p 3125 | 3125 | 0,024 0,048

Os resultados da Tabela 4.1 indicam claramente que a forma como o Gurobi

implementou o algoritmo BC esta longe de ser satisfatoria.

Ela leva a um nu-

mero excessivamente alto de nos nas arvores de enumeragao (o que poderia ter sido

evitado, caso o software permanecesse por mais tempo separando desigualdades de

cortes violadas num mesmo n6). Da mesma forma, leva também a tempos excessivos

de CPU (justificados em grande parte pelo alto custo de separagao de desigualdades

de corte através de algoritmos de fluxos méaximos). Vale aqui ressaltar que efetuar

mais rodadas de separagao de desigualdades de corte (do que as duas ou, no maximo

trés, implementadas pelo Gurobi, em qualquer n6é de suas arvores de enumeragao

implicita) nos aproximaria de um balanceamento ideal entre “cortar” e “enumerar”,

reduzindo simultaneamente o nimero de nés enumerados e, com alta probabilidade,

também os tempos de CPU.
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Para os algoritmos LC e BC-LC, o numero de nos explorados (em cada arvore
de enumeracao) foi aproximadamente o mesmo. Estes, por sua vez, foram menores
que aqueles correspondentes ao algoritmo BC (o que nao ocorreria se mais iteragoes
do algoritmo de planos de corte fossem permitidas, em cada n6 das arvores de enu-
meragao de BC). Tal afirmagao ¢ validada pelos resultados obtidos pelo algoritmo
BC-LC-RI, em que permitimos ao algoritmo de planos de corte trabalhar por mais
tempo (pelo menos na primeira fase de BC-LC-RI).

De qualquer maneira, o fato de nossa formulacao do 1-PRSS ter se mostrado
forte (pelo menos para as instancias de teste que utilizamos), permitiu que todos
os nossos algoritmos alcangassem sempre pequenos gaps de dualidade. Isso, por sua
vez, tende a favorecer algoritmos do tipo de LC. Essa vantagem torna-se ainda
maior quando as alternativas disponiveis, BC e BC-LC (este ultimo, em seu n6 0
de enumeracgao) tém custos de separagao elevados. Ou seja, se o ponto de partida é
proximo ao 6timo (como invariavelmente ocorre para nossas instancias do 1-PRSS),
enumerar mais em detrimento de separar mais torna-se computacionalmente mais
atraente. Isso, em esséncia, explica o desempenho superior apresentado por LC,
para nossas instancias de teste.

Deve-se ressaltar que, como esperado, insistir numa separacao exaustiva de nos
claramente levaria a limites inferiores mais fortes para 7(R,), p € {1,...,7} (o
que é confirmado pelos resultados obtidos na primeira etapa do algoritmo BC-
LC-RI). Note que, para as instancias selecionadas, BC-LC-RI deixa de resolver
a otimalidade, no n6 0 de suas arvores de enumeracao, apenas a instancia cc-10-
2u (ainda assim, para um gap de dualidade de apenas 0,001%). Em contraponto
a isso, os algoritmos BC e BC-LC (que tém operagdes andlogas no no raiz de
suas respectivas arvores de enumeragao) apresentam os seguintes gaps de dualidade:
4,92% para c11, 17,1% para c16 e 0,71% para cc-10-2u. Concentrando-se agora
nos resultados obtidos pelo algoritmo LC, note que este apresenta, como seria de se
esperar, os piores gaps de dualidade alcangados (empates com BC e BC-LC, para
cl6 e cc-10-2u, e o pior resultado obtido para c11, com um gap de dualidade de
16,19%).

E possivel concluir que o algoritmo BC-LC-RI nos aponta na direcdo de se
tentar separar mais intensamente as desigualdades de corte. Quao mais eficiente for
efetuada essa separacao, maior sera o seu impacto. Nesse sentido, além da separacao
especializada para pontos quase inteiros (que introduzimos nesta dissertagao), seria
importante dispor tanto de heuristicas rapidas e efetivas quanto de algoritmos exatos
de mais baixa complexidade computacional, voltados para a separacao de pontos
nao inteiros. Essas duas alternativas, entretanto, sao atualmente inexistentes e se
constituem num importante tépico de investigacao futura.

Numa nota final sobre o desempenho de BC-LC-RI, vamos nos focar no nu-
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mero de nos de enumeracao explorados em sua segunda etapa. Partindo-se de uma
relaxagao linear inicial mais forte, o que ocorre para BC-LC-RI (em sua segunda
etapa), seria se esperar um impacto positivo no nimero total de nés explorados pelo
algoritmo. Isso, deve-se observar, de fato ocorreu (quando comparado aos demais
algoritmos) em nossos experimentos para o 1-PRSS.

Finalmente, para as instancias em que g(R) resultou diferente de 0 (vide resul-
tados detalhados para todos os algoritmos e instancias, em https://github.com/
pl225/instancias-dissertacao), o algoritmo BC-LC-RI obteve limitantes duais
mais fortes que BC, LC e BC-LC (nas raizes de suas respectivas arvores de enume-
ragao implicita). De qualquer forma, como ressaltado anteriormente, mesmo quando
diferentes de 0, os gaps de dualidade encontrados para nossas instancias do 1-PRSS

foram, via de regra, extremamente baixos, o que tende a favorecer algoritmos do
tipo LC.

4.2 Experimentos computacionais para o 1-PRsT

Uma “amostra representativa” dos resultados computacionais obtidos para o 1-PRsT
é oferecida pelas tabelas 4.3 e 4.4. O problema, deve-se lembrar, permite a rever-
sao (ao menor custo total possivel) dos arcos de D = (V, A), de forma a oferecer
conectividade entre s € V etodot € T, T C V \ {s}.

BC LC BC-LC
Nome v(R2)
#n6s | 9(Rz2) | t(w(R2)) | #no6s | 9(R2) | t(v(R2)) | #nos | 5(R2) | t(v(R2))

b03 44 0 44 0 0 44 0,01 0 44 0
b15 111 0 111 0,01 0 111 0,01 0 111 0,01
04 199 1 198,25 | 0,37 1 198,25 | 0,38 1 198,25 | 0,37
cll 44 5832 31,25 69,05 157 31,25 0,09 65 31,25 0,07
cl6 27 1 26,5 0,05 5 26,5 0,04 1 26,5 0,04
bip62p | 1641 | 1 1641 | 0,55 1 1641 | 0,28 1 1641 | 0,56
ccl0-2u | 106 1 106 1,16 29 106 1,03 1 106 1,19
cc6-3p 3091 0 3091 0,04 0 3091 0,04 0 3091 0,04
cc9-2u 87 854 85,5 34,51 120 85,5 0,42 167 85,5 0,67
hc7p 1869 0 1869 0,01 0 1869 0,01 0 1869 0,01

Tabela 4.3: Resultados computacionais dos algoritmos BC, LC e BC-LC

Instancia | v(Ry) BC-LC-RI

U(Rs2) | t(W(R2)) | t(v(R2))
b3 44 |44 ]0002 |0,004
b15 111 111 0,013 0,02
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Instancia | v(R2) BCLCRI

U(Rs) | t(U(Ry)) | t(v(R2))
c04 199 199 0,422 0,513
cll 44 44 6,581 6,932
c16 97 27 0,132 | 0,14
bip62p 1641 | 1641 | 70,585 70,97
ccl0-2u | 106 100,5 | 8,99 9,391
cc6-3p 3091 | 3091 | 0,072 0,099
cc9-2u 87 87 12,858 13,008
heTp 1869 | 1869 | 0,013 0,022

Tabela 4.4: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI

De uma maneira geral, as mesmas conclusoes a que chegamos antes, para o
1-PRSS, também se aplicam aqui. Para o 1-PRsT, no entanto, a implementacao
inadequada feita pelo Gurobi para o algoritmo BC se sobressai de forma clara. Em
particular, nos resultados obtidos para a instancia clI1. Nesse caso especifico, o
ntmero de noés explorados por BC foi de 5832, o que se contrapde aos 157 e 65 nos
explorados respectivamente por LC e BC-LC. Se o Gurobi tivesse implementado o
algoritmo na forma como o concebemos, BC teria certamente enumerado um menor
numero de nés que BC-LC.

Observamos, mais uma vez, a ocorréncia quase invariavel de gaps de dualidade
nulos para as instancias testadas. Uma excecao, dentre aquelas que aparecem na
tabela 4.4, é a instancia cc10-2u, com um gap de dualidade de 5,18%. E importante
ressaltar que, embora gaps de dualidade nulos sejam obtidos para essa mesma ins-
tancia pela implementacao do Gurobi para os algoritmos BC, LC e BC-LC, isso
ocorre nao porque g(R4) é de fato nulo para a mesma. Isso resulta das técnicas de
pré-processamento utilizadas pelo software, que conseguem fortalecer nossa formu-
lagao do problema (fixando valores para algumas de suas variaveis e introduzindo
desigualdades validas adicionais) e acabam por reduzir seu gap de dualidade a 0.
Entretanto, mesmo com a utilizacao plena desse modulo de pré-processamento, gaps
de dualidade de valores 0,37%, 28,97%, 1,85% e 1,72% sao identificados para as
instancias c04, c11, c16 e cc9-2u, respectivamente. Isso deve-se, provavelmente, ao
reduzido nimero de iteragoes de separacao de desigualdades de corte que o software
se permite fazer, em qualquer n6 de sua arvore de enumeracao implicita.

A titulo de curiosidade, as demais instancias do 1-PRsT que apresentam gaps
de dualidade nao nulos podem ser consultadas no mesmo material suplementar ja

citado anteriormente.
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4.3 Experimentos computacionais para o 1-PCSS

Apresentamos nas tabelas 4.5 e 4.6 uma “amostra representativa”’ dos resultados
computacionais obtidos para o 1-PCSS. Este, deve-se lembrar, é um problema que
permite (a0 menor custo total possivel) um complemento dos arcos de D = (V, A)
(por arcos pertencentes a um dado conjunto A?) de forma a obter conectividade forte
entre todos os pares de vértices orientados de um conjunto predefinido S, S C V.

Mais uma vez, as mesmas conclusoes das anélises de desempenho de algoritmos
feitas anteriormente (para o 1-PRSS e o 1-PRsT) também se aplicam aqui. No
entanto, os tempos de CPU demandados para a resolver instancias do 1-PCSS se
mostraram um pouco mais elevados que aqueles que se aplicam ao 1-PRSS e ao
1-PRsT. Isto nos leva a sugerir que o 1-PCSS se mostrou experimentalmente mais
dificil de ser resolvido que aqueles.

Dentre as instancias da tabela 4.6, hc10u foi a tnica a apresentar um gap de
dualidade nao nulo, de 1,91%. Da mesma forma, como indicado na Tabela 4.5,
mesmo com a utilizacao dos testes de pre-processamento e outras técnicas utilizadas
pelo Gurobi, os algoritmos BC, LC e BC-LC apresentaram gaps de dualidade nao

nulos para as seguintes instancias: c02, c09 e cc7-3p.

BC LC BC-LC

Nome v(R3)

#n6s | 7(R3) t(v(R3)) | #nods | T(Rs) t(v(R3)) | #nos | T(Rs) t(v(R3))
b02 82 1 82 0,03 1 82 0,02 1 82 0,03
b18 86 0 86 0,05 0 86 0,05 0 86 0,05
c02 106 3675 83,5 222,94 332 83,5 0,4 310 83,5 0,45
c09 574 6 573 74,13 14 569,5 1,07 6 573 28,59
cld 550 0 550 0,93 0 550 0,93 0 550 0,9
bip42p 421 0 421 2,38 0 421 2,32 0 421 2,33
ccl0-2p | 21125 1 21125 20,99 1 21125 1,45 1 21125 20,91
ce3-11p | 2250 | 0 2250 0,8 0 2250 0,84 0 2250 0,83
cc7-3p 27799 | 417 27634,5 | 53829,13 | 7 27634,5 | 5,8 7 27634,5 | 409,84
hclOu 262 1 262 305,3 1 262 4,82 1 262 307,6

Tabela 4.5: Resultados computacionais dos algoritmos BC, LC ¢ BC-LC

Instancia | v(R3) BC-LCRI

U(R3) | t((R3)) | t(v(R3))
b02 82 82 0,022 0,028
b18 86 86 0,031 0,071
02 106 | 106 | 14,624 | 14,804
c09 574 074 838,115 | 838,478
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Instancia | v(R3) BCLCRI

v(R3) | t(V(Rs)) | L(v(R3))
cld 550 550 0,707 1,368
bipd2p | 421 | 421 | 1,049 | 2,145
ccl0-2p 21125 | 21125 | 6204,104 | 6210,127
ccd-11p 2250 | 2250 | 0,37 0,827
cc7-3p 27799 | 27799 | 196,289 | 199,78
hc10u 262 257 1983,155 | 1987,88

Tabela 4.6: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI

4.4 Experimentos computacionais para o 1-PCsT

Apresentamos nas tabelas 4.7 e 4.8 uma “amostra representativa” dos resultados
computacionais obtidos para o 1-PCsT. Este, deve-se lembrar, é um problema que
permite (a0 menor custo total possivel) um complemento dos arcos de D = (V, A)
(por meio de arcos pertencentes a um conjunto predefinido, A?) de forma a obter
conectividade entre um dado s € Vetodot € T', T C V \ {s}.

Em linhas gerais, pode-se perceber (pelos resultados apresentados nas tabelas 4.7
e 4.8) que o desempenho de nossos algoritmos para o 1-PCsT (o segundo problema
de complemento de arcos que aqui consideramos) ¢ similar aqueles observados para
os problemas anteriores. Dito isso, devemos ressaltar que o 1-PCsT se mostrou,
empiricamente, consideravelmente mais facil de resolver que o 1-PCSS.

Na tabela 4.8, destinada ao algoritmo BC-LC-RI, a instancia hc10u é a tnica a
apresentar um gap de dualidade nao nulo, de 7,5%, o que é relativamente alto. Por
sua vez, mesmo com o modulo de pré-processamento do Gurobi ativado, os algorit-
mos BC, LC e BC-LC obtiveram gaps de dualidade nao nulos para as instancias
c02 e c09 (embora, para a instancia hcl0u, tenham todos chegado a um gap de

dualidade nulo, pelas facilidades oferecidas pelo solver).

BC LC BC-LC
Nome v(R4)
#n6s | 9(Ra) | t(v(R4)) | #n6s | 9(R4) | t(v(Ra)) | #n6s | 5(R4) | t(v(Ra))

b02 46 1 46 0,01 1 46 0,01 1 46 0,01
b18 38 0 38 0,01 0 38 0,01 0 38 0,01
c02 90 3828 63 31,89 1190 63 0,32 2277 63 0,64
c09 372 1749 362,5 108,11 [§ 362,5 0,36 20 362,5 0,53
cld 373 0 373 0,34 0 373 0,33 0 373 0,33
bipd2p | 210 0 210 0,04 0 210 0,03 0 210 0,03
ccl0-2p | 11007 1 11007 | 0,77 1 11007 | 0,58 1 11007 | 0,74
cc3-11p | 313 0 313 0,05 0 313 0,04 0 313 0,05
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BC LC BC-LC
#n6s | 5(Ra) | t(v(Ra)) | #nds | 5(Ra) | t(v(Ra)) | #no6s | T(Ra) | t(v(R4))
cc7-3p 15178 1 15178 1,43 1 15178 | 0,89 1 15178 1,43

Nome v(Ra)

hcl0u 166 1 166 2,69 5 166 1,95 1 166 2,66

Tabela 4.7: Resultados computacionais dos algoritmos BC, LC e BC-LC

Instancia | v(Ry) BC-LC-RI

U(R4) | t(O(R4)) | t(v(R4))
b02 46 46 0,009 0,012
b18 38 38 0,003 0,004
c02 90 90 6,03 6,156
c09 372 372 21,675 21,851
cld 373 373 0,128 0,418

bipd2p | 210 | 210 | 0,088 0,116
ccl0-2p | 11007 | 11007 | 24,854 | 25,19
cc3-11p | 313|313 | 0,111 0,119
cc7-3p | 15178 | 15178 | 30,313 | 30,569
helOu 166 | 153,5 | 34,614 | 36,782

Tabela 4.8: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI

4.5 Experimentos computacionais para o 1-PASS

Apresentamos nas tabelas 4.9 e 4.10 uma “amostra representativa” dos resultados
computacionais obtidos para o 1-PASS. Este, deve-se lembrar, é um problema que
permite (a0 menor custo total possivel) a adigao de arcos (pertencentes a um con-
junto predefinido, A?) & D = (V, A), de forma a obter conectividade forte entre
todos os pares orientados de vértices de um conjunto predefinido, S C V.

Embora apresente a mesma tendéncia identificada nos resultados anteriores, ob-
servamos aqui uma maior demanda de tempo de CPU para resolver nossas instancias
representativas do 1-PASS. Ou seja, o problema parece ser empiricamente mais di-
ficil de resolver que os anteriores. Mesmo assim, na Tabela 4.10), nenhum gap de
dualidade é identificado para o algoritmo BC-LC-RI. Ao contrario disso, gaps de
dualidade est@o associados & BC, LC ¢ BC-LC (vide Tabela 4.9).

BC LC BC-LC
Nome v(Rs)
#n6s | 9(Rs) | t(v(Rs)) | #n6s | 9(Rs) | t(v(Rs)) | #no6s | 9(Rs) | t(v(Rs))
b08 170 0 170 0,05 0 170 0,05 0 170 0,05
bl4 167 0 167 0,11 0 167 0,1 0 167 0,11
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BC LC BC-LC

Nome v(Rs)

#n6s | 9(Rs) | t(v(Rs)) | #n6s | 9(Rs) | t(v(Rs)) | #n6s | 9(Rs) | t(v(Rs))
c05 257 0 257 23,15 0 257 22,97 0 257 23,37
cl0 410 0 410 23,19 0 410 23,43 0 410 23,15
cl9 247 5 246 246,49 5 246 22,29 5 246 96,4
bip62p | 25 1 25 2362,16 | 1 25 328,18 1 25 2340,68
ccl0-2u | 141 0 141 124,35 0 141 123,3 0 141 123,07
cc3-12u | 12 0 12 113,59 0 12 112,69 0 12 113,83
cc6-3p 75 3 74,5 185,91 3 74,5 57,21 3 74,5 143,03
hc9p 306 0 306 44,67 0 306 45,54 0 306 45,01

Tabela 4.9: Resultados computacionais para os algoritmos BC, LC e BC-LC

Instéancia | v(Rs) BC-LC-RI

0(Rs) | t(0(Rs5)) | t(v(Rs))
b08 170 170 0,035 0,043
bl4 167 167 0,051 0,194
c05 257 257 13,076 42,449
cl0 410 410 10,426 47,689
cl9 247 247 23,057 51,741
bip62p 25 25 1379,005 | 1386,249
ccl0-2u | 141 | 141 | 110,536 | 345,495
cc3-12u 12 12 41,496 43,958
cc6-3p 75 75 2464,044 | 2529,643
hc9p 306 306 23,743 86,824

Tabela 4.10: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI

4.6 Experimentos computacionais para o 1-PAsT

Apresentamos nas tabelas 4.11 e 4.12 uma “amostra representativa” dos resultados
computacionais obtidos para o 1-PAsT. Este, deve-se lembrar, é um problema que
permite (a0 menor custo total possivel) a adi¢ao de arcos (de um conjunto predefi-

nido) a um digrafo D = (V, A), de forma a obter conectividade entre um dado s € V'

etodoteT, T CV\{s}

Novamente, as mesmas consideragoes gerais feitas para os problemas anteriores
também se aplicam aqui. Um detalhe a ressaltar para o 1-PAsT é que, com uma
lnica excegao, gaps de dualidade nulos foram alcancados por todos os nossos al-
goritmos, para todas as nossas instancias representativas do 1-PAsT. A excecao se

aplica & instancia cc6-3p, em que um gap de dualidade de valor 1,28% resultou para
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todos os algoritmos.

BC LC BC-LC

Nome v(Ra)

#no6s | 9(Ra) | t(v(Ra)) | #nods | ©(Ra) | t(v(Ra)) | #mnoés | B(Ra) | t(v(Ra))
b08 67 0 67 0,01 0 67 0,01 0 67 0,01
bl4 65 0 65 0,02 0 65 0,02 0 65 0,02
c05 127 0 127 1,92 0 127 1,79 0 127 1,74
c10 256 0 256 5,78 0 256 5,68 0 256 5,62
cl9 123 0 123 3,08 0 123 3,05 0 123 3,06
bip62p 13 0 13 5,96 0 13 5,89 0 13 5,9
ccl0-2u | 86 0 86 62,62 0 86 62,88 0 86 62,18
cc3-12u | 2 0 2 4,75 0 2 4,88 0 2 4,7
cc6-3p | 39 3 38,5 24,63 3 38,5 | 23,34 3 38,5 | 24,29
hc9p 146 0 146 11,27 0 146 11,34 0 146 11,31

Tabela 4.11: Resultados computacionais para os algoritmos BC, LC ¢ BC-LC

Instancia | v(Re) BC-LCRI

U(Rs) | t(V(Rs)) | t(v(Re))
b08 67 67 0,011 0,016
b1l4 65 65 0,011 0,034
c05 127 127 0,677 0,915
cl0 256 256 4,038 6,189
cl9 123 123 1,149 9,027

bip62p | 13 13 11,596 | 13,433
ccl0-2u | 86 86 47,506 | 72,054

cc3-12u | 2 2 3,233 5,27
cc6-3p | 39 38,5 | 52,035 | 69,051
hc9p 146 | 146 | 4,802 20,319

Tabela 4.12: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI

4.7 Experimentos computacionais para o k-PAVV

Finalmente, concluindo a apresentacao e discussao dos experimentos computacionais
que efetuamos, consideramos agora o k-PAVV.

Uma “amostra representativa” dos resultados obtidos para o problema é apresen-
tada nas tabelas 4.13 e 4.14. Este, vale lembrar, permite (a um custo total minimo)
a adi¢ao de arcos a um digrafo D = (V, A), de forma a obter k-conectividade forte,

k € {1,2,3}, entre todos os seus pares orientados de vértices.
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Mais uma vez, observamos aqui o mesmo padrao dos resultados anteriores. Um
ponto a destacar, no entanto, é que nenhuma das instancias das tabelas 4.13 e 4.14
apresenta gap de dualidade nao nulo. Por outro lado, apesar disso, o tempo de CPU
demandado para resolver as instancias do k-PAVV se mostrou relativamente alto,
aumentando com o aumento do valor de k.

O uso mais intensivo de CPU para a resolugao exata do k-PAVV (através de nossa
formulagdo do problema) nao deve vir como uma surpresa. Observe que, quando
k > 1 ocorre, a separagao de desigualdades de corte para pontos inteiros envolve
duas fases, como indicado na se¢ao 3.4.2. Em particular, esse procedimento exige
(em sua segunda fase) a verificagdo da existéncia (para toda componente fortemente
conexa identificada na fase anterior) de pelo menos k caminhos elementares arco-
disjuntos entre todos os pares orientados de vértices da componente. Isso é feito
através da utilizagao direta de algoritmos de fluxos maximos que, como é notério,
tém uma complexidade computacional relativamente alta para essa funcao. Dessa
forma, no caso especifico das instancias do grupo PUC, essa restri¢cao pratica nos
levou a resolver o k-PAVV apenas para k = 1.

Concluindo esta secao, vale ressaltar que nossos algoritmos conseguiram resolver
todas as instancias de teste do k-PAVV (para todos os valores de k eventualmente

considerados) no no zero de suas respectivas arvores de enumeragao implicita.

BC LC BC-LC
Nome k| v(R7) | #nos — — —
U(Rr) | t(v(Rr)) | D(R7) | t(v(R7)) | 9(R7) | t(v(R7))

1| 318 0 318 0,01 318 0,001 318 0,002
b07 2 | 2637 0 2637 1,91 2637 1,85 2637 1,86

3 | 7219 0 7219 2,95 7219 2,94 7219 2,89

1] 336 0 336 0,02 336 0,02 336 0,02
b14 2 | 2875 0 2875 4,74 2875 4,65 2875 4,76

3 | 7391 0 7391 7,43 7391 7,35 7391 7,5

1| 344 0 344 0,14 344 0,14 344 0,14
c08 2 | 2946 0 2946 999,32 2946 996,56 2946 1010,16

3 | 7586 0 7586 1797,18 7586 1786,32 7586 1803,8

1| 606 0 606 0,15 606 0,15 606 0,14
cl2 2 | 2890 0 2890 952,74 2890 950,4 2890 957,69

3 | 7229 0 7229 1633.,51 7229 1607,28 7229 1607,68

1 | 852 0 852 0,19 852 0,19 852 0,19
cl7 2 | 3847 0 3847 872,5 3847 867,18 3847 867,56

3 | 9013 0 9013 1684,06 9013 1709,43 9013 1716,5
bips2p | 1 | 590 | 0 500 | 5,64 500 | 5,53 500 | 5,54
ccl0-2u | 1 | 599 0 599 38,74 599 38,95 599 38,45
ced-11p | 1 | 265 0 265 11,75 265 11,77 265 11,74
cc6-3p 1| 377 0 377 6,71 377 6,7 377 6,61
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BC LC BC-LC
Nome v(R7) | #nos — — —
U(Rr7) | H(v(Rr)) | U(Rr) | tH(v(R7)) | U(R7) | t(v(R7))
hellp 604 |0 604 | 12,32 604 | 12,46 604 | 12,21

Tabela 4.13: Resultados computacionais para os algoritmos BC, LC e BC-LC

Instancia | k | v(R7) BC-LC-RI
v(R7) | t(V(R7)) | t(v(Rr))

11318 318 0,004 0,007
b07 212637 | 2637 | 0,894 2,75

317219 | 7219 1,286 4,218

1] 336 336 0,011 0,028
b14 2| 2875 | 2875 | 2,202 6,883

3| 7391 7391 3,065 10,515

1| 344 344 0,162 0,292
c08 212946 | 2946 | 382,996 | 1402,995

3| 7586 | 7586 | 490,713 | 2314,311

1| 606 606 0,176 0,31
cl2 212890 | 2890 | 416,377 | 1379,595

317229 | 7229 | 510,852 | 2167,575

1| 852 852 0,235 0,385
17 9 | 3847 | 3847 | 380,301 | 1242321

319013 | 9013 | 491,465 | 2221,831
biph2p 11590 590 6,631 11,947
ccl10-2u 11599 599 1,808 2918
cc3-11p 1265 265 3,065 4,873
cc6-3p | 1377 |377 |0906 | 7,687
hellp 1 ]604 604 8,467 13,5

Tabela 4.14: Resultados computacionais para o algoritmo BC-LC-RI
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Capitulo 5
Conclusao e Trabalhos Futuros

Investigamos nesta dissertagao sete problemas N P-Dificeis de Otimizagao Combi-
natoria. Cada um deles se caracteriza por permitir um tnico tipo de operacao sobre
digrafos (reversao, adigdo ou complemento de arcos) de forma a atender (a0 menor
custo total possivel) a uma dada demanda de conectividade. Os problemas foram
em grande parte introduzidos por ARKIN et al. [1]. Para cada um deles sugerimos
(aparentemente pela primeira vez na literatura) formulagoes matematicas, algorit-
mos de solugao exata e conjuntos de instancias de teste. Vistas sob esses angulos,
muitas das contribui¢oes aqui propostas podem ser entao consideradas originais.

Como parte de nossa investigacao, introduzimos uma nova formulacao de Pro-
gramagao Linear Inteira para o 1-PRVV. Ao contrario dos sete problemas aludidos
acima, esse é um problema com complexidade de solugao polinomial e formulagoes
para o mesmo podem ser encontradas na literatura. No entanto, a exemplo de nossa
propria formulagao, nenhuma delas oferece garantias teéricas de levarem sempre
a relaxagoes lineares naturalmente inteiras (e consequentemente 6timas) para o 1-
PRVV. Em tese, obter uma tal formulacao é possivel (dado que o 1-PRVV pode
ser resolvido em tempo polinomial). No entanto, até o momento, ainda nao foi
encontrada.

Apesar da existéncia de outras formulacoes para o 1-PRVV, nossa formulagao se
justifica por razoes associadas & investigacao mais ampla que aqui conduzimos. A
mais importante delas é o fato de ser facilmente estendida aos problemas NP-Dificeis
aqui investigados. Além disso, nos experimentos computacionais que efetuamos para
o 1-PRVV, obteve sempre relaxagoes lineares naturalmente inteiras (e consequente-
mente 6timas) para o problema. Ou seja, apesar de nao oferecer garantias teoricas de
obter sempre relaxagoes lineares com esta caracteristica, se mostrou empiricamente
capaz de obté-las (pelo menos para as instancias de teste que utilizamos).

Em funcao do exposto acima, nossa formulagao para o 1-PRVV se mostrou um
ponto de partida muito adequado para formular todos os problemas NP-Dificeis

estudados nesta dissertagao. Para resolver (de forma exata) essas formulagoes, im-
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plementamos algoritmos do tipo Branch-and-Cut (utilizando para tanto a estrutura
disponibilizada pelo solver Gurobi de Programagdo Linear Inteira). Para testar os
algoritmos, fomos obrigados a gerar conjuntos especificos de instancias, diante da
inexisténcia de alternativas 6bvias na literatura.

E dificil atestar se as instancias de teste aqui utilizadas sdo dificeis ou fdceis
de resolver. Da mesma forma, diante da inexisténcia de outros conjuntos de teste
e de formulagoes alternativas propostas para nossos problemas, é dificil atestar se
nossas formulagoes sao fortes ou fracas. No entanto, para as instancias de teste que
utilizamos, o desempenho de nossos algoritmos se mostrou extremamente positivo.
Na maioria das vezes, obtiveram certificados de otimalidade logo nos nés zero de
suas arvores de enumeragao Branch-and-Cut. Além disso, os tempos de CPU gastos
nesse processo foram, na maioria das vezes, bastante aceitdveis (para instancias de
problemas NP-Dificeis com as dimensoes consideradas).

Dentre as diferentes variantes de algoritmos do tipo Branch-and-Cut que imple-
mentamos, o algoritmo LC, que se utiliza do conceito de Lazy Constraints (vide
Capitulo 3), foi o que obteve melhor desempenho. Por outro lado, o algoritmo BC,
que em tese deveria efetuar uma separacao exaustiva de desigualdades de corte,
colocou-se na outra extremidade. Motivos para justificar o fraco desempenho de
BC (nao necessariamente em ordem de importancia) sao: (a) o fato do Gurobi nao
implementar BC e o BC-LC exatamente como os especificamos e (b) a invariavel
ocorréncia de gaps de dualidade muito pequenos, para todas as nossas instancias de
teste.

Em uma tentativa de remediar a dificuldade identificada no item (a) acima,
implementamos o algoritmo BC-LC-RI. Ele envolve duas fases, a primeira delas
consistindo num algoritmo de planos de corte que conduz (sob certas condigoes de
parada) uma separacao exaustiva de desigualdades de corte (para pontos inteiros
ou nao). Na segunda fase, as desigualdades de corte identificadas na fase anterior
sao utilizadas para inicializar um algoritmo de Lazy Constraints para resolver o
problema. Especulamos que, para instancias que envolvam gaps de dualidade signi-
ficativos, a diferenca de desempenho entre LC e os demais algoritmos deve encurtar
significativamente.

Como parte do longo processo de refinamento e ajuste que conduzimos para
nossos algoritmos, observamos que a componente capaz de, individualmente, leva-
los aos maiores ganhos de desempenho, é a separagao de desigualdades de corte.
Como ressaltado na literatura, essa separagao demanda um uso bastante intensivo de
CPU, principalmente se os pontos do espaco Euclidiano a separar sao nao inteiros e o
numero de pares de vértices para os quais as desigualdades estao definidas é elevado.
Por outro lado, como também indicado na literatura, constatamos, empiricamente,

as vantagens algoritmicas associadas & separagao de pontos inteiros (o que requer
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um esfor¢o computacional muito mais baixo do que no caso geral).

Diante das vantagens computacionais oferecidas pela separacao de pontos intei-
ros, tentamos estendé-las a separacao de pontos nao inteiros. Mais especificamente,
introduzimos o conceito de pontos quase inteiros. Definido um parametro e sufi-
cientemente pequeno, um ponto é chamado de quase inteiro quando todas as suas
coordenadas assumem valores menores ou iguais a € ou maiores ou iguais a (1 — €).
Identificado tal ponto, suas coordenadas sao arredondadas para 0, no primeiro caso,
e para 1, no segundo. Separamos entao o ponto inteiro que dai resulta e, caso este
viole alguma desigualdade de corte, testamos se a mesma é também violada pelo
ponto original. Confirmada a violacao, a desigualdade é entao utilizada para reforcar
nossa formulacao do problema. Em nosso trabalho, fixamos € como 107

Ainda com o objetivo de reduzir o esfor¢o computacional despendido na separa-
¢ao de desigualdades de corte (particularmente para pontos nao inteiros), testamos
diferentes estratégias para a conducao desse procedimento. A ideia bésica envolvida
sendo a de evitar efetuar separagoes exaustivas (ou seja, entre todos os pares de vér-
tices para os quais as desigualdades de corte estao definidas) em todas as iteragoes
de nossos algoritmos de planos de corte. Para tanto, restringimos (em qualquer uma
dessas iteragoes) o numero de pares de vértices para os quais a separacao seria efe-
tuada. Se a proposta fosse bem sucedida e encontrassemos desigualdades violadas,
a iteracao seria entao interrompida e tais desigualdades adicionadas & formulagao
do problema (passando-se, a seguir, para a proxima iteragao do algoritmo de planos
de corte). Caso contrario, nosso procedimento de separagao restrito seria estendido
a pares de vértices candidatos adicionais até que, eventualmente, encontrassemos
desigualdades de corte violadas ou todos os pares de vértices aplicaveis tivessem
sido testados sem, no entanto, encontra-las (concluindo a execugao do algoritmo
de planos de corte e efetuando-se entao um procedimento de ramificacao na érvore
Branch-and-Cut). Infelizmente, nos experimentos computacionais que efetuamos, o
efeito pratico desse procedimento de separagao nao foi o esperado e ele acabou sendo
descartado.

Testamos também estratégias para identificar a ocorréncia de tailing off e mitigar
seus efeitos. Tailing off ocorre quando, ao longo da execucao de uma algoritmo de
planos de corte, um nimero elevado de iteragoes sucessivas de separacao de planos
de cortes é efetuada sem uma contrapartida aceitdvel em termos da melhora obtida
no valor dos limitantes duais. No nosso caso, utilizamos como parametro de corte 20
iteracoes sucessivas sem uma melhora superior a 10~* no valor dos limitantes duais.
Identificada a ocorréncia de tailing off, a execucao do algoritmo de planos de corte
era entao interrompido e procedia-se a uma ramificagdo no né (da arvore Branch-
and-Cut) em questao. Nos experimentos computacionais que efetuamos, observamos

ganhos de desempenho modestos diante da aplicacao isolada desse procedimento.
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Finalmente, concluindo esta dissertacao, indicamos como metas para as nossas
investigagoes futuras a obtencao de heuristicas de separacao de desigualdades de
corte de baixa complexidade computacional e alto desempenho. Em complemento
a isso, vamos investigar também procedimentos que nos levem a geracao aleatoria

de instancias com gaps de dualidade mais expressivos para nossas formulagoes.
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