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“Life is not easy for any of us. But what of that?
We must have perseverance and above all confidence in ourselves.
We must believe that we are gifted for something, and that this thing,

at whatever cost, must be attained”. (Marie Curie)
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Resumo

Neste trabalho foi proposto um modelo denominado Modelo Fatorial Espago-Temporal
para Dados de Contagem Multivariados, com o objetivo de lidar com dados que possuem
estruturas multivariada, espacial e temporal. Em particular, foram considerados dados
de contagens agregados por area que seguem distribuicao Poisson. Nesta abordagem, sao
considerados diversos tipos criminais pelas Areas Integradas de Seguranca Piiblica (AISP)
do estado do Rio de Janeiro no periodo de 2012 a 2020. O procedimento de inferéncia foi
realizado sob enfoque bayesiano utilizando o método Monte Carlo Hamiltoniano para ob-
tencao das amostras das distribuigcoes a posteriori do modelo. Na modelagem proposta,
assume-se que os fatores comuns incorporam a variacao espacial e temporal existente
entre as observagoes. Estudos com dados simulados e dados reais sao discutidos a fim de
avaliar a qualidade de ajuste do modelo, a suposi¢ao do niimero de fatores e compreender

o fendmeno da criminalidade no estado.

Palavras-Chaves: modelos fatoriais, modelos espago-temporais; dados de contagem;

inferéncia bayesiana; CAR Intrinseco; Monte Carlo Hamiltoniano.
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Abstract

In this work, a model called Space-Temporal Factorial Model for Multivariate Coun-
ting Data was proposed to deal with data that have multivariate, spatial, and temporal
structures. In particular, area-aggregated counts data that follow the Poisson distribution
were considered. In this approach, several criminal types are considered by the Integrated
Areas of Public Security (AISP) of the state of Rio de Janeiro in the period from 2012
to 2020. The inference procedure was carried out under a Bayesian approach using the
Monte Carlo Hamiltonian method to obtain samples from the posterior distributions of
the model. For the proposed model, it is assumed that the common factors incorporate
the spatial and temporal variation between observations. Studies with simulated data
and real data are discussed to evaluate the model’s goodness of fit, the assumption of the

number of factors, and to understand the crime phenomenon in the state.

Keywords: factor models; spatio-temporal models; count data; Bayesian inference;

Intrinsic CAR; Hamiltonian Monte Carlo.
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Capitulo 1

Introducao

A obtencao de dados complexos e de alta dimensao tem se tornado cada vez mais
frequente e exige o uso de técnicas avancadas que permitam capturar e analisar a sua in-
formacao. Os modelos fatoriais vem sendo explorados devido sua capacidade de modelar
a estrutura de dependéncia entre as varidveis. Estes modelos visam reduzir a dimensio-
nalidade de um grande conjunto de variaveis observaveis em um nimero menor de fatores
nao observaveis, que sao utilizados para identificar as associacoes entre as variaveis.

Os modelos fatoriais sob enfoque bayesiano ganharam destaque por causa da facili-
dade das ferramentas computacionais atuais, como o método Monte Carlo via cadeias
de Markov (MCMC) a partir dos anos 2000. Aguilar e West (2000) utilizaram o mo-
delo fatorial dinamico na aplicacao de séries temporais financeiras multivariadas. Lopes
e West (2004) consideraram a incerteza do nimero de fatores na estimagao através do
algoritmo MCMC com saltos reversiveis, RIMCMC, que trata o nimero de fatores como
parametro. Safadi e Pena (2008) ajustaram um modelo fatorial dinamico na aplicagao
de multiplas séries temporais, cujos fatores seguem um modelo autorregressivo e os erros
sao independentes com distribuicao normal.

Em muitos casos, os conjuntos de dados podem ser multivariados com estrutura tem-
poral, espacial ou espago-temporal, sendo necessario modelos que incorporem estas dife-
rentes fontes de variagao. Lopes et al. (2008) propuseram uma nova classe de modelos
espagos-temporais, derivados de modelos fatoriais dinamicos, para dados gaussianos sob

enfoque bayesiano em que a matriz de cargas dos fatores é estatica, ou seja, invariante no



tempo e o numero de fatores é tratado como um parametro desconhecido. A inferéncia
do nimero de fatores é realizada via o algoritmo RJMCMC. Nesta nova classe de mode-
los, a dependéncia temporal é modelada pelos fatores comuns, enquanto a dependéncia
espacial é modelada pelas cargas fatoriais.

Os estudos dos modelos fatoriais podem ser aplicados em diversas areas das ciéncias,
como, por exemplo, na drea de seguranca publica que engloba diferentes tipos de crimes
cometidos em um determinado periodo e local. No caso, para os agentes publicos é de
interesse identificar e entender algum padrao espacial relacionado a analise quantitativa
dos crimes, assim como a dinamica temporal deste fenomeno.

A violéncia urbana atinge diversas cidades brasileiras, em especial as grandes regioes
metropolitanas que possuem areas com muita variabilidade demografica em seu espago
geografico. O estado do Rio de Janeiro se destaca por seu cenério critico em relagao
a criminalidade, no qual questoes sociais e economicas podem estar associadas a alta
incidéncia da violéncia no estado (Clemente et al., 2022). Com a disponibilidade de
dados criminais é possivel realizar estudos quantitativos que possam identificar padroes
e regularidades das ocorréncias criminais registradas, ja que podem variar bastante de
acordo com o seu tipo, periodo e localidade. Conforme Miranda et al. (2006), reconhecer
os determinantes que influenciam os crimes em certas areas e horarios é crucial para o
planejamento de acoes e estratégias de controle da violéncia.

O Instituto de Seguranga Ptblica (ISP, 2022) é o 6rgao responsavel por centralizar,
consolidar e disponibilizar as estatisticas oficiais de seguranca ptblica do estado do Rio
de Janeiro. O ISP divulga estes dados mensalmente, sendo um total de 52 titulos de
ocorréncias criminais e nao criminais, abrangendo todo o territério do estado. Por exem-
plo, a Figura 1.1 apresenta a distribuicao espacial dos quintis do nimero de vitimas de
Lesao Corporal Dolosa em janeiro de 2021 pelas Areas Integradas de Seguranca Ptblica
(AISP), pode-se observar que as AISP referente a regiao metropolitana e a baixada flu-
minense do Rio de Janeiro possuem uma maior concentracao de vitimas deste tipo de

crime.



Figura 1.1: Mapa das Areas Integradas de Seguranca Publica (AISP) do estado do Rio de
Janeiro com os quintis da distribuicao do ntimero de vitimas de Lesdo Corporal Dolosa em

janeiro de 2021.
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Além do estudo espacial que descreve e visualiza distribuigbes espaciais a fim de
identificar associacao espacial, os dados de criminalidade variam no tempo. A analise
temporal tem por objetivo verificar a existéncia de tendéncias e ciclos do fenomeno no
tempo. Como exemplo, a Figura 1.2 apresenta a série temporal mensal do nimero de
vitimas de Lesao Corporal Dolosa das 122, 272 e 36* AISP entre 2012 e 2020. Observa-
se que a 122 AISP possui os maiores valores no perfodo analisado, essa regiao engloba
principalmente o municipio de Niteréi. J& a 27* AISP compreende bairros da zona
oste do municipio do Rio de Janeiro, e a 36* AISP que apresenta os menores valores
abarca principalmente municipios do Noroeste Fluminense do estado. Assim, é notoria

a diferenca na evolucao temporal do mesmo tipo de crime para diferentes regioes.



Figura 1.2: Série mensal do nimero de vitimas de Lesao Corporal Dolosa por algumas AISP.
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Portanto, este trabalho propoe um modelo fatorial espago-temporal que considera a
a estrutura multivariada, espacial e temporal do conjunto de dados. Neste modelo, sao
utilizados dados de contagens que seguem distribuicao Poisson sob abordagem comple-
tamente bayesiana, no qual a variagao espacial e temporal existente entre as observagoes
¢é incorporada através dos fatores comuns. O método Monte Carlo Hamiltoniano é utili-
zado para obter amostras das distribuigoes a posteriori. Um estudo com dados simulados
¢é feito com a finalidade de avaliar o ajuste do modelo proposto. Também é realizada
uma aplicacao do modelo em dados reais de criminalidade, cujo o objetivo é reconhe-
cer padroes dos crimes nas divisoes territoriais de seguranca publica do estado do Rio
de Janeiro, e utilizar os fatores comuns como indicadores de criminalidade de multiplos

crimes.

1.1 Organizacao da Dissertacao

Esta dissertacao de Mestrado esta organizado da seguinte forma:

No capitulo 2 é feita uma breve revisao da literatura acerca dos modelos fatorias
dinamicos espaciais sob enfoque bayesiano. O objetivo é ressaltar as diferentes especi-
ficacoes das estruturas temporal e espacial adotadas no modelo fatorial e a discussao dos
problemas de identificabilidade desta classe de modelos.

O capitulo 3 introduz brevemente o conceito de Inferéncia Bayesiana. Em seguida,

4



é realizado um resumo sobre o procedimento de inferéncia Monte Carlo Hamiltoniano
(HMC) na sua variante Not U Turn (NUTS), que ¢é utilizado no software Stan. E ¢é reali-
zada uma revisao sobre Modelo Fatorial sob abordagem bayesiana, Modelos Dinamicos e
Modelos para dados de Area. Também ¢ descrito os critérios DIC e WAIC de comparagcao
de modelos utilizados neste trabalho.

O capitulo 4 apresenta o modelo proposto neste trabalho, denominado de Modelo
Fatorial Espago-Temporal para Dados de Contagem Multivariados. Além disso, apresenta
o estudo simulado e os principais resultados obtidos em que vérios cenarios sao avaliados
e comparados.

No capitulo 5, é apresentado a aplicacao do modelo proposto em um conjunto de
dados reais para verificar o ajuste e avaliar o seu desempenho. O conjunto de dados
utilizado se refere a diferentes titulos criminais do estado do Rio de Janeiro.

No capitulo 6 sao apresentadas as principais conclusoes e possiveis propostas de tra-

balhos futuros.



Capitulo 2
Revisao Bibliografica

Nesta secao, apresentaremos alguns trabalhos acerca dos modelos fatorias sob abor-
dagem bayesiana ressaltando sua estrutura e as restrigoes utilizadas pelos autores a fim
de evitar problemas de identificabilidade. De acordo com a literatura, muitos autores
impoem aos modelos fatoriais bayesianos restricoes para que seja definido um modelo
unico, sem problemas de identificacdo. A restricao mais geral é limitar os elementos da
diagonal principal da matriz de cargas a assumirem somente valores positivos conforme
Geweke e Zhou (1996)*.

Aguilar e West (2000) apresentam o modelo fatorial dinamico para séries temporais
financeiras em que a parte dinamica é inserida na variancia dos fatores. Para evitar
problemas de identificabilidade, a matriz de cargas fatoriais possui a restricao de ser
triangular inferior de posto completo, que consiste em limitar os elementos da diagonal
principal a assumirem valores iguais a 1 e em fixar em zero os elementos do triangulo
superior. Os autores também utilizam a restricao para que o nimero de parametros
livres nao exceda p(p + 1)/2 parametros para evitar sobreparametrizagao. E por tltimo,
asseguram a invariancia do modelo sob transformacoes lineares inversiveis dos fatores
comuns.

Em Wang e Wall (2003) é proposto um modelo fatorial espacial generalizado com

um unico fator comum. Ao contrario do modelo fatorial usual no qual os dados sao

! Tal restricio advém de um teorema da teoria de matrizes que pode ser encontrado em Muirhead

(1982), p. 592, Teorema A9.8.



normalmente distribuidos e os fatores sao independentes entre as observacgoes, os au-
tores estendem o modelo para dados da familia exponencial, particularmente para as
distribuicoes Poisson e Binomial, além de assumirem que os fatores sao espacialmente
correlacionados para explicar as duas correlacoes: intra e inter localizagoes. A estrutura
espacial é incorporada na matriz de covariancia do fator comum, que possui distribuigao
normal multivariada. Além disso, para contornar os problemas de identificabilidade do
modelo, os autores adotam que o fator comum espacial segue distribuicao normal multi-
variada com média zero e uma estrutura de covariancia espacial com um parametro de
variancia unitaria, e adicionam a restricao de soma zero dos elementos do vetor do fator
comum. De forma geral, o objetivo é encontrar um tnico fator comum espacial que as
variaveis observadas compartilham. O estudo do modelo com mais de um fator contém
problemas de identificabilidade que nao foram trabalhados no artigo.

Ja Safadi e Pena (2008) ajustaram um modelo fatorial dinamico sob enfoque bayesi-
ano na aplicagao de multiplas séries temporais, cujos fatores seguem um modelo autor-
regressivo e os erros sao independentes com distribuicao normal. O objetivo dos autores
foi verificar a associagao entre poluicao do ar e mortalidade de doencas respiratérias
e cardiacas na cidade de Sao Paulo. Além disso, para realizar a inferéncia acerca dos
parametros foi utilizado o algoritmo amostrador de Gibbs. Neste trabalho, os autores
também adotaram a restricao da matriz de cargas fatoriais possuir a restricao triangular
inferior de posto completo com elementos da diagonal principal iguais a 1 para evitar
problemas de identificacao.

Lopes et al. (2008) propoem uma nova classe de modelos espago-temporais a partir
dos modelos fatoriais dinamicos para dados gaussianos, onde a dependéncia temporal é
modelada pelos fatores comuns através de um processo autorregressivo de ordem 1. A
dependéncia espacial, por sua vez, é considerada ao permitir-se que as cargas fatoriais
sigam um processo gaussiano. O objetivo deste modelo ¢é identificar grupos de localizagoes
no espaco considerando a estrutura temporal das observacoes. Além disso, os autores
utilizam o algoritmo MCMC com saltos reversiveis (do inglés, Reversible Jump Markov
Chain Monte Carlo, RJIMCMC), que trata o nimero de fatores como parametro.

Em Tzala e Best (2008) é proposto trés tipos de modelos fatoriais para dados de



contagens multivariados espaco-temporais sob abordagem bayesiana. O primeiro modelo
é o mais simples e apresenta apenas um fator comum no preditor linear para diferentes
tempos e locais, além disso nesse modelo nao ha um erro aleatério especifico das variaveis
aleatorias. O segundo modelo é uma extensao do primeiro onde sao adicionados dois erros
aleatorios, um espacial e outro temporal, para capturar os efeitos que nao sao explicados
pelo fator comum. Nesses modelos, o fator comum segue distribuicao normal padrao.
Ja no 1ltimo modelo, o fator comum é separado em duas componentes independentes,
uma espacial e outra temporal, e a estrutura espaco-temporal é modelada na escala dos
fatores comuns. O objetivo do estudo ¢é encontrar os padroes espaciais através de um
fator comum espago-temporal ou dos fatores espacial e temporal.

Quanto as restricoes de identificabilidade, os autores assumiram que o fator comum
dos dois primeiros modelos seguem a distribuicao normal padrao. No tltimo modelo o
fator espacial e o fator temporal possuem variancias fixas, e assim o problema que poderia
surgir segundo os autores é a inversao do sinal na matriz de cargas. Para evitar tal pro-
blema os autores adotaram que a carga fatorial com maior predominancia é estritamente
positiva. Os autores testaram os dois tltimos modelos com duas prioris diferentes para os
residuos espaciais e temporais. O modelo final escolhido dentre os testados foi o tultimo
modelo com estrutura espacial através do modelo CAR por ser um modelo simples e de
facil interpretacao.

Thorson et al. (2015) apresentam um modelo fatorial espacial aplicado a dados de eco-
logia, em particular a dados de espécies de animais observados em diferentes localizagoes.
Este modelo se difere dos demais discutidos anteriormente pelo fato da variavel resposta
seguir uma distribuicao de Poisson com sobredispercao log-normal e por considerar dados
espaciais de geoestatistica. O vetor de valores log-esperados incorpora a parte fatorial do
modelo, onde os fatores comuns seguem distribui¢ao normal multivariada com média zero
e a matriz de covariancia inclui a estrutura espacial com a funcao de correlagao Matérn.
Os autores definem a matriz de cargas fatoriais como triangular inferior de posto com-
pleto devido aos problemas de identificabilidade dos modelos fatoriais. Além disso, os
autores realizaram a rota¢ao na matriz de cargas e nos fatores pelo método varimax para

ajudar na interpretacao.



A partir da revisao da literatura acerca do tema verificamos diferentes propostas de
utilizar os modelos fatoriais sob abordagem bayesiana utilizando dados multivariados
espaciais e/ou temporais. Desta forma, o principal objetivo deste trabalho é desenvolver
um modelo espaco-temporal em que os fatores comuns incorporem a dependéncia espacial
e temporal. A caracterizacao do modelo proposto acontecerd de forma similar ao modelo
descrito em Wang e Wall (2003), em que os efeitos espaciais existente entre as observagoes
sejam incluidos nos fatores comuns utilizando o modelo condicional autorregressivo -
CAR. Ja a dependéncia temporal sera incorporada ao modelo através de um modelo
dinamico polinomial de primeira ordem. Tal escolha é fundamentada em artigos que
utilizaram modelos fatoriais dinamicos por meio dos fatores comuns que seguem processos

auto-regressivos de ordem 1 descritos anteriormente.



Capitulo 3

Revisao Metodologica

Nesta secao sao apresentados os métodos e modelos estatisticos usados para a mode-

lagem dos dados.

3.1 Inferéncia Bayesiana

Na teoria bayesiana, a incerteza acerca do parametro € é representada por modelos
probabilisticos que traduzem a crenca que se tem sobre ele. Desta forma, a ideia é fazer
inferéncia sobre esta quantidade desconhecida utilizando o Teorema de Bayes que atualiza
o conhecimento apds receber novas informacoes.

Seja H a informacao inicial sobre o parametro de interesse ¢, assuma que a informagcao
inicial pode ser expressa em termos de probabilidade que pode ser resumida por p(6|H).
Se a informacao disponivel em H for suficiente para realizar a inferéncia, entao a descricao
sobre a incerteza de 6 esta completa.

Caso a informacao inicial nao seja suficiente é necessario aumenta-la. Para que isto
ocorra, assuma que um vetor de variaveis aleatorias Y relacionado com 6 seja observado.
Assim, a informagao sobre 0 passard a ser H* = H N {Y = y}.

Portanto, podemos resumir a informagao de 6 por p(f|y, H), e deseja-se encontrar

p(0ly, H) através de p(0|H). O Teorema de Bayes é dado por:

_p(0,ylH) _ p(ylo, H)p(6|H)
p(y|H) p(y|H)
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em que

p(y|H) = / ply, 0| H)do (3.2)

e © é espaco paramétrico de 6. A funcdo do denominador p(y|H), conhecida como
distribuicao preditiva de y, é apenas uma constante, ou seja, nao depende de . Portanto,

pode-se reescrever o Teorema de Bayes da seguinte forma:

p(Oly) o< p(y|0)p(0). (3:3)

Note que, a dependéncia de H, comum a todos os termos, nao é considerada para
simplificar a notacao. A partir do teorema tem-se a regra para atualizacao de probabili-
dades sobre @ iniciando em p(f) e chegando a p(f|y), sendo denotadas, respectivamente,
como distribuigdes a priori e a posteriori. Ja p(y|@) é conhecida como fungao de veros-
similhanca de @, pois determina a funcao do parametro a partir das observacoes.

A distribuicao a priori representa o conhecimento sobre #, quantidade desconhecida,
antes de observar o conjunto de dados. Existem formas alternativas de especificar a
distribuicao a priori, por exemplo, prioris conjugadas, prioris nao informativas ou prioris
hierarquicas. Para mais detalhes veja Migon et al. (2014).

A especificacao de prioris conjugadas é uma forma simples de realizar a analise Baye-
siana, pois as distribuicoes a priori e a posteriori pertencem a mesma classe de distri-
buigoes, e, assim a atualizacao do conhecimento que se tem de 6 envolve apenas uma
mudanca nos hiperparametros.

A distribuicao a priori pode ser considerada nao informativa quando existe pouca
ou nenhuma informagao disponivel a respeito dos parametros do modelo, ou quando se
deseja omitir a opiniao do pesquisador. A ideia é realizar a andlise baseada no minimo
de informacao subjetiva a priori.

O uso de prioris hierarquicas visa facilitar a especificacao de distribuicoes a priori
dividindo-as em estagios ou hierarquias. Com isso, a informagao pode ser feita em duas
etapas: a primeira estrutural, para a divisao dos estagios, e a segunda subjetiva, para a

especificacao de cada estagio.
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Com a distribuicao a posteriori e a distribuicao preditiva é possivel realizar inferéncias
acerca do valor de 6 e y, respectivamente, por meio de estimagoes pontuais ou intervalares.
A estimacao pontual é utilizada quando deseja-se sumarizar toda a informacao presente
através de um unico nimero. Ja a estimacao intervalar é expressa de forma probabilistica.

Na maioria das vezes a distribuicao a posterior: nao é conhecida e por isso é necessario
recorrer a métodos numéricos. O método de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC)
tem sido amplamente utilizado quando estamos interessados em simular amostras de uma
distribuicao a posteriori, sem que se conheca sua funcao de densidade de probabilidade.

Os métodos mais utilizados para a construcao de cadeias de Markov sao: o amostrador
de Gibbs, proposto por Geman e Geman (1984) e popularizado por Gelfand e Smith
(1990) e o método de Metropolis-Hastings, introduzido por Metropolis et al. (1953) e
extendido por Hastings (1970). Estes algoritmos satisfazem as condigoes da cadeia de
Markov ser homogénea, irredutivel e aperiédica. Em suma, o objetivo desses algoritmos
¢é simular um passeio aleatério no espago paramétrico que convirja para uma distribuicao
estacionaria, a distribuicao de interesse. Para maiores detalhes sobre os métodos MCMC

veja Gamerman e Lopes (2006).

3.2 Monte Carlo Hamiltoniano

O algoritmo Monte Carlo Hamiltoniano (HMC) na sua variante Not U Turn (NUTS)
foi utilizado para gerar amostras aleatérias da distribuicao a posteriori através do soft-
ware Stan (Stan Development Team, 2022). O HMC é um método MCMC que uti-
liza dinamica hamiltoniana ao invés de uma distribuicao de probabilidade para propor
transigoes mais eficientes (Neal et al., 2011). Os métodos fundamentados em HMC sao
uma alternativa eficiente aos métodos tradicionais MCMC como o amostrador de Gibbs
e Metropolis-Hastings na estimacao dos parametros, pois conseguem gerar cadeias com
maior velocidade de convergéncia e com baixa autocorrelagao.

A proposta do algoritmo HMC com a variante NUTS foi introduzida por Hoffman
et al. (2014), no qual a principal vantagem é nao precisar definir os parametros do ntiimero

de saltos e o tamanho de cada salto que sao essenciais no funcionamento do HMC por
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meio do algoritmo Leapfrog. Desta maneira, a forma adaptativa do HMC, o algoritmo
NUTS, pode ser implementado sem a necessidade de ajuste manual.

A implementacao de modelos bayesianos com o uso do algoritmo HMC na sua variante
NUTS pode ser feita de forma direta pelo software Stan, que possui interacao com o
software R (R Core Team, 2022) através do pacote RStan (Stan Development Team,
2020). Com o Stan é necessario apenas especificar a fungao de verossimilhanga do modelo,

determinar os parametros e as distribui¢oes a priori (de Almeida Inacio, 2017).

3.3 Modelo Fatorial

A anélise fatorial é um método estatistico cujo o objetivo é reduzir a dimensionalidade
dos dados, ou seja, descrever a estrutura de variabilidade de um conjunto de variaveis
correlacionadas entre si através de um grupo menor de variaveis, denominados fatores
comuns. Os fatores sao ponderados por coeficientes chamados de cargas fatoriais. A parte
da variabilidade que nao é explicada pelos fatores comuns é associada ao erro aleatorio
(Johnson et al., 2002).

Atualmente os estudos sobre andlise fatorial vém sendo ampliado em outras areas
de pesquisa, mas tem ganhado espaco principalmente no contexto Bayesiano a partir
dos anos 2000 devido ao surgimento de técnicas computacionais adequadas e acessiveis
como o Método de Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) (Geweke e Zhou, 1996;
Aguilar e West, 2000; Lopes e West, 2004).

O modelo fatorial Bayesiano bésico seguindo a metodologia apresentada em Lo-
pes ¢ West (2004) é definido a seguir. Considere o vetor yr = (Yik, Y2k, - - -, Yg) 1O
qual para cada observagdo k (k = 1,..., K), haja ¢ varidveis observaveis. Seja fp =
(fiks foks - -+, fmr) um vetor aleatério de comprimento m (m < ¢), em que m é o nimero
de fatores que se relaciona a cada um dos elementos de y;. Portanto, o modelo fatorial

descrito na forma vetorial é dado pela equacao

yi=PB fi + € (3-4)

gx1 gxXm mx1 gx1

em que:
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os fatores fi sdo independentes Vk com fi, ~ N(0, I,,,);

os erros aleatérios € sao independentes Vk com €, ~ N(0,3), onde ¥ = diag(o?,. .., 03);

e ¢, e f, sao independentes para todo ke s, k,s=1,... K ;

B é a matriz de cargas fatoriais.

Considerando a forma vetorial do modelo fatorial, a estrutura de covariancia dos
dados ¢ definida por var(y; | 3,3) = 83’ + 2. E importante ter uma boa aproximagcao
da matriz de covariancias que mantenha ao méximo a estrutura dos dados para reduzir
a dimensao do problema e possibilitar uma boa interpretacao dos fatores.

Cada observacao y;x, @ = 1,. .., ¢, pode ser descrita pela combinagao linear dos fatores
comuns, tal que yir = Bi1 fixk+Biofor+- . .4 Bim fmr +€ix. Os fatores comuns sao capazes de
descrever a estrutura de dependéncia entre as m varidveis, e os coeficientes 3;; definem o
impacto que cada fator fj, causa em y;;,, para j = 1,...,m. O termo ¢;; impacta somente
a variavel y;; e é descrito como a parte de y;, nao explicada pelos fatores comuns.

A estrutura de covariancia dos dados sob o modelo é dada por:

o=
cov(Yik, Yjk | Fr, B, 2) = o,
0, i#]

var(yp | B, %) = S0, B3 +o0F Vi

cov(Yir, Yik | B, %) = Doy BubBu Vi, J, 1 #

Cov(yihfjk)zﬁij izla---7Q> J:Lam

Dessa forma, a variancia de y;;. é dividida em duas partes: a variancia explicada pelos
fatores comuns e a variancia idiossincratica ou especifica.

O modelo (3.4) pode ser reescrito na forma matricial como

y=F 3+ € (3.5)

Kxgq Kxm mxgq Kxq

onde y = (y1,...,yx), F = (f1,..., fx) e € = (€1,...,€x)". As matrizes € e
F' seguem distribuicao normal matriz-variada e sao mutuamente independentes, € ~

N(0,Ik,X). Entao, a funcao de verossimilhanca de (F', 3, %) é dada por
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sy | F.pm) iz Far{-J5 - FOYw-FO)|. GO

onde etr(X) = exp(trago(X)) para alguma matriz X.

Um ponto que merece atencao sao as restrigoes de identificabilidade do modelo. Em
Aguilar e West (2000) a matriz de cargas fatoriais é definida sendo triangular inferior de
posto completo com os elementos da diagonal principal iguais a 1, e em fixar em zero
os elementos do triangulo superior. No entanto, Lopes e West (2004) utilizaram essa
restricao alterando os elementos da diagonal principal de 3 a assumirem somente valores
positivos.

Para a escolha do nimero de fatores analisam-se os dados e utilizam-se critérios
para decidir qual seria o nimero razoavel de fatores capazes de descrever as variaveis de
interesse. Uma sugestao, é utilizar a comparacao de modelos com diferentes niimeros de
fatores e escolher aquele que mais se adéqua as observacoes. Uma outra alternativa para
a incerteza em relacao ao numero de fatores é utilizar o algoritmo MCMC com saltos
reversiveis (RJMCMC) proposto por Lopes e West (2004) para inferir sobre a quantidade
de fatores.

O procedimento de inferéncia utilizado para o modelo fatorial com o niimero de fatores
conhecido é dado de forma direta utilizando o método MCMC amostrador de Gibbs,
para simular amostras da distribuicao a posterior: a partir das condicionais completas

dos parametros F', B e X.

3.4 Modelos Dinamicos

Os modelos dinamicos sao frequentemente utilizados em diferentes aplicagoes que
variam ao longo do tempo, ou seja, dados de séries temporais. A principal subclasse
desses modelos é a dos modelos lineares dindmicos (MLD) no qual a varidvel resposta
e a evolucao dos parametros dos estados seguem distribuigdo normal (West e Harrison,
1997). Além disso, a combinac¢ao de modelos dinamicos com modelos espago-temporais

tem sido cada vez mais abordada em diversas areas da literatura. Por exemplo
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Nesta se¢@o faremos uma breve revisao sobre os modelos lineares dinamicos (MLD) e

modelos lineares dinamicos generalizados (MLDG).

3.4.1 Modelos Lineares Dinamicos

Os modelos lineares dinamicos (MLD) tém como caracteristica a evolugdo tempo-
ral dos parametros e a suposicao de normalidade para a variavel resposta. De acordo
com West e Harrison (1997) o modelo na forma matricial pode ser definido através das

seguintes equagoes:

Equagao das observagoes: vy, = F/0, + €, €~ N(0,V,)
Equacao de evolucao: 0, =G0, +w,, w; ~ N(0, W)
Distribuicao inicial: 0y | Dy ~ N(my, C))

em que y; representa as observacoes de uma série temporal, onde t = 1,...,T, F, é

a matriz de desenho conhecida que pode conter variaveis explicativas, componentes de
nivel, tendéncia, sazonalidade, entre outros. G; é a matriz de evolucao temporal dos
parametros, 8, é o vetor de estados do modelo, V; é a matriz de covariancia observacional,
W, representa a matriz de covariancia de evolugao e D, é o conjunto de informacao
disponivel até o tempo ¢t. Os hiperparametros mgy e Cy sao conhecidos e representam,
respectivamente, a média e a variancia da distribuicao a priori inicial normal multivariada
em t = 0.

O procedimento de inferéncia sobre os estados nesta classe de modelos pode ser re-
alizado de forma sequencial sob o ponto de vista bayesiano, como, por exemplo, pode
ser utilizado o Filtro de Kalman quando as matrizes {F, G,V , W}, sdo conhecidas. O
Filtro de Kalman é um algoritmo que fornece a distribuicao condicional de 6, dada a
informagao disponivel até o tempo ¢.

Quando as matrizes {F, G,V , W}, nao sao conhecidas, nao é possivel utilizar so-
mente o Filtro de Kalman para realizar a inferéncia sobre os parametros. Neste caso,

os métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC) sao utilizados para gerar
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amostras da distribuicao a posteriori do vetor paramétrico. Desta forma, para obter a
distribuicao condicional completa a posterior: do vetor de estados 8, utiliza-se o algoritmo

FFBS (Forward Filtering Backward Sampler).

3.4.2 Modelos Lineares Dinamicos Generalizados

A classe dos modelos lineares dinamicos generalizados (MLDG), introduzida por West
et al. (1985), é uma extensdo dos MLD apresentados na Subsecdo 3.4.1 que considera
dados pertencentes a familia exponencial. Dessa forma, com este modelo é possivel traba-
lhar com distribuigoes assimétricas, como, exponencial e gamma, ou mesmo distribuicoes
discretas, como, binomial e Poisson, dado que é relaxada a suposicao de normalidade na
evolucao dos parametros de estado e da variavel resposta.

O MLDG pode ser especificado através das seguintes equagoes:

Equacao das observagoes: p(y; | i, o) = exp{di[yim: — b(ni)]} c(yidy)

Fungéo de ligacao: g(n:) = F/6,
Equacao de evolucao: 0, =G.0,_1 +w, w; ~ (0, W,)
Distribuicao inicial: 6y | Dy ~ (myg, C)

em que 7, é o parametro natural, ¢, é a parametro de escala conhecido, b(-) e ¢(+,-) sdo
fungoes conhecidas, sendo b(1n;) uma fungao convexa e duas vezes diferencidvel. A média
é definida por E(y; | ¢, &) = ¥y = b/'(n;) e a variancia por V(y; | 4y, &) = Xy = %, no
qual ¥'(-) e b”() sdo, respectivamente, a primeira e a segunda derivadas da funcao b(-).

Note que a equacao da evolucao dos estados é mesma especificada no MLD, diferindo
apenas pela distribuicao dos erros de evolugao (w;), que agora nao seguem necessaria-
mente a distribuicao normal.

O procedimento de inferéncia no MLDG sobre oa parametros de estados pode ser re-
alizado somente de forma aproximada devido a complexidade. Pode-se utilizar técnicas,
como, Linear Bayes (Hartigan, 1969) quando as demais quantidades envolvidas no mo-

delo sao conhecidas, exceto os parametros de estado. Outra alternativa sao os métodos

Monte Carlo via cadeias de Markov (MCMC) assim como nos MLD.
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3.5 Modelos para dados de Area

A modelagem espacial é a drea da estatistica que envolve o desenvolvimento de mode-
los cuja estrutura espacial dos dados influencia nos resultados da andlise. A incorporacao
das localizagoes espaciais na modelagem tem como objetivo descrever ou explicar o com-
portamento do fenomeno de interesse através dos padroes espaciais encontrados.

Segundo Cressie (1993), a estatistica espacial pode ser dividida em trés grandes dreas:
padroes de pontos, dados de drea e geoestatistica.

Na analise de padroes de pontos a localizagao da ocorréncia de um determinado
processo € aleatoria, por exemplo, a localizagao de crimes em uma cidade. Para dados
de area, o espaco continuo é dividido em areas das quais os limites estao bem definidos
e os dados estao agrupados de acordo com a unidade de andlise, por exemplo, o niimero
de obitos por estado no Brasil. Ja a geoestatistica considera que o processo aleatorio a
ser estudado varia ao longo de uma superficie continua, e que as localiza¢oes observadas
do processo sao conhecidas e podem ser identificadas. Por exemplo, as medi¢oes de um
poluente em diversos pontos fixos de uma determinada cidade.

O enfoque deste trabalho é na modelagem de dados de area, no qual a regiao de
interesse IV é subdividida em um numero finito n de sub-regices. No caso, N = U], N;
com N; N N; = (0 se i # j, tal que i = 1,...,n. Portanto, mede-se a varidvel aleatéria
estudada em cada subdivisao da regiao de interesse. Além disso, é necessario especificar
na modelagem se hé dependéncia ou nao das sub-regioes vizinhas.

De forma geral, quando existe estrutura espacial é de se esperar que as sub-regioes
mais préoximas sigam comportamento de modo semelhante. Enquanto que para sub-
regioes mais distantes, espera-se que as observagoes sejam menos relacionadas. Para
avaliar tal comportamento, utiliza-se a matriz de proximidade espacial ou matriz de
vizinhanga W, que é uma matriz de pesos que pode ser descrita através das localizagoes
vizinhas. Para este estudo, a matriz W tem os elementos w;; = 1 se as sub-regioes i e j
sao vizinhas, e w;; = 0, caso contrario.

O modelo autoregressivo condicional (CAR) introduzido por Besag (1974) é um dos

principais modelos para dados de &area, sendo usado como estrutura de dependéncia
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espacial em modelos hierarquicos de forma a capturar as possiveis correlagoes entre as
observagoes. Mais especificamente, neste trabalho usaremos uma subclasse dos modelos

CAR, o CAR Intrinseco (ICAR) proposto por Besag et al. (1991).

3.5.1 Modelo CAR

Dado um conjunto de observacoes em diferentes sub-regices de uma regiao N, as
interacoes espaciais entre um par de sub-regioes podem ser modeladas condicionalmente
como uma variavel aleatéria espacial ¢ = (é1,. .., ¢n) .

A distribuicao condicional completa do processo na area i dados os vizinhos para cada

¢; ¢é especificada por:

j=1

A distribuigao conjunta para os ¢, é uma varidvel aleatéria normal multivariada

centrada em zero (Besag, 1974) conforme:

¢~ NM(0,Q7") (3.8)

em que () corresponde a matriz de precisao. Para que o modelo seja valido, () deve ser

simétrica e positiva definida. Dessa forma, () corresponde:

Q =D, (I -aB) (3.9)

no qual W ¢ a matriz de vizinhanga n x n com w;; = 1 se as sub-regioes ¢ e j sao vizinhas,
e w;; = 0, caso contrario. D, = 7D, D é a matriz diagonal n X n em que as entradas
{i,4} s@o o nimero de vizinhos da érea i, e as entradas fora da diagonal assumem valor 0.
I é a matriz identidade de ordem n. B é a matriz de adjacéncia escalonada D~'W. « é o
parametro que controla a dependéncia espacial, &« = 0 implica em independéncia espacial
e o = 1 em correlagao espacial completa. Quando « € (0,1), a matriz de precisao @ é

positiva definida, e, portanto a distribuicao conjunta é prépria.
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Quando o parametro que controla a dependéncia espacial é definido em o = 1, tem-
se 0 modelo ICAR que é utilizado como distribuicao a priori para os efeitos espaciais.

Assim, a distribuicao conjunta do modelo ICAR é expressa por

¢~ NM(0,[D, (I-DB)]") (3.10)

no qual D, (I — B) = 7(D—W), jd que D, = 7D e B = D™'W. Note que (3.10) é
derivada da distribuicdo conjunta do modelo CAR. A matriz de covariancias resultante
é singular, e, portanto, tem-se uma distribuicao improépria. Para tornar essa distribuicao
prépria, adiciona-se a restricao Y ., ¢; = 0 ou a restrigdo para que 7 € ()\;ﬁln, )\r;éx),

em que Amin € Amax S0, respectivamente, os autovalores minimo e maximo da matriz de

vizinhanga W (Schmidt e Nobre, 2014).

3.6 Critérios de comparacao de modelos

Neste trabalho, serao utilizados dois critérios de comparagao de modelos que tem
por objetivo selecionar o modelo que melhor se ajusta aos dados. De acordo com a
metodologia de inferéncia Bayesiana, cada um dos critérios é brevemente apresentado a
seguir. Suponha um conjunto de n observacoes em que y = (yi,...,y,)" é a varidvel

resposta de um modelo com um conjunto de p parametros ® = (Oy,...,0,)7.

3.6.1 Deviance Information Criterion (DIC)

O critério Deviance Information Criterion (DIC) proposto por Spiegelhalter et al.
(2002) é uma generalizacao do critério de informacao de Akaike (AIC). Seja a deviance

D(®) = —2log L (y | ®). O DIC ¢é descrito por

DIC=D+pp=2D-D(O), (3.11)

em que D é a média a posteriori da deviance e pp = D — D (@), com © sendo as médias

a posteriori dos elementos do vetor paramétrico ©.
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Observa-se que o DIC é calculado a partir da soma de duas parcelas, a primeira, D,
representa uma medida de qualidade do ajuste, ja a segunda parcela, pp, representa o
numero efetivo de parametros do modelo. Assim, quanto menor for o DIC, melhor serd

o ajuste do modelo.

3.6.2 Watanabe-Akaike Information Criterion (WAIC)

O critério Watanabe-Akaike Information Criterion (WAIC) proposto por Watanabe
e Opper (2010) é um critério completamente bayesiano que também foi considerado para
comparacgao entre os modelos. A contrario do DIC, esta medida calcula a média sobre
a distribuicao a posteriori, ao invés de condicionar a uma estimativa pontual. O WAIC

conforme Gelman et al. (2014) é descrito por

WAIC = =2 (Ippd — pwaic) , (3.12)

em que Ippd é o logaritmo da densidade preditiva pontual no qual indica o nivel da
qualidade do ajuste do modelo, e é calculado como Ippd = 3" | log <% Zle p(yi | @5)>,
sendo S o nimero de iteragoes consideradas no MCMC para estimar p(® | y). O segundo
termo, pwaic, € uma penalizacao para o niimero efetivo de parametros, sendo calculado
por pwaic = iy Var?_, (log(y; | ©%)). A interpretagao deste critério é semelhante ao

DIC, no qual menores valores indicam um melhor ajuste do modelo.
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Capitulo 4

Modelos Fatoriais Espaco-Temporais
para Dados de Contagem

Multivariados

Nesta secao serda detalhada a proposta do modelo fatorial espacial dinamico para
dados de contagens multivariados sob a 6tica bayesiana em que os fatores incorporam
a dependéncia espacial e temporal existente entre as observagoes. Antes de descrever
o modelo proposto, apresentamos o modelo fatorial espacial com distribuicao Poisson

elaborado por Wang e Wall (2003) que foi referéncia para o estudo.

4.1 Modelo Fatorial Espacial

Seja Y; a variavel aleatoria multidimensional de dimensao P x 1 observada em uma

localizacao ¢, o modelo é descrito por

Yi;|0ij ~ Poisson(6;;), i=1,...,.Nej=1,...,P (4.1a)
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em que Y;;, com média 0;;, é o j-ésimo elemento de Y;. A funcao logaritmica é utilizada
como fungao de ligagao no qual o termo Ej; ¢ o nimero esperado, \; sao as cargas fatoriais
e f; ¢ o fator comum espacial.

O fator comum f = (fy,..., fn)" possui distribui¢io normal multivariada, no qual
a matriz de covariancia incorpora a estrutura espacial através do modelo espacial au-
toregressivo condicional (CAR). Como discutido na subse¢ao 3.5.1, no modelo CAR as

correlagoes espaciais dependem da matriz de vizinhanca dos dados. Portanto,

f~ MVN (ps1,, 7°(Iy — pW) ™) (4.2)

em que up é a média de f;, p é o parametro de correlagao espacial do modelo CAR, 72
é a variancia condicional de f;|f_;, In é a matriz identidade de ordem N, e W = (w;;)
¢ a matriz de vizinhanca, onde w;; = 1 se a area ¢ compartilha um lado comum com a
area j e w;; = 0, caso contrario.

Conforme mencionado anteriormente, o modelo fatorial possui problemas de identifi-
cabilidade e por isso sdo impostas algumas restrigoes. Neste artigo (Wang e Wall, 2003),
os autores fixam a variancia 72 = 1 devido a indeterminacao da multiplicacao dos coefi-
cientes das cargas fatoriais com a variancia do modelo, ja que f; é nao observavel. Além
disso, é imposta também a restricao Zfil fi=0.

Para realizar o procedimento de inferéncia no modelo fatorial espacial é necessario
atribuir uma distribui¢do @ priori para os parametros do modelo. Assumindo inde-
pendéncia a priori entre os elementos da matriz de cargas e o parametro de correlacao

espacial, considerou-se

e \; ~ N(0,7,), j=1,...,P. O parametro 7, ¢ fixado em um valor grande de

forma que a distribui¢ao a priori seja pouco informativa.

e p~ Unif(ph, p¥), em que p* = min <$,O> <p<

€max

— U
= P, CONM €Emin € Emax

sendo o menor e o maior autovalores da matriz de vizinhanca W, respectivamente.

Isso garante que a matriz seja positiva definida e o modelo CAR seja prérpio.

A obtencao de amostras das distribuicoes a posteriori e as estimativas dos parametros

do modelo podem ser obtidas com o uso de métodos MCMC. No artigo, os autores
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utilizaram o algoritmo de amostragem com rejeicao adaptativa (ARS) para realizar a

amostragem MCMC.

4.2 Modelo Fatorial Espaco-Temporal Multivariado

Seja Y;; a variavel resposta multidimensional de dimensao P x 1 observada em uma
localizacao 7 e em um instante de tempo ¢t. O modelo fatorial espago-temporal para dados

de contagens multivariados é representado por

Yijie | Oije ~ Poi(;jt) (4.3a)

log(0;;:) = log(Eijt) + Aj fir (4.3b)

fi = F'¢p, +v;, com v, ~ MVN(0,7*(D — pW) ™) (4.3¢)

¢y = Gopy_1 + uy, com uy, ~ N(0,Uy) (4.3d)

b0 | Do ~ N(my, Co) (4.3¢)

em que Y, com média 0,5, ¢ o j-ésimo elemento de Y, parai=,1..., N, j=1,..., P
et =1,...,7. O fator comum espacial e temporal é associado a média por meio da

funcao de ligacao logaritmica. O termo E;j;; é o nimero de contagens esperadas na regiao
¢ no tempo ¢ para a variavel j, as cargas fatoriais A\; sao parametros fixos desconhecidos
e fir sdo os fatores latentes. F’ é uma matriz de valores conhecidos, ¢; é o vetor de
estados do modelo e G é uma matriz que descreve a evolugao temporal dos parametros.
Os hiperparametros mg e Cj sao conhecidos e representam, respectivamente, a média e
a variancia da distribuigao a priori inicial normal multivariada em ¢t = 0. O fator comum
possui distribuicao normal multivariada, no qual a matriz de covariancia incorpora a
estrutura espacial através do modelo espacial CAR e U, representa a matriz de covariancia
do erro de evolugao. Nota-se que a distribui¢ao do fator comum 4.3c difere da apresentada
em Wang e Wall (2003) por 4.2.

Os dados criminais sao constituidos de contagens de casos ou vitimas registrados em
cada drea. Entretanto, realizar analises somente com as contagens brutas nao fara sentido

com a realidade, pois dependem das populacoes de cada area. Portanto, é necessario
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realizar o calculo do valor esperado dos crimes por area de forma a permitir comparagoes
entre as diferentes populagoes de cada area.

Suponha que temos inicialmente uma regiao de interesse dividida em N subregioes
contiguas e que foram observados P titulos criminais em cada subregiao em T periodos
de tempo, assim temos que y;;; representa o nimero de casos ou vitimas observados na
subregiao ¢ = 1,..., N para cada um dos crimes j = 1,..., P em um instante de tempo
t=1,...,T. Considerando que o nimero médio de casos ou vitimas em determinada
subregiao é proporcional ao nimero da populagao dessa subregiao, e tendo observado o
nimero total de casos ou vitimas na regiao de interesse para um determinado periodo de
tempo t, pode-se calcular o numero esperado de casos ou vitimas E;;; em cada subregiao

1 por cada crime j como

o Zz Yijt
Ez'jt = popitm
em que pop; € a populagao da subregiao ¢ no tempo t.

O procedimento de inferéncia para o modelo 4.3 sera realizado sob enfoque bayesiano
e discutido na préxima subsecao, no qual serao apresentadas as distribuicoes a prior:

para os parametros do modelo, as distribuicoes a priori e os esquemas de amostragem

utilizados.

4.2.1 Procedimento de Inferéncia

Considere o vetor paramétrico © = (\y,..., Ap, f1, ..., fr, ®1, d7, d0, 7%, p, Uy, ..., Ur),
que contém todas as quantidades desconhecidas a serem estimadas do modelo 4.3. O

nicleo da distribuicao a posteriori do vetor paramétrico © é dado por:
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p©|y)xp(y|O)p(O)

N P T

LTI P ise | 2y fie) x

i=1 j=1 t=1

T

H [p (ft | ¢t;7—2ap)p(¢t | ¢t—1, Ut)} X
t=1

p(P0)p(U)...p(Ur)p(p)p(7?) p(A\1)...p(Ap)

A distribuigao p(© | y) nao possui forma analitica fechada e, portanto, faz-se ne-
cessaria a utilizacao de métodos se simulacao estocdstica para obter amostras desta dis-
tribuicao a posteriori, como os métodos MCMC. Mais especificamente, sera utilizado o
método Monte Carlo Hamiltoniano apresentado na secao 3.2.

Como a inferéncia sera realizada sob o enfoque bayesiano, é necessario atribuir uma
distribuicao a priori para o vetor paramétrico ©. As distribuicoes a priori para f; e ¢y,
emquet=1,...,T, seguem diretamente da definicao das estruturas dinamicas em 4.3c,
4.3d e 4.3e, respectivamente. Ja para os demais parametros de ©, tem-se as seguintes

distribuicoes a priori:

o \;~N(0,0,), j=1,...,P. 0, éfixado de forma que a distribuicao a priori seja

pouco informativa.

_ U
= p, COIM €pmin € Cmax

o p~ Unif(p*,p”), em que p" = min (%,0) <p< 2

max

sendo o menor e o maior autovalores da matriz de vizinhanga W, respectivamente.

Isso garante que a matriz seja positiva definida e o modelo CAR seja proprio.

e A raiz quadrada de 72 e U, seguem distribuicao half-Cauchy padrao nos reais po-
sitivos com os parametros de escala sendo, respectivamente, o, e o,. De acordo
com Gelman (2006), é recomenddvel utilizar a distribui¢ao a priori half-Cauchy em
modelos hierdrquicos quando hé varios parametros de variancia. Além disso, é uma
priori para o desvio padrao pouco informativa e se iguala a distribui¢ao uniforme

quando seu parametro de escala tende a infinito.
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4.3 Estudo Simulado

Nesta secao, serao apresentados dois estudos com dados artificialmente gerados a
partir do modelo proposto. O primeiro estudo tem por objetivo de verificar a qualidade
de ajuste do modelo com 1, 2 e 3 fatores. O segundo estudo tem por objetivo avaliar os
impactos no ajuste do modelo quando a suposicao do niimero de fatores nao é adequada.

A rotina computacional do algoritmo do MCMC foi realizada pelos softwares R versao
4.1.2 (R Core Team, 2022) e Stan versao 2.21.1 (Stan Development Team, 2022). Além
disso, o software R foi utilizado para construcao dos gréaficos e andlise dos resultados.
Para cada amostra foi rodada uma cadeia contendo 5.000 iteracoes, sendo descartas as
primeiras 1.000 como periodo de aquecimento (burn-in), e espagamento (thin) de 4 entre
as iteracoes resultando em uma amostra final de tamanho 1.000, na qual foi realizada
a inferéncia. Para avaliar a convergéncia das cadeias de cada parametro, utilizou-se o
critério de inspecao visual que indicou que para a maioria das cadeias dos parametros a
convergencia foi alcangada.

Os dados foram gerados a partir do modelo fatorial espaco-temporal apresentado
em 4.3 considerando N = 39 &areas correspondentes as AISP, P = 11 titulos criminais e
T = 108 periodos de tempo. A matriz de vizinhanga foi calculada de acordo com as bases
cartograficas digitais por AISP divulgadas pelo ISP. Para o calculo do niimero esperado
de casos foram utilizadas as estimativas populacionais anuais e mensais divulgadas pelo
ISP. Quanto a questao das restricoes de identificabilidade do modelo, utilizamos a matriz
de cargas sendo triangular inferior de posto completo com os elementos da diagonal
principal iguais a 1, conforme Aguilar e West (2000).

Cabe ressaltar que também testamos outras restricoes na matriz de cargas adotadas
na literatura, porém nao obtivemos bons resultados nos estudos simulados. Por exemplo,
testamos a restrigao sugerida por alguns autores do primeiro elemento ser positivo para
resolver o problema de inversao de sinal das cargas e dos fatores, porém neste modelo
essa restricao nao foi suficiente e, portanto, adotamos a restricao mais forte do primeiro
elemento ser 1. Além disso, as restri¢goes impostas no artigo de Wang e Wall (2003) do

fator comum espacial ter distribuicao normal multivariada com média zero e estrutura de
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covariancia espacial com um parametro de variancia unitéria, ou seja, fixar 72 = 1, e da
restricao de soma zero dos fatores, nao fez diferenga no problema de identificabilidade,

uma vez que o modelo CAR é préprio

4.3.1 Modelo com 1 fator

Os parametros do modelo com 1 fator foram fixados em p = 0,1, 72 = 0,65,
¢o = 0,01. A matriz U; é uma matriz diagonal, sendo U; = diag(0,25). Assume-
se que os elementos da matriz de cargas sao independentes a priori de forma que
Aj ~ N(0,10%), j =1,...,11, e p ~ Unif(-0,36;0,17), que também ¢é independente
dos coeficientes. O desvio padrao dos parametros de variancia 72 e U; assumem dis-
tribuigao half-Cauchy com parametro de escala igual a 10. A matriz de cargas foi es-
pecificada como A = (1;0,57;0,32;0,73;0, 56;0,85;0,57;0,21;0,39;0,63;0,19), sendo
A= (A, Aw) no qual Ay = (Ar,...,Ap), em que k é o nimero de fatores do
modelo.

Observa-se na Figura 4.1 que a estimacao da média a posteriori do nivel do MFETM
com 1 fator é realizada de forma satisfatoria, pois os valores estimados se aproximam
dos valores reais gerados e os os intervalos de credibilidade de 95% contém os valores

verdadeiros em todo o periodo.

Figura 4.1: Média a posteriori do nivel do MFETM com 1 fator (linha cheia preta) com
respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) e os valores

verdadeiros (linha cheia vermelha) ao longo do tempo.
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A Figura 4.2 apresenta o grafico dos intervalos de credibilidade de 95% com a esti-

mativa da média a posteriori e o seu valor verdadeiro das cargas fatoriais. Em todos os
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indices, o intervalo de credibilidade contém o valor verdadeiro. Nota-se que o ntimero
de parametros a serem estimados é (P — 1) devido a restrigdo da matriz de cargas ser
triangular inferior de posto completo, com os elementos da diagonal principal fixos iguais

al.

Figura 4.2: Média a posteriori as cargas fatoriais do MFETM com 1 com seus respectivos

intervalos de credibilidade de 95%.
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A Tabela 4.1 apresenta os valores reais, as médias, medianas e os limites inferiores e
superiores dos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori dos parametros do modelo
utilizados para gerar os dados artificiais. Observa-se que a maioria dos parametros fixos
foram bem estimados, ressalta-se que o parametro de correlagao espacial obteve uma
diferenga maior comparado ao valor verdadeiro. Entretanto, todos os parametros estao
contidos no intervalo de credibilidade. Os tracos das cadeias dos parametros do modelo

com 1 fator podem ser vistos na segao A.1.

Tabela 4.1: Sumario da distribuicao a posteriori para os parametros fixos do MFETM com 1

fator.

Parametro Valor Real Média Mediana Quantil 2,5% Quantil 97, 5%

N 0,50 0,5038  0,5026 0,4380 0,5780
NG 0,8062  0,7963  0,7959 0,7752 0,8184
p1 0,15 0,1001  0,1059 0,0048 0,1653

4.3.2 Modelo com 2 fatores

Os parametros do modelo com 2 fatores foram fixados em p; = 0,15, ps = 0,05,

2 = 0,65, 72 = 0,25, ¢y, = 0,01, ¢, = —0,01, U; = diag(0,25;0,18). Assume-
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se que os elementos da matriz de cargas sao independentes a priori de forma que
Aj ~ N(0,10%), j=1,...,11, e p; ~ Unif(—0,36;0,17), ps ~ Unif(—0,36;0,17), que
também sao independente dos coeficientes. O desvio padrao dos parametros de variancia
72 e U, assumem distribuicao half-Cauchy com parametro de escala igual a 10. A matriz

de cargas foi especificada conforme a seguir:

1 0,57 0,32 0,73 0,56 0,85 0,57 0,21 0,39 0,63 0,19
0 1 0,72 0,33 0,26 0,75 0,17 0,71 0,59 0,83 0,89

A=

O valor verdadeiro dos vetores de estados do MFETM com 2 fatores, e os vetores
de estado estimados sao apresentados na Figura 4.3. Verifica-se que as estimativas a
posteriori conseguem captar a dinamica do vetor de estados dos dois fatores ao longo do
tempo, com intervalos de credibilidade contendo os valores verdadeiros.

Pela Figura 4.3 observa-se os valores verdadeiros das observagoes referentes aos dois
niveis do MFETM com 2 fatores estao contidos em seus respectivos intervalo de 95%
de credibilidade. Nota-se também que as médias a posteriori de ¢; e ¢ sao capazes de

capturar a estrutura dos dados.
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Figura 4.3: Média a posteriori de cada nivel do MFETM com 2 fatores (linha cheia preta) com
seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) e os valores

verdadeiros (linha cheia vermelha) ao longo do tempo.
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A Figura 4.4 apresenta os graficos dos intervalos de credibilidade de 95% com a
estimativa média a posterior: e o seu valor verdadeiro das cargas fatoriais do MFETM

com 2 fatores. Em todos os indices, o intervalo de credibilidade contém o valor verdadeiro.
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Figura 4.4: Média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 2 fatores com seus respec-

tivos intervalos de credibilidade de 95%.
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A Tabela 4.2 mostra os valores reais, as médias, medianas e os limites inferiores e
superiores dos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori dos parametros do modelo
utilizados para gerar os dados artificiais. E possivel notar que os parametros de correlacao
espacial foram subestimados, mas isto nao impactou a estimagao. De modo geral, o mo-
delo estimou bem os valores dos parametros, com os intervalos de credibilidade contendo
os valores verdadeiros. Os tragos das cadeias dos parametros do modelo com 2 fatores

podem ser vistos na se¢ao A.2.

32



Tabela 4.2: Sumario da distribuicao a posteriori para os parametros fixos do MFETM com 2

fatores.

Pardmetro Valor Real Média Mediana Quantil 2,5% Quantil 97, 5%

N 0,5 04523  0,4509 0,3944 0,5195
iz 04243 04555  0,4532 0,4002 0,5252
V1 0,8062  0,8068  0,8070 0,7879 0,8262
V72 0,5 0,4846  0,4848 0,4697 0,5004
p1 0,15 0,1392  0,1447 0,0814 0,1689
ps 0,05  -0,0031 -0,0021 -0,1408 0,1282

4.3.3 Modelo com 3 fatores

Os parametros do modelo com 2 fatores foram fixados em p; = 0,15, py = 0,05,
ps = —0,1, 77 = 0,65, 72 = 0,25, 75 = 0,22, ¢, = 0,01, ¢pp, = —0,01, ¢3, = —0,015,
U; = diag(0,25;0,18;0,12). Assume-se que os elementos da matriz de cargas sao indepen-
dentes a priori de forma que \; ~ N(0,10%), j =1,...,11, e p; ~ Unif(—0,36;0,17),
p2 ~ Unif(—0,36;0,17), ps ~ Unif(—0,36;0,17) que também sdao independente dos
coeficientes. O desvio padrao dos parametros de variancia 72 e U, assumem distribuicao
half-Cauchy com parametro de escala igual a 10. A matriz de cargas foi especificada

conforme a seguir:

1 0,57 0,32 0,73 0,56 0,85 0,57 0,21 0,39 0,63 0,19
N=1]0 1 0,72 0,33 0,26 0,75 0,17 0,71 0,59 0,83 0,89
0 0 1 0,54 0,8 0,35 0,27 0,61 0,33 0,52 0,21

Na Figura 4.5 tém-se o valor verdadeiro para cada nivel do MFETM com 3 fatores,
com sua respectivas estimativas da média a posteriori. Observa-se que as estimativas
a posteriori conseguem capturar a dinamica dos dados gerados, com os intervalos de
credibilidade contendo os valores verdadeiros e com uma amplitude pequena ao longo de

todo o periodo.
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Figura 4.5: Média a posteriori de cada nivel do MFETM com 3 fatores (linha cheia preta) com
seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) e os valores

verdadeiros (linha cheia vermelha) ao longo do tempo.
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A Figura 4.6 apresenta os graficos dos intervalos de credibilidade de 95% com a
estimativa da média a posteriori e o seu valor verdadeiro das cargas fatoriais do MFETM

com 3 fatores. Em todos os indices, o intervalo de credibilidade contém o valor verdadeiro.
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Figura 4.6: Média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 3 fatores com seus respec-

tivos intervalos de credibilidade de 95%.
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A Tabela 4.3 contém os valores reais, as médias, medianas e os limites inferiores e
superiores dos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori dos parametros do modelo
utilizados para gerar os dados artificiais. O valor verdadeiro de cada parametro esta
contido no intervalo de 95% de credibilidade. Em geral, todos os parametros foram bem
estimados, com excecao dos parametros de correlacao espacial que apresentam as médias

a posteriori abaixo do valor real. Os tracos das cadeias dos parametros do modelo com
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3 fatores podem ser vistos na secao A.3.

Tabela 4.3: Sumario da distribuicao a posterior: para os parametros fixos do MFETM com 3

fatores.

Parametro Valor Real Média Mediana Quantil 2,5% Quantil 97,5%

N 0,5 05114  0,5114 0,4432 0,5900
iz 0,4243 04309  0,4297 0,3753 0,4955
Vs 0,3464  0,3186  0,3176 0,2750 0,3704
N 0,8062  0,8130  0,8124 0,7887 0,8358
V72 0,5 0,5050  0,5050 0,4915 0,5196
NG 0,4690 04662  0,4661 0,4469 0,4850
p1 0,15 0,0738  0,0762 -0,0305 0,1589
ps 0,05 0,1124  0,1197 0,0147 0,1674
3 0,1 -0,1787  -0,1802 -0,3343 -0,0079

4.3.4 Comparando diferentes niimeros de fatores

Este segundo estudo tem por objetivo analisar os resultados de fixar valores diferentes
do nimero de fatores do MFETM com relagao ao que foi usado na geragao dos dados. Os
dados foram gerados para cinco amostras considerando 2 fatores do MFETM. O modelo
que gerou os dados possui os seguintes parametros: p; = 0,15, p; = 0,05, 72 = 0, 65,
73 = 0,25, ¢1, = 0,01, ¢, = —0,01, U; = diag(0,25;0,18). A matriz de cargas foi

especificada conforme a seguir:

1 0,57 0,32 0,73 0,56 0,85 0,57 0,21 0,39 0,63 0,19
o 1 0,72 0,33 0,26 0,75 0,17 0,71 0,59 0,83 0,89

Em seguida, os mesmos dados foram ajustados para o MFETM com 1 e 3 fatores. A
comparacao entre os modelos foi realizada usando os critérios DIC e WAIC. As Tabelas
4.4 e 4.5 apresentam os resultados dos critérios de comparagao. Observa-se que a diferenca
dos valores do DIC e WAIC do modelo com 1 fator para os modelos com 2 e 3 fatores é
significativa, indicando que o ajuste do MFETM com uma quantidade menor de fatores

do que o ideal apresenta resultados piores. Ja os resultados das medidas de comparacao
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para os modelos com 2 e 3 fatores sao muito préximos, sendo em alguns casos o modelo
com mais fatores como o de melhor ajuste do que o modelo gerador verdadeiro. Os
demais componentes dos critérios de comparagao DIC e WAIC dos modelos com 1, 2 e 3

fatores e os tragos das cadeias de alguns parametros podem ser vistos no Apéndice B.

Tabela 4.4: Comparacao do MFETM com 1, 2 e 3 fatores para os dados gerados assumindo 2

fatores. Os menores valores do critério DIC, em itéalico, indicam o melhor ajuste do modelo.

Modelo Amostral Amostra 2 Amostra3 Amostra4 Amostra 5

1 fator 515.816,26  239.336,04 187.999,37 353.323,96 311.942.,34
2 fatores  231.937,93 179.613,85 161.504,45 185.856,84  227.539,09
3 fatores  231.466,19 179.611,58 161.510,72 185.853,10 227.533,90

Tabela 4.5: Comparacao do MFETM com 1, 2 e 3 fatores para os dados gerados assumindo 2

fatores. Os menores valores do critério WAIC, em itélico, indicam o melhor ajuste do modelo.

Modelo Amostral Amostra 2 Amostra3 Amostra4 Amostra 5

1 fator 555.091,15 245.658,06 191.901,88 375.584,70  323.349,68

2 fatores  232.070,14  179.737,37 161.665,28 185.909,61  227.691,86

3 fatores  231.496,65 179.700,82 161.659,72 185.914.86 227.660,82

De acordo com Lopes e West (2004) pode existir incerteza nos resultados apresenta-
dos pelos critérios de selecao de modelos, pois alguns deles tendem a preferir modelos
com maiores nimeros de fatores. Uma forma de verificar a superestimagao do nimero
de fatores é avaliar a multimodalidade das amostras a posteriori por meio de analises
graficas. Para isso, sao apresentados a seguir os graficos das estimativas a posteriori dos
parametros do MFETM com diferentes niimeros de fatores.

O comportamento do nivel do MFETM para cada nimero de fatores ajustados sao
apresentados nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9. Observa-se que a média a posteriori do nivel
do modelo com 1 fator nao é capaz de capturar bem a estrutura dos dados. O modelo
gerado com 2 fatores realiza a estimacao dos niveis do MFETM de forma muito precisa,
com os intervalos de credibilidade de 95% a posteriori contendo os valores verdadeiros.

Ja no modelo com 3 fatores, Figura 4.9, as estimativas da média a posteriori para os dois
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primeiros niveis do modelo estao préximas dos valores verdadeiros, indicando modelo
conseguiu estimar de forma satisfatoria ¢; e ¢ do MFETM com 3 fatores. Entretanto,
as estimativas do nivel do modelo associado ao terceiro fator, ¢3, parecem nao ser signifi-
cativas por estarem em torno de zero, o que é de se esperar pois os dados foram gerados

considerando apenas 3 fatores.

Figura 4.7: Média a posteriori do nivel do MFETM com 1 fator (linha cheia preta) com seus
respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) e os valores

verdadeiros (linha cheia vermelha) ao longo do tempo para cada amostra.
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Figura 4.8: Média a posteriori de cada nivel do MFETM com 2 fatores (linha cheia preta) com
seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) e os valores

verdadeiros (linha cheia vermelha) ao longo do tempo para cada amostra.
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Figura 4.9: Média a posteriori de cada nivel do MFETM com 3 fatores (linha cheia preta) com

seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) e os valores

verdadeiros (linha cheia vermelha) ao longo do tempo para cada amostra.
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As Figuras 4.10, 4.11 e 4.12 ilustram a estimativa da média a posteriori das cargas
fatorais para cada indice. O modelo ajustado com 1 fator nao consegue estimar bem
as cargas fatoriais. O modelo com 2 fatores, no qual os dados foram gerados, consegue
realizar de forma precisa a estimacao das cargas fatoriais. J& o modelo com 3 fatores
obtém uma boa estimacao das cargas fatoriais para A\; e Ay, enquanto que para Az ha
muita incerteza na estimacao das cargas fatoriais pelos intervalos de 95% de credibilidade

a posteriori, indicando um ajuste ruim.
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Figura 4.10: Média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 1 fator com seus respec-

tivos intervalos de credibilidade de 95% para cada amostra.
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Figura 4.11: Média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 2 fatores

pectivos intervalos de credibilidade de 95% para cada amostra.
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Figura 4.12: Média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 3 fatores

pectivos intervalos de credibilidade de 95% para cada amostra.
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Conforme analisado nos graficos das médias a posteriori do nivel e das cargas fato-

riais do MFETM com diferentes nimeros de fatores, o modelo ajustado com 3 fatores

apresentou bons resultados para os parametros associados aos dois primeiros fatores, en-

quanto que os parametros relacionados ao terceiro fator nao obtiveram boas estimativas.

Apesar disso, os valores dos critérios de comparacao, DIC e WAIC, indicam para algu-

mas amostras que o modelo com 3 fatores possui melhor ajuste do que o modelo com 2

fatores, que é o modelo gerador dos dados. Vale ressaltar, que a diferenca dos critérios

de comparacao entre os modelos com 2 e 3 fatores é muito préoxima.

As Figuras 4.13 e 4.14 apresentam os histogramas da distribuicao a posteriori de
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alguns parametros da matriz de cargas fatoriais e dos niveis

do modelo para algumas

amostras do modelo com 2 e 3 fatores, respectivamente. Nota-se a existéncia de bimo-

dalidade nas amostras dos parametros do modelo com 3 fatores. Portanto, embora o

modelo com mais fatores indique uma melhor performance do que o modelo que gerou

os dados é importante explorar o comportamento das amostras a posteriori verificando

a existéncia de multiplas modas para auxiliar na escolha correta do ntimero de fatores.

Figura 4.13: Distribuicao a posteriori marginal de A1 3, A2 10, 1,35

tras do modelo com 2 fatores.
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Figura 4.14: Distribuicao a posteriori marginal de A1 3, A210, A3,9, 01,35, $2.96 € @366 para

algumas amostras do modelo com 3 fatores.
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Capitulo 5
Aplicacao

Neste capitulo, a modelagem proposta é aplicada ao conjunto de dados de contagens
dos crimes do estado do Rio de Janeiro. A criminalidade nos estados brasileiros é um
tema complexo que tem sido explorado por pesquisadores a fim de compreender seu
fenomeno através dos dados para formulacao de politicas publicas. A alta incidéncia
de crimes nas grandes metropoles se acentua pelo aumento populacional, desigualdades
sociais e economicas dos habitantes e a falta de infraestrutura das cidades (Pio et al.,
2021). O estado do Rio de Janeiro se configura como um dos mais violentos do pais, em
2018 o estado apresentou uma das maiores taxas de homicidio por 100 mil habitantes
(Alves et al., 2021).

Os dados analisados encontram-se disponiveis no site do ISP! e correspondem as con-
tagens mensais de 11 tipos de crimes no periodo de 2012 a 2020, ou seja, 108 observagoes
mensais, nas 39 Areas Integradas de Seguranga Publica (AISP). Os 11 tipos criminais
foram selecionados por serem os crimes mais frequentemente registrados. A Figura 5.1
apresenta a divisao das AISP no estado do Rio de Janeiro, essa divisao visa adequar os li-
mites geogréficos de atuacao das unidades da Policia Civil e Militar (ISP, 2022). As AISP
correspondem as areas de atuacao de um batalhao da Policia Militar e as circunscricoes
das delegacias contidas na area de cada batalhao. Tal area é escolhida devido ao fato das

Circunscrigoes Integradas de Seguranga Publica (CISP) poderem ser desmembradas ao

'https://wuw.ispdados.rj.gov.br:4432/
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longo dos anos e impactar na andlise espacial®.

Figura 5.1: Divisao Territorial da base de seguranca ptblica por Areas Integradas de Seguranca

Piblica (AISP) do estado do Rio de Janeiro.
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A Figura 5.2 mostra o mapa da Divisao Territorial da base de seguranga publica por
Areas Integradas de Seguranca Publica (AISP) do estado do Rio de Janeiro com foco na

capital do estado a fim de observar as AISP correspondentes dessa regiao.

Figura 5.2: Focalizacao da capital do estado do Rio de Janeiro no mapa da Divisao Territorial

da base de seguranga publica por AISP.

Os registros utilizados neste trabalho contam com o nimero absoluto de vitimas ou

casos registrados em cada uma das 39 regioces, e também com a populagao mensal e

2 A relacdo das AISP com regides, bairros e municipios do estado do Rio de Janeiro pode ser encontrada

em http://www.ispdados.rj.gov.br/Arquivos/Relacaodas%20RISP_AISP.pdf

46


http://www.ispdados.rj.gov.br/Arquivos/Relacaodas%20RISP_AISP.pdf

anual de cada area divulgada pelo ISP. Os 11 crimes analisados possuem caracteristicas
distintas quanto ao tipo de ocorréncia, sao eles: homicidio doloso, lesao corporal dolosa,
lesao corporal culposa (transito), roubo a transeunte, roubo de telefone celular, roubo em
coletivo, roubo de veiculo, roubo de carga, estelionato, apreensao de drogas e ameaca.
A Figura 5.3 apresenta algumas das 11 séries temporais mensais de todo o estado do
Rio de Janeiro que serao analisadas no periodo de janeiro de 2012 a dezembro de 2020. E
possivel observar uma reducao do niimero de registros no inicio de 2017 e 2020. Nos trés
primeiros meses de 2017 houve uma greve dos policiais civis que pode estar relacionada
a queda dos registros nesse periodo. Ja em 2020, a pandemia de covid-19 impactou o
nimero de crimes apds a decretagao da situagao de emergéncia no estado e a aplicacao

de medidas de isolamento social.

Figura 5.3: Séries mensais de titulos criminais do estado Rio de Janeiro.
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A Figura 5.4 apresenta os quintis da distribui¢do do ntimero de registros de Roubo a
Transeunte e Apreensao de Drogas por AISP em abril de 2019 e abril de 2020. A selecao
desses periodos visa observar os efeitos da pandemia no estado do Rio de Janeiro. Dessa
forma, nota-se que a distribuicao espacial do nimero de casos de Roubo a Transeunte teve

uma pequena variagdo nas AISP entre esses periodos, e nota-se também uma reducao
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acentuada do total de casos registrados em abril de 2020. De acordo com o estudo
elaborado pelo ISP3, o distanciamento social devido a pandemia afetou o nimero de
casos de Roubo a Transeunte no estado, ja que é um crime de oportunidade realizado nas
ruas. Ao passo que o crime de Apreensao de Drogas apresenta uma distribuicao espacial
mais semelhante nos dois periodos analisados. Além do mais, o estudo do ISP indicou
que para esse tipo crime, que esta relacionado a proatividade policial, nao houve impacto
significativo nos registros por causa dos efeitos da pandemia.

Dessa maneira, é possivel verificar que a dinamica espacial varia de acordo com o
tipo de crime e as regioes. E os dados considerados para andlise sao dados de séries
multivariadas que sao medidas em cada uma das areas da divisao territorial. Portanto, o
objetivo deste estudo é compreender a temporalidade e a espacializagao de diferentes tipos
criminais nas AISP do estado do Rio de Janeiro utilizando o Modelo Fatorial Espaco-

Temporal Multivariado que lida com a complexidade desse tipo de conjunto de dados.

Figura 5.4: Mapa das Areas Integradas de Seguranca Publica (AISP) do estado do Rio de
Janeiro com os quintis da distribuicao do ntimero de registros de alguns crimes em determinados

periodos de tempo.
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3http://arquivo.proderj.rj.gov.br/isp_imagens/uploads/impacto-covidNosCrimes2021.

html
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O modelo proposto em 4.3 foi ajustado com os dados reais considerando 2 e 3 fatores e
as mesmas distribuigoes a priori para os parametros especificados nos exemplos simulados
na secao 4.3. Novamente, foram utilizados os softwares R versao 4.1.2 e Stan versao
2.21.1 para o ajuste do modelo e andlise dos resultados. Para cada modelo foi rodada
uma cadeia contendo 10.000 iteragoes, sendo descartas as primeiras 3.000 como periodo
de aquecimento (burn-in), e espacamento (thin) de 7 entre as iteragoes resultando em
uma amostra final de tamanho 1.000, na qual foi realizada a inferéncia. A convergéncia
das cadeias foi verificada visualmente.

O numero de fatores escolhido para andlise tem como base o estudo realizado por
dos Santos et al. (2021) em que é aplicada a técnica da andlise fatorial cldssica com 3
fatores para os dados de criminalidade do Rio de Janeiro nos anos de 2006, 2010 e 2016.
Dessa forma, é razoavel ajustar o MFETM com 2 e 3 fatores. A Tabela 5.1 apresenta
os critérios de comparacao DIC e WAIC para cada um dos modelos junto com seus
componentes, no qual D e lppd medem a qualidade do ajuste, enquanto pp e pwarc
sao as quantidades que penalizam o nimero de parametros. Observa-se que o modelo
com 3 fatores apresenta menores valores, e, portanto, ¢ definido como o melhor. Para
confirmar a escolha do modelo sao analisadas o comportamento da moda das distribuicoes
a posteriori de alguns parametros do modelo pela Figura 5.5, e verifica-se que todas sao

unimodais, nao caracterizando o problema de sobrestimacao do nimero de fatores.

Tabela 5.1: Critérios de comparagao DIC e WAIC do MFETM ajustado com 2 e 3 fatores da

andlise dos dados reais.

Modelo D DD DIC Ippd PwaIC WAIC
2 fatores 519.100,675  8.263,056 527.363,731 -240.907,250 48.906,557 579.627,614
3 fatores 438.914,818 12.114,170 451.028,987 -204.814,189 39.155,364 487.939,105
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Figura 5.5: Distribuicao a posteriori marginal de A1 2, Aag, A3, @128, $2,105 € @358 da andlise

dos dados reais usando o modelo com 3 fatores.
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Sendo assim, serao analisados os resultados obtidos com ajuste do modelo com 3
fatores. A Figura 5.6 representa a média a posteriori de cada nivel do modelo com 3
fatores com seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade. Nota-se um decaimento
do primeiro e segundo nivel, ¢; e ¢o, ao longo do periodo analisado, enquanto o terceiro
nivel, ¢3, apresenta um leve aumento a partir da metade do periodo de tempo considerado.
No Apeéndice D pode ser visto o algoritmo realizado no software Stan para o modelo com

3 fatores.
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Figura 5.6: Média a posteriori de cada nivel do MFETM com 3 fatores (linha cheia preta) com
seus respectivos intervalos de 95% de credibilidade a posteriori (linhas pontilhadas) ao longo

do tempo da andlise dos dados reais.
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A partir da Figura 5.7 podem ser observadas as estimativas da média a posteriori
das cargas fatoriais do modelo com 3 fatores com seus respectivos intervalos de 95% de
credibilidade. Observa-se que os valores referente a primeira e a terceira colunas da matriz

de cargas fatoriais, A\; e A3, apresentam valores maiores para os indices intermediarios
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que estao associados aos crimes de roubos. Ao passo que o indice 8 em Ay se destaca, tal

indice corresponde ao crime de apreensao de drogas.

Figura 5.7: Média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 3 fatores com seus respec-

tivos intervalos de credibilidade de 95% da anélise dos dados reais.
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A Tabela 5.2 contém as médias, medianas e os limites inferiores e superiores dos
intervalos de 95% de credibilidade a posteriori dos parametros do modelo com 3 fatores.

Os tragos das cadeias dos parametros do modelo com 3 fatores apresentados na tabela
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abaixo podem ser vistos no Apéndice C.

Tabela 5.2: Sumaério da distribuicao a posteriori para os parametros do MFETM com 3 fatores

da andlise dos dados reais.

Parametro Média Mediana Quantil 2,5% Quantil 97, 5%

Vur 0,0055  0,0051 0,0028 0,0095
V2 0,0013  0,0012 0,0006 0,0023
Vus 0,0017  0,0015 0,0003 0,0040
V71 0,6587 00,6582 0,6299 0,6880
VT2 0,1457  0,1457 0,1350 0,1573
/T3 0,3874  0,3876 0,3697 0,4044
P1 0,1684  0,1690 0,1641 0,1699
P2 0,1675  0,1682 0,1607 0,1699
P3 0,1693  0,1695 0,1675 0,1700

A média a posteriori das cargas fatoriais do MFETM com 3 fatores nos 11 tipos
de crimes sao apresentadas na Tabela 5.3. Observa-se que no primeiro fator o crime
de Homicidio Doloso é predominantemente independente, enquanto o segundo fator esta
associado aos crimes de Lesao Corporal Dolosa, Lesao Corporal Culposa, Estelionato,
Apreensao de drogas e Ameaca. Ja no terceiro fator os crimes de roubos estao relaci-
onados, sao eles, Roubo a Transeunte, Roubo a Celular, Roubo de Veiculo e Roubo de
Carga.

O delito de Homicidio Doloso comumente conhecido como assassinato é um tipo de
crime hediondo diferentemente dos demais crimes analisados, assim esse primeiro fator
estaria relacionado a crime violento contra a vida. O segundo fator engloba crimes
relacionados a lesdes contra a vitima e crimes contra a incolumidade publica, assim,
esse fator pode ser representado como crimes contra a pessoa e sociedade. O terceiro
e ultimo fator agrupa somente variaveis que caracterizam roubo em geral, podendo ser
caracterizado como crimes contra o patrimonio. Tais resultados obtidos vao de encontro
a estudos realizados com analise fatorial classica em dados de criminalidade do estado do

Rio de Janeiro (Ventorim, 2020; dos Santos et al., 2021; Clemente et al., 2022).
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Tabela 5.3: Média a posteriori da matriz de cargas fatoriais da andlise dos dados reais.

Crime Fator 1 Fator 2 Fator 3
Homicidio Doloso 1 0 0
Lesao Corporal Dolosa -0,4305 1 0
Lesao Corporal Culposa  -0,5172 1,7442 1
Roubo a Transeunte 1,1310 2,1532 06,8337
Roubo a Celular 0,8853 2,0881 60,4142
Roubo em Coletivo 1,5345 3,374 71,7573
Roubo de Veiculo 2,2646 0,0919 6,8072
Roubo de Carga 2,8139 0,9317  6,0522
Estelionato -1,0239  3,1883 2,2937
Apreensao de drogas -0,2755 9,9825  -2,7202
Ameaga -0,4812  1,0790  -0,3060

Como os fatores incorporam a estrutura temporal e espacial do modelo proposto,
podemos analisar o comportamento dos 3 fatores ajustados aos dados reais. A Figura
5.8 apresenta a distribuicdo espacial dos quintis de cada um dos fatores por AISP em
dezembro de 2020. Observa-se que no Fator 1 as areas das regioes Metropolitana e
das Baixadas Litoraneas do estado do Rio de Janeiro apresentam valores mais altos,
enquanto que as areas situadas na regiao Serrana do estado apresentaram valores mais
baixos. O Fator 2, que estd relacionado a crimes contra a pessoa e sociedade, em especial
trafico de drogas, apresenta uma distribuicao espacial diferente do primeiro fator. Nota-
se que as regioes do Noroeste e Centro-Sul Fluminense, que englobam as AISP 8, 10 e
38, se destacam por apresentarem valores mais elevados. Essas regioes, sao regioes de
fronteira com outros estados do Sudeste, que estao relacionadas a entrada de drogas no
estado (Novellino e Oliveira, 2019). O terceiro fator que estéd associado a crimes contra o
patrimonio se difere dos demais fatores por estar concentrado principalmente na regiao

Metropolitana do estado.
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Figura 5.8: Mapa das Areas Integradas de Seguranca Publica (AISP) do estado do Rio de
Janeiro com os quintis da distribuicdo dos valores de cada um dos 3 fatores em dezembro de

2020.
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A Figura 5.9 mostra a variacao temporal mensal dos fatores no periodo entre 2012 e

2020 em algumas das AISP consideradas no estudo. Observa-se na 3* AISP que contém
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bairros da zona norte da cidade do Rio de Janeiro, como, Méier, Jacarezinho, Piedade,
ete, que o terceiro fator se destaca dos demais. Em contrapartida, na 7% AISP, associada
ao municipio de Sao Gongalo, o primeiro fator possui maiores valores ao longo do tempo.
J4 em relacao a 252, o segundo fator se destaca dos demais, sendo a regido das Baixadas
Litoraneas integrante dessa drea. Por ultimo, a 33* AISP que compreende a regidao da
Costa Verde apresenta uma tendéncia de aumento do primeiro fator até 2018, enquanto
no final do periodo analisado essa posicao se inverte, em que o segundo e terceiro fator
apresentam maiores valores. As demais outras historicas por AISP podem ser vistas no

Apéndice C.

Figura 5.9: Séries mensais de cada um dos 3 fatores nas 3%, 72, 252 e 33% AISP.
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho teve como objetivo propor um modelo fatorial bayesiano espago-temporal
para dados de contagens multivariados agregados por areas. Essa metodologia se destaca
por considerar a dependéncia espacial e temporal em conjuntos de dados multivariados.
No modelo proposto, os fatores incorporam essas duas dependéncias através de modelos
lineares dinamicos generalizados com distribuicao Poisson e do modelo autoregressivo
condicional. O interesse deste estudo e estimar o processo latente subjacente existente
em problemas multivariados espago-temporais.

O procedimento de inferéncia foi realizado sob o enfoque bayesiano com o uso do al-
goritmo Monte Carlo Hamiltoniano como método de amostragem, sendo uma alternativa
eficiente aos métodos tradicionais MCMC. Verificou-se pela metodologia proposta que
os resultados obtidos nos estudos simulados resultaram em uma boa performance na es-
timacao dos parametros, evidenciando que o modelo e o método de estimacao propostos
sao adequados para modelar conjuntos de dados com esse tipo de estrutura.

Na analise com os dados artificiais realizou-se um estudo comparativo para verificar
os efeitos resultantes de fixar um valor diferente do niimero de fatores daquele usado na
geracao dos dados. O estudo indicou que quando o nimero de fatores é sobrestimado
ocorre a presenca de multimodalidade nas amostras a posteriori. Além disso, alguns
critérios de comparacao de modelos foram utilizados para auxiliar na escolha do niimero
de fatores.

Os resultados obtidos a partir da aplicacao de diferentes tipos de crimes por Areas
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Integradas de Seguranga Ptblica (AISP) do estado do Rio de Janeiro no periodo de 2012
a 2020 fornecem informagoes relevantes sobre a seguranca publica do estado, que estao
diretamente relacionadas a questoes sociais. Apesar dos dados serem complexos por
possuirem estrutura multivariada, temporal e espacial, é possivel verificar a correlacao
espacial que certos tipos de crimes possuem e como variam ao longo tempo. Dessa forma,
o ajuste do modelo com 3 fatores foi eficaz ao separar os diferentes crimes conforme a
literatura desta temaética, sendo possivel ainda analisar os fatores pelas areas de seguranca

e com os periodos de tempo considerados no estudo.

6.1 Trabalhos Futuros

Devido a flexibilidade do modelo, diversas estruturas podem ser incorporadas como
a inclusao de sazonalidade, covaridaveis e também a estimacao do niimero de fatores. Em
geral, padroes sazonais estao presentes em muitas séries temporais e precisam ser consi-
derados na modelagem. No modelo proposto tentamos incluir a sazonalidade através dos
fatores comuns, entretanto a estimacao dos parametros apresentou desafios que precisam
ser melhores estudados. A estimacao do nimero de fatores pode ser considerada pelo
algoritmo MCMC com saltos reversiveis, denotado por RIMCMC Lopes e West (2004).

Um outro interesse seria na otimizacao computacional do modelo realizado no soft-
ware Stan, pois devido a complexidade do modelo e quantidade de parametros o custo

computacional pode ser alto e, portanto, precisa ser aprimorado.
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Apeéendice A

Tracos das Cadeias dos Parametros

do Estudo Simulado

Neste apéndice, apresentamos os tragos das cadeias de alguns parametros para cada

um dos modelos ajustados nos Capitulos 4 e 5.

A.1 Modelo com 1 fator

Figura A.1: Trago das cadeias a posteriori dos parametros /ui, /71 € p1 do modelo com 1

fator, a linha vermelha representa o valor verdadeiro.
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A.2 Modelo com 2 fatores

Figura A.2: Traco das cadeias a posteriori dos parametros /ui, \/uz, /71, \/T2, p1 € p2 do

modelo com 2 fatores, a linha vermelha representa o valor verdadeiro.
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A.3 Modelo com 3 fatores

Figura A.3: Trago das cadeias a posteriori dos parametros \/u1, /U2, \/us, \/T1, v/72, /T3, P1,

p2 € p3 do modelo com 3 fatores, a linha vermelha representa o valor verdadeiro.
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Apeéendice B

Componentes dos Critérios de
Comparacao e Tracos das Cadeias
dos Parametros do Estudo

Comparativo

Neste apéndice, apresentamos os seguintes componentes dos critérios de comparagao
DIC e WAIC: D, pp, lppd e pwaic referente ao estudo de comparacao de diferentes
nimeros de fatores. Também apresentamos os tracos das cadeias de alguns parametros

para cada um dos modelos ajustados deste estudo de comparacao.

Tabela B.1: Valores de D do critérios de comparacio DIC para cada amostra de cada modelo.

Modelo  Amostral Amostra 2 Amostra 3 Amostra4 Amostra 5

1 fator 512.450,81 236.311,24 185.458,85 350.557,96 308.298,12
2 fatores  226.145,57 175.031,77 157.522,82 181.212,34 221.622,03

3 fatores 226.077,31 174.937,96 157.424,33 181.152,58 221.420,67

62



Tabela B.2: Valores de pp do critérios de comparacao DIC para cada amostra de cada modelo.

Modelo  Amostra 1 Amostra 2 Amostra 3 Amostra 4 Amostra 5
1 fator 3.365,44 3.024,80 2.540,53 2.766,00 3.644,22
2 fatores 5.792,36 4.582,09 3.981,62 4.624,50 5.917,06
3 fatores 5.388,88 4.673,63 4.086,39 4.700,52 6.113,22

Tabela B.3: Valores de Ippd do critérios de comparacao WAIC para cada amostra de cada

modelo.
Modelo  Amostra 1  Amostra 2 Amostra 3 Amostra 4  Amostra 5
1 fator -241.540,42 -114.521,14 -90.234,05 -166.623,83 -148.402,12
2 fatores -111.038,79  -85.795,79 -77.251,34  -88.956,93 -108.669,07
3 fatores -111.109,30  -85.725,11 -77.166,43 -88.903,35 -108.507,78

Tabela B.4: Valores de pwarc do critérios de comparacao WAIC para cada amostra de cada

modelo.
Modelo  Amostra 1 Amostra 2 Amostra 3 Amostra 4 Amostra 5
1 fator 36.005,16 8.307,90 5.716,89  21.168,52  13.272,72
2 fatores 4.996,28 4.072,89 3.581,30 3.997,87 5.176,86
3 fatores 4.639,03 4.125,29 3.663,43 4.054,08 5.322,63
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B.1 Modelo com 1 fator

Figura B.1: Traco das cadeias a posteriori dos parametros ,/uy, /71 € p1 do modelo com 1

fator para cada amostra, a linha vermelha representa o valor verdadeiro.
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B.2 Modelo com 2 fatores

Figura B.2: Trago das cadeias a posteriori dos parametros /ui, /uz, /71, /T2, p1 € p2 do

modelo com 2 fatores para cada amostra, a linha vermelha representa o valor verdadeiro.
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B.3 Modelo com 3 fatores

Figura B.3: Traco das cadeias a posteriori dos parametros /ui, /U2, /U3, \/T1, \/T2, /73,
p1, p2 € ps do modelo com 3 fatores para cada amostra, a linha vermelha representa o valor

verdadeiro.
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Apéndice C

Aplicacao

C.1 Modelo com 3 fatores

Figura C.1: Traco das cadeias a posteriori dos parametros /ui, \/u2, \/us, /71, /72, v/T3, P1,

p2 € p3 do modelo com 3 fatores da andlise dos dados reais.
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Figura C.2: Séries mensais de cada um dos 3 fatores por AISP do modelo com 3 fatores da

analise dos dados reais.
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Apendice D
Algoritmo Stan

A seguir é apresentado o c6digo utilizado no software Stan para obter aproximagoes da

distribuicao a posteriori dos parametros para o modelo proposto considerando 3 fatores.

data{
int<lower=0> N;
int<lower=0> P;
int<lower=0> L;
int<lower=0> y[L,N,P];
real<lower=0> log_E[L,N,P];

matrix<lower = 0, upper 1>[N, N] W;

matrix<lower = 0O, upper = 39>[N, N] D;

transformed data{
vector [N] uns;

uns = rep_vector(1,N);

parameters{
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vector[P-1] lambdail;
vector [P-2] lambda2;
vector [P-3] lambda3;
matrix[L,N] f1;
matrix[L,N] f2;
matrix[L,N] £3;
vector[L] phil;
vector[L] phi2;
vector[L] phi3;

real philO0;

real phi20;

real phi30;
real<lower=0> rul;
real<lower=0> rtaul;
real<lower=0> ru2;
real<lower=0> rtau?2;
real<lower=0> ru3;

real<lower=0> rtau3;

real<lower=-0.36, upper=0.17> rhol;

real<lower=-0.36, upper=0.17> rho2;

real<lower=-0.36, upper=0.17> rho3;

transformed parameters{
real thetalL,N,P];
real<lower=0> taul;
real<lower=0> tau2;

real<lower=0> tau3;
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for(t in 1:L){
for(i in 1:N){
thetalt,i,1] = log_E[t,i,1] + f1[t,i];
log_E[t,i,2] + lambdal[1]l*f1[t,i] + f2[t,i];

thetal[t,i,2]

thetalt,i,3] log_E[t,i,3] + lambdal[2]*f1[t,i] + lambda2[1]x*f2[t,
il + £3[t,i];
for(j in 4:P){
thetalt,i,j] = log_E[t,i,j] + lambdal[j-1]*f1[t,i] + lambda2[j

-2]*f2[t,1i] + lambda3[j-3]1*f3[t,i];

}
}

}

taul = rtaul~2;

tau2 = rtau2”2;

tau3d = rtau3”2;
}
model{

for(t in 1:L){
for(i in 1:N){
for(j in 1:P){

y[lt,i,j] ~ poisson_log(thetalt,i,jl);

for(t in 1:L){
f1[t,] ~ multi_normal_prec(uns*phil[t],1/taul*(D - rhol * W));

)




f2[t,] ~ multi_normal_prec(uns*phi2[t],1/tau2*(D - rho2 * W));

£3[t,] ~ multi_normal_prec(uns*phi3[t],1/tau3*(D - rho3 * W));

phil0 ~ normal(0,10);
phi20 ~ normal(0,10);
phi30 ~ normal(0,10);
phil[1] ~ normal(philO,rul);
phi2[1] ~ normal(phi20,ru2);
phi3[1] ~ normal(phi30,ru3d);

for(t in 2:L){
phil[t] ~ normal(phil[t-1],rul);
phi2[t] ~ normal(phi2[t-1],ru2);
phi3[t] ~ normal(phi3[t-1],ru3);

lambdal ~ normal(0,10);
lambda2 ~ normal(0,10);
lambda3 ~ normal(0,10);

rul ~ cauchy(0,10);

ru2 ~ cauchy(0,10);

ru3 ~ cauchy(0,10);

rtaul ~ cauchy(0,10);

rtau2 ~ cauchy(0,10);

rtau3 ~ cauchy(0,10);

rhol ~ uniform(-0.36, 0.17);
rho2 ~ uniform(-0.36, 0.17);
rho3 ~ uniform(-0.36, 0.17);
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