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SINOPSE

A analise dinamica de pontes e apresentada, sendo a
ponte idealizada como uma viga elastica sob a acao de cargas con-
centradas moveis constantes. Da-se enfase especial a resposta di-

namica de vigas Gerber.

A estrutura e discretizada em elementos finitos e a
analise feita pelo metodo da superposicao modal. O elemento empre
gado leva em consideracao os efeitos da inercia de rotacao e da de

formacao por cisalhamento.

Um programa FORTRAN para o computadorBurmnmhs B6700
¢ desenvolvido. Alguns exemplos de pontes rodoviarias e ferrovia-
rias existehtes sao estudados. O0s resultados sao comparados com
solucdes analiticas e numéricas conhecidas e a eficiencia do pro-

grama & analisada.



ABSTRACT

The dynamic analysis of bridges is presented, being
the bridge idealized as an elastic beam under the action of moving
constant forces. Special emphasis is given to the dynamic behavior

of cantilever bridges.

The structure is discretized in finite elements and
the analysis is conducted by means of the modal -superposition method.
The element which is used takes into account the effects of rotary

inertia and shear. deformation.

A FORTRAN program for the Burroughs B6700 computer
is developed. Some example of existing highway and railway bridges
are studied. The results are compared with known analytical and

numerical solutions and the efficiency of the program is analysed.
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I - INTRODUGAQ

A andlise dinamica de pontes em viga de eixo reto tem
sido objeto de inlUmeras contribuicOes nos altimos anos, gragas ao
desenvolvimento das tecnicas computacionais, em especial a dos ele-
mentos finitos. E destacavel, inicialmente, o trabalho de Wen e
Toridis - 1962 - (17), que determina as propriedades vibratorias e
a resposta a passagem de cargas moveis de vigas Gerber pelo metodo
das massas.discretas, nao cogitando ainda da utilizagao do conceito
de matrizes de massas consistentes, o que foi ﬁreconizadopor Archer
- 1963 - (21). Seguiram-se inlumeros trabalhos marcantes sobre o as
sunto como os desenvolvidos por: Venancio Filho - 1966 - (20), wuma
aplicacao do metodo das massas discretas a estruturas reticuladas ;
Veletsos e Huang - 1970 - (28), que definem um modelo matematico do
vefculo trafegando sobre uma ponte; Yoshida e Weaver - 1971 - (18),
uma analise de vigas e placas sob a acao de cargas moveis pelo méto
do dos elementos finitos; Jung - 1973 - (32), estudo de estruturas

reticuladas; Bruch - 1973 - (33), dinamica de placas.

Alem deﬁses trabalhos por metodos numericos, conti-
nuam em evidencia as solugoes analiticas, como as apresentadas por
Jagadish e Pahwa - 1968 - (22), Fryba - 1972 - (15), Nagaraju et
alli - 1973 - (16) e Wang et alli - 1975 - (30), exemplos das mais
recentes publicacdes onde a resposta dinamica de vigas Gerber ou vi

gas continuas e estudada.

0 objetivo do presente trabalho e obter a resposta
dinamica de vigas, em especial vigas Gerber, a agao de cargas mo -

veis.



Para tanto, apresenta-se no segundo capitulo uma re-
visdao dos metodos da analise dinamica, incluindo as solucgoes anali-
ticas para sistemas continuos e os metodos de discretizacao (massas
discretas, deslocamentos generalizados, elementos finitos). 0 meto
do da superposicao modal e o empregado, o que € possivel devido a
linearidade do problema decorrente da nao consideragao da massa do

carregamento.

No Capitulo III procura-se detalhar o Metodo dos Ele
mentos Finitos, deduzindo as matrizes de massa e rigidez para wnéig
mento de viga. As consideracbes sobre as liberacdes ou restrigoes
a serem introduzidas nos casos de vigas Gerber ou continuas sao tam

bem abordadas.

As aplicacbes e resultados numéricos sao apresenta-
dos no Capitulo IV, sendo analisados varios casos reais. 0 Progra-
ma desenvolvido j3a tem sido utilizado em varios problemas como o de
torres e passarelas, o que, de certa forma, mostra sua versatilida-

de.

Finalmente, no Capitulo V descreve-se o programa de
calculo automatico e no Capitulo VI colocam-se algumas conclusoes e

sugestoes.



ITI - METODOS DA ANALISE DINAMICA

2.1 - INTRODUCAD

Define-se aqui o termo dinamico simplesmente como va
niavel com o Zempo; assim, um carregamento dinamico & qualquer car-
regamento no qual a intensidade, direcao ou posigao variam com 0
tempo. No presente trabalho, estudam-se cargas cuja posi¢ao & fun-
¢ao do tempo, isto e, cargas moveis. Desse modo, a resposta da es-
trutura, caracterizada por suas deformagoes e esforcgos resultantes,

& tambem variavel no tempo, ou dinamica.

Sao basicamente dois os tipos de analise dinamica
deterministica e n3o-deterministica. Se a variacao no tempo & ex-
pressa por uma relacao analitica qualquer, a analise da resposta de
qualquer sistema estrutural & definida como anafise deterministica.
No caso contrario, em que a variag¢ao no tempo da solicitagao pode
apenas ser definida dentro de um conceito estatistico {(carregamento
aleatorio), a analise e dita nao-deteaministica. No que se segue,
a posicao da carga e definivel matematicamente no tempo e, conse-

quentemente, a analise e deterministica.

Duas sao as caracteristicas essenciais de um proble-
ma dinamico, que o diferenciam do correspondente problema estatico.
A primeira &, por definjgéo, a variacao no tempo, que faz com que a
resposta seja uma sucessao de solugoes, uma para cada instante con-
siderado. A segunda e mais fundamental caracteristica & o fato de
que aos deslocamentos da estrutura associam-se aceleragoes as quais

produzem forgas de inercia que a elas resistem.



0 aparecimento das forgas de inércia distribuidas re
sultantes dos desiocamentos da estrutura, que por sua vez sao influ
enciados pelas intensidades destas mesmas forgas de inercia, obvia-
mente complica a analise do problema. A formulacao direta pode ser
obtida por meio de equagoOes diferenciais, mais exatamente equagoes
diferenciais parciais, visto que se tem como variaveis independen-

tes a posicdo e o tempo.

Estas equacoes diferenciais parciais podem ser resol
vidas diretamente para alguns casos, como sera visto no tem (2.2).
Porem, para problemas mais complexos, nao €& possivel, sendo por me-
todos numericos, a solugdao das equagoes formuladas para o sistema

considerado como continuo.

E viavel, entao, substituir-se um sistema continuo
por um sistema discreto, considerando-se um numero finito de compo-
nentes de deslocamento que sejam suficientes para representar 0s
efeitos de todas as forgas de inercia relevantes da estrutura, defi
nido como o+ numero de graus de liberdade. S3o essencialmente tres
os metodos de discretizacao: massas discretas, deslocamentos genera

lizados e o metodo dos elementos finitos.

%émi& | fr, I fr, ifh

Fig.(Z.ia} Fi‘g.(2.1b)




a) Massas Discretas

Esse procedimento consiste em substituir um sistema com massa dis
tribuida continuamente, logo com infinitos graus de liberdade, por
um sistema em que a massa e concentrada num determinado numero
de pontos, onde podem se desenvolver forcas de inErcia. Seja a
viga da Figura (2.7) um sistema dinamico. O método das massas
discretas consiste na substituicido das forcas de inércia distri-
buidas da Figura (2.1a) pelo sistema discreto da Figura (2.1b),
onde se desenvolvem forgas em tres direcoes ({supondo-se desprezi
vel a inercia de rotagao).

Peslocamentos Generalizados

-

0 metodo das massas discretas e mais eficiente para sistemas em
que uma grande parte da massa e realmente concentrada em alguns
pontos. Assim, considera-se que a massa da estrutura pode ser
também concentrada nesses pontos, e a mesma tomada como se nao
possuisse peso.

Um outro procedimento pode ser preferivel nos casos em que a mas
sa e uniformemente distribuida. Tal procedimento baseia-se na
suposicao de que a defofmagéo da estrutura pode ser expressa co-
mo uma serie de fung¢oes de deslocamentos, que sao as coordenadas
de deslocamento da estrutura.

Seja a Figura (2.2). Se as fungoes wN(x) sao compativeis com
as condigoes de contorno e mantem a necessaria continuidade dos
deslocamentos internos, uma expressao generalizada para os deslg
camentos pode ser expressa por:

Zy + wy(x) (2.1)

onde os termos de amplitude ZN sao denominados coordenadas ge-

neralizadas e N @ o numero de graus de Tiberdade usados nesse
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tipo de idealizacgao.

Em geral, para um mesmo numero de graus .de Tliberdade melhor
aproximacao e obtida com a 1deé]izag§o por meio de tais
fungoes do que com o procedimento das massas discretas
Entretanto, o «calculo para cada grau de liberdade 3 mais
trabalhoso c¢om o emprege de coordenadas generalizadas.

————— - s —_ T -

wi(x) /—\ T T 1 2 3 4 5
G % AT 1 P
= | | | |
| | l
SO NG
+ o il_wf,i |
i l !
lel(x’{\\__/% ! | l; : | '
+ AL
) ey 0y=1
+
Fig.(2.2) Fig(2.3) .

c) Metodo dos Elementos Finitos

Este terceiro metodo, que combina alguns aspectos dos dois ante-
riores, fornece uma idealizagao confiavel e conveniente do siste
ma e € particularmente eficiente para uso em computadores digi-
tais.

0 primeiro passo na discretizacao de qualquer estrutura
em elementos finitos, por exemplo, a viga da Figura(2.3),
consiste em dividi-la em um numero apropriado de segmentos,
ou elementos, de tamanho arbitrario. Estes elementos estao liga
dos por pontos nodais, cujos deslocamentos sao as coordenadas ge
neralizadas do sistema. A deflexdo de toda a estrutura e
agora definida em termos dessas coordenadas, assumindo-se
um conjunto de funcoes de deslocamentos como na equacao



(2.1). Essas fun¢des sao agora chamadas fungoes de inter
polagac, pois definem a forma apenas entre os pontos ng
dais especificados. Na Figura (2.3), mostram-se as fungoes
de interpolagcac associadas com os dois graus de liberda-
de do no 3. Essas funcoes podem ser qua1auer curva que
¢ continua internamente e satisfaz as condigdes géométri -
cas 1impostas pelos deslocamentos nodais. No «caso de ele
mentos wuni-dimensionais, usam-se as fun¢bes que represen-
tam a deflexao causada pelos deslocamentos nodais (polino
mios de Hermite de 39 grau).

0 metodo dos elementos finitos, bastante empregado ultima-
mente, em geral fornece & maneira mais adequada para se
expressar o comportamento de sistemas estruturais por meio
de um conjunto discreto de coordenadas. Sera este o em-
pregado no présente ‘trabaiho.

A formulacao das equacoes do movimento de uma
estrutura, cuja solucao fornece a historia dos -deslocamentos
desta, pode ser feita por tres diferentes métodos, baseados
nos conceitos fundamentais seguintes: equilibrio direto usan
do o Principio de D'Alembert, o Principio dos Deslocamen-

tos Virtuais e o Principio de Hamilton.

a) Equilibrio Direto Usando o Principio de D'Alembert

As equagoes do movimento de qualquer sistema dinamico re
presentam expressoes da segunda lei do movimento de New
ton, que estabelece que a derivada em relacao ao tempo
da quantidade de movimento ("momentum") de qualquer mas-

sa m e igual forca que atua sobre ela. Isto se

a
expressa na equacao diferencial:



Bt) = S (m oLt (2.2)

onde p(t) & a forca aplicada e r(t) € o vetor posicao da mas
sa m

Na maioria dos problemas, a massa & considerada constante no tem
po, de modo que a expressao fica

- 2y g
pt) = m LLLEL = g Rt (2.3)
dt?
onde o ponto representa derivacao em relacao ao tempo. Pode-se
colocar a equacao.(2.3) na. forma:
P(t) - mr(t) =0 (2.4)

chamando-se agora o termo (< m r(t)) de forca de ineneia, "re-
sistente a aceleracao™. Este conceito e o conhecido principio
de D'Alembert: uma massa gera uma forca de inercia proporcional
a sua aceleragao e oposta a ela.

Deste modo, formulam-se equacoes de movimento como equag¢oes de
equilibrio de todas as forgas agindo sobre a massa, incluindo as
forcas de inércia. Esta formulagao direta e, em geral, a mais
conveniente para sistemas simples. '

b) 0 Principio dos Deslocamentos Virtuais

Quando o sistema se torna razoavelmente complexo, geralmente as
virias forcas envolvidas podem ser expressas em termos de deslo-
camentos, mas suas equacoes de equilibrio tornam-se obscuras.Nes
ses caso0s, a substituicdao das equacoes de equilibrio pelo princi
pio dos deslocamentos virtuais mostra ser conveniente. 0 princi
pio estabelece: "se um sistema que est3d em equilibrio sob a acao
de um conjunto de forgas for submetido a um deslocamento virtual,
isto &, um deslocamento compativel com as restrigoes do sistema,
o trabalho total realizado pelas forgas sera nulo".



Assim, determinando todas as forcas atuantes no sistema,incluin-
do as forgaé de inercia definidas de acordo com o Principio de
D'Alembert, introduzindo deslocamentos virtuais paré .cada grau
de liberdade e igualando a zero o trabalho realizado, as equa-
¢coes do movimento do sistema sao finalmente obtidas.

A vantagem desse tipo de enfoque e que as contribuicoes dos tra-
bathos virtuais sao grandezas escalares, enguanto que as forgas
atuantes sao grandezas vetoriais e, como tal, podem ser ‘somadas
apenas vetorialmente.

0 Principio de Hamilton

Um terceiro enfoque e o que faz uso de expressoes de energia .em
forma variacional. O conceito variacional aplicavel e o princi-
pio de Hamilton, que estabelece que a variacao das energ1as cine
tica e potencial, mais o trahalho virtual total reallzado pelas

forras, . durante qualquer intervalo de tempo, deve ser igual

a zero 0 principio expressa-se

ty t
fa(T-V)dt+f 5 W dt =0
t t,

onde:
- energia cinetica;
- energia potencial de deformagﬁo;

e P =

"W .- trabalho virtual total rea]1zado pelas forgas, in-
cluindo amortecimento e quaisquer forcas externas ar
bitrarias;

8 - variagao tomada sobre o intervalo de tempo t] - t2.

A aplicagao deste principio leva diretamente as equagoes do movi
mento. Difere da analise por trabalhos virtuais por nao envol-
ver explicitamente na formulagao forcas nem deslocamentos, gran-
dezas vetoriais, mas sim expressoces puramente escalares de ener-
gia. Nisto reside tambem sua vantagem, pois apesar dos termos
de trabalho virtual serem escalares, as grandezas envolvidas sao
vetoriais.



~E evidente que os tres metodos acima sao equivalentes,

levando as mesmas equacgOes do movimento do sistema estrutural.

No Ttem (2.3) mostraremos a formulacao das equagoes
do movimento de um sistema discretizado em elementos finitos pelo

principio de Hamilton.

2.2 - SISTEMAS CONTINUOS

Foi referido no Ttem (2.1) que a analise de um siste
ma continuo, logo contendo infinitos graus de liberdade, pode ser
conduzida em térmos de equacgdes diferenciais parciais, nas quais te
mos vatiEveis independentes de posi¢do e tempo. Estas equagoes po-
dem ser resolvidas em forma fechada para alguns casos mais simples,

como sera mostrado.

Desenvolvem-se a seguir as equacoes referentes a fle
Xao de‘vigas, que e o assunto do presente trabalho. Mostra-se a so
Tucao das equagoes para o caso de vigas simples, com diferentes con
dicoes de bordo, e para as vigas Gerber de tres vaos, sendo 0 vao

central suspenso.

2.2.1 - Equagoes do Movimento de Vigas

Considere-se o caso simples da viga nao-uniforme de
eixo reto, mostrada na Figura (2.4a), com condigoes de bordo quais-
quer (apresentada como bi-apoiada). Deste modo, o problema e wuni-
dimensional e as variaveis independentes sao o tempo t e a coorde
nada de posicao x . Consideram-se como propriedades fisicas da vi
ga a rigidez a flexao EI(x) e a massa por unidade de comprimentou

m(x) . A viga estd sujeita a um carregamento transversal p(x , t)
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e a resposta e a deflexdo w(x , t)

— e E— . _—_—

wfﬁm{)
+ptxt) . d T 1>M+g_':dx
le—x idx ZEI(x ), m(x) f /|/ Ix w%‘;’dx_
Fig.(2.4a) Fig.(2.4b)

Fazendo-se o equilibrio das forcas que agem sobre um
segmento infinitesimal dx da viga, chegam-se as equacoes do movi-

mento. 0 equilibrio das forcas verticais fornece:

Vo4 pdx - (V4 2 dx) - f, dx = O (2.5)

A forca de inercia distribuida & expressa em termos

da aceleragao no local por:

. |
f.odx = m dx 2 Y (2.6)
3t

Levando a equacgao {(2.6) na equagao (2.5) e simplifi-

cando, vem:

Q2
=T

)
3w (2.7)
at?

|
I
o
1
3

Q2
>
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Pelo equilibrio de momentos em torno do eixo que ba§
sa no lado direito do segmento, vem:
oM
M+ V dx - (M + X dx) = 0 (2.8)
onde as parcelas do carregamento e da forga de inércia sao despreza
das por serem de sequnda ordem. A simplificacdo de equagao (2.8)

leva 3 conhecida relacao estatica entre forca cortante e momento

s
]

|QJ

=

(2.9)

[+ ]
>

Derivando a equacao (2.9) e levando na equagao (2.7),

vem:

, .
LU (2.10)
ax? 3t?

Introduzindo a relacao basica entre momento e curva-

tura, M = EI(x) - (3%w/ax?) , tem-se finalmente:

2 (er(x) )+ om(x) 0 - px b (2.11)
ax ax?2 at?

Nesta equacao nao se leva em conta os efeitos da de-
formacao por cortante e da inércia de rotacao da viga, que sao pon-
deraveis em frequencias altas. A expressao mais geral que conside-

ra estes efeitos esta dada em (3, 4, 5).
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Supondo-se que as propriedades fisicas nao variam

com a posicao, a equagao (2.11) torna-se:

ET » w'' +mw =p (2.12)

onde os indices indicam derivacgao em relacao a x e os pontos deri

vagao em t

2.2.2 - Vibracoes Livres Nao-Amortecidas

Da equagao (2.12), fazendo p = 0 e dividindo-se to

da a expressao por EI , obtem-se:

IV ,om -
W +-ETI-w=o (2.13)

A equacgdo (2.13) pode ser resoivida pelo metodo de

separacao de variaveis, assumindo-se a solucgao

wix , t) = ¢(x) - Y(t) (2.14)

Daf:
1V m
1 (x) + Y(t) + gy o(x) - ¥(t) =0
(2.15)
¢IV x) . moY(t) 0
¢ (x EI Y(t
Na equacaoc (2.15), o primeiro termo e funcao apenas
de x e o segundo apenas de t . Logo, uma solucao para quaisquer

x e t so pode ser obtida se ambos forem iguais a uma constante.
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Fazendo esta constante, por conveniencia, igual a a* , obtem-se:

v
- ar Mg - et s etx) s 0 (2.16a)
i 'ETT‘” ‘}E =8t L Y(E) +w? Y(t) = 0 (2.16b)

onde,

A equacao (2.16b) e a equacao da vibracao livre de

um sistema com um grau de liberdade e tem a solugao:

Y(t) = A « sen{wt) + B + cos(wt) (2.17)

na qual as constantes A e B dependem das condigoes iniciais de

velocidade e deslocamento.

A equacao (2.16a) pode ser resolvida do modo usual,

supondo-se uma solucao na forma
¢(x) = C . ¥ (2.18)
Levando a equacao (2.18) em equacao (2.16a), vem:
S X

(s* - a*) C e’ =0

Dai, conclue-se ser s =+ a, + ia o conjunto de
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solycoes e, consequentemente, a solucao sera

6(x) = cj e’ 15 e + 0y e gy e (2.19)

Em termos de funcoes trigonometricas e hiperbolicas,

fa;gquagﬁo (2.19) escreve-se:
dp(x) = C1 sen(ax) + C2 cos{ax) + C3 senh{ax} + C4 cosh(ax) (2.20)

As constantes Ci‘ dependem das condigoes de contor
no e definem a forma e a amplitude da vibracao da viga. A introdu
cao das condicoes permite o calculo das constantes em termos de uma
delas e fornecem uma expressao (chamada equacdo de frequencia ou ca
racteristica) da qual podem ser calculados os valores do parametro
a , que fornece as frequencias o . A guarta constante, que defi-

ne a amplitude, nao e determinada.

As equagoes {2.17) e (2.20), junto com as condicoes
iniciais e as condicbes de contorno definem a solucgio de equacgao

(2.13).

a) Vigas Simples

Com as expressoes desenvolvidas , faz-se agora a analise das
propriedades vibratorias de uma viga simples, bi-apoiada - Figu
ra (2.5).

Tem-se as condicoes de bordo (deflexao e momento nulos nas ex-
tremidades) dada por:
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w(0,t) = 0 3%w(0,t) _ 4
ax?
2 | (2.21)
w(l,t) = 0 2W(l,t) _ g
ax?
Daid,
$(0) =0 ¢"(0) =0
(2.22)
o(L) =0 ¢"(L) = 0
. qb(x)r .
; |
s El,M=cte. k3
S

P,ix) /—\ w,:ﬂ': El/(mL)

W= 4“’2 EI/(IT‘IE)

Gy 2N
T__

B3(x) IS wy= 9T VEL/(A 1)

Fﬁg(zs)

As duas primeiras condigoes, levadas na equacao (2.20), forne-
cem:

$(0) =C; + sen(0)+ C, - cos(0)+ C; + senh(0)+ C, - cosh(0)= 0
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o' (0} = az(—'C] - sen(0)~ Cy cos(0)+ C3 « senh(0)+ C, - cosh(0))= 0
DaT,
C2 + C4 =0 e - C2 + C4 =0
Cp=Cy=0

Do mesmo modo, condicoes em x =L , levam a

¢ (L) Cqy - sen(al )+ Cy - senh{aL)= 0

It

$"(L) = a?(- Cy - sen(al)+ C, - senh(al))= 0

3

Somando:

2 C, - senh{al) =0 .. C, =20

3

A solugao trivial (C; = 0) sendo excluida, o sistema
fornece a equacao de frequencias:

sen(alL) = 0

da qual vem

e, como

tem-se, finalmente:

homogeneo
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A expressao dos modos de vibracao & a equagao (2.20), com

Na Figura (2.5) estao mostrados os tres primeiros modos de vi-
bracao.

A solugao geral da equagao do movimento que satisfaz as condi-~
¢coes de contorno e, portanto, a soma de todas as vibracoes ca-
racteristicas i

w(x,t) =
n

n T X -]
: sen { T ) [An . sen(wnt) + Bn . Cos(wntlj

e 8

(2.23)

As constantes An e Bn sao determinadas a partir das condicoes

injciais:
w(x,0) = ¢(x)
(2.24)
&(XQO) - UJ(X)
Da7,
I Ay sen(E) = e(x)
(2.25)
nE1 Bn * w, * sen (n E x) = P{x)
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e, finalmente, multiplicando-se a equacao (2.25) por sen{nmx/1)
e integrando em relacao a x entre 0 e L , temos os valores

das constantes An e Bn : .

L
2 nmx
An = ff ¢{x) sen (———E——) dx
0
(2.26)
L
2 N X
B, = J—f‘/ﬂ ¢(x) sen (—%—) dx
n
0
F interessante observar que as funcoes caracteristicas ¢n(x)

possuem relacOes de ortogonalidade, sob quaisquer condigoes de
contorno, relagﬁes estas que garantem que:

L 0 p/m # n
jﬂ ¢n(x) . ¢m(x) m({x) dx = L \ (2.27)
0 : Eh#xﬂ m{x) dx p/m = n
‘ 0

desde que as frequencias wo € Wy sejam diferentes, o que nor

malmente ocorre nos sistemas estruturais.

De forma analoga a desenvolvida acima, podem-se estabelecer as
propriedades vibratorias de vigas simples bi-engastadas, engas-
tadas e apoiadas, em balango, e com outras condigoes de bordo.
Tal desenvolvimento pode ser encontrade em (1, 2, 3, 29).

Vigas Gerber (22)

Analisam-se agora as propriedades vibratorias da viga da Figura
(2.6), com tres vaos MN, NG e QR, sendo o vao central NQ suspen
so. A estrutura & simetrica em relagao a x; =0 . Sejam
wi{x) , wo(x) e w3(x) as deflexoes nos tramos MN, NO e OP,
respectivamente. Supondo-se vibracgOes harmonicas, as equagoes
que definem a deflexao da viga em qualquer modo tem forma seme-
lhante a equacao {2.16a):



sendp

m— —

As fungoes

Em M

d”¢](x1)
- ateq(xq) = 0 (2.28)
dx?
d4¢2(X2)
- a”¢2(x2) =0 (2.29)
dx?
d* ¢, (x,)
3 3 atga(xg) = 0 (2.30)
dx?
3
m 2
a* = Tt
L
a b, Ilb|| a
y Py Tn
A Tifﬂacm > >
—_-xi xz—-X3
) ©, Fig.(2.6)

P tem que atender as condigOes de bordo seguirtes :

(2.31)
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d?¢
=0
dx%
Xy = 0
Em N
¢'| =0
Xy =2
d{b] dqb2
dx, dx.,
1 _ 2 _
x] = a x2 =0
2 2
d ¢] _ d ¢2
dx?2 dx?2
] _ 2 _
x]-a x2-0
¢2’ =0
x2 =0
Em 0@
4’2’ = ¢3‘ _
Xo = b Xq = - c/2
d?¢
2
=0
dx?2
2 Xy = b
d2¢
3
=0
dx%
Xq = - c/2

(2.

(2.

(2.

32)

33)

.34)

35)

.36)

.37)

.38)

.39)



22 -

d?¢ d*¢
2 - 3 (2.40)
dxz dx%
x2 = b x3 = - ¢/f2

As equacoes (2.28), (2.29) e (2.30) tem solucao da forma da equa
cao (2.20), sendo que as constantes sao determinadas com as con
digcoes das equacoes (2.31) a (2.40) e ainda as condigoes de si
metria em Xq = 0

Assim, consideram-se o caso simetrico e o caso anti-simetrico ,
para se obter:

- caso simetrico

A, . A% ’ AX Ax1

= - -[ : . .......1. . __] . —_—
¢1 = AI sen —— + A2 oS — + A3 senh —+ A4 cosh c

sz sz AX sz

- ' 2 _Z
P B] sen —— + B, « cos —* By - senh - +8, senh = (2.47)

kxs TAX
¢3 = 61 " COS —— ¢ C2 » cosh e

onde se faz

&

a
}\4 =.—?
C
- caso anti-simetrico
AX kx] kx1 ’ XX]
¢] = A] . Sen,_E_ + A2 " COS —— % A3 . senh,—E— + A4 « cosh —
sz kxz kxz kxz
¢, = B] + sen — + B2 » COS —— + B3 . senh-c—+ B4’- cosh—c— (2.42)
AX X
-, 3 Vo, 3
bq = C1 sen —= + C2. senh =
onde, novamente
}\l‘=_a_l+
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0s grupos de equagoes (2.41) e (2.42), com a introdugao das con
dicoes de bordo, vao fornecer duas equacoes transcedentes de
frequencia, cujas solu¢des s3o as frequencias de vibragao nos
modos simetricos e anti-simetricos. Com as frequencias e os coe
ficientes Ai . Bi . Ci e A% R B% , C% definem-se os modos
normais simetricos pela equagoes (2.41) e os anti-simetricos pe

las equagoes (2.42).

0 desenvolvimento descrito acima pode ser encontrado em (22),cu
jos resultados serao comparados com os obtidos pela solugao por
elementos finitos apresentados.

Como pode-se inferir da solugao descrita acima, o problema sera
bem mais complexo caso a viga tenha mais um vao, ou, ainda, nao
possua simetria. 0 encaminhamento apresentado para as vigas
Gerber pode ser seguido para calculo de vigas continuas, intro-
duzindo-se condi¢oes de contorno adequadas. Para este caso, en
contram-se solucoes analiticas em Timoshenko (3, 4) e Nowacki(14).

2.2.3 - Vibracoes Forcadas

No Ttem (2.2.2) foi mostrada - a determinacao de fre-
quencias e modos normais de vibracdo para sistemas continuos. Uma
vez que estas caracteristicas possah ser calculadas, a resposta de
um sistema estrutural a uma solicitagao dinamica p{x, t) pode ser
encontrada por uma superposicao dos diferentes modos normais, que
sao em numero infinito. Escreve-se a resposta w(x,t) , para sis

temas unidimensionais, na forma

wi{x , t) =

neo g

Yo (t) ¢ 0c(x) (2.43)

i=1 !

onde, ¢i(x) sao as funcoes caracteristicas definidas no Ttem an-
terior e Yi(t) sdao as amplitudes dos modos normais, que funcio-

nam como coordenadas generalizadas, chamadas cocxrdenadas neamais
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ocu modads.

Este procedimento e definido como supenposicac mo-
daf, para sistemas analisados como continuos. Adiante, sera mos-
trada a formulacao deste processo, quando se tem um sistema discre

to.

As coordenadas normais sao em numero infinito, como
indica o somatdorio da equacdao (2.43), porem para as analises prati
cas apenas a consideracao de uns poucos modos fornece resultados

compativeis com as aproximacgoes requeridas.

A equacao do movimento de uma viga, considerando-se
propriedades fisicas variaveis ao longo do comprimento, € a equa -

cao (2.11), que se escreve:

3% [EI(X) Eﬁi} fom(x) EM 2 pix, t)
ax?

Introduzindo-se w(x ,t) como definido na equacao

(2.43), vem:

W8

i=1 1

. <o dz2 dsz_i(X) . : )
m{x) « ¢.(x) - Yi(t) + I ' .EI(x) —— Y.(t) = p(x, t)
(2.44)

Mu]tip]icandb-se cada termo por ¢n(x) e integran

do-se em x , obtém-se
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L
151 Y (t)f m{x) - ¢1(x) . d)n(x) dx +
o
= : d? dzqg

(2.45)

Com as relagoes de ortogonalidade da equacgao (2.27)

e observando-se que

L T 4%, (x) Che
'0/’ cbn(x) . e EI(x) - -_-—dxz— dx = mn-_of [d)n(x)} m(x) dx

a equacao (2.45) fica dééécop]ada em equacoes diferenciais do tipo:

f $2(x) + m(x) dx - Y (t) + w;f $2(x) = m(x) dx « Y (t) =
0 0

¢, (x) p(x,t) dx _ (2.46)

—,

Fazendo

(2.47)

o‘h‘\
-
Ny
=
-
b4
e —
L]
e
"
S
(=
>
1
=
=

P (t) | (2.48)

L
S 000+ plxs 1) dx
0

onde Mn e a massa generalizada associada ao modo ¢h {(x) e P

e o carregamento generalizado, a equagao (2.46) se tcrna:
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MY (t) = P (2.49)

A equagao {2.49) pode ser resolvida para cada modo
n , obtendo-se as coordenadas normais Yn(t) » que, levadas na Equa

cao (2.43), fornecem a resposta w(x,t)

0 problema que se pretende analisar neste trabalho
g a resposta de uma viga a passagem de uma forca concentrada mo-
vel. 0 efeito de cargas moveis atravessando vigas simples esta de

senvolvido em (1, 2, 3, 4, 15).

Nagaraju et alli (16) apresentam a resposta de vi-
gas Gerber de tres vaos - Figura (2.6) -, a uma carga movel, defi-

nindo-se o carregamento pela expressao:
p(x,t) =P « &(x - vt) (2.50)

onde P e a intensidade da carga e &(x - vt) & a fungao de Dirac,

tal que

§{x - vt) =0 p/f x # vt

+ o0
f §{x - vt) dx

Com a equagao (2.50), a equacao (2.48) se escreve

1]
'

L

,/‘¢n(x) « P+ §(x - vt) dx = P ¢n(vt)
0
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Fazendo-se ainda

L
Moo= f $2(x) + m(x) dx = @ f B2(x) = W K L
0

a equacao (2.49) se torna:

com

0 sistema desacoplado da equacgdo (2.51) e resolvi-
do para Yn(t) tomando-se a transformada de Laplace nos dois Ta-

dos da expressao generica e fazendo-se, a sequir, a transformacao

inversa. Alem disso, introduzindo-se as condigOes iniciais .Yno
e ?"6 , chega-se a:
?“o -1 1
Yn(t) = Y o cos{w_-t) + ];T sen(wn-t) T, £ o £L¢n(vt)
(2.52)

As expressoes de ¢n(x) estao calculadas em (22).

Determina-se, entao, ¢n(vt) ¢ chegam-se as expressoes de Y (t)

o
introduzindo condigoes iniciais apropriadas, tomadas nulas para o
primeiro vao (MN) e calculadas para os demais. Finalmente, as de-
flexdes sdo dadas pela equacao (2.43). Os momentos 530 obtidos

por:
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M(x, t) = - EI - Yo (t) - an(x) (2.53)

A serie diferenciada da equagao {2.53) nao apresen-
ta boa convergencia. E conveniente separar-se a solugao wix , t)
em duas partes, fazendo:

wix,t) = V(x,t) + U(x, t) (2.54)

onde V(x ,t) satisfaz a equacao diferencial

N
E1 &Y - p . 5(x - vt) (2.55)
ax*®
e & chamada "solucdo quase-estatica". U{(x,t) & denominada "solu

cao das forcas de inercia".

Levando a equacao (2.54) na equacao do movimento a
equacao (2.12) e, tendo em vista as equacoes (2.55) e (2.43), che-

ga-se a:

El S F .1 A(t) - 6, (x) (2.56)

Expandindo-se U(x ,t) em uma serie de fungoes ca-

racteristicas

U(x , t) = : b (t) - o, (x) (2.57)
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_omet 1
bn(t) = 1 - An(t) (2.58)
n
onde
[ = .2
}_ﬁ:al“=mmn
C“ n El
Pela teoria elementar de flexao de vigas,tem-se que
P L3
Vix , t) = F1 GD-- {2.59)
sendo GD 0 "coeficiente de influencia para deflexao". Assim, le

vando na equacao (2.54) as equacoes (2.57),(2.58) e (2.59), chega-

se a:
P L3 ct 2 1
wix, t) = 8 - — I -P(t)-q:(x)}
£l {D s n=1{Knk“ n n
1 tn
(2.60)
onde:
P :
A (t) = - - P (t)
n mL K n
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onde Sy e 0 "coeficiente de influencia para momentos", vem:

onde

c
¢n(x) = ;; ¢n(x)
n
As equaces (2.60) e (2.61) fornecem as deflexoes
e os momentos, respostas a solicitacao da equagao (2.50). Em (16),
Nagaraju et alli apresentam resultados utilizando estas equagoes.

Tais resultados serao comparados com a solugao apresentada.

2.3 - SISTEMAS DISCRETOS - 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.3.1 - Equacoes de Lagrange

Como foi dito no Ttem (2.1), as equacgoes do movimen
to para um sistema discreto, com N graus de liberdade, podem ser
formuladas a partir do principio variacional de Hamilton, que se

repete aqui:

s [ (T-V)dt+fa-w-dt;o (2.62)

desde que se exprima a energia cinetica total T , a energia de de
formagdo - V e o trabalho virtual total M em funcao de um con
junto de coordenadas generalizadas q.I s Qg s --- s Oy - E conve-

niente lembrar que coordenadas generalizadas para um sistema com
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N graus de liberdade sao definidas como qualquer conjunto de N
valores independentes que determinam completamente a posigao de ca

da ponto cdo sistema.

Para a maioria dos sistemas estruturais ou mecani-
cos, a energia cinetica pode ser escrita em fungao das coordenadas
generalizadas e suas derivadas primeiras, ao passo que a energia
potencial e fungdao apenas das coordenadas generalizadas. Ainda, o
trabalho virtual total das forcas quando _agem  _ sobke des- -
locamentos virtuais resultantes de um conjunto arbitrario de varia
coes nas coordenadas generalizadas pode ser escrito como combina-

¢do linear dessas variagoes. Matematicamente, exprime-se:

T = T(ay 0,5 -c-5 Gyadysps --e sy (2.63a)

Vo= V(ay 0955 ... 5 qQy) {2.63b)

SW = Q1 . 6q1 + 02-6q2 + ... 04 QN.an (2.63c)

onde Qy,Q,, ...,0Qy sao fungoes solicitantes generalizadas cor
respondentes a gy, 09y, ... Q5 .. Qy, respectivamente.

‘Levando as equagoes (2.63) em (2.62), permutando os

operadores integral e variacional e efetuando as variagoes, vem:

t

2
3T 3T T s 3T o
f (Bay 8% * - *agy S gy St oo *oag, SOy T
t
1
(2.64)
. A - v _
TR qu 5ay an + Q1 6q] + + QN GqN) dt = 0
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0s termos dependentes das velocidades na equacao

(2.64) sao integrados por partes da forma seguinte:

t t t
2 2 2
3T . _ | T ) 3 T
J 55, o%i 9t F [m ‘Sqi] S (3g) 89y dt
t] - ‘t-| t]
(2.65)
A condicao basica imposta as variagoes e que
6qi(t]) = Sqi(tz) = 0 , o que torna nulo o primeiro termo do segun

do membro da equagao (2.65). Substituindo agora a equagao (2.65)

na equacao (2.64), obtem-se:

t .
2
9 ol aT oV _
f |}§-f(8a.)+3q. -Bq.+Qi:| 5qi dt = 0 (2.66)
1.',-| 1 1 1

Como as variacoes sao arbitrarias, a expressao en -

tre colchetes da equacao (2.66) deve ser nula; logo:

9 aT T aV
= (——) - + = {. (2.67)
at 3G aqi qu i

As equacoes (2.67) sao as conhecidas equagoes de

Lagrange, que s3o um resultado direto da aplicagao do principio va

riacional de Hamilton, sob as condigoes especificadas.

2.3.2 - Equacgoes Gerais do Movimento

Para sistemas lineares sujeitos a oscilacoes de pe-
quena amplitude, as energias cinetica e potencial podem ser escri-

tas na forma quadratica seguinte:
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S 4. + 4. =54 'mg (2.68)
2 57 jo1 W L J 2z 4 =4
N N
1 1 T
V=5 I £ k.., * Qq; ¢+ Q. =59 k g (2.69)
2 i=3 =1 13 i J Z2 2 ~ 1

onde N & o numero de graus de liberdade do sistema. E evidente
entao que o segundo termo da equacao (2.67) - aT/aqi - anula-se,de

modo que as equacoes de Lagrange se tornam:

3 T 3V _ o
5t (33 taa; C U T T 12 (2.70)

Substituindo as equagoes (2.68) e (2.69) em (2.70)

e efetuando a derivacao, escreve-se, em forma matricial:

mqg+kgqs=0Q (2.71)

E conveniente lembrar que nas forgas generalizadas
Q estao incluidas todas as forgas nao-conservativas, inclusive as

forcas de amortecimento.

Suponhamos agora o sistema discretizado em elemen-
tos finitos, de tal modo que os deslocamentos u no interior de
cada elemento sejam dados em fungao dos deslocamentos nodais U pe

la expressao:
u=a-+1U (2.72)

A equacao (2.72) & instituida para sistemas estati-
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cos em regime de pequenos deslocamentos. Para sistemas dinamicos,
em geral, esta relacao nao & valida. Contudo, se um numero sufici
ente de deslocamentos U e considerado, a relagao da -eguacgao
(2.72) e uma boa aproximagao, desde que os deslocamentos sejam cal

culados a partir das equagoes dinamicas do sistema. Admite-se en-

tao que

Da equacao (2.72), vem:

[ =
[}

o
.

[ R el

(2.73)

Tomando os deslocamentos nodais como as coordenadas

generalizadas do sistema, pode-se escrever, para'cada elemento:
Tz%fpngdv (2.74)
v

onde p € a massa especifica do elemento.

Levando a equacao (2.73) na (2.74), vem:

T = %-/‘p
v

Para a energia potencial V tem-se:

T a T

.
1o -
(=
Loy
"
M.—J
1<
—
| S
o
1~
-
o
a
=
g
| I
1.

a (2.75)
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V:%ngng (2.76)
g |

As deformacoes e podem ser expressas em termos

dos deslocamentos nodais pela expressao:
e=5>bU (2.77)

onde a matriz b & obtida de a por derivacao.

Supondo, ainda, material elastico linear, tem-se:
g =E¢e - (2.78)

onde E e a matriz das constantes elasticas.

Substituindo agora as equagoes (2.77) e {2.78) em
(2.76), obtem-se:

v=%fuTbTEbu'dv=%uT ’_beEde}U (2.79)
U'b  EbU ut | fbED U
v v

Comparando a equagao.{(2.68) com (2.75) e a equagao

(2.69) com (2.79) e lembrando que os deslocamentos nodais U sao

as coordenadas generalizadas, tem-se que:

dv (2.80)

13
D

"

©

1w
—

i

ke = ng E b dv _ (2.81)
v
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A matriz m® & chamada matriz de massas consisten-

tes, havendo sido inicialmente deduzida por Archer (21). A matriz

k® & a matriz de rigidez do elemento.

Para o calculo das funcoes { , determina-se o tra-

balho virtual total das forgas, que pode ser escrito:

(2.82)

onde,
NS - e 0 trabalho desenvolvido pelas forcas de superficie
NV - & o trabalho desenvolvido pelas forcas de volume
Na - & o trabalho desenvolvido pelas forgas dissipativas.

Da equacao (2.82), escreve-se:

sW = GNS + awv + SW (2.83)

a

Para as forcas de superficie, tem-se:

‘ (T T T
Ws-fE Esds-f9255d5
5 S
e (2.84)

T LT
s = 8U fg F dS
5

onde F. sao as forgas de superficie.

Para as forcas de volume, tem-se:
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dv
~ o~V
v
e (2.85)
B T T
§W, = 68U -fg F, dv
v
onde F sao as forcas de volume.
Considerando-se amortecimento viscoso, obtem-se:
T e s
swa = U« c U (2.86)
sendo c¢°©

a matriz de amortecimento.

Comparando a equagao (2.86) com (2.63c), chega-se a
expressao matricial:

(2.87)
onde,

(2.88)
v

e o vetor das cargas nodais equivalentes.

Temos, assim, a equacao do movimento para um elemen
to qualquer expressa por:

| L)
+
=
D
s
1
D

(2.89)
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Fazendo a associagao ao longo de toda a estrutura,

obtém-se, finalmente, as equacoes gerais do movimento:

=
| o
-+
o
t o
-+
1=

U= p (2.90)

Convem notar que a matriz global m g formada por
processo identico ao da matriz k , como esta mostrado em (7), pro

cesso este ja bastante conhecido.

Substituir-se a matriz m como dada na equagao
(2.80) por uma matriz de massas concentradas nos pontos nodais (ma
triz de massas discretas), e tecnica empregada e apresenta a vanta
gem de simplificar os calculos. Porem, do desenvolvimento apresen
tado, pode-se inferir ser a matriz de massas consistentes a compa-
tivel com o metodo dos elementos finitos. Trabalhando-se com esta,
sendo as funcoes de interpolacao compativeis, tem-se a garantia de

que as frequencias convergem para as exatas por valores superiores

(21), ao passo que de outro modo nada se pode garantir.

A determinacgao dos coeficientes da matriz de

| S
amortecimento ¢ e uma questao ainda em aberto. E usual definir-
se ¢ diretamente, como uma combinag&o de k e m , buscande as
segurar que o sistema das equacoes (2.90) possua modos normais c¢las-
sicos de vibracao e possa ser desacoplado, 0 que esta mostrado em
(23). No presente trabalho, a influencia do amortecimento estrutu
ral & desprezada, considerando-se que sua influencia & peguena nos

casos praticos.

Para sistemas lineares, as equacoes (2.90) podem

ser desacopladas em equacoes diferenciais ordinarias independentes
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por meio de uma transforma;éo para coordenadas normais ou modais.
Essa e a base do metodo de superposicdo modal. Contudo, para sis-
temas nao-lineares, nos quais as matrizes de massa ou de rigidez
sao variaveis com o tempo, nao mais se caracterizam modos normais
classicos de vibragao e o metodo referido acima nao e aplicavel.
A solugao para tais casos bonsiste em resolver-se diretamente 0
sistema de equacoes acopladas atraves metodos numericos. A inte-
gracao passo a passo das equacoes, que supoem a cada incremento de
tempo a linearidade do sistema com as propriedades determinadas no
inTcio do intervalo, & em geral o método mais indicado (3,5).

NoO que se segue, supoe-se que as propriedades fisi-
cas da estrutura sao constantes no tempo e nao se leva em conta a

massa das cargas moveis, de maneira que o sistema & linear, o meto

do da superposicdao modal & valido e sera empregado.

2.3.3

Vibracoes Livres Nao-Amortecidas

As equagoes (2.90), para um sistema vibrando livre-

mente e na ausencia de amortecimento estrutural, escrevem-se:

i3

1
+

=

U=0 (2.91)

onde 0 e o vetor nulo.

0 estudo das vibracoes livres consiste em se deter-
minar sob que condicoes as equagces (2.91) admitem solugao nao-tri
vial, isto &, permitem movimento. As oscilagdes livres sdo harmo-

nicas, de modo gue assume-se
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U= ¢ sen(ut + 6) (2.92)

onde ¢ e o vetor coluna das amplitudes dos deslocamentos U, w

& a frequencia circular de vibracdo e 6 & o angulo de fase. De-

rivando-se duas vezes a equagao (2.92) em relacao ao tempo, vem
U= ¢(- w?*) » sen{wt + 8) (2.93)

Levando as equacgoes (2.92) e (2.93) em (2.91), tem-

se:
- w® m ¢ sen{wt + 8) + k ¢ sen{wt + 8) = 0
e,
St me kg =0
ou, ainda

k - w?m| ¢ =0 (2.94)
[ECRIERE

Pela regra de Cramer sabe-se que o sistema das equa
coes (2.94) adimite solugao nao-trivial se e somente se o determi-

nante da matriz dos coeficientes e nulo. Tem-se, entao:
- w? il = 0 (2.95)

Em um sistema com N graus de liberdade, a expan-

sao do determinante da equacao (2.95) leva a uma equacao de N-esi-

ma ordem em ©? . Esta equacao & chamada equacao caracteristica ou
g
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equagdo de frequencias do sistema, cujas raizes sao as frequéncias
dos N modos normais de vibragdo possiveis (interessam apenas oS
valores positivos de w ). Pode-se mostrar que para matrizes de
massa e de rigidez reais, simetricas e positivamente definidas, o
que ocorre para sistemas estruturais estaveis, a equagao caractei'

ristica possui todas as raizes reais e positivas.

Portanto, para esses N valores da freguencia 0
sistema das equagdes (2.94) apresenta uma solucao. Seja W, uma

qualquer das frequencias. Tem-se:
m) ¢, = 0 (2.96)

0 vetor ¢ das amplitudes n3ao fica explicitamente
determinado pela equacgao (2.96), visto ser o sistema homogeneo. Po
de-se, porem, determinar as componentes de Qn em funcgao de uma
delas, definindo-se assim a forma ou modo de vibragao do sistema,

sendo a amplitude indeterminada.

As equacoes de vibracdo livre, as equacoes (2.94) ,
sao uma forma de problema de autovalor da Algebra Matricial, no
gqual as frequencias sao os autovalores e os autovetores correspon-

dentes sao os modos de vibracgao.

Levando os N autovalores e autovetores nas equa-

coes (2.96), pode-se escrever:
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k ¢y = wy MG, = 0 (2.97)
k oy - oy Moy =0
Em forma geral, tem-se:
ko=g0mo (2.98)

onde

e chamada matriz modal e

:  _ 2 2 2
R° = [w] w2 ... wN}

a matriz das frequencias ou matriz espectral.

A solucao direta das equagoes {2.94) torna-se impra
ticavel para sistemas com muitos graus de lTiberdade. No Capitulo
3, mostra-se a solugao do problema de autovalor pelo processo de

Givens-Householder e sua aplicacao ao caso estudado.

2.3.4 - Propriedades dos Modos Normais de Vibracao

Mostra-se a seguir que os modos normais de vibragao
¢k sao ortogonais as matrizes de massa e rigidez, de maneira ana-
loga as relacoes de ortogonalidade mostradas para sistemas conti-

nuos - equacao (2.27).



43

Para tanto, premuitiplica-se ambos os membros da

equacao (2.98) por gT , obtendo:

¢ ke=0"2 mo (2.99)
Fdzendo
T N
9 E e ‘_Ed
e
T _
$me =M,

onde Ed e ﬂd sao denominadas matrizes de rigidez e massa gene-
ralizadas, obtém-se:

Kg = 02 My (2.100)

Representando-se a equagao (2.100) na forma

L
1]

o
=

(2.101)

[1°2)

onde S e A sao simetricas e D diagonal, tem-se:

N
S.. = ¥ d;_ a_ . =d.; &a..
i ol ir Trj ii "]
e
N
S'i = I d.r py = d a ;
J ro J NN
Como s.. = s.. , vem:
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d.. - a,, =d.. - a., (2.102)

A equagao (2.102) so e verdadeira se a matriz D &

escalar (dii = djj) ou se A @& diagonal. Como Q> ndo & esca-
lar, A , isto e, Md , deve ser diagonal e, consequentemente, Ed

tambem e diagonal.

Assim, fica mostrado que os modos normais ¢ sao
ortogonais tanto em relacao a matriz de rigidez k quanto em rela

¢do a matriz de massas m , podendo-se escrever:

0 SE i #
T _
o3 M9y =
Mdi SE io= ]
(2.703)
0 SE i # ]
?1 m ?j -
Kdi SE i= ]

2.3.5 - Vibracoes Forcadas

As equagoes (2.90) para sistemas nao-amortecidos su

jeitos a excitacoes p , escrevem-se:

13

e
+

1=

U= p (2.104)

Transformando os deslocamentos nodais U em coorde

nadas normais ou modais q por meio da matriz modal, vem:
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U=20gq (2.105)
e
U=29q (2.106)
Levando as equagoes (2.105) e (2.106),em (2.104)tem-se
mog+koqo=p (2.107)
Premultiplicando a equagao (2.07) por @T ., obtem-
se:

¢ mog+e keg=29 p (2.108)

Tendo em vista as relagoes de ortogonalidade dos mo

dos normais e chamando

Palt) = & - p(t) (2.109)

o vetor das forgas nodais generalizado, vem:

-
Mg @+ 8% My g

Pylt) (2.110)

0 sistema das equac¢oes (2.110), visto serem as ma-
trizes M, e Q* diagonais, esta descoplado em N equagdes dife

renciais ordinarias da forma:

9, = Py (t) k=1,2,...,N (2.113)
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ou,
) -1
q t wyp q = Mdk Pdk(t) k=1,2,...,N (2.112)
As equacoes (2.112), semelhante a equagao para sis-
temas com um grau de liberdade, pode ser resolvida tomando-se a

" transformada de Laplace em ambos os membros e fazendo-se, a seguir,

a transformacdo inversa. Dai,

G N '
- . kg R P B

9y qko cos mkt + o sen wkt + Mdk Lz Y n[Pd -l:l
. Y .

onde q, e &k sio as condicOes iniciais em t = 0
0 0 _
Pelo teorema da convolugao (31), tem-se:

LY 1 R
_— .E[Pd ] = & e § [sen wkt1 "Q[Pd ] _
S + w} k Yk 0T

E]
Ela
oy
o} N
ot
w
L]
3
£
ko
——
‘_|.
]
—
L
v
o
==
-
-]
o
(o
—

Levando a equacdo {(2.114) em equacao (2.113), vem ,

finalmente,

q, . -1 -1
q = 9 cos wkt + Z%Q « 5en mkt+wnk Md sen E;k(t - Ti] * Pd (1) » dr
0 | ko k2 K (2.115)
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A integral nas equacoes (2.114) e (2.115) e chama-
da integral de Duhamel, que sera usada no capitulo seguinte para
determinar a resposta dinamica de uma viga a passagem de cargas mi

veis.
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IIT -~ ANALISE DINAMICA DE YIGAS DE PONTES PELO METUDO DOS ELEMENTOS
FINITOS

3.1 - INTRODUCAO

No Capitulo II foram mostrados os principios fundémenta1§ da
analise dinémica, formuladas as equagoes do movimento para um_siétema discreto
pe1o -princhio de Hamilton e, assumida a linearidade do sistema, mpstrou-ée a
sdh@ﬁo geh)n@tom) da superposicao modal. Esse metodo apresenta co
movvantagem principal o fato de hue nos casos gréticos apenas uns
poucos modos precisam ser considerados para fornecer a resposta na
precisao requerida. Desse modo, o calculo & bastante simplificado
e, mesmo para probiemas com muitos graus de liberdade, o programa
desenvolvido mostra ser eficiente. Por outro lado, o programa nao

permite analisar estruturas de comportamento nao-linear.

0s modelos considerados sao simples: a ponte e idea
lizada como uma viga e os veiculos como cargas moveis, sem levar
em conta a massa do carregamento. Com isso, no que se seqgue Sao0
apresentados um elemento de viga e suas propriedades, o processo
de Givens-Householder para solucao de problemas de autovalor e o
desenvolvimento para calculo da resposta dinamica a cargas concen-

tradas moveis.

3.2 - PROPRIEDADES DO ELEMENTO

3.2.1 - Fungoes de Interpolacao

Tratam-se aqui vigas retas, discretizadas em um nu-
mero arbitrario de elementos, de comprimentos tambem arbitrarios

Figura (3.1). Consideram-se deslocamentos e rotacgoes, em apenas
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um plano, os deslocamentos nodais, como e mostrado na Figura (3.2)
Supte-se valida a relacao - equagao {2.72) - entre deslocamentos
U no interior do elemento e os deslocamentos nodais U , aqui re

petida:

As fungoes de interpolagao utilizadas sao as defor-
madas estaticas obtidas quando se faz cada um dos deslocamentos no

dais Ui assumir um valor unitario, com os demais mantidos nulos.

Y
U1' Uy
U, 47 Uy s
A0 © @ @B ) S \) K
| L | - 1 ]
Fig.(s.ﬂ Fig.(3.2)

Pode-se escrever a equacao acima na forma:

C N
U
{“} =N N Mg Nygy [ U2 (3.1)
who o Npp Moo Moz Npgl | U3
| Ya )

onde u € o deslocamento na direcao X .devido 3 rotacio e w 0



deslocamento na diregao Y

Chamando V M v M2 os esforgos cortan-

L B T
te e momento associado a cada uma das dire¢oes representadas na
figura (3.2) e lembrando que se considera a deformagao por cisalha

mento, tem-se as seguintes equagoes diferenciais da deformada:

d W - V1
ax - TR (3.2a)
e
d? Wy
E 1, =V x - M (3.2b)

dx?

onde W e é parcela do deslocamento devido ao esforgo cortante e
Wy devida a deformacdes pof flexdo. Na equagao (3.2), G e o mo
dulo de elasticidade transversal, A* =y « A @ a Erea da Secaon
transversaT efetiva e v o fator de correcao ao cisalhamento, E
€ o modulo de elasticidade e I o momento de inercia em relacdo

z
ao eixo z , normal ao plano da figqura (3.2).

Assim,

podem ser obtidos por integracao das equagoes (3.2), com as condi-

¢oes de contorno adequadas.
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E interessante observar que a condicao de engasta -

mento e dada por:

d Wy dw d W

X Tdx - ax -0

Desse modo, introduzindo as condicoes de bordo para

cada caso, obtem-se:

para U, =1 -

_ qor
NH = _I + ¢S_-1__6 (—E:‘Ez).n} \ _ (3.3a)
O L I LI N S O TS I IO
21 T | ¢%‘ i -ET 4 £° + s (3.3b)
para ‘U2 =1 -

—1_
Ny, [1 + b -1+ 45 -3¢82-(1-E&) ¢S:in2 (3.3c)

para U3 =1 -
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para U4 =1 -
_ . )
Mg = [V + o |[28-38 -E6 e (3.39)
PR ERNA B B I 3.3h
g0 = |1 ¥ og| [T 8 rE - (e Eh) (3.3h)
onde
12 E IZ

& o parametro da deformacao por cisalhamento.

3.2.2 - Matriz de Massa do Elemento

A expressao da matriz de massas consistentes de um

elemento estd dada na equagao (2.80), aqui repetida:

Levando a matriz a dada no item (3.2.1) na equa-

c3ao acima e procedendo as operagoes, chega-se a expressao da  ma-

triz @e {7):



T (1+0,)?

3
- (75577005 *2792)

e

P e e e e BT R

—_——rr S ——-———

.

SIMETRTITCA

1

SIMETRICA

£S
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0 primeiro termo da equagao (3.4) representa a iner
cia de transiagao, enquanto o segundo termo representa a inercia
" de rotacdo da viga. b e o parametro da deformagdo por cisalha-

mento, como definido no item anterior.

3.2.3 - Matriz de Rigidez do Elemento

A expressao da matriz de rigidez de um elemento es-

ta dada na equagao (2.81), que se escreve:

k= [ ol Eb ay
v

onde E ~e a matriz das constantes elasticas e b & obtida de a

por derivacao. Efetuando-se as operagoes indicadas, chega-se a ex

préssao de Be para o elemento estudado (7):

12 SIMETRICA
_______ d e e e e e e e
o 2 |
. E -1 6.0 1 (8 4+ 0g) 27
k€ - Tt LTI S .
PV + o) 1 cq2 -6 112
_______
6 1 (2- 9087 - 62} (44 9,) 82
| . T, .. : : . , ]
(3.5)

onde E & o modulo de elasticidade.

Para a consideracdao de vigas Gerber, supoe - se
que o elemento possua uma liberacao em uma das diregoes de suas ex
tremidades. Desse modo, pode-se ter liberacao do cortante - Figu-

ra (3.3a) - ou liberagao do momento - Figura (3.1b) -, nas extremi
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dades esquerda ou direita do elemento. O desenvolvimento gue se
seque e geral, apesar de ser de major interesse, no presente estu-
do, o segundo tipo. E evidente que nao se admitem combinacdes que

tornem o membro hipostatico.

-— — . o T ———— el

H

AN
RN

Fig.(3.3a) Fig.(3.3b)

E possivel escrever a matriz de rigidez de elemento

com liberacao nas extremidades por meio de alteragoes simples na

matriz do elemento sem liberagoes - equacao (3.5). Chamando AMT

0 vetor das acoes na extremidade do elemento m e A_I\flLrn o vetor

das agoes de engastamento, tem-se a equagao:
+ AML" (3.6)

onde k™ & a matriz de rigidez e D" o vetor .dos deslocamentos

das extremidades do elemento, que sao iguais aos deslocamentos no-

dais correspondentes, exceto quando ha uma liberacgao.

Suponha-se agora que a direcao 2 , por exemplo,cor
responda a uma liberacao - Figurar(3.3b). A condigcao fica expres-
sa na nulidade da agao de extremiﬂade AM? . Desenvolvendo a equa
¢ao (3.6) e fazendo AMEE.O , obtem-se a expressao de Dg , que @
diferente do correspondente deslocamento nodal:
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m m m m m m m
[}2] Dy + k23 . D3 + k24 . D4 + AMLé} (3.7)

Substituindo Dg como dado na equacgao (3.7), tem-

se para as outras ag'ées:

m m m m m m m '
k™ .k kM .k kM. ek k
m_..m _<12°%21 m _“12°%23 m 12" %24 m %12
AM]—(k1] i )D]-r-(k]3 ——Iﬁ———)03+(k14 i )D4+(AML1-;—~AML2)
22 22 22 22
(3.8)
KoM k km AL K™
m_..m _"32 "2i 32° M 32 24 m "32
AM3= (k3 X )0+ (k 7 )D +(K3, ——Eﬁ———)D4+(AML AMLZ)
22 22 22 22
(3.9)
kM oM kM .M KM .M KM
m_,,m ‘42" %21 m_“42°%23 42" %24 m %42
AMy = (K T )Dy+ (K w—;ﬁw——)n3 (k44 ——;————)Da+(AML I~--AML2)
22 22 22 22
(3.10)

As equacbes acima fornecem as acgoes nas extremida-
des de um elemento que possui uma liberacao na diregao 2 e fica
claro que se pode chegar a elas por alteracoes na matriz de rigi-

e no vetor A@Lm . Entao, observando as equacgoes (3.7) a

dez Kk
(3.10), escreve-se de forma geral para liberagao em uma direcao £

qualquer (% =1, ..., 4):
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m m
k., ¢ k.
m* _.om _ "if L]
kij = kij ___;ﬁ____ {3.11)
L
L
m* ig m
AMLL, = AML, - —= = AMLR (3.12}
s
mo_ 1 mo.m m .M m
Dz = Eﬁ— (kﬁ] Dy + ko Dy + ...t AMLR) {3.13)
e
m* m'k —~ . . « “
onde kij e AMLi sao, respectivamente, a matriz de rigidez e o
vetor das acoes de engastamento alterados e Dz e 0 deslocamento

da extremidade do elemento m na direcac g , diferente do deslo-
camento nodal correspondente. Observe-se que na equacao (3.13) o

termo correspondente a D? nao esta incluido no parenteses.

Desse modo, com as equacgoes (3.11), (3.12} e (3.13),
fica automaticamente introduzida uma liberagao em um elemento m

qualguer.

3.3 - PROPRIEDADES DINAMICAS DA ESTRUTURA

No item (2.3.3) foi mostrado que as caracteristicas
dinamicas de uma estrutura s3o determinadas pela solugdo do proble

ma de autovalor

(2.94)

~
1
£
[
=
Sonr
=
]
o

ou

kK =w>mo (3.14)

onde k e m sao as matrizes de rigidez e massa globais, obtidas
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por montagem das matrizes dos elementos (11). As matrizes k e m
sao de ordem N , onde N e o numero de graus de liberdade do sis

tema.

E evidente que a solugao da equacao (3.15) por pro-
cesso direto, envolvendo determinantes, torna-se impraticavel quan
do N cresce. Em verdade, este enfoque e eficiente apenas quando
se tem ate 5 graus de liberdade. Considerando problemas de porte
medio com ate 150 graus de liberdade, o que & um numero razoavel ‘pa
ra 0os casos aqui estudados, rotinas de calculo de autovalores para
matrizes simétricas, em particular o processo de Givens-Householder,
apresentam-se como a técnica mais eficiente. Uma alternativa e o
emprego de processos iterativos, como o conhecido metodo de Stodola

(24).

3.3.1 - Reducao do Problema a Forma Classica

As rotinas de autovalor operam sobre o problema na

forma classica:

-
t—<
1l
-
=<

(3.15)

onde A e simetrica, Y e o autovetor e ) o autovalor.

Fazer-se na equagdo (3.14) A = 5-1 s m ou

-1 —~ - - . o~ . .
A =m -k nao e valido no caso, visto nao se garantir a sime-

tria de A . Aplica-se entao a decomposigao de Choleski para a
transformagao a forma classica. DecompGe-se a matriz de rigidez no
produto de uma matriz triangular inferior pela sua transposta, es-

crevendo-se:
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L=<
1]

—

—

Levando a equacao (3.16j em (3.74), vem:

t—

1
-
I
€
=]

Fazendo

0 que leva a

a equagao (3.17) fica:

Premultiplicando a equagao (3.20) por

ou

(3.

(3.

7))

18)

.19)

.20)

tem-se

(3.

(3.

(3.

21)

22)

23)
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(3.23)

Com a decomposicao proposta, formula-se o problema
na forma da equagao (3.16). Os autovalores do problema transforma
do sao os mesmos do problema original, visto serem as transforma-
coes do tipo de similaridade. 0s autovetores ¢ sao calculados
dos autovetores Y , atraves da equacao {3.19). Como as rotinas
normalmente fornecem os autovalores em forma decrescente, com a mu
danca proposta os autovalores representam (1/w?) e, logo, as mais
baixas frequencias s3do as primeiro determinadas. Por este motivo

preferiu-se a decomposicao da matriz de rigidez a da matriz de mas

sa, pois sao as frequencias baixas as que tem maior influéencia na

resposta.
A matriz L da equagao (3.16) fica determinada por
(12, 27):
i-1 2
.. = (k;; - & 2% )2
11 LR S e 1
j- )
ig = 5 et e
2’1‘] = -2 se i > (3.24)
33
Qij = 0 se i< j

A inversa R = L ' % facilmente obtida por:
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r.. =
A1 211
. i-1
L4 r..
- p=J P -pJ ; : 5
Pij = T se i>j (3.25)
i
r =0 se i< j

Com as equagoes (3.23), (3.24) e (3.25), Jleva-se a
equacao (3.14) a forma classica, na qual @ resolvido o problema de

autovalor.

3.3.2 - Processo de Givens-Householder (13)

0 objetivo do processo de Givens-Householder e 0
calculo dos autovalores e autovetores de uma matriz simetrica A ,

de ordem N
0 processo consta de tres fases: reducgdo a forma tri

diagonal, calculo dos autovalores e calculo dos autovetores.

a) Redugao a Forma Tridiagonal

Em 1847, Jacobi mostrou que o calculo de autovalo-

res podia ser feito criando-se uma sequencia 51 = 51 A B{ )
52 = 52 51 B; y .-.5 de matrizes ortogonaimente similares, de tal

modo que Ek tenda a matriz diagonal dos autovalores quando k -+ =,

As matrizes R sao de rotagoes planas.

Dai surgiram inimeras modifica¢des, das quais a mais
importante deve-se a Givens gque mostrou ser possivel, por meio de

uma serie finita de rotacOes como acima, transformar-se A em uma
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matriz na forma:

C = e (3.26)

onde todos os elementos distantes da diagonal mais de uma linha ou
coluna sao nulos. As matrizes Bk sao escolhidas de modo a Zerar
um a um os elementos fora da tridiagonal, permanecendo nulos estes
elementos na transformacao seguinte. Assim, a redugao necessita no

maximo N « (N - 1)/2 passos.

Householder sugeriu que esta tridiagonalizacao pode

ria ser feita tomando-se Bk como matrizes ortogonais da forma
R, =1 -212z .72 (3.27)

onde I € a matriz identidade e z @& um vetor coluna tal gue

z -z =1
A eficiencia do processo foi confirmada por Wilkin-
son. Sao necessarias apenas (N - 2) transformagoes para se che-

gar a forma da equagao (3.26).

Sao definidas (N - 2} matrizes ortogonais

Pi s vovs Pylo » tais que:



63

A(Py Py oo PY)

PPy P (3.28)

2i 7 L L 1

seja tridiagonal nas primeiras i 1inhas e colunas; logo, BN-Z

e tridiagonal.

P, tem a forma da equacgao (3.27), sendo zT -z =1,
e mostra-se que tais matrizes sao simetricas e ortogonais. Para a

primeira transformacgao,
Ay = (1 -2z22)A(I-222)7 (3.29)

escolhe-se -z de tal modo que seu primeiro elemento seja nulo,

logo a primeira coluna de A, sera a mesma de (I - 2 z ET) A

Assim, se a € a primeira coluna de A e ¢ & da forma

=c A -
ET = (x , x, 0, cee 0) vprocura-se z tal que:
T -
(I -~2zz)a =¢
com
2l z =1
e
gT = (o,, X 3 wen-s.X)
Pode-se provar que isto & possivel, desde que:
T
c = (aH , s , 0, » 0)
onde
2 T 2 n 2
sto={ag s ag) - Ay = 52 34



64

Entao, com

A] tem a primeira linha e primeira coluna na forma

tridiagonal.

Procedendo-se de maneira analoga, completa-se o pro
cesso, bastando observar que A esta transformada conveniente-

mente nas primeiras (i - 1) filas, devendo-se portanto tomar Z;

com os primeiros i elementos nulos. Desse modo, apenas a parte

direita da matriz de ordem (N - i + 1) serd afetada.

b) Calculo do Autovalores

Seja € a matriz tridiagonalizada tem-se:

¢C=A = LI (3.30)

assumindo-se bi #0 , para i =1, ... , N-1

Os autovalores de A sao os mesmos de C , visto

serem de similaridade as transformacdes efetuadas. Para o calculo

dos autovalores de C definem-se os polinomios
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-
o
———
-t
g
n
—

L) 5 B2+ bl _,(0) (3.31)

Verifica-se ser p; © polinomio caracteristico do
menor principal de ordem i de C e, em particular, Py e 0 po-
Tinomio caracteristico de C . Mostra-se que, se pi(lo) =0, en

tao:

p'i+-|()\0) . pi_]()\o) = 0 (3.32)

0 que, juntamente com a condigao Pg = 1 , e suficiente para que
Pg > Py > --- 5 Py formem uma sequencia de Sturm. A caracteristi
ca dessas sequencias & justamente que as raizes de p; separam as

raizes de Py

Define-se ag{x) como o numero de concordancias de
sinal na sequencia (1 , p](A) s pz(k) s e s pN(A)) ,» tomando-se,
se pi(k) = 0 , seu sinal igual ao de p1_1(k) . Pode-se demons-
trar o teorema:

ag(x) ¢ o numero de ralzes de p, malores ou Lguais a A
N g

Com este teorema, & possivel calcular as raizes de
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Py - Supoe-se que e procurada uma aproximagao para A s a

n-m+1
m-esima maior raiz, sabendo-se que ela esta contida no intervalo
[« , u] . Toma-se y, como o ponto médio de [& , u] , determina
se aQ(Y1) e compara-se:

se ag{yq) > m, esta contida em [y, , u]

An—m+1

se ag{yy) <m , A __ ., estd contida em [¢ , v;)

Depois de k sucessivas subdivisoes, chega-se a um

-k

intervalo de comprimento 2 “(u - &) , que contem A poden

n-m+1 °?
do-se tornar este intervalo t3o pequeno como desejado. De modo ana
logo, determinam-se alguns ou todos os autovalores de C , que $3ao

0s mesmos de B

c) Calculo dos Autovetores

Resta agora determinar o autovetor de A dado o au
tovalor associado A . Inicialmente, calcula-se o autovetor da ma
triz tridiagonal e, a partir deste, determina-se o autovetor cor-
respondente de A . Utiliza-se o metodo da iteragao inversa, suge

rido por Wilkinson.

Assume-se que A e uma aproximacao de X , mas nao
exatamente um autovetor, de modo que C - il e nao-singular. En-
tao, dado 2(0)=D , define-se uma sequencia de vetores g(p) como

solucoes dos sistemas lineares

(c - a1y z{P) o (P21) gy (3.33)
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e 0os vetores normalizados

Z
- s A - A >0
L (PIT . (P) g
y(P) - (3.34)
(_])p-z(p) _
. = s A T A o , = 1] s 2
(P17 (7] < P

Pode-se provar gque 0s vetores y(p) convergem para

um autovetor normalizado de C associado.a. A , sob a condicao sim

ples de que X seja uma melhor aproximacao de X que de qualquer

outro autovalor; esta e a base do metodo.

Na pratica, usa-se o processo de eliminagao de Gauss

para calcular

(0)

_—
1Y
'
1
L
o
I
-
e
e
I
IN

de modo que se reduz inicialmente o problema para a forma triangu-

lar

T z(]) = q

Fazendo-se, entao, todos os elementos de g unita-

rios, define-se o vetor de partida g(o) implicitamente.Esta apro
ximacdo funciona bem e invariavelmente dois passos de iteracac na
equacao (3.33) s3ao suficientes. Quando o autovalor A & repetido,
o segundo vetor de partida € gerado aleatoriamente, 0 que fornece

autovetores linearmente independentes, que podem ser ortogonaliza
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dos. Apesar de nao haver garantia de que 5(0) e um bom vetor de

partida, na pratica o procedimento acima mostra eficiencia.

Ficam assim calculados os autovetores de C ..A equa

¢cao (3.28) da a relacao entre C e A , que se escreve:

c-pap
ou
A=plCe
sendo
P = oz By Py)
Entao, se y & um autovetor de C , tem-se que
Cy =2
e
T T T T T

de modo que ET y e o correspondente autovetor de A

Tendo em vista a modificagao - equagoes (3.22) e
(3.23) - feita nas equacOes de vibragtes livres, as frequencias e

modos normais ficam, finalmente, determinados por:

oAt
(3.35)

¢ = (L) ¥

onde A; e Xi sao, respectivamente, os i-esimos autovalor e au-

tovetor calculados pelo processo de Givens-Householder.
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3.4.- RESPOSTA DINAMICA DA ESTRUTURA S0B CARGAS'MGVEIS

Conhecidas as propriedades dinamicas da estrutura ,
determina-se agora sua resposta a passagem de uma carga concentra-
da movel de intensidade P , que percorre a viga com velocidade
constante v.. Assim, a posicao da carga e variéve1 no tempo e a

solicitacao pode ser escrita como uma funcao f(t)

A solucdo e apresentada pelo metodo da superposicao
modal, desenvolvido no item (2.3.5), sendo as equagbes diferen-
ciais ja desacopladas resolvidas pela integral de Duhamel, confor-

me a equagao {2.115}.

Supoe-se que, em determinado instante, a carga P
percorra o elemento i - Figura (3.4). Se a referencia de tempo €
a extremidade esquerda do elemento, a posigcao da carga no instante

t e dada por:

x = v » t (3.36)

73
Fa'g.(3.4) l
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A expressﬁo da equacao (2.88) que da o vetor de car

gas nodais equivalentes escreve-se:

onde §&(x - vt)

mento aplicadas.

e
Flo(t)
Fa(t)

Falt)

(3.37)

e a funcao de Dirac e nao se consideram cargas mo

Da equacao (3.37}, vem:

Substituindo na equacdo (3.38) as expressoes

sz(x) , d =1,

obtem-se:

(t)
Fo(t)| QJ

[EXE Of
(t)

., 4 , dadas pelas equagﬁes-(3.3), com X

P« &6(x - vt) - dx

(3.38)

de

= vt,
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r 3 ( 3 v2t2 | 2 y3t3 vt
F.(t 1 — 4 A
1{t) > P (1 - 59 o,
242 343 o 242
Fy(t) vt - 2R VTR TS gy o It
2 2? 2 L
< - P ¢
- T—T_Eg >
242 3+ 3
Fa(t) 3 YU vt vt dq
22 23 %
vtz y3tr 9 v2t?
Fpa(t) - + - — (vt - ——)
- y . L 22 2 ]
(3.39)
0 vetor F(t) pode ser levado na integral de
Duhamel - equacao (2.114) -, fornecendo:
- B ) .
AML, (t) FilT)
AML, (t) t I Y
4 >=f sen [wk (t - )] -39 dt {3.40)
AML 4 (t) 4 FalT)
| AMLy(t) ) | Fqlm) ]
Desenvolvendo a equagao (3.40) e substituindo a

equacao (3.39), vem:

t
B p . oy - 3v? 2 2v? 3 _ v
F\ML.I(t) = —__1"'¢’5 f sen Eok(t T)][] ———-22 T +_g,3 ™ + (1 7 T):‘ drt
0

(3.41a)

2 3 2
AMLZ(t) = -]—Jr%—f sen Enk(t-r)] ve - & g2y ¥ ope gy TS(VT'V—-T,Z) dt

s 7 % 22 %
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, .
— 2 3 Vo
AML () = 1oy ﬁf‘ sen [%k(t'T) {%V PR A {} dt  (3.61¢)
4]

1
+
o
w

t -
P vi 5, vl O v?
AMLq(t) ]+¢sten Ejk(t-T)]ll:-TT +£—2—T3_—2_-(v’r— TTZ) dt
0

(3.41d)
Fazendo
t
Iy =-/~ sen [ék (t - 7)|dt = sL (1 - cos wkt) (3.423)
A k
t ' 1 sen wkt
12k=f1-sen Euk (t-r[l dr=q(t— ™ )
0 ' (3.42b)
t
I = 12 + sen m(t-T)dT=]—(t2-—2—+—2—'C05wt)
3k k U.)k 2 2 k
. 0 Yk %k
: (3.42c¢)
t
I =‘/~ i + sen {w (t - 1)({dt = 1 (t? - 8t L 8 . sen w t)
4k k wk 2 3 k
0 W o Yk
{3.42d)

pode-se desenvolver as eqdagﬁes (3.41) e introduzir as definicoes

das equacgoes (3.42), obtendo finalmente:

P v 3v?2 2v?
AMLY(E) = g, [}]+ vg) Iy -7 45 ¢ Tok T Igp * 14§}

(3.43a)
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ML (t) = P [ 35y g -(2+E§)ﬁ1 + 21 ] (3.43)
2 1+¢ 2 2k 2 £ "3k 02 4k )
_ _P v 3v? 2y’
AML (1) = 135 [E‘bs Iy + 2o Iy = = 14J (3.43¢)
S 2 2
_ P _ b Pg. y2 v
AMLq(t) = Troo [ S v It (-1 ) I+ = 14;1 (3.43d)
As equagoes (3.43), juntamente com as equagoes (3.42) ,
definem o vetor AﬂL1(t) . A expressao da equagao (2.115) pode ser

posta na forma

ako -1,-1 T
G = Gy, * ©OS wt + —— sen w t + o M, & - Ack(t)

k = (3.44)

onde @ e a matriz modal e o vetor &pk(t) e obtido por montagem

dos A@L1(t) . Convem ressaltar que se a carga esta sobre o ele-

mento 3§ sua influencia & apenas sobre os nos deste, sendo os de-

mais AML(t) nulos

Resta determinar as condi¢oes iniciais, tendo em
vista a mudanga da referencia dos tempos de elemento a elemento.
Para o primeiro, faz-se Go = éko = 0 . Nos demais, as condigoes

iniciais para 1 sao os valores finais de e g, para i - 1
k k

Derivando em relagdao ao tempo a equacgao (3.44), tem-

se;

.- .« -1 o= T d
G = = Qo * @ - sen w t + gy cos w t + w - Mok ¢ T (

AC (t)

Chamando
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_ d -
Dl = % IIk = sen ot : . (3.46a)
D, =31, =1 (1- cos wit 3.46b
2k = Tk T B w, t) (3.46b)
_ d _ 1 2
D3k = HT:‘ I3k = q (2t - ‘-U_k- sen wkt) (3.46(:)
p,, =L 1, =L (317 - &+ & (o5 uot) (3.46d
4k = dt "4k T w, 2 2 K -46d)
U.)k LL)k

das equacoes {3.43) obtem-se:

d _ P v . _3vE 2v3

I [%ML1(ti} ERETN [}]+¢s) e s mts ot Tt Pa Y T Dag]
(3.47a)

d _ P g Pg. 2 v? ,
(3.47b)

d _ P v ' 2y3

L ExML3(t)] - T EL-QJS Oy + 2 Dy - D4|;| (3.47¢)

d P g Ps. v2

(3.47d)

ot

As equacoes (3.47), juntamente - com as equacoes

(3.46), definem o vetor A@Li(t) = é% (AmLi(t)). Por montagem des
ses vetores, chega-se ao vetor (t) = é% (ACk(t)) , com o qual

calcula-se a equacdo (3.45). E interessante observar que AML(t)

e A@L(t) tem a mesma forma, bastando substituir de um para o ou
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tro L. ~por D, . No desenvolvimento, a forga P e considera
da positiva quando atua no sentido representado na Figura (3.4),

isto e, sentido contrario ao do eixo orientado Oy

Finalmente, determinadas as coordenadas nodais g,

calculam-se os deslocamentos nodais pela expressao
U=29gq (2.105)

0s esforgos e reagoes de apoio sao calculados a par

tir do deslocamento U

Quando a carga abandona a viga, tem-se um problema
de vibragoes livres nao-amortecidas com condicoes iniciais dadas,e

que e resolvido simplesmente fazendo AC(t) = 0 na equagao (3.44).

Os sistemas analisados sao lineares, sendo portanto
valido o principio da superposicao de efeitos. Tendo-se entao um
trem de cargas moveis, efetua-se o calculo para cada uma delas e

superpoem-se os deslocamentos U (4)
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v - APLICAGUES

4.1 - INTRODUGAD

Com base no que foi exposto no Capitulo I[II, desen-
volveu-se um programa para calculo automatico da resposta dinamica
de vigas, com aplicacao a vigas Gerber. Este programa sera expli-
cado no proximo capitulo. Apresentam-se a seguir alguns resulta-

dos obtidos.

Estudam-se inicialmente vigas simplesmente apoiadas,
inércia constante ou variavel, alguns resultados sendo comparados
com os obtidos por Yoshida (18) e por Venancio Filho (20). As vi-
gas Gerber estudadas sao as mesmas apresentadas por Nagaraju et
alli (16), ao passo que na consideracao da inércia de rotagdao e de
formagao por cisalhamento comparam-se os resultados com a solucdo
analitica proposta por Wang et alli (30). Mostra-se ainda uma ana
1ise comparativa de quatro diferentes tipos de viga e, finalmente,
apresenta-se a resposta de uma viga continua a passagem, com dife-

rentes velocidades, de uma simulacao do trem-tipo TB-32.

Os graficos mostrados sao de duas especies: curvas
de historia, ou linhas de influencia, da resposta de uma determina
da segao e espectros de amp]ificagéo. As primeiras relacionam a
posicao relativa da carga (v-t/L, sendo v a velocidade da carga,
t o tempo decorrido e L o comprimento total da viga) com "fato
res de amp]ificaéﬁo“-definidos como a relacdao entre o valor dinami
co para determinada posicao e o maximo valor estatico para a secao

analisada. Assim, tem-se:
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FAD - fator de amplificacao para deslocamento e

FAM - fator de amplificagao para momento;

estas curvas sao para determinada velocidade, fixada pelo parame-

tro g , denominado "parametro de velocidade" e dado por

87T (4.7)

onde T, & o perfodo fundamental de vibragdo da estrutura. Os es
pectros de amplificacdao relacionam parametros de velocidade com 05
maximos fatores de amplificacao obtidos em determinada secao. De-

fine-se, assim,

MFAD - maximo fator de amplificacao para deslocamen
to

MFAM - maximo fator de amplificacao para momento.

Alem dos graficos adimensionados citados, apresen-
tam-se alguns quadros com frequencias e outros com maximos fatores

de amplificacdo.

4.2 - VIGAS SIMPLESMENTE APOIADAS

4.2.1.- Calculo de Frequencias

Para a viga simples uniforme da Figura (4.1), apre-
sentam-se no Quadro (4.1) os valores das duas primeiras frequen-
cias, considerando-se discretizacoes de 4, 5, 6, 7 e 8 elementos.

0s valores exatos dessas frequencias sao:
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Wy 353.106 rd/s

1}

o 1 412.423 rd/s

0 que mostra ser a formulacdo consistente, isto e, as frequencias
convergem para o valor exato por valores superiores. Alem disso,
verifica-se que a discretizacdo em 4 elementos da erro de apenas
0.03% na primeira frequencia, sendo aproximaciao excelente para os

casos praticos.

Nas caracteristicas da viga, A e a area da  segao
transversal, I, o momento de inercia, E o modulo de elasticida

de e p a massa especifica.

ELEMENTOS op wo
4 353.209 1418.143
5 3653.143 1414.763
6 353.127 1413.510
7 353.116 1413.183
8 353.113 1412.760
QUADRO (4.1)
’i A = 0.2 m?
I2 = 0.016 m*
%% 5m f% E = 2. x 10% tf/m?
] [ I
p = .2 t/m?
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4.2.2 - Viga Uniforme

Analisou-se a resposta da secao S , no meio do vao
da viga representada na figura (4.2), a passagem de uma carga mo-
;e1 unitéria. Observe-se que as cargas percorrem as vigas sempre
da extremidade esquerda para a direita. Este exemplo, de carater
academico, foi proposto por Yoshida (18). No Quadro (4.2), apre -
sentam—se-valores dos maximos fatores de amplificacao para 5 velo-
cidades, comparando os resultados com os obtidos por Yoshida (18),
Venancio Filho (20) e com a solucao analitica (4,15). Nas figuras
(4.3) e (4.4) mostra-se a resposta da secao S para deslocamento

e momento, respectivamente, com £ = 0.25, 0.5 e 1.0

Chamamos Wep O maximo deslocamento estatico e MSt

0o maximo momento estatico para a secao analisada.

E = 3. x 107 1b/pol?
A = 0.0625 pol?
3 o = 0.001 1b - s%/pol*
"t pol, i I_ = 3.255 x 10™* pol®
i 4 pol. ___l z
T] = 8.149 x 107"* s
F@iﬁﬂ
e — w_, = 0.13654 x 10~% pol
st
M, =1.1b - pol
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N e MEAD. MFANM
{-_; v |
MIANA|{YOSHIDA|VENANCIO|SOL. ANALITICA| MIANA
.0625| 614 [1.060| 1.055 - 1.045 1.011
.125 |"1228 [1.120] 1.112 1.11 1.108 1.029
.25 2456 11.258| 1.251 1.24 1.250 1.098
.5 4912 11.705| 1.700 1.68 1.707 1.411
A1, . |.9824 |1.547| 1.540 | 1.54 1.550 1.343

QUADRO (4.2)

4,2.3 - Viga de Inercia Variavel

Foi estudada a resposta de uma das vigas do acesso
a3 Ponte Presidente Costa e Silva, ligacao Rio de Janeiro - Niferoi,
mostrada na figura (4.5), discretizada em 20 elementos. No Quadro
(4.3) apresentam-se as propriedades de cada um dos elementos. No
Quadro (4.4) estiao os maximos fatores de amplificacao para a secao

S, no meio do vao, com diferentes velocidades. -

A figura (4.6) mostra o deslocamento da secao S a

passagem de uma carga movel de 10 tf , com £ = 0.5,
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1.66] 165 | 165 | 165 | 2.75

| 2.75

a.85

4.68

LI I B

1

12.35

Fig. (4.5)
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ELEMENTO .t &(m)..[. A{m2)...|.. I, (m*)
1 1.66 1.05970 0.19282
2 1.65 1.29330 0.35335
3 1.65 1.17970 0.49045
4 1.65 0.95650 0.61585
5 2.75 0.95735 0.81135
6 2.75 0.95815 1.00550
7 - 2.76 0.95865 1.10260
8 3.85 0.95880 1.16390
9 3.85 0.95880 1.16760

10 4.68 0.95880 1.16760

QUADRO (4.3)

A estrutura e simetrica, os demais elementos tendo

as propriedades igquais as de seu correspondente.

E = 3. x 10% tf/m?

o) = .24 t/m?d

Ty = 0.5006525 s (sem considerar inércia de rotacao)
T, = 0.5011845 s (considerando inercia de rotacao)
Wee = -10033 x 107 m

M = 136.250 tf - m
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Vo .. COM_INERCIA. .;..SEM INERCIA |

C/INERCIA, iS/INERCIA 'MFAD{MFAMI MFADMFAM .
.25 54.37 54.43 1.2642 1.0760 1.2647 [ 1.0717
.5 108.74 108.86 1.7098 1.3999 1.7105 | 1.4074
.75 163.11 163.29 1.7006 1.3989 1.6993 | 1.3971
1. .217.48 L 217.72 1.5750. | 1.3984 .| 1.5682 {1.3793

QUADRC (4.4)

As colunas referidas com/sem Linercia referem-=se a

consideragdao ou n3do da inercia de rotagao, respectivamente.

Observa-se que o comportamento dinamico da viga @
bastante proximo ao de uma viga uniforme, fato que pode ser expli-
cado tendo em vista que, apesar da variagao de inércia, a area da
secdo transversal e praticamente constante - Quadro (4.3) - logo a
massa da viga tambem o e. Nota-se ainda que a consideracgao da

inercia de rotagdo neste problema apresenta influencia minima, per

feitamente desprezivel.
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4.3 - VIGAS GERBER

As vigas estudadas sao as mesmas do trabalho de Na-
gataju et alli (16), estando representadas, com a discretizagﬁo em
elementos finitos, na figura (4.7). Sao vigas GerSer simetricas,
com o0 Vvao centra1 0P suspenso. Chamando a o comprimento dos
vaos MN e QR , b o dos vaos NO e PQ e ¢ o comprimento do
vao suspenso, definimos os coeficientes de aspecto pelas relagoes:
o =aj/c e B =0b/c . As caracteristicas de cada uma dessas vigas
estao no Quadro (4.5), onde mostra-se ainda o valor do periodo fun
damental T1 encontrado na referencia (16). Chamamos de C e D

as secOes no meio do primeiro e ultimo vaos, respectivamente.

VIGA|c(m)| a | B | L(m) [A(m2) |1 (m*)|o(t/m?) N (s)
MIANA {NAGARAJU
I1[10.0/1.6/0.4|50.0012.283| 0.761| .2435 {0.1312] 0.130
11 |11.4]1.6[0.1]50.16{2.283| 0.761| .2435 |0.1299| 0.130
I11 [40.0]0.6/0.1]96.00[4.375] 2.277| .216 |0.4868] 0.487
1.000.2195.20{4.055| 1.337| .216 10.4158] 0.415

IV |28.0

—r

E =2. x 10% tf/m® - para todas as vigas

QUADRO (4.5)

Na figura (4.8) estao representadas as curvas de
historia para o deslocamento da secao D da viga I , com ¢ = 0.09,
considerando-se na analise 1, 3, 5 e 6 modos de vibragao. Como se
pode observar, a curva para 3 modos ja esta praticamente coinciden

te com a para 5 modos, sendo gue a curva considerando-se 6 modos
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nao e distinguivel na precisao do grafico. Isto confirma que e
necessario considerar-se apenas poucos modos de vibragdo na anali-

s5e.

0 Quadro (4.6) apresenta valores dos maximos fato-
res de amplificacao para diferentes parametros de velocidade nas
secoes C e D das vigas estudadas, sob a ac3ao de uma carga de
1 tf. E interessante observar que, normalmente, maiores resulta-
dos sao encontrados para as secoes D , no meio do Gltimo  tramo.
Obseﬁve-se ainda que os méximbs va]ores obtidos sao, em geral, pa
ra £ entre 0.25 e 0.5 . E conveniente assina]ar que alguns
va]ores da velocidade v sao excessivos se comparados com €asos
reéis.

A resposta dinamica da secdo C das vigas I, II ,
ITI e IV esta apresentada nos graficos das figuras (4.9) a
(4.16). Para a viga I , £ = 0.045 (v = 34.30 m/s) e as curvas
para deslocamento e momento sao, respectivamente, as figuras (4.9)
e (4.10). Para a viga II , £ = 0.05 (v = 38.62 m/s) e as curvas
sao as figuras (4.11) e (4.12), na mesma ordem. Para a viga III,
g = 0.09 (v = 35.50 m/s) e as curvas sao as figuras (4.13)e (4.14).
Finalmente, para a viga IV, toma-se £ = 0.08 (v = 36.63 m/s), sen
do as curvas correspondentes as figuras (4.15) e (4.16). Quando
a carga ultrapassa'a rotula P , continuam havendo oscilacgoes na
secao C de niveis significantes, exceto para a viga III, o que
pode ser explicado tendo em vista os pequenos valores de o e B
para esta viga. Para as velocidades consideradas, € interessante
observar que o maximo valor dinamico ocorre quando a carga esta

proxima da secdo analisada. O maximo valor negativo, nestes ca-
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sos, ocorre quando a carga esta proxima a primeira rotula (secdo 0).

As figuras (4.17) e (4.18) sao os espectros de am-
plificacao para o deslocamento das segoes O e P , respectivamen
te, para a viga III. O0s valores de & variam de 0.03 a 0.17. Ve

rifica-se que a secao P sofre maiores deflexdes.
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.. . w_, = .56067 x 107*.
vien 1 - St
A - F
g..
SECKO C . . . _SECEO D
! MFAD|{MFAM{MFAD|MFAM
.05 38.12 | 1.1040 | 1.0556  1.2431 | 1.0790
.10 76.23 | 1.2920 | 1.1913 | 1.5227 | 1.1497
J15 1 114.35 | 1.4888 | 1.2418 | 1.7451 | 1.4956
.25 | 190.58 | 2.7801 | 2.2724 | 4.1507 | 3.3823
.50 | 381.16 | 2.1681 | 2.0790 | 1.2838 | 1.2398
ek 11 - W, = .83065 x 10°*
- ey = 4-56
.05 38.62 | 1.1446 | 1.1134 | 1.1642 | 1.0772
.10 77.23 | 1.3247 | 1.2148 | 1.3111 | 1.1691
J15 | 115.85 | 1.6221 | 1.4309 | 1.6729 | 1.5476
.25 [ 193.08 | 1.9173 | 1.6896 | 2.1207 | 1.8803
.50 | 386.16 | 1.4508 | 1.3333 | 1.3166 | 1.2527
W = .63241 x 10°*"
£ vieA 111 - Y o
st
.05 19.72 { 1.0189 { 0.9419 i 1.0908 | 0.9598
.10 39.44 | 1.1517 | 1.0888 | 1.1268 | 0.9295
.15 59.17 | 1.1030 | 0.9824 | 1.2821 | 1.0240
.25 98.61 | 1.4360 | 1.3354 | 1.9440 | 1.6227
.50 | 197.22 | 3.7711 | 3.1097 | 3.9240 | 3.253]1
.75 | 295.84 | 2.5113 | 2.2142 | 2.5725 | 2.2080
w. . = .17103 x 10°3?
£ vieA v - ST _
. st A
.05 22.90 | 1.0511 § 1.0201 | 1.2208 | 1.1505
.10} 45.79 | 1.1872 | 1.0779 | 1.0177 | 0.9807
15 68.69 | 1.4304 | 1.3149 | 1.7909 | 1.5508
.25 1 114.48 | 2.8993 | 2.3137 | 4.0765 | 3.4539
.50 | 228.96 | 1.5042 | 1.5666 | 1.6139 | 1.5896
.75 | 343.44 1 1.1586 | 1.3468 | 1.0788 | 0.9005

QUADRO (4.6)
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Wang et alli (30) apresenta a solucao analitica pa-

ra o estudo de vibracdes livres de vigas Gerber, considerando a in

fluéncia da inercia de rotacao e da deformacao por cisalhamento

Estudam-se aqui duas vigas, mostradas na figura (4.19).

M c N O S P Q D R
s s » N
T~ 0 |i
40
VIGA A _ o= 04
p=cd
M [ N 0 s P Q D R
- .. ' e ' pr:
o Lol
l_2| 20 :21 16
56
VIGA B

Fig. {4.19)

H
g ——
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Estas vigas tem as seguintes propriedades fisicas:

FE = 2.10645 x 107 tf/m?
G = 0.84258 x 107 tf/m?
y = 0.667

p = 0.245 t/m?

No Quadro (4.7) estao comparados os resultados obti

dos com os dados nos abacos da referencia acima, ate a quarta fre-

quencia. O parametro r & dado por:

sendo que r = 0.0 corresponde ao caso no qual nao se leva em con

ta os efeitos da inercia de rotagao e da deformagao por cortante.

0s valores do quadro sac parametros de frequencia

(p) , definidos como:

onde w e a frequencia circular e ¢ €& o comprimento do vao sus-

penso (c = 20 m para as vigas analisadas).

Observe-se que para as vigas analisadas existe uma
grande influéncia dos efeitos referidos, o que & natural tendo em

vista a grande altura das vigas em relacao ao seu comprimento.
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4 . r=0.0.. {. r=0.06 | r=o0.10
VIGA | w - ' ‘
R S WANG | .MIANA .} . WANG .| MIANA | WANG .| MIANA
— [
18 9.55 9.55 8.56 | 8.67 | 7.49 7.59
A 23 1 33,30 | 33.36 { 25.20 | 26.10 | 18.80 | 19.95
3@ = 49.40 | 48.54 | 36.47 | 37.97 | 26.80 | 29.03
42 | 59.40 | 58.15 42.35 | 43.61 | 31.30 | 32.98
18 9.15 9.17 8.38 8.41 7.33 7.45
5 22 [ 14.80 | 14.74 | 13.00 13.33 | 11.40 | 11.67
32 1 15.59 | 15.76 | 13.53 | 14.04 | 11.47 | 12.12
42 ! 35,59 | 35,76 | 26.18 | 27.34 | 19.41 | 20.71
QUADRO (4.7)
Para a viga A, mostra-se na fiqura (4.20) as linhas
de influencia do deslocamento da secdo D, nos casos de r = 0.0

(sem considerar os efeitos de inercia de rotagao. e deformagao por
cisalhamento) e de r = 0.06 . As curvas dinamicas sdo para carga
movel com £ = 0.05, o que corresponde as velocidades v = 169.19 m/s

e v = 153.55 m/s, respectivamente.

Para esta viga, nas velocidades estudadas, verifica
se atingir valores pequenos a resposta dinamica quando comparada
com a estatica, porem havendo uma diferenca sensivel entre as cur-
vas para r = 0.0 e r = 0.06 quando a carga esta proxima a se-

cao D.
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4.4 - COMPARACKO DE VIGAS

Faz-se o estudo de quatro tipos de vigas, represen-

tadas na figura (4.27)

a) viga bi-apoiada
b} viga continua de trés vaos
¢) viga Gerber com liberacoes no vao central

d) viga Gerber com liberacoes nos vaos laterais

As vigas sao uniformes e possuem as seguintes carac
teristicas:

A = 2.4 m?
_ Y
IZ = 0.8 m
E =2 x 10% tf/m?
p = 0.24 t/m?

A seguir mostram-se os valores do periodo fundamen-
tal e os maximos valores estaticos para a acao de uma carga unita-

ria em cada uma das vigas:

a) Viga bi-apoiada:

T] = 0.224426 s

— -3
wst = 0.18545 x 10 m
M, = 6.06 tf/m

b) Viga continua:

T] = 0.7143651 s

- -y
Wep = 0.81136 x 10 m
M = 3,7875 tf/m

st
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c) Viga Gerber com ]iberagaes no yao central:

T-I = 0.144476 s

= -L
Weyp = 0.82424 x 10 m
Mst = 4,04 tf/m

d) Viga Gerber com liberag¢des nos vaos Taterais:

Ti = 0.249894

_ -3
wst = 0.18545 x 10 m
Moy = 6.06 tf/m

As figuras (4.22) e (4.23) sao os espectros de am-
plificacao das vigas para deslocamento e momento na secao S, res-
pectivamente (a secdo S e o ponto central de cada uma das vigas).
0 parametro de velocidade ¢ wvaria de 0.05 a 0.50. As figuras
mostram ser as vigas Gerber as que sofrem maior influencia da agao
dinamica da cargas moveis. £Esta maior influencia e mais notavel

nas velocidades mais altas.

4.5 - RESPOSTA A PASSAGEM DE UM TREM DE CARGAS

Considera-se agora a viga da figura (4.24), com um

comprimento total de 100 m e com as seguintes caracteristicas:

A = 3.36 m?

I, = 2.1952 m*

E = 2. x 10° tf/m?
o = 0.245 t/m?

T, = 0.332837 s

Sao analisadas as secoes C (meio do primeiro vao)
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e S (meio do vao central),
tipo TB-32, compreendendo 18 cargas concentradas, que esta

sentado na figura (4.25),

Considera-se uma simulacdo do trem-

repre-

16tf

guintes:

Fig.(a.zs)

- Secao C

Carga unitaria - Wet

16-32 - W

0.94580 x 10°*
6.1875 tf-m

m

0.23889 x 10°' m
1211.977442 tf-m

Os maximos valores estaticos encontrados sao os se-
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- Segao S

st

Carga unitaria - w 0.15185 x 10™% m

Mst = 6.666667 tf-m
TB-32 - Wop = 0.47568 x 10! m
Mst = 1562.8152 tf-m

Consideram-se tres parametros de velocidade £ = 0.046,
0.092 e 0.14, correspondendo aproximadamente a velocidades de 100,
200 e 300 km/h.

Os Quadros (4.8) e (4.9) mostram os valores maxi

mos dos fatores de amplificagao nas secoes C e S, respectiva-

mente.

CARGA UNITARIA TB-32
£ - -
MFAD{ MFAM{MFADI|MFAM
.046 | 1.0650 | 1.0046 | 1.0174 | 1.0168
.092 { 1.1010 | 1.0233 | 1.0167 ; 1.0257
.14 1.2700 | 1.1613 ! 1.1094 | 1.1114
QUADRO (4.8)
CARGA UNITARIA TB-32
g
MFAD|/MFAM|MFADIMFAM
.046 | 1.0576 | 1.0304 | 1.0002 ! 1.0180
.092 | 1.0208 | 0.9020 | 1.1073 ! 1.1033
.14 1.0616 | 0.9904 | 1.1720 | 1.1628

QUADRO (4.9)
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A figura (4.26),mostra o deslocamento da Secao € pa
ra E=0.0 e £ =0.046, sendo a primeita, evidentemente, a 1i-
nha de inf]u?ncia estatica. A figura (4.27) e a curva de historia
para o deslocamento desta mesma secao, com £ = 0.092 e & = 0.14
Finalmente, as figuras (4.28) e (4.29) dao o mﬁmento em C para

as mesmas velocidades.
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V - PROGRAMA AUTOMATICO

5.1 - INTRODUGKO

Os resultados numericos apresentados no CapTtulo IV
foram obtidos fazendo uso de um programa automatico desenvolvido
em Tinguagem FORTRAN para o computador Burroughs B6700 (34, 35), o

qual esta listado no Apendice.

Dadas as propriedades da estrutura, montam-se as ma
trizes de massa e rigidez e calculam-se as propriedades dinamicas,
resolvendo o problema de autovalor pelo processo de Givens-House -
holder. Caso seja pedida a resposta a cargas moveis, sao lidos os
dados da solicitagao e e solucionado o sistema de equagoes por su
perposigéo modal. Determinados os deslocamentos dinamicos, deter-
minam-se os esforcos e imprimem-se os resultados para cada posigao
das carga. Pode-se, ainda, calcular a resposta estatica para cada

uma dessa posigoes.

0 programa € eficiente, em especial quando se consi
deram poucos modos de vibra¢ao na analise, o que diminui o tempo
de processamento da subrotina de autovalor. Para o0s problemas on-
de se consideram diversas cargas moveis, como & empregada a super-
posicao de efeitos, perde-se um pouco em eficiencia. Para as vi-
gas estudadas, com aproximadamente 30 graus de liberdade, o tempo
de processamento fica em torno de um minuto para apenas uma carga
movel, ao passo que na analise sob a agao do trem-tipo simulado,

este tempo & perto de oito minutos.

No item (5.2) da-se o manual de entrada do programa,
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definindo as variaveis e dando seus limites. Vale destacar que,
caso necessario, tais limites podem ser ampliados, bastando tdo so
esta

mente alterar as dimensces das variaveis no programa. Como

apresentado, admitem-se ate 29 elementos, o que & bastante razod-

vel para as vigas correntes. Tendo em vista a enorme capacidade

do computador utilizado, e evidente que este numero pode ser bas-

tante aumentado.

- Em (5.3) mostra-se um fluxograma simplificado do
programa e, finalmente, em (5.4) explica-se sucintamente a utiliza

cao de cada subrotina.

5.2 - MANUAL DE ENTRADA

ORDEM|N@ DE CARTOES VARIAVEIS FORMATO
1 1  NPROB 15
2 1 Titulo cols.{11-63)
3 1 M, NR, NRJ, NM 415
I, LELEM{I), L(I), A(I),
4 M 17(1), E(I}, DENS(I), G(I), |I5, L5, 7F10.0
GAMA (1)
5 NRJ K, RL{2+K-1), RL{2%K) 315
6 NM I, LM{(I , J) 515
7 1 CEST, INERC, CPRINT 3L5
8 1 CIMP, JJC, TIC L5, 2I5
9 1 NEV, NVEC 215
10 1 NCAR, NSPEED 215
1 NCAR JJ, FORCE(JJ), DIST(JJ) I5, 2F10.0
12 1/2 SPEED(J) 8F10.0
13 1 IK, FRACAO I5, F10.0
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1 - NPROB (inteira) - numero do problema
Para NPROB = 0 o programa e encerrado

2 - Titulo - comentétio qualquer no campo das colunas (11-61)

3 - M (inteira) - numero de elementos
Dimensionado para M < 29
NR {(inteira) - nimero de restrigoes
NRJ (inteira) - numero de- nés com restrigoes

NM (inteira) - numero de é]ementos com liberacoes nas extremi-
dades.
0 numero de graus de liberdade e dado por:

N = (M+ 1) *2 - NR

4 - 1 {inteira) - numeroc do elemento
LELEM{I) (16gica) - . T . - elemento com liberagao
F . - elemento sem liberacao
L{(I) (real}) - comprimento
A(I) (real) - area da secao transversal
IZ{(1) (real) - momento de inercia da secao transversal
E(I) {(real) - modulo de elasticidade
DENS(I)(real) - massa especifica
G(I) (real) - modulo de elasticidade transversal
GAMA(I){real) - fator de correcao ao cisalhamento

As unigades das variaveis devem ser coerentes.
Para nao se considerar a deformacao por cisalha-
mento, da-se GAMA(I) = 0.

5 - K {inteira) - numero do ndo restringido
RL{2 = K-1) (inteira) - restricaoc na diregao (2 * K-1)
RL{2 + K) (inteira) - restricao na diregao (2 * K)
F valida a convencgao: 0 - nao ha restrigao
1 - ha restrigao

6 - I (inteira) - numero do elemento com liberagoes

LM{I, J) (inteira) - direcao liberada nas extremidades do ele-
mento

Tem-se (J = 1, ..., 4) e a convencgao:
0 - nao ha liberagao
1 - ha liberacao



7 - CEST (logica) -

10-

11-

12-

13-

INERC(10gica) -

CPRINT(18gica) -

CIMP (logica) -

JJC (inteira) -

IIC (inteira) -

NEV (inteira) -

NVEC(inteira) -

NCAR(inteira) -
NSPEED (inteira)

JJ (inteira)
FORCE(JJ )} (real)-
DIST(JJ)(real)-

SPEED{(J}(real)-

IK (inteira) -~

FRACAG (real) -
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- e feito o calculo estitico
- nao e feito o calculo estatico

T . - considera-se a inercia de rotagdo

F . - nao se considera a inercia de rotagao

T . - imprime apenas deslocamentos e reagoes
de apoio

F . - imprime deslocamentos, reacoes de apoio

e agoes nas extremidades dos elementos

T . - imprime apenas deslocamentos do no JJC
e acoes na extremidade do elemento IIC

F . - imprime os deslocamentos de todos nos
e acoes em todos os elementos
numero do no no qual se desejam os deslocamen-
tos.

numero do elemento no qual se desejam as acoes
nas extremidades.

numero de autovalores (frequéncias) a ser de-
terminado

numero de autovetores (modos de vibracdo)a ser
determinado (NVEC < NEV)

Dimensionado para NEV < 20

numero -de cargas moveis
numero de parametros de velocidade

0 programa esta dimensionado para NCAR < 20 e
e NSPEED < 10._ Se NCAR = 0 , nao se calcula
a resposta dinamica.

numero da carga movel
intensidade da carga movel
distancia entre a carga JJ e a carga JJ + 1

parametro de velocidade «a

Como SPEED < 10, ler-se-a, no maximo,dois car
toes

indice do periodo considerado para o <calculo
do intervalo de tempo (IK < NEV)

fracao do periodo IK que da o intervalo de
tempo (= T(IK) * FRACAO)
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FLUXOGRAMA
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LER NPROB

LER E IMPRIMIR DADOS DA
ESTRUTURA

3

LER E IMPRIMIR VARIAVEIS
DE CONTROLE

MONTAR AS MATRIZES

DE MASSA E DE RIGIDEZ

ARMAZENAR MASS(1,J)
- EM DISCO

1

CALCULD ESTATICO 7

SiM

NAC
1

LER E IMPRIMIR NEV,NVEC

1

CALCULAR AUTOVALORES

ASSEM

MASSA ]

M=1

EM DISCO

ARMAZENAR S{1,J)

E AUTOVETORES

Y

IMPRIMIR FREQUENCIAS E
MODOS DE VIBRACAQ

]

AUTOX

STIEF

MAX

SIM

CALCULO ESTATICO?

NAC
1

L

LER NCAR, NSPEED

INVERTER S5(1.4)

NAO E PEDIDO O CALCULD |

DA RESFPOSTA
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LER E IMPRIMIR CARACTERISTICAS
DAS CARGAS MOVEIS

CALCULARA MATRIZ DE
MASSAS GENERALIZADA

o _
= J=1,SPEED >

!

CALCULAR AS CONDICOES INICIALS [ EXPRES |
-
DEFINIR POSICAD DA CARGA
{ REFERENCIA LOCAL)
CALCULAR AS COORDENADAS |— EXPRES |
GENERALIZADAS MONTAC
CALCULAR E SUPERPCR 0S5
DESLOCAMENTOS  NODAIS
ACHAR POSICAD SIM
DA NOVA CARGA EXISTE OUTRA CARGA 7 >
NAD
ACHAR NOVA POSICAOQ
DA PRIMEIRA CARGA
1
CALCULAR ESFORCOS MONTAC
r R
- - sIM CALCULAR 0S DESL.
< CALCULO ESTATICO _?>——- ESTATICOS
NAQ —< CIMP E .TRUE, ?>——
SiMm ‘ NAQ
| RESULA | | RESULT ]
SiM

PRIMEIRA CARGA ESTA NA YIGA 7 >

lNA'O

-
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®—_ CALCULAR VIBRACOES LIVRES VIBRA

SiM ACHAR POSICAC
EXISTE € 2
< STE OUTRA CARGA? DA NOVA CARGA

NAD -
NAO A CARGA ESTA siM
- NA VIGA

RESULT N : CIMP E .TRUE. ? > SIM___.l RESUL1

ACHAR NOVA POSICAO DA
PRIMEIRA CARGA

¥
< DISTANCIA PERCORRIDA > 2% L > NAD :@

S1Iv}
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5.4 - DESCRIGAQ- DAS SUBROTINAS

a) MASSA

b)

)

Determina a matriz de massas consistentes de um elemento consis
tentes de um elemento, considerando a inercia de rotacao e a de
formacao por cisalhamento.

STIFF

Define a matriz de rigidez de um elemento, considerando a influ

encia da deformacdao por cisalhamento.

ASSEM

Efetua a montagem das matrizes de massa e rigidez globais, in-
troduzindo as condicoes de contorno pelo processo de reordena-
cao (11).

GIVHO

Calcula NEV autovalores e NVEC autovetores de uma dada matriz
simetrica.

MAX

Normaliza um autovetor, fazendo o maior elemento igual a 1 (um)

AUTOX

Transforma o calculo das vibracoes livres em um problema de au-
tovalor na forma classica, por meio de uma decomposicao de Cho-
leski. Com as subrotinas GIVHO e MAX calcula as freguencias e
modos de vibracao da estrutura.

INVER

Inverte, pelo processo da particao, uma matriz quadrada.

EXPRES

Calcula as acoes equivalentes nos nos de um elemento, decorren-
tes da passagem de uma carga movel. Se IDV =1 , calcula as
derivadas dessas ag¢oes para a determinacao das condicoes ini-
ciais.
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MONTAC

Faz a montagem e reordenacao do vetor das acoes combinadas nos
nos.

RESULT

. Calcula as reagoes de apoio e as acoes nas extremidades dos ele

1)

mentos, imprimindo os resultados em todos os nos e todos os ele
mentos.

RESULTY:

Imprime os deslocamentos de determinado no e calcula e imprime
as acoes nas extremidades de determinado elemento.

VIBRA

Determina as vibracoes livres da estrutura depois da passagem
da carga movel.
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VI - CONCLUSAC

0 programa elaborado permite a analise dinamica de
vigas Gerber ou continuas. A consideracdo da ihércia de rotacao e
da deformacgao por esforco cortante e uﬁa a]ternativa do programa,
embora os resultados para os exemplos estudados tenham mOSUado que
a sua influencia, pelo menos a frequencias baixas, & desprezivel.
Nos casos em que a relacao (vao/altura da secao transversal) e pe-

quena, essa influencia @ um pouco mais sensivel.

E possivel estudar-se tambem vigas de secao trans-
versal variavel. A subdivisdo em elementos de secao constante nao
conduz a erros apreciaveis desde que se tenha o cuidado de esco-

Ther um numero suficiente de elementos.

A resposta dinamica pode ser obtida para cargas con
centradas moveis ou grupos de cargas concentradas (caso da simula-

cao do trem-tipo TB-32). Em uma primeira aproximacao, & possivel
obter uma resposta para cargas distribuidas. Entretanto, esta se-

Jyia uma das possiveis extensoes do presente trabalho.

Outra possivel extensao, de grande interesse, € a
consideragao da deformabilidade da fundagdo na analise dinamica. . Isto

2 possivel mediante algumas alteracoes no programa base.

0s espectros de amplificacao obtidos mostram a van-
tagem da analise dinamica sobre os métodos de dimensionamento clas
sicos, visto que os fatores de amplificacao (coeficientes de impac
to) de normas sao uniformes e com valores em torno de 1.5, e em al
guns casos foram obtidos valores bem maiores. E de se. salientar

ainda que tais fatores de amplificagao ocorrem principalmente em
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vigas Gerber.

Embora nao tenha sido considerado o amortecimento da
estrutura, este e um problema que constitue uma interessante conti

nuacao do presente trabalho.



130

BIBLIOGRAFTIA

(1} VOLTERRA, E.; ZACHMANOGLOU, E.C. - "Dynamics of Vibrations" -
Columbus, Charles E. Merril Books, Inc., 1965.

(2) MEIROVICTH, L. - "Analytical Methods in Vibrations" - New York,
The MacMillan Company, 1967.

(3) TIMOSHENKO, STEPHEN P.; YOUNG, D.H.; WEAVER, W., Jr. - Vibra-
tion Problems in Engineering" - New York, John Wiley &
Sons, Inc., 1974.

(4) TIMOSHENKO, STEPHEN P.; YOUNG, D.H. - "Vibration Problems in
Engineering" - Princeton, New Jersey, D. van Nostrand
Company, Inc., 1966.

(5) CLOUGH, RAY W.; PENZIEN, JOSEPH - "Dynamics of Structures”
New York, McGraw-Hil1l Book Comapany, Inc., 1975.

(6) THOMPSON, WILLIAM T. - "Vibration Theory and Applications" -
London, George Allen & Unwin, Ltd., 1966.

(7) PRZEMIENIECKI, J.S. - "Theory of Matrix Structural Analysis"” -
New York, McGraw-Hi1l Book Company, Inc., 1968.

(8) DESAI, C.S.; ABEL, J.F. - "Introduction to the Finite Element
Method" - New York, Van Nostrand Reinhold Company, 1972.

(9) ZIENCKIEWICZ, 0.C. - "The Finite Element Method in Engineering
Science" - London, McGraw-Hill Book Company, Inc., 1968.
(10) MARTIN, HAROLD C.; CAREY, GRAHAM F. - "Introduction to the Fi
nite Element Analysis" - New York, McGraw-Hill Book Com-

pany, Inc., 1973.

(11) GERE, JAMES M. ; WEAVER, W., Jr. - " Analysis of Framed Struc
tures®" - Princeton, New dersey, D. VYan Nostrand Company,
Inc., 1965.



(12)

(13)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

131

GERE, JAMES M.; WEAVER, W., Jr. - "Matrix Algebra for Engi-
neers" - Princeton, New Jersey, D. Van Nostrand Company,
Inc., 1965.

RALSTON, A. 5 WILF, H.F. ; Editado por-"Mathematical Methods

for Digital Computers - Vol. II" - New York, John Wiley
& Sons, Inc., 1967 - pp. 94-115.

NOWACKI, W. - "Dynamics of Elastic Systems" - London, Chapman
& Hall Ltd., 1963.

FRYBA, L. - “Vibrations of Solids and Structures Under Moving
Loads" - Groningen, Noordhoff International Publishing,
1972.

NAGARAJU, N.; JAGADISH, K.S.; SUNDARA RAJA YENGAR, K.T. -

"Dynamic Behavior of Cantilever Bridges under Moving
loads" - Publications, IABSE, 33-1I: 149-172, 1973.

WEN, R.K.; TORIDIS, T. - "Dynamic Behavior of Cantilever Brid
ges" - Journal of the Engineering Mechanics Division .
ASCE, 88(EM4): 27-43, Aug. 1962.

YOSHIDA, DAVID M. : WEAVER, W., Jdr. - “Finite-Element _Analy-
sis of Beams and Pltates with Moving Loads" - Publications,
IABSE, 31-1: 179-195, 1971.

VENANCIO FILHO, F. - "Analise Dinamica de Estruturas com Mas-
sas Discretas” - Estrutura , vols. 63/64, 1968.

VENANCIO FILHO, F. - “Dynamic Influence Lines of Beams and
Frames" - Journal of the Structural Division, ASCE, 9?
(ST2): 371-386, April 1966.

ARCHER, J.S5. - "Consistent Mass Matrix for Distributed Mass

Systems" - Journal of the Structural Division, ASCE, 89
(ST4): 161-178, August 1963.



(23)

(24)

(29)

(30)

(31)

132

JAGADISH, K.S.; PAHWA, J.L. - "The Vibtation of Canti]ever
Bridges" - Journal of Sound and Vibration, 7(3):449-459,
1968.

CAUGHEY, T.K.; O'KELLY, M.E.J. - "Classical Norma] Modes in
Damped Linear Dynamics Systems" - Journal of Applied Me-
chanics, ASME, pp. 583-588, September 1965.

CLOUGH, RAY W. - "Application of Finite Element Method to Pro

blems of Structural Dynamics" - Lisboa, LNEC, September
1971. '

BIGGS, J.M. - "Introduction to Structural Dynamics” - New York,
McGraw-Hi11 Book Company, Inc., 1964.

HURTY, WALTER C.; RUBINSTEIN, MOSHE F. - "Dynamics of Struc-
tures" - Englewood Cliffs, New Jersey, Prentice-Hall .
Inc., 19656.

FRANKLIN, JOEL N. - "Matrix Theory" - Englewood Cliffs, New
Jersey, Prentice-Hall, Inc., 1968.

VELETSO0S, ANESTIS S.; HUANG, TSENG - "Analysis of Dynamic Res

ponse of Highway Bridges" - Journal of the Engineering
Mechanics Division, ASCE, 96 (EM5):593-620,0ctober, 1970

LEPORATI, E. - "Sulle Vibrazioni di Travi al Variare della Po
sizione Lungo 1'Asse de Forze Punctualli Eccitanti" -
Atti dell'Instituto di Scienza delle Construzioni dell’
Universita di Pisa, vol. XI: 61-81, 1970.

WANG, T.M.; KIERONSKI, J.F.; MARQUIS, J.P. - "Effect of Rota-
ry Inertia and Shear on Natural Frequencies of Cantilever
Bridges™ - Journal of Sound and Vibration, 40(4):535-559
June, 1975,

KREIDER, D.L.; KULLER, R.G.; OSTBERG, D.R.; PERKINS, F.W. -

“"Introducao a Analise Linear - Vol. 1" - Rio de Janeiro,
Ao Livro Tecnico S.A., 1972.



(32)

(33)

133

JUNG, MARCOS DE PAULA - "Dinamica de Estruturas Reticu]adas
sob Cargas Moveis pelo Metodo dos Elementos Finitos" -
Tese de Mestrado, Rio de Janeiro, COPPE/UFRJ, 1973.

BRUCH, YECID ALIAGA - "Analise Dinamica de Placas pelo Método
dos Elementos Finitos" - Tese de Mestrado, Rio de Janei-
ro, COPPE/UFRJ, 1973.

PACITTI, T. - "FORTRAN - Monitor Principios" - Rio de Janeiro
Ao Livro Tecnico S.A., 1967.
BURROUGHS B6&700/B7700 - "FORTRAN Reference Manual" - Burroughs

Corporation, 1974,

OLIVEIRA, ROMILDE A. - "Analise Dinamica de Torres e Estrutu-
ras Elevadas Lateralmente Carregadas" - Tese de Mestrado,
Rio de Janeiro, COPPE/UFRJ, 1974.



APENDICE



FILE
FILE
FiLE
FILE
FILE
FILE
FILE
FILE

134

8=CARTOES,UNIT=READER

SEINPRESSFUNITE=PRINTER

1=FURQ, UNIT=PUNCH

15=ARQs UNIT=CISKPACK,AREA=3C,RECORD=32
1€=ARQL14UNIT=0ISKPACK,AREA=120,RECORD=8
17=ARC2,UNIT=CISKPACK AREA=120,RECORD=2
18=ARQ3,;UNIT=DISKPACK,AREA=604RECORD=120
19=ARC4UNIT=DISKPACK ,AREA=€E0,RECORD=120
SUBROUTINE MASSA(ME,DENS,A,L,I1Z,PHI,I,INERC)

SUBROTINA QUE DEFINE A MATRIZ DE MASSAS CONSISTENTES DG
ELEMENTO, CONSICERANDD INERCIA DE ROTACAQC E DEFORMACAC

PCR CISALHAMENTQ

ARMAZENA NA MATRIZ ME(4 X 4) A MATRIZ DE MASSA DO ELEMENTO

INPLICIT REAL#*8{A-H,0-7)

REAL®8 L(29)+1Z029)sME{444)

LOGACAL INERC

CAVENSION DENS{2S),PHI(29),A(26)
B=CENS(IIHA(TI )LL) /{1e+PHI(T ) }*k2
C2CENS{IIHIZ(TI/{L(TIHE{ L #PHICTI) )*%2)

IF{ NOT.INERC) C=C.
MELLyL)=BR(PHI{T)**2/3.47,%PHI{1)/10.+13./35.)+C*6./5.
ME(23 1)=4B%(PHI{I)#%2/24, +11 . ¥PHI(1)/120.%11./210.)%L{1}-C*
IL{I)%{PEI(1)/24-1./10.}

ME{371)=BF(PHI{L}*¥%2/643%PHI{TI) /10.¥9./70.)-C*6./5,
ME(431)=-B%L(1)R(PHI(I)1%%2/24.432,%PHI(I)/40.,+13./420.,)-C*{
IPHI(I}/2.=1.710. 1%L (1)
ME{2:2)=B%LAI)%#2%{PHI(I1)¥*2 /120, +PHI{I)/60.%1./105.)+C*
L) 2 (PHI(T)#: 2/ 2. +PHI{])/€.4¥2,/15.)

ME(232)=+BR {1 )F{(PHI{ 1 1¥%2/24+23,%PHI(1}/40.+413./420.1-C*

L) (=PEI{I)/2.+1./1C.)

VEL442)=~BL{1)%%k2%(PRI{T)*%2/120,+PHI{I)/60.+1./140.)4C¥
LA Y242 (PHI (1122 /€. ~-PHI(1)/6e-1./30.)"

MEL233)1=ME(141)
MEL4;3)=—BH{PHI(T)*%2/24,411.%PHIC(T1}/120.411./210,)%L(1)-CXk
I(-PEI(I)1/2.41./10.0%LA01Y

MElAa4y 4)=ME(2,4.2)
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CCNSICERACAG CA SIMETRIA
CC 50 J=1;4

LT 50 K=ls4
MECJ5K)EME(K,d)

RETURN

ENE
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SUEBRGUTINE STIFF{SM,EyTZ,L4PHI NMyLM,T,LELEM}

SUBRGTINA DEFINIDORA DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO,
CGNSILCERANDGC DEFORMACAO POR CISALHAMENTO
ARMAZENA NA MATRIZ SMA(4X4) A MATRIZ DB RIGIDEZ DO ELEMENTO

IMPLICIT REAL#*B8{A-H4.0~-2)

REAL%E L{29},12429)

LCGICAL LELEMIZ9)

CAMENSION SMU4,4)5E{2G),PHI(2G) 2L M12G44) +81{4)
BRE(I)FIZ 010 /70T 1%%k3R (1. 4PHI(I 1))
SMI131)=12.%8B

SM{Z31)=6.*L{1)%B
SHLZy2)={4 ., #PHI(T) IFL( 1 )%%2%B
SF{331)=-SM(1,1)

SHL{242)=-5¥(2,1)

SML343)=SHM1,1)

S ‘!-LI Y=5M{ 2}-1)
SMIU432)=(24—PHIMTI) )L (1 )%#2%8
SH{4,53)=5M(2,2)

SMI454)=2SM{Z242)

PCR SIMETRIA 0A MATRIZ, TEMOS OS DEMAIS TERMOS

LG 20 J=134
EC 58 K=1,4
SMIYsK)=SMIK,J)

ANTRGCUCAQO DAS ARTICULACOES

VERIFICACAO CA EXISTENCIA DE LIBERACOES
IF{INOTLLELEMII))Y GO TO 60

MCCAEICACAOD DA MATRIZ DE RIGIDEZ

CC 53 Ji=1:;4

IFALM(ISJI).EQ.0) GO TO 53

LC 51 K=1l34

A{KIZSM{IILK)

TE=4%F{1-1)+431

WRITE(16%10) (AiK),K=1,4)
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LC 52 J=1+4

CC 22 K=144
52 SMEJsK)=SMLJ,K)=ALJI*A{K) /A(IT)
53 CONTINUE

ARMAZENAMENTO DE *S#? EM DISCO
60 WRITELLS"1) ((SMIJyK)yK=144),40=144)

RETURN
ENC
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SUBROUTINE ASSEM{S M,NyRLL,CRLyIM,DENS,E4A,LEZ,PHI,NM,LM,

1LELEN, INERC)

SUBROTINA PARA MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ E MASSA,
UTILIZANDO A TECNICA DA REQRDENACAOD

SE iIM=0, CEVOLVE EM S A MATRIZ DE MASSA DA ESTRUTURA

St IN=1, DEVOLVE EM S A MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA

IMPLICIT REAL¥8YA-K;0-12)

REAL#8 L{29%,12¢25)

LCGICAL LELEM(29), INERC

INTEGER RL{EQ),CRL(£0)

CIMENSION S{60,&0), CENS{2G),A{26)3PHI(29) 4LM{29,4),E(29),
1SME454)

ZERAGEM DA MATRHZ S

NO22#{M+1)

CC 20 Jd=14NC
CC 20 KK=1,NC
StJJ,KKI=0.

CRANDE *CO* PERCORRENDO TODOS O0S ELEMENTOS
LC 1 I=1.M
RENUMERACAQ DAS DIRECOES

J12231-1

J2£z%1

Klz2z2#]+1
K2=2%1+2
JFIRLAJILIINZY 243
JI=2Yi-CRLIID)
GG TO 4
J1#N+CRL(I1)
JFIRL{J2))5453 68
JZEJZ-CRLILJIZ)
CC 10 7
J22N+CRLIS2)
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18

19
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IF{RL(K]1))B, 8,95
K1=K1-CRLIK1)

¢C TO 10
K132N4CRL{K1)
TF{RLAK2})11,10,12
K22Kz2-CRL(KZ2)

GC TO 1=
KZ=ZN+CRL(K2)

TESTE DEFINACCOR CA MATRIZ A SER MONTADA

AF(-iMI14a,14,15

CALL MASSA(SMyDENSyA4L+12,PHI;I,INERC)
GC TO 16
CALL STIFF(SMyE+IZsLsPHISNM LM, I,LELEN])

M¥CNTAGEM OA MATRIZ

TF{RL(Z#¥1-1).NE.C) GO TO 17
STUJ14J1)=50J1,31)+5¥(1,1)
S(J2,d13=5(J2,J10145M( 2,1}
S{K1+J1)=5M{3,1)
S{K24J11=5M(4,1Y}
IF(RL{Z#I).NE.G) GO TGO 18
SGJ14J2)=S5001,02)+5M(1,2)
S(J25J2)1=50J24J2)+45M(2,2)
SUK1§J2)=5M02,2)
SIKZ25J2)¥=5M{4,2)
IF{(RL{2*I+1},NE.O) CO TO 19
S{J1,K1)1=5M(1,3)
SHJ2;K1)1=5SM12,3)
S{K14K1LI=S(K1,K1)}+5M( 3, 2)
SIK2sKL)=SIK2+K1)}+5M{4,3)
FF{RL(2#T+42).NE.O) GO TO 1

SLJ1,KE)1=5M11,4)

S132,;K2)=5M{2,4)
S{K15K21=S(K1,K2)+5M(2,4)
SIKZ3K2)=S(K2,K2)+SM(4,4)
CCNTINUE

RETURN

ENC
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SUBROUTANE CIVHO(A,E,V,N,NEV,NVEC)

A - MATRIZ SIMETRICA, N%N, DE ENTRADA

NEV - NUMERO DE AUTC-VALORES A SEREM CALCULADGS

NVEC - NUMERO DE AUTO-VETORES A SEREM CALCULADOS

E ~ VETOR Dt SAIDA. CONTEM (OS NEV AUTO-VALORES

v - MATRIZ BOS AUTO-VETORES DE SAIDA {(NORMALIZADQOS)

C8S.— SE NAU SE DESEJA O CALCULQO DOS AUTOVETORESs FORNECER
NVEC=0. NESTE CASC NADO E NECESSARIO DIMENSIONAR V

IMPLICIT REAL*B{A-+,0-1)

LCCICAL MIRST.IN

CIMENSIGN A{60,60),E(20),V(60420)+8160),C160)+P(60)+Q1(60),
IR{E0) W60 ,Y(62), IN(EQ)

N¥12N-1

N¥2EN-2

ETAFA 1 - REDUCAO A FORMA TRIDIAGCNALL A MATRIZ A DE
ENTRATA E DESTRUIDA NO CALCULC

IF{NLLE.2)Y GO TC G9

CO & I=1.NM2

IPi=1+41

S5=0.

CC 1 J=IP1,uN

SSESS+A( UG I )%%2
S=LSERT{SS)

IFLAGIPL1,1)LT20.) S5=-5
CiE)=A11I51)

g(i)=-5

SE S E IEROs ENTAO ALPHA DEVE SER IERD

ALPHA=C.

1F{S4EQL.00) 60 71O 8
ALPEA=L1./LSS+A{IP1, 1)%S)
T=A{IP1;1)+%

ALIPL, 1D=T

W{I+1)=T

IPZ=1+2
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CC Z J=1P24N
Wid)=a{0,1)

CC 4 J=1P1,N
T=20.0

LG 3 K=IP1,N
T=T+A{JKI2K{(K)
P{J)=T*ALPHA
XAP£0.0

£c £ ﬁ=IPIrN
XAPEXAPAWIK )¥P{K)
XAP= S5*XAP%ALPHA
LCE & K={P1,N
CIKIZP{KI-XAPHEN(K)
LC 7 J=iP1,N

tc 7 K=J4.N

AR KI=A{ 0, K)={Q{J)*HIKI+Q{KI*H(J))

AAKII)=A(JeK])
AMIy1)=2LPHA
CAN=-1)=8(N-14N-1)
C{NI=A(N.N)
BIN=1)1=A(N-1,N}

AQUT TERMINA A REDUCAC A FORMA TRIDIAGONAL

ETAPA 2 - CALCULO COS AUTO-VALORES

XORM2CARS(CI1Y)+DABS(B( 1))
EC 10 12Z3;NV1

T=CABS{C(1))+DABS(B(INI+DABS(B(I-1))

XCRMETMAXLIXORM, T)
CC 11 I=1sNVM1
W{HISE(T1)%*2

K=1 .

U=XCRM

EC 12 I=1;NEV
E{1)=~X0ORM

XL=ELK)
XAMEDA=,5%(XL+U)

C TESTE DE CONVERGENCIA COMO FEITO AQUI PERMITE CONTINUAR O
{XL,U) NAO POSSA SER DIMINUIDO

CALCULO ATE QUE O INTERVALQG
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MG=0

i=1

§$=C{1)-XAaMBDA
TF(SICELOLQ) MGEMG+]
IF{S.EQ.0.0) €O TO 2C
=141

1FT4uGTaiNY GO TO 22
S=ECLT)-XAMBOA-W{I-11/5
GC TG 18

=142

IF{1.LEN) GO TQ 1¢
FF(MELGELK) GO TO 24
UEXAMECA

GC 10 14

XLZXAVBDA
MEFINGIMGINEV)

LC 2& I=KyM
£{1)=XANBDA

GG TG 14

€ K-ESIMO AUTOVALOR ESTA CALCULADO. GUARDE EM E(K) E
PRCSSIGA

E{K)=XANVBOA

K=K+1

IF{K<LENEV) CO TO 13

ESTA COMPLETO O CALCULO DOS AUTOVALDORES

ETAPA 3 - CALCULO [COS AUTO-VETORES (SE NVEC E NAO NULO)
AFLNVEC.NELO) GO TO 4(C

RETURN

LE 82 I=1s+NVEC

INICIALIZACAQ PARA ESTE AUTOVETCGR
LC 44 jg=13N

PLJ)=0.

CL{J)}=E{J)

RAAI2CIN=EL]D)

YiJi=1l.

YIN+1)}=0.

YAN+2)=0.

MIRST=.TRUE,
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-ty - A

CC 50 J=1,NM1
TF(CABS(R(J)).LTSDABSIB(IN)) GO TO 46
XULT2B(JI/REJ)D
INCY)=.FALSE.
GL TGO 48
XULT=R(S}/B(J)
IN(JI=. TRUE®
RIJI=E(Y)
TER{J+1)
R{J+1)1=C(J)
€141=7
P(J)=QLI+1)
ctJ+1)=0.

MJ)=XULT
CUJ+1)=G{J+1)}-XULT*P{J)
R{UJ+1)=R{I+1)-XULT*Q{J)
AFARIJIEQ Q) R{IIZ=LLE~3C
CONT INUE

ARMAZENANMENTO DOS MULTIPLICADGRES PARA USO

IF(IIEQ.1Y GO TO 54

_RECUCAC A FORMA TRIANGULAR PELA ELIMINACAC DE GAUSS

POSTERIOR

IF{TARS{E{I}-E{I-1) 1. GE. XORM*1.E~£&) GO TO 54

ISTC COMPLETA A REDUCAD. INICIO DA RETROSUBSTITUICAOQ

SE E{1) £ AUTOVALOR REPETIDO, GERE UM
PARTICA EM Y(J)

Ct 52 J=1;5N

Y{JI=RANDOM

EC €6 Ji=1,N

KEN-JI+1

T=Y{X)

YEKIZ{T-Y{K+11%C{K)-Y{K+ 2} 2P (K} J/R (K]
CCNTINUE

ISTC COMPLETA A RETROSUBSTITUICAD

VETOR ALEATORIO DE
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IF{ .NCTAMIRST) CO TO 74
MIRST=.FALSE.

CC 70 J=13NM]

AF{-IN{J}) GO TO €€
Y{J+1)=Y{J+1)-WlJ )Y (I}

- €6 TG 70

68

7¢C

T4

16

ie

80

T=Y{J)

Y{J)=Y(y+1)

YAJ+1)=T-H{J)*¥Y (J31)

CCNTINUE

1570 COMPLETA A REDUCAC DO LADD DIREITO. FACA MAIS UMA
ITERACAD

GC TQ 54

¥ E AGORA UM AUTOVETOR DA MATRIZ TRIDIAGONALIZADA. CCMECE
RETRCGTRANSFORMACAD

LC 78 J=1,NM2
K=N=-U-1
TFINSLELZ2) K=K+1
T=0.0

FEK+1

CG 76 KK=M4yN
TET+AIKK K I#Y (KK}

T2ALKyK)%T
LG 78 KK=M;N
YIKK)=YLKK)-T#A (KK K)

RETROTRANSFORMACAQ ESTA COMPLETA. Y E AGORA UMA AUTOVETOR
CE A . EFETUE A NORMALIZACAQ

T3CABS{Y(1))

K=1

CC 20 J=2.N
S=CABS({Y(J))
AF(SYLELT)Y GO TG 80
TS

K=J

CGNTINUE

TE1./Y(K)

LC 82 J=14N
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82 ViJdyil=Yl{J}2T
J<ESIVMA COLUNA DE V E O I-ESIMO AUTCVETOR NORMALIZAGC COM
MAICR ELEMENTO IGUAL A 1
RETURN
END



79

gq
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SUBROUTINE VMAXINsTsY+K)
IMPLICIT REAL%8{A-H,0-1)
CIMENSION Y{€Q)

SUBROTINA GQUE NORMALIZA O AUTOVETOR Y, COM MATOR ELEMENTO
FEITC IGUAL A 1

CALCULTG CE ABS{MAXIY{K})}, K=1l,N

T=CABS{Y(1))

K=1

£C 80 J=24N
S=DABS(Y(I}
1IF{S-T) 80,80,7¢
=3

K=J

CCNTINUE

COM € RESYLTACO ANTERIORs TEM-SE T=ABSIMAX(Y(I))) E
A PCGSICAO NG VETOR

NCGRMALIZACAD

CC B2 I=14N
Y{I)sv(1)/7
COCNTINUE
RETURN

ENC



10
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SUBROUTINE AUTOX{NsNEV,NVEC,F4G,E;V}
IMPLICIT REAL¥*8(A-H,0-2)
CIMENSION FLEC) €C)sELZC) VI €G2C)5AA160) s6(604+60)

CECOMPOSICAO CE CHOLESKI

F - MATRIZ CE RIGIDEZY A SER DECOMPOSTA

€t - MATRIZ CE MASSA, SERA TRANSFORMADA NA MATRIZ DINAMICA
PARA O CALCULO COS AUTOVALORES £ AUTOVETORES

- E - VETCGR QUE CONTERA O0S NEV MENORES AUTOVALORES

V = MATRIZ QUE CONTERA OS NVEC AUTOVETORES CORRESPUONDENTESY
NORMALIZACOS COM MAIOR ELEMENTO IGUAL A 1

FU1,1)=CSQRTIF{ 1, 1))

CC 10 I£24N

F{I51)=FC(1,1)/F{Lls1)

CCNTINUE

LG 100 I=14N

60

&5

70
i5

100

150

CC 10G J=2,N
Y1=g=1
1F{3-J) 50,€0,70

FLIY

J1=0.

€C 10 100
LC 65 IR=1,J1

F (15

My=sF(I,J)-F{I,IR)%*F(],IR}

CENTINUE

FlI4y

J)=CSQRT{F(I,J4))

GC 70 100
CG 15 IR=1,J1

1F( I"

JI=F(TsJ)=F(I, IRI%F(J,IR)

CENTINUE

Fidi,

JI=F(1,J)/F(J3 )

CCNTANUE

EC 15G I=14N

F{d,

I)=1./F11,1)

CCNTINUE

LC 200 1=2,N
1121-1

LC 00 J=1,1

220,

IF(I-J)20042G0+17C
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270

300

350

370

440

410

310

148

CC 196G 1R=J,11
A=p4F (1, IRIFF(IR,Y)
FII33)=—F{I,1)%A
CCNTINUE

CALCULC OE (F¥%(=1))%(

£C 300 i=14N

CLC 250 K=1,N

AAIK}I=G(Ky 1)

COGNTINUE

CC 300 J=14N

LC 270 L=1,4
ClJy1)=06lI, T)¥F{ g, L 1*¥AALL)
CONTINUE

Gld1 1)=GlUs1)-AAL))
GONTINUE

CALCULO DE A (FEu(~-1)*CH(Fxx{-1))."

CC 40G 1=1sN
LC 250 K=1l4N
2R2{K}=G(I+K)
CCNTINUE

LG 40C J=1,N
LC 276 L=1,J

"CALRI)=CiJd 1HAALL)®F(J,L)

COGNTINUE
GlI.d)=G(1,J}-AALJ)
CCNTINUE

ECG 410G {=1.N

CC 41C U=141
C{E,3)=G(J,1)
CONTINUE

G E A MATRIZ SIMETRICA PROCURADA, CALCULE 0SS AUTOVALCRES
E AUTCVETORES DE G.

CALL GIVHO{C,EyVyNyNEV,NVEC)
IF{RVEC.NE.Q) GO 7O 310

RETURN
CC 240 J=1,NVEC



320

3390

332

335
240
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CC 220 11=1yN
AALIE)=VI(11,9)
CONTINUE

CC 340 1I=14N

CC 330 K=1:N

VAL »I)=VHy JIHFHK s TI¥AA(K)
CONTANUE
VEI3d)=v(1,4)-AM 1)
CC 222 IC=1,N
Apt4C)=V{iCy )
CONTINUE

CALL MAX(NyToAALKK}
CC 335 ICC=14N
V(ICC4J )=AALICC)
CENT INUE

CONTINUE

RETURN

ENC
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SUBRCUTINE INVER{A,N)
IMPLACIT REAL#B (A-H,0-7)
CINENSICN A160460),6160)14H{60)
Ally,1)=1./7841,1)

NI=N-]

LG 50 M=1s+N1

K=M+1

EC g I=1,.M

G{I)=C.

L£C 10 I=1.¥M

EC 10 Ji=1.¥
CLIISCII)+A{T,J1 )20 0E1,K)
{=0.

LG 12 I=13M

CHC+A{K, I)%G( 1)
E=24K3K)-C

AlK3K)=1./E

LC 14 I=1+M
A{IK)==ACK K I%EL{T)

CC 16 J=14,M

Hi{J)=0.

LC 18 J=l.M

CG 18 J2=1,¥M
H{JIZE(S)#AAK ) 2)®RA 002,00
GC 20 J=13M
AMEKyd Y =—AKKI%E(J)

£LC 20 I=13M

CC 30 J=1M
PLI3d)=AL T4 J)I-GIT)%*A(Kyd}
CCNTINUE

RETURN

ENC
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SUBROUTINE EXPRESIPjWK4LEsTC,VELOC +14M,PHIE,AML,IDV)

SUBROTINA QUE CALCULA AS ACOES DE ENGASTAMENTC PERFEITO
FARA A CARGA MOVEL

St i0v=1, CALCULA AS CERIVADAS DAS ACCES PARA O CALCULC DAS
NCVAS CONDICOES INICIAILS

IMPLICIT REAL*B (A-H,0-7)
REAL#*8 LE
CANMENSICN AMLI2G,4)

CC 5C JJd=1.M

50

51

52

CC 20 KK=l,4

AMLIUJILKK)=C.

JF4ICV.EQ:1Y GO TO &1

TI1=13/WK%E{1.-DCOS{WKETC))

TI2=21 . /WKE{TC-DSIN(KHKETC ) /WK)

TA3= 1l /RKE{ TCUH 720 /WKKE242 , /WKER2EDCOS{WKETC))

TI4=1 o/ WKE{ TCHEI2E  ATC/WKEE2+6, /WKERIEDSIN(WKETC))

GC TC 572

TIA=CSIN(WK*TC)

JTE2=1 /WK% ] ., ~DCOSUWK*TC) Y

TI2=1 o /RKHL ZEHTC—2 . /WKEDSINIWKRTCY)

Tl4=la/WKE{ 3 akTChR2-E% /WKEX 246, /WKXE2EDCOS (WKETC))

AN LALI41)=P/ 1 1a+PHEIE}RI{ 1., 4+PHIEYRTI1-VELOC /LEXPHIEXTI2-3.%*
IVELCC#%2 /LER2 23T 34 2. #VELOCH&3I/LEZF%3%TI4)

AML(I52)=P/{ 1. PHIE)®(({ 1.+PHIE/2. }3VELOC*TIZ2-{2.+PHRIE/2.)%
IVELCC#%Z/LEXT-I34VELOC R 3 /LEX%2%TI4)

AML(I53)=P/{ 1. +PHIE )R {(VELOC/LERPHIERTI2+3. % VELOCR%2 /L Bk%k2%
1T12-2 #VELOCR 23 /LER232Ti4)

AFLAI134)=P /{1 +PHIE )R {-PHIE /2 kNELOCHTIZ2¥ (-1,+PHIE/2.)%
IVELCCH%H2/LEFTIZ4VELQC* %3 /L EXxk2%TI4)

RETURN

ENC
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SUBROUTINE MONTAC(N;I,RLsCRL,AML,AC)
SUBRCTINA QUE FAZ A MONTAGEM DO VETOR AC,

INPLICIT REAL%*8 (A-F,0-2)
ANTEGER RLLU£0)sCRL{EC)
CIMENSICN AML(2S%4),+AC(ECY
IFARL{2%[-1}1.EQ.0) CO TO 50
JI=N+LRL{Z2#I-1)

GG T0 51
J12(2%I-1)-CRL(z%*I-1)
ACIULI=ACEIL)-AMLYTy1)
1F(RLEA2¥T).EQG.O0)Y GO TC 52
JEZEN+CRL(Z2%])

CC 7€ 53

J22(2%1)-CRL( 2% 1)
ACLIZ)=ACTI2)-AMLIT,2)
FFLRL(2%T141).EQ.0) GO TG 54
KI=N+CRL(2%141)

GC 70 55
K1={2#141)-CRL(2¥I+11]

ACIKI)I=AC(KII-AML(I,2)
TF(RLI2*I+2).EQ.G} CO TO 56
K2EN+CRL{2%]+2)

GC TO 57

K2212#[42)-CRL( ZXTI+2)
PCLKZ2)I=AC(KZ)-ANML(I,4)
RETURN

END

JA REGRDENADO
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SUBRCUT INE RESULT{D,ACsAML)RLICRLSyM3N¢ND»LM,LELEM,CPRINTY

SUBROTINA QUE CALCULA AS REACOES DE APOIG, ACOES NAS
EXTREMICACES COS ELEMENTOS E IMPRIME 0OS RESULTADOS

IMPLICIT REAL*8 (A-F,0~2)

INTEGER RL(EQ),CRL(£0)

LCGICAL LELEM({2S)yCPRINT

CINENSICN CT160)AC(IEQ)AML(2954),S(60360) ,LM{29,4)4AR{60),
ASML454);0ME4) Y AA(4) AN 4)

CALCULD DAS REACQES DE APOIO

EC 10 JU=N+1,NC

AR{ IS Y==-AC(LJI)

EC 10 KK=1,N

ARUJINI=ARIJIII4S (JJ 2 KK IXD{KK)

VCLTA 0OS DESLOCAMENTOS E REACOES A NUMERACAO ORIGINAL

JEN#1
CC 12 K=13ND
JEENC+1-K
IFtRLE(JEILNELQ) GO TO 11
J=J-1

C{JEI=DL])

CC TO 12

C(JEI=0.

CONTINUE
KaN

£C 14 KE=1,NC
AF{RLIKE}NELO) GO TO 13
ARAKE)=0.

CC TO 14
K=K +1

ARAKE ) =AREK)

CCNTINUE

IMPRESSAD [0S DESLOCAMENTOS E REACOES DE APODIO
WRITE(5,4100)

FORNATU(/// 4724, 'DESLOCAMENTOSY,.751, "REACOES DE APQICY,//,
1T1Z, *NCO', T2G,*DIRECAD Y*,T32,'DIRECAQ Z*,T48,*DIRECAC Y?,
2T62+*CIRECAG 2747/)

CC 15 JE=2,NCy2
KRETE(53101) JE/2sDAJE-1)3D(JE) yAR(JE~1) ,AR{ JE)

FCRMAT( 10Xy 13y1X3201545y1XyF12.632XsF12.6)

TFL{CPRINT) GO TG 26

CALCULD DOS DESLOCAMENTOS DAS EXTREMIDADES DE ELEMENTOS COM

LIBERACAC (CIFERENTES DCS DESLOCAMENTQS NODAIS)

BEC 19 [4=1,M

IF{.NOTLLELEM{IT)) €O TO 19

WRITE(S,102) 11



154

107 FORMAT(///910%X+"DESLOCAMENTOS LIBERADGBS NAS EXTREMIDADES DY
1,%C ELEMENTO ',12)
IFALM{IT,1).EG.C) GO TO 16
IT24%(11-1)+1
REAC{1&*1D) (AA4K),K=1,4)
REAC{17+10) AMLL
CMLE=1./788(1 )3 (20 (2 )%0{ 2% TTI+AA(3)%D{2%II+1)+AA{4)%
1IC(2%T142)+ANMLL)
MRITE(5,103) 1,CML

103 FORNMAT(/,10X%+'DESLOCAMENTO NA DIRECAD '4+12+4" DA EXTREMIDS!
T+FACE - OM =7,D01545)

16 FFUALM{II42).EQ.C) GO TO 17
IC24%{I1~1)42
REAC{16'ID) (AALK)4K=144)

REACLITAIIC) AMLL
CMLE=1. /BAL2Y L AALLYRD{(2%TI~-1)+AA(3)RD(22]T+1)+AA(4)*
ACE23T4+42)+0MLL)
WRITE{5,102) 2,0ML.
17 I1F{LM{11,3).EQ.C) GO TO 18
ICZ4%{I41-1)+3
REAC{16ID) {AA(K)sK=1,4)
REACL1771T) AMLL
CMLE—1./7AA4 2 { AA( 1 )D{ 2T I-1 ) +AA{2)%D{2%II)+AA (4 )%
ICtexII+2)+ANMLL)
WRITE15,103) 3,CML
18 IF{Et¥{Id,4).EQ.0) GO TO 1%
I1C=4%{11-1)+4
REAG({16'ID) (AA(K) K=1,4)
REAC{1771D) AMLL
CHLE=1.70A04 )L AACLIED(2%TI-1)+AA(2)%D(2%IT ) +AA(3) %
1C42#11+1)+AMLL)
BRITE{S+102) 4,.0ML
19 COCNTINUE
CM.CULC CAS ACOES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS
WRITE(S,104)

104 FORNATL///+T2S42ACO0ES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTQS'+//+
1T27+ "EXTREMIDADE ESQUERDAY, 760, *EXTREMIDADE DIREITA',/,Tl1ls
2ELEMENTO s T26+*DIRECAD ¥*,T41,*DIRECAD 72*,T58,*0DIRECAD Y35
ATTI33*CIRECAC Z2%,/7)

CC 25 I=1.M
LC 20 J=1s4
20 AM{J)=0.
REAECLI57I) ({SMIJJI4KK) o KK=134) U] 44])
CVM{1)=D{(2%1~-1)
CVMLE2)=0(2%1)
CMA23=DI12%]I+])
CHMia)=D(2%1+2)
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LC 22 J4=1,4
AVL{JIZAMLITI )
EC 22 K=13 4
22 ANLJ)=AN{II+SMIJ,K)RDMIK)
25 KRITE(S55105) I,{AM{T) +J=14+4)
105 FCRMATI12Xe13,T245F120693X3F12.645X3F12.633X:F1246)
26 RETURN
ENL
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SUBROUTINE RESUL1{XABGISDsAMLsRLyCRLyCPRINT,JJC,TIC)

SUBROTINA QUE IMPRIME DESLOCAMENTOS EM NO E ACOES NAS
EXTREMICACES DE ELEMENTO ESPECIFICADOS

IMPLICIT REAL%B (A~-¥,0-7)
ANTEGER RL{60Y,CRLIEQY
LEGICAL CPRINT
CINENSICN DUEG) JAML{2S,4)9SM{4,44) ;DM{4) sAML4)
IF{RL(2%JJC-1).EQ.Q) GO TO 8
L1=0.
€0 10 9
8 C1=C{{2%JJC-1)-CRL{ 2%3J4C-1))
g IF{RLI2%JJC).EQ.Q) CO TO 10
[22C.
GG TC 11
10 C22C({22J3C)-CRL12%JJC))
11 WRITE(5,1G1) xABCIS,D1,02
WRITE(752CC) XABCiS,D1
200 FORMAT{ZX3FT7.4+4E12,5)
TF{CPRINT) GO TG 25
CC 12 J=1,4
12 AVL{d)=0.
REACLLS*TIC) CUSMIJIKK)sKK=154),00=1,4)
IF{RL{2%¥IIC-1).EQ.0) GO TO 173
CE{1)=0.
cC TO 14
13 CN¥(I)=0U(2%TIC-1Y-CRL(2%11IC-1))
14 IF(RL{2*1ICY.EQ.Q) GO TO 15
C¥E2V=0.
GG TC 16
15 CML2)=D({2%IIC)-CRL{2%IICY)
16 IF{RL{2*E1C+1).EQ.0) GO TO 17
LM({Z)=Q.
C& TO 1E
17 CM43)=D{{2#TIC+1)-CRLTIZ2HIIC+1))
18 IF{RE(2RIIC+2).EQ.0) GO 70O 1¢
C¥{4)=0.
G TG 20
19 C¥M{4)=DU{2%TIC+2)-CRULIZ2#TIC4+2})
20 LC 21 J=1;34
ANM{JI=AMLL{ T IC, 4}
CC 21 K=14%4
21 BWLJIEAN(II+SMIJ, K)}FDMIK)
WRITE(S51Q02) 1ANM{J)d=1,4)
102 FCRMAT{20X34F1456)
' WRITE( 722000 XABCIS,AM(Z)
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25 RETURN
ENC



10

i1

12

13

158

SUBRCUTINE VIBRA{TI UCKy Wy X TTHQI QDI ,NONVEC,D,TFIX)

SUBRGTINA QUE CALCULA AS VIBRACOES LIVRES RESULTANTES DA
PASSRBGEM DA CARCA

IMPLICIT REAL*8 {A-+,0-2}
CIMENSION WAL 20)X(€0,2C)4Q1(30,20,2C15QD1(30,420,20),0060),

1CCL€0),Q(207)

TC2AT-TFIX

€C 10 JJ=14ND

LC(J9)=0.

CC 11 K=1,NVEC

WKZR(K)

CUKIZLTLI, JCKIK IROCOSIWKEHTCI+QDT (T 5 JCKy KI*DSIN(WKAETC) /MK
£C 12 JJ=1,NC

LC 12 KK=1,NVEC
CO(J3)=ClAJI I+ X{II s KKI*Q{KK)
SUPERPOSICAO DOS DESLOCAMENTOS
CC 132 JU=1,NC
CAJII=0¢IIY+CDLII)

RETURN

ENC
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CLFPE/UFRY PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL/1975
PROCRAMA PARA ANALISE DINAMICA DE VIGAS DE PONTES PELGQ
METCCC COS ELEMENTOS FINITOS - APLICACAQC A VIGAS GERBER
TESE CE MESTRADD - PAULG ROBERTO MIANA

INPLACIT REAL*B(A-H+0-7)

REAL*E L129)4MASS(6GC,€60),12{29),LE,LTOTAL

LGGICAL LELEM{2G)yCEST,y INERC+CPRINTCIMP,FIRST

INTEGER RL(EC)IZCRL(6&0)

CAVENSIEN S16C,€Q),E(29),DENS{29),PHI129),A(29),G(29),
IGANAL 29 s LML 2GS, 4) 4 WIZ2C) 4 X(£C32C)+T(20)+SPEED(1Q) ,0OMASS(20)
ZTMU20) s AML(2S,415Q1830,20,20),QD1(30,20,20),AC{60),ACD(6G)
2AAL4)4Ct60),CEL£0),L0(6C),Q120),FORCE(20)+DIST(20)

200 FCRMAT(1E)
500 REAC(E,2GC) NPROB

IF{NPROE) 1000410C0,1

IVMPRESSAQ CE TITULOS GERAIS

1 WRITE(54201)

201 FORNMAT('1'4///+10X, EQU%"),/,10X,10¢(*%*),781,20("*%"),/,10X{
TICCA%2)3TZE4 "COPPE/UFRY - PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL?
Z9071975%,TB1,10{*%4), /410X, 100 %*),T81,10{"%"),/,10X,10
LA %3 )3T42,"TESE DE MESTRADOA, T8I 10(*%*),/,10X,10(*%*),T81%
G1C(A%*) 4/ 910X, 100 %% %) ,T414*PAULC ROBERTO MIANA*,TB8l,10(%%v)
S9/410X, 104 %), 781,100 5% ),/,10X%,80(%*))

WRITE(545202) NPROB

202 FERMAT(////510X5B0(2%),/4,10X,10(%*),781,10('%**),/,10X,
11002 *2 ), 7274 *ANALISE DINAMICA DE VIGAS DE PONTES PELDO M.E.Y
Zy'F oty T8 1G{ %" )y /3 1CKa20(0 "% ), TEL,10( %) ,/,10X,10¢0 %),
AT283*PRGBLEMA NUMERD 'y 125;T8Ls100*%%),/,10X,10("%*),T781,
4104030 )}y /910X,8C01"%*),///)

REACIE,202)

202 FCRVATHY? ')
WRITE(543202)
WRITE(53230)

230 FURMATU(////310X,100"%"),T37,"CARACTERISTICAS DA ESTRUTURA';
1T81510( %))

LEITURA DOS CADOS GERAIS DA ESTRUTURA

REAC(8,204) MENRyNRJIyNM
204 FCRIMAT(415)
NJEM+]
K=2#NJ=-NR
NC22%({M+1)
WRITE(S53205) MyNsNRyNRJyNM
205 FCRMAT(///415X,'DADOS GERAIS DA ESTRUTURA®,/,10X,*M=1,13,
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11 N=",13," NR=%,13," NRJZ=t,13,¢ NM=1,13)
LEITURA E IMPRESSAQ DAS CARACTERISTICAS 00S ELEMENTOS

£C Z IC=14M
REAC(8,206) ToLELEMUI)yLUT)3ALTI)4TZ(IN,E(I)4DENS{I)4GAT),
ACANLLT)

206 FCRMAT(IS§L5,7F1040)

IF{GANA{T}.EC.O) GO TO 11
PRI(T)=12%E()*IZ(1)/(GITIXGAMALT ) %A (1)L (T )%%2)
6C TO 2

11 PHA(4)=C.

2 CCNTINUE

CALCULO OO COMPRIMENTO TOTAL DA ViGA
LTCTAL=0.
LC €4 I=15M

84 LTOTAL=LTOTAL+L(I)
WRITE(55207)

207 FCRMAT(//;50X,* PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS®s//911X+°1% 37Xy
1ALP511X, A 5 11X, 124, 10X, YE* 510Xy *DENS 48X, *G 510X, 'GAMA®Y,
28X VPHI ,6X s 'LELEMYG /)

£C 12 I=1,M _
12 WRITE159208) T,L(1),ACT)o1ZCI),E(T),DENSLI),G11),GANA(I),
1PRIL{T ), LELENAT)

208 FCRMAT(10X,1338E12.543X,L1)

LELTURA DAS RESTRICOES DOS NOS

CC 20 K=14NC
RLIKI=DW
30 CRL{K)=0.
WRITE{S,209)
209 FORMATL//410X+*RESTRICOES DOS NOS"» /510X, *NO* 43Xy*DIR ¥Y* 43X
1,%CAR 713,4/)
EC Z Jd=14NRJ
2 REAC{8,210) KHRLIZ2%K-1)3RL{2%K)
210 FORNMATL{2IS)
CC 13 K=1sNJ
13 WRITELS57211) KyRL{Z2#HK=-1)1,RL{2%K)
211 FORMATU(IOXs12494%Xy1236X512)

LEdTURA £ IMPRESSAD DAS LIBERACOES DOS ELEMENTOS

L€ 21 J=1yM
EC 31 K=144
31 LM(U4K)E0S
IF{NMLEQ.T) GO TO 10
HWRITE(54212)
212 FCRMATA{//5310Xs*LIBERACODES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS?Y,
1/ 922% 4 EXT ESGUERDA "3 4X, 'EXT DIREITA®s /10X YELEMENTOY 45X,
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2'CIR Y CIR Z'42X,'DIR Y DIR Z%'47)
CC 4 IC=1;NM
REACE8,213) In(LM(I4d)9d=154)
213 FORMAT(515)
4 WRITE(S3214) T,(LM(45d)4J=144)
214 FGRMAT(12Xy I399Xs1256X01256Xs1246X,12)

MONTAGEM DA LISTA ACUMULADA CAS RESTRICOES

10 CRL{1)=RL(1)
CC 5 K=242%NJ
S CRLAKI=CRLIK~11+RL(K)

LEITURA 00 INCICE DEFINIDOR DO CALCULO ESTATICO, DA
CCONSIDERACAD CE INERCIA DE ROTACADO £ DA SAIDA DE RESULTADOS

REAC{Bs229) CEST4INERC,CPRINT
229 FCRNMAT(2L5)
IFLINERGIWRITE(S,223)
233 FORVFAT(///+1GXsLEVA-SE EM CONSIDERACAQ A INERCIA DE ROTACY
d1+%AGY)
REAL (83234) CIMPyJJC,IIC
234 FCORMAT{LS5,215}

MCNTACENM DA MATRIZ DE MASSAS CONSISTENTES

IM=C
ILELENMy INERC)
CC 14 IC=1.N
14 WRITELLGYIC) (MASS{ID,J) s J=1,N)

MCNTAGEM 08 MATRIZ CE RIGIDEZ

vzl
CALL ASSEMUSyMsNsRLICRLyIM,DENSHE+AsL312,4,PHI ;NM,LM,LELEMN,
TINERC)
1FL.NOTLCEST) GG TO 32
CC 23 IC=1,N
33 WRITE(1B*IDI{SUIDsd)sd=1yN)

LEATURA 0OC NUMERO DE AUTO-VALORES E AUTO-VETORES A CALCULAR

32 REAT(18,+220) NEVSNVEC

220 FORMAT{215)
WRITE(Sy Z1SINEV,NVEC

215 FORMATI(///,1CX,*NUMERC DE AUTOVALORES - NEV="',13,//,10X
1s*NUMERO GE AUTOVETORES - NVEC=1413,/)

CALCULO 00S AUTOVALORES E AUTOVETORES PELO PROCESSO DE
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GAVENS~-HOUS EHOLCER

WRITE(5:231)
231 FORNMATA{(7//7,10X,104*%"),T33, '"PROPRIEDADES DINAMICAS DA ESTRY
L{AUTURAS,TELL 10 "% "))
CALL AUTOX{NsNEVsNVECH SyMASS, ¥, XV
P123,141592€535£69792228462¢6
€C & J=1+.NEV
WlJ)Z21./(DSQRTIN(J) IRZ,%PT)
8 T{U)I=Z1.7H{I)
WRITE(5:216)
216 FOGRMAT{///4+10X,*MODO"43X, "FREQUENCIAS NATURAIS (HZ)',3X,
1¥PERICDOS (S),/)
WRITE(S53217) (JeW It T(U)yJI=1yNEY)
217 FORMAT(10X4:13,T25,F14:64T45,F10.6Y)
WRITE(S+225)
225 FORMAT{///7410X, 'MODO*33X,"FREQUENCIAS CIRCULARES (RD/S)*+/)
DG € J=14NEV
£ WAY)I=Z 2P Ian())
WRITE(S,221) (J3W(J)3U=1,NEV)
221 FCRM2AT(10X4124T254F14%6)
WRITE{(57218)
218 FORNMAT(///7410X,'DiR",T21,'MODOS NGRNMAIS DE VIBRACAO',/)
CC 7 J=1,N
7 WRITE(S54219) Js{X{J3K)sK=),NVECY)
219 FORMAT{10X91332Xs TF12.6+/315XsTF124645/415%X,TF12.6)

INVERSAQ DA MATRIZ BE RIGIDEZ ORIGINAL

IF({NOTLCEST) GG TO 15
TC 24 IC=1,N

34 REAC(183ID) (S(IDyJ)yd=14N}
CALL INVER(S,N)

CALCULO DA RESPOSTA DINAMICA A UMA CARGA CONCENTRADA MOVEL

15 REAC(E,220) NCAR,NSPEED
IFANCARNELG) GO TO 35
WRITE(S55241)
2481 FORNMATU(////510X3"NAD £ PEDIDO O CALCULCO DA RESPOSTA DINAMIY
142CA*%)
GG TG 500
35 RRITEL Sy Z42)
242 FGRNMAT(////+10X,10{(*%*2)y* RESPOSTA DINAMICA DA ESTRUTURA AY
14% CARGAS CONCENTRALAS MOVEIS',10('%%))
LEITURA E IMPRESSAD DO TREM DE CARGAS MOVEIS
LG 19 JU=1,NCAR
19 REAC(B4251) JJ,FORCE(JJI}I4OISTHII)
251 FCRMAT(I532F10.0)
REAC(8y243) (SPEED{(JJ)2JI=1,4NSPEED)
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243 FORMAT{EF1Q.0)
WRITELS4244)

244 FCRMAT(///9T19,*CARGAS MOVEAS /3 10Xs*NUM* 43Xy *INTENSIDADE?®
133X *CISTANCIAY,/)
LG 18 JJI=1,NCAR

18 WRITE(5+239) JJ+FORCELJIIZDIST(II)

239 FCRVMAT{10X12+4T174F1C.3,T7321,F8,.3)
REACL By 24%) IK,FRACAO

245 FERMAT(1543F10.0)
WRITE15,248} FRACAQ, IK

24t FCRMAT(Y/7/+10X+*0 INTERVALO DE TEMPG CONSIDERALC E*sF7.3,
1! DO PERIOCCO NUMERG*,151

CALCYLO DA MATRIZ CE MASSAS DIAGONALIZADA PELA MATRIZ MODAL

LC 1& IC=1,N
16 REACL1921D) (MASS{ID.J)sd=15N)
LC 38 JU=13N
EC 26 KK=1,NVEC
CMASS{KK)=0"
CC 36 LL=1,N
36 CHASSAKK)IZDNMASSHKK I +MASS(IIsLLIRX(LLKK)
LC 37 KK=1,NVEC
MASS{JJ KK )=DMASS(KK )
37 LMASS(KK)=0.
38 CONTINUE
CCNC A MATRIZ RESULTANTE € DIAGCNAL, CALCULANGS E ,
PRMAZENAMOS APENAS 0OS TERMOS DA DIAGONAL, JA INVERTIDOS
CC 17 KK=14NVEC
LC 26 LL=1,N
29 CMASS(KK)ZOMASS(KK) +XT{LL,KKI%XMASS(LLyKK)
17 CMASSHKK)=1,/CMASS(KK )

CALCULD CA RESPOSTA PARA CADA VELOCIDADE DA CARGA

CC 100 J=1,NSPEED
VELCCE2 .. 2L TOTAL®SPEEDLJ }/T( 1)
KRITE(E3247) SPEEC(J).VELODC
247 FCRMAT(//7/7/7510X510{ 7% ),T27, *PARAMETRO =1,FB.4,7X,* VELCCIDY
142 A0E =Y, F10.4y TE11C{ %))
1E{CIMP) WRITE(5,235)} JUC.1IC
235 FORMAT(//731CX3y'POSICAOY, 10X, "DESLOCAMENTG NG*+14,+8X%Xs *ACOESY
13% ELEMENTOA,14,/)
CALCULO DO TEMPU NECESSARIO PARA A CARGA ATINGIR CADA NG
Tr¥I1)=0, '
EC 40 Ji=Z+NJ
40 THMLUE)=TMLII-1}4L(34-1)/VELOC
CALCUYLO CAS CONDICOES INICIAIS PARA CADA ELEMENTO, CADA
CARCA4y TADA NMODC
CC 41 J5=14NCAR



CC 41 K5=14NVEC
CIE14U5,K5)=0,
41 CCI{145J5,K5)=0%
CC €7 I5=1,¥
LE=LUI5)
PHIE=PHI(15)
TCETNM({IS+1)1~-TM({I5)
1€=15+1
CC €7 J5=1,NCAR
PZFCRCE(JS)
CC €7 KE=1,NVEC
WK2h {KS)
CC €1 JJ=1,sNC
ACCHUI)I=0s
61 ACt{Jy)=0.
FCV=Q
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65 CALL EXPRESAPyWKI;LE»TCyVELOC,I5,M3PHIE,AML,1DV)
IF{ JNCTLLELEM(IE)) GO TOQ &4

CC €2 JiI=1,4
TFELMEIS,31).EQ.0Q) €GO
AC24%( I5-1)+J1
REACL16'ID) (AA(KKI]3K
EC €2 JK=144

62 AMLIIS5,JK)=AML(IS4JK)-

63 CCNTiANUE

64 IF(I0V.EQ.Q0) CALL MON
1CV=iICvs+l
IFCICVLEQL1) GO TO €5
CALL MONTAC{N, I5,RL,C
PRCL=G.
PRCC1=0%
£C €6 JJ=1,4N

PRCL=PROD+X1{1JJI,K5}*AC

86 PROC1=PRCDLI4X{JJyK5)*

GIld6535,K5)=Q1(15,J5

J1CSINIWKEFTC) /WK+LMAS SH
67 CCI(T164053K5)=-Q1(15,
ICCCSEWK=TC I 4DMASSIKE)
CCNSEICERE O PRIMEIRG
1C=1
JCK=1
NCARLI=NCAR
TCECAT{IK)*FRACAD
FIRST=.TRUE .
NPONT=0
CC 49 JJ=1,ND
49 C(JUI=0.
96 JV=2JCK
T=1C
P=fFCRCESJIM)

TG 63
K=1,4)
AA(JK]/AA(JI)*AML(ISgJIl

TACIN,IS54RLyCRL,AML,AC)

RL ,AML ,ACD)

(JJ)

ACC(JJd)

sKEIXDCOS{ RKETC)+QDI(I15,J5,K5)%
K5)/WK#PROD

U5, K5 ) 2UKEXDSIN(WK*TC)I+QDI(I5,J5,K5) %
JRK%PRODI

ELENENTU E A PRIMEIRA CARGA
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TC2TCEC-TM(])
95 IFLTCGEL{TMII+1)-TM{T))) TC=TM(I#1)-TMI(I)
LE=LL])
PRIE=PHILT)
CC 50 K=13NVEC
WK=H {K)
ESVES
CALL EXPRESIPIWK,LE, TC,VELOC+I+M+PHIE AMLLIDV])
LC 42 JU=14NC
42 AC{JJ)=0. ,
F¥CCIFACACAOD DA #ATRIZ AML NO CASO DE ELEMENTO CCN LIBERACAO
TF4NOTLLELEM{T)Y GO TO 45
CC 44 Ji=1,4
IFILM{ISJI)LEQLO) GO TO 44
1C=4%{1-1)¥+J1
REAL{1671ID) (AA(KKI),KK=1,44)
LC 43 JK=144
43 AMLUISJR)ZAMLIT K )-AA{JK ) JAA(JT ) 2AMLLT ,JT)
44 CONTINUE
NMCNTACEM DC VETOR AC
45 CALL MONTACHUIN,I,RL,CRL,AML,AC)
CALCULO DO DESLCCAMENTO GENERALIZADC NO MODGC K
PRCC=L.
CC 4& JJ=1,N
46 PRCL=PROD+X{JILKIXAC(YIY)
50 CUKIZQICI I M,K)I*0COSIWK*TC)I+QDT (T3 M K)DSIN(WKETC) / WK+
ICMASS{K]/WK*PROD
XC=TC*VELCC

CALTCULOD DUS DESLOCAMENTOS NGDAIS

LG €8 JUY=1saNC
€€ LTIJ4J)=0.
LC €9 JU=1,NTC
EC 69 KK=1,.NVEC
69 LTAJII=CO0II)+X (I KKIFQIKK)
SUPERPOSICAGC COOS DESLUCAMENTOS
CC 7GC Jd=1,4ND
70 CAJIYI=0034I14C000)
IF{NCARI.EQG.L) CO TO 74
VERIFICACAO DA POSICAO DA CARGA SEGUINTE
71 AFLEXC.LE.DIST(JM)) GO TO 72
TCE{XC-CIST(JMII/VELOC
J¥EJM+]
IFLUM.GT.NGAR) GO TO 74
PEFCRLE(IM)
Gt TO 9%
72 dFt1(1-11.€C.0) GO T4 74
IFLAXC+LUTI-1)YSLELOIST(IMY) GO TO 72
I=1-1
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TC2{L(II+XC-CISTLIMIN/VELOC
JEEJN+]
{IE UM LGTLNCAR) GO TO 74
P=FGRCE(JIM) '
CC TC 95
73 XC=XC+L{I+1)
1=1-1
GG TC 72
CEEINICAG CA NOVA POSICAT DA PRIMEIRA CARGA
74 13154C
FF{TCECLGE.{ TM(IC+1)-1.E-10)) GC TO 47
AECIS=(TOEC-TM{AC) )»VELOC
TJCECSTOECHTA IK)*FRACAD
GL JTO 48
47 TCECETM(IC+1)+T{IK)*FRACAC
ABCISELEIC)Y
1C=1C+1

CALCULO DOS ESFORCOT

48 IF{NCT.FIRSTY CO TO £9
XABECIS={TOEC-T{ IK )X FRACAO)IRVELOC/LTGTAL
NPCNT=NPONT 41 '
89 IFf{ . .NCT.CIMP) WRITE{S,248) YXABCIS
248 FCRMBT(///410%,10(*%*),731,*POSICAD DA CARGA {REF.GLOBAL) ¢
174-23F10.4,T81310(%%7))
JF{ JNOCT CESTLANDICIMP JANDLCPRINTY GO TD 103
LC 75 JU=1.+¥
EC 75 KK=1,4
TE AMLidJ+KK)I=0.
LC €& Td=1.M
IF{ .NETLLELEM{I1)) GO TO 86
LC E5 J1=1,4
IF{1¥{Id,41).EQ.C) GO TO 85
JC=4%{11-1)4J1
85 WRITEAL7*10) AMLAII»Ji)}
86 CONTINUE
CC €7 JJ=1.ND
87 AC{JIJ)=0.
JFEJCK
P=FCRCE(JM)
88 IF1ARCIS.EG.L{I1)} GO TO £1
CARCE NG MEIOQ 0O vaAgQ
LE=L{11)
ARPLYTIL 1 )=P/U1oa+PEELTI1 ) )2( ] =3 . ABCISHED /LERE242 2 ABLT S*23Y
JLE#%32(1.-ABCIS/LE)XPHI{I1)}
AMLLUTE»2)=P/{1.+PHI{T11)H{ABCIS=-2i%ABCTIS%%2 /L E+ABCIS%*3/
ILE#FF24PHIL11) /2. ABCAS-ABCISH*2/LE))
AMLLT 1y S0P /{1 +PHTI (111 )% {3 %ABCES%F2 /LE*¥2-2. #ABCISH#3/
14 EFF24pCIS/LEXPHI(IL1))
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80

81

82

€2

90

97

S8

99

103
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AMLJ%I,4)5P/(1.+PH1011)]*1—ﬁBCIS##Z/LE¥ABCIS**3/LE**2-

IPEIAI1) /2% (ABCEIS-ABCIS®%Z/LEY)

MCCIFICACAQ DA MATR1Z AML NO CASO DE EBELEMENTO CCM LIBERACAG
C€C 19 Id=1,.M

TFCLNCTLLELEMITI)Y GO TO 79

EC 78 JiI=1,4 ‘

IF{L¥CIT,J1).EQ.0) GO TC 78

IC24%{11-11+41

REALL16*1ID) {AA(KK)KK=144)

REACHLIT7CID)Y AMLL

AFLLEAMLL4AML  II+J 1)

WRITELLI7*1C) AMLL

CC 37 JK=1,4
AMLATI»UK)=AMLLI TS JK)—AATIK) fAALITIYRANMLILT ,JT)
CGNTHANUE

CCNTINUE

¥CNTAGEM DO VETCGR AC

CALE NMONTACUINSELI,RLIGRLsAMLLAC)

GC TG 9@

CARCA NA EXTREMIDADE DO ELEMENTO
JFIRL{2¥T1¥#1).EQ.,0) GO TGO 82

K12N4CRL{Z2%T11+41]1)

¢C T0 82

K1Z2(2#]1+1)-CRL{2#I1+1)

AC{K1)=AC(K1)-P

VERIF4CACAD CA EXISTENCIA DE MAIS DE UMA CARGA
{F{NCAR1,EQ.1) GO TO S9

IFLABCISLLELCISTIIM)Y)Y GO TO $7
ARBEASH=ARBCIS-DISTL{UM)

JF¥=JN+1]

IFTJIMLGT .NCARY €GO TO <6

P=FORCE(JM)

GC TO &g

TF{(4I1-1)iEG.T) GO TO GS
AFL{ABCESHL(I1=1) ) LELDIST(JM)) GO TO 98
I1=11-1

ABGIS=LLI1)4ABCAS-DIST(UM)

JN=JN+]

IF{UMLGT.NCAR) &O YO 99

FZFCRCELIM)

GC TC ge

ABCAS=ABCISH (I I=1)

[11211-1

GC 76 97

IF{CiVP)Y) GG TO 143

C2LL RESULTIDIACSAMLIRLYCRL e SsMeNINDHLM,LELEM,CPRINT)
GC Y0 104

CALL RESULIIXABCIS+Dy AMLsRLSCRLL,CPRINT,JJC,IIC)

CALCULO ESTATICO



168

164 IFL.NCTLCEST) GO TO 93
AF(CINPY GO TO 1C€
WRITEL159246G)
249 FORMBTU(///77+10%,10{2%2),T20,*ANALISE ESTATICA PARA CADA POF
153S1CA0 DA CARGA',TE1,10{"%*)})
106 CLC 91 JK=14ND
91 CE{JK)=C.
CALCULO DOS DESLOCAMENTOS ESTATICGS - A MATRIZ DE RIGIDEZ
ESTA ANVERTICA
CG S2 JI=1,4N
[C g2 Ki=1,yN
92 CELHH)I=CELJII+S{JII,KIIRAC(KT}
4FACIMP) GO TO 1C5
CALL RESULTICE+AC AMLIRL,CRL4SoyMyNyNDs LM, LELEM,CPRINT)
¢G TC 92
105 C2LL RESULI(XABCIS,0E,AMLsRLCRL,CPRINT,JJIC,ILC)

CALCULO PARA NOVA PUSICAD DA CARGA

93 LG 107 JJ=21,NC

167 CtJaJI1=0%
IFLICLLEMANC.FIRST) GO TQ S6
IE{FIRST} TCLEC1=TDEC
FIRST=,FALSE.
JCK=1
NC2R1=NCAR
JC=M+1
CALL VIBRA(IC,JCK,WeX,TOECY,QT,QDI4ND3NVECD,TMINI))
IF{NCARILEQ.1) GO TG 111
XC=4ATOECL-=-TMINJ ) IHVELOC
YC2LISTL{JCK)

108 AF{YCL.CE.XC) GO TO 1CS
TLEC=TDECL-YC/VELOC
YC2YCALISTUJLK+1)
JCK=UCK+1
NCARI=NCAR]-1 ‘
CALL VIBRA(CIC,JCKsWsXsTDEC ,QT5QDI3ND,NVEC 4D, TM(NJ))
IF{NCAR1LEQ.1) GO TO 111
CC 70 1¢8

180G XC#XC+L(IC-1)
EFLYCLGELXC) GO TO 11i¢€
TEEC=TDEC1-YC/VELGC
JC21C-1
JCKEJCK 41
NCAR1=NCAR1-1
XBECIS=TOECI#VELOC/LTOTAL
NPONTENPONT#1
TGEC1=TCEC14T{ IK)%FRACAD
GC 70 9¢
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110 1C=4{C~-1
AF{ICLLELY) GO TQ 111
GG TC 1069
111 XABCEIS=TOECI*VELOC/LTOTAL
NPONTENPCONT+1
CC 314 f41s]ly¥
CC 114 JI=l144
114 ARLUIT1,+3J3=0.
tC 115 UJ=14ND
115 Ac{Jy)=0q.
IF(LCAMPY GO TO 112
WRITE{S54248) XABCIS
CALL RESULTACFACsAMLIRLCRL 4 S3MNsNDy LM, LELEM,CPRINT)
GG 76 112
312 CALL RESULI(XABCIS+CsAMLSRLSCRL »CPRINTHJJIC,11C)
113 TEECI=TCECI+TH IK)I#FRACAD
TE{TCECLLLEL(2.2LTOTAL/VELOC)) GO TC 93
KRITEL74250) NPONT
250 ECRMAT{(Z2X315)
CALCHLO PARA NOVA VELOCIDADE
100 CGNTINUE
GG TC 5C0
1600 CCONTINUE
END
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NOTACAO

Erea da ‘segdo transversal

Erea da secgao transversa] efetiva

matriz das funcoes de 1nterpo1ag50

vetor das acoes de engastamento perfeito

matriz que relaciona deslocamentos nodais com deformagoes
matriz*de amortecimento

comprimento do vao suspenso de uma viga Gerber

matriz tridiagonal

deslocamentos das extremidades de um elemento

matrii de elasticidade

‘modulo de elasticidade

forcas nodais equivalentes
forcas de inercia distribuidas

modulo de elasticidade transversal
momento de inercia

matriz de unidade

matriz de rigidei do elementb
matriz de rigidez global

matriz de rigidez generaliizada
comprimento do elemento
comprimento total da viga

matriz triangular inferior

massa por unidade de comprimento
matriz de massa de um elemento

matriz de massa global
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matriz de massa genera]izada

momento fletor

numero de graus de liberdade

funcao de interpolagao

intensidade da carga concentrada

carregamento transversa]

vetor das cargas nodais egquivalentes do elemento
vetor das cargas nodais equivalentes global
vetor das cargas nodais equivalentes generalizado
cootdenada generalizada

forcas generalizadas

vetor posigao

inversa da matriz triangular inferior

energia cinetica

tempo

per?odo

vetor dos deslocamentos nodais

deslocamento na diregao x

vetor dos deslocamentos no interior do elemento

energia potencial
esforgo cortante

velocidade da carga movel

posicao segundo o eixo da viga
posigao segundo a altura da viga
autovetor

deslocamento na direcao vy
trabaiho das forcas externas

parametro de velocidade
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coeficientes de aspecto de uma viga Gerber
fator de corfegﬁo a0 cisalhamento
autovalor

frequéncia de vibragao

modos normais de vibracao

matriz espectral

matriz modal

massa especifica

parametro da deformagao por cisalhamento
rotacgao

variagéo

funcao de Dirac

fator de amplificacao para deslocamento
fator de amplificagao para momento.

maximo fator de amplificacao para deslocamento
maximo fator de amplificacao para momento
derivada de w em relacao ao tempo

derivada de w em relagao a X



