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SINOPSE 

A anãlise dinâmica de pontes e apresentada, sendo a 

ponte idealizada como uma viga elãstica sob a ação de cargas con­

centradas mõveis constantes. Dã-se ênfase especial â resposta di­

nâmica de vigas Gerber. 

A estrutura e discretizada em elementos finitos e a 

anãlise feita pelo metodo da superposição modal. O elemento empr~ 

gado leva em consideração os efeitos da inercia de rotação e da de 

formação por cisalhamento. 

Um programa FORTRAN para o computador Burroughs B6700 

e desenvolvido. Alguns exemplos de pontes rodoviãrias e ferroviã­

rias existentes sao estudados. Os resultados são comparados com 

soluções analíticas e numéricas conhecidas e a eficiência do pro­

grama e analisada. 
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. ABSTRACT 

lhe dynamic analysis of bridges is presented, being 

the bridge idealized as an elastic beam under the action of moving 

constant forces. Special emphasis is given to the dynamic behavior 

of cantilever bridges. 

The structure is discretized in finite elements and 

the analysis is conducted by means of the modal ·superpositioh method. 

The element which is used takes into account the effects of rotary 

inertia and shear,· deformation. 

A FORTRAN program for the Burroughs 86700 computer 

is developed. Some example of existing highway and railway bridges 

are studied. The results are compared with known analytical and 

numerical solutions and the efficiency of the program is analysed. 
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I - INTRODUÇAO 

A anãlise dinãmica de pontes em viga de eixo reto tem 

sido objeto de inúmeras contribuições nos Últimos anos, graças ao 

desenvolvimento das tecnicas computacionais, em especial a dos ele-

mentos finitos. t destacãvel, inicialmente, o trabalho de Wen e 

Toridis - 1962 - (17), que determina as propriedades vibratõrias e 

a resposta ã passagem de cargas mõveis de vigas Gerber pelo metodo 

das massas.discretas, não cogitando ainda da utilização do conceito 

de matrizes de massas consistentes, o que foi preconizado por Archer 

- 1963 - (21). Seguiram-se inúmeros trabalhos marcantes sobre o as 

sunto como os desenvolvidos por: Venâncio Filho - 1966 - (20), uma 

aplicação do metodo das massas discretas a estruturas reticuladas ; 

Veletsos e Huang - 1970 - (28), que definem um modelo matemãtico do 

velculo trafegando sobre uma ponte; Yoshida e Weaver - 1971 - (18), 

uma anãlise de vigas e placas sob a ação de cargas mõveis pelo met~ 

do dos elementos finitos; Jung - 1973 - (32), estudo de estruturas 

reticuladas; Bruch - 1973 - (33), dinâmica de placas. 

Alem desses trabalhos por metodos numericos, conti­

nuam em evidencia as soluções anallticas, como as apresentadas por 

Jagadish e Pahwa - 1968 - (22), Fryba - 1972 - (15), Nagaraju et 

alli - 1973 - (16) e Wang et alli - 1975 - (30), exemplos das mais 

recentes publicações onde a resposta dinâmica de vigas Gerber ou vi 

gas contlnuas e estudada. 

O objetivo do presente trabalho e obter a resposta 

dinâmica de vigas, em especial vigas Gerber, ã ação de cargas mo-

veis. 
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Para tanto, apresenta-se no segundo capitulo uma re­

visão dos mêtodos da anãlise dinâmica, incluindo as soluções analí­

ticas para sistemas contínuos e os mêtodos de discretização (massas 

discretas, deslocamentos generalizados, elementos finitos). O mêto 

do da superposição modal ê o empregado, o que ê possível devido a 

linearidade do problema decorrente da não consideração da massa do 

carregamento. 

No Capitulo III procura-se detalhar o Mêtodo dos El~ 

mentos Finitos, deduzindo as matrizes de massa e rigidez para um el~ 

menta de viga. As considerações sobre as liberações ou restrições 

a serem introduzidas nos casos de vigas Gerber ou continuas são tam 

bêm abordadas. 

As aplicações e resultados numêricos sao apresenta­

dos no Capitulo IV, sendo analisados vãrios casos reais. O Progra­

ma desenvolvido jã tem sido utilizado em vârios problemas como o de 

torres e passarelas, o que, de certa forma, mostra sua versatilida­

de. 

Finalmente, no Capitulo V descreve-se o programa de 

cãlculo automãtico e no Capitulo VI colocam-se algumas conclusões e 

sugestões. 
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II - MtTODOS DA ANÃLISE DINÃMICA 

2.1 - INTRODO(ÃO 

Define-se aqui o termo d{nâmiea simplesmente como v~ 

~iãvel com o tempo; assim, um carregamento dinâmico ê qualquer car­

regamento no qual a intensidade, direção ou posição variam com o 

tempo. No presente trabalho, estudam-se cargas cuja posição e fun­

ção do tempo, isto ê, cargas mõveis. Desse modo, a resposta da es­

trutura, caracterizada por suas deformações e esforços resultantes, 

ê tambêm variâvel no tempo, ou dinâmica. 

São basicamente dois os tipos de anãlise dinâmica 

deterministica e não-deterministica. Se a variação no tempo ê ex­

pressa por uma relação analitica qualquer, a anãlise da resposta de 

qualquer sistema estrutural ê definida como anãli~e dete~m{nI~t{ea. 

No caso contrãrio, em que a variação no tempo da solicitação pode 

apenas ser definida dentro de um conceito estatistico (carregamento 

aleatõrio), a anãlise ê dita nâa-dete~m{nI~t{ea. No que se segue, 

a posição da carga ê definivel matematicamente no tempo e, 

quentemente, a anãlise ê deterministica. 

canse-

Duas são as caracteristicas essenciais de um proble~ 

ma dinâmico, que o diferenciam do correspondente problema estâtico. 

A primeira ê, por definição, a variação no tempo, que faz com que a 

resposta seja uma sucessão de soluções, uma para cada instante con­

siderado. A segunda e mais fundamental caracteristica ê o fato de 

que aos deslocamentos da estrutura associam-se acelerações as quais 

produzem forças de inêrcia que a elas resistem. 
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O aparecimento das forças de inércia distribuidas r~ 

sultantes dos deslocamentos da estrutura, que por sua vez são. infl~ 

enciados pelas intensidades destas mesmas forças de inércia, obvia­

mente complica a análise do problema. A formulação direta pode ser 

obtida por meio de equações diferenciais, mais exatamente equaçoes 

diferenciais parciais, visto que se tem como variáveis independen­

tes a posição e o tempo. 

Estas equações diferenciais parciais podem ser resol 

vidas diretamente para alguns casos, como será visto no item (2.2). 

Porém, para problemas mais complexos, não é possivel, senão por me-

todos numéricos, a solução das equações formuladas para o 

considerado como continuo. 

r viável, então, substituir-se um sistema 

sistema 

continuo 

por um sistema discreto, considerando-se um numero finito de compo­

nentes de deslocamento que sejam suficientes para representar os 

efeitos de todas as forças de inércia relevantes da estrutura, defi 

nido como o: numero de graus de 1 iberdade. São essencialmente três 

os métodos de discretização: massas discretas, deslocamentos gener~ 

lizados e o método dos elementos finitos. 

·--·-- .. 

,4tJ_J]..._,_1-Lt--1.~µI_,_~ 
Forcas de Inérc;ia i f r1 Í frz j f13 

Fig.C2.1a) n 9.c2.1bl 
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a) Massas Discretas 

Esse procedimento consiste em substituir um sistema com massa dis 
tribuida continuamente, logo com infinitos graus de liberdade, por 
um sistema em que a massa e concentrada num determinado numero 
de pontos, onde podem se desenvolver forças de inercia. Seja a 
viga da Figura (2. 1) um sistema dinâmico. O metodo das massas 
discretas consiste na substituição das forças de.inercia distri­
buldas da Figura (2.la) pelo sistema discreto da Figura (2.lb), 
onde se desenvolvem forças em tres direções (supondo-se desprezi 
vel a inercia de rotação). 

b) Deslocamentos Ge~eralizados 

O metodo das massas discretas e mais eficiente para sistemas em 
que uma grande parte da massa e realmente concentrada em alguns 
pontos. Assim, considera-se que a massa da estrutura pode ser 
tambem concentrada nesses pontos, e a mesma tomada como se nao 
possuísse peso. 
Um outro procedimento pode ser preferivel nos casos em que a mas 
sa e uniformemente distribuida. Tal procedimento baseia-se na 
suposição de que a deformação di estrutura pode ser expressa co­
mo uma serie de funções de deslocamentos, que são as coordenadas 
de deslocamento da estrutura. 
Seja a Figura (2.2). Se as funções ~N(x) são compativeis com 
as condições de contorno e mantem a necessãria continuidade dos 
deslocamentos internos, uma expressão generalizada para os deslo 
camentos pode ser expressa por: 

onde os termos de amplitude 
neralizadas e N - -e o- numero 

( 2 . 1 ) 

ZN sao denominados coordenadas ge­
de graus de liberdade usados nesse 
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tipo de idealização. 

Em geral, para um mesmo numero de graus .de liberdade melhor 

aproximação 

funções do 

Entretanto, 

trabalhoso 

e 

que 

o 

com 

obtida com .a idealização 
com o procedimento das 

cãlculo para cada grau de 

o emprego de coordenadas 

por meio de tais 

massas discretas . 

liberdade e mais 
generalizadas. 

w(x) ~ 
= 

+ 

zt'l'z(><) ~~ 

+ 
Z3'1'3(X)~ ~ 

,6,, "----..-/ ' 

+ 
F i g.(2. 2) 

A 
1 

1 

1 

1 

.z 3 4 
i 1 1 

1 1 1 

1 1 1 

:41: 
1 1 
1~11 
1 1 1 

1 1 I 

1 1 ;\ 

1 ~I 

Fig.(2.3) •. 

5 
;:g. 

1 

1 

1 

1 

1 

c) Metodo dos Elementos Finitos 

Este terceiro metodo, que combina alguns aspectos dos dois ante­
riores, fornece uma idealização confiãvel e conveniente do siste 
ma e e particularmente eficiente para uso em computadores digi­

tais. 
O primeiro passo na discretização de qualquer estrutura 
em elementos finitos, por exemplo, a viga da Figura(2.3), 
consiste em dividi-la em um numero apropriado de segmentos, 
ou elementos, de tamanho arbitrãrio. Estes elementos estão lig~ 

dos por pontos nodais, cujos deslocamentos são as coordenadas 9! 
neralizadas do sistema. A deflexão de toda a estrutura e 

agora definida em termos dessas coordenadas, 
um conjunto de funções de deslocamentos como 

assumindo-se 
na equaçao 
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(2. 1). Essas funções sao agora chamadas funções de inter 
polação, pois definem a forma apenas entre os pontos no 
dais especificados. Na Figura (2.3), mostram-se as 
de interpolação associadas com os dois 
de do no 3. Essas funções podem ser 
e cont,nua internamente e satisfaz as 
cas impostas pelos deslocamentos nodais. 

graus de 
qualquer 

condições 
No caso 

mentes uni-dimensionais, usam-se as funções que 
tam a deflexão causada pelos deslocamentos nodais 
mies de Hermite de 39 grau). 

funções 
liberda­

curva que 
geomêtr.!_ 

de e 1 e 
represen­

(polin.§. 

O mêtodo dos elementos finitos, bastante empregado ultima­
mente, em geral fornece a maneira mais adequada para se 
expressar o comportamento de sistemas estruturais por meio 
de um conjunto discreto de coordenadas. Serã este o em­
pregado no presente trabalho. 

A formulação das equaçoes do movimento de uma 

estrutura, cuja solução fornece a histõria dos deslocamentos 

desta, pode ser feita por três diferentes mêtodos, baseados 

nos conceitos fundamentais seguintes: equil1brio direto usan 

do o Princ1pio de D'Alembert, o Principio dos 

tos Virtuais e o Principio de Hamilton. 

Deslocamen-

a) Equil1brio Direto Usando o Princ1pio de D'Alembert 

As equaçoes do movimento de qualquer sistema dinâmico re 
presentam expressoes da segunda lei do 
ton, que estabelece que a derivada em 
da quantidade de movimento (''momentum'') 
sa m e igual a força que atua sobre 
expressa na equaçao diferencial: 

movimento de 
relação ao 
de qualquer 

ela. Isto 

New 
tempo 
mas­

se 
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p(t) = ~ (m drJ;l) (2.2) 

onde p(t} e a força áplicada e r(t) e o vetor posição da mas 

sa m 

Na maioria dos problemas, a massa e considerada constante no tem 

po, de modo que a expressão fica 

p(t) = m d
2 r(t) _ 
dt 2 

.. 
m r(t} 

onde o ponto representa derivação em relação ao tempo. 
colocar a equação.(2.3) na forma: 

p(t) - m r(t) = o 

( 2 . 3 ) 

Pode-se 

( 2 . 4 ) 

chamando-se agora o termo (~ m r(t)) de 6o~ça de lni~cla, "re­
sistente ã aceleração". Este conceito e o conhecido principio 
de D'Alembert: uma massa gera uma força de inercia proporéional 

a sua aceleração e oposta a ela. 

Deste modo, formulam-se equações de movimento como equaçoes de 
equilíbrio de todas as forças agindo sobre a massa, incluindo as 
forças de inercia. Esta formulação direta e, em geral, a mais 

conveniente para sistemas simples. 

b} O Principio dos Deslocamentos Virtuais 

Quando o sistema se torna razoavelmente complexo, geralmente as 
virias forças envolvidas podem ser expressas em termos de deslo­
camentos, mas suas equações de equilíbrio tornam-se obscuras.Nes 
ses casos, a substituição das equações de equilíbrio pelo princl 
pio dos deslocamentos virtuais mostra ser conveniente. O princl 
pio estabelece: ''se um sistema que esti em equilíbrio sob a açao 
de um conjunto de forças for submetido a um deslocamento virtual, 
isto e, um deslocamento compatível com as restrições do si~tema, 
o trabalho total realizado pelas forças seri nulo''. 
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Assim, determinando todas as forças atuantes no sistema,incluin­
do as forças de inércia definidas de acordo com o Principio de 
D'Alembert, introduzindo deslocamentos virtuais para cada grau 
de liberdade e igualando a zero o trabalho realizado, as equa­
ções do movimento do sistema são finalmente obtidas. 

A vantagem desse tipo de enfoque é que as contribuições dos tra­
balhos virtuais são grandezas escalares, enquanto que as forças 
atuantes são grandezas vetoriais e, como tal, podem ser ·somadas 
apenas vetorialmente. 

c) O Principio de Hamilton 

Um terceiro enfoque e o que faz uso de expressoes de energia .em 
forma variacional. O conceito variacional aplicãvel é o princi­
pio de Hamilton, que estabelece que a variação das energias cin~ 
tica e potencial, mais o trabalho virtual total realizado pelas 

" 
forças, durante qualquer intervalo de tempo, deve ser igual 
a zero. O principio expressa-se 

onde: 
T 

V 

w 

6 

t2 
õ(T - V) dt + ./" 

t2 

- energia cinética; 

6 W dt = O 

- energia potencial de ?eformação; 

- trabalho virtual total realizado pêfã;;-forças, in-
cluindo amortecimento e quaisquer forças externasª! 
bitrãrias; 

- variação tomada sobre o intervalo de tempo 

A aplicação deste principio leva diretamente ãs equações do mov! 
mento. Difere da anãlise por trabalhos virtuais por não envol­
ver explicitamente na formulação forças nem deslocamentos, gran­
dezas vetoriais, mas sim expressões puramente escalares de ener­
gia. Nisto reside também sua vantagem, pois apesar dos termos 
de trabalho virtual serem escalares, as grandezas envolvidas são 
vetoriais. 
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t evidente que os três mêtodos acima sao equivalentes, 

levando as mesmas equações do movimento do sistema estrutural. 

No item (2.3) mostraremos a formulação das equaçoes 

do movimento de um sistema discretizado em elementos finitos 

principio de Hamilton. 

2.2 - SISTEMAS CONTTNUOS 

pelo 

Foi referido no item (2.1) que a anãlise de um siste 

ma continuo, logo contendo infinitos graus de liberdade, pode ser 

conduzida em térmos de equações diferenciais parciais, nas quais t~ 

mos variãveis independentes de posição e tempo. Estas equaçoes po­

dem ser resolvidas em forma fechada para alguns casos mais simples, 

como sera mostrado. 

Desenvolvem-se a seguir as equaçoes referentes ã fle 
• xao de vigas, que ê o assunto do presente trabalho. Mostra-se aso 

lução das equaçoes para o caso de vigas simples, com diferentes con 

<lições de bordo, e para as vigas Gerber de três vãos, sendo o vao 

central suspenso. 

2.2. 1 - Equações do Movimento de Vigas 

Considere-se o caso simples da viga não-uniforme d~ 

eixo reto, mostrada na Figura (2.4a), com condições de bordo quais­

quer (apresentada como bi-apoiada). Deste modo, o problema e uni.e 

dimensional e as variãveis independentes são o tempo t e a coorde 

nada de posição x. Consideram-se como propriedades fisicas da vi 

ga a rigidez ã flexão EI(x) e a massa por unidade de comprimento, 

m(x) A viga estã sujeita a um carregamento transversal p(x , t) 
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e a resposta e a deflexão w(x , t) . 

~p(x.t) 

~xl 

Fig. (2.4a) Fig. (2.4b) 

Fazendo-se o equilíbrio das forças que agem sobre um 

segmento infinitesimal dx da viga, chegam-se ãs equaçoes do movi­

mento. O equilíbrio das forças verticais fornece: 

V+ p dx - (V+~~ dx) - f 1 dx = O (2.5) 

A força de inercia distribuída e expressa em termos 

da aceleração no local por: 

cando, vem: 

a 2 w = m dx 
at 2 

( 2. 6) 

Levando a equaçao (2.6) na equaçao (2.5) e simplifi-

av a2 w 
= P - m ax at 2 

( 2. 7) 
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Pelo equilíbrio de momentos em torno do eixo que pa~ 

sano lado direito do segmento, vem: 

M + V dx - (M + aM dx} = O li ( 2. 8) 

onde as parcelas do carregamento e da força de inercia sao desprez~ 

das por serem de segunda ordem. A simplificição de equação ( 2. 8) 

levai conhecida relaç~o estãtica enire força cortante e momento 

vem: 

aM V = ( 2 . 9) 

Derivando a equaçao (2.9) e levando na equaçao (2.7), 

(2.10) 

Introduzindo a relação bãsica entre momento e curva­

tura, M = EI(x) • (a 2~/ax 2
} , tem-se finalmente: 

a• 
ax• 

(EI(x) a 2 w -) 
ax• 

+ m(x) = p(x , t) (2.11) 

Nesta equaçao nao se leva em conta os efeitos da de­

formação por cortante e da inercia de rotação da viga, que sao pon­

derãveis em frequ~ncias altas. A expressao mais geral que conside­

ra estes efeitos estã dada em (3, 4, 5). 
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Supondo-se que as propriedades fisicas nao 

com a posição, a equação (2. 11) torna-se: 

-IV -EI • w + m w = p 

variam 

(2.12) 

onde os indices indicam derivação em relação a x e os pontos deri 

vaçao em t . 

2.2.2 - Vibrações Livres Não-Amortecidas 

Da equação (2.12), fazendo p = O e dividindo-se to 

da a expressao por EI , obtém-se: 

-- IV m •• w +Tiw=O (2.13) 

A equaçao (2. 13) pode ser resolvida pelo método de 

separaçao de variáveis, assumindo-se a solução 

w(x , t) = $(X) • Y(t) (2.14) 

Dai: 

-
$IV(x) y ( t) + m $(X) y ( t) o . 

TI 
. = 

(2.15) 

~+ 
-

ffi-t m o TI = 
X t 

Na equaçao (2.15), o primeiro termo e função apenas 

de x e o segundo apenas de t . Logo, uma solução para quaisquer 

x e t so pode ser obtida se ambos forem iguais a uma constante. 
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Fazendo esta constante, por conveniência, igual a a 4 
, obtem-se: 

~= a' $IV(x) - a 4 • $(X)= o (2.16a) 

ni }ffi .. 
IT Y t = a' Y(t) + w2 Y(t) = o (2.16b) 

onde, 

w2 a' EI = -m 

A equaçao (2. 16b) ê a equaçao da vibração livre de 

um sistema com um grau de liberdade e tem a solução: 

Y(t) = A • sen(wt) + B • cos(wt) (2.17) 

na qual as constantes A e B dependem das condições iniciais de 

velocidade e deslocamento. 

A equação (2.16a) pode ser resolvida do modo usual, 

supondo-se uma solução na forma 

$(x) = e • esx (2.18) 

Levando a equaçao (2.18) em equaçao (2.16a), vem: 

(s 4 - a 4 ) e esx = o 

Daí, conclue-se ser s =±a, ± ia o conjunto de 
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soluções e, consequentemente, a solução sera 

cf, (X) = C' eiax + C' e-iax + C' eªx + C' e-ax 
l 2 3 4 (2.19) 

Em termos de funções trigonomêtricas e hiperbÕlicas, 

,a "e,quaçao (2.19) escreve-se: 

cf,(x) = c1 sen(ax) + c2 cos(ax) + c3 senh(ax) + c
4 

cosh(ax) (2.20) 

As constantes C· l dependem das condições de cantor 

no e definem a forma e a amplitude da vibração da viga. A introdu 

ção das condições permite o cãlculo das constantes em termos de uma 

delas e fornecem uma expressão (chamada equação de frequência ou Ci 

racterfstica) da qual podem ser calculados os valores do parimetro 

a , que fornece as frequências w . A quarta constante, que defi­

ne a amplitude, não ê determinada. 

As equações (2.17) e (2.20), junto com as condições 

iniciais e as condições de contorno definem a solução de 

(2.13). 

a) Vigas Simples 

equaçao 

Com as expressões desenvolvidas , faz-se agora a anãlise das 
propriedades vibratõrias de uma viga simples, bi-apoiada - Fig~ 
ra (2.5). 

Tem-se as condições de bordo (deflexão e momento nulos nas ex­
tremidades) dada por: 



. Dai, 

(/,(K) 1 

i 

w(O,t} 

w(L,t} 

</> (o) 

</> ( L) 

= 

= 

16 

o 

o 

= o 

= o 

El, m =cte. 
L 

{/>1Cx) ~ 

a2 w_(O,t) = o 
ax 2 

ô 2 w(L,t) = o 
ax 2 

</>" (o) = o 

</>" ( L) = o 

Wz= 41T.VEI/(m r) 

Fig. (2.s) 

(2.21) 

(2.22) 

As duas primeiras condições, levadas na equaçao (2.20), forne­
cem: 

q,(O) = c1 • sen(O)+ c2 • cos(O}+ c3 • senh(O)+ c4 • cosh(O)= O 
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cp"(O) = a2
(- c1 • sen(0) 0 c2 , cos(O)+ c3 • senh(O)+ c4 • cosh(O))= O 

Dai, 

Do mesmo modo, condições em x = L , levam a 

cp (L) = c1 • sen(al)+ c3 • senh(al)= O 

cp''(L) = a 2
(- c1 , sen(al)+ c3 • senh(aL))= o 

Somando: 

2 c3 • senh(al) = O 

A solução trivial (C 1 = O} sendo excluida, o sistema homogêneo 
fornece a equaçao de frequências: 

da qual vem 

aL = nTI 

e, corno 

tem-se, finalmente: 

sen(al) = O 

n=l,2,3, ... 

w2 iii 
a' = tr 
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g w = n2
11

2 
n 

m L 
n=l,2,3, ... 

A expressao dos modos de vibração e a equaçao (2.20), com 

Na Figura (2.5) estão mostrados os três primeiros modos de vi­
bração. 

A solução geral da equaçao do movimento que satisfaz as condi­
ções de contorno e, portanto, a so,,,a d~ todas as vibrações ca­
racterísticas 

w(x,t) = ; sen (n 11 x) IA • sen(w t) + Bn 
n=l L L n n 

(2.23) 

As constantes An e Bn sao determinadas a partir das condições 
iniciais: 

Dai, 

00 

E A 
n=l n 

00 

E B . 
n=l n 

w(x,0) = ~(x) 

w(x,0) = ij,(x) 

sen(n 1T X) . 
L 

(" 1T 
wn . sen 

L 

(2.24) 

= <P (X) 

(2.25) 

X) = 1jJ (X) 
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e, finalmente, multiplicando-se a equaçao (2.25) por sen(n~x/1) 

e integrando em relação a x entre O e L , temos os valores 

das constantes An e Bn 

L 

A = tf 'f' (X) sen (n~x) dx 
n 

o 
(2.26} 

L 

Bn = w
2

t f 
n o 

1/J (X) sen (n~x) dx 

r interessante observar que as funções características $n(x) 
possuem relações de ortogonalidade, sob quaisquer condições de 

contorno, relações estas que garantem que: 

L 

f $n(x) '. $m(x) m(x) dx = 

o 

O p/m I n 

L (2.27) 

f [$ n (xi] 
2 

m ( x ) d x p /m = n 
o 

desde que as frequências wn e wm sejam diferentes, o que nor 
malmente ocorre nos sistemas estruturais. 

De forma anãloga ã desenvolvida acima, podem-se estabelecer as 
propriedades vibratõrias de vigas simples bi-engastadas, engas­
tadas e apoiadas, em balanço, e com outras condições de bordo. 
Tal desenvolvimento pode ser encontrado em (l, 2, 3, 29). 

b} Vigas Gerber (22) 

Analisam-se agora as propriedades vibratõrias da viga da Figura 
(2.6}, com três vãos MN, NQ e QR, sendo o vao central NQ suspe~ 
so. A estrutura ê simêtrica em relação a x3 = O . Sejam 
w1(x) , w2(x) e w3(x) as deflexões nos tramos MN, NO e OP, 
respectivamente. Supondo-se vibrações harmônicas, as equaçoes 
que definem a deflexão da viga em qualquer modo tem forma seme­

lhante ã equação (2.16a): 



sendo 

1 

l 
1 

1 
1 
' ' 
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d4<j,1 (xl) 
-

dx 4 
1 

d4<P2(x2) 
-

dx 4 
1 

d4<fi3(X3) 
-

dx 4 
3 

ª4 

a4<j,l{xl) = o (2.28) 

ati<j,2{x2) = o (2.29) 

a4<fi3(X3) = o (2.30) 

iii w 2 

= EI 

As funções <fi; têm que atender as condições de bordo seguirites 

Em M 

cf>1 1 o = o 
X 1 -

{2.31) 



21 

d2cp 
= o (2.32) 

dx 2 
l 

x, = o 

Em N 

( 2. 33) 
cj, l 1 = o 

x,- = a 

dcj,l dcj,2 
(2.34) = dx 2 dx 1 

x2 = o x, = a 

d 2 cj, l d2cj,2 
( 2. 35) = 

dx 2 dx 2 
l 2 X = Ü X = a 2 l 

= o (2.36) 
"'2 I = o x2 

Em o 

"'2 I = <1>31 (2.37) b = - c/2 x2 = X3 

d2cj,2 
= o (2.38) 

dx 2 
2 x2 = b 

d2<1>3 
= o (2.39) 

dx 2 
3 

X3 = - e /2 
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d 3 <P d 3 <P 3 2 (2.40) = 
dx 3 dx 3 

2 b 3 c/2 x2 = X3 = -

As equaçoes (2.28), (2.29) e (2.30) têm solução da forma da equ~ 
ção (2.20), sendo que as constantes sao determinadas com as con 
<lições das equaçoes (2.31) a (2.40) e ainda as condições de si 
metria em x3 = O . 

Assim, consideram-se o caso simetrico e o caso anti-simetrico , 
para se obter: 

- caso simetrico 

-

ÀX] 
A • cos - + c 3 

. ÀX 2 sen -c- + B2 
ÀX 

cos - 2 + B3 • c 

<P 3 = c1 
ÀX -ÀX3 

cos-..;}- + c2 • cosh -c-

onde se faz 

À4 ª4 = "' e 

caso anti-simetrico 

A' 
ÀX] 

A' 
ÀXl 

A' 
<P l = sen -+ cos -+ • l e 2 c 3 

ÀX 2 ÀX 
<P2 = B' • sen - + B' cos - 2 + B' . 

l c 2 c 3 

ÀX ÀX 
<1> 3 = c1 • sen-..;}- + c2 • senh-..;}-

onde, novamente 

ª4 À4 - -
c4 

ÀX] 
senh -c- + A4 

ÀXl 
cosh -e-

ÀX 2 senh - + c B4. 
ÀX 2 senh -e- (2.41) 

ÀXl 
A' 

- ÀXl 
senh - + cosh -e-c 4 

ÀX2 senh - + c B4. 
ÀX 2 cosh -c- (2.42) 
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Os grupos de equaçoes (2.41) e (2.42), com a introdução das con 
dições de bordo, vão fornecer duas equações transcedentes de 
frequência, cujas soluções são as frequências de vibração nos 
modos simêtricos e anti-simêtricos. Com as frequências e os coe 
ficientes Ai , Bi , ci e Ai , s; , e; 
normais simêtricos pela equações (2.41) e 
las equações (2.42). 

definem-se os modos 
os anti-simêtricos p~ 

O desenvolvimento descrito acima pode ser encontrado em (22),c~ 
jos resultados serão comparados com os obtidos pela solução por 
elementos finitos apresentados. 

Como pode-se inferir da solução descrita acima, o problema sera 
bem mais complexo caso a viga tenha mais um vão, ou, ainda, não 
possua simetria. O encaminhamento apresentado para as vigas 
Gerber pode ser seguido para cãlculo de vigas continuas, intro­
duzindo-se condições de contorno adequadas. Para este caso, e~ 
contram-se soluções analíticas em Timoshenko (3 ,,4) e Nowacki (14). 

2.2.3 - Vibrações Forçadas 

No item (2.2.2) foi mostrada a determinação de fre­

quências e modos normais de vibração para sistemas contínuos. Uma 

vez que estas características possam ser calculadas, a resposta de 

um sistema estrutural a uma solicitação dinâmica p(x, t) pode ser 

encontrada por uma superposição dos diferentes modos normais, que 

são em número infinito. Escreve-se a resposta w(x, t) , para sis 

temas unidimensionais, na forma 

00 

w(x , t) = í: 
i = l 

Y.(t) • cj,.(x) 
l l 

(2.43) 

onde, cj,. (X) sao as funções características definidas no item an-
l 

terior e y i ( t) sao as amplitudes dos modos normais, que funcio-

nam como coordenadas generalizadas, chamadas e.o 011,denada4 no11,ma.ü 
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ou. moda{!.>. 

Este procedimento é definido como 1.>u.pe~po1.>{ção mo­

dal, para sistemas analisados como continuos. Adiante, serã mos­

trada a formulação deste processo, quando se tem um sistema discre 

to. 

As coordenadas normais sao em numero infinito, como 

indica o somatório da equação (2.43), porem para as anãlises prãti 

cas apenas a consideração de uns poucos modos fornece 

compativeis com as aproximações requeridas. 

resultados 

A equação do movimento de uma viga, considerando-se 

propriedades fisicas variãveis ao longo do comprimento, e a equa -

ção (2.11),. que se escreve: 

a2w] + m(x) 
ax 2 

=p(x,t) 

Introduzindo-se w(x, t) como definido na equaçao 

(2.43), vem: 

00 
00 d 2 

i: m(x) • <j,i (x) • \ (t) + i:: 
i=l i=l dx 2 

EI(x) 1 
. l- d

2 q,.(x)] 

. " dx z 
\(t) = p(x, t) 

(2. 44) 

Multiplicando-se cada termo por <j,n(x) e integra~ 

do-se em x , obtém-se : 



00 

+ l: 
i = 1 

L 

\ (t) J 
o 

00 

l: 
i = 1 
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L 

Yi(t)j m(x) • <Pi(x) • <Pn(x) dx + 
o 

EI(x) 1 dx 
[ 

d 
2 

</) • ( X )] 

dx 2 

L 

=f 
o 

<Pn(x) • p(x,t)dx 

(2.45) 

Com as relações de ortogonalidade da equaçao (2.27) 

e observando-se que 

d 2
</l (x)J 

• n dx 
dx 2 

m(x) dx 

a equação (2.45) fica desacoplada em equaçoes diferenciais do tipo: 

L L 

f <P~(x) • m(x) dx • Yn(t) + w~ f <P~(x) • m(x) dx • Yn(t) = 

o o 

Fazendo 

L 

L 

= j <Pn(x) p(x, t) dx 
o 

L 

f <Pn(x) • m(x) dx = Mn 
o 

j <Pn(x) • p(x, t) dx = Pn(t) 
o 

(2.46) 

(2.47) 

( 2. 48) 

onde Mn é a massa generalizada associada ao modo <Pn (x) e Pn 

é o carregamento generalizado, a equação (2.46) se torna: 
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.. 
Mn Yn(t) + w~ Mn Yn(t) = Pn (2.49) 

A equaçao (2.49) pode ser resolvida para cada modo 

n, obtendo-se as coordenadas normais Yn(t) , que, levadas na Equi 

çao (2.43), fornecem a resposta w(x, t) . 

O problema que se pretende analisar neste trabalho 

e a resposta de uma viga ã passagem de uma força concentrada mo­

vel. O efeito de cargas mõveis atravessando vigas simples estã de 

senvolvido em (l, 2, 3, 4, 15). 

Nagaraju et alli (16) apresentam a resposta de vi­

gas Gerber de três vãos - Figura (2.6) -, a uma carga mõvel, defi­

nindo-se o carregamento pela expressão: 

p(x, t) = P • o(x - vt) (2.50) 

onde P e a intensidade da carga e o (x - vt) e a função de Dirac, 

tal que 

e 

cS(x - vt) = O p/ X 'f V.t 

+oo 

.J" o(x - vt) dx = l 
-oo 

Com a equaçao (2.50), a equaçao (2.48) se escreve 

L 

.J" ~n(x) • P • o(x - vt) dx = P • ~n(vt) 
o 
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Fazendo-se ainda 

L L 

Mn f cj,~(x) m(x) dx - f cj,~(x) -= . = m = m Knl 
o b 

a equaçao (2.49) se torna: 

n=l,2, ... 

com 
p 

O sistema desacoplado da equaçao (2.51) e resolvi­

do para y·n (t) tomando-se a transformada de Laplace nos dois 1 a­

dos da expressão genérica e fazendo-se, a seguir, a transformação 

inversa. Alem disso, introduzindo-se as condições iniciais 

e Y · chega-se a: n , 
o 

y 
no • cos(w •t) + n 

p- 1 
l; "" n 

As expressoes de cj,n(x) estão calculadas em (22). 

Determina-se, então, cj,n(vt) e chegam-se ãs expressões de 

introduzindo condições iniciais apropriadas, tomadas nulas para o 

primeiro vão (MN) e calculadas para os demais. Finalmente, as de-

flexões são dadas pela equação (2.43). Os momentos são 

por: 

obtidos 



M(x, t) 
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= - EI a2w = 
ax 2 

00 

l: 
n=l 

Y (t) • <j,"(x) 
n n 

(2.53) 

A serie diferenciada da equaçao (2.53) nao apresen-

ta boa convergência. t conveniente separar-se a solução 

em duas partes, fazendo: 

w(x, t) = V(x, t) + U{x, t) 

onde V(x, t) satisfaz a equaçao diferencial 

EI a'V __ p '( t) ' u X - V 
ax' 

w(x, t) 

(2.54) 

(2.55) 

e e chamada "solução quase-estãtica". U(x, t) e denominada "solu 

çao das forças de inercia". 

Levando a equaçao (2.54) na equaçao do movimento a 

equaçao (2.12) e, tendo em vista as equações (2.55) e (2.43), che­

ga-se a: 

racteristi cas 

EI a'u = 

ax' 
-- m 

00 

(2.56) 

Expandindo-se U(x, t) em uma serie de funções ca-

00 

U(x,t)= l: 
n=l 

b(t)•<j,{x) n n (2.57) 
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obtem-se das equaçoes (2.56) e (2.43) 

onde 

= 

. À 4 
n 

iii c 4 

- E! (2.58) 

Pela teoria elementar de flexão de vigas,tem-se que 

V(x, t) 
p L3 

= _E_!_ ºD (2.59) 

sendo ºD o ''coeficiente de influencia para deflexão''. Assim, l~ 

vando na equação (2.54) as equações (2.57),(2.58) e (2.59), chega-

se a: 

w(x, t) 

onde: 

p L3 
= E! [

ó D - c' 
L' 

; { l 
n=l .K À 4 

·n n 

Da equaçao (2.53), com 

• p (t) • 
n 

p. L • ºM 

(2.60} 
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onde 6M e o "coeficiente de influ~ncia para momentos'', vem: 

M(x, t) [ 
c2 = 

= P L 6M + E 
L 2 n=l 

(2.61) 

onde 

q,"(x) 
n 

As equaçoes (2.60) e (2.61) fornecem as deflexões 

e os momentos, respostas ã solicitação da equação (2.50). Em (16), 

Nagaraju et alli apresentam resultados utilizando estas equaçoes. 

Tais resultados serão comparados com a solução apresentada. 

2.3 - SISTEMAS DISCRETOS - O METODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

2.3.l - Equações de Lagrange 

Como foi dito no item (2.1), as equaçoes do movimen 

to para um sistema discreto, com N graus de liberdade, podem ser 

formuladas a partir do principio variacional de Hamilton, que se 

repete aqui: 

t2 
( T - V) d t + f 6W • d t = O 

t, 
(2.62) 

desde que se exprima a energia cinêtica total T , a energia de de 

formação V e o trabalho virtual total W em função de um con 

junto de coordenadas generalizadas q1 , q2 , E conve-

niente lembrar que coordenadas generalizadas para um sistema com 
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N graus de liberdade sao definidas como qualquer conjunto de N 

valores independentes que determinam completamente a posição de ca 

da ponto do sistema. 

Para a maioria dos sistemas estruturais ou mecâni­

cos, a energia cinetica pode ser escrita em função das coordenadas 

generalizadas e suas derivadas primeiras, ao passo que a energia 

potencial e função apenas das coordenadas generalizadas. Ainda, o 

trabalho virtual total das forças quando. agem sobre des-

locamentos virtuais resultantes de um conjunto arbitrário de varia 

ções nas coordenadas generalizadas pode ser escrito como combina­

ção linear dessas variações. Matematicamente, exprime-se: 

(2.63a) 

(2.63b) 

(2.63c) 

, QN sao funções solicitantes generalizadas cor 

respondentes a q1 , q2 , ... , qi , ... , qN, respectivamente. 

Levando as equações (2.63) em (2.62), permutando os 

operadores integral e variacional e efetuando as variações, vem: 

+ ... + aT óq _ 
aqN N 

(2.64) 

a\\ ó q l - . . . - a\VN ó q N + Q l ó q l + . • . + Q N ó q N ) d t = o 
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Os termos dependentes das velocidades 

(2.64) sao integrados por partes da forma seguinte: 

I" l 
t t 

ar 2 2 a 
dt = ª<ii óqi - f ãt 

~ ~ t t 
1 1 

-

na equaçao 

(2.65) 

A condição bãsica · imposta as variações e que 

óqi(t 1 ) = óqi(t 2 ) = O , o que torna nulo o primeiro termo do segu~ 

do membro da equação (2.65). Substituindo agora a equaçao (2.65) 

na equaçao (2.64), obtém-se: 

+ ~ - -ª..'{_ + aq. aq. 
l l 

Q ·] óq. dt = o l l 
(2.66) 

Como as variações sao arbitrãrias, a expressao en -

tre colchetes da equação (2.66) deve ser nula; logo: 

a ( a .r ) a T + a v = Q 
ãt aqi - aqi aqi i 

(2.67) 

As equaçoes (2.67) sao as conhecidas equaçoes de 

Lagrange, que sao um resultado direto da aplicação do princ1pio va 

riacional de Hamilton, sob as condições especificadas. 

2.3.2 - Equações Gerais do Movimento 

Para sistemas lineares sujeitos a oscilações de pe­

quena amplitude, as energias cinética e potencial podem ser escri­

tas na forma quadrãtica seguinte: 



N 
T = l ,; 

2 i = l 

l N 
V = 2 ,; 

i=j 
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N 
,; miJ. 

j = l 

N 

• l T • 
qj = 2 g m g 

,; kiJ". q .• q. 
j = l , J 

(2.68) 

(2.69) 

onde N e o numero de graus de liberdade do sistema. r evidente 

então que o segundo termo da equação (2.67) - aT/aq. - anula-se,de , 
modo que as equações de Lagrange se tornam: 

i=l,2, ... ,N (2.70) 

Substituindo as equaçoes (2.68) e (2.69) em (2.70) 

e efetuando a derivação, escreve-se, em forma matricial: 

~ g + k q = g (2.71) 

t conveniente lembrar que nas forças generalizadas 

Q estão incluídas todas as forças não-conservativas, inclusive as 

forças de amortecimento. 

Suponhamos agora o sistema discretizado em elemen­

tos finitos, de tal modo que os deslocamentos u no interior de 

cada elemento sejam dados em função dos deslocamentos nodais U p~ 

la expressão: 

u = a u (2.72) 

A equaçao (2.72) e instituída para sistemas estãti-
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cosem regime de pequenos deslocamentos. Para sistemas dinâmicos, 

em geral, esta relação não ê vãlida. Contudo, se um numero sufici 

ente de deslocamentos U ê considerado, a relação da equaçao 

(2.72) ê uma boa aproximação, desde que os deslocamentos sejam cal 

culados a partir das equações dinâmicas do sistema. Admite-se en­

tão que 

u=~(x,y,z,t) 

u = ~(t) 

a=~(x,y,z) 

Da equaçao (2.72), vem: 

u = a u (2.73) 

Tomando os deslocamentos nodais como as coordenadas 

generalizadas do sistema, pode-se escrever, para cada elemento: 

T = i f p u T u dV 

V 

onde p e a massa especifica do elemento. 

Levando a equação (2.73) na (2.74), vem: 

a U dV 1 u 
= 2" T [J P a T a 

V 

Para a energia potencial V tem-se: 

( 2 • 7 4 ) 

(2.75) 
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V = } f ~ T E dV 

V 

As deformações E podem ser expressas em 

dos deslocamentos nodais pela expressao: 

E = b U 

onde a matriz b ê obtida de a por derivação. 

(2.76) 

termos 

(2.77) 

Supondo, ainda, material elãstico linear, tem-se: 

(J = E E (2.78) 

onde E e a matriz das· constantes elãsticas. 

Substituindo agora as equaçoes (2.77) e (2.78) em 

(2.76), obtêm-se: 

bT E b U dV E b ( 2 .79) 

Comparando a equação. (2.68) com (2.75) e a equaçao 

(2.69) com (2.79) e lembrando que os deslocamentos nodais U sao 

as coordenadas generalizadas, tem-se que: 

me = Jp aT a - dV (2.80) 
V 

ke = f ~T E b dV (2.81) 
V 
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A matriz me e chamada matriz de massas consisten­

tes, havendo sido inicialmente deduzida por Archer (21). A matriz 

ke e a matriz de rigidez do elemento. 
,· 

Para o cãlculo das funções Q , determina-se o tra­

balho virtual total das forças, que pode ser escrito: 

onde, 

ws - e o 

wv - e o 

w -a e o 

e 

(2.82) 

trabalho desenvolvido pelas forças de superficie 

trabalho desenvolvido pelas forças de volume 

trabalho desenvolvido pelas forças dissipativas. 

Da equaçao (2.82), escreve-se: 

oW = ow + ow + ow 
S V a (2.83) 

Para as forças de superficie, tem-se: 

F dS -s 

·! 
s 

aT F dS 
-s 

( 2. 84) 

onde ~s sao as forças de superficie. 

Para as forças de volume, tem-se: 



e 

onde F 
-V 
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Wv = f ~ T F v dV = ! ~ T a T ~v dV 

V 

·J 
V 

sao as forças de volume. 

V 

aT F 
-v dV 

(2.85) 

Considerando-se amortecimento viscoso, obtem-se: 

sendo ce a matriz de amortecimento. 

e ·u· c ' (2.86) 

Comparando a equação (2.86) com (2.63c), chega-se a 

expressao matricial: 

g = (2.87) 

onde, 

pe = f ~ T ~s dS + f ~ T ~V dV (2.88) 
V V 

e o vetor das cargas nodais equivalentes. 

Temos, assim, a equação do movimento para um elemen 

to qualquer expressa por: 

(2.89} 
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Fazendo a associação ao longo de toda a estrutura, 

obtêm-se, finalmente, as equações gerais do movimento: 

m U + c Ü + k U = p (2.90) 

Convêm notar que a matriz global m e formada por 

processo idêntico ao da matriz k , como estã mostrado em (7), pr~ 

cesso este jã bastante conhecido. 

Substituir-se a matriz m como dada na equaçao 

(2.80) por uma matriz de massas concentradas nos pontos nodais (m~ 

triz de massas discretas), ê têcnica empregada e apresenta a vanta 

gem de simplificar os cãlculos. Porêm, do desenvolvimento aprese~ 

tado, pode-se inferir ser a matriz de massas consistentes a compa­

tível com o mêtodo dos elementos finitos. Trabalhando-se com esta, 

sendo as funções de interpolação cpmpatíveis, tem-se a garantia de 

que as frequências convergem para as exatas por valores superiores 

(21), ao passo que de outro modo nada se pode garantir. 

A determinação dos coeficientes c .. 
l J 

da matriz de 

amortecimento c e uma questão ainda em aberto. r usual definir­

se c diretamente, como uma combinação de k e m , buscando as 

segurar que o sistema das eqmrções (2.90) possua modos normais clãs­

sicos de vibração e possa ser desacoplado, o que estã mostrado em 

(23). No presente trabalho, a influência do amortecimento estrutu 

ral ê desprezada, considerando-se que sua influência ê pequena nos 

casos prãticos. 

Para sistemas lineares, as equaçoes (2.90) podem 

ser desacopladas em equaçoes diferenciais ordinãrias independentes 
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por meio de uma transformação para coordenadas normais ou modais. 

Essa e a base do mitodo de aupe~poalçio modal. Contudo, para sis-

temas não-lineares, nos quais as matrizes de massa ou de rigidez 

são variãveis com o tempo, não mais se caracterizam modos normais 

clãssicos de vibração e o metada referido acima não e aplicãvel. 

A solução para tais casos consiste em resolver-se diretamente o 

sistema de equações acopladas atraves metadas numericos. A inte­

gração passo a passo das equações, que supoem a cada incremento de 

tempo a linearidade do sistema com as propriedades determinadas no 

infcio do intervalo, e em geral o metada mais indicado (3~5). 

No que se segue, supoe-se que as propriedades ffsi­

cas da estrutura são constantes no tempo e nao se leva em conta a 

massa das cargas mõveis, de maneira que o sistema e linear, o meto 

do da superposição modal e vãlido e serã empregado. 

2.3.3 - Vibrações Livres Não-Amortecidas 

As equações {2.90), para um sistema vibrando livre­

mente e na ausencia de amortecimento estrutural, escrevem-se: 

m U + k U o (2.91) 

onde O e o vetor nulo. 

O estudo das vibrações livres consiste em se deter­

minar sob que condições as equações (2.91) admitem solução não-tri 

vial, isto e, permitem movimento. As oscilações livres são harmô­

nicas, de modo que assume-se 
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U = ~ sen(wt + e) (2.92) 

onde 1 ê o vetor coluna das amplitudes dos deslocamentos U , w 

ê a frequência circular de vibração e e ê o ângulo de fase. De­

rivando-se duas vezes a equação (2.92) em relação ao tempo, vem 

U = ~(- w2
) • sen(wt + e) (2.93) 

Levando as equaçoes (2.92) e (2.93) em (2.91), tem-

se: 

- w2 m ~ sen(wt +e)+ k ~ sen(wt + e) = O 

e' 

- w2 m ~ + k ~=O 

ou, ainda 

~ - w
2 ~J ~ = O (2.94) 

Pela regra de Cramer sabe-se que o sistema das equ~ 

çoes (2.94) adimite solução não-trivial se e somente se o determi­

nante da matriz dos coeficientes ê nulo. Tem-se, então: 

li~ - w
2 ~ li = O (2.95) 

Em um sistema com N graus de liberdade, a expan­

sao do determinante da equação (2.95) leva a uma equaçao de N-êsi­

ma ordem em w2 
• Esta equação ê chamada equação característica ou 



41 

equaçao de frequências do sistema, cujas raízes sao as frequências 

dos N modos normais de vibração possíveis (interessam apenas os 

valores positivos de ~ ). Pode-se mostrar que para matrizes de 

massa e de rigidez reais, simêtricas e positivamente definidas, o 

que ocorre para sistemas estruturais estãveis, a equação caracte~ 

rística possui todas as raízes reais e positivas. 

Portanto, para esses N valores da frequência o 

sistema das equações (2.94) apresenta uma solução. Seja wn uma 

qualquer das frequências. Tem-se: 

(~ w2 m) ~ = O n - _n (2.96) 

O vetor tn das amplitudes nao fica explicitamente 

determinado pela equaçao (2.96), visto ser o sistema homogêneo. P~ 

de-se, porêm, determinar as componentes de tn em função de uma 

delas, definindo-se assim a forma ou modo de vibração do sistema, 

sendo a amplitude indeterminada. 

As equações de vibração livre, as equaçoes (2.94) , 

sao uma forma de problema de autovalor da Algebra Matricial, no 

qual as frequências são os autovalores e os autovetores correspon­

dentes são os modos de vibração. 

Levando os N autovalores e autovetores nas equa­

çoes (2.96), pode-se escrever: 
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k P1 - wl m <P l = o -

k P2 - W2 m P2 = o (2.97) 

k <PN - WN m ~N = o - -

Em forma geral, tem-se: 

k <P = 11 2 m <P (2.98) 

onde 

e chamada matriz modal e 

n2 = :w2l w2 w2] " ~ 2 • . • N 

a matriz das frequências ou matriz espectral. 

A solução direta das equações (2.94) torna-se impr~ 

ticãvel para sistemas com muitos graus de liberdade. No Capitulo 

3, mostra-se a solução do problema de autovalor pelo processo de 

Givens-Householder e sua aplicação ao caso estudado. 

2.3.4 - Propriedades dos Modos Normais de Vibração 

Mostra-se a seguir que os modos normais de vibração 

!k sao ortogonais ãs matrizes de massa e rigidei, de maneira anã­

loga as relações de ortogonalidade mostradas para sistemas contí­

nuos - equação (2.27). 
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Para tanto, premultiplica-se ambos os membros da 

equaçao (2.98) por <I>T , obtendo: 

(2.99) 

Fazendo 

<I> T k 'i (j) = ~d 

e 

<I> T m (j) = ~d - -

onde ~d e ~d sao denominadas matrizes de rigidez e massa gene­
ralizadas, obtem-se: 

(2.100) 

Representando-se a equaçao (2. 100) na forma 

S = .D A (2.101) 

onde s e A sao simétricas e D e diagonal, tem-se: - - -

N 
s .. = ,: d. a rj = d .. a .. 

, J r=l 
, r , , , J 

e 

N 
s .. = ,: d. a ri = djj a .. 

J , r=l Jr J , 

Como 



escalar 

d .. 
l l 
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a .. 
J l 

(2.102) 

A equaçao (2.102) sõ e verdadeira se a matriz D e 

(d .. = d .. ) 
l l J J 

ou se A e diagonal. Como Q2 nao e esca-

lar, A , isto e, ~d , deve ser diagonal e, consequentemente, ~d 

também e diagonal. 

Assim, fica mostrado que os modos normais ~k sao 

ortogonais tanto em relação ã matriz de rigidez k quanto em rela 

ção ã mitriz de massas m , podendo-se escrever: 

o SE i °f j 

cp '. m cp . = _, - -J 

Mdi SE i = j 

(2.103) 

o SE 'f j 

cp '. m cp . = 
_] - -J 

Kdi SE i = j 

2.3.5 - Vibrações Forçadas 

As equaçoes (2.90) para sistemas não-amortecidos su 

jeitos a excitações B , escrevem-se: 

m u + k u = e (2.1Q4) 

Transformando os deslocamentos nodais U em coorde 

nadas normais ou modais q por meio da matriz modal, vem: 
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u = 4> q (2.105) 

e 

u = 4> q (2.106) 

Levando as equaçoes ( 2. 105) e ( 2. 106), em (2.104)tem-se 

m 4> q + k 4> q = p (2.107) 

Premultiplicando a equaçao (2.07) por 4>T , obtem-

se: 

{2.108) 

Tendo em vista as relações de ortogonalidade dos mo 

dos normais e chamando 

p(t) (2.109) 

o vetor das forças nodais generalizado, vem: 

(2.110) 

O sistema das equaçoes (2.110), visto serem as ma­

trizes ~d e íl 2 diagonais, estã descoplado em N equaçoes dife 

renciais ordinârias da forma: 

p d ( t) 
k 

k=l,2, ... ,N (2.111) 
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ou , 

k=l,2, ... ,N (2.112) 

As equaçoes (2.112), semelhante ã equaçao para sis­

temas com um grau de liberdade, pode ser resolvida tomando-se a 

transformada de Laplace em ambos os membros e fazendo-se, a seguir, 

a transformação inversa. Dai, 

(2.113) 

onde 
. 

qk e qk sao as condições iniciais em t = O . 
o o 

Pelo teorema da convolução (31), tem-se: 

- 1 
ri 

(2.114) 

Levando a equaçao (2.114) em equaçao (2.113), vem , 

finalmente, 

q = q • 
k k0 

(,) • d, 

(2.115) 
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A integral nas equaçoes (2.114) e (2.115) e chama­

da integral de Duhamel, que serã usada no capTtulo seguinte para 

determinar a resposta dinâmica de uma viga â passagem de cargas mo 

veis. 
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III - AN11LISE DINÂMICA DE VIGAS DE PONTES PELO MtTODO DOS ELEMENTOS 

FINITOS 

3. 1 - INTRODUÇIIO 

No Caphulo II foram mostrados os principias fundamentais da 

anãlise dinãmica, formuladas as equaçoes do movimento para um sistema discreto 

pelo princípio de Hamilton e, assumida a linearidade do sistema, mostrou-se a 

solução pelo mêtodo da superposição modal. Esse mêtodo apresenta co 

mo vantagem principal o fato de que nos casos prãticos apenas uns 

poucos modos precisam ser considerados para fornecer a resposta na 

precisão requerida. Desse modo, o cãlculo ê bastante simplificado 

e, mesmo para problemas com muitos graus de liberdade, o programa 

desenvolvido mostra ser eficiente. Por outro lado, o programa nao 

permite analisar estruturas de comportamento não-linear. 

Os modelos considerados são simples: a ponte ê idea 

lizada como uma viga e os veículos como cargas móveis, sem levar 

em conta a massa do carregamento. Com isso, no que se segue sao 

apresentados um elemento de viga e suas propriedades, o processo 

de Givens-Householder para solução de problemas de autovalor e o 

desenvolvimento para cãlculo da resposta dinâmica a cargas concen­

tradas móveis. 

3.2 - PROPRIEDADES DO ELEMENTO 

3.2. l - Funções de Interpolação 

Tratam-se aqui vigas retas, discretizadas em um nu­

mero arbitrârio de elementos, de comprimentos tambêm arbitrãrios 

Figura (3. 1). Consideram-se deslocamentos e rotações, em apenas 
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um plano, os deslocamentos nodais, como ê mostrado na Figura (3.2). 

Supõe-se vilida a relação - equação (2.72) - entre deslocamentos 

u no interior do elemento e os deslocamentos nodais U , aqui re 

petida: 

u = a U 

As funções de interpolação utilizadas sao as defor­

madas estiticas obtidas quando se faz cada um dos deslocamentos n~ 

dais Ui assumir um valor unitirio, com os demais mantidos nulos. 

® @ 
L 

Fig.(3.1) 

yl 
i 

u2
~1c=· =j=============(i)==========u==·~~-""iê 

t 

Fig. (3.2) 

Pode-se escrever a eq~ação acima na forma: 

( 3. 1 ) 

onde u e o deslocamento na direção X ldevido a rotação e w o 
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deslo_camento na direção Y . 

Chamando v1 , M1 , v
2 

e M
2 

os esforços cortan­

te e momento associado a cada uma das direções representadas na 

figura (3.2) e lembrando que se considera a deformação por cisalh! 

menta, tem-se as seguintes equações diferenciais da deformada: 

e 

d 2 W b 

dx 2 

(3.2a) 

(3.2b) 

onde e a parcela do deslocamento devido ao esforço cortante e 

devidi a deformações por flexão. Na equação (3.2), G - -e o mo 

dulo de elasticidade transversal, A*= y • A e a areada seçao 

transversal efetiva e y o fator de correção ao cisalhamento, E 

e o mõdulo de elasticidade e 1
2 

o momento de inercia em relação 

ao eixo z , normal ao plano da figura (3.2). 

Assim, 

w = wb + ws 

d wb dw d ws 
e = dx = d:x, - dx e u = - e ~ y 

podem ser obtidos por integração das equaçoes (3.2), com as condi­

ções de contorno adequadas. 
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E interessante observar que a condição de engasta -

-mente e dada por: 

d wb dw d ws 
crx=ax-crx= 0 

Desse modo, introduzindo as condições de bordo para 

cada caso, obtem-se: 

para .U 1 = 1 -

r ,-1 ~ 
([, -~- r,2) -~· N 11 = L1 + <P sJ . 6 ' ( 3. 3a) 

[, + <Ps]-1[1 
.. 

<P s] N21 = - 3-[,2 '·+ 2 [,3 + ( 1 - [, ) (3,,3b) 

para U2 = 1 -

N 1 2 = [1 + <P s]- i [- 1 + 4 [, - 3 1-;2 - ( 1 - [, ) <P s] 11 Q. (3.3c) 

N22 [, + <P s]- i [r, 2[,2+[,3+ <P s 
( [, - [, 2 l] Q. (3.3d} = - 2 

para U3 = 1 -

Nl3 = [1 + <P s]- l G ( - i; + [, 2 ) ~ (3.3e} 

N23 = [, + <P s]- i [3 [, 2 - 2 i; 3 + [, . 
<PJ ( 3. 3f) 



para U4 = 

Nl4 = 

N24 = 

onde 
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l -

~ + $s]- i [2 E; - 3 1;2 - E; 

[1 + $s]-l[- 1;2 + E;3 -
$5 
2 

X 
E; = I , Tl = Y... 

i e $5 = 

$s] ni 

(E; - ,2J i 

12 E Iz 

G. A* i 2 

e o parâmetro da deformação por cisalhamento. 

3.2.2 - Matriz de Massa do Elemento 

( 3. 3g) 

(3.3h) 

A expressão da matriz de massas consistentes de um 

elemento estã dada na equação (2.80), aqui repetida: 

me = f p a T a dv 

V 

Levando a matriz a dada no item (3.2. 1) na equa-

çao acima e procedendo ãs operações, chega-se ã expressão da ma-

triz me (7): 



P • I . 
z + ~---'-

(1+$ ) 2 2 
5 

1 
1 

' ' -----------------!------------------- s I M r T R I e A 

6 
5 

' 
( l l l 2) 2 : 
Tõ5+60$5+120$5 2 : 

___________________ 1 _________________ _ 

' 13 3 l 2 :13 7 l 2 
(420+40$5+24$5) 2 :35+Tõ$5+3$5 , 
-------------------t------------------f------------------

( l l l 2) 2: ( 11 11 l 2) :( l l l 2) 2 
- 140+60$5+12Õ$5 2 :- 21o+T20$5+24$5 2 : Tõ5+60$5+T2õ$5 2 

s I M r T R I e A 

-----------------+-------------------. 
l 1 (- - .,,. $ ) 2 1 O e. 5 

' ' ' ' ' ' ----------------- -------------------T------------------1 
' ' 6 l l : 6 

-5 (-Tõ+2$5) 2 : 5 , 
-----------------+-------------------+------------------t------------------

' ' l l :( l l l 2) 2 l l ' 2 l l 2) 2 
(Tõ - 2 $5) 2 : -30-6$5+5$5 2 ( - Tõ + 2 $5) 2 : (TI+6$5+3$5 2 

+ 

(3.4) 

,.,, 
w 
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O primeiro termo da equaçao (3.4) representa a inê~ 

eia de translação, enquanto o segundo termo representa a inêrcia 

de rotação da viga. <Ps e o parãmetro da deformação por cisalha­

mento, como definido no 1tem anterior. 

3.2.3 - Matriz de Rigidez do Elemento 

A expressão da matriz de rigidez de um elemento es­

tã dada na equação (2.81), que se escreve: 

ke = f b T E b dV 

V 

onde E ,e a matriz das constantes elãsticas e b e obtida de a 

por derivação. Efetuando-se as operações indicadas, chega-se ã ex 

pressão de ke para o elemento estudado (7): 

' 
l 2 · S I M t T R I C A _______ ! ___________ _ 

E • 1 
6 !l. (4+<P)!l2 . s 

z 

- l 2 - 6 !l l 2 
' -------·------------+-------+-------------

6 i (2 <Ps) !l
2 ! - 6 !l j (4 + <Ps) !l:_1 

( 3. 5) 

onde E e o mõdulo de elasticidade. 

Para a consideração de vigas Gerber, supoe - se 

que o elemento possua uma liberação em uma das direções de suas ex 

tremidades. Desse modo, pode-se ter liberação do cortante - Figu­

ra (3.3a) - ou liberação do momento - Figura (3. lb} -, nas extremi 
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dades esquerda ou direita do elemento. O desenvolvimento que se 

segue ê geral, apesar de ser de maior interesse, no presente estu­

do, o segundo tipo. E evidente que não se admitem combinações que 

tornem o membro hipostãtico. 

~--~ 
Fi~. (3.3a) Fig. (3.3b) 

E possível escrever a matriz de rigidez de elemento 

com liberação nas extremidades por meio de alterações simples na 

matriz do elemento sem liberações - equação (3.5). Chamando AMm 

o vetor das ações na extremidade do elemento m e AMLm o vetor 

das ações de engastamento, tem~se a equaçao: 

( 3. 6) 

onde km ê a matriz de rigidez e Dm o vetor dos deslocamentos 

das extremidades do elemento, que sao iguais aos deslocamentos no­

dais correspondentes, exceto quando hã uma liberação. 

Suponha-se agora que a direção ~ , por exemplo,coi 

responda a uma liberação - Figura (3.3b). A condição fica expres-

sa na nulidade da ação de extremidade AM; Desenvolvendo a equi 
_ m - m 

çao ( 3. 6) e fazendo AM 2 =. O , obtem-se a expressao de D2 , que e 

diferente do correspondente deslocamento nodal: 
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Dm 1 f~1 Dm + m Dm + m Dm + AMLTI ( 3. 7) = -- • k23 k24 2 m 1 3 4 
k22 

Substituindo Dm 
2 como dado na equaçao (3. 7), tem-

se para as outras ações: 

( 3. 8) 

( 3. 9) 

(3. 10) 

As equaçoes acima fornecem as açoes nas extremida­

des de um elemento que possui uma liberação na direção 2 e fica 

claro que se pode chegar a elas por alterações na matriz de rigi­

dez km e no vetor AMLm . Então, observando as equações (3.7) a 

(3. 10), escreve-se de forma geral para liberação em uma direção t 

qualquer (t = 1, ... , 4): 
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m m 
m* k i 9, 

. k 9,j m k .. = k .. -
lJ 1 J m 

k 9, 9, 

m 
AML~* AML~ 

k i 9, AMLm = -
1 1 m 9, 

k 9, 9, 

m (k~l D~+ k~ 2 D~+ ... + AML~} 
k 9,9, 

(3.11) 

(3.12) 

(3.13) 

onde k~~ e AMLm
1
.* sao, respectivamente, a matriz de rigidez e o 

1 J 

vetor das ações de engastamento alterados e deslocamento 

da extremidade do elemento m na direção 9,, diferente do deslo­

camento nodal correspondente. Observe-se que na equaçao (3. 13) o 

termo correspondente a Dm não estã incluído no parenteses. 
9, 

Desse modo, com as equações (3.11), (3.12) e (3.13), 

fica automaticamente introduzida uma liberação em um elemento m 

qualquer. 

3.3 - PROPRIEDADES DINAMICAS DA ESTRUTURA 

No item (2.3.3) foi mostrado que as características 

dinâmicas de uma estrutura são determinadas pela solução do probl~ 

ma de autovalor 

(~-w 2 'I!}cj,=0 (2.94) 

ou 

~ p = w 2 m cj, (3.14) 

onde k e m sao as matrizes de rigidez e massa globais, obtidas 
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por montagem das matrizes dos elementos (11 ). As matrizes k e m 

sao de ordem N , onde N e o numero de graus de liberdade do sis 

tema. 

t evidente que a solução da equaçao (3. 15) por pro­

cesso direto, envolvendo determinantes, torna-se impraticãvel qua~ 

do N cresce. Em verdade, este enfoque e eficiente apenas quando 

se tem ate 5 graus de liberdade. Considerando problemas de porte 

medio com ate 150 graus de liberdade, o que e um numero razoãvel Pi 

ra os casos aqui estudados, rotinas de cãlculo de autovalores para 

matrizes simetricas, em particular o processo de Givens-Householder, 

apresentam-se como a tecnica mais eficiente. Uma alternativa e o 

emprego de processos iterativos, como o conhecido metodo de Stodola 

( 2 4) . 

3.3. l - Redução do Problema a Forma Clãssica 

As rotinas de autovalor operam sobre o problema na 

forma clãssica: 

(3.15) 

onde A e simetrica, y e o autovetor e À o autovalor. - -
Fazer-se na equaçao (3.14) A = k - 1 • m ou - - -

A - 1 
= m . k nao e vãlido no caso, visto nao se garantir a sime--

tria de A Aplica-se então a decomposição de Choleski para a -
transformação ã forma clãssica. Decompõe-se a matriz de rigidez no 

produto de uma matriz triangular inferior pela sua transposta, es­

crevendo-se: 
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(3. 16) 

Levando a equaçao (3.16) em (3.14), vem: 

T 
L L .<!> = w2 m .'!> (3.17) 

Fazendo 

(3.18) 

o que leva a 

(3.19) 

a equaçao (3. 17) fica: 

2 T - 1 L Y = w m (~ ) Y (3.20) 

Premultiplicando a equaçao (3.20) por - 1 
L , tem-se 

(3.21) 

ou 

(3.22) 

Comparando a equaçao (3.22) com (3. 15), escreve-se: 

(3.23) 
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À 
l = ;;;, 

(3.23) 

y = LT p 

Com a decomposição proposta, formula-se o problema 

na forma da equaçao (3. 16). Os autovalores do problema transform~ 

do são os mesmos do problema original, visto serem as transforma-

ções do tipo de similaridade. Os autovetores p sao 

dos autovetores Y , atravês da equação (3. 19). Como as 

calculados 

rotinas 

normalmente fornecem os autovalores em forma decrescente, com a mu 

dança proposta os autovalores representam {l/w 2 ) e, logo, as mais 

baixas frequências são as primeiro determinadas. Por este motivo 

preferiu-se a decomposição da matriz de rigidez ã da matriz de mas 

sa, pois são as frequências baixas as que têm maior influência na 

resposta. 

(12, 27): 

A matriz L da equaçao (3.16) fica determinada por 

k .. -
l J 

= ( k. . -
l l 

!/, . . 
JJ 

!/, . • = o 
l J 

i - l 
l: 

r = l 

se 

se 

• 

i > j 

< j 

A inversa R = L- 1 e facilmente obtida por: 

(3.24) 
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I 

p=j 
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1 r .. = 
1 1 9, .. 

= o 

r .. 
PJ 

1 1 

se i > j (3. 25) 

se i < j 

Com as equaçoes (3.23), (3.24) e (3.25), leva-se a 

equaçao (3. 14) ã forma clãssica, na qual ê resolvido o problema de 

autovalor. 

3.3.2 - Processo de Givens-Householder (13) 

O objetivo do processo de Givens-Householder e o 

cãlculo dos autovalores e autovetores de uma matriz simétrica A , 

de ordem N 

O processo consta de três fases: redução ã forma tri 

diagonal, cãlculo dos autovalores e cãlculo dos autovetores. 

a) Redução ã Forma Tridiagonal 

Em 1847, Jacobi mostrou que o cãlculo de autovalo­

res podia ser feito criando-se uma sequência ~l = ~l ~ ~i 
T 

~2 = ~ 2 ~l ~2 , ... , de matrizes ortogonalmente similares, de tal 

modo que ~k tenda ã matriz diagonal dos autovalores quando k + oo. 

As matrizes ~k são de rotações planas. 

Da, surgiram inúmeras modificações, das quais a mais 

importante deve-se a Givens que mostrou ser possTvel, por meio de 

uma sêrie finita de rotações como acima, transformar-se 8 em uma 
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matriz na forma: 

X X 1 

X X X 

X X X 

e = 1 1 (3.26) 
1 1 1 

1 1 1 

X X X 

X X 

onde todos os elementos distantes da diagonal mais de uma linha ou 

coluna são nulos. As matrizes ~k são escolhidas de modo a terar 

um a um os elementos fora da tridiagonal, permanecendo nulos estes 

elementos na transformação seguinte. Assim, a redução necessita no 

mãximo N • (N - 1)/2 passos. 

Householder sugeriu que esta tridiagonalização pod~ 

ria ser feita tomando-se ~k como matrizes ortogonais da forma 

~k = I - 2 z ( 3 . 2 7 ) 

onde I e a matriz identidade e z e um vetor coluna tal que 

ZT Z = l 

A eficiência do processo foi confirmada por Wilkin­

son. São necessãrias apenas (N - 2) transformações para se che­

gar a forma da equação (3.26). 

São definidas (N - 2) matrizes ortogonais 

~l , ... , ~N- 2 , tais que: 
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T 
~i = ~i ~i-1 ... ~l A (~i ~i-1 ... ~l) 

seja tridiagonal nas primeiras i linhas e colunas; logo, 

ê tridiagonal. 

(3.28) 

A -N-2 

P. tem a forma da equaçao (3.27), sendo zT • z = l, 
-1 

e mostra-se que tais matrizes sao simêtricas e ortogonais. Para a 

primeira transformação~ 

escolhe-se z -
logo a primeira 

Assim, se a -c 
T 

( X o c = 
' 

X 
' -

com 

e 

onde 

( 3. 29) 

de tal modo que seu primeiro elemento seja nulo, 

coluna de ~l sera a mesma de (! - 2 z ~T) A -
e a primeira coluna de A e c e da forma 

' 
... 

' 
o) procura-se z tal que: -

(! - 2 z ~T) ~c = c - -

ZT z = 1 

ZT = (O 
' 

X 
' 

., ... ' . X) 

Pode-se provar que isto e possivel, desde que: 

cT = (a 11 , ± s , O, .•. , O) 

T . 
s 2 = (a • a ) - a 2 = -c -c 11 

n 
,: 

j=2 
a~. 

J l 



64 

Então, com 

z T = 

~l tem a primeira linha e primeira coluna na forma 

tridiagonal. 

Procedendo-se de maneira anãloga, completa-se o pr_Q 

cesso, bastando observar que A. 1 -1-
estã transformada conveniente-

mente nas primeiras ( i - 1 ) filas, devendo-se portanto tomar z. 
-1 

com os primeiros i elementos nulos. Desse modo, apenas a parte 

direita da matriz de ordem (N - i + 1) serã afetada. 

b) Cãlculo do Autovalores 

Seja C a matriz tridiagonalizada tem-se: 

t t ' 

C = ~N- 2 = 
. 1 1 1 

1 t t 

t ' t 

(3.30) 

assumindo-se bi i O , para i = 1 , , N-1 . 

Os autovalores de A sao os mesmos de C , visto 

serem de similaridade as transformações efetuadas. Para o cãlculo 

dos autovalores de C definem-se os polinômios 
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p0 {>,)=l 

p1 (;\) = (c 1 - À) 

(3.31) 

i=2, ... ,N 

p. o polinômio caracter1stico do 
l 

Verifica-se ser 

menor principal de ordem i de 

linômio caracter1stico de C 

tão: 

e e, em particular, PN e o po-

Mostra-se que, se Pi P. 0) = o 
' 

en 

(3.32) 

i = 1 , .•• , N-1 

o que, juntamente com a condição p0 = 1 , ê suficiente para que 

Po , p
1 

, ••• , pN formem uma sequência de Sturm. A caracter1sti 

ca dessas sequências ê justamente que as ra1zes de 

ra1zes de pi+ 1 . 

p. 
l 

separam as 

Define-se ag(À) como o numero de concordâncias de 

sinal na sequência (1 , p1 (À) , p2 (À) , ... , pN(À)) , tomando-s~ 

se pi(À) = O , seu sinal igual ao de pi-l(À) 

trar o teorema: 

Pode-se demons-

ag (À) e o num eito de 1taZze-6 de pN muo1tu ou igua,ü a À 

Com este teorema, e poss1vel calcular as ra1zes de 
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pN . Supõe-se que e procurada uma aproximação para À a n-m+l ' 

m-êsima maior raiz, sabendo-se que ela estã contida no intervalo 

[9- ' u J Toma-se como o ponto mêdio de [9- , u] , determina 

se ag(y 1) e compara-se: 

se ag(y 1 ) > m , Àn-m+l estã contida em [y 1 , u] 

se ag(y 1 ) < m , Àn-m+l estã contida em [9, , y1) 

Depois de k sucessivas subdivisões, chega-se a um 

intervalo de comprimento 2-k(u - 9-) , que contêm Àn-m+l , pode~ 

do-se tornar este intervalo tão pequeno como desejado. De modo ana 

logo, determinam-se alguns ou todos os autovalores de C , que sao 

os mesmos de A 

c) Cãlculo dos Autovetores 

Resta agora determinar o autovetor de A dado o au 

tovalor associado À Inicialmente, calcula-se o autovetor da ma 

triz tridiagonal e, a partir deste, determina-se o autovetor cor­

respondente de. A . Utiliza-se o mêtodo da iteração inversa, sug~ 

rido por Wilkinson. 

Assume-se que À e uma aproximação de À , mas nao 

exatamente um autovetor, de modo que f - À! ê não-singular. En­

tão, dado ~(O)=Q , define-se uma sequência de vetores z(P) como 

soluções dos sistemas lineares 

(f - À!) z(P) = z(p-l} , p = l , 2, ... (3.33) 
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e os vetores normalizados 

z(P) 
-

À À o 
z(p)T z(p) 

, - > 

y(P) = ( 3. 34) 
( -1 ) p z(P) 

z(p)T z(p) 
, À - À < o , p = 1 , 2 , ... 

Pode-se provar que os vetores r(p) convergem para 

um autovetor normalizado de C associado a. À , sob a condição Si!): 

ples de que À seja uma melhor aproximação de À que de qualquer 

outro autovalor; esta ê a base do mêtodo. 

Na prãtica, usa-se o processo de eliminação de Gauss 

para calcular 

de modo que se reduz inicialmente o problema para a forma triangu­

lar 

Tz(l)=g_ 

Fazendo-se, então, todos os elementos de 9. unitã­

rios, define-se o vetor de partida z(O) implicitamente.Esta apr~ 

ximação funciona bem e invariavelmente dois passos de iteração na 

equaçao (3.33) são suficientes. Quando o autovalor À e repetido, 

o segundo vetor de partida ê gerado aleatoriamente, o que fornece 

autovetores linearmente independentes, que podem ser ortogonalizi 



68 

dos. Apesar de nao haver garantia de que z(O) ê um bom vetor de 

partida, na pritica o procedimento acima mostra eficiência. 

Ficam assim calculados os autovetores de C •. A equ~ 

çao (3.28) dia relação entre C e A , que se escreve: 

C = P A PT 

ou 

A= PT CP 

sendo 

p = (~N-2 ~N-1 ... ~l) 

Então, se i e um autovetor de C , tem-se que 

e 

de modo que ~Ti e o correspondente autovetor de A 

Tendo em vista a modificação - equações (3.22) e 

(3.23) - feita nas equações de vibrações livres, as frequências e 

modos normais ficam, finalmente, determinados por: 

wi = 
/IT 

(3.35) 

(~T) 
- 1 

cp • = Y. 
-1 l 

onde Ài e Y. 
-1 

sao, respectivamente, os i-êsimos autovalor e au-

tovetor calculados pelo processo de Givens-Householder. 
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3.4.- RESPOSTA DINÂMICA DA ESTRUTURA SOB CARGAS MÕVEIS 

Conhecidas as propriedades dinâmicas da estrutura , 

determina-se agora sua resposta â passagem de uma carga concentra-

da mõvel de intensidade P , que percorre a viga com velocidade 

constante v .. Assim, a posição da carga e variãvel no tempo e a 

solicitação pode ser escrita como uma função f(t) 

A solução ê apresentada pelo mêtodo da superposição 

modal, desenvolvido no item (2.3.5), sendo as equações diferen-

ciais jã desacopladas resolvidas pela integral de Duhamel, confor­

me a e q u a ç a o ( 2 . 11 5 ) . 

Supõe-se que, em determinado instante, a carga P 

percorra o elemento - Figura (3.4). Se a referência de tempo e 

a extremidade esquerda do elemento, a posição da carga no instante 

t ê dada por: 

X = V • t {3.36) 

--· ~-

y ' 
p 

X: vi: 

F3 ~~--- i ! Fz ,e 
1 

J Fi~.(3.4) 
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A expressao da equaçao (2.88) que dão vetor de car 

gas nodais equivalentes escreve-se: 

F l ( t) 

F2(t) 
JI, 

·l 
o 

p e f T 
)· a, (3.37) = = a 

F3(t) o p • ó(x - vt) 
F4(t) 

onde ó(x - vt) e a função de Dirac e nao se consideram cargas mo 

menta aplicadas. 

Da equação (3.37), vem: 

F l ( t) N21 (x) 

F2(t) JI, 
N22(x) =f • P • ó(x - vt)•dx 

F3(t) o N23(x) 

F4(t) N24(x) 

e, efetuando-se a integração 

F l ( t) N21 (vt) 

F2(t) 
p • 

N22 (vt) 
(3.38) = 

F3(t) N23 (vt) 

F4(t) N24 (vt) 

Substituindo na equaçao (3.38) as expressoes de 

N2j(x) , j = l , ... , 4 , dadas pelas equações (3.3), com x = vt, 

obtem-se: 
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p 
= 1 <P s + 
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1 _ 3 v
2
.t

2 + 2 v3
t

3 + {l _ _li_!) <P 
Q,2 Q,' 9, S 

vt 2 v2t2 
+ v 3 t 3 <P s 

+ - (vt -
Q, 

v2t2 V 3 t 3 
3 - 2 

Q, 2 Q, 3 

v2 t 2 v 3 t 3 

---+---
Q, Q, 2 

-
Q, 2 2 

vt + <P s 
Q, 

<Ps v2t2 
( vt - -Q,-) 

2 

v2t2 
-) 

Q, 

O vetor f(t) pode ser levado na integral 

(3.39) 

de 

Duhamel - equação (2. 114) - fornecendo: 

AML 1{t) F l ( T) 

AML 2{t) t 
F2{T) 

=f sen [wk (t - T)] dT (3.40) 
AML 3(t) F3{T) o 
AML 4(t) F4{T) 

Desenvolvendo a equaçao (3.40) e substituindo a 

equaçao (3.39), vem: 

t 

sen Gk(t-Tu[,_3Q,v22 T~ dT AML 1{t) 
,:<P f 2 + 2v 3 

T3 + {l - V = T -
Q, 3 Q, 

s o 

(3.41a) 

t 
AML 2{t) ,:<P f G o[ 2v

2 
v' <j,S v2 ~ = sen Wk(t-T) VT--;-r2+~ T3 + y( VT - -;- T2) dT 

s o 

(3.41b) 
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13k =f 

o 

t 

14k =f 
o 
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t 

= ,:~ J 
s o 

t 

= 1:~ f 
s o 

Fazendo 

t 

=f 
o 

t 

V~ T3+ __ S 

,Q, 

v 2 
2 v 3 

3 ~s -T + -T - -( V T -
,Q, ,Q, 2 2 

1 (1 - cos wkt) 
wk 

(3.41c) 

(3.41d) 

(3.42a) 

sen wkt 
I 2 k =f Gk ( t - To dT 1 ( t -T . sen = w . ) wk k 

o (3.42b) 

T2 Gk(t _ To dT 
1 (t2 - 2 2 wkt) . sen = - + . cos 

wk w2 w2 
k k 

(3.42c) 

T 3 Gk ( t - To di: 
1 ( t 3 - 6t + 6 sen wkt) . sen = . 

wk w2 w3 
k k 

(3.42d) 

pode-se desenvolver as equaçoes (3.41) e introduzir as definições 

das equações (3.42), obtendo finalmente: 

(3.43a) 



p 
= T+T s 

AML 4(t) 
p 

= 1 +cps 

definem o vetor 

posta na forma 

í, cps 01 + y) 
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t <Ps 
2 V 12k + ( - 1 

As equaçoes (3.43), 

<Ps v2 
13k + 

v3 
+ y) T 9, 2 

juntamente com as 

A~L i (t) A expressão da equaçao 

. 

(3.43c) 

r4J (3.43d) 

equaçoes (3.42) , 

(2,.115) pode ser 

qk = qko • cos wkt + qko sen wkt + wkiMd~ $T 
wk .-·· 

{3.44) 

onde $ e a matriz modal e o vetor f.c.Ck(t) e obtido por montagem 

dos A~Li{t) Convêm ressaltar que se a carga estã sobre o ele-

menta i sua influência ê apenas sobre os nõs deste, sendo os de­

mais A~L{t) nulos . 

Resta determinar as condições iniciais, tendo em 

vista a mudança da referência dos tempos de elemento a elemento. 

Para o primeiro, faz-se qko = qko = O . Nos demais, as condições 

iniciais para i sao os valores finais de qk e 
. 
qk para i - 1 • 

Derivando em relação ao tempo a equação {3.44), tem-

se: 

Chamando 



das equaçoes 

d 
fMLl(tJ êIT 

d 
fML 2(tJ df 

d 
fML3(t8 df 

01k 
d = df 

02k 
d = df 

03k 
d = df 

04k 
d = df 

(3.43) 

= 

= 

= 

p 

~ s 

p 

~ s 

p 
l + <p s 

p 

TiT s 
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I l k = sen wkt (3.46a) 

I 2 k ( l CDS Wk t) (3.46b) = -
wk 

13k (2t 2 (3.46c) = - - sen wkt) 
wk wk 

14k (3t 2 6 6 
CDS Wkt) (3.46d) = - - + 

wk w2 w2 
k k 

obtem-se: 

[(l+$s) 01k -
V 

$s • 02k -
3v 2 

• 03k + 2v
3 J I -D 

R, 2 R, 3 4 k 

(3.47a) 

~ $s 
<p s v2 

D3k + 
V 3 

o4J ( l +2 ) V • D 2 k - ( 2 + yl R, R, 2 

(3.47b) 

[f $s 02k + 
3v 2 

03k -
2v 3 

D4J (3.47c) 
R, 2 R, 3 

(3.47d) 

As equaçoes (3.47), juntamente · com as equaçoes 

(3.46), definem o vetor A0Li(t) ~ Ít (A~Li(t)). Por montagem de~ 
• d 

ses vetores, chega-se ao vetor ~Ck(t) = êIT (ACk(t)) , com o qual 

calcula-se a equação (3.45). t interessante observar que A~L(t) 
. 

e A~L(t) têm a mesma forma, bastando substituir de um para o ou 
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No desenvolvimento, a força P e considera 

da positiva quando atua no sentido representado na Figura 

isto e, sentido contrãrio ao do eixo orientado Oy 

(3.4), 

Finalmente, determinadas as coordenadas nodais g, 

calculam-se os deslocamentos nodais pela expressão 

u = ~ 9 (2.105) 

Os esforços e reaçoes de apoio sao calculados a pa~ 

tir do deslocamento U . 

Quando a carga abandona a viga, tem-se um problema 

de vibrações livres não-amortecidas com condições iniciais dadas,e 

que e resolvido simplesmente fazendo ~C{t) = Q na equaçao (3.44). 

Os sistemas analisados são lineares, sendo portanto 

vãlido o princlpio da superposição de efeitos. Tendo-se então um 

trem de cargas móveis, efetua-se o cãlculo para cada uma delas e 

superpõem-se os deslocamentos U (4) . 
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IV - APLICAÇÕES 

4.1 - INTRODUÇAO 

Com base no que foi exposto no Capitulo III, desen­

volveu-se um programa para câlculo automâtico da resposta dinâmica 

de vigas, com aplicação a vigas Gerber. Este programa serâ expli­

cado no prõximo capitulo. Apresentam-se a seguir alguns resulta­

dos obtidos. 

Estudam-se inicialmente vigas simplesmente apoiadas, 

inêrcia constante ou variâvel, alguns resultados sendo comparados 

com os obtidos por Yoshida (18) e por Venâncio Filho (20). As vi­

gas Gerber estudadas são as mesmas apresentadas por Nagaraju et 

alli {16), ao passo que na consideração da inêrcia de rotação e de 

formação por cisalhamento comparam-se os resultados com a solução 

analitica proposta por Wang et alli (30). Mostra-se ainda uma ana 

lise comparativa de quatro diferentes tipos de viga e, finalmente, 

apresenta-se a resposta de uma viga continua ã passagem, com dife­

rentes velocidades, de uma simulação do trem-tipo TB-32. 

Os grâficos mostrados sao de duas espêcies: curvas 

de histõria, ou linhas de influência, da resposta de uma determin~ 

da seção e espectros de amplificação. As primeiras relacionam a 

posição relativa da carga (v,t/L, sendo v a velocidade da carga, 

t o tempo decorrido e L o comprimento total da viga) com ''fato 

res de amplificação'' definidos como a relação entre o valor dinãmi 

co para determinada posição e o mâximo valor estâtico para a seçao 

analisada. Assim, tem-se: 
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FAD - fator de amplificação para deslocamento e 

FAM - fator de amplificação para momento; 

estas curvas são para determinada velocidade, fixada pelo 

tro E , denominado ''parâmetro de velocidade'' e dado por 

-parame-

( 4. 1 ) 

onde T1 ê o perfodo fundamental de vibração da e~trutura. Os es 

pectros de amplificação relacionam parâmetros de velocidade com os 

mãximos fatores de amplificação obtidos em determinada seção. De­

fine-se, assim, 

MFAD - mãximo fator de amplificação para deslocamen 
to 

MFAM - mãximo fator de amplificação para momento. 

Alem dos gráficos adimensionados citados, apresen­

tam-se alguns quadros com frequências e outros com mãximos fatores 

de amplificação. 

4.2 - VIGAS SIMPLESMENTE APOIADAS 

4.2.1.- Cálculo de Frequências 

Para a viga simples uniforme da Figura (4.1), apre­

sentam-se no Quadro (4.1) os valores das duas primeiras frequên­

cias, considerando-se discretizações de 4, 5, 6, 7 e 8 elementos. 

Os valores exatos dessas frequências sao: 
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w1 = 353.106 rd/s 

w2 = 412.423 rd/s 

o que mostra ser a formulação consistente, isto e, as frequencias 

convergem para o valor exato por valores superiores. Alem disso, 

verifica-se que a discretização em 4 elementos dã erro de apenas 

0.03% na primeira frequencia, sendo aproximação excelente para os 

casos práticos. 

Nas características da viga, A e a areada seçao 

transversal, 1
2 

o momento de inercia, E o mõdulo de elasticida 

de e p a massa específica. 

ELEMENTOS wl w2 i 
4 353.209 1418.143 

5 353.143 1414.763 

6 353.127 1413.510 
7 353. 116 1413.183 
8 353. 113 1412.760 

QUADRO (4.1) 

- ' 
A = 0.2 m2 

Iz = 0.016 m4 

t Sm :f E = 2. X ] Ü 6 tf/m 2 

p = . 2 t/m 3 

Fi ~- (4.1) 
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4.2.2 - Viga Urtifo~me 

Analisou-se a resposta da seçao S , no meio do vao 

da viga representada na figura (4.2), ã passagem de uma carga mo­

vel unitãria. Observe-se que as cargas percorrem as vigas sempre 

da extremidade esquerda para a direita. Este exemplo, de carãter 

acadêmico, foi proposto por Yoshida (18). No Quadro (4.2), apre -

sentam-se valores dos mãximos fatores de amplificação para 5 velo­

cidades, comparando os resultados com os obtidos por Yoshida (18), 

Venâncio Filho (20) e com a solução analítica (4,15). Nas figuras 

(4.3) e (4.4) mostra-se a resposta da seção S para deslocamento 

e momento, respectivamente, com.~ = 0.25, 0.5 e 1.0 

Chamamos o mãximo deslocamento estãtico e Mst 

o mãximo momento estãtico para a seção analisada. 

E = 3. X l Ü 7 lb/pol 2 __ .. __ 
-~=~ 

A = 0.0625 pol 2 

p = 0.001 l b - s 2 /pol 4 

s 

~ 
A 

Iz = 3.255 X lo- 4 pol 4 

~ 4Rol. .1 
Tl = 8. 149 X lo- 4 s 

Fig.(4.~ 
wst = o. 13654 X 10-3 pol 

Mst = 1. l b - pol 
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.M.f_A D_ M F_A M 
. i; - • V -

MIANA
1

YDSHIDA VENI\NCIO SOL. ANALITICA MIANA 
. 

.0625 614 l. 060 1 . O 5 5 - 1 . 04 5 
1 

1. 011 

. l 2 5 '1 228 l . l 2 O 1. 112 1. 11 1 . 1 08 
1 

1 . 029 

. 2 5 2456 l . 2 58 1 . 2 51 1 . 24 1 . 2 50 l. 098 
1 . 5 4912 1 . 705 l . 700 1. 68 

1 

1 . 7 O 7 1. 411 

1. 9824_ 1 ._5.4 7 1. 540 1. 54 1 . 5 5_0 
1 

1 . 3 43 
1 

QUADRO (4.2) 

4.2.3 - Viga de Inercia Variãvel 

Foi estudada a resposta de uma das vigas do acesso 

ã Ponte Presidente Costa e Si 1 va, ligação Ri o de Janeiro - Ni teroi, 

mostrada na figura (4.5), discretizada em 20 elementos. No Quadro 

(4.3) apresentam-se as propriedades de cada um dos elementos. No 

Quadro (4.4) estão os mãximos fatores de amplificação para a seçao 

S, no meio do vao, com diferentes velocidades. · 

A figura (4.6) mostra o deslocamento da seçao S a 

passagem de uma carga mõvel de 10 tf, com i; = 0.5. 
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ELEMEl'ITO . t(ml . .. . A{m 2 l .. Iz(_m4) 

1 1. 66 1.05970 
1 

o. 19282 1 

2 1. 65 1. 29330 0.35335 
1 

3 1. 65 
1 

1.17970 
1 

0.49045 
4 1. 65 0.95650 1 0.61585 

1 

1 5 2.75 0.95735 0.81135 
6 2.75 0.95815 

1 
1.00550 

1 7 2.76 0.95865 1.10260 
8 3.85 0.95880 1.16390 
9 3.85 0.95880 l.16760 

1 O 
1 

4.68 0.95880 l.16760 

QUADRO (4.3) 

A estrutura é simétrica, os demais elementos tendo 

as propriedades iguais ãs de seu correspondente. 

E = 3. x 10 6 tf/m 2 

p = .24 t/m 3 

T1 = 0.500~525 s (sem co~siderat inétcia de rotação) 

T1 = 0.5011845 s (con~iderando.iriércia de rotaçãb) 

= • ] 0033 X 1 o- 1 m 

Mst = 136.250 tf - m 
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. V. COM. INtRCIA .. .. SEM J.NtRClA 
. i; . 

C/INtRCIA. 5/INtRCIA .M .F A .D. .M .F A .M .M .F. .A D M F A .M 
. 

. 

. 2 5 54.37 54.43 1.2642 1.0760 1 1.2647 
1 

1.0717 

. 5 108.74 l O 8. 86 
1 

l. 7098 
1 

l . 3999 
1 

1.7105 
1 

1.4074 

.75 163. 11 163.29 

! 
1.7006 

1 

1.3989 

f 
l. 6993 1..3971 

1. 217.48 217.72 1.5750. l . 3 984 J. 5682 1.3793 
' 

QUADRO (4.4) 

As colunas referidas com/bem {nê~c{a referem~se a 

consideração ou não da inércia de rotação, respectivamente. 

Observa-se que o comportamento dinâmico da viga e 

bastante próximo ao de uma viga uniforme, fato que pode ser expli­

cado tendo em vista que, apesar da variação de inércia, a area da 

seçao transversal é praticamente constante - Quadro (4.3) - logo a 

massa da viga também o é. Nota-se ainda que a consideração da 

inércia de rotação neste problema apresenta influéncia minima, pe~ 

feitamente desprezivel . 

• 
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4.3 - VlGAS GERBER 

As vigas estudadas são as mesmas do trabalho de Na­

garaju et alli (16), estando representadas, com a discretização em 

elementos finitos, na figura (4.7). São vigas Gerber simêtricas, 

com o vao central OP suspenso. Chamando a o comprimento dos 

vaos MN e QR, b o dos vaos NO e PQ e c o comprimento do 

vao suspenso, definimos os coeficientes de aspecto pelas relações: 

a= a/c e S = b/c . As características de cada uma dessas vigas 

estão no Quadro (4.5), onde mostra-se ainda o valor do período fu~ 

damental r1 encontrado na referência (16). Chamamos de C e D 

as seçoes no meio do primeiro e ultimo vaos, respectivamente. 

1 T l ( s ) 
VIGA c (m) s L{m) A{m 2

) Iz(m4) p{t/m 3 ) I a 
MIANA NAGARAJU 

I 10.0 1. 6 0.4 50.00 2.283 0.7611 .2435 0.1312 O. 130 1 

II 11. 4 1. 6 O. 1 50. 1 6 2.283 0.7611 .2435 o. 1299 O. 1 30 
I I I 40.0 0.6 O. 1 96.00 4.375 2.2771 . 21 6 0.4868 0.487 

IV 28.0jl.O 0.2 95.2014.055,. 1 . 3371 . 216 0.4158 0.415 1 
f 

E= 2. x 10 6 tf/m 2 - para todas as vigas 

QUADRO (4.5) 

Na figura (4.8) estão representadas as curvas de 

história para o deslocamento da seção D da viga I , com I; = 0.09, 

considerando-se na anãlise 1, 3, 5 e 6 modos de vibração. Como se 

pode observar, a curva para 3 modos jã estã praticamente coincide~ 

te com a para 5 modos, sendo que a curva considerando-se 6 modos 
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nao ~ disttnguivel na precisão do grifico, Isto confirma que e 

necessârio considerar-se apenas poucos modos de vibração na anâli­

se. 

O Quadro .(4.6} apresenta valores dos mâximos fato-

res de amplificação para diferentes parâmetros de velocidade nas 

seçoes C e D das vigas estudadas, sob a ação de uma carga de 

1 tf. E interessante observar que, normalmente, maiores resulta­

dos são encontrados para as seções D, no meio do ultimo tramo. 

Observe-se ainda que os mâximos valores obtidos sao, em geral, p~ 

ra s entre 0.25 e 0.5 . E conveniente assinalar que alguns 

valores da velocidade v sao excessivos se comparados com 

reais. 

casos 

A resposta dinâmica da seçao C das vigas I, II , 

III e IV estâ apresentada nos grâficos das figuras (4.9) a 

(4.16). Para a viga I , s = 0.045 (v = 34.30 m/s) e as curvas 

para deslocamento e momento sao, respectivamente, as figuras (4.9) 

e (4.10). Para a viga II , s = 0.05 (v = 38.62 m/s) e as curvas 

sao as figuras (4.11) e (4. 12), na mesma ordem. Para a viga III, 

s = 0.09 (v = 35.50 m/s) e as curvas sao as figuras (4. 13) e (4.14). 

Finalmente, para a viga IV, toma-se s = 0.08 (v = 36.63 m/s), se! 

do as curvas correspondentes as figuras (4.15) e (4.16). Quando 

a carga ultrapassa a rõtula P , continuam havendo oscilações na 

seçao C de niveis significantes, exceto para a viga III, o que 

pode ser explicado tendo em vista os pequenos valores de a e B 

para esta viga. Para as velocidades consideradas, e interessante 

observar que o mâximo valor dinâmico ocorre quando a carga estâ 

prõxima da seção analfsada. O mâximo valor negativo, nestes ca-
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sos, ocorre quando a carga esti pr6xima i primeira r6tula (seção O). 

As figuras (4.17) e (4.18) sio os espectros de am­

plificação para o deslocamento das seções O e P , respectivame~ 

te, para a viga III. Os valores de ~ variam de 0.03 a 0.17. Ve 

rifica-se que a seçao P sofre maiores deflexoes. 



.05 1 

1 

. 1 o 1 

1 

• 1 5 

V 

' 

38.12 

76.23 

114.35 
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wst 
VIGA I - M 

st 

= .56067 

= 4. 

X 10- 4 

f M . SEÇJIO C . SEÇ/\0 D 

.F A D. 
1
1 .M F A .M M .F .~ o I M F A M 

i 

1 

li 1.1040 1.0556 i 1.2431 11.0790 

1.2920 1.1913 11.5227 1 1.11197 1 

1.4888 1 1.2418 1.7451 111.4956 1 

25 

.50 

190.58 

1 381.16 1 

2.7801 1 2 2724 4 1507 3 3823 i 
2.1681 l 2.0790 1 1:2838 l 1.2398 ! 

.05 

. 1 O 

. 1 5 

.25 

.50 

.05 

• 1 O 

. 1 5 

. 2 5 

.50 

.75 

.05 

. 1 o ' 1 

: 1 5 1 

.25 

.50 

. 75 · 

.83065 X 10- 4 
VIGA II - wst = 

~1st = 4. 56 

38.62 

77.23 

115. 85 

193.08 

386. 16 

1
1.1446 11 1134 1 1.1642 1 1.0772 i 
1.3247 1 .2148 . 1 .3111 1. 1691 1 

1 

' . 1 

1.6221 1.4309 1 1.6729 1 1.5476 1' 

1.9173 1.6896 12.12071 1.8803 

1.4508 l 1.3333 j 1.3166 : 1.2527 

= .63241 X 10- 4 
wst 

VIGA III -
Mst = 6. 

19. 7 2 

39.44 

59. 17 

98. 61 

197.22 

295.84 

1.0189 

1.1517 

1 . 1 O 30 

1. 4360 

3.7711 

2.5113 

VIGA IV -

22.90 1.0511 

45.79 1.1872 

68.69 1.4304 

114.48 1 2.8993 

228.96 i 1.5042 

343.44 1 1.1586 

1 

0.9419 

1.0888 

0.9824 

1. 3354 

3.1097 

2.2142 

1 1.0908 ! I 1 

11.12681 

i 1.2821 
1

1 

' 1. 9440 
3.9240 

2.5725 

w
5

t = .17103 x 10- 3 

M t = 7. s ' 

li 1.0201 
1.0779 1.0177 

1.2208 

1 . 3149 

2.3137 

1. 5666 

1.3468 1 

1. 7909 

4.0765 

1. 6139 

1.0788, 

QUADRO (4. 6) 
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Wang et alli (30) apresenta a solução analTtica pa­

ra o estudo de vibrações livres de vigas Gerber, considerando a in 

fluência da inêrcia de rotação e da deformação por cisalhamento 

Estudam-se aqui duas vigas, mostradas na figura (~.19). 

M~ _ ___;c.,.__-jN,;-•~ -----___:;S:._ _____ .!j,P__...;Q1-----..!/Ç'---tR i . 1. 1 :: i t . T 
VIGA A - Cl= 0.4 

f-'= 0.1 

16 2 

VIGºA B - oc. = o.a 
JJ= 0.1 

20 

56 

p Q D R 
,. 

2 16 
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Estas vigas têm as seguintes propriedades fisicas: 

E= 2. 10645 x 10 7 tf/m 2 

G = 0.84258 x 10 7 tf/m 2 

y = 0.667 

p = 0.245 t/m 3 

No Quadro (4.7) estão comparados os resultados obti 

dos com os dados nos ãbacos da referência acima, atê a quarta fre­

quência. O parâmetro r e dado por: 

I 
r2 = z 

A• c 2 

sendo que r = O.O corresponde ao caso no qual nao se leva em con 

ta os efeitos da inercia de rotação e da deformação por cortante. 

Os valores do quadro são parâmetros de 

(p) , definidos como: 

p = w • c 2 P A 
E • I z 

frequência 

onde w e a frequência circular e c ê o comprimento do vao sus­

penso (c = 20 m para as vigas analisadas). 

Observe-se que para as vigas analisadas existe uma 

grande influência dos efeitos referidos, o que ê natural tendo em 

vista a grande altura das vigas em relação ao seu comprimento. 
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1 
o.o 

1 . · .. r .= . . Q •. D.6. o.lo i ..... r. = . . ! .r = . 
VIGA w 

i 
! l ! WAN.G .. MIANA. .. WAN.G . J . MI ANA .. WAN.G MIANA 

1 ' ! 

·a 

1 

1 1 

1 

1 l - 9.55 9.55 
1 

8.56 1 8.67 1 7.49 7.59 

2ª 
! i 1 1 

A 1 
33.30 33.36 

1 

25.20 1 26. l O 18.80 19.95 
1 

3ª 1 49.40 
1 

48.54 36.47 1 37.97 26.80 29.03 ! 

4ª 
i 59.40 58. 15 42.35 4 3. 61 31 . 30 32.98 1 

1 

l ª 9. l 5 9. 17 1 8.38 
1 

8.41 7.33 1 7.45 
1 

1 1 2ª 14.80 
1 

14.74 13.00 ! 13.33 11 . 40 11 . 6 7 1 B 
1 1 

1 

1 3ª l 5. 59 

1 

l 5. 76 13.53 14.04 
1 

11 .. 4 7 l 2. l 2 

1 

1 
4ª 35.59 35.76 1 26. 18 27.34 

1 

l 9. 4 l 1 20.71 
1 1 1 

1 
' 

QUADRO (4. 7) 

Para a viga A, mostra-se na figura (4.20) as linhas 

de influência do deslocamento da seção D, nos casos de r = O.O 

(sem considerar os efeitos de inercia de rotação e deformação por 

cisalhamento) e de r = 0.06 . As curvas dinâmicas são para carga 

mõvel com /; = 0.05, o que corresponde as velocidades v = 169.19 m/s 

e v = 153.55 m/s, respectivamente. 

Para esta viga, nas velocidades estudadas, ~erific! 

se atingir valores pequenos a resposta dinâmica quando comparada 

com a estãtica, porem havendo uma diferença sensível entre as cur­

vas para r = O.O e r = 0.06 quando a carga estã prõxima ã se­

çao D. 
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4.4 - COMPARAÇAO DE VIGAS 

Faz-se o estudo de quatro tipos de vigas, represen­

tadas na figura (4.21) 

a) viga bi-apoiada 

b) viga continua de três vaos 

c) viga Gerber com liberações no vao central 

d) viga Gerber com liberações nos vaos laterais 

As vigas sao uniformes e possuem as seguintes carac 
teristicas: 

A = 2.4 m2 

Iz = 0.8 m' 

E = 2 X 10 6 tf/m 2 

p = 0.24 t/m 3 

A seguir mostram-se os valores do periodo fundamen­

tal e os mãximos valores estãticos para a ação de uma carga unitã­

ria em cada uma das vigas: 

a) Viga bi-apoiada: 

b) Viga continua: 

Tl 

wst 

Mst 

= 0.224426 s 

= 0.18545 X 10- 3 m 

= 6.06 tf/m 

= 0.143651 s 

= 0.81136 X 10- 4 m 

= 3.7875 tf/m 



AJ t 4.04 , f _ . 12.12 m 

.. 

A 1 

t 4.04 ( 
12.12 

'fº41 
1 
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s 
1 1 

24.24 m 

(a) 

s 
1 

24.24 m 

(b) 

s 
1 

16.16 m 

(e) 

s 
1 

24.24 m 

(d) 

Fig.(4.21) 

t 

A 

l 12.12 m 

;-
A ,A 

,l 4.04 l 12.12 ~ 

t.04i a.oa t 
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c) Viga Gerber com ltberações no vao central: 

T, = 0.144476 s 

= 0.82424 X 10- 4 m 

= 4.04 tf/m 

d) Viga Gerber com liberações nos vaos laterais: 

T, = 0.249894 

= 0.18545 X 10- 3 m 

= 6.06 tf/m 

As figuras (4.22) e (4.23) sao os espectros de am­

plificação das vigas para deslocamento e momento na seçao S, res­

pectivamente (a seção S e o ponto central de cada uma das vigas). 

O parâmetro de velocidade ~ varia de 0.05 a 0.50. As figuras 

mostram ser as vigas Gerber as que sofrem maior influência da ação 

dinâmica da cargas mõveis. Esta maior influência e mais 

nas velocidades mais altas. 

4.5 - RESPOSTA~ PASSAGEM DE UM TREM DE CARGAS 

notãvel 

Considera-se agora a viga da figura (4.24), com um 

comprimento total de 100 me com as seguintes caracteristicas: 

A = 3.36 m2 

I z = 2.1952 m" 
E = 2. X ,os tf/m 2 

p = 0.245 t/m 3 

T, = 0.332837 s 

São analisadas as seçoes C (meio do primeiro vão) 
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e S (meio do vao central). Considera.se uma simulação do trem­

tipo TB-32, compreendendo 18 cargas concentradas, que estã repte• 

sentado na figura (4.25). 

~~- -··· - --- ·-

s 
,.4, ' 
ihl J ' 30. 40. 

Fis, {4.24) 

21 21 21 n 32 32 32 
21 21 21 21 

32 32 32 32 
1 

! 

16 ló tf 

1.5 1.8 1.5 2.7 1.5 1.5 1.5 2.4 2..4 1.s 1.8 1.5 2..1 1.s l 1.s 1.5 2.4 . ' ' ' ' ' ' 

Fig.(4.25) 

Os mãximos valores estãticos encontrados sao os se-

guintes: 

- Seção c 

Carga unitãria - wst = 0.94580 X ,o-4 m 

Mst = 6.1875 tf-m 

TB-32 - wst = 0.23889 X lo- l m 

Mst = 1211.977442 tf-m 
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- Seção S 

Carga unitãria ~· ws t = 0.15185 X l Ü ~ 3 m 

Mst = 6.666667 tf-m 

TB-32 - wst = 0.47568 X 10- 1 m 

Mst = 1562.8152 tf-m 

Consideram-se três parâmetros de velocidade/;= 0.046, 

0.092 e O. 14, correspondendo aproximadamente a velocidades de 100, 

200 e 300 km/h. Os Quadros (4.8) e (4.9) mostram os valores mãxi 

mos dos fatores de amplificação nas seçoes C e S, respectiva­

mente. 

1 CARGA UNÍTIIRIA 

IM 

TB-32 
i; 1 

1M F A D M F A M F A O 1 M F A M 

.046 1.0650 l. 0046 1.0174 1.0168 

.092 l.1010 1.0233 1.0167 1.0257 

. l 4 l . 2 700 1.1613 1.1094 1.1114 

QUADRO (4.8) 

CARGA UNITIIRIA TB 32 -
1 

i; 

1 
M F A D M F A M M F A D i M F A M 

.046 1.0576 l. 0304 
1 

l. 0002 
i 

l. O l 80 
.092 l. 0208 0.9020 l. l 07 3 1.10331 
. l 4 l. 0616 0.9904 l. 1720 

! 
1.1628 j 

QUADRO (4.9) 
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A figura (4.26),mostra o deslocamento da Seção e p~ 

ra E= O.O e E= 0.046, sendo a primeira, evidentemente, a li­

nha de influência estãtica. A figura (4.27) e a curva de história 

para o deslocamento desta mesma seçao, com E= 0.092 e E = O.lt 

Finalmente, as figuras (4.28) e (4.29) dão o momento em C para 

as mesmas velocidades. 

' "• 

' 
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V - PROGRAMA AUTOMATICO 

5. l - INTRODUÇAO 

Os resultados numéricos apresentados no Capítulo IV 

foram obtidos fazendo uso de um programa automãtico desenvolvido 

em linguagem FORTRAN para o computador Burroughs B6700 (34, 35), o 

qual estã listado no Apêndice. 

Dadas as propriedades da estrutura, montam-se as m~ 

trizes de massa e rigidez e calculam-se as propriedades dinâmicas, 

resolvendo o problema de autovalor pelo processo de Givens-House -

holder. Caso seja pedida a resposta a cargas móveis, são lidos os 

dados da solicitação e e solucionado o sistema de equações por su 

perposição modal. Determinados os deslocamentos dinâmicos, deter­

minam-se os esforços e imprimem-se os resultados para cada posição 

das carga. Pode-se, ainda, calcular a resposta estãtica para cada 

uma dessa posições. 

O programa ê eficiente, em especial quando se consi 

deram poucos modos de vibração na anãlise, o que diminui o tempo 

de processamento da subrotina de autovalor. Para os problemas on­

de se consideram diversas cargas móveis, como e empregada a super­

posição de efeitos, perde-se um pouco em eficiência. Para as vi­

gas estudadas, com aproximadamente 30 graus de liberdade, o tempo 

de processamento fica em torno de um minuto para apenas uma carga 

móvel, ao passo que na anãlise sob a ação do trem-tipo simulado, 

este tempo i perto de oito minutos. 

No item (5.2) dã-se o manual de entrada do programa, 
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definindo as variãveis e dando seus limites. Vale destacar que, 

caso necessãrio, tais limites podem ser ampliados, bastando tão so 

mente alterar as dimensões das variãveis no programa. Como estã 

apresentado, admitem-se ate 29 elementos, o que e bastante razoa-

vel para as vigas correntes. Tendo em vista a enorme capacidade 

do computador utilizado, e evidente que este numero pode ser bas­

tante aumentado . 

. Em (5.3) mostra-se um fluxograma simplificado do 

programa e, finalmente, em (5.4) explica-se sucintamente a utiliza 

ção de cada subrotina. 

5.2 - MANUAL DE ENTRADA 

ORDEM NQ DE CARTllES! VARIIIVEIS FORMATO 

1 1 NPROB I 5 

2 1 Titulo cols.(ll-63J 

3 1 M, NR, N RJ, NM 4I5 

4 M 
I, LELEM(l), L(I), A(!), 
IZ(I), E(!), DENS(I), G ( I ) , I 5 , L5, 7Fl0.0 
GAMA(!) 

5 NRJ K, RL{2*K-1), RL{2*K) 3!5 

6 NM 1 I , LM{I, J) 5!5 

7 1 CEST, INERC, CPRINT 3L5 

8 1 CIMP, JJC, IIC L5, 2!5 

9 1 NEV, NVEC 2!5 

1 O 1 NCAR, NSPEED 2!5 

1 1 NCAR JJ, FORCE(JJ), DIST{JJ) !5, 2F10.0 

1 2 1/2 SPEED(J) 8F10.0 

1 3 1 IK, FRACAO !5, FlO.O 
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l - NPROB (inteira) - numero do problema 
Para NPROB = O o programa é encerrado 

2 - Titulo - comentãrio qualquer no campo das colunas {ll-6i) 

3 - M (inteira) - numero de elementos 
Dimensionado para M < 29 

NR (inteira) - numero de restrições 
NRJ (inteira) - numero de nõs com restrições 
NM (inteira) - numero de elementos com liberações nas extremi­

dades. 
O numero de graus de liberdade ê dado por: 

N = (M + l) * 2 - NR 

4 - I (inteira) - numero do elemento 
LELEM(l) {lÕgica) - . T - elemento com liberação 

. F - elemento sem liberação 
L{I) (real) - comprimento 
A(I) (real) - ãrea da seção transversal 
IZ(I) (real) - momento de inêrcia da seção transversal 
E(I) (real) - môdulo de elasticidade 
DENS(I)(real) - massa especifica 
G{I) (real) - môdulo de elasticidade transversal 
GAMA(I)(real) - fator de correção ao cisalhamento 

As unidades das variãveis devem ser 
Para não se considerar a deformação 
menta, dã-se GAMA(I) = O. 

5 - K (inteira) - numero do no restringido 

coerentes. 
por cisalha-

RL{2 * K-1) (inteira) - restrição na direção (2 * K-1) 
RL(2 * K) (inteira) - restrição na direção (2 * K) 

E vãlida a convenção: O - não hã restrição 
l - hã restrição 

6 - I (inteira) - numero do elemento com liberações 
LM(I, J) (inteira) - direção liberada nas extremidades do ele­

mento 
Tem-se (J = l, ... , 4) e a convençao: 
O - não hã liberação 
l - hã liberação 



7 - CEST {lógica) -

INERC(lÕgica) -

CPRINT{lÕgica) -
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T - ê feito o cãlculo estãtico 

F - não ê feito o cãlculo estãtico 

T - considera-se a inércia de rotação 
F não se considera a inércia de rotação 

T 

F 

- imprime apenas deslocamentos e reaçoes 
de apoio 

- impr!me deslocamentos, reações de apoio 
e açoes nas extremidades dos elementos 

8 - CIMP {lógica) - . T - impr!me apenas deslocamentos do nó JJC 
e açoes na extremidade do elemento IIC 

F - impr!me os deslocamentos de todos nos 
e açoes em todos os elementos 

JJC (inteira) - numero do no no qual se desejam os deslocamen­
tos. 

IIC (inteira) - número do elemento no qual se desejam as ações 
nas extremidades. 

9 - NEV (inteira) - número de autovalores {frequências) a ser de­
terminado 

NVEC(inteira) - número de autovetores (modos de vibração)a ser 
determinado {NVEC 2 NEV) 
Dimensionado para NEV < 20 

10- NCAR(inteira) - número de cargas móveis 
NSPEED(inteira) - número de parâmetros de velocidade 

O programa estã dimensionado para 
e NSPEED- < 10. Se NCAR = O , não 
a resposta dinâmica. 

11- JJ (inteira) - numero da carga móvel 
FORCE(JJ)(real)- intensidade da carga móvel 

NCAR < 20 e 
se calcula 

DIST(JJ){real)- distância entre a carga JJ e a carga JJ + 1 

12- S~EED(J)(real)- parâmetro de velocidade a 
Como SPEED < 1 O, 1 er-se-ã, no mãximo ,dois ;ca.!:_ 
tões 

13- IK (inteira) - índice do período considerado para o cãlculo 
do intervalo de tempo (IK 2 NEV) 

FRACAO (real) - fração do período IK que dão intervalo de 
tempo (= T(IK) * FRACAO) 
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NPROB= O 

NÃO 

LER E IMPRIMIR DADOS DA 

ESTRUTURA 

LER E IMPRIMIR VARIAYEIS 

DE CONTRÔLE 

MONTAR AS MATRIZES 

DE MASSA E DE RIGIDEZ 

ARMAZENAR MASS( l,J) 
EM DISCO 

Cl>:LCULO ESTl>:TICO? 

NÀO 

LER E IMPRIMIR NEV. NVEC 

CALCULAR AUTOVALORES 
E AUTOVETORES 

IMPRIMIR FREQUÊNCIAS E 
MODOS DE VIBRA ÇÂO 

CA'LCULO ESTA'TICO? 

NÃO 

LER NCAR, NSPEED 

SIM 

SIM 

NCAR= O SIM 

NÃO 

5 

1-~IM~=-º~~~ MASSA 

SIM 

ASSEM 

IM= 1 

ARMAZENAR S(l,J) 
EM DISCO 

AUTOX 

INVERTER S(l,J) 

NÃO e' PE OI DO O CA'LCULO 
DA RESPOSTA 

STIFF 

GIVHO 

MAX 



ACHAR POSIÇÃO 
DA NOVA CARGA 

RESULT 

SIM 
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LER E IMPRIMIR CARACTERl°STICAS 
DAS CARGAS MOVEIS 

CALCULAR;>. MATRIZ DE 
MASSAS GENERALIZADA 

J=1,SPEED 

CALCULAR AS CONDIÇÕES INICIAIS 

DEFINIR POSICAÔ DA CARGA 
( REFERÊNCIA LOCAL) 

CALCULAR AS COORDENADAS 
GENERALIZADAS 

CALCULAR E SUPERPOR OS 
DESLOCAMENTOS NODAIS 

SIM 
EXISTE OUTRA CARGA 7 

NÃO 

ACHAR NOVA POSIÇÃO 
OA PRIMEIRA CARGA 

CALCULAR ESFORÇOS 

CIMP É • TRUE.? 

CA"LCULO ESTA'TICO ? 

NAO 

SIM 

SIM 

SIM 

RESUL 1 

PRIMEIRA CARGA ESTA" NA VIGA? 

NÃO 

EXPRES 

MONTAC 

EXPRES 

MONTAC 

MONTAC 

RESUL1 

CALCULAR OS DESL. 
ESTA'TICOS 

CIMP É. TJIUE.? 

NÃO 

RESULT 



RESUL T N 
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CALCULAR VIBRACÕES LIVRES 

EXISTE OUTRA CARGA? 

NÁO 

CIMP É, TRUE.? 

ACHAR NOVA POSIÇÃO DA 
PRIMEIRA CARGA 

SIM 

SIM 

DISTÂNCIA PERCORRIDA) 2*L 

s 

VIBRA 

ACHAR POSIÇÃO 
DA NOVA CARGA 

A CAR6A ESTA' 
NA Vl(;A 

RESUL1 

NAÔ 
4 
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5.4 - DESCRIÇÃO DAS SUBROTINAS 

a) MASSA 

Determina a matriz de massas consistentes de um elemento consis 
tentes de um elemento, considerando a inercia de rotação e a de 
formação por cisalhamento. 

b} STIFF 

Define a matriz de rigidez de um elemento, considerando a influ 
ência da deformação por cisalhamento. 

c) ASSEM 

Efetua a montagem das matrizes de massa e rigidez globais, in­
troduzindo as condições de contorno pelo processo de reordena­
ção ( 11). 

d} GIVHO 

Calcula NEV autovalores e NVEC autovetores de uma dada 
simétrica. 

e) MAX 

matriz 

Normaliza um autovetor, fazendo o maior elemento igual a l (um). 

f} AUTOX 

Transforma o cãlculo das vibrações livres em um problema de au­
tovalor na forma clãssica, por meio de uma decomposição de Cho­
leski. Com as subrotinas GIVHO e MAX calcula as frequências e 
modos de vibração da estrutura. 

g) INVER 

Inverte, pelo processo da partição, uma matriz quadrada. 

h) EXPRES 

Calcula as ações equivalentes nos nõs de um elemento, decorren­
tes da passagem de uma carga mõvel. Se IDV = l , calcula as 
derivadas dessas ações para a determinação das condições ini­

ciais. 
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i) MONTAC 

Faz a montagem e reordenação do vetor das açoes combinadas nos 
nos. 

j) RESULT 

Calcula as reaçoes de apoio e as açoes nas extremidades dos ele 
mentes, imprimindo os resultados em todos os nõs e todos os ele 

mentes. 

k) RESULTl 

Imprime os deslocamentos de determinado nõ e calcula e imprime 
as açoes nas extremidades de determinado elemento. 

l) VIBRA 

Determina as vibrações livres da estrutura depois da 
da carga mõvel. 

passagem 
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VI - CONCLUS/10 

O programa elaborado permite a anãlise dinâmica de 

vigas Gerber ou contlnuas. A consideração da inercia de rotação e 

da deformação por esforço cortante ê uma alternativa do programa, 

embora os resultados para os exemplos estudados tenham mostrado que 

a sua influência, pelo menos a frequências baixas, ê desprezlvel. 

Nos casos em que a relação (vão/altura da seção transversal) e pe­

quena, essa influência ê um pouco mais senslvel. 

r posslvel estudar-se tambêm vigas de seçao trans­

versal variãvel. A subdivisão em elementos de seção constante não 

conduz a erros apreciãveis desde que se tenha o cuidado de 

lher um numero suficiente de elementos. 

esco-

A resposta dinâmica pode ser obtida para cargas co~ 

centradas mõveis ou grupos de cargas concentradas (caso da simula­

ção do trem-tipo TB-32). Em uma primeira aproximação, ê posslvel 

obter uma resposta para cargas distribuldas. Entretanto, esta se­

.ria uma das posslveis extensões do presente trabalho. 

Outra possível extensão, de grande interesse, e a 

consideração da deformabilidade da fundação na anâlise dinâmica.· ·,,Isto· 

ê posslvel mediante algumas alterações no programa base. 

Os espectros de amplificação obtidos mostram a van­

tagem da anãlise dinâmica sobre os mêtodos de dimensionamento clãs 

sicos, visto que os fatores de amplificação (coeficientes de impa~ 

to) de normas são uniformes e com valores em torno de 1.5, e em al 

guns casos foram obtidos valores bem maiores. t de se salientar 

ainda que tais fatores de amplificação ocorrem principalmente em 
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vigas Gerber. 

Embora nao tenha sido considerado o amortecimento da 

estrutura, este e um problema que constitue uma interessante conti 

nuaçio do presente trabalh~. 
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FJlE 8=CARTOES;UNIT=READER 
FJLE S•ll'PRESS;UNIT•PRINTER 
FILE 7=FURO,UNiT=PUNCH 
FILE 15•ARQ,UNIT~DISKPACK,AREA=30,RECORD=32 
FiLE lt:•ARQ1,UNIT=01SKPACK,AREA=l20,RECORD=8 
F1LE l7~ARQ2,UNIT=01SKPACK,AREA=l20,RECORD~2 
FILE 18•ARQ3~UN1T=0ISKPACK~AREA=60,RECORD=l20 
FILE 19•ARQ4~UNIT=DISKPACK,AREA=t0,RECORO=l20 

SUBROUTtNE MASSA(ME,DENS,A,L,IZ,PHI,I~INERCI 
G 
C SUBROTINA QUE DEFINE A MAlRIZ OE MASSAS CONSISTENTES 00 
C ELEMENTO, CONSIDERANDO INERC1A DE ROTACAO E DEFORMACAO 
C POR CISALHAMENTO 
C ARMAZENA NA MATRIZ ME(4 X 4) A ,ATRIZ DE ,ASSA 00 ELEMENTO 
e 

e 

I'PLICIT REAL*8(A-H,O-Zl 
REAL*B l(29J,.IZJ29liME(4,41 
LOG-ICAL INERC 
C{l'ENSION DENS(2<;J,PHIC29l,A(2<;) 
e= C EN S ( -l l *AI I l *L ( 1 l / ( l • +p H 1 ( 1 l 1 **-2 
C= CE NS ( I ) * I.Z C I l / { L ( I ) * 1 1. -!é P H I ( I 1 1 ** 2 l 
JF.( .NDT. INERC l C=C. 
l'Eflill~B*IPHl1Il**2/3.+7.*PH1(Il/10.+:13./35.)+C*6•/5. 
I' E ( 2~ 1 ) =+B* ( P 1- I ( I 1**2/24. + 11 •*P H I ( I 1 /120. -lil l. / 210. 1 *L ( I l -C• 

lL(Il*(PHI(ll/2.-1./10.J 
ME(3jl l=B*I Pl-lI{i >**2/6 .• +3.*PHI ( I l /10.+:9./70. l-C*6.l5. 
MEl4~ll=-B*LIIl*IPHl(Il**2/24.f3.*PHl(Il/40.+13./420.l-C*I 

lPl-ilMl/2 • ..:1./lO .• l*Llll 
ME(2,21=B*LCI1**2*(PHICil**2/120.+PHilll/60.+l./l05.)+:C* 

1 L ( i l** 2* ( P H 1( l ) ** 2/ 3. +P H I ( 1 l / t: • +: 2; / 15. l 
ME(3;2l=+B*LI I l*I Pl-1( I 1**2/24~+3.*PHI (1 l/40.+13./420. l-C* 

lU I l*I-PH.H I l/2 .• +l./10. l 
l'E14i2l~-8*llll**2*(PHI.(ll**2/120~+PHIIIl/60.+l./140.l+C* 

1L(fl**2*(PHíl(ll**2/E.-PHl(ll/6.-l./30.l 
P.E( 3; 3 )=ME( 1,.,1) 
l'El4i31=-8*4PHI(ll**2/24.+ll.•PHI(ll/120.+ll./210.l*L(I1-C* 

11-'-PHl(I l/2.+1./10. l*L•(I l 
I' E ( 4 .; 4 J =ME ( 2, 2 ) 
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C CCNSiCERACAC DA SIMETRIA 
CC 50 J=l,4 
CD 50 K*l,4 

50 ME(JiKl*MEIK,JI 
RETURN 
ENC 
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SUERGUT-INE STIFF(SM,E,IZ,L,PHI,NM,LM,I,LELEM) 

SUEAOTINA DEFINIDORA DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO~ 
CONSICERANDO DEFORMACAO POR CISALHAMENTO 
ARMAZENA NA MATRIZ SM.14X4) A MATRIZ DB RIGIDEZ DO ELEMENTO 

IMPLICIT REAL*BJA-H,0-Zl 
AEAL•a L(29)pIZl29l 
LCEICJL LELEM(29l 
CU-!ENSION SM14,4l:.El2Sl ,PHI129l,Uil29,4l ,A(41 
E=E ( 1 l * -IZ (, I l / IU( I l** 3* ( 1. -+PH I I I ) l l 
SMI l; 11=12.*B 
SP(ijl):t.*Llll*B 
S"C2i21=14.+PHIII)l*L1Il**2*B 
SI' ( 3, 1 l =-SM { 1, l l 
SfU.3;21=-SMt 2,1) 
SIII 3;3 l=SM{ 1,1 l 
SMl4,Jl=SM12,ll 
SM(4i2)=(2.-PHI1Ill*L(Il**2*B 
S f, 14, 3 l = SM ( 3, 2 ) 
S1'1Ai4 P=SMI 2, 2 l 

POR SIMETRIA DA MATRIZ, TEMOS OS DEMAIS TERMOS 

co 50 J=l,4 
CC 50 K=l,4 

&O SMl~;K)=SMCK,Jl 

-l~TRGCUCAO DAS ARTICULACOES 

VERIFICACAO CA EXISTENCIA DE LIBERACOES 
JFt:NOT.LELEMIIll GOTO 60 
MCC-IEICACAO DA MATRlZ DE RIGIDEZ 
DO 53 JI=l,'t 
IfALMlI~JII.EQ.Ol GOTO 53 
CC 51 K=l,4 

51 A:(K )i!SM(JI,K J 
IC=4"1l 1-1 l+J I 
WRITE(l6'-IC) (Al(KJ,K=l,41 



CG 52 J=l;4 
CC 5L K=l,4 
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52 S~IJiKl=SMIJ,K)~ACJl*ACK)/A!Jil 
53 CONTINUE 

60 W~ITEl15"ll ({SM{J,Kl,K=l,4l,J=1~4) 
RETURN 
ENC 



138 

SUBROUTINE ASSEM(S,M,N,RL,CRL,IM,OENS,E,A,L,IZ,PHI,NM,LM, 
lLELE,,INERCl 

SUBROTINA PARA MONTAGEM DAS MATRIZES DE RIGIDEZ E MASSA, 
UTILIZANDO A TECNICA DA REORDENACAO 
SE IM~O, DEVOLVE EM S A MATRIZ 08 MASSA DA ESTRUTURA 
SE 1M•l, DEVOLVE EM S A MATRIZ OE RIGIDEZ DA ESTRUTURA 

1,PLiCIT RE~L*81A-Hi0-Zl 
REAL*8 L{291,IZt29l 
LCGiCAL LELEMl29l 1 INERC 
iNTEGER RL(60l,CRL(60l 
ct,ENSION Sl60,60),CENSl29l,Al29l;PHI(29l,LM(29,4l,E(29l 1 

1S~l4;4J 

ZER~GEM DA MATRIZ S 

ND•2*1M+11 
CC !O JJ=l,NC 
CC ;O KK=l,NO 

go S{JJ,KKl=O. 

GRANDE 1 00' PERCORRENDO TODOS OS ELEMENTOS 

CC 1 1=1,M 

RENUMERACAO DAS OIRECOES 

Jl•2•I-l 
J2•2*1 
Kl•2~I+1 
K2•2•1+2 
iFIRL1Jlll2;2,3 

2 Jl•Ul-CRL1Jll 
GOTO 4 

3 Jl~N+CRL(Jll 
4 i~IRL(J2ll5\5iB 
5 J2•U2-CRL(J2l 

GC TO 7 
6 U2•N+CRL(J21 



7 I f ( RLI( K li l 8 ·, 8, 9 
8 Kl=Kl-CRL(Kll 

GC TO 10 
9 Kl=l\+CRL(Kll 

10 IFIRL(K2llll,11,12 
11 K2=K2-CRLl'K2l 

GC TO 1~ 
12 K2=N+CRLIK2 l 
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TESTE OEFINiOOR CA MATRIZ A SER MONTADA 
13 1Fti,ll4,14,15 
14 CALL MASSA(SM,OENS,A,L,IZ,PHl;I,INERCl 

GC TO 16 
15 CALL STlff(SM,E,IZ,L,PHl,NM,LM,1,LELEMl 

PCNTAGEM DA MATRIZ 

16 IF{RL(2*1~1).NE.Cl GOTO 17 
S1JliJ1l=S(Jl,Jll+SM11,1l 
S(J2,JlJ=S(J2,JlJ+SM(2,ll 
s,(Kl,'.Jll=SM{3,ll 
S(K2;Jll=SM(4,ll 

17 IF(RL(2$J).NE.,Ol GOTO 18 
S(UljU2l=S1Jl,J2l+SM11,2l 
S1J2~J2l=SIJ2,J2l+SM( 2,21 
S'IKHJ2l=SM13,2l 
SJK2iJ2l=SM14,2l 

18 IF(Rl(2*l+ll~NE.Ol GOTO 19 
Sl·Jl,Kll=SMI 1,3) 
S1J2iK1l=SMl2,3l 
S{Kl,Kl l=S(Kl,.K l l+SM( ~. 3) 

S1K2iK1l=SIK2,Kll+SM(4,3l 
19 IFIRLl2*1~2l.NE.Ol GOTO 1 

S,( J 1 , K 2 l = SM 1 1, 4 l 
S1J2;K2J=SM<2,4l 
S(Kl;K21=S(Kl,K2J+SMl3,4l 
SIK2iK2l=S1K2,K2l+SM(4,4l 

l CONTINUE 
RETURN 
ENC 
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SUEROUTINE GIVHO(A,E,V,N,NEV,NVECl 

A - MATRIZ SIMETRICA, N*N, DE ENTRADA 
NEV - NUMERO DE ALTO-VALORES A SEREM CALCULADOS 
NVEC - NUMERO DE AUTO-VETORES A SEREM CALCULADOS 
E - VETOR DE SAIDA. CONTEM OS NEV AUTO-VALORES 
V - MATRIZ DOS AUTO-VETORES DE SAIDA (NORMALIZADOS) 

CES~- SE NAO SE DESEJA O CALCULO DOS AUTOVETORES, FORNECER 
NVEC•o. NESTE CASO NAO E NECESSARIO DIMENSIONAR V 

-lMPLICIT REAL*BIA-H10-Zl 
LOGICAL MIRST,IN 
CIMENSION A(60,60l,El20J,V(60,2-0l,Bt60),Cl60liPl601,Q(601, 

1R(60l,Wt60l•Y(621,IN(60) 
Nl"l-=N-1 
Nl".2=N-2 

ETAPA l - REOUCAO A FORMA TRIDIAGONAL~ A MATRIZ A DE 
ENTRACA E DESTRUIDA NO CALCULO 

If{N.LE.21 GO TC 99 
CO E 1=1,NM2 
-lPl•l+l 
SS"'-0; 
CC 1 J=1P1,N 

1 ss•ss+AIJiI1**2 
S=CSQRT I SS l 
~f(AflPl,Il.LT;Q;J S=-S 

CI-ll=AII,Il 
e.M l=-S 

SES E ZERO, ENTAO ALPHA DEVE SER ZERO 

ALPHA=O. 
If{S~EQ~O;O) GOTO 8 
ALPHA=l./fSS+At~Pl,Il*Sl 
T=A(IPl, Il+S 
A(lPh I l=T 
Wt I+ll=T 
IP2=1+2 



CC 2 J=IP2,N 
2 W(.Jl=A(J,ll 

CO 4 J=lPl,N 
T~o.o 
CC 3 K=IPl,N 

3 T=T+A(J,Kl*~(Kl 
4 P<Jl=T*ALPHA 

XAP=O.O 
C( 5 K=-IPl,N 

5 XAP=XAP+W(Kl*.P(Kl 
XAP-=.5*XAP*ALPHA 
CO 6 K=·IPl,N 

6 C(Kl=P(Kl-XAP*W~Kl 
CO 7 J=IPl,N 
CC ? K=J,.N 

14 1 

A(J,K)=A{J,K)-(Q(J l*W:(K )+Q(K):l<W(Jl l 
7 11.IK,Jl=A(J,Kl 
8 Ati,ll=ALPHA 

99 CAN-ll=A(N-1.N-ll 
C{NJ=AIN,.Nl 
B(N-ll=A(N-1,Nl 

ACUJ TERMINA A REDUCAO A FORMA TRIOI.AGONAL 

ETAPA 2 - CALCULO CDS AUTO-VALORES 

XORl'-=DAestCI ll:l +OA.BS( 8( 1 l l 
CC 10 I=2; Nl'l 
T-=CABS(C(-ll H'DABS(BI-Ill+DABSIB(l-ll l 

10 XC-Rl'=CMAXllXORM,T l 
[( 11 1=1, Nl"l 

111't-Il=Elll**2 
K-= 1 
U"'XCRM 
CC 12 l=l;NEV 

12 E ( 1 l=-XORM 
13 XL=E,lK l 
14 XAMEOA=.5*1XL+Ul 

( TESTE OE CONVERGENCIA COMO FEITO AQUI PERMITE CONTINUAR O 
CALCULO ATE QUE O INTERVALO (XL,Ul NAO POSSA SER Oll'INUIOO 
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IFU XAMBDA. EQ .XL ) .oR. ( XAMBDA .EQ .• U l l GD TO 30 
MG=O 
·l=l 

16 S•Ctil-XAMBDA 
18 1FtS,GE~O~Ol MG=MG+l 

IF4S.EQ.O.OJ GOTO 20 
·I=i +1 
!FII•GT~Nl GOTO 22 
S=C(1)-XAMBDA-W(l-ll/S 
GC TO 18 

20 {=1.+2 
IF ( I ~ L E .N l GO TO 1 é 

22 If(ME:GE.K) GOTO 24 
U=X'l!l'(ECA 
GC TO 14 

24 Xl=XAl"BOA 
M=.t'-ING(MG,NEV) 
CC 26 I=K;M 

26 ,EH l=XAMBDA 
GO TG 14 
C K-ESIMO AUTOVALOR ESTA CALCULADO. GUARDE EM E(Kl E 
PRGSS-IG/1 

30 E(Kl=XAl"BDA 
K=K+l 
IFc•;LE~NEVl GOTO 13 

ESTA COMPLETO O CALCULO DOS AUTOVALORES 

ETAPA 3 - CALCULO DOS AUTO-VETORES (SE NVEC E NAO NULO) 
!f{NVEC.NE.O) GOTO 4C 
RETURN 

40 CG 82 l=l;NVEC 
!NICIAL1ZACAO PARA ESTE AUTOVETOR 
CC 44 J=liN 
P(J);;,O. 
,tJl=E(Jl 
RHJl=C ( J 1-'E I l 1 

44 Y(Jl=l. 
·v1N+ll=O. 
Y,IN+2l=;O. 
,MiRST= .• fRUE. 
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_RECUCAO A FORMA TRIANGULAR PELA ELI~INACAO OE GAUSS 

CO 50 J=l,NMl 
IF{CABSfRIJll.LT;OABS!BIJt)l GOTO 46 
XULT=:e(Jl/R,(Jl 
IN (:J l=. FALSE. 
GG TO 48 

46 XULT=Rl~l/BCJI 
'IN{ J l=.TRUE._ 
IH"J l=e(:J l 
T=·R(J+l l 
R(J+ll=Q(Jl 
(;(Jl=T 
P(Jl=Q(J+ll 
Q{.J+U=O. 

48 W(Jl=XULT 
CJ~+ll=Q{J+l)-XULT*PIJI 
R{J+ll=RIJ+l)-XULT*Q(Jl 
iflR(Jl.EQ.O.I R(Jl~l~E-30 

5-0 C(NT INUE 
IFIR!Nl~EQ.O.l RINl=l.E-30 
ARMAZENA,ENTO DOS MULTIPLICADORES PARA USO POSTERIOR 

IFII1EQ.ll GOTO 54 
IF{IAeS(E( Il-E{I-lll.GE.XORM*l•E-6) GOTO 54 

ISTC COMPLETA A REOUCAD. INICIO DA RETRDSUBSTITUICAO 

SE EA-11 E AUTOVALOR REPETIDO, GERE UM VETOR ALEATORIO DE 
PART'ICA EM Y{J l 

CO .52 J=HN 
52 YIJ l=RANOO~. 
54 130 66 Jl=l,N 

K=N-J I+ 1 
T"'Y(Kl 
YílKJ=IT-Y(K+ll*Q1K)-Y(K+2)*P(K)I/R(KJ 

66 CONTINUE 
ISTC COMPLETA A RETRDSUBSTITUICAO 



lff.NOT~MIRST) GOTO 74 
M!RST=.FAlSE. 
CC 70 J:1,NMl 
iF(iN(Jll GOTO EE 
Y(U+l}=Y(J+ll-W(Jl*YCJI 
EO TO 70 

6S T:Y(Jl 
Y{Jl•Y(J+ll 
YtJ+ll=T-WIJl*YIJ+ll 

70 CCNT!NUE 
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1STO COMPLETA A REDLCAO DO LADO DIREITO. FACA MAIS UMI 
ITERACAO 
GC TO 54 
y E AGORA UM AUTOVETOR DA MATRIZ TRIDIAGONALIZADA. COMECE 
RETRCTRANSFORMACAO 

74 CD 78 J=l,NM2 
K~N-~-1 
IFJN.LE~2l K=K+l 
T=O.O 
M~K+l 
CG 76 KK=M,N 

76 T~T+k(KK,Kl*Y(KK) 
T~AJK,Kl*T 
CG 78 KK=M,N 

?e Y(KKJ=Y{KKl-T*AIKK,Kl 

FETFOTRINSFORMACAO ESTA COMPLETA. Y E AGORA UMA AUTOVETOR 
CE A. EFElUE A NORMALIZACAO 

T~c,eS(Y(l)) 
K=l 
CC ~O J:2,N 
S~CABS(Y(Jll 
tF(SLlE~Tl GOTO 80 
T=S 
K~J 

80 CONTINUE 
T~l./Y{Kl 
CC 82 J=liN 



l 4 5 

82 v•J;lJ=YlJl*T 
1~es1,A COLUNA OE V E O I-ESIMO AUTOVETOR NORMALIZADO COM 
,~ICR ELEMENTO IGUAL A 1 
R ETURN 
ENO 
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SUBROUTINE PAX(N,T,Y,K) 
IMPLiCIT REAL*81A-H;O-Zl 
C It'.·ENS ION Y ( !:O l 

SUBROTINA QUE NORMALIZA O AUTOVETOR Y, COM MAIOR ELEMENTO 
FE lTO ll,UAL A l 

CALCULO CE ABS(MAX(Y(Klll, K=l,N 

T=C/IBSI Y(l l l 
K=l 
CC ;ao J=2,'N 
S=DABS(Y('Jll 
IF(S-Tl 80,B0,7S 

79 J=S 
l<=J 

ea CONTINUE 

COM C RESULTADO ANTERIOR, TEM-SE T=ABS{MAX(Ylllll E 
A POSIC/10 NO VETOR 

NGRtJ.ALIZACAO 

EO e2 I=I.N 
Y(ll=Y(ll/T 

82 CCNT-INUE 
RETURN 
ENC 
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SUBROUTINE AUTOXIN,NEV,NVEC,F,G,E;VJ 
IMPLICIT REAL*81A-H,O-Zl 
CI~ENSION F{éO,éCl,El20l,V(é0,2Cl,AAl'60J ,Gl60,60l 

CECONPOSICAO CE CHOLESKI 

F - NATRIZ CE RIGIDEZ', A SER DECOMPOSTA 
G - MATRIZ CE MASSA. SERA TRANSFORMADA NA MATRIZ DINAMICA 

PARA O CALCULO CDS AUTOVALORES E AUTOVETORES 
E - VETOR QUE CONTERA OS NEV MENORES AUTOVALORES 
V - MATRIZ QUE CONTERA OS NVEC AUTOVETORES CORRESPONDENTESI 

NORMAtIZACOS COM MAIOR ELEMENTO IGUAL A 1 

FI 1, 1 l=CSQRTI F{ 1, 1 l l 
CC 10 1"2,N 
F( 1;1 l=f,( 1, l l/FI 1, 1 l 

10 CCNT-INUE 
CD 100 I=l,N 
CD 100 J=2,N 
'J l"',J-" l 
IF(I-Jl 50,60,70 

50 Fl-1,J )=O. 
GC TO 1()0 

60 CO 65 IR=l, J l 
F ( ·I 1!J l = F ( I, J l-F I I , I R l *F ( I , 1 R· l 

65 CONT·lf\UE 
FC 1',j l=CSQRTI F•C I,J l l 
GC TO 100 

70 CG 75 IR=l,Jl 
,F ( 1, J l = F ( I, J l-F ( I, IR l * F ( J , IR l 

75 CCNTINUE 
Fli,J l=F( 1,J )/F,(J',J l 

100 CC:NT-INUE 

CG 160 '1=1,N 
F({ 1 ll=1./F1I~ll 

150 CCNTINUE 
CC 200 1=2,N 
'H=-1-1 
co ;o,o J=l, 1 
A::Q .. 
lf{t~Jl200,200,170 



170 CC 190 IR•J,II 
l<iO A'-=/Hf(lilRl*FCIR,JI 

FlliJl=-FII,Il~A 
200 CONT 1 NU E 

CC 300 I=l, N 
CC 250 K=l,N 
Afl,(Kl=GIK, I l 

250 CCNT INUE 
CO 300 J=l,N 
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CC 270 L=l,:J 
G(J;1J=GIJ,llfF(J,Ll*AA(Ll 

270 CONTINUE 
G I J, 1 1 =G 1 ~, ,J l-A A ( J l 

300 <iONT'INUE 

CC 400 1=1,N 
CC ,3 50 K = 1, N 
~HKJ=GCHKl 

-350 CCNT-INUE 
CO 400 J=l,N 
CC ~70 L= 1, J 
G41~dl=GCi~Jl+AA(Ll*FIJ,Ll 

370 CONTINUE 
GC I,J l=GI 1,J l-AAIJ l 

400 CCNJ·INUE 
CO 410 l=l,N 
CC 410 'J=l,--1 
fl-'l,Jl='GIJ,Il 

410 CONTINUE 

G E A MATRIL SIMETR-ICA PROCURADA. CALCULE OS AUTOVALORES 
E AUTOVETORES DE G. 

Ctll GlVHOtG,E,V,N,NEV,NVECl 

lFtNVEC.NE.Ol GOTO 310 
RETURN 

310 CC 340 J=l~NVEC 



CC 320 1I=hN 
AA,fi-I l~V{ 11,J l 

320 .CONTINUE 
CC 340 l"'.l, N 
CC 330 K=l.N 
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V(i ,J l=VI 1, J ),+Ff(K, I l*AA (K) 
330 CCNTiNUE 

V fI,J l=VCI, J l-AJI( I l 
CC 332 lC"'l, N 
JIAUC l=V(IC,J l 

332 CONTINUE 
CALL MAXCN,T,•A,K~l 
CG 335 ICC=l,N 
li C iCC,J l=AAl ICC l 

335 'CCNT INUE 
340 CGNT INUE 

RETURN 
ENC 
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SUSROUTINE INVER(A,N) 
IMPLtCIT REAL*8 (A-H,0-Zl 
EiMENSlCN Al60,60),G(601,H(60) 
Ili 1, 11=1../A'( 1, l l 
l\l=N-1 
CG 50 M=l;Nl 
K'=M* l 
CC 9 l:;1,,M 

9 Gfll=C. 
CC 10 I=lóM 
CC 10 J1='1,M 

10 G( Il=G({)+A( I,Jll*A(Jl,KI 
C=O. 
CC 12 I=l,M 

12 Cc:! C * A.I K, I 1 * G ( I 1 
E~IL(l(:,K 1-0 
.1HK;Kl=l./E 
CC 14 I=hM 

14 ll(l~Kl=-AfK~Kl*Glll 
CC 16 J=l,M 

16 H(J )=,O. 
CC 18 J=l,M 
CG 18 J2=1,,M 

18 H (J l=HI J I +AflK,J 2 l*A,(,J2,-'J l 
üG 20 J=l;M 

20 A(K,Jl=-AtK,Kl*H(JI 
CC 30 l=HM 
00 30 J=l,M 

30 A(t,J )=AI i,J 1-Gl I l*A lK,Jl 
50 CCNT-11\UE 

RETURN 
ENC 
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SUBROIJT INE 1:XPR ES.t P; WK, LE, TC, VELOC, I, M, PHI E ,AML ,IDVI 

SUBROTINA QUE CALCULA AS ACOES OE ENGASTAl\'ENTC PERFEITO 
FAR~ A CARGA MOVEL 
Sr lOV•l~ CALCULA AS DERIVADAS DAS ACOES PARA O CALCULO DAS 
NCVAS CONOICOES INICIAIS 

11\'PLICIT REAL*8 (A-H,0-ZI 
REAU1•8 lE 
D11\'ENSICN AML(29,41 
DC 5-0 JJ•l,M 
CC 50 KK".1,4 

60 Al\'l{"JJ,KKl=C. 
IFlICV.EQ~ll GOTO 51 
Ta1•1,1wK,t1.-ocos<•K*TCII 
TI2•1./WK#(TC-DSIN(WK*TC)/WK) 
T13•1./WK•<TC••2~2.,wK••2•2.,wK••2•ocos<wK•TCII 
T•I4•1./WK* ( TC**3·'1:, *TC/WK**2+6. /WK**3*DS1NIWK*TC11 
.GO TO 52 

51 T1a~osIN(WK*TCI 
Ti2•l~/WK*(l.-DC0S(WK*TC)J 
Ti3=l./WK•<2.•TC-2,/WK*D5IN(•K*TC]J 
TI4•1./WK,i,( 3·.•TC*•2-é\/kK*:*2+6. /WK**2>1\DC0S(WK*TCI l 

52 Al\'L~l,ll=P/11.+PHIEl*Pll.+PHIEl•Til-VELOC/LE*PHIE*TIZ-3.* 
1VELCC•>l<2/LE**2*TI3+2.*VELOC**3/LE**3*TI4l 
AML(1;21=P/41.fPHIEl*l( l.+PHIE/2.l*VELOC*TI2-(2.+PHIE/2.I* 

1VELCC**2/LE*T•l3+VELOC**!/LE**2*TI4I 
AML(1;3J•P/Cl.+PHIEl*1VELOC/LE*PHIE*T12+3.*VELOC**2/L8**2* 

1T13-2.*VELOC**3/LE**3*TI4l 
Af'L ( I; 4 l =P / 11.+PH IE J• (-P H IE /2~* ~ELOC*TI 2+ (-1.+ PHI E /2. I * 

1VELCC**2/LE*TI3+VELOC**3/LE**2*T14I 
RETURN 
El'íC 
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SU8-ROUT1NE MONTACCN;I.RL,CRL,AML,ACI 

SUBROTINA QUE FAZ A MONTAGEM DO VETOR AC, JA RECRDENADO 

I~Pl1CIT REAL*8 (A-h,0-ZI 
iNTEGER RLIEOI.CRLIECI 
C1MENS10N AMLl29i41,ACIECI 
J'f,(Rl(2*I-ll.EQ .• OI GOTO 50 
;J l"'N-+CRLI 2•H-ll 
GC TO 51 

50 Jl=12*I-11-CRll 2*1-ll 
51 ACl~ll=AC&Jll-AML<I,11 

ifl-Rl42*II.EQ.OJ GOTO 52 
J 2=1'i +CRL( 2* I l 
GC TO 53 

52 J2=12*II-CRl.12*11 
63 ACt~2l=AC(J21-AMllI,21 

lFJ·Rll2*I+U.EQ.OI GO TO 54 
Kl=N+CRLl2*I-t:ll 
GC TO 55 

54 Kl=12*1+11-CRLl2•I+ll 
55 ACIK ll=ACIK 11-AMU I, ~ l 

·IFIR1..!2*I+21'.EQ~0l CO TO 56 
·1< 2=N+CRU 2* I +21 
GC TO 57 

56 K2=12*1+21-CRL(2*1+21 
57 J!C,(K21=AC(K2l-AMLI I,41 

RETU-RN 
ENG 
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sueACUTINE RElULTCO,AC.AMl,RL~CRL,s,M;N,NO,LM,LELEM,CPRINT} 

sue~OTINA QUE CALCULA AS REACOE5 OE APOIO, ACOES NAS 
EXT~EPICAOES aos ELEMENTOS E IMPRIME os RESULTADOS 

I,PL~CIT REAL*8 (A-R,0-Zl 
INTEGER RL(EOl,CRL(fCl 
LCGiCAL LELEMl29l~CPR1NT 
Ci,ENSION C160l;ACltCl,AML(29,4J,S(60i60l,LM(29,4l,AR(60l, 

.1S,l4i4li0M{4);AA{4l,A~(4l 
CALCULO DAS REACOES OE APOIO 
CC 10 JU=N+l,NO 
AR(JJl=-AC(JJ) 
CC 10 KK:1,N 

10 AR(JJ)=AR(JJl*SlJJ,KKl*OIKKl 
VCLTA DOS DESLOCAMENTOS E REACOES A NUMERACAO ORIGINAL 
J~N~l 
CC 12 K=liND 
JE~NC+l-K 
IFt~t(JEl~NE.Ol GOTO 11 
J=J-1 
C(JEJ~DfJl 
GC TO 12 

11 CIJEJ~O. 
12 CONTINUE 

K~N 
CC 14 KE•l,NC 
~ftRLIKElJNE.Ol GOTO 13 
ARIKEl=O. 
fC TO 14 

13 K=K+l 
AR4KE)=ARIK) 

14 CONTINUE 
IMPRESSAO CDS DESLOCAMENTOS E REACOES DE APOIO 
WRlTE(S,100) 

100 FORPAT(///,T24,'DESLOCAMENT0S',l51,'REACOES DE APOIO'~//, 
1T12,'NO',T20,''DIRECAO Y',132,'DIRECAO Z',T48,'CIRECAO Y', 
2T62i~CIAECAG z•,/J 

CO 15 JE=2,N0~2 
15 MRI1El5il01) JE/2,C(JE-lliDIJEl,ARIJE-ll,AR{JE) 

,101 FCR~AT(10X,13~1X~2Dl5.5,1X,Fl2.6;2X,F12.6) 
IFACPRINTJ GOTO 26 
CALCULO DOS DESLOCAMENTOS DAS EXTREMIDADES DE ELEMENTOS COM 
LiBERACAO ICIFERENTES DOS DESLOCAMENTOS NODAIS) 
DC 19 ll=l;M 
lf{.NOT.LELfMCI[IJ GOTO 19 
WR1TE15,I02l 1! 
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102 FOR,IT(///,10X,•DESL0CAMENT0S LIBERADOS NAS EXTREMIDADES GP 
1; !O ELEM'l:NTO '• 13 l 

JFJLM{ H,.11.EQ.01 GO TO 16 
IC=4>1'( 11-1 l+l 
REI C ( 16 ' 1 O 1 ( A A'( K l , K = l , 4 ) 
REICl17'IOI AMLL 
CML•-l./AA(ll*(AA(2l*0(2*Ill+AA(3l*Dl2*Il+ll+AA(41* 

1C(2*1I+2l+AMLLI 
WR1TE(5;1031 1,DML 

103 FüRMAT(/,lOX,.•OESLOCAMENlO NA DIRECAO ',12,' DA EXTREMID! 
l,PACE - DM ~',015•5) 

16 tf~LM(II,2).EO.Ol GOTO 17 
-IC""4* 1 H-1 H 2 
REAC(l6 1 1Dl (AAIKJ,K=l,41 
REACl171ICI AMLL 
CML•-1./IA(21*1AACll*Dl2*11-ll+AA{31*Dl2*II+ll+AA(4l* 

JCl2*Hi:2l+AMLL l 
WRITE{5,103l 2,DML. 

17 if{LMII1~3).EQ.OI GO 10 18 
IC=4*{ l·I-11+3 
REAC( 16' IOl (AA(K l,K=l, 41 
REACl17°1DI AMLL 
DML•-1./AA(3l*(Al(l)*D(2*1I-ll+AA(21*Dl2*IIl+AAl4l* 

1Cl2*11+21*AMLLl 
WRiTE15,1031 3,CML 

18 If~LM(It,41.EQ.Ol GOTO 19 
IC=4*1H-ll+4 
READI 16• 101 IAA•(K), K=l, 41 
REAC(17'I0I AMLL 
CML~-l./AA(4)*1AAC11*DC2*Il-ll+AA(2l*D(2*IIl+AAl3)* 

lCt2•It+ll+AMlll 
!iiR1TE(5,1031 4,,0ML 

19 CCNJINUE 
C•LCULD CAS ACOES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS 
.WRITEI 5; 104 l 

104 FOR~AT(///,T29,~ACOES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS',//, 
1T27,'EXTREMIDADE ESQUERDA 1 ,T60,'EXTREMIDADE DIREITA',/,Tll 
2"ELfMENTO',.T26,'0IRECAO Y",T41,'0IRECAO z•,T58,'DIRECAO Y' 
3Tl3i•EIRECAO Z',/1 

.CC ,5 I=l,M 
CC 20 J=li4 

20 i\P'(Jl=O. 
REAC{ 15' I l 1 ( SM(JJ,KK) ,,KK=l,41,:J.J=l ,4) 
C~t1l=Ol2*1-ll 
C~(2l=D(2*I1 
[P,(3}'=0(2*1+1) 
Cf'!Al=O( 2>!<1+21 



CC 22 J= 1, 4 
Af'.( J l=AML{ I, J l 
CC 22 K=I,4 

1 5 5 

22 Af'IJJ=Al'(Jl+SMIJ,Kl*OMCK) 
25 ~RíTE15ilO~l I,(AM(j),J=l,4) 

105 FCRMATl12X.13,T24~F12~6,3X.Fl2.6,5X.Fl2.6,3X,F12.6l 
26 RETURN 

E t\C 
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SUBROUTINE RESULl(XABCIS,D,AML,RL,CRL~CPRINT,JJC,IICJ 

SUBROTINA QUE IMPRIME DESLOCAMENTOS EM NO E ACOES NAS 
E~TREl"ICADES DE ELEMENTO ESPECIFICADOS 

IMPLJCIT REAL*B (A-~,O-Z) 
iNTEGER Rl(60J,CRL(60l 
L.CG !CAL CPR·INT 
C1M1NSI0N D{60l,AML(2S,4l,SM14,4liDM{4l,AMt4l 
IF(RLl2•JJC-ll.EQ.Ol GOTO 8 
Cl=O. 
<:O ,TO <J 

8 Dl=C( ( 2>1<JJC-l l-CRLI <*JJC-1) l 
<J ·IFIRLl2*JJC).EQ.Ol GO TO 10 

D2=-0 ~ 
GO .TO 11 

10 C2=Cl{2*JJCl-CRLl2>1<JJCll 
11 WRITEIS,101) XAECIS,Dl,02 

101 FCRMAT(lOX,F7.4,13X,D15.5~5X,D15.5) 
WRITE{7\200l XAECIS,Dl 

200 FORMAT(2X,F7.4,El2.5l 
lf(CPRINTl GOTO 25 
CC .1"2 J=l,4 

12 .Al"(J )=O. 
REAC.I 15• IiC l H SMIJJ,KK l,KK=l•,4l.,JJ=l,.4l 
if(Rll2*IIC-l}.EQ~Ol GOTO 13 
CKlll=O~ 
GC TO 14 

13 Cl"lll=Ol(2*IIC-ll-CRLl2>1<!IC-lll 
14 IF(RL<2*I1Cl.EQ.Ol GOTO 15 

Cl"(2l=O. 
GG TO 16 

15 CMl2lªDll2*IICl-CRL(2*11Cll 
16 if(Rll2*11Cfll.EQ.01 GOTO 17 

0!(2)=0. 
GG TO lS 

17 CK(3l=Dtl2*IIC+ll-CRL12*1IC+lll 
Ie IF(Rl(2•1ôl-ICt.2l~EQ,Ol GO TO l<J 

Cl"t41=0. 
GO TO 20 

l<J Cl"(4l=D{l2*'1IC+2l-CRL(2*IIC+2ll 
20 CC 21 J=l,4 

Al"{J l=AMLI I IC,J l 
CC 21 K=H4 

21 .A•(Jl=AMIJl+SM(J,Kl*DMIKl 
WRITE(5;1021 '{AM(Jl,J=l,41 

102 FCRMAT(30X,4Fl4~6l 
WRITE17~200} XAeC[S,AM(2J 



25 RETURN 
ENC 
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SUBROUTINE VIBRAII,UCK,W,X,TT,QliQOI,NO,NVEC,O,TFIXl 

SUBROTINA QUE CALCULA AS VIBRACOES LIVRES RESULTANTES OA 
PASS~GEM DA CARGA 

1MPLICIT REAL*B IA-~,0-Zl 
CIPfNSION W{20l,Xlt0.20l,QI{30,20,2G);QOI130,20,20l,Ol60l, 

1CC{601,Ql20.l 
TC:JT-TFIX 
CO 10 JJ=l,NO 

10 CI(JJJ=O. 
ca 11 K=l,NVEC 
MK=WfKJ 

11 C1Kl•~IlliJCKiKl*DCOS(WK*TC1+QOI11,JCK,Kl*OSINIWK*TCl/WK 
CO 12 JJ=l,ND 
CC 12 KK=l,NVEC 

12 CD(J9l=DDJJJl+X1JJ,KKl*QIKKl 
SUPERPOSICAO DOS DESLOCAMENTOS 
CC 13 JJ~l,ND 

13 C.(JJl=DIJJl+CDIJJl 
RETURN 
ENC 
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CCPPE/UFRJ PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL/1975 
PROERAMA PARA ANALISE DINAMICA DE VIGAS DE PONTES PELO 
l'ETCCO CDS ELEMENTOS FINITOS - APLICACAO A ~IGAS GERBER 
TESE CE M8STRAOO PAULO ROBERTO l'IANA 

ll'PLiCIT REAL*81A-H,O-Zl 
~EAL•e Lt29l,MASS(60,60l,IZ(29l,LE,LTOTAL 
LOGICAL LELEM{29l,CEST,INERC,CPRINT,CIMP,FIRST 
INTEGER Rll60);CRL(60l 
E-i!l'ENSIClN $(60, 601,E{ 29) 1 DENS129l ,PHI 129) ,A (29) ,Gl.29), 

lG AMA { 29 l, L M 1 2 9, 4 h W ! 2 C 1 , X ( é O; 2 C ) ., T ! 20) , S PE E O 11 O l , OMA S S ! 2 O l i 
2TM!30).,AML.(29~4liQI130,.20,20l,QOI!30,20,20),AC(60),ACDl60)i 
3AA(4l~C(601,DE(60),CDl6Dl,Qt20l,FORCEl20),DIST(20l 

200 F(Rl'ATl-151 
500 ~EACtS,2001 NPROB 

IF(NPROe) 1000;1000,l 

ll'PRESSAO CE TfTULOS GERAIS 

l W~1TE!5,2011 
20 l füR I' A TI ' 1 ', J / I, 10 X, E O •I '* ' l , / ,, lOX, l O ( '* ' ) , T8 l , 1 O ( '* 1 l , / , l O X f 

11Cl!*?l;T25,'COPPE/UFRJ PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL, 
2 j ! / 19 7 5 1 , T 81, 1 O ( '* 1 1, /, 1 O X, l O ( '* ' l , T 81, l O ( 1 * 1 1 , /, 1 O X, 10 
3''*1lil42,'TESE OE MESTRADOl,T8l,101'*'l,/,10X,10('*'1,T81' 
41Cll*'l,/,lOX,101'*~l,T4l~'PAULC ROBERTO MIANA',T81,101'*'1 
5i/llOX,10t•••l,T81,101'*'1,/,10Xi801'*'ll 
WRITE(5~202l NPROB 

20 2 F DRM A T 1 / / / /, l DX; 80 t .• *' 1 , / ,.1 O X, l O 1 '* • ) , T 81, l O ( 1 * 1 l , / •l OX, 
1101/*,' l,T27,'ANAL-ISE OINAMICA DE VIGAS DE PONTES PELO M.E,1 
2; • F • ,• • T 8 1, 1 O 1 '* ' l , / , 1 C X, 1 O! '* ' l , Te 1 , 10 1 '*' ) , / , 1 OX ,1 O I"':•' 1 , 
~T38~!PR0BLEMA NUMERO ',12iT81,101'*•l,/,10X,10('*'l~T81, 
410l!*!l,/~10X,801'*•l,///J 

REACIE,203) 
203 FCRl'ATL' 1 ) 

WRITE(5;20~l 
WR{TE(5,2301 

230 FCFMATl////~10X,101'*~l,T37,'CARACTERISTICAS DA ESTRUTURA'i 
1181,i 101 '*! l l 

lfiTURA DOS DADOS GERAIS DA ESTRUTURA 

FEACt8,2041 M;NR,NRJ,NM 
204 FGRl'ATl415l 

NJ=l'.+l 
N=2*NJ-NR 
NC:!2:t(M+ll 
~FITEt5,205l M,N,NR,NRJ,NM 

205 FGRl'ATl///,15X,,DAD0S GERAIS DA ESTRUTURA',/,lOX,•M=••I3, 
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l! N=' ,I 3, ' NR = 'I i l 3, ' NRJ=',13,' NM=',131 

L~1TURA E IMPRESSAO DAS CARACTERISTICAS DOS ELEMENTOS 

CC 1 IC=HM 
REACIS,206) I,LELEMIIl,LIIl,Alll,iZ{Il:,EIIl,DENS(ll,GIII, 

J.GAl".H I 1 
20€ FCRMATII51L5,7FlO~Ol 

IFl~ANA{t).EQ.O) GOTO 11 
P~t{11=12~*Elil*IZlll/lG(Il*GAMAlll*A(Il*LII1**2l 
GC TO 2 

11 Pl'i.{I J=O. 
2 CCNTINUE 

CALCULO DO COMPRIMENTO TOTAL DA VIGA 
L TOT AL=O. 
CC €4 I'=l',M 

84 LTOTAL=LTOTAL+Llll 
\oiR ITE ( s; 207 l 

207 FCRMATl//;50X,~PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS 1 ,//,llX, 1 I 1 .7X, 
1,L~illX,•A',llx,•1z•,1ox,!E',lOX,'DENS',SX,'G',lOX,'GAMA 1 , 

2~Xi,PH1',6X,•LELEM 1i/l 
CC 12 I=l,M 

12 ;,pJJE15,2081 I,LIIl,AIIl,IZtl)'.,E(Il,DENS(Il,Glll,GAMAOl, 
lPh-I H 1 ,LElEf".{ I 1 

208 FCRMAT(10X,13;8El2.!,3X,Lll 

LEt~URA DAS RESTRICOES DOS NOS 

CC 30 K=l,NC 
RL ( K )"'0• 

30 CRLI K 1 =O. 
\oiR IT E 15,209 l 

209 FORMAT{//~lox.~RESTRICOES DOS NOS',/,lOX,'N0',3X,'DIR Y',3X 
1,~IHR Z~,/1 

CC ~ J= 1, NRJ 
3 REAC~S,2101 K~RLl2*K-ll;RL{2*KI 

210 FORJ•;.IT ( 3I51 
CC 13 K=lt NJ 

13 WRITE.5i2111 K,RLl2*K-ll,RL!2*Kl 
211 FCRMATl10X,12.4X,I2,6X,I2l 

LEilURA E IMPRESSAO DAS LIBERACOES DOS ELEMENTOS 

CC 31 J=l,M 
CG 31 K=l,4 

31 U 1,{:J,Kl=OJ 
IFINl"~EQ.Ol GOTO 10 
\oiR·ITE(5,212l 

212 FCRMATl//ilOX,,'LIBERACOES NAS EXTREMIOADSS DOS ELEMENTOS', 
1/,22X,''EXT ESQUERDA',4X,'EXT OlREITA',/,lOX,'ELEMENTO~,sx, 
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2'DiR Y DIR Z'.3X,'DiR Y DIR Z',/1 
DO 4 IC=l,NM 
REACtS,2131 I~ILM1I,J),J=1,4l 

213 FüRPAT(S1,51 
4 WRITE15i2141 I,1LMli~Jl,J=li41 

214 FGRMATll2X,13,9X,12;tX,12~6X,I2,6X,I2t 

MCNTAGEM DA LISTA ACUMULADA DAS RESTRICOES 

10 CRU l l=RLt li 
CC 5 ,K=2, 2*NJ 

6 CRLJKl~CRL~K-ll+RLIKI 

LEITURA 00 1NCICE DEFINIDOR DO CALCULO ESTATICO, DA 
CONSIOERACAO DE INERCIA DE ROTACAO E DA SAIDA DE RESULTADOS 

REACGS,2291 CEST,1NERC,CPRINT 
229 f.GRl'.J!T( 3L5J 

iFfiNERClWRITE(5,2331 
213 FORMATl///,lOX,~LEVA-SE EM CONSIOERACAO A INERCIA DE ROTACt 

.l;!AG'I 
REAC 18;2341 CIMPiJJC,IIC 

234 FORPAT(L5,2I5l 

MCNTAGEM DA MATRIZ DE MASSAS CONSISTENTES 

lll=C 
CAll ASSEMIMASS,MiN;RL,CRL,IM,DENS,E,A,L,IZ,PHI,NM,LM, 

1LELH1 , INERCl 
CC 14 IC=l~N 

14 WRiTEC19'1DI IMASSIID,JJ,~-1,N) 

l'CNTACEM DA MATRIZ OE R1GIOEZ 

HI= l 
CALL ASSEMIS,M,N;RL,CRL,IM,OENS,E4A,L;IZ,PH1,NM,LM,LELEM, 

lINERCl 
-If.L,NOT.;.CESal l GO lO 32 
C'O 33 10=1,N 

33 ~RIT.El l8 1 IO){S( IO,J ).,J=l,Nl 

LEITURA DO NUMERO OE AUTO-VALORES E AUTO-VETORES A CALCULAR 

32 REAC18,220l NEViNVBC 
220 FORI' .OT ( 215 1 

WRITEl5i2151NEV,NVEC 
215 FORMAT(///,1CX,1NUMERO OE AUTOVALORES NEV=',13,//,lOX 

l;!NUMERO DE AUTOVETORES NVEC=',13,/l 

CALCULO DOS AUTOVALORES E AUTOVETORES PELO PROCESSO OE 



G~VENS-HOUSEHOLDER 

WIHTE15,23ll 
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231 fOR~AT(///,lOXilOI~*' l,T33,'PROPRIEDA0ES OINAMICAS DA ESTR, 
ll1UTURA!,TS1~101'*'ll 

CALL AUTOX( N,NEV,NVEC', S,MASS,:w, xt 
Pi•311415926535E97932384626 
CC: E .J=J,.NEV 
W(Jl=l./(DSQRJ(W(Jll*2.*PI1 

8 T('J 1=1./W(J 1 
WR!Tf(,5,2161 

216 fGR,f,(ATl///,lOX,•MOD0',3X,,'FREQUENCIAS NATURAIS (HZl',3X, 
l~PERICDOS IS1 1 ,/l 

WRITE(5,2171 ·'IJ,W(JJ.T(:J l,J=l',NEVI 
217 FORMAT(lOX,13,T25,Fl4,6,T45,Fl0.61 

WR I TE ( 5, . .: .2 5 l 
225 füRMATl///,.lOX, 1M0D0'·,3X,'FREQUENCIAS CIRCULARES IRO/SI•,/) 

DO 6 J=l,NEV 
E WJUl=••*Pl*\IJI 

WRITE15,2211 IJ,W(Jl,'J=l,NEVI 
221 FORM~TllOX,13~T25,Fl4~6l 

WRITE(5',218) 
218 FORMAT(///,10X,'DIR',T21,'M000S NORMAIS DE VIBRACA0',/1 

CG 7 J=l,N 
7 WRITE(5.219l J,1X1J,Kl,K=l,NVECt 

219 FOR~ATl10X,13,2X,7Fl2.6,/•l5X,7Fl2.6,/,15X,7Fl2.6l 

INVERSAO DA MATRJZ BE RIG1DE2 ORIGINAL 

If(.NOT.CESTI GG TO 15 
U'G .34 ID=l,N 

34 REACl181IDI (SI ID.,J·l,J=l,NI 
CALL ·INVER(S,Nl 

CALCULO DA RESPOSTA OINAMICA A UMA CARGA CONCE~TRAOA MOVEL 

15 REACIS,2201 NCAR,NSPEED 
I~INCAR.NE.QI GOTO 36 
WRiTE!5;24ll 

241 FOR~IT(////~lOX, 1 NAO E PEDIDO O CALCULO DA RESPOSTA OLNAMIF 
li~CA• l 
GOTO 500 

35 l'IRITE( S, 2421 
242 FORMAT(////,lOX,10("*!1,• RESPO!TA DINAMICA OA ESTRUTURA A' 

u, C~RGtiS CONCENTRADAS MOVEIS',10('*' l.l 
LEITURA E IMPRESSAO DO lREM DE CARGAS MOVEIS 
CG 19 J;J=l,NCAR 

19 ~El>CtB,2511 JJ,FORCE(JJl,OIS~(JJ) 
251 fCRMATII5i2f10.Gl 

RE/lD(S,243) (SPEEO(JJ),JJ"'l,NSPEED) 



243 fGRl',T(SFlO.Cl 
WR HEI 5 \ 2 4 't l 
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244 FCRl'AT 1/ / /, T 19,, •CARGAS MOVEi s•, /, 1ox,, NUM•, 3X ,. I NTENSlDADE! 
1;3Xi!01STANCIA',/l 

CD 18 JJ=l,NCAR 
18 WRITEIS,2391 JJ,FORCEIJJl;DIST(~Jl 

239 FCRl'ATllOX,12,T17,Fl0.3,T31,F8.3l 
REAC!e, .24: l IK,,FRACAO 

245 FCRMATl15\F10~0l 
WRI~Et5,246) FRACAO,IK 

246 FCRM.T('l//,lOX,•O INTERVALO DE TEMPO CONSIDERACC E0 ,F7.3, 
l' 00 PERJOCO NUMERO•,I5l 

CALCULO DA MATRIZ OE MASSAS DIAGONALIZADA PELA MATRIZ MODAL 

CD Jl: IC=l,N 
16 REACl,19? IDI (MASS( ID,Jl,J=l;Nl 

CO 38 JJ=l,N 
CC ~6 KK~l,NVEC 
CMA'SS1 KK J<=O'. 
CG 36 Ll=l,N 

36 Cl'AIS~KKl=D~ASS{KKl+MASS(JJ,Lll*X(LL,KKJ 
CC 37 KK=l,NVEC 
MASS(JJ,KKJ=DMASSIKKI 

37 cM,ss.1 KK )=O. 
38 CONT·INUE 

cmrn A MATR,IZ RFSUL TANTE E DIAGCNAL, CALCULAl'GS E 
ARMAZENAMOS ,PENAS OS TERMOS DA DIAGONAL, JA INVERTIDOS 
00 17 KK=l,NVEC 
CC ~S Lt=l,.N 

39 CMASS(KKl•CMASS(KKl+X(LL,KKl*MASSILL,KKl 
17 Cl'ASSl(KK l=l~ /CMASS( KK l 

CALCULO DA RESPOSTA PARA CADA VELOCIDADE DA CARGA 

CC 100 J~l,NSPEED 
VELCC•2.*LTOTAL*SPEED1Jl/T(ll 
WRlTE.(5•2411 SPEEC(tl),VELOC 

247 FGR·M,T(////; lOX;lOP*·' l,T27, 'PARAMETRO =',F8.4,7X,'VELOC1D!• 
11,' ACE =', Fl0.4, Tel,.101 '*' J:l 

1FICiMPI WRITE15,235l J~C,IIC 
235 FORPA TI//, lC X, 'PO~ ICAO' , lOX, 'OE SLOCA ME NTO NC' ,I 4, BX, 'l\COES, 

IP ELEMENTO,' ,:14,/ > 
CALCULO DO TEMPO NECESSARIO PARA A CARGA ATINGIR CADA NO 
H'll):O. 
EC 40 Ji=2,NJ 

40 TM{U1)=TMIJ1-lliL(J1-l)/VELOC 
CALCULO CAS CONDICOES INICIAIS PARA CADA ELEMENTO, CADA 
CARGA, CADA MOCC 
[C 41 J5=1,NCAR 



C'C 41 K-5=.l,NVEC 
(;I(J;:J5,K5)=0. 

41 CCIJ1,J5,.K5J=O~ 
C( 6:J 15=1,M 
LE='l(tl5 J 
PH'le"'PtH ( I 5 l 
TC=T~(15+ll-TMII5J 
-lf:=15+1 
CC f:.1 J5=1,NCAR 
P=fORC E ( Jõ l 
CD f:1 K.~=l,N\l"EC 
Wt<:!~ UK5:I 
CO 61 JJ=l,ND 
A-CC'IUJ l=O~ 

61 A((JJl=O. 
-1 CV=O 
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65 CALL EXPREs•P,wK;LEiTC,VELOC,15,MiPHIE,AML,IDV) 
Ifl.NCT~LELEM(I511 ~O TO 64 
CC f:3 Jl=cl,-4 
{f(,'LM( 15,JLl.EQ.OJ GO TO 63 
·10=4>t115-1 l +J I 
REACl16 1 IOI (AA(KKJ;Kt<=l,41 
CO f:2 JK=l,4 

62 Al!U 15,JKJ=AMiL( 15,JKJ-AA(JKl/AA(Jll*AML(l5,JI1 
63 CCNTINUE 
64 tFrtoV.EQ~Ol CALL MONTAC(N,ISiRL,CRL,AML,ACJ 

-ICV=ICV,.l 
i F (•-íl CV. EQ ~ 1 l GO TO é 5 
CALL ,oNTAC{N,15;RL,CRL,AML,ACOI 
PRCC =O. 
PROCl=O:. 
CO 66 JJ=l,N 
PRCC~PROO-+X1JJ,K51*ACiJJI 

66 PROD1•PR0Dl+X~JJ~K5l*ACO{JJI 
QH-<16,J5,-K5 l=QII 15,.J5,K5 l*DCOS( .l!K*TC l+QOI II 5,J5,K5l* 

lCS1NIWK*TCl/WK-+CMASS(K5l/WK*PROO 
67 <;Cll16~J5iK5l=-Ql(16,~5,K5l*WK*DSINIWK*TCl-+Q01(15,J5,K5l* 

1CCC5,(·.WK*TC 1-+0MASS-<K 5 l /WK>!<PRODl 
CCNS-ICERE O PRIMEIRO ELEMENTO E A PRIMEIRA CARGA 
IC=l 
JCK= 1 
N(/lR l=NCAR 
TCEC~Tl1Kl*FRACAO 
f1.JR SJ=.JRUE. 
NPONT=O 
CO 49 JJ=l,NO 

49 C(J~l=O. 
96 Jll'='.J CK 

,r= IC 
P=fORCE(,Jf'I l 
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TC=TDEC-TM(il 
95 IF(TC.GE.nM(I+ll-H'·IIlll TC=TM(I*ll-TMII) 

LE=t.{Il 
PRIE=Pl-'H I l 
CG 50 K=liNVEC 
WK=lHK l 
-1ov:o 
CALL EXPRES(P~WK,LE;TC,VELOC;I,M,PHIE,AML,IDVl 
CC 42 JU=l,.NC 

42 AC(JJl=O. 
PCGIFICACAO DA MATRIZ AML NO CASO DE ELEMENTO COM LIBERACAO 
l~(~NOT~LELEM(lll GOTO 45 
CC 44 J{=l,4 
.J:FtlMII,JJ):.EQ.Ol GO TO 44 
-113=4*( I-1 l+JI 
REALl16!IDJ (AA(KKl,KK=l 1 4) 
CC 43 JK=l,4 

43 AML1~4JK)=AML~I~JK)-AA{JKJ/AAIJil*AMLII,Jil 
4~ CONTINUE 

MCNTAGEM 00 VETOR AC 
46 CAtL MONTAC1N 1 11 RL,CRL,AML,ACI 

CALCULO DO DESLCCAMENTO GENERALIZADO NO MODO K 
PRGC:O. 
CD 46 JJ=l,N 

46 PRCI=PROD+XIJ'J,.K l#ACl'.JJ l 
50 C(Kl=Qlf.J:iJM,Kl*DCOStWK*TC)+QDl(l;JM,Kl*DSIN(WK*TC)/WK+ 

lCMASS(KJ/WK*PROD 
XC=TC*VELOC 

CALCULO DOS DESLOCAMENTOS NODAIS 

CO 68 J'J=l;NC 
6E CC.(.JJl=O. 

CC 69 JJ=l,NC 
CD 69 KK=l,NVEC 

69 CC(JJ)=CD{JJ)4X(JJ,KKl*Q(KKI 
SUPERPOSICAC DOS DESLOCAMENTOS 
CC 70 JJ=l,ND 

70 C.(JUJ~OtJJ)4COIJJI 
IE(NCARl.EQ.11 GOTO 74 
V:ERIEICI\CAO DA POSICAO DA CARGA SEGUINTE 

7.1 -IFIXC.LE.D1STCJMll GOTO 72 
TC=IXC-CISTIJM)l/VELOC 
.J"=,J/Hl 
IF'~".GT.NGARl GOTO 74 
P=FCRCEIJMI 
GG TO 95 

72 -Iflll-ll.EQ.OJ ~O TO 74 
If(JXC+LII-lll~LE.OISTIJMll GOTO 73 
"i"=l-1 
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TC={L(ll+XC-C1ST(JM1t/VEL0C 
Jl(:'.J t! + 1 
{Ft~M~GT.NCIR) GOTO 14 
P'=F'ORCE(JM l 
GOTO 95 

73 XC=XC+Ll 1-;clJ 
l!:!-1 
GG TO 72 
CEfCNICAO OI NOVA POS1CAO DA PRIMEIRA CARGA 

74 -Il=-IC 
tf(JEEC~GE.lTMliC+ll-I:E-1011 GC TO 47. 
t>ECIS~ITDEC-TMCtCJl•VELOC 
.TCEC=TDECHI IK l*FRACAO 
GC .TO 4S 

A7 TCEC=TMIIC+I)+T(iKl*FRACAO 
e,ec1S=L 1,1c 1 
I ("''1C+ 1 

CALCULO DOS ESFORCO! 

48 1Fl.~GT.FIRSTI GOTO !9 
XABCIS=ITOEC-TI !Kl*FRACAOl*VELOC/LTOTAL 
NPGNJ=NPONT + l 

89 If(.NCT~ClMP) WRITEl5,248l XABCIS 
248 FCRMAT(///~10X,101'*'l,T3l,'P0SICA0 DA CARGA (REF.GLOBALI r 

l1!-J,Fl0.4,T81;10( '*' ll 
·IF(.NOT.CEST.ANO~CIMP.AND.CPRINTI GOTO 103 
CC ,75 J'J=l,M 
CC 15 KK=l,4 

7,5 .t,l':L(dJ,KKl,;O. 
CC Sé 1-1=1,M 
IF(~NCT.LELEMl 111) GOTO 86 
CC; E,5 J:I=l, 4 
IF1LM1I-I,Jll,EQ.Ol· GOTO 85 
IC=4•1Il-ll+JI 

85 WRITEJ17'1Dl AMLIII;Jll 
86 CONff:JNUE 

C( 1:7 JJ,;1.,ND 
87 t>CLJJl=O. 

J./J::J(K 
P=fG-RCEIJMl 

88 lflAeCIS,EQ,l(llll GOTO 81 
CA-RGI NO MEIO DO VAO 
lE=t(ilJ 
AMt1Jl,1l=P/ll,+PHIIIlll*(l.-3.*ABCIS**2/LE**2+2.*A8C1S**37 

1LE**3+(1.-ABCIS/LEl*PHilllll 
AMLJI1,2Jmp/(l,+PHilllll*lABC1S-2l*ABCIS**2/LE+ABCIS**3/ 

1LE**2+PH1(11)/2.•l•ec-1s-ABCIS**2/LE)J 
•~t(11,Bl=P/ll,fPHilllll•l3,*ABCIS**2/LE**2-2.•ABC1S**3/ 

lt.E:0:03+,HCIS/.LE*PHI( tl l l 
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AMLJtI,4l=P/I l.+PPI{·Illl*1-ASCIS**2/LE+ABC1S**3/LE**2-
1Pl,--H 11 l /2~* 1 ABC IS-A ec IS** 2 /LE ri 

MCC·IFICACAO OA MATR1Z AML NO CASO DE BLEMENTO CCM L1BERACA0 
CG ,19 1--1=1,M 
IF(.NCT.LELEM(I1ll GOTO 79 
CC ·78 J-I=l, 4 
ff{Lff(:11,Jll.EQ.Ol GOTO 78 
IIJ-~4* 1 I :1-1 HJ I 
REACtl6"10l (AAIKKliKK=l,4) 
READfl7'I0l AMLL 
Jll'LL=AMLL+AMU I hJ I) 
WRllEll7•ID1 AMLL 
CC a7 JK=l,4 

ll AMLJJt,~K)=AML(IJ,JK)-AA(JKl/AA(Jil*AML(Il,Jll 
'78 CONT-If\UE 
79 CCNTINUE 

PCNTAGEM DO VETOR AC 
80 CALL MONTACtN,Il,RL;GRL,AML,ACl 

GC TO 90 
CARGA NA EXTREMIDADE DO ELEMENTO 

81 ff(Rtl2*llfll;EQ;O) GOTO 82 
Kl=N+CRU2*I1-+1l 
€( TO 83 

82 Kl~12*Il+ll-CRLl2*11+1J 
e3 ACIKll=ACfKll-P 

VERIFiCACAO CA EXISTENCIA DE MAIS DE UMA CARGA 
90 tFCNCARl.EQ.11 GOTO 99 

ff.ABCIS.LE.OISTIJMll GOTO 97 
ABEtS•ABCIS-DISTCJMl 
J'M=JM+ 1 
tftJM~GT.NCARl GOTO 99 
P=-fORCE I JM l 
GG .TO 813 

97 IF(t-Il-lllEQ.Ol GOTO 99 
'IFL(A1ec--1s+L( 11~1, ).LE .• DJST(JM).) GOTO 98 
Il=tl-1 
A8CtS=Ltll)~ABC-IS-D1ST(JMl 
Jl'=JM+l 
IFIUM~GT.NCAR) GOTO 99 
F=FCRCEIJM) 
GC TO ee 

98 AECIS=ABCIS+UI I 1-1 l 
!1=11-1 
GC TO 97 

99 -IFICil'P] GOTO 103 
C~LL RESULT(D.AC;AML,RL,CRL.S~M,N;ND,LM,LELEM,CPRINTl 
GG TO 104 

103 CALL RESULl(XABGIS,D,AML,RL,CRL,CPRINT,JJC,IICl 

CALCULO ESTATICO 



104 lf(.NOT.CESTl GOTO 93 
-IF(ClMPI GO TO lCé 
W1HTE15,249) 
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249 FOR,AT('l///,10X,101~*'l,T30,~ANALISE ESTATICA PARA CADA POJ 
J;•SICAO DA CARGA',T81,10('*•)J 

106 CO 91 JK=l,ND 
91 DEIJKl=O. 

CALCULO DOS DESLOCAMENTOS ESTATICOS - A MATRIZ DE RIGIDEZ 
ESTA '1NVERT1DA 
CG 92 Jl=l,N 
CC 92 K-1=1, N 

9 2 CE t Jf 1 =CE! J I 1 + S I J I, K I 1 *AC ( K 1 1 
lfiClMPI GOTO 1C5 
CALL RESULTIDE,AC,AML,RL,CRL,S,M,N,NDiLM,LELEM,CPRINTl 
GOTO 93 

105 CAL-L RESUlll XABCIS,DE,AML,RL-,CRL',CPRINT,JJC,I lCI 

CALCULO PARA NOVA POSICAO DA CARGA 

93 DO 107 JJ=l,ND 
1-07 D(JJ l=O~ 

1,F,(10,LE.M.AND.FIRSTI GO TO 96 
IFIFlRSTI TCECl=TDEC 
fIRSíl'=.FALSE. 
JCK=l 
NCAR1=NCAR 
,J C=.t'+ l 
CALL V18Rl(1C,JCK,W~X,TDEC1,Qi,QDI,ND;NvEc,D,TM(NJ)l 
If(NCARI.EQ~ll GOTO 111 
xc~JTDECl~TP(NJ)l*VELBC 
YC=CISTIJCKI 

Ioe ~F(YC.GE.XCl GOTO ]CS 
TCEC±TOEC1-YC/VELOC 
YC=YC+DISTIJCK+ll 
JCK=:JCK+l 
NCAR l=NCAR l-1 
CALL VIBRA(IC,JCK,W,X,TDEC,Q1;QD!iND,NVEC•D•TM(NJ)) 
IffNCARl~EQ.11 GOTO 111 
1:0 .TO 108 

109 XC=XC+l(IC-11 
lf.tY-C~GE~XCI GO TO 110 
TCEC=TDECl-YC/VELOC 
IC"IC-1 
JCI<= :;JCK +1 
NC:ARl-=NC:ARl-1 
XASCIS=TDECl*VELOC/LTOTAL 
NPONT=NPONT+l 
T DEC l=T DEC 1-•T ( IK l*FRACAO 
Gü TO 9ê 



e 

169 

110 1c::-1c-1 
tF(IC~LE.11 GOTO 111 
GG TO 109 

111 X.AB·C I S=TDEC.l'l<V ELOC /L TOTAL 
NPONT=NPONT+l 
CC Jl4 il=l'.,M 
CC 114 JJ=h4 

114 AMLt11,JJl=O. 
CC ais UJ:l;NO 

.115 AG:IJ:.Jl=O. 

112 
U.3 

250 

100 

IGOO 

lf(C-IMPI GOTO 112 
W~i TE 1 5', 248 l XA BC·I S 
CAlL RESULTJDiAC~AML,RL,CRL,S;M.NiND,LM,LELEM,CPRINTl 
GG TO 113 
CALL RESULllXAECIS,D,AML,RL,CRL,CPRINT,JJC,IIC) 
TCECl:cTCECl+H IK )"i<FRACAO 
iflTDECl.LE.12.*LTOTAl/VELOC)l GOTO 93 
W~i.JE{7i250) NPONT 
ECRMilT ( 2X, l'.i l 
CALCULO PARA NOVA VELOCIDADE 
lJ:ClNT-11\UE 
GO TO 500 
CCNT-INUE 
END 
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NOTAÇAO 

A - areada seçao transversal 

A* - areada seçao transversal efetiva 

a - matriz das funções de interpolação 

AML - vetor das ações de engastamento perfeito 

b - matriz que relaciona deslocamentos nodais com deformações 

c - matriz de amortecimento 

c comprimento do vão suspenso de uma viga Gerber 

e - matriz tridiagonal 

D - deslocamentos das extremidades de um elemento 

E - matriz de elasticidade 

E - 'mÕdulo de elasticidade 

F - forças nodais equivalentes 

f 1 - forças de inercia distribuidas 

G - mõdulo de elasticidade transversal 
I - momento de inercia 

I - matriz de unidade 

ke - matriz de rigidez do elemento 

k - matriz de rigidez global 

~d - matriz de rigidez generalizada 

t - comprimento do elemento 

L - comprimento total da viga 

L - matriz triangular inferior 

-m - massa por unidade de comprimento 

me - matriz de massa de um elemento 

m - matriz de massa global 
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~d - matriz de massa generalizada 

M - momento fletor 

N - numero de graus de liberdade 

Nij - função de interpolação 

P - intensidade da carga concentrada 

p - carregamento transversal 

Ee - vetor das cargas nodais equivalentes do elemento 

E - vetor das cargas nodais equivalentes global 

~d - vetor das cargas nodais equivalentes generalizado 

q - coordenada generalizada 

Q - forças generalizadas 

-r - vetor posição 

R - inversa da matriz triangular inferior 

T - energia cinetica 

t - tempo 

Ti - per1odo 

U - vetor dos deslocamentos nodais 

u - deslocamento na direção x 

u - vetor dos deslocamentos no interior do elemento 

V - energia potencial 
- esforço cortante 

v - velocidade da carga mõvel 

x - posição segundo o eixo da viga 

y - posição segundo a altura da viga 

Y - autovetor 

w - deslocamento na dir~ção y 

W - trabalho das forças externas 

~ - parâmetro de velocidade 
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a , B - coeficientes de aspecto de uma viga Gerber 

y - fator de correção ao cisalhamento 

À - autovalor 

w - frequência de vibração 

p - modos normais de vibração 

n- 2 - matriz espectral 

$ - matriz modal 

p - massa especifica 

$
5 

- parâmetro da deformação por cisalhamento 

e - rotação 

8 - variação 

8( - função de Dirac 

FAD - fator de amplificação para deslocamento 

FAM - fator de amplificação para momento_ 

MFAD - mãximo fator de amplificação para deslocamento 

MFAM - mãximo fator de amplificação para momento 
. 
w - derivada de w em relação ao tempo 

w' - derivada de w em relação a x 


