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RESUMO

Este trabalho versa sobre o problema da tomada de decistes sequenciais, focando especificamente
no problema de multi-armed bandit. Em sua concepcao classica, o problema de multi-armed bandits
é caracterizado pela existéncia de um agente que se encontra diante de uma fileira de maquinas
caga-niquéis (bandits), possuindo um nimero limitado de vezes que pode puxar a alavanca (arm)
das méaquinas, tendo por objetivo realizar a sequéncia de agdes que maximize a recompensa obtida.
O desafio consiste em equilibrar a escolha entre a acdo que parece ser a mais lucrativa até aquele
momento e a busca por informagoes sobre outras alternativas ainda nao exploradas. Esse dilema é
chamado de exploracao (exploration) versus explotagdo (exploitation). Neste trabalho estudaremos
varios algoritmos para auxiliar a tomada de decisoes no problema de multi-armed bandits. Veremos
também uma aplicacdo dessa teoria ao problema de precificagdo dindmica, i.e., a determinacgao de
precos de venda 6timos para produtos e servigos. Nesse caso, o vendedor ocupa o papel do agente que
deseja vender um determinado produto, possuindo um conjunto finito de possiveis precos, sem saber
nem a demanda do produto nem o comportamento do consumidor, cabendo ao vendedor adotar uma

estratégia que vise encontrar o preco 6timo.

Palavras-chaves: multi-armed bandits, exploracao vs explotacao, exploracao pura, precificacao di-

namica.



ABSTRACT

This work addresses the problem of sequential decision-making, focusing specifically on the multi-
armed bandit (MAB) framework. In its classical formulation, the MAB problem involves an agent
facing a row of slot machines (bandits), with a limited number of pulls (arms) available. The agent’s
goal is to determine a sequence of actions that maximizes the total reward. The core challenge lies
in balancing the trade-off between choosing the action that currently appears to yield the highest
reward and exploring lesser-known alternatives (a dilemma known as exploration versus exploitation).
In this study, we explore several algorithms designed to support decision-making within the multi-
armed bandit setting. We also examine an application of this theory to the problem of dynamic
pricing, i.e., determining optimal selling prices for products and services. In this context, the seller
takes the role of the agent who aims to sell a product by selecting from a finite set of possible prices,
without prior knowledge of demand or consumer behavior. The seller must therefore adopt a strategy

that enables the identification of the optimal price over time.

Keyworsds: multi-armed bandits, exploration vs exploitation, pure exploration, dynamic pricing.
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1 INTRODUCAO

1.1 Motivacao

O problema do bandit de multiplos bragos (do inglés multi-armed bandits) consiste em uma
situagdo na qual um agente precisa escolher repetidamente entre diversas opgoes fixas (chamadas,
neste contexto, de agoes ou “bragos”). Apds cada decisdo, o agente recebe uma recompensa (gerada

aleatoriamente), e a a¢do escolhida pode também influenciar as decisoes futuras.

De modo geral, o objetivo ¢é selecionar a sequéncia de acoes que maximize a recompensa
total esperada ao longo do tempo ou, de forma equivalente, minimize o arrependimento. A medida
de arrependimento quantifica o quanto o agente deixou de ganhar ao optar por acoes subodtimas
durante o processo decisorio. Assim, o problema de maximizar a recompensa total esperada se torna
equivalente ao de minimizar o arrependimento. Essa medida desempenha um papel central ao longo
do estudo do presente tema, dado que, na maioria das vezes, o foco esta em desenvolver algoritmos

que oferecam garantias tedricas sobre o arrependimento, tais como limites inferiores e superiores.

Em linhas gerais, o desafio consiste em equilibrar a escolha entre a acdo que aparenta ser
a mais lucrativa até o momento e a busca por informagoes sobre outras alternativas ainda nao
exploradas, mas potencialmente mais promissoras. Essa problemética ilustra o dilema classico entre
exploracao — do inglés exploration (i.e., selecionar agdes ainda ndo testadas) e explotagao' — do

inglés exploitation (i.e., escolher a agdo mais lucrativa até aquele instante).

O termo multi-armed bandit advém da analogia com um jogador (agente) diante de uma fileira
de méaquinas caga-niqueis (em inglés também chamadas de armed bandits), devendo decidir em quais
maquinas jogar, quantas vezes acionar cada uma e em que ordem, ponderando se deve insistir na

atual (explotagao) ou experimentar outra (exploragao).

Vale destacar que, nesse cenério, cada maquina gera uma recompensa aleatéria segundo uma
distribuicao de probabilidade especifica, a qual é desconhecida pelo agente. Ademais, assume-se que
o agente dispoe de recursos limitados, geralmente representados por um niimero maximo de decisoes,

sendo esse fator denominado horizonte.

Em certos contextos, o dilema entre exploracao e explotagdo da lugar a um foco exclusivo
na exploracao, em que o agente precisa apenas investigar ao maximo o ambiente com o objetivo de,
ao final, identificar a melhor acdo. Nesse caso, nao é necessario explorar alguma acao que pareca
vantajosa, mas sim examinar todas as alternativas possiveis para descobrir a melhor. Problemas
desse tipo sdo denominados problemas de exploragao pura (do inglés pure exploration) e apresentam

caracteristicas distintas dos problemas que equilibram exploracao e explotagao.

Um exemplo simples que ilustra essa distingao ¢ o de um agente que entra em um cassino e se

depara com diversas maquinas caga-niqueis, tendo um numero limitado de rodadas. O agente pode

1 Neste contexto, o termo “explotacio” é empregado de forma andloga ao seu uso na geologia, referindo-se ao ato de

extrair recursos para obter beneficio econémico.
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escolher puxar o braco de cada maquina para descobrir qual oferece maior recompensa enquanto se
concentra nas mais vantajosas, buscando maximizar os ganhos ao final. Alternativamente, pode estar
no cassino apenas com o intuito de identificar qual maquina proporciona a melhor recompensa, com
o objetivo de informar um terceiro interessado em maximizar os proprios lucros. O primeiro cenério

reflete o equilibrio entre exploracao e explotagao, enquanto o segundo exemplifica a exploracao pura.

O problema de multi-armed bandits é relevante por diversos motivos, sendo o principal o
fato de oferecer um modelo simples para o desafio da tomada de decisdes sob incerteza. Além disso,
possui aplicagoes praticas significativas, como o uso de algoritmos de bandit em sistemas de reco-
mendagao, precificagdo dindmica e deteccao de anomalias, conforme discutido em (BOUNEFFOUF;
RISH; AGGARWAL, 2020). Em (SLIVKINS, 2024), também sao apresentados exemplos voltados

para o posicionamento de antuncios e precificacao.

Observa-se que a maioria das aplicagoes praticas se concentra em problemas que exploram
o dilema entre exploracao e explotacao, sendo menos comuns as aplicagoes associadas a exploragao
pura. Neste contexto, destaca-se como aplicagao relevante a selecao de hiperparametros, especial-
mente na abordagem de (LI et al., 2018), que utiliza algoritmos de exploragdo pura para escolher

hiperparametros durante o treinamento de redes neurais.

A formulagao matematica dos problemas de multi-armed bandits leva a uma estrutura rica,
conectada a diversas areas da matematica, como probabilidade, teoria da decisao e teoria da infor-
macao. Assim, a presente dissertacdo seguird o principio de inter-relacionar esses campos ao longo
do texto, apresentando os resultados de forma detalhada e destacando os conceitos fundamentais de

cada area.

1.2 Definicao do problema

O problema do bandit de miltiplos bragos foi inicialmente apresentado por William R. Thomp-
son (THOMPSON, 1933). Neste artigo, o autor abordou a questao ética dos ensaios clinicos, res-
saltando as implicagoes de conduzir experimentos de maneira cega, sem adaptar os tratamentos a

medida que surgem novas evidéncias sobre a eficacia dos medicamentos.

Outros trabalhos relevantes sobre decisoes sequenciais incluem os estudos de Robbins (ROB-
BINS, 1952) e de Bather e Chernoff (BATHER; CHERNOFF, 1967). Existem também diversos
livros dedicados ao tema dos bandits, com destaque para o de Bubeck e Cesa-Bianchi (BUBECK;
CESA-BIANCHI, 2012), o recente trabalho de Tor Lattimore e Csaba Szepesvari (LATTIMORE;
SZEPESV&ERI, 2020), bem como os livros de Cesa-Bianchi e Lugosi (CESA-BIANCHI; LUGOSI,
2006) e Slivkins (SLIVKINS, 2024).

O problema dos multi-armed bandits pode ser formalizado considerando o conjunto A, que
contém todas as possiveis acoes, sendo este um conjunto finito. Um bandit estocastico? com conjunto
de agbes A é uma colec¢ao de distribuigoes v = (P, : a € A), onde P, é uma medida de probabilidade

em (R, B(R)) para todo a € A.

A dindmica do problema consiste em um agente que interage com o ambiente, e a cada rodada

2 Estocéstico aqui se refere ao fato de que as recompensas sdo varidveis aleatérias.
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t € {1,...,n} seleciona uma agao A; € A, sendo n o nimero total de rodadas (também conhecido
como horizonte®). O ambiente, por sua vez, amostra uma recompensa X; € R segundo a distribuicao
Py,.

O objetivo é maximizar a soma total das recompensas obtidas S, = >}' ; X;, quantidade
aleatéria que depende das agoes tomadas e das recompensas recebidas. Ressalta-se que este nao é
um problema de otimizagao cldssica, visto que o bandit v = (P, : a € A) é desconhecido, sabe-se

apenas que v pertence a um conjunto £, denominado classe de ambiente.

1.3 Contribuicao

O principal desafio relacionado ao problema de multi-armed bandits é identificar a sequéncia
de agbes que maximiza a recompensa ao longo de diversas interagoes. Diversos autores propuseram
algoritmos que definem regras de decisdo com o objetivo de otimizar esse ganho. Cada algoritmo
apresenta caracteristicas préprias de funcionamento e fornece garantias tedricas quanto a limites

superiores e inferiores para a medida de arrependimento.

Dessa forma, o presente trabalho oferece as seguintes contribuigoes:

o Estudo dos principais algoritmos que consideram o dilema entre exploracao e explotagao;
o Investigacao da classe especifica dos algoritmos de exploragao pura;
o Avaliacdo numérica desses algoritmos, analisando seu desempenho em diferentes cenarios;

e Desenvolvimento e analise de métodos baseados no problema do bandit de multiplos bragos

aplicados a precificacdo dinamica.

1.4 Organizacao

Este texto esta estruturado da seguinte forma: no Capitulo 2, sdo apresentados conceitos
preliminares essenciais para a compreensao da teoria desenvolvida nos capitulos seguintes. O Capi-
tulo 3 trata da formulacao matematica do problema de multi-armed bandits, bem como dos principais
algoritmos que abordam o dilema exploracao/explotagao e os respectivos resultados teéricos. No Ca-
pitulo 4, sao estudados os algoritmos de exploragao pura, com énfase na identificacdo da melhor agao
dentro de um horizonte pré-determinado. No Capitulo 5, realiza-se uma analise experimental visando
compreender o comportamento dos algoritmos. No Capitulo 6, discute-se a precificacdo dinamica e
sua relagdo com os algoritmos de bandits, apresentando uma aplicagao pratica. Por fim, as conclusoes

do trabalho estao no Capitulo 7.

3 Nesta dissertacdo, considera-se apenas o caso no qual o horizonte é finito.
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2 CONCEITOS PRELIMINARES

Ao longo do desenvolvimento da presente dissertacao sera visto que um dos principais objetivos
ao se estudar o problema do bandit de multiplos bragos é apresentar teoremas que fornecam cotas
superiores e inferiores para a medida de arrependimento. Nesse sentido, se faz necessario inicialmente
apresentar um conjunto de conhecimentos fundamentais para que o desenvolvimento desses teoremas

possa ser realizado de forma sélida e bem estruturada.

Defini¢ao 2.1 (Variaveis aleatérias sub-gaussianas). Uma varidvel aleatoria X com média p € dita

o-sub-gaussiana se para todo A € R wvale que:

Ao
Efexp (X — )] Sexp{ 2 }
A proposicao seguinte fornece algumas propriedades simples de variaveis aleatoérias sub-
gaussianas.
Proposicao 2.1.  a) Seja X uma varidvel aleatoria o-sub-gaussiana entao:

1. Var(X) < o%;

2. ¢X ¢é |c|o-sub-gaussiana para todo ¢ € R.

b) Sejam Xy, Xy duas varidveis aleatdrias independentes oq-sub-gaussiana e oy-sub-gaussiana res-
pectivamente, entio X1 + Xo € \/0? + 03-sub-gaussiana.

Prova.

a) 1. Seja p = E[X]. Temos
Var(X) = Var(X - ) = E[(X — p)?] = Mk _,(0) < o,

onde, Mx_,(\) = Elexp (A(X — u))] e as derivadas sdo com respeito a .

Elexp (McX — cp))] = Elexp (Ac(X — p))].

Definindo A\; = ¢\ e usando a Defini¢ao 2.1

Blexp (A ¢(X — 2))] = Bexp (X — )] < exp { A;"?} ~ exp { o) }

logo ¢X é v/c?o?—sub-gaussiana e, portanto, |c|c—sub-gaussiana.

Mx11x,(A) = Efexp {A(Xy + Xo)}] = E [exp {AX1}] - Efexp {AX5}].

Usando a Definicao 2.1:

2.2 2.2 2( .2 2
e o B !
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Alguns exemplos de varidveis sub-gaussianas sao:

(a) Se X ~ N(0,0?) entdo X é o-sub-gaussiana.

(b) Se X € [a,b] quase certamente, entao X ¢ (b — a)/2-sub-gaussiana.

2)\2
O item 1 pode ser verificado uma vez que se X ~ N (0,0?) entdo E[exp (AX)] = exp {02 } Ja o

item 2 pode ser verificado por meio do seguinte lema.

Lema 2.1 (Lema de Hoeffding). Seja X uma varidvel aleatoria tal que a < X < b quase certamente.

Entao, para todo \ € R:
2 2
E[MXFXD) < exp {)\ (b—a) } _
- 8

Prova. Observe que é suficiente provar o resultado para A > 0, enquanto o resultado para A < 0
segue deste tiltimo aplicado a —X e o caso A = 0 é trivial. Como a funcido z — e é convexa, no

intervalo a < x < b vale

z—a b—z r—a b — X
eAm — eb—a)‘b+b—a)‘a < e>\b + 6)\&.

“b—ua b—a
Entao,

E[GA(X—]E[X])] < E[X] - ae)\(b—E[X]) + b — E[X] oMa—E[X])
- b—a b—a

= el g (1= y)e 7 = (1 =y +qet) = ),
E[X]—a

h—
u > 0, para concluir a prova basta mostrar que g(u) < %2 para todo u > 0. Vamos representar g(u)

comu = Ab—a),y= e g(u) = —yu + log (ye* + (1 —v)). Como g(u) > 0 para todo
em uma série de Taylor com resto:

2
g(u) = g(0) + ¢'(0)u+ =¢"(€), por algum ¢ € [0, u].

2
Temos que
§(u) = —y+ ———— = ¢(0) =0,
ver + (1 —=9)
" 7(1 B 7)6_5
(+ (T =)z T
onde pe = W € (0,1) para todo & > 0. Entao, temos que ¢"(u) < 1/4 o que implica que
2
g(u) < % O

1
Uma outra consequéncia do Lema 2.1 é que se X ~ Ber(p) entdao X é i—sub—gaussiana, uma

vez que E[e*X~EXD] < exp {)\2 (%)2 /2}
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2.1 Desigualdades de concentracao

Seja { X;}, uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com média p = E[X;] e varidncia o?. Além disso, denotemos por fi a média empirica, sendo definida

da seguinte forma:

fi=

S X,
=1

E possivel verificar que a média empirica é um estimador nao viesado de u, ou seja, E[f] = p, além
2

disso Var(p) = 0—, o que indica que a distancia entre y e f diminui a medida que n aumenta.
Apesar disso, em gluitos casos ¢ interessante estudar a distribuicao do erro, ou seja, a probabilidade
da média empirica superestimar ou subestimar a verdadeira média. Para isso surgem as desigualda-
des de concentracao, oferecendo a possibilidade de encontrar cotas inferiores ou superiores para a

probabilidade da média empirica se distanciar um valor € > 0 da verdadeira média.

Uma das formas diretas e mais simples de cotar a probabilidade de ji se distanciar um valor

e > 0 de pu ¢é através da desigualdade de Chebyshev.

Teorema 2.1 (Desigualdade de Chebyshev). Seja X wma varidvel aleatéria com média u, entdo

para todo € > 0:
Var(X)

P(|X —pul >¢) <
E

Aplicando o teorema acima para a média empirica é possivel notar que:

0.2

P(lgp—pul>e) < —.
(16 —nul=e) <
O resultado apresentado, embora simples, é bastante 1til, pois nao exige a suposi¢ao de uma distri-
buicao especifica para a variavel aleatoria envolvida, dependendo apenas da finitude da média e da
variancia. Por outro lado, hé resultados que fornecem limitantes mais precisos, mas que, em contra-
partida, demandam pressupostos mais robustos. O principal deles, que serd amplamente utilizado

nas demonstragoes dos teoremas desta dissertacao, ¢ o seguinte:

Teorema 2.2. Seja X uma varidvel aleatoria o-sub-gaussiana com média p, entdo para todo & > 0:

2
P(X —p>e) < exp{—;}.

o2

Prova. Sem perda de generalidade, vamos assumir y = 0. Para todo A > 0

X € AX Ae E[e*]
P(X >e)=P(e” >¢°) =P(e™ >e*) < —
e €

A2g2
exp§ “5— \2o2
<{2}:exp{ 20 —)\5}7

— e)\e

portanto,

- A>0

2 2
]P(X>s)§minexp{)\20 —)\5},
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€
que é alcangado quando A = —, dessa forma:
o

g2 &2 g2
P(Xzs)gexp{w—(ﬂ = eXp _T‘Q .

O

2
€

De forma andloga, é possivel também verificar que P(X — p < g) < exp {—}, o0 que
o

conduz ao seguinte lema:

Lema 2.2. Seja X wma varidvel aleatoria o-sub-gaussiana com média 1, entao para todo € > 0:

2
P(X — ] > ) gzexp{—j }

o2

Prova. Sem perda de generalidade vamos assumir p = 0.

202

P(X| > )= P{X > £} U{X < —c}) = P(X > &) + P(X < —¢) < 2exp{—52}.

O
Assim como foi feito anteriormente para o Teorema 2.1, é possivel aplicar o Teorema 2.2 para a média

empirica por meio do seguinte corolario:

Corolario 2.1. Seja {X;}!, uma sequéncia de varidveis aleatdrias o-sub-gaussianas independentes

e identicamente distribuidas com média p, entao para todo € > 0:

2 2
P(ﬂZqué?)SeXp{—gi} e ]P(ﬂéu—a)ﬁexp{—gg}-
g

Prova.
. 1 1<
Pz pte) =P (23X pe) <P (2300w 2 ),
i=1 i=1

2

1 no o
como X; é o-sub-gaussiana, entao — ' ; X; ¢ ——-sub-gaussiana, e, portanto, —-sub-gaussiana.
n n

vn

Logo, pela aplicagao do Teorema 2.2 segue que:

1 & e’n
Pl - X; — > < —— 5.
(”i:1( #) _8) _exp{ 202}

Lema 2.3 (Desigualdade de Hoeffding). Seja {X}!, uma sequéncia de varidveis aleatdrias inde-

pendentes tal que a; < X; < b; quase certamente e seja S, = > 1 1 X;. Entdo, temos que:

P(S, — E[S,] > t) < exp {-”2} .

i (bi — a;)?
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Prova.

P(S, — E[S,] > 1) = P(exp {A(S, — E[S,])} = exp{Xt})
Elexp {A(Sn — E[Sh])}]
- exp{At})
I, Efexp{ACY; — ELG])Y]
exp{At}

< ﬁexp {W} -exp{—At}
= exp {i\: i(bl —a;)* — )\t} .

i=1

2 4t
Agora basta escolher o A que maximiza exp {8 S (b —ai)? — )\t}, que nesse caso é m,
i=1\0i — &;
portanto:

P(S, — E[S,] > t) < exp {_:l(itz_a)z} .

Antes de introduzir a préoxima desigualdade que serd 1til em problemas futuros, precisamos

do conceito de divergéncia de Kullback-Leibler.

Defini¢ao 2.2. Dado um espag¢o mensurdvel (2, F) e duas medidas P e Q definidas nesse espago,

dizemos P € absolutamente continua em relagio a Q (P < Q) se P(A) = 0 para todo conjunto
A€ F no qual Q(A) = 0.

Definicao 2.3 (Divergéncia de Kullback-Leibler). Seja (£, F) um espaco mensurdvel e seja P e @

medidas definidas nesse espago. A entropia relativa de P com respeito a () € definida por:

dP

o |/ og (80 ) ar). ser<q@_[En s (5

, caso contrario 00, caso contrario

@], wr<a

Para o caso em que P e ) sao medidas discretas, assumindo p; = P(X =1i) e ¢; = Q(X =1)

a expressao acima pode ser escrita da seguinte forma:

dP d
Se P<K e < Ae P<KQ, entao definindo p = i eq= di\g’ podemos escrever a divergéncia de

Kullback-leibler utilizando as fungoes densidade:

D(P,Q) = /plog (Z) A,

Um dos resultados titeis para a presente dissertacao é o caso da distribuicao Normal:
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Exemplo 2.1. Seja X ~ N (u1,0?) definida no espago de probabilidade (R, B(R),v) e Y ~ N (uz, c?)

definida em (R, B(R), p):
ptes) < B o (1) < o ()] <= e (5

Wwﬁl e () o] = [ () v
1 = (w u log( (wu1)22;r2(xu2)2) du

>2

Ey
— /OO e*(m 7 log (e 5oz (@—pate— “2)(’3*“1*““2))) dx

,_

(®)
QU
<

g

)

= 2 log (6 552 5o (22— (N1+u2))(,u27,u1))) de

20

(m—p)? 2 _ 2
e* 4 —2x(p2 — 1) —erlpe — ) g +/ W (13 Ml)dx

Il
—
8

—o00 V2702 202 27r02 952
22 =) oy e ) =2 2 g — g (e — )’
20° ' 20 202 252 :

Além da distribuicao Normal, outra distribuicao que serd utilizada de maneira recorrente no

presente texto é a Bernoulli:

Exemplo 2.2. Seja X ~ Ber(py) definida no espago de probabilidade (R, B(R),v) e Y ~ Ber(ps)
definida em (R, B(R), p):

1 —p p1
D(v,p) =1lo 1-— + lo ,
(v, p) g (1 _p2> (1—p1) g <p2>p1

com 0 -log(-) = 0.

Agora podemos introduzir a tltima desigualdade usada na presente dissertacao, a desigualdade

de Bretagnolle-Huber.

Teorema 2.3 (Desigualdade de Bretagnolle-Huber). Sejam P e @ duas medidas de probabilidade

definidas no mesmo espago mensurdvel (2, F) e seja A € F um evento arbitrdrio. Entao:
1
P(A) +Q(A%) 2 S exp {~D(P,Q)}.

A prova do resultado acima é omitida no presente texto, podendo ser encontrada ao final do
Capitulo 14 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020).

Por fim, um dos conceitos primordiais para a constru¢ao da dinamica de funcionamento do

problema dos bandits com multiplos bragos é o conceito de kernel de probabilidade.

Definicao 2.4 (Kernel de probabilidade). Sejam (X,.A) e (Y,B) dois espagos mensurdveis. Um
kernel de probabilidade K € uma fun¢io K : X x B — [0, 1] que apresenta as sequintes propriedades:

1. Vx € X, K(z,) € uma medida de probabilidade em (Y, ).

2. VA € B, K(-,A) é mensurdvel com respeito a A.
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Exemplo 2.3. Sejam (X, A) e (Y,B) dois espagos mensurdveis, onde:
X ={a,b} e A=2%={{a},{b},0,{a,b}},
Y: {Oé,ﬁ} e BZQY - {{a}a{ﬁ}awv{avﬁ}}'

Consideramos a sequinte fungio K : X x B — [0, 1]:

K(a,{a}) =t;, K(a,{8}) =t2, K(a,
K(b,{a})=s1, K(b,{B}) =52, K(b0)=s3 K(bY)=ss.

Para que a condigdo 1 seja verificada, temos que:

t4:S4:1 € t3283:0,

t1+t2:1 e 81+82:1.

Para verificar a condicao 2 € preciso primeiramente relembrar a definicio de mensurabilidade: uma

fungio f: X — [0,1] é F-mensurdvel se VB € B([0,1]), f~(B) € F, onde:
fH(B)={zeX: f(z) € B},

dessa forma, sendo B € B(0,1])

{a} t1€B,s1¢B {a} ty€B,s2¢B
b tl B,Sl B b t2 B,SQ B
Koy = {8 OEBSER e gy = B RmEl
{a,b} tleB,SleB {a,b} tQEB,SQEB
@ t1¢B,81¢B @ tg%B,Sg%B

K(-,0) = {a,b} t3 € B,s3 € B . K(.Y) = {a, b} t4EB,54eB'
/ ls @ Byss ¢ B 0 ty¢ B,s4 ¢ B
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3 MULTI-ARMED BANDITS

Seja A o conjunto de todas as agoes possiveis (no contexto da presente dissertagao, serd
assumido que |A| é finito e A = {1,2,...,]A4]} € N). Um bandit estocastico é uma colecao de
distribuigoes v = (P, : a € A) onde P, é uma medida de probabilidade em (R, B(R)) para todo
aec A

A dindmica de funcionamento do problema do bandit com multiplos bragos consiste em um
agente que interage com o ambiente e em cada rodada t € {1,...,n} seleciona uma agdo A, € A,
sendo n o nimero total de rodadas (também conhecido como horizonte). O ambiente, em contrapar-
tida, amostra uma recompensa X; € R de acordo com a distribui¢do P4,. Sendo 2, := (A x R)" o

espaco das sequéncias de agOes e recompensas, as variaveis aleatorias Ay, X1, ..., A,, X, s@o definidas
sobre (£2,,, B(§2,)) como:

Ai(ar, 1, ..y ap, Ty) = ay, Xi(ar, 21, ...y an, Ty) = T,

para todo t € {1,...,n}. Seja P a medida de probabilidade sobre €2,, := (A x R)™ tal que para todo
te{l,...,n}:

(a) a distribuigdo condicional da recompensa X; dado Ay, Xi,..., A_1, Xy—1, Ay é Py, quase cer-

tamente;

(b) a distribui¢ao condicional da agdo A, dado Ay, Xy, ..., Ay1, Xp1 é m(-|A1, Xq, ooy Ay, Xiq)
quase certamente, onde 1, mo, . .. é uma sequéncia de kernels de probabilidade que caracterizam

o agente. A sequencia m = (7)), é chamada de politica.

O ponto (a) codifica o fato que a distribuigdo da recompensa no tempo t depende apenas da agao
escolhida no tempo t. O ponto (b) codifica o fato que a escolha da agdo no tempo ¢ depende das
recompensas e acoes passadas e que o agente nao pode utilizar observagoes futuras na decisao do

presente. E importante notar que a medida P depende da politica 7 e do bandit v.

O objetivo é maximizar a soma total de recompensas recebidas S,, = Y7 ; X;, que é uma
quantidade aleatéria que depende das acoes a das recompensas. E importante ressaltar que este nao
é um problema de otimizac¢ao uma vez que o bandit v = (P, : a € A) é desconhecido. Tudo o que o

agente sabe é que v pertence a algum conjunto £, chamado classe de ambiente.

Para avaliar o desempenho de cada braco em um problema de bandit, uma medida funda-
mental é a média empirica das recompensas, que fornece uma estimativa do retorno esperado com
base nas recompensas observadas até o momento. A média empirica fi;(t) da agdo i no tempo ¢ é
calculada como a média aritmética das recompensas obtidas ao selecionar essa acao ao longo das
tentativas anteriores. Essa medida é essencial para algoritmos de tomada de decisao, pois permite
comparar a eficiéncia das agoes e direcionar as escolhas futuras. Formalmente, a média empirica fi

de cada brago i no tempo t é definida através da seguinte expressao:

1 t
,[Lz(t) = 1 As=i X37 (31)
76 &
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onde Tj(t) := 22:1 14 4,—i) representa o nimero de vezes que a acao ¢ foi selecionada até a rodada t.

3.1 Bandits estruturados x Bandits nao-estruturados

Uma importantes distingao que precisa ser feita é entre bandits estruturados e nao-estruturados.
A caracteristica fundamental que os diferencia é a definicao da classe do ambiente £. Para os bandits
nao estruturados é assumido que &€ = X,c4M, onde M, denota o conjunto de distribui¢oes associa-
das a acao a € A. O produto cartesiano codifica o fato que quando o agente escolhe uma agao a, essa
escolha nao revela nada das distribuicoes de outras ac¢oes. Classes de ambiente tipicas para os ban-
dits ndo estruturados sdo: Bernoulli - 5 := {(Ber(tta))aca : fta € [0,1]}, Gaussiana - E5 (02) =
{(N (tta, 02))aca : pta € R}, Subgaussiana - E58 (02) := {(P,)ac : Pa 6 o-subgaussiana}. Os bandits
cuja classe de ambiente nao respeita a regra supracitada sao chamados estruturados. Para o caso dos
bandits estruturados, o agente pode tomar uma acao e obter informacao sobre a distribuicao das
demais agoes, mesmo sem té-las tomado. Na presente dissertacao serao explorados apenas bandits

nao estruturados.

3.2 Arrependimento

Um dos conceitos fundamentais no problema dos bandits com multiplos bragos é o conceito
de arrependimento (do inglés regret). O arrependimento pode ser entendido como a diferenga entre
o total de recompensas obtido caso o agente tomasse a agdo Otima (i.e.,a agdo com a maior média)
em todas as rodadas e a esperanca do somatoério das recompensas obtidas em cada uma das rodadas.

o0
Denotando por p,(v) := [ xdP,(r) a média da recompensa para a agdo a € A, temos que o

—00

arrependimento da politica 7 para o bandit v é definido como:

Ro(m,v) = nu*(v) — E LEZ Xt] : (3.2)

onde, p*(v) := max ta(v) é a maior média dentre todos os bragos e a esperanca é com respeito a P.
ac

Vale ressaltar que no presente texto sera assumido que p,(v) existe e é finita para todo a € A. Uma

forma alternativa de representar o arrependimento é por meio do uso do lema de decomposicao do

arrependimento apresentado abaixo.

Lema 3.1 (Lema 4.5 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Para qualquer politica e bandit v

com conjunto de acoes A finito ou contdvel e horizonte n € N, o arrependimento R, satisfaz:

Rﬂ(ﬂ-7 l/) = %AaE[TaOL)]a (33)

onde, To(n) := Y71 L{a,=a) conta o nimero de vezes que a agao a foi selecionada nas n rodadas e

Ay = p* (V) — po(v) é chamado de intervalo sub-dtimo.



Capitulo 3. MULTI-ARMED BANDITS 21

Prova.

> Xilpa=i + Mﬂ =E [i Zk:(/f‘ - Xt)]l{Am}]

t=11i=1

—E|E [zn: Zk:(u* - Xt)]l{AFi}IAtH =E [Zn:iE (" = X T4 i}lAtH

1

W
Il

—

o

B[S Bl —Xt>|At1] _E [iZm (B[ 1A — [XAAA)]

t=1i=1

=E > > Ta=—(u —MAJ] Z]Elzn:zk:]l{m iy (" —m)]
=B anzk:]l{m z}A] iAE [zn:]l{At z}] :iAiE[T(n)]

Lt=1 =1

3.3 Exploracao x Explotacao

Para resolver o problema dos bandits com multiplos bracos, foram propostos diversos algo-
ritmos, sendo uma caracteristica comum entre eles o objetivo de estabelecer uma politica que ao ser
adotada minimize o arrependimento. Dentro desse contexto, um aspecto objetivado pelos proponen-
tes dos algoritmos é encontrar cotas superiores e inferiores para o arrependimento, conseguindo dessa

forma ter um maior controle sobre o resultado obtido ao adotar o algoritmo.

Na literatura existem varios algoritmos que abordam esse problema, dentre eles é possivel
citar: algoritmo guloso (do inglés greedy algorithm), algoritmo e-guloso (do inglés e-greedy algo-
rithm),algoritmo Ezplore- Then-Commit - ETC e o algoritmo Upper Confidence Bound - UCB. Sendo
o ultimo um dos principais algoritmos adotados para solucionar o problema dos bandits com multiplos

bragos.

3.3.1 Algoritmo Guloso

O algoritmo guloso é o algoritmo mais simples que foca na relagdo entre exploragao e explo-

tacdo. Seu funcionamento é apresentado no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Guloso
Entrada: n, k := | A]

Escolha cada acao em A exatamente uma vez (exploragao)
Para cadat € {k+1,...,n} faga:

Escolha A; = argmax;e 4 f1;(t — 1) (explotacao)
fim-para

E possivel perceber que o Algoritmo 1 consiste apenas em escolher a acdo que possui maior

média empirica até a rodada t. Nesse sentido, é perceptivel que trata-se de um algoritmo que em um
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primeiro momento nao parece ser confiavel, uma vez que, dado que as recompensas sao aleatorias,
flutuagoes iniciais dos valores de recompensa em relagao a sua média podem incorrer na escolha de

acoes sub-6timas ao longo de todo o horizonte.

A fim de ilustrar o aspecto da confiabilidade do algoritmo, suponha um ambiente £ =
{Ber(0,5), Ber(0,8)}, evidentemente a segunda agao possui maior média, entretanto, se a primeira
amostra for 1 para a primeira acdo e 0 para a segunda, entdo a ac¢do 1 sera escolhida até o final
do horizonte, ainda que a segunda agao seja de fato a 6tima. Esse cenario ilustra o quao fragil o

algoritmo é em relacao a possibilidade de escolhas subotimas.

3.3.2 Algoritmo e-guloso

O algoritmo e-guloso é um modificacao do algoritmo guloso que tenta resolver a fraqueza
apresentada pelo ultimo por meio da atribuicao de uma probabilidade € de que o algoritmo selecione
uniformemente qualquer uma das agoes contidas no conjunto de agoes A. Uma descricao detalhada
de seu funcionamento é apresentada no Algoritmo 2, sendo perceptivel que, dada sua construcao,

sempre se torna possivel que o algoritmo nao fique eternamente preso em uma agao sub-6tima.

Algoritmo 2 e-guloso
Entrada: n, k := |A|,e

Escolha cada agdo em A exatamente uma vez
Para cada t € {k +1,...,n} faca:

argmax;c 4 fi;(t —1)  com probabilidade 1—¢

Escolha A; = i .
uniformemente em A com probabilidade ¢

fim-para

Cabe ressaltar que, apesar de ser uma possivel solu¢do para o problema apresentado pelo
algoritmo guloso, o algoritmo e-guloso introduz um novo parametro € que precisa ser ajustado de
maneira adequada, sendo essa uma tarefa de bastante importancia, pois escolhas elevadas de ¢ levam
ao algoritmo escolher agoes sub-6timas de forma desnecessaria, por outro lado, escolhas de valores

baixos para € podem levar o algoritmo a ficar preso em ag¢oes sub-6timas por longos periodos.

Resultados envolvendo limitantes superiores para o algoritmo e-guloso podem ser encontrados
em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020).

3.3.3 Algoritmo Explore-Then-Commit (ETC)

O algoritmo ETC pode ser visto como uma evolugao natural do algoritmo guloso, haja vista
que, por meio da observagao de seu funcionamento apresentado no Algoritmo 3, nota-se que ainda se
baseia na escolha da agdo que apresenta maior média empirica, porém, durante a fase de exploragao,
o algoritmo consiste em selecionar cada uma das a¢des um numero fixo de vezes e em seguida, na
fase de explotagao, é realizada a escolha da acdo que apresentou maior média empirica na fase de

exploragao para ser executada pelo resto do horizonte.

De maneira especifica, considera-se um conjunto .4 de agoes onde |A| = k, o algoritmo ira

explorar cada uma das k acoes m vezes antes de selecionar a que apresenta maior média empirica,
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onde 1 <m < # é um parametro do algoritmo.

Algoritmo 3 ETC
Entrada: m,n, k = | A
Para cada t € {1,...,n} faca:

(t mod k)+1, set<mk (exploragao)

Escolha a acao A; tal que A; = K ~
arg max; fi;(mk), set>mk (explotagao)

fim-para

Conforme mencionado na introducgdo do presente texto, um dos interesses principais ao esta-
belecer um algoritmo é ter controle sobre o arrependimento. Dessa forma, o Teorema 3.1 oferece um
limitante superior para o arrependimento dependendo apenas do horizonte n, do niimero de vezes
que cada agao sera selecionada no periodo de exploragao (m), do nimero total de agoes e do intervalo
sub-6timo de cada acdo (4;), onde A; = u* — p;, sendo p* a média da agdo dtima e p; a média da

1-ésima acao.

Teorema 3.1 (Teorema 6.1 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Assumindo o algoritmo ETC

com 1 <m < n/k e um ambiente E,. (o), seque que:

k k 2
R, < mZAH—(n—mkz)ZAiexp{—mAi }

2
i=1 i=1 4o

Prova. A ideia da prova se concentrard em primeiramente encontrar um limitante superior para o
nimero médio de vezes que cada acao é selecionada e, através do Lema 3.1, encontrar um limitante
superior para o arrependimento. Com base no Algoritmo 3, dado m e n é possivel representar T;(n)

da seguinte forma:

Ti(n) =) Ly =m+ > Ty =m+n—mk)li,,. -
s=1 s=mk+1

=m+ (n - mk)]l{ﬂi(mk)Zmax#j fj(mk)}s
por meio dessa representacao é possivel obter o nimero médio de vezes que cada acao seré realizada:

E[T;(n)] = E[m + (n — mk) Lz, (mk) >max;s; p;(mr)}] = m 4 (n — mE)E[L g, (mk) >max;z; p;(mk)}]
—m+ (0= mk)P (i (mk) > max iy (mk) )
i#j

Sem perda de generalidade, serda assumido que a acao 1 é oOtima, dessa forma, intuitivamente é
esperado que a média empirica da acao 1 seja maior que a média empirica das demais agoes, nesse
sentido, o pior cenario possivel ocorre quando a média empirica de uma agdo ¢ # 1 é maior que a

média empirica da agao 1, nesse caso,
P (ju(mk) > max iy (mk) ) < P(imk) > s (mk), (3.4)
i#]

essa relacao é valida porque i (mk) < max;; fi;(mk), ou seja, se o maximo é o préprio fi; (mk), entao
fu(mk) = max;.; fi;(mk) e temos a igualdade, caso nao seja, entdo fi;(mk) < max;,; fi;(mk), o que

nos leva a concluir que: fi;(mk) < fi;(mk) <= max;.; i;(mk) < ji;,(mk), garantindo dessa forma
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que P (f1;(mk) > max;,; fi1;(mk)) < P(f;(mk) > fiy(mk). Utilizando a Equagao (3.1) é possivel obter

o seguinte resultado:

" ST A a,=iy Xe

J(mk) = : )

fii(mk) To(mhk)

Pela definigdo do algoritmo, segue que T;(mk) = m, além disso, considerando um ambiente & =

EEcun(0), segue que X; é o-sub-gaussiana para todo t. Como

mk mk
W lia,-nX X
[Ll(mk> — thl {At—} t _ § ]l{At:Z}7t7
=1 m

m

o
e {X;}, s@o independentes. Segue pela Proposi¢ao2.1 que ﬁ é %—sub—gaussiana, portanto:

mk X o?  o? o? s Xi , 0
E Tia=y—¢€ | — +— + -+ —-sub-gaussiana —> E Ta—y— ¢ -sub-gaussiana,
o m m m m = m  \/m

m vezes
garantindo, também por meio da Proposicao 2.1 que:

(ﬂ,(mk) — ui) é L—sub—gaussiana e (ﬂl(mk) — m) é L—sub—gaussiana,

vm vm

o que por fim garante que:

202

m

(ﬂz’(mk’) - ﬂl(mk)) é

Utilizando o Teorema 2.2, segue que:

-sub-gaussiana.

P(i(mk) > fn(mk) = P (islmk) — s — (s (k) — ) = A7) < exp { —2 :am{—mAi}

2.2
m

Unindo o resultado acima com o encontrado em (3.4), é possivel encontrar o seguinte limitante

superior para E[T;(n)]:

Mnmngm+m—mep(ﬁﬁa,

402
consequentemente, também é possivel definir um limitante superior para o arrependimento por meio
do Lema (3.1):

k k 2
R, < mZAi—I— (n—mk:)ZAiexp (—mAi)
i=1

2
i=1 do

Em linhas gerais, o limitante superior oferecido pelo Teorema 3.1 garante que, para o algoritmo
ETC, o arrependimento é sempre menor que algo que cresce linearmente em n, onde, a primeira
parcela da soma evidencia o arrependimento decorrente do periodo de exploragao, enquanto a segunda

parcela se relaciona ao arrependimento durante o periodo de explotagao.

Uma maneira de visualizar o resultado acima é considerar um caso basico em que k = 2. Para
esse caso especifico, assumindo a a¢ao 1 como 6tima, temos o seguinte resultado:

2

A A2
R, < mls + (n —2m) exp (—m 2>A2 < mAg +nexp (—m 2>A2.

402 402
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Neste caso, uma escolha possivel para m é escolhe-lo de forma a minimizar o valor a direita da
desigualdade acima, obtendo assim o m que promove o menor limitante superior. Dessa forma,

definindo

PN
f(x) = 2As + nexp <—4022> Ay, (3.5)
segue que:
of A3 rA2
83;_A2<1_n4026}{p 02 |
portanto,
2 CL’AQ 2 IAQ
AV (1 — nﬁexp (—;)) =0 =1 —nﬁexp <—422> =
N TA2 1 TA2 | 1 TA2 | nA2
ex —_— = —= =10 T/ a 0
P\ 7 402 nA3 402 & nA2 402 &\ 402
402 42
N 402 l nA3
r=——log|—=
A3 8\ 102 )

4o nA2 nA2
R, < —log <402> + nexp (— log (402 As.

Dessa forma, é possivel notar que para o caso em que k = 2, a escolha de m apresentada
garante um limitante superior que cresce de maneira logaritmica a medida que n aumenta. Sendo
esse um resultado melhor que o encontrado inicialmente no Teorema 3.1, evidenciando que a escolha

de m é um fator de grande importancia.

3.3.4 Algoritmo Upper Confidence Bound (UCB)

O algoritmo UCB, assim como o ETC, também se concentra na relagdo entre exploragao e
explotagao, mas, diferentemente do tltimo, realiza essas etapas de maneira simultanea, assim como

apresentado no Algoritmo 4.

Algoritmo 4 UCB
Entrada: n, k,6 € (0,1)

Escolha cada acao A; exatamente uma vez (exploragao)
Para cadat € {k+1,...,n} faga:

Calcule UCB;(t — 1) = p;(t — 1) +

Escolha A; = argmax;(UCB;(t — 1))
fim-para

21log(1/6)

Tt —1) (exploragdo/explotacio)

A definicao do Algoritmo 4 surge de duas principais ideias:

1. Selecionar a acdo com maior média empirica.
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2. Evitar que agoes sub-0timas sejam selecionadas perpetuamente.

O primeiro ponto é de fato coerente, uma vez que, pela lei dos grandes ntimeros, espera-se que, para
amostras grandes, a média empirica convirja para a verdadeira média. No entanto, no presente cenario
esse tipo de raciocinio precisa ser tomado com bastante cuidado, uma vez que deve ser aplicado a

todas as agoes, dessa forma, se uma acao for escolhida poucas vezes, nao é possivel ter nenhuma
21og(1/06)
Ti(t — 1)
amostrada de maneira sub-representativa.

garantia. Portanto, a adicao do termo visa garantir que nao ocorra de alguma acao ser

Dessa maneira, se uma acao ¢ selecionada um menor nimero de vezes em relagao as demais,
2log(1/9)
Ti(t —1)
dessa agao perante as demais. Ainda nesse sentido, é possivel verificar versoes diferentes do algoritmo
UCB, como por exemplo a apresentada em (BUBECK; CESA-BIANCHI, 2012) em que aparece o

termo log(¢) multiplicado por um fator o no numerador ao invés do log(1/0), contribuindo assim

entao T;(t—1) serd pequeno, tornando, consequentemente, grande, favorecendo a selecao

para que conforme o ntimero de iteragoes do algoritmo aumente, maior seja a chance de escolher

agoes pouco escolhidas.

J& a parte de explotagao é representada pelo termo fi;(t — 1), refletindo no fato de que quanto

maior o nimero de amostras geradas ao longo da execugao do algoritmo, menor sera a influéncia

2log(1/0
do fator T(f(/l))’ fazendo com que a média amostral impacte de forma mais preponderante na
Wt —
escolha da acdo. E importante ressaltar que, apesar disso, escolhas muito pequenas de § podem fazer
2log(1/6)

com que o termo domine e o algoritmo acabe explorando demais.

Tt —1)

2log(1/6 2log(1/0
0g(1/9) decorre do Teorema 2.2 ao definir € = M. Além

T;(t—1) T;(t—1)
disso, deve ser notado que, nesse caso, T;(t — 1) é uma varidvel aleatéria e ndo uma constante assim

como definido no Teorema 2.2. No entanto, de acordo com (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020) isso

se trata apenas de uma tecnicalidade.

O surgimento do fator

Focando especificamente em um ambiente sub-gaussiano, por meio do Teoremas 2.2 é possivel

definir:

202 log(1/6)

UCB(t=1) = fult = 1)+ || 51y

A partir disso e de acordo com a discussdao promovida para o algoritmo ETC, no caso do
algoritmo UCB também estamos interessados em saber quanto, em média, cada agao sera selecionada
ao longo da execucao do algoritmo e, através disso, ter controle sobre o arrependimento. Assim como
visto na secdo anterior, com efeito ndo é possivel obter diretamente um ntmero fixo para cada um

desses objetos de interesse, sendo necessario obter limitantes.
Teorema 3.2 (Teorema 7.1 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Considere um ambiente

EEcun(0), 6 = 1/n? € que a politica adotada siga o algoritmo UCB, entdo:

k 2
Ro<3Y At Y 160 log(n)‘

i=1 i:A; >0 A;
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Prova. Diferentemente do abordado em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020), esta dissertagdo nao

se limita ao caso especifico de o0 = 1.

Para provar esse teorema, primeiro se faz necessario introduzir algumas notagoes que serao

utilizadas ao longo da prova.

Sera, definido por { Xy }ien)ici) @ colegao de varidveis aleatérias independentes, onde cada
elemento Xy; representa a recompensa obtida ao tomar a acao ¢ no tempo t. Além disso, sera utilizada

a seguinte defini¢ao: .
fie = i; X, (3.6)
Sera assumido sem perda de generalidade que a agao 1 é a melhor acgao.
Definamos o seguinte evento:

2
€mn

U;

Onde u; é uma constante que sera definida posteriormente. Em palavras, GG; é o evento onde p nunca
¢ subestimado pelo limitante superior da primeira agao, ou seja, o limitante superior em qualquer
tempo t estd sempre acima de py. Ao mesmo tempo, o limitante superior para a média da acao i

depois de u; observacgoes serem realizadas ¢ inferior a pi;.

Nesse caso, se faz necessario provar que:

1. Se G; ocorre, entao a agao i sera selecionada no maximo u; vezes, ou seja, T;(n) < u;.

2. O complementar de G; (G¢) ocorre com baixa probabilidade.

Sabemos que sempre é verdade que T;(n) < n, etdo podemos escrever:
E[Ti(n)] = E[]l{Gi}Ti(n)] + E[Ti(n)]l{ag}] < u; + nP(GY).
Nessa desigualdade estamos usando o fato de que quando G; ocorre, entao T;(n) < u;, ou seja:
Licy =1=Ti(n) < u,;
o que pode ser verificado da seguinte forma:

Vamos supor que a proposi¢ao acima seja falsa, ou seja:
(Lieyy = 1) e (Ti(n) > w),

por definicao:
2021og(1/6)
UCB;(t—1,0) = pi;(t —1 —
(1= 1,0) = flt = 1)+ | “ s
Suponha que T;(n) > wu;, isso significa dizer que a acao ¢ foi selecionada mais do que u; vezes ao longo
das n rodadas, entao deve existir uma rodada t € [n] onde T;(t — 1) =wu; e Ay =i e:
UCB;(t —1,0) = fiju, +

7

2021og(1/6)
U; .

Pela definicao de G; segue que:
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« UCB;(t—1,8) <w

« UCBi(t—1,8) < UCBy(t — 1,5)

Pela definicao do algoritmo, A; = argmax; UCB;(t — 1,9) # ¢, uma vez que serd igual a acao 1 ou

outra acao diferente de i, o que é uma contradi¢ao e, portanto:
]I{Gi} =1 = Tz(n) < uj;.

Para provar o ponto 2, temos que, por defini¢ao:

ten]

20%10g(1/6) _ Ml} |

Us

Focando apenas no primeiro conjunto {y; > minep,) UCB1(t,6)}, temos que:
{Ml > {H[H]l UCB;(t, 5)} C {Ml > mﬁﬂls +
en sEen

= U {MlZﬂls—l— MM}

202 log(l/é)}

s€[n] §

portanto:

P (,lh > minUCBl(t,6)> <P ( U {Ml > [y, + MM})

te(n] seln] S
" 202 1log(1/6
SZ]P(M1Zﬂ15+ UOgW)STL(S-
s=1 s

Focando agora no segundo conjunto e assumindo u; suficientemente grande tal que:

2
A - [20%1og(1/4)) S A,
%

para um ¢ € (0,1) a ser escolhido posteriormente. Usando o fato que py = p; + A, segue que:

U U

2 2

2
:]P(/}mi_uiZAi_ 2010g<1/5>>
Uj

2 A2
<P (flju, — pti > cA;) < exp (_uzc l)-

202

Juntando ambos os resultados:

A2
P(GS) < nd + exp <—UZC ’),

202

e, portanto:

202

E[T;(n)] <u;i+n <n5 + exp (—uiCQAlz)) .
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A escolha de u; permanece em aberto. Uma escolha natural é escolher o menor inteiro tal que a

seguinte relacao se faz verdadeira:

Mzc&ﬁ— MZA

A ey
N %QIOEWSAZ-U—C) — WSA?O_CV

20%log(1/9)) _
A—p ="

Logo, a escolha natural de u; é
o 202 log(1/6))
A =02 |

1
Escolhendo 6 = — e escolhendo u; da forma estabelecida acima, segue que:
n

c? log(n2)> _ {202 log(n?
(1—c)?

2

E[T;(n)] <wu;+ 1+ nexp (—

202 log(n?)) 1— 2
= _— 1 (1_0)2 .
{ AZ(1— o) +1+n

AZ(1 —¢)?

Escolhendo ¢ = 3

202 1og(n?)) 1 160%log(n) 1 1602 log(n)
E[Tz(n)]g{o%lzi +1+* 7A12 +1+ﬁ§3+7A% .
Utilizando o Lema 3.1:
1 1
ﬂy<3zA4-2360;ﬂ)

1:A;>0

)))w + 1+ n(exp (— log(n2)))W

U

Dessa forma, ao adotar o algoritmo UCB tem-se que o arrependimento é sempre inferior a algo que

cresce de forma logaritmica, independentemente da escolha do ¢, sendo essa uma vantagem obtida em

relacao ao algoritmo ETC, que depende da escolha de m para ser possivel obter uma cota sub-linear.

3.3.5 Algoritmo UCB Assintoticamente Otimo

O algoritmo UCB assintoticamente 6timo tem seu funcionamento bastante similar ao UCB

comum, entretanto, se diferencia na escolha do parametro 0, garantindo, dessa forma, um limitante

superior assintoticamente menor do que o encontrado anteriormente. O funcionamento do algoritmo

¢ descrito através do Algoritmo 5.

Algoritmo 5 UCB Assintoticamente Otimo

Entrada: n, k := |A|
Escolha cada acao em A exatamente uma vez
Para cadat € {k+1,...,n} faga:

Calcule UCB;(t — 1) = f;(t — 1) +

Escolha A; = arg max;(UCB;(t — 1))
onde f(t) =1+ tlog?(t)
fim-para

21og(f(t))
Ti(t = 1)
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Antes de encontrar um limitante para o arrependimento e verificar que de fato é menor que

o encontrado para a versao inicial do algoritmo, se faz necessario verificar o seguinte lema:

Lema 3.2 (Lema 8.2 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Seja {X;}, uma sequéncia de va-

ridveis aleatorias independentes e 1-sub-gaussianas, € > 0 e a > 0. Definamos E(t) = {ﬂt + 27“ > 5},
1
com iy = n St X, e as sequintes quantidades:
= Z 1g

t=1

+ Z 1w, onde u = 2ac 2.
t=[u]

Entao vale: 5
Ek] <E[K] <1+ g(a + Vma+1).

Prova.
“ 2 n t 20\ 2
B < B = 5P (o2 ze) <t 3 en{ Lo 2V
t=Tu] t arn 2 t

E possivel aproximar e limitar a soma apresentada acima através da técnica de substituicao da soma

T L R S

t=[u]

por uma integral:

por sua vez, a ultima integral pode ser limitada por:
2
) 12 — ot |22 + 2a
[Teo{ =gt yT) Ja= [ O
exps — =le— 1/ — = exp { —
W P ¢ L P 2

/uoo {_a\/%(e\/?t —22\/%) + Qa}dt

S/:Oexp{ (evt 2@) }dt,

Fazendo a mudanga de variavel s = eVt — v/2a temos:

/:’exp{ (e Vi 2@)} /;meXp{_

oo 52 28+ s2) 2v/2a d
= expl —— p— +exp{ ——
0 P 2 | e2 P 2 g2

s%) 2s 00 s2) 2v/2a

2} d$+ eXp{_Q}ﬁdS

24/2 00 2

E )
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Fazendo a mudanca de varidvel k = s? na integral que compde a primeira parcela da soma:
00 s?) 2s k 1 A )
e ——r—ds = — e —— dk— —2e = —.
/oXp{252 /sz P, T e
Para a integral que constitui a segunda parcela da soma, o resultado pode ser obtido diretamente
pela definicao de funcao densidade de probabilidade da distribuicio Normal padrao. Dessa forma,

2

escolhendo u = 2ac™* segue que:

4\/a7r

E[k] <1+ 2ae7? + 5+ =1+2e"%(a+ 1+ Vanm).

A partir do Lema 3.2 podemos verificar o Teorema 3.3.

Teorema 3.3 (Teorema 8.1 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Assumindo um ambiente

EE cun(1) € assumindo o algoritmo UCB Assintoticamente Otimo, a sequinte desigualdade € statisfeita:

R, < Y inf A 1+5+2(1°g(f(”)+ mlog(f(n)) +1)

ec(0,8,) 2 (A; —¢)?

2:A;>0

Prova. Primeiramente, se valendo da defini¢ao de T;(n) temos que:

n n n

HOED R IITES | ., 1 o
t*Z} - A 2log(f(t 2 log(f(t 1
= =1 {,ul(tfl)+ Tlgéflf)ﬁﬂl’s} t=1 {’“ (t—1)+ T(ﬁifl)))szg e At—Z}

onde o resultado acima é verificado uma vez que apenas a func¢ao indicadora da segunda parcela da
soma leva em consideracao o fato de que A; = i. Para realizar a prova, primeiro sera verificado um

limitante superior para a primeira parcela da soma e em seguida para a segunda parcela.

Para a primeira parcela temos que:

E

” ” 2log( /(1)

1 =Y Plut—-1)+,| —r—~ <t—c¢|,
; {ﬂl(t—l)+mﬁu1—a}] ; (lul( ) Tl(t _ 1) >
pela Equagao (3.1) temos que:

bt 1) + 2log(f(t) _ _3p ZXlﬂ{A‘”’JF 2log(f(1)) _ .
= Tit—1) = Tt —1) nt—1 ~Mcf

t=1 t=1

Usando o fato de que T(n) < n temos que:

2 Xy 2log(f(t))

< _
T(t—1) Tt—1) ~M—°
, 1J 2log(f(t
= Jj€[ln]: EZXull{Aszl} + gEf()) < 1€,
u=1
dessa forma:
n (S Xy 2log(f(1)) - : 1 X 2log(f(1))
P 5 > + < —c] < P(3jell,n: ="+ | —2—2 < —¢

I
WE

J

-
Il

1

P(U {Zi:%xul . 2log§f(t)) Sm_g}),
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Utilizando a cota da unido:

ipw {23;1.)@1+ 2log(f (1)) Sm_g}) Szilp(zf;l'xm ., 2log§f(t>> SM_E)’

P j j

Utilizando (3.6):

iiP(zz“l.X“lJr 2log(f(1)) Sm—&‘) _iip(ﬂlﬁ Wgul_&.)

t=1 j=1 J J

J

= iiP <—(ﬂ1j — ) > (5+ 210g(.f(t)))> :

A partir disso, utilizando a Proposicao 2.1 segue que fi1; — 11 € f sub-gaussiana e, ainda por meio

da mesma Proposigao, segue que —(fiy; — 1) é %—sub—gaussmna, portanto:

2
(f®)

e (s (T g o [T

J t=1j=1

j<52 + 26, [ Hesls () +210g§f(t)))

=3 S ewd - :

2log('f(t)) + 2j log(f(t))
J

n on ) 2]8
—ZZexp{—j;}eXp — d 5

Além disso,

A desigualdade acima é valida uma vez que:

m<1 = zexp{—z}+exp{—2} <1 = 1+ <exp{z}.
Ademais,
> =2 1Y s <14 s
o/t = 1—|—t10g (t)) = (14 tlog(t)) i=1 tlog(?)

o1 1 7° 1
z1+/ . _dt~1+lim |— - ~ 2,44,
2 tlogQ(t) fd [ log(:L')]2 log(2)
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portanto,
)
)

<=
g

n
o DR R =

Para encontrar um limitante superior para a segunda parte,
n

1
Z {ﬂl(t71)+ %f()»kul —ce A= z}

t=1

1 =E 1
B szz:l {ﬂisﬂ/ Qk’g(_f(’mZm—E} 52::1 {ﬂis—mﬂ/ thg(SMZm—m—E}
L 2
- Z ]l{ﬂisuﬂr\/K W>Ai5} = m (10g(f(n)) " Wlog(f(n)) i 1> ’

s=1

E

onde a ultima desigualdade segue do Lema 3.2. Por fim, juntando os dois resultados temos que:

Tn) < %41+ (Ai) (1og((m)) + /mlog(f(m)) +1).

Utilizando (3.1) e tomando ¢ = log™"/*(n):

Z A, ( +1+(A22_6)2(10g(f(n))—|—\/7rlog(f(n))—|—1>>

zA >0
. 5 2
< i;Az;>0 56%&21_) A (62 +1+ B o (log(f(n)) +/mlog(f(n)) + 1)) _

O
Com efeito, é possivel mostrar que o limitante apresentado no Teorema 3.3 é menor, assintoticamente

em n, que o oferecido no Teorema 3.2, para evidenciar isso serd considerado um ambiente Eggau(1)-

Retomando o limitante superior oferecido no Teorema 3.3 temos que:

Ro< S e a1 2y 2osl) T rios(sn) +1)

1 —
e€(0,4,) + g2 + (AZ — 5)2 ’

:A;>0
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onde f(n) =14 nlog®(n). Escolhendo € = aA; com a € (0,1), temos que:

5 2(log(f(n) +y/mlog(f(n)) +1)
= Z inf A;|1+ >+ 5
;>0 a€e(0,1) (OéAZ) (Az — OéAl)
5 2(log(f(n))+ /mlog(f(n)) +1)
= Z A; + inf o T 5
%0 ac(0,1) | a2\ A1<1 — Oé)
2log(f(n))+24/mlog(f(n))+1 5
(1—a)? + a2
= Z A; + inf
a0 a€(0,1) A;
2log(f(n))+2+/mwlog(f(n))+1 i 5
= Az -+ lnf (170{)2 o’
z':AZZ~>0 i:§>0 a€(0,1) A;

2log(14+nlog?(n)) 24/ log(1+nlog?(n)) + 1 + 5
— 2 — 2 — 2 a?
:ZA+Zlnf (1-a) (1-a) (1-a)
:A;>0 zA>Oa€01) A'L
log(14-n log2(n)) wlog(14nlog?(n)) 1
=Y A Y e 2loel) TOmer T Ger T ap taw
:A; >0 1A >0« 1) AZ log(n)
além disso, temos que:
o nlog?(n 7l nlog?(n
hm 1 g(la_lo[;%( )) Og((llj-a);g ( )) + 2(1ia)2 _|_ % B hm 1 log(n log + \/ﬂ' lOg nlog ( ))
S log(n) T (= a) 1og< )
1 ~ log(n) + 2log(log(n)) + \/7r (log(n) + 2log(log(n)))
T (I—ap e 1og< )
1 . log(n)  2log(log(n \/7T (log(n) + 2log(log(n))) 1
=—— lim + = )
(1 = @) n=oelog(n) log(n ) log(n) (1—a)?
Portanto: 2log(n)
og(n
R, < A; + ———— quando n — oo.
zAZ>O ZAZ>OQE(O 1 A; (1 04)2 a

Dessa forma, observa-se que o principal beneficio da cota fornecida pelo Teorema 3.3 estd na reducgao
da constante multiplicativa, no entanto, esse ganho é obtido de maneira assintotica, o que justifica o

nome do algoritmo.

3.3.6 Limitantes inferiores

De acordo com (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020), existem essencialmente dois tipos de co-
tas inferiores: aquelas que, para qualquer politica, focam em informar uma instancia de um problema
de bandit na qual o arrependimento é no minimo L, sendo essas chamadas de cotas inferiores de pior
caso. O outro tipo consiste em, dada a politica, entdo seu arrependimento em qualquer instancia v
é no minimo L(v). Ainda de acordo com os autores, apesar do segundo tipo ser mais forte, é preciso

salientar que apenas funciona com politica especificas.
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Antes de encontrar os limitantes inferiores, é preciso primeiro definir o arrependimento no
pior caso!, sendo esse definido da seguinte maneira:

Ry(m, &) :=sup R, (m,v). (3.7)

vesé

A partir disso, denotando por II o conjunto de todas as politicas, é possivel definir o arrependimento
minimax da seguinte forma:

R (€)= ;glfI R, (7, €&). (3.8)

Uma politica é chamada de minimax para um ambiente £ se R, (7, &) = R}(€). Um dos resultados

principais envolvendo as cotas inferiores de pior caso é apresentada no Teorema 3.4.

Teorema 3.4 (Teorema 15.2 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Seja k > 1 en > k — 1.
Entao, para qualquer politica m e para um ambiente EF,, (1), existe um vetor de médias p € [0,1]% e

uma instancia de bandit v, na qual o i-ésimo brago seque a distribuicio N (u;, 1), tal que:

Ru(m,v,) > 217\/(1@ “ .

Uma vez que o teorema se aplica para qualquer politica 7 e que v, € &, (1), o resultado

acima também garante que:

L
27

Antes de provar o teorema acima, é preciso apresentar um resultado auxiliar.

R:;(géau) > (k - 1)“

Lema 3.3 (Lema 15.1 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Sejav = (P4, ..., P) a distribuicio
da recompensa associada a um bandit com k bragos, e seja v = (Py,...,P) a distribuicio das
recompensas associadas a outro bandit também com k bragos. Fixada uma politica © e sendo P, = P,
e P, = P,, medidas de probabilidade no modelo de bandit definido na Secio 3 induzidos pela

interconezxdo entre m e v (respectivamente, w e V' ). Entao:

k
D(P,,P.) =) E,[T;(n)D(P;, F)).

i=1

Prova. [Prova do Teorema 3.4] Para provar esse teorema, primeiro fixemos uma politica m qualquer
e seja A € [0,1/2]. Por simplificacdo, vamos assumir um ambiente &, (1) com vetor de médias
o= (A,0,0,...,0). Selecionemos outro bandit que seja dificil de distinguir do primeiro e que ao

mesmo tempo possua vetor de médias proximo.

A ideia por detras dessa estratégia recai nos conceitos de similaridade e competicao. A com-
peticdo esta relacionada ao fato de que uma sequéncia de agoes que é boa para uma instancia de
bandit, nao é boa para outra. Ja a ideia de similaridade se relaciona ao fato de que as instancias
devem ser proximas o suficiente para que a politica interagindo com qualquer uma delas nao seja

capaz de identificar o verdadeiro bandit com acuracia estatistica razoavel.

L Esse nome é proveniente do fato que de se tratar de um cendrio em que se deseja obter a instancia que maximiza

o arrependimento por uma politica fixada.
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Dado isso, o vetor de média do segundo bandit (x') serda definida como sendo igual a do

primeiro, exceto na acao que o primeiro explora menos, sendo esse vetor definido da seguinte maneira:

2A, caso contrario.

, {ﬂj, sej #1;

onde
i = argmin E[T;(n)].

A partir do Lema 3.1, segue que:

Ry (m,v) = 2;4 AE[To(n)] = A(n — E, [Ty (n)]) = A(n — B [Ty (n) (L izy(my>n/2) + Lizymy<ns2y)])

= A(n = (B, [T1(n) Ly ny>n/23] + Eu[T1(0) Ly y<ny23]))
> A (n 0Py (Ty(n) > n/2) = & - Py(Ti(n) < n/2))

n

=An(l = P,(Ti(n) >n/2)) — A= -P,(T1(n) <n/2)

2
= An(By(Ti(n) < n/2) ~ AL - B(Ty(n) < n/2) = S (Tin) < n/2))

Além disso,

Rn(ﬂ', l/,) = %AQEI/ [Ta(n)] Z AlEV/ [Tl (n)] Z (QA — A)E,/ [Tl(n) . ]l{T1(n)>n/2}]

n An
> A- E, [21{T1(n)>n/2}:| = TIPV’(TIOL) > n/2)

logo:
Ry(m,v) + Ru(m, V) > Ag (P,(Ti(n) < n/2) + Pu(Ti(n) > n/2)).
Aqui podemos pensar em A = {T(n) < n/2} e A°={T1(n) > n/2} e aplicar o Teorema 2.3:
Ry(m,v) 4+ Ry(m, V') > n4A exp{-D(P,,P,)}.

Utilizando o Lema 3.3: i

D(P,.P,) = Y E,[T,(n)D(B, P)).

portanto,
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e retornado a expressao anterior:

A 2A2
R, (m,v,) + Ru(m, ') > n4exp{— n}

k—1
Escolhendo A = /(k —1)/4n < 1/2:

n (k—l)/4n)exp{_2(k—1)/4)}: n(k —1)

/
>
Ralm,v) + Ru(m, ) 2 2 —

= 2max(R,(m,v), R,(7,V"))

vV
@}
s
o)
—~
|
—_
~
[\
-

Dentro da tarefa de encontrar limitantes inferiores para a medida de arrependimento, a nogao
de consisténcia de uma politica desempenha um papel fundamental. A consisténcia de uma politica
7 em relacdo a uma classe de bandits £ é uma propriedade que garante que, a medida que o niimero
de interagbes n cresce, o arrependimento acumulado R,(m,v) cresce a uma taxa assintoticamente

mais lenta do que qualquer poténcia nP, para p > 0.

Definicao 3.1. Uma politica m € dita consistente para uma classe de bandits £ se para todo v € £ e

p > 0 € verificado que:
. Ry(m,v)
lim ———=

n—0o0

= 0.

A partir disso, é possivel estabelecer uma cota inferior que se encaixa no segundo tipo apre-
sentado no inicio da presente secdo, ou seja, uma cota inferior que, dada uma politica 7, entdao o
arrependimento em qualquer instancia para essa politica é no minimo um valor que depende apenas

da instancia, sendo essa apresentada no Teorema 3.5.

Teorema 3.5 (Teorema 16.2 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Seja &€ = My x -+ x My e
7 € Heons(E) uma politica consistente, onde My, ..., My, sao conjuntos de distribuicoes com médias

finitas. Entdo, para todo v = (P;)¥_, € € seque que:
Ry (m,
lim inf LV)

> (v, ), (3.9)

A;

onde c*(v,&) = I (P M)

2:A;>0
WS = MmaX;e(x] pi(v).

com dig(P,p*, M) = infprep{D(P,P") : n(P) > p*} e

Prova. Seja d; = di(P;, p*, M;). Fixemos uma acao subdtima i, seja ¢ > 0 arbitrario, v/ =
(P)k_; € & um bandit tal que P; = P; para j # i e P/ € M, seja tal que D(P;, P}) < d;+¢ e
pu(P!) > p*, que existe pela defini¢ao de d;.

Aqui é possivel notar similaridade com a prova do Teorema 3.4, a principal diferenca é que
na prova anterior foi definido que a primeira agdo do primeiro bandit era a 6tima e possuia média A.

Seja 1/ € R¥ o vetor de médias das distribuicdes de v/. Utilizando o Lema 3.3 temos que:

D(IPWU ]Pl/,ﬂ') S EVW[E(”)](d’L + 8)'
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Utilizando o Teorema 2.3 segue que:
1 1
Pun(A) + Pur(A%) 2 S exp {=D(Pur, Puin} 2 5 exp {~Eur[Ti(n)](d; + ) }-
Dessa forma, assumindo ¢* como a agdo 6tima (no ambiente v):

R, + R/n = Z Aa,uEV [Ta] + Z Aa,V’EV’ [Ta]

acA acA
2 < min Aa V) Z Ey[Ta] + Az* I/’El// [ﬂ*]
a€Aatit ’ a€A:atix 7
=( min A,,|E, T, + (u; — p*)E [T
(ae min A, ) e.Az:;é (1; = 1) B T3]

n ’ ~ . v .
Definamos A = {Zae Aatit Lo > 2}, dessa forma A° é o evento em que a acao i* é selecionada no

maximo 5 vezes. Além disso, através da desigualdade Markov é possivel notar que:

Y OB =E | Y T|>Zpa)
acA:aix acA:aix 2
Além disso,
E[T:] > E[T 1. >ny] > g]P (TZ > Z) = g]P(AC).

Dessa forma, se valendo do Teorema 2.3,

R, + R, > min {n;éig N M*} 2 (Py(A) + Py (A))
1
> 1 min {H;igl AR ,u*} exp {—E,[Ti(n)(d; +¢)]} .

Reorganizando os termos e tomando o limite inferior dos dois lados segue que:

log (n min{min,z;+ A, ., p — ,u*})

. /
lim inf Eyr[Ti(n)] > lim inf ARy + 1)
n—oo log(n) d; +¢ n—=oo log(n)
_ 1 —limsu log(Rn + Fy) ) _ 1
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4 EXPLORACAO PURA

De acordo com (BUBECK; MUNOS; STOLTZ, 2009), a primeira aplicacdo do problema de
multi-armed bandits foi feita no ramo da realizacdo de ensaios clinicos. Nesse contexto, em um cenario
de uma doenca grave, apenas pacientes doentes sao incluidos no ensaio, dessa forma, uma escolha
incorreta do tratamento adotado pode gerar a perda de uma vida. Nesse cenario, fica claro que se
torna importante minimizar o arrependimento acumulado, uma vez que a fase de teste e de cura
coincidem. Por outro lado, ainda de acordo com os autores, para produtos cosméticos, existe uma
fase de teste antes que o produto seja lancado, o que acaba favorecendo o objetivo de minimizar
o arrependimentos do produto comercializado ao invés de minimizar o arrependimento acumulado

durante a fase de testes, que é irrelevante.

Com isso, surge o campo da exploracao pura (do inglés pure exploration), que, em contraste
com os métodos vistos no capitulo anterior, os quais visam balancear o dilema entre exploracao e
explotagao, se concentra primariamente em explorar o maximo possivel o ambiente e em seguida
oferecer a agdo que gera uma maior recompensa esperada. Esse cenario se encaixa exatamente no
exemplo dos produtos cosméticos apresentado no paragrafo anterior e, em linhas gerais, poderia ser
traduzido em um cenario em que um jogador se vé em frente a varias maquinas caga-niqueis e precisa
descobrir qual delas é a que oferece uma maior recompensa, sem que seja necessario ao mesmo tempo

se aproveitar de maquinas que parecem ser promissoras.

Assim como ocorre nos contextos que envolvem exploragao e explotacao, para o contexto
da exploracao pura também existem diversos algoritmos que possibilitam encontrar politicas que
permitam gerar uma correta identificacao da acao 6tima, entretanto, nao é mais tao adequado avaliar
esses algoritmos através da mesma medida de arrependimento definida na Equacao (3.2), uma vez
que, nesse novo contexto, o agente nao se arrepende mais de escolher mais vezes uma acao sub-6tima,
mas sim de recomendar uma agao subdtima ao final das rodadas.

Nesse sentido, sendo v um bandit estocéstico com k bragos e m = ()7} uma politica, uma

forma de mensurar a performance de uma politica no contexto de exploragao pura é o arrependimento

simples, definido como:
RSMPLES (7 ) s B (A, (V)] (4.1)

nesse caso, a agao escolhida na rodada n + 1 recebe uma atenc¢ao especial, uma vez que se trata da
recomendacao fornecida pelo algoritmo e, uma vez fornecida, jamais sera alterada, ou seja, nesse caso

nao existe um cenario adaptativo como havia em parte dos algoritmos citados na capitulo anterior.

Um dos algoritmos mais simples para esse contexto é o algoritmo de exploragdo uniforme -

UE (do inglés Uniform Ezxploration), tendo seu funcionamento apresentado no Algoritmo 6.
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Algoritmo 6 Algoritmo de Exploracao Uniforme
Entrada: n
Para cada t € {1,...,n} faga:
Escolha a acao A; =1+ (¢ mod k)
fim-para
Escolha A, = arg max;ecy fli(n)

Dado o Algoritmo 6, é possivel encontrar um limitante superior para o arrependimento simples

através do Teorema 4.1.

Teorema 4.1 (Teorema 33.1 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Seja v € &L, (1) arrepen-

dimento satisfaz a sequinte desigualdade:

RSIMPLES (1)) < mm (A—i— S AW )exp{— [n/kjfz(V)z }) |

>
0 0, (0)>A

Prova. Por simplificagao, consideremos A; = A;(v) e P = P,,.. Além disso, serd considerado, sem
perda de generalidade, que a acao 6tima é a 1, ou seja, A; = 0 e que 7 seja uma ac¢ao subotima com
A; < A, logo:

Sabemos que:
. = " Xillpa,=q
OES P
2T S [kl
. X Ta =y S Xalpa—y
n) =3 S A=t o5 AT
=2 TRy S5 k)

i=1 i=1

dessa forma, uma vez que as recompensas obtidas em cada tempo t sdo independentes, segue que:

Z]l s P
W= k] © | Tfk2 T TnfhP? [n/k]?

[n/k| vezes

-sub-gaussiana,

X; 1

G o

Pelo Teorema 2.2, segue que:

-sub-gaussiana.

—A?

—Afn/k] }

if ool

2 ( 1 + 1
VIn/kl /]
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Usando a Definicao 4.1, temos que:

k
REIMPLES(W> V) = ZAi]P(An-i-l =1i) <A+ Z AP(A, =1)

=1 i:A1;>A
—A2
<o 5 s {00
A >A 4
2
< min | A+ Z Aiexp{—AiLn/kJ} :
A0 A A 4

4.1 Identificacao da melhor acao com horizonte pré-determinado

Existem duas principais abordagens para identificacdo da melhor agao no contexto de explo-
ragao pura, a primeira delas considera um nivel de confianga fixado ¢ € [0, 1], a partir disso, o agente
deve usar o menor numero de amostras possivel com a finalidade de ao final informar a acdo 6tima
com probabilidade maior ou igual a 1 — §. A segunda abordagem é similar a primeira, no entanto,
considera previamente a existéncia de uma horizonte n, sendo o objetivo final minimizar a proba-
bilidade de selegdo de uma agado sub-6tima dentro das n rodadas. O presente texto se concentrara

apenas na segunda abordagem, visando apresentar resultados tedricos envolvendo-a.

A segunda abordagem supracitada é denominada identificacdo da melhor agdo com horizonte
pré-determinado, nesse cenario o agente possui um horizonte n fixado e deve escolher uma politica que
vise, ao final das n rodadas, informar a ac¢ao 6tima, possuindo como objetivo oferecer uma resposta
que minimize a probabilidade de falsa sele¢do, ou seja, a probabilidade da politica recomendar uma

acao sub-otima.

4.1.1 Algoritmo Sequential-Halving

Ainda no contexto de minimizar a probabilidade de falsa selecao, é possivel notar a existéncia

do algoritmo Sequential Halving, sendo seu funcionamento descrito por meio do Algoritmo 7.

Algoritmo 7 Sequential Halving
Entrada: n, k
Defina L = [log, (k)] e Ay = [k]
Para cada l € {1,..., L} faca:

n

Defina 1) = | ——
enna 1 \‘L|Al|

Escolha cada acao em A; exatamente T; vezes

Para cada i € A; calcule fil(n) como sendo a média empirica da acio i baseada nas tltimas 7,
amostras

Defina A;;; como sendo o conjunto contendo as top [|4,;|/2] acoes em A,
fim-para
Retorna: A, 1, a inica agdo remanescente em Ay,
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Conforme o préprio nome, a ideia do Algoritmo 7 é gerar T; amostras para cada uma das
agoes e manter apenas as [|4;|/2] a¢des que apresentaram maior média empirica da recompensa
na rodada [. Seguindo a construgao do algoritmo, devido ao conjunto de agoes ser sempre reduzido
pela metade a cada rodada, segue que o total de rodadas serd sempre igual a [log,(k)] e A; = [k],

garantindo que |Ar.q| = 1.

Um ponto de grande importancia na construcao do Algoritmo 7 é que, apesar do nimero de
rodadas ser fixo, a escolha de quantas vezes cada agao serd amostrada em cada rodada é variavel,
sendo esse um dos fatores cruciais para definicdo da estratégia de escolha adotada por parte do

algoritmo. No Algoritmo 7 é definido que o ntimero de amostras de cada agdo na rodada [ (7;) é igual

n
a L LA ‘J Essa escolha aloca a mesma propor¢ao de n para cada uma das rodadas e garante que
!
em cada rodada as amostras para cada uma das agoes possuam o mesmo tamanho.
Um resultado importante obtido para o algoritmo Sequential Halving é expressado por meio
do Teorema 4.2, onde é possivel perceber que dada a escolha de uma politica que siga o algoritmo,
entao a probabilidade de falsa selecao, ou seja, a probabilidade de que ao final do horizonte a agao

recomendada seja subdtima, decai de maneira exponencial de acordo com o aumento do horizonte n.

Teorema 4.2 (Teorema 33.10 em (LATTIMORE; SZEPESVARI, 2020)). Se v € &%, (1) tem vetor

de média = p(v) e py > -+ > ugx € ™ seque o algoritmo Sequential Halving, entdo:

n
]P(AAn+1 > O) < 3log2(k) exXp <_ 167‘[2(,“) log (k)) ’
2

Prova. Dado um conjunto A C [k], definamos:

TopM(A, m) := {Z € k] ) Lyea < m} :
J<i
Dessa forma, definimos TopM(A, m) como o conjunto dos indices ¢ € [k] tais que o nimero de
elementos de A entre os ¢ primeiros nao exceda m. Além disso, seja A; := A; \ TopM(A4,, [|4;|/4]) o
subconjunto de A; com cardinalidade trés quartos da cardinalidade de A;, contendo os bracos com

menores médias empiricas na rodada [. A partir disso, definimos ¢; := min 4] e

Nei= 20 Loty

i€A]

No decorrer da prova, serao usados os seguintes resultados:

~l ~l . TZA?
Pl (n) < ()i € Aul € 4) < exp (1) (12)
< T .
EIN|A] < = eXp{ 164, log, (k) [ (43)

P(1¢ Al € A) <3 A (4.4)
rH = 08P 164, log, (k) | '
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Utilizando o resultado em (4.4) temos que:

P(Ani1 #0) =Pl € [logy k] : 1 ¢ A)) = (lotgjk{l ¢ Ai} )

_p (lofjkg ¢ A n{le Al})

logy k

< Z P(1¢ A1]1 € A)P(1 € A)

log2 log, k A2 ‘n
< P(l1¢ A4l eA) < —
<3 PU# Amlle ) ZSexp{ ]

<log, k-3
= 1082 16{1{.1.1.5113;2 k} eXP { 16@1 log2 }

<logy k-3 -
082 ieliAs0 p{ i 1610g2 }

= logy k - 3exp {_ 167—[2(,“) log, (k) } ’

onde a ultima desigualdade segue do fato que maxeq,...10g,n} % < maxie(r:A;>0 é, que por sua vez
¢ uma consequéncia direta do fato de que {7, : [ € {1,...logy,n}} C [k]. A seguir sao verificados os
resultados em (4.2), (4.3), (4.4):

Em (4.2) é assumido que ¢ é um brago sub-6timo e que 1 € A;, dessa forma temos que:
P (i (n) < fg(n)li € A, 1 € Ay) = P(fig(n)

P(jl(n)
= P(il(n)

—ph(n) >0i € A1 € A)

— i = (i () = ) > — pli € A1 € Ay
l

— M —

(i (n) — ) = Ali € Ay, 1 € Ay,

Utilizando a Proposi¢ao 2.1, e também o fato das varidveis aleatérias associadas as recompensas

T

obtidas em cada tempo t serem independentes, segue que fii(n) é -sub-gaussiana. Aplicando o

Teorema 2.2 podemos concluir que:

. . : A;
P(fi;(n) — i — (A (n) — ) > Asli € A1 € A)) < exp {—2' 3 } :
Para verificar (4.3) basta notar que:

E[N|A)] = =Y P(pi(n) = pi(n)|A),

i€A]

Z IL{ul>u |Al

i€A]

uma vez que, condicionado em A;, por defini¢gdo, A; se torna deterministico. Além disso, aplicando

(4.2) e utilizando a defini¢ao de 7T} segue que:

A? A? . 2=t
E[N|A] < > exp =) exp {—Z}
i€ A 2 T% icAl 4log, (k)
A2 .2t
< |A! =
< [ A max eXp{ 41og, (k) }

< 3’Al| ox _ AZ n
=71 P dlog, (k)2 [
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onde a tltima desigualdade ¢ verificada pela defini¢ao de Aj e pelo fato de i; ser o menor elemento de

Aj. Retomando a defini¢do de A} conjuntamente com o fato da cardinalidade de A; ser igual a k2!~

temos que:
A} = A\ TopM(A;, [[A]/4])
= A; \ TopM(A,, [k2'71/47),
ou seja, todos os elementos de A; sdo maiores ou iguais a %_l, em especifico i, = min A}, portanto:

34| A? - nk 3| A A7 n
E[N;| 4] < — o (S 167, om0 [
NIAL < = P = o0 [ = 1 P\ 160 logy ()

Para verificar (4.4), primeiramente é preciso verificar que:
A; = Al — TOpM(Al, HA[|/4—‘> = Al — TOpM(Al, Uf2lil/4—‘)

Essa igualdade é verificada uma vez que 3/4 dos elementos de A; estao em Aj. Além disso, por defi-
nigao, NV; ser maior que 1/4|4;| implica que, como o vetor estd ordenado, fi; vai estar posicionado no
conjunto de bragos que sucede a metade do conjunto total de bragos e, portanto, nao sera escolhido
para a proxima etapa. Por outro lado, se 1 ¢ A;,4, entdo [i; estava mais afastado que metade do ta-
manho de A, e, portanto N; > 1/4|4,|. Portanto, utilizando (4.3) conjuntamente com a desigualdade

de Markov, segue que:

E[N;|1 € A 4 167 1og2<k;)} { A2 .p }
< = 3€X —17 .
4[4 = 1/4]4)| P17 164, 1og, ()

P(N, > 1/4]Alll1 € A4)) <

4.1.2 Algoritmo Sequential-Elimination

Outro algoritmo que surge no contexto da identificacdo da melhor acdo com um horizonte
pré-determinado é o algoritmo Sequential Elimination, sendo seu funcionamento apresentado no

Algoritmo 8

Algoritmo 8 Sequential Elimination
Entrada: n, k

— 1 &1
DeﬁnaAlz[k:],log(k:):§+ZgeT0:0
=2

Para cada l € {1,...,k — 1} faga:
Defina T; = {171 _ ]ﬂ
log(k) | Al
Escolha cada acao em A; exatamente 1) — T;_; vezes
Para cada i € A; calcule fit(n) como sendo a média empirica da acio i baseada nas tltimas
T, — T;_1 amostras
Defina A;y; = A; \ arg mine 4, i}
fim-para
Retorna: A, 1, a Gnica agdo remanescente em Ay
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No Algoritmo 8, diferentemente do que ocorria no Algoritmo 7, nao fica claro em um primeiro
momento o motivo de escolher cada acao na rodada [ exatamente T; —T;_; vezes. Com efeito, nota-se
que, assim como no Algoritmo 7, dentro de cada rodada, cada agdo é amostrada o mesmo niimero de
vezes, no entanto a definicdo da propor¢ao de n que sera alocada em cada rodada nao é evidente. A
fim de explicar melhor essa definicao, sera desenvolvido a seguir o raciocinio por tras dessa escolha,
valendo notar que esse raciocinio pode ser estendido também para o algoritmo Sequential Halving.

Seja m; a parcela de n que serd alocada na rodada i,i € [k — 1], definido da seguinte forma:

c-n ser =1

m; = c-n
sei€42,...,k—1,
A { ¥

onde 0 < ¢ < 1. Como m; representa a parcela de n alocada para cada rodada i, segue que:

k-1 k—1

Zmi:n =4 m1+2mi:n
i=1 i=2

~ Tog(k)’

Vale lembrar que um dos pressupostos assumidos pelo algoritmo é que cada acdo sempre é escolhida

o mesmo nimero de vezes em cada uma das rodadas, portanto, para a rodada ¢ temos que para todo
, ~ ‘ . . n
a € A; segue que o nimero de vezes que cada agao sera realizada ¢ igual a — para

log(k)[A;i—1|[Ail

i €{2,...,k—1} e log(k)|A;| parai=1.

Um resultado importante no que tange o algoritmo Sequential Elimination é o Teorema 4.3.
Em sua proposicao é possivel notar que, assim como no Teorema 4.2, é obtido um limitante superior
que decai exponencialmente a medida que o horizonte aumenta, se diferenciando apenas pelas cons-
tantes. Nesse sentido, é possivel afirmar que a estratégia de eliminar metade das a¢oes a cada rodada
nao contribui para o surgimento do decaimento exponencial e que a probabilidade de falsa selecao

dos dois algoritmos ¢ assintoticamente similar.

Teorema 4.3. Se v € £, (o) tem vetor de média p = u(v) e m seque o Algoritmo 8 de eliminagdo

sequencial entao:

k(k—1) n—k
> 0) < Ty %P {_QJQk)g(k)Hz(M) } ’

7

7"'7k‘} T :
Af)

onde Hy(p) := max;cp

Prova. Diferentemente do que é feito em (AUDIBERT; BUBECK, 2010), a presente dissertacao
apresenta um resultado geral para a probabilidade de falsa selecao, nao se restringindo apenas a um

ambiente £F_ . Para a presente prova seré introduzida a notacio (i) € {1, ..., k} denotando a i-ésima
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acao com maior média. Assumindo sem perda de generalidade que a acao 1 é a acao 6tima, segue

que:

P(Aa, > 0) =P (T {1, k= 1} () < maxpl(n))
i€ A;
<

( U U  2hn) <afy(n ))

1e{1,... k—1} ie{k—I+1,... k}
1 k

IN
%

T

I
=[]

P (Al (1) = pgiy + i — pL(n) > pa — pgy)
i=k—(1—1)

Z ]P(ﬂl(i)(”) — ug — (Ay(n) — 1) = Ag)).

T
RN

~

14

Seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido na prova do Teorema 4.2, temos que jit(n) e fit (n) sdo
o . / . ~l ~l ~ . . .
\/—T»l-sub—gaussmnas. Além disso, fi;(n) e f17(n) sao independentes, haja vista que as recompensas

associadas a cada ac¢ao sao independentes uma das outras, portanto, pela Proposicao 2.1 segue que:

, V20

Al .
s, \n) — pn) e -Sub—gau881ana.

Usando o Teorema 2.2:

k A2 T - A
P(A4,,, >0) < >, exp Z Z exp{ M}

=1 i=k—(1—1) 2,7 =1 i=k—(1—1)
T

Utilizando a definicao de T; feita no Algoritmo 8 e o fato que pelo pressuposto de ordenacao,

Ag—i+1) < Agy para todo ¢ > k — [ + 1, segue que:

A n—k S n—=k
(k—i+1) = k—1+1) = loo(K\H,’
log(k).(AQ ) og(k)H
(k—14+1)

onde Hj := maX;e(, k) iA&f.Dessa forma, temos que:

k-(k—1) n—k
P(Aa,,, >0) < ——-— " 40loe (K H, [
(Aa,, >0) < 9 P { 40?log(k)Ho }

Um caso especifico do resultado acima ¢ obtido ao considerar o ambiente K., o que gera
o = %, levando ao resultado apresentado em (AUDIBERT; BUBECK, 2010). Nesse trabalho, os
autores seguem um raciocinio andlogo ao da prova acima, mas com a restricio ao ambiente EF,,.,

sendo uma contribuicao do presente trabalho a extensao para qualquer ambiente.

Conforme visto para os algoritmos que lidam com o dilema entre exploracao e explotacao, é
possivel também encontrar limitantes inferiores para a probabilidade de falsa selecao. Uma discussao
sobre limitantes inferiores para os algoritmos de exploragao pura pode ser vista em (WANG; TZENG;
PROUTIERE, 2023).
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5 EXPERIMENTOS NUMERICOS

Ao longo das segoes anteriores foram desenvolvidos diversos teoremas que fornecem limitantes
inferiores e superiores para a medida de arrependimento ou a probabilidade de falsa selecao. No
entanto, um aspecto que merece atencgao é a verificacao se resultados tedricos se manifestam de fato
na pratica, bem como a anélise do comportamento de cada um dos algoritmos propostos em cenarios
extremos. Assim, o objetivo desta secao é apresentar os resultados obtidos com cada algoritmo,

destacando as principais diferencas e caracteristicas particulares de cada um deles.

Ao longo das simulagoes apresentadas nas proximas secoes, foi considerado um horizonte de
tamanho 10.000 e o numero de simulagoes igual a 20.000, sendo considerado para algoritmo ETC

m = 100, para o e-guloso € = 0,1 e para o UCB § = 0, 05.

Com a finalidade de avaliar o desempenho dos algoritmos, duas métricas serao utilizadas: a
recompensa média e o arrependimento acumulado. A recompensa média é calculada a cada rodada,
sendo obtida por meio da média de todas as recompensas obtidas até a corrente rodada, sendo, ao
final de todas as simulacoes, feito a média ao longo das simulagoes. Seja X;; a recompensa obtida na
i-ésima rodada da j-ésima simulagdo, com i € [t] e j € [s], sendo t < n e s o nimero de simulagoes.
A recompensa média é dada pela seguinte equacao:

RecM(s, t) := X (5.1)
O arrependimento acumulado ¢é realizado de maneira analoga, a tinica diferenca é que, ao longo das

rodadas, o arrependimento é acumulado, sem a realizacao do calculo da média, ou seja:

1 s t .
Arr(s,t) == B SN (W= X)) (5.2)
j=1i=1
onde ;" = max;ey (5. Nas secoes subsequentes serao feitas avaliagoes dos algoritmos apresentados

nos Capitulos 3 e 4 em cenarios criticos, avaliando as métricas acima definidas.

Os experimentos foram realizados através do uso da linguagem de programagcao Julia, o c6-
digo referente a cada um deles pode ser encontrado no seguinte endereco: <https://github.com/

bastosismael /dissertacao_ multi_armed_bandits>.

5.1 Primeiro cenario: Capacidade de selecao da melhor acao em um ambi-

ente com recompensas similares

Este primeiro cenario surge a partir do questionamento sobre a capacidade dos algoritmos de
identificarem a melhor acdo em um ambiente onde as distribuicoes das recompensas de cada agao
sao mutuamente semelhantes. Naturalmente, espera-se que, a medida que aumente a similaridade
entre as distribui¢des, mais dificil se torne distinguir qual acao é a mais vantajosa. Assim, o objetivo

desta secdo é investigar a eficacia de cada algoritmo na identificacdo da melhor agdo considerando


https://github.com/bastosismael/dissertacao_multi_armed_bandits
https://github.com/bastosismael/dissertacao_multi_armed_bandits
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um nivel de similaridade ¢. Dado um conjunto ordenado de agoes, ¢ representa a diferenca entre a

média de duas agoes consecutivas desse conjunto.

Para esse cenario, serd considerado um ambiente L0 com cada acao i € [10] = {1,2,...,10}
possuindo média 0,2 — (p- (i — 1)), € {1072,1073,10~*}. Com efeito, a escolha da média associada
ao brago 6timo ser igual a 0,2 é arbitraria, podendo ser qualquer outro valor no intervalo [0, 1;1]. O

importante é que, a medida que ¢ diminui, mais préoximas se tornam as médias das agoes.

As Figuras 1a, 1b e 1c apresentam uma comparacao das recompensas para diferentes escolhas
de . Observa-se que, a medida que ¢ diminui, as recompensas médias das a¢des tornam-se mais
semelhantes e, consequentemente, as recompensas médias se aproximam. No entanto, ao analisar as

Figuras la e 1b, nota-se que, de modo geral, o algoritmo e-guloso se destacou em relacao aos demais.

Sob outra perspectiva, as Figuras 1d, le e 1f comparam o arrependimento para os mesmos
valores de . Os resultados obtidos estdo em consonéancia com a andlise das recompensas, indicando
que o algoritmo e-guloso apresenta o menor arrependimento. Ademais, mesmo com a adog¢ao de

20.000 simulagoes, a Figura 1f ainda revela a presenca de ruido.

M
M

L r-guinza il r-gulnso r-gulnso
U UE UE

ETC st ETC ETC
max / ma ma:

2000 anon &a00 2000 10000 2000 2000 &an0 8000 10000 2000 2000 €00 2000 10000

(a) p=1072 (b) p =1077 (c) p=10""

=-greedy
UCE
ETC an

Arri 20 000
& g

Arri 20 (00
Arr{ 200000, )

2000 4000 000 ADOD 10000 2000 4000 00T (I 10000 2000 4000 w00 5000 10000
t t t

(d) ¢ =1072 (e) p =1077 (f) p =107*

Figura 1 — Comparagdo entre as métricas obtidas ao longo das 20.000 simulagdes com diferentes
valores de ¢, para cada algoritmo, considerando horizonte = 10.000, m = 100 (ETC),
e = 0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente £ com cada acio
i € [10] possuindo média 0,2 — (¢ - (i — 1)).

A Figura 2 apresenta os resultados obtidos para a proporc¢do de selecao de cada um dos
bracos ao longo do horizonte e das simulacoes. E possivel notar que para o caso em que ¢ = 1072, os
algoritmos e-guloso e o ETC parecem conseguir selecionar a agdo 6tima na maior parte do tempo,
selecionado majoritariamente a acao 6tima ou agdes proximas a 6tima. O algoritmo UCB, no entanto,
acabou por selecionar a agoes sub-6timas um maior niimero de vezes quando comparado aos demais

algoritmos.
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atn
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(a) e-guloso (b) ETC (c) UCB

Figura 2 — Comparacao entre a proporgao de sele¢ao dos bragos calculada apds a execugao das 20.000
simulacoes para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, ¢ = 1072, m = 100

(ETC), € = 0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente L2, com cada
acao i € [10] possuindo média 0,2 — (¢ - (i — 1)).

A Figura 3 apresenta os resultados obtidos para o caso em que ¢ = 1072, E possivel notar um

comportamento similar ao apresentado na Figura 2, evidenciando a dificuldade do algoritmo UCB

em identificar a acao 6tima quando comparado aos demais.

atn

proporgia
proporgia

(a) e-guloso (b) ETC (c) UCB

Figura 3 — Comparacao entre a proporgao de selecao dos precos calculada apds a execulgao das 20.000
simulacoes para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, ¢ = 1073, m = 100

(ETC), e = 0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente L2, com cada
acao i € [10] possuindo média 0,2 — (¢ - (i — 1)).

A Figura 4 apresenta os resultados obtidos para o caso em que ¢ = 107*. Nesse caso, o
algoritmo UCB seleciona cada acao exatamente na mesma proporc¢ao. Embora os algoritmos e-guloso
e ETC apresentem variacoes entre a proporcao de selecao das acoes, nota-se que os algoritmos

selecionam cada agao aproximadamente o mesmo nimero de vezes.
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Figura 4 — Comparagao entre a proporg¢ao de selegao dos precgos calculada apos a execugao das 20.000
simulacoes para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, ¢ = 10~%, m = 100
(ETC), e = 0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente L%, com cada
acao i € [1,10] possuindo média 0,2 — (¢ - (i — 1)).
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De forma geral, é possivel notar que o aumento da similaridade da média das recompensas
associadas a cada um dos bracos, faz com que se torne mais dificil identificar o braco 6timo por
parte dos algoritmos testados, fazendo com que os algoritmos selecionem bragos sub-6timos um
maior nimero de vezes. Em contrapartida, a recompensa média acaba nao sendo afetada, uma vez
que as recompensas sao, em média, similares, entdao a selecao de uma agdo sub-6tima nao impacta

significativamente na recompensa média obtida.

No contexto da exploracao pura, as Figuras ba, 5b, 5¢ evidenciam a proporcao de selecao do
algoritmo Sequantial Halving para cada um dos valores de . E possivel perceber que mesmo com
um ¢ = 107* o algoritmo Sequential Halving selecionou a acio 6tima em todas as 20.000 simulacoes,
evidenciando que, mesmo em um ambiente com recompensas similares, o algoritmo consegue identi-
ficar a acdo 6tima. As Figuras 5d, e, 5f, em contrapartida, mostram que, para ¢ = 104, o aumento
da similaridade entre as médias das recompensas afetou negativamente a capacidade de selecao da

acao Otima pelo algoritmo Sequential Elimination.

an an an
1 ] FIE] 5 B 7 8 % 1 1 ] FIE] 5 6 1 8 % 1 1 ] FIE] 5 6 1 8 % 1
agko agko agko

Proporio
proporgia

( Sequential Halving(y = 1072) (b) Sequential Halving(p = 107?) (C) Sequential Halving(p = 10~%)

0.6
05
04
n2
§ .
o - ———
1 2 3 ] 5 & T

acao agho

(d) Sequential Elimination(p = 1072) (e) Sequential Elimination(¢ = 10~%) (f) Sequential Elimination(p = 10~%)

Figura 5 — Comparagdo da proporcao de vezes em que cada acao é recomendada apds as 20.000
simulacoes com diferentes valores de ¢, para cada algoritmo de exploragao pura, conside-
rando horizonte = 10.000 e um ambiente EL, com cada acdo i € [1, 10] possuindo média

0,2—(p-(i—1)).

5.2 Influéncia da variancia na selecao das acGes

A fim de verificar a influéncia da varidncia na sele¢do das agOes, na presente secdo sera
considerado um ambiente £, com cada acdo possuindo média y; =1 — (0,1- (i — 1)), com i € [10]
e variancia o2 € {1,10,20}.

As Figuras 6a, 6b e 6¢ apresentam uma comparacao das recompensas para diferentes escolhas
de o%. Observa-se que, a medida que o aumenta, as recompensas médias diminuem, sendo possivel
destacar que, com o o aumento da variancia, o algoritmo e-guloso parece se tornar mais promissor.
Ademais, as Figuras 6d, 6e e 6f indicam que o aumento da variancia nao provoca grandes alteragoes

no arrependimento.
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Figura 6 — Comparagao entre as métricas obtidas ao longo das 20.000 simulagdes com diferentes
valores de 02, para cada algoritmo, considerando horizonte = 10.000, m = 100 (ETC),
e = 0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente £ com cada acio
i € [10] possuindo média 1 — (0,1 (i — 1)).

A Figura 7 apresenta a proporcao de sele¢io de cada uma das agoes ao longo de 10.000

rodadas e 20.000 simulacoes, considerando o cenario em que as variancias associadas as distribuicoes

de recompensa das agoes sao iguais a 1. Observa-se que, de modo geral, os algoritmos conseguem

identificar a acao 6tima, com destaque para o algoritmo UCB, que a seleciona com maior frequéncia

em comparacao aos demais algoritmos avaliados.
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Figura 7 — Comparagao entre a proporcao de selecao das agoes calculada ao final das 20.000 simu-
lagoes para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, m = 100 (ETC), ¢ = 0,1

(e-guloso) e 6 = 0,05 (UCB) considerando um ambiente

média p; =1 — (0,1 (i — 1)) e variancia igual a 1.

510

Cows COm cada agao possuindo

A Figura 8 apresenta a proporcao de selecdo de cada uma das ac¢oes ao longo do horizonte

e das simulagoes, para cada um dos algoritmos testados, no cenario em que a variancia associada a

recompensa de cada brago ¢ igual a 10. E possivel notar que, em comparacao com os resultados da

Figura 7, a selecao de agoes sub-6timas foi mais frequente. Onde, por exemplo, o algoritmo UCB,

que anteriormente selecionava a acao 6tima em aproximadamente 80% das vezes, passa a seleciona-la

em apenas cerca de 15% das simulacoes. Ademais, destaca-se que, entre os algoritmos avaliados, o
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e-guloso foi o que apresentou o melhor desempenho nesse cenario, selecionando a agao 6tima em

aproximadamente 25% das vezes.

proporgia
proporgia
o

(a) e-guloso (b) ETC (c) UCB

Figura 8 — Comparagao entre a proporcao de selecdo das ac¢oes calculada ao final das 20.000 simu-
lagoes para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, m = 100 (ETC), ¢ = 0,1
(e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente X, com cada acdo possuindo
média p; =1 —(0,1- (i — 1)) e varidncia igual a 10.

Figura 9 apresenta a proporgdo de selecao de cada uma das agoes ao longo do horizonte e
das simulagoes, para cada um dos algoritmos testados, no cenario em que a variancia associada a
recompensa de cada brago ¢é igual a 20. Observa-se que, em comparagao com os resultados da Figura

8, houve um aumento na selecao de acoes sub-6timas.

(a) e-guloso (b) ETC (c) UCB

Figura 9 — Comparacao entre a proporcao de sele¢ao das agoes calculada apos a execugao das 20.000
simulagoes para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, m = 100 (ETC),e =0, 1
(e-guloso) e § = 0,05 (UCB) considerando um ambiente £, com cada ac¢do possuindo
média p; =1 —(0,1- (i — 1)) e variancia igual a 20.

No contexto da exploragao pura, as Figuras 10a, 10b e 10c apresentam a proporcao de selecao
de cada um dos bragos pelo algoritmo Sequential Halving. Observa-se que, independentemente da
variancia, o algoritmo selecionou a agdo 6tima em todas as 20.000 simulagoes. Por outro lado, ao
analisar as Figuras 10d, 10e e 10f, nota-se que o algoritmo Sequential Elimination, embora nao tenha
selecionado exclusivamente a agao 6tima como fez o Sequential Halving, manteve uma proporcao de

selecdo constante entre as diferentes escolhas de 02, independentemente da variancia.
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Figura 10 — Comparacao da proporcao de vezes em que cada acao é recomendada apds as 20.000
simulagoes com diferentes valores de ¢, para cada algoritmo de exploragdo pura, con-
siderando horizonte = 10.000 e um ambiente £ com cada agdo i € [1,10] possuindo
média 1 — (0,1- (i — 1)).

Através das andlises da presente secdo, se torna evidente que a variancia das recompensas

impacta diretamente na recompensa média obtida, mas, no entanto, nao gera grande impacto no

arrependimento. Além disso, o aumento da variancia parece também nao gerar impacto na capacidade

de selecao dos algoritmos de exploracao pura.
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6 PRECIFICACAO DINAMICA

De acordo com (BOER, 2015), a precificagao dindmica é o estudo da determinagao de pregos
de venda 6timos para produtos e servicos em um cenario em que os precos podem ser ajustados
com frequéncia. Um dos primeiros trabalhos a abordar a determinacao de precos de venda 6timos é
(COURNOT, 1838). No entanto, a perspectiva adotada pelo autor assume a existéncia de uma funcao
continua de demanda, que atribui um valor de demanda para cada preco de um determinado produto.
Conforme discutido em (COURNOT, 1838), no &mbito da microeconomia, assume-se geralmente que
a funcdo de demanda é conhecida. Sob esta hipotese, o problema da determinacido do preco 6timo
reduz-se a um problema de otimizagao, ou seja a identificar o preco que maximiza a receita, sendo a

receita definida como o produto entre a fun¢ao de demanda e o preco do bem.

No entanto, em situacoes praticas, se torna dificil ter conhecimento prévio da funcao de
demanda, o que complica a aplicagao direta dessa estratégia. Nesse sentido, conforme sera visto ao
longo da presente dissertacao, a adocao de algoritmos de multi-armed bandits oferece uma alternativa

viavel, uma vez que nao necessita de conhecimento da fungdo de demanda.

Relacionando o problema de precificacdo dindmica ao contexto dos multi-armed bandits,
assume-se a existéncia de um vendedor que deseja comercializar um produto cujo preco pode ser
escolhido a partir de um conjunto finito de valores. A cada rodada, o vendedor seleciona um prego
(brago) e oferece o produto a um potencial consumidor, que decide se realiza ou ndo a compra. Nesse
caso, o vendedor nao tem informagao alguma acerca do comportamento do consumidor, sendo sua

unica fonte de informacao a recompensa obtida a partir da resposta do cliente.

Nesse contexto, a decisao de compra do consumidor de um produto por um preco i é represen-
tada pela variavel aleatéria Y;, onde Y; ~ Ber(p;), com p; representando a probabilidade de compra
do produto pelo cliente ao preco 7, sendo esse pardmetro desconhecido. Assim, o vendedor recebe
como recompensa o pre¢o do produto caso a compra ocorra; caso contrario, a recompensa € igual a
zero. Dessa forma, a recompensa obtida pode ser expressa como 7 - Y;. E importante atentar para o
fato que, no contexto da precificacao dinamica, a recompensa média, i.e., u; = ip;, € igual a receita
média.

Uma alternativa possivel consiste em modelar Y; ~ Binomial(n, p;), onde o vendedor oferece
seu produto a um grupo de n individuos, cada um decidindo ,de forma independente, se realiza a
compra. Assim, a recompensa do vendedor é dada pelo preco do produto multiplicado pelo niimero

total de compradores.

Outra abordagem consiste em definir Y; como uma variavel aleatéria seguindo uma distribui-
¢ao de Poisson composta, permitindo modelar cenarios em que o nimero de clientes potenciais varia
aleatoriamente, capturando incertezas adicionais no processo de compra. Cabe destacar, no entanto,
que apesar das diferentes possibilidades de definicdo para Y;, neste trabalho sera considerado apenas

0 caso em que Y; ~ Ber(p;).

De maneira objetiva, o vendedor deve adotar uma politica, como por exemplo uma das poli-
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ticas definidos no Capitulo 3, e segui-la ao longo das rodadas. Dessa forma, surge a necessidade de,
conforme apresentado no inicio do capitulo, se estabelecer essa forma de precificacdo em um cenario
onde os precos podem ser ajustados com frequéncia, haja vista que a cada rodada se faz necessério

definir o preco do produto de acordo com a politica adotada.

Para ilustrar o funcionamento desse processo, serao realizadas simulagoes da precificacao
dindmica para um vendedor monopolista que comercializa um tnico produto, utilizando algorit-
mos definidos nos Capitulos 3 e 4. Para isso, define-se o conjunto de precos possiveis como K =
{2,4,6,8,10,...,40}, com cardinalidade || = 20. O fato do vendedor ser monopolista é apenas
uma simplificacdo do problema e evita a necessidade de se considerar a concorréncia, o que eleva
a complexidade do problema, uma vez que seria necessario explorar a relacao do vendedor com os
concorrentes!. Sera realizada uma simulacdo de dois cendrios envolvendo o contexto da precificacao
dindmica. No primeiro cenario, assume-se a existéncia de um vetor de probabilidades C definido da

seguinte forma:
C :=10,05;0,03;0,1;0,02;0,02;0,01;0,02; 0,01; 0,01; 0, 06; 0, 2; 0, 02; 0, 05; 0, 3; 0, 04; 0, 06|, (6.1)

onde cada entrada ¢ do vetor representa a probabilidade do cliente comprar o produto ao preco 2i,

ou seja:

cabe ressaltar que na simulagdo a ser realizada, o vendedor nao possui conhecimento de C'.

A Figura 11 exibe a curva do valor esperado u, = x-p,. Observa-se que o prego que maximiza

o valor esperado da recompensa é x = 28.

valor esperado da recompensa

1 1 1 1 1 1 ] ]
2 4 6 B 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40
preco

Figura 11 — Valor esperado da recompensa, i.e., ji, = 2 - p,, com p, dado em (6.1).

No segundo cenario, com o objetivo de simular o comportamento do consumidor, conforme
proposto em (TROVO et al., 2018), assumimos a existéncia de uma variavel aleatéria nao negativa

S e definimos a probabilidade de compra do produto ao prego i como:

pi:=P(S >1). (6.3)

Estudos desse tipo recaem no campo dos multi-armed bandits com vérios agentes (do inglés multi-agent multi-
armed bandits). Esse é um tema relativamente recente (ver, por exemplo (AGARWAL; AGGARWAL; AZIZZA-
DENESHELI, 2022)) e que nao é abordado na presente dissertagao.

1
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Embora p; seja desconhecido (a distribuicao de S é desconhecida), a defini¢ao feita em (6.3) garante
a propriedade de monotonicidade, ou seja, quanto maior o prego, menor a probabilidade de compra,

o que ¢é desejavel e possui sentido pratico.

Do ponto de vista de uma aplicagdo no mundo real, a distribuicao da variavel aleatéria S ¢é
desconhecida, no entanto, para fins de simulacao, assume-se que S ~ Ezp(20). Vale destacar que,
durante a simulac¢do, tanto o vendedor quanto os clientes desconhecem essa distribui¢ao. Se valendo
da definicao de S conjuntamente com a Definicao 6.3, a Figura 12 apresenta a curva do valor esperado
py = xP(S > ) = (1 —e2°%). Na curva apresentada na Figura 12 é possivel notar que o preco que

maximiza o valor esperado da recompensa é x = 20.

Valor esperado da recompesa

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
preco

Figura 12 — Valor esperado da recompensa i.e., ji, = z(1 — e207).

Conforme feito na Segao 5, com o objetivo de e avaliar o desempenho dos algoritmos no cenério
de precificacao dinamica, serao adotas as mesma métricas adotadas na Se¢ao 5, se valendo da Equacgao
5.1 para o calculo da Recompensa Média e da Equacao 5.2 para o Arrependimento Acumulado. Além

disso, manteve-se a mesmo numero de simulagoes e horizonte que o definido previamente.

6.1 Exploracao vs Explotacao

Para avaliar o desempenho de algoritmos que se baseiam no dilema entre exploracao e ex-
plotagdo no contexto da precificacao dindmica, foram adotados os algoritmos UCB, ETC e e-guloso.
No caso do ETC, o parametro de exploragdo (m) foi fixado em 100. Para o e-guloso, utilizou-se
e =0, 1, enquanto para o UCB, o valor de ¢ foi definido como 0,05. A Figura 13 exibe os resultados

da recompensa média obtida nos testes com os trés algoritmos, utilizando as Defini¢oes 6.2 e 6.3.
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Figura 13 — Recompensa média ao longo de 20.000 simulagoes horizonte = 10.000, m = 100 (ETC),
e =0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB).

Na Figura 13, é possivel observar que o algoritmo UCB gerou uma recompensa média superior
em comparacao aos demais. ismael: Além disso, ainda nesta mesma figura, nota-se que, ao final das
simulagoes, o algoritmo UCB gerou recompensa média acumulada aproximadamente 4% menor que
o valor 6timo, representado no grafico pela linha roxa. O valor 6timo é calculado pelo produto entre
0 preco que maximiza a recompensa esperada e a probabilidade de compra associada a esse preco,

em (a) esse valor é igual a 20 - P(S > 20) ~ 7,36 e em (b) 28-0,3 = §,4.

Cabe ressaltar que, para melhor visualizacao dos resultados na Figura 13, foram desconsi-
deradas as médias referente as primeiras 2.000 rodadas, uma vez que as flutuacoes iniciais tendiam
a distorcer a visualizagao dos resultados. Ademais, a escolha do valor 2.000 decorre principalmente
do fato de que, dada a escolha de m = 100 para o algoritmo ETC, as primeiras 2.000 rodadas
sao reservadas para a exploracao, sendo a partir da rodada 2.000 que o algoritmo passa a focar na
explotagao.

A Figura 14 apresenta uma comparacao entre a proporc¢ao de vezes que cada um dos precos
é selecionado pelos algoritmos ao considerar o cendrio em que p; é definida de acordo com 6.2. E
possivel notar que os algoritmos se concentram no pre¢o de $28, enfatizando a Figura 14c, onde o

algoritmo ETC se concentra quase unicamente no prego de $28.
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Figura 14 — Comparacao entre a proporcao de selecdo dos precos calculada ao longo das 20.000

simulagoes, para cada um dos algoritmos com horizonte = 10.000, m = 100 (ETC),
e =0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB).

Ja a Figura 15 descreve a mesma situacao apresentada na Figura 14, porém se valendo da
Definicao 6.3. E possivel perceber que os algoritmos também tendem a concentrar-se em precos
préximos aquele que maximiza o valor esperado da recompensa, porém de forma menos intensa.
Cabe notar que na Figura 15b os precos selecionados parecem se concentrar simetricamente ao redor
do preco 6timo, enquanto na Figura 15b os precos selecionados parecem ser levemente direcionados
aos precos a direita do prego 6timo, sendo essa caracteristica presente de forma mais acentuada na
Figura 15¢, onde os precgos selecionados se concentram majoritariamente a direita.
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Figura 15 — Comparacao entre a proporcao de selecao dos pregos para cada um dos algoritmos com
horizonte = 10.000, m = 100 (ETC), e = 0,1 (e-guloso) e § = 0,05 (UCB).

Analisando as Figuras 14 e 15 , nota-se que, apesar de se concentrarem no valor que maximiza
a recompensa esperada, alguns algoritmos acabam escolhendo por mais tempo precos afastados do
6timo. Nesse sentido, nota-se que os resultados apresentados estao intrinsecamente ligados aos da

Figuras 13, uma vez que, o fato de selecionarem pregos mais afastados acaba por reduzir a recompensa
média ao longo das rodadas.

Além disso, os resultados presentes na Figura 14 mostram que para o caso em que p; é definida
de acordo com 6.2, os algoritmos conseguem identificar com maior facilidades o preco 6timo quando

comparado aos resultados obtidos utilizando a Defini¢do 6.3 exibidos na Figura 15.

A Figura 16 exibe a comparagao do arrependimento acumulado para os algoritmos testados.
E possivel notar que o algoritmo UCB apresenta arrependimento acumulado inferior aos demais, o
que corrobora com o resultado obtido na Figura 13. Ja& na Figura 16b, é possivel perceber que o
algoritmo ETC apresentou arrependimento mais alto que os demais algoritmos, mas com compor-
tamento aparentemente constante, isso se deve ao resultado obtido na Figura 14c, onde o algoritmo

ETC se concentra majoritariamente no prego 6timo, sendo o arrependimento afetado fortemente pelo

periodo de exploragao.
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Figura 16 — Arrependimento acumulado ao longo de 20.000 simulagoes considerando horizonte =
10.000, m = 100 (ETC), e = 0,1 (e-guloso) e 6 = 0,05 (UCB).

6.2 Exploracao pura

Com o objetivo de verificar o comportamento dos algoritmos de exploracao pura no cenario
da precificacao dindmica, optou-se por considerar ambos os algoritmos propostos no Capitulo 4. Vale
ressaltar que ao adotar algoritmos de exploragao pura, o objetivo do vendedor se desloca para o de

encontrar o pre¢o 6timo, nao se preocupando com a recompensa acumulada ao longo do horizonte.

A Figura 17 apresenta a proporcao de vezes que cada um dos pregos é selecionado pelos
algoritmos Sequential Halving e Sequential Elimination. E possivel perceber que ambos os algoritmos
acabam por identificar o preco que maximiza o valor esperado da recompensa ou pregos proximos,
desde que esses pregos se encontrem dentro do conjunto de possiveis precgos, sendo a capacidade de

identificagao relacionada diretamente com o horizonte adotado, conforme evidenciado no Capitulo 4.
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(a) Sequential Halving. (b) Sequential Elimination.

Figura 17 — Proporcao de vezes em que acada preco ¢ selecionado durante a execucao dos algoritmos
de exploragao pura.

Cabe destacar que, na presente se¢ao, sao realizados testes utilizando apenas com p; definido
de acordo com 6.3, uma vez que ao adotar a Definicao 6.2, dado o horizonte adotado, todos os

algoritmos identificaram o prego 6timo em cada uma das simulagoes.

Apesar dos algoritmos de exploragdo pura, de maneira geral, oferecerem diretamente o prego

que maximiza o valor esperado da recompensa, é importante atentar para que esse valor oferecido nao
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é explotado ao longo das rodadas, culminando em uma recompensa média inferior as apresentadas
na Figura 13. Dessa forma, a Figura 18 evidencia a recompensa média obtida ao longo da execucao

dos algoritmos de exploracao pura.
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Figura 18 — Recompensa média ao longo de 20.000 simulacoes para os algoritmos Sequential Halving
e Sequential Elimination considerando um horizonte de tamanho 10.000.

Ao analisar a Figura 18, nota-se que o algoritmo Sequential Halving apresenta recompensa
média superior ao de eliminagdo sequencial, o que nao é surpreendente, uma vez que, devido a sua
construgao, acaba por eliminar metade das agoes potencialmente nao promissoras a cada rodada,
enquanto o de eliminagao sequencial acaba focando em ag¢oes sub-6timas por um maior niimero de

rodadas.

Tendo em vista a dicotomia existente entre o problema da exploracao pura e do dilema entre
exploragao e explotacao, o presente texto apresenta uma nova abordagem que visa unir essas duas
vertentes, buscando extrair os beneficios apresentados por cada um. A ideia central do algoritmo
proposto ¢é dividir o horizonte: inicialmente, aplica-se um algoritmo de exploragdo pura em uma
parcela desse horizonte; em seguida, explora-se a acao recomendada ao longo da parte restante.
Com essa estratégia, torna-se possivel combinar a capacidade dos algoritmos de exploracao pura
em identificar a melhor acao com a fase de explotacao presente nos algoritmos voltados ao dilema

exploragao—explotacao.

Realizando um paralelo com os algoritmos definidos no Capitulo 3, a abordagem proposta
se assemelha a do algoritmo ETC, porém, utilizando o algoritmo Sequential Halving durante fase
de exploracdo. Devido a essa similaridade, o algoritmo proposto serd chamado de SHTC (do inglés

Sequential Halving Then Commit).

Um questionamento que surge em decorréncia da definicdo do algoritmo SHTC é sobre a
proporcao do horizonte que deve ser alocada em cada etapa. No presente texto se considera um
horizonte de exploragao igual a a - n, onde a € (0, 1), consequentemente o horizonte de explotagao é

igual a n(1 — «). O funcionamento do algoritmo SHTC é apresentado no Algoritmo 9.
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Algoritmo 9 SHTC

Entrada: n, k, o

Defina A := Sequential-Halving(|« - n], k)

Para todo t € {|a-n] +1,...,n} escolha A, = A

Ao olhar para seu funcionamento, se torna importante atentar para o fato que, diferentemente
dos algoritmos que focam unicamente na exploracao pura, se faz presente o dilema entre exploracao
e explotacdo, uma vez que se faz necessario definir a fracdo do horizonte que serd alocada para o
algoritmo Sequential Halving. Por outro lado, diferentemente dos algoritmos apresentados na Secao 3,
o algoritmo SHTC também gera a necessidade de identificacao da melhor agao por parte do algoritmo
Sequential Halving durante o periodo de exploracao, haja vista que a agao selecionada sera explorada

ao longo do resto do horizonte, nao havendo chance para mudancas.

A Figura 19 apresenta uma comparacdo envolvendo o algoritmo SHTC com o = 0,5 e os
demais algoritmos testados anteriormente. E possivel perceber que o algoritmo SHTC apresentou

recompensa média superior ao algoritmo ETC, se mostrando uma alternativa promissora.
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Figura 19 — Comparacao da recompensa média obtida para entre o algoritmo SHTC com o = 0,5 e
os demais algoritmos.

Um questionamento que surge em decorréncia da definicdo do algoritmo SHTC é sobre a
proporc¢ao do horizonte que deve ser alocada em cada etapa. Dessa forma, a Figura 20 apresenta a

recompensa média obtida utilizando diferentes propor¢oes do horizonte para o periodo de exploracao.
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Figura 20 — Comparacao da recompensa média para o algoritmo SHTC obtida ao considerar diferentes
tamanhos de horizonte durante a fase de exploragao.

Com base na Figura 20a, é possivel notar que reduzir a parcela do horizonte destinada ao
algoritmo Sequential Halving implica no aumento da recompensa média ao longo de sua execucao,
evidenciando que a parcela mais impactante negativamente é a recompensa obtida ao longo da
execucao do algoritmo Sequential Halving. Analisando a Figura 20b, nota-se que a escolha de 30%

do horizonte total como periodo de exploragao parece ser a melhor escolha para o caso estudado.

Em consonancia com a Figura 20, a Figura 21 apresenta o arrependimento acumulado ao
longo das 10.000 rodadas. E possivel verificar que a escolha do tamanho do periodo de exploracio
como sendo 30% gera um menor arrependimento acumulado no longo prazo. Com efeito, a escolha de
10% provoca o menor arrependimento acumulado e maior recompensa média até aproximadamente
a rodada 8.000, entretanto, apds esse ponto, a escolha de 30% prevalece, evidenciando a existéncia

de uma escolha 6tima para o parametro a.
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Figura 21 — Comparacao do arrependimento acumulado para o algoritmo SHTC obtida ao considerar dife-
rentes tamanhos de horizonte durante a fase de exploracéao.

A Figura 22 apresenta informagao semelhante a apresenta na Figura 20, no entanto, conside-

rando o = 0.3 para o algoritmo SHTC. Ao observar a Figura 22a é possivel perceber que essa escolha
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de « faz com que o algoritmo SHTC apresente recompensa média superior a do algoritmo e-guloso

no longo prazo. Na Figura 22b se torna mais evidente esse fato.
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Figura 22 — Comparagao da recompensa média para o algoritmo SHTC obtida ao considerar diferentes
tamanhos de horizonte durante a fase de exploracgao.

Cabe ressaltar que a presente dissertacao se restringiu a adotar tamanhos de horizonte de no
maximo 10.000 devido a limitacoes computacionais, entretanto, acredita-se que a adogao de horizontes
maiores poderia ser benéfica tanto para os algoritmos de exploragao pura como também para o SHTC.
Ademais, por simplificagao, nao foi feita a exploracao de outros parametros para os algoritmos ETC,

e-greedy e UCB.

Os testes realizados nessa se¢ao foram realizados através do uso da linguagem de programacao
Julia, o codigo referente a cada um dos resultados apresentados pode ser encontrado no seguinte

enderego: <https://github.com/bastosismael/dissertacao_multi _armed bandits>.
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7 CONCLUSAO

Neste trabalho, foram estudados os algoritmos de multi-armed bandits como uma ferramenta
para a solucao de problemas de tomada de decisao sequencial. Tendo sido, ao final, apresentada uma
aplicacao pratica desses algoritmos ao problema da precificacdo dindmica, com o objetivo de explorar

a adocao de algoritmos de bandits em contextos de incerteza na escolha de pregos.

Com relacao ao arcabouco teérico desenvolvido ao longo da dissertacao, buscou-se apresentar
os teoremas acompanhados de demonstragoes detalhadas, com o intuito de facilitar a compreensao do
raciocinio subjacente a cada resultado. Além disso, optou-se por estabelecer exclusivamente resultados
tedricos no contexto de variaveis aleatérias sub-gaussianas, sendo a extensao desses resultados para

outros tipos de ambientes um caminho promissor para investigacoes futuras.

Através dos experimentos numéricos realizados, observamos que ambientes nos quais as acoes
possuem recompensas com médias similares impactam negativamente a capacidade dos algoritmos
que lidam com o dilema entre exploracao e explotacao em selecionar a a¢do 6étima. Entretanto, a esco-
lha de agoes sub-6timas nao gerou impacto sobre a recompensa média, uma vez que as recompensas
das agoes sao similares. No entanto, é possivel perceber que, sob essas condigoes, o algoritmo Se-
quential Halving demonstrou uma robustez notavel, selecionando consistentemente a acao étima em

todas as simulagoes realizadas, independentemente da similaridade entre as médias das recompensas.

Outro ponto relevante observado nos experimentos, foi o impacto da variancia na recompensa
de cada acao. Notamos que os algoritmos de exploracao pura, nao foram afetados pelo aumento
da variancia, enquanto os algoritmos que equilibram exploracao e explotacao, apresentaram uma
reducdo na recompensa média conforme a varidncia aumentava, por outro lado, o arrependimento

nao se mostrou sensivel a esse aumento.

No ambito da precificagao dindmica, foi possivel notar que o uso de algoritmos de bandit se
mostrou uma maneira adequada para tratar o problema, onde , em um cenario de incerteza no qual
nao se tinha conhecimento acerca da funcao de demanda, foi possivel obter resultados de recompensa
médias que se aproximavam da recompensa 6tima através do uso dos algoritmos delineados ao longo

do presente texto.

Apesar de, em um contexto pratico, ser mais comum que um vendedor esteja interessado em
maximizar seu lucro, a presente dissertagao se propos a verificar a adogao de algoritmos de exploragao
pura para o problema da precificacao dinamica. Nesse sentido, foi possivel verificar que tais algoritmos
apresentaram recompensa média inferior quando comparados aos algoritmos que visam explorar o
dilema entre exploracao e explotacao, o que é esperado, uma vez que no contexto da exploragao pura se
deseja identificar o melhor preco sem se importar com a recompensa acumulada ao longo das rodadas,
entretanto, se mostram bastante promissores na identificacdo do preco 6timo. Ainda no contexto
da exploragao pura, foi possivel notar que o algoritmo SHTC, proposto na presente dissertacao
como uma combinacao dos algoritmos ETC e Sequential Halving, apresentou resultados promissores,

superando os algoritmos no qual se baseia e até mesmo o algoritmo e-greedy ao avaliar a recompensa
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média acumulada no cenario da precificacao dinamica. Dessa forma, acredita-se que a combinacao da
exploragao pura com a explotacao seja um caminho promissor para futuras exploragoes, assim como

um estudo mais aprofundado sobre a escolha do parametro « no algoritmo SHTC.

Cabe ressaltar que, ao analisar um cendario real de vendas, é possivel identificar a existéncia de
variaveis externas que impactam diretamente o comportamento do consumidor, como por exemplo a
sazonalidade e o comportamento de possiveis competidores. Nesse sentido, enxerga-se como projeto
futuro a realizacdo de testes utilizando bandits com contexto (contertual bandits) onde é possivel
utilizar variaveis exdgenas para auxiliar no funcionamento dos algoritmos aqui apresentados, ver,
por exemplo, (SLIVKINS, 2011). Ademais, especificamente para o caso de presenga de empresas
competidoras, acredita-se que um caminho promissor seja a exploragao do uso de multi armed bandits
com multiplos agentes (multi-agent multi-armed bandits), sendo possivel modelar a interagao entre o
vendedor e seus competidores, ver, por exemplo, (AGARWAL; AGGARWAL; AZIZZADENESHELI,
2022).
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