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SUMIIRIO 

No presente trabalho é feito um estudo comparativo 

dos métodos numéricos das equivalências, das diferenças finitas 

e dos elementos finitos, aplicados ao cãlculo de placas esconsas 

totalmente engastadas no contorno. 

O objetivo deste trabalho é fazer uma anãlise dos re 

sultados obtidos quando se aplica o Método das Equivalências ao 

estudo de placas. Para isso serã feita uma comparação com outros 

métodos usados com maior frequência. 

A convergência do processo para a solução analitica 

e pesquisada para vãrios casos, fazendo-se variar o ângulo de e~ 

considade das placas. Pesquisa-se ainda o aumento progressivo 

do tempo de execução, quando a malha é refinada. 

Para aplicação do método das diferenças finitas e do 

método das equivalências foram elaborados dois programas automã 

ticos distintos. 



Foi utilizado tambêm um programa de elementos fini 

tos, o ICES STRUDL II, desenvolvido no Instituto de Tecnologia 

de Massachusetts (versão 1969) e implantado no Núcleo de Comp~ 

tação Eletrônica da Universidade Federal do Rio de Janeiro. 

Para utilização do mêtodo das equivalências usaram­

-se modelos equivalentes triangulares e, para o mêtodo dos ele 

mentos finitos, elementos triangulares não conformes, com três 

pontos nodais e nove· deslocamentos. 



ABSTRACT 

The purpose of this work is to obtain comparative results by the 

numerical methods of equivalences, finite differences and finite elements, 

applied to severa! cases of skew plates with built in edges. 

Convergence towards the analytic solution has been examinated for 

different skew angles, anda study of time increasing with the number of joints 

has been performed for the methods of equivalences and finite differences. 

An automatic program was elaborated using the equivalence method, 

and another using the finite difference method. For the finite element method 

the ICES STRUDL II program was used. 

Results given by equivalence method had good accuracy when compared 

to analytical and other numerical solutions. 



INDICE 

Capítulos: Pãginas: 

INTRODUÇIIO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 

I TENSOES NO SISTEMA RETANGULAR DE COORDENA 

I I 

DAS 

1. 

2 . 

3. 

4. 

5. 

Considerações Gerais .............. . 

Des 1 ocamentos, Deformações, Deformação 

Numa Direção Qualquer ............... . 

Tensões - Convenção Adotada - Notações 

Tensões num Plano Inclinado 

Lei de Hooke ....................... . 

TENSOES NO SISTEMA DE COORDENADAS OBLIQUAS 

1. 

2 . 

3. 

4. 

5 . 

6 . 

Considerações Gerais 

Observações Quanto a Notação Usada .. 

Relações Geométricas 

Deslocamentos e Deformações ........ . 

Forças - Tensões ................... . 

Lei de Hooke ....................... . 

4 

4 

4 

7 

9 

11 

1 2 

1 2 

1 2 

1 3 

1 6 

22 

26 



Capitulos: 

I II 

IV 

FLEXAO DE PLACAS EH COORDENADAS OBLIQUAS .• 

l . 

2. 

3. 

4. 

5. 

6 . 

Considerações Gerais ...............• 

Definição - Hi pÕteses .............. . 

Relação Entre Deflexões e Deformações 

Equações dos Momentos .............. . 

Equação Diferencial das Placas ..... . 

Relação Entre Momentos nos Sistemas Re 

tangular e Obliquo ................. . 

7. Momentos Fl e tores e Momentos de Torção 

Pãginas; 

28 

28 

28 

29 

30 

34 

37 

Verdadeiros no Sistema Obliquo . .. . . . 38 

8. Condições de Contorno Para Bordo En 

gastado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . • . . . . . . . . 39 

MtTODO DAS EQUIVALtNCIAS ................ . 40 

l. Considerações Gerais .. .. . . . . . .. .. . . . 40 

2. Conceituação - Principios Fundamentais. 40 

3. Teoria das Placas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45 

3. l Conc.e..{.-t0-0 Bá.-0.{.C.0-0 - Con-0.{.de.J1.açõe.-0 . . 45 

3,2 Cond.{.ção de. Bo4do Enga-0-tado ••..•... 46 

3.3 Ene.4g.{.<l de. Fle.xão e. To4ção de. uma Bel:!: 

M . , . , ....... , ..... , , , ............. , 48 

3.4 Mode.lo-0 Equ.{.V<lle.n-te.-0 ••••••••••••••. 50 

3.5 Modelo Equ.{.vale.n,te. T4.{.<lngul<l4 - Ve.-

-te.4m.{.nação de. E-0604ço-0 •.......•...• 53 



Capitulas: 

V 

VI 

VI I 

MtTODO DAS DIFERENÇAS FINITAS ........... . 

l. 

2. 

Considerações Gerais ............... . 

Conceituação - Diferenças Finitas Or 

Pãginas: 

61 

61 

dinãrias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61 

3. 

4. 

Diferenças Finitas Parciais ........ . 

Diferenças Finitas em Coordenadas O 

bliquas - Operadores Dispostos em Mo 

léculas 

5. Esforços na Placa em Diferenças Fini 

66 

70 

tas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78 

MtTODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

l. 

2. 

Considerações Gerais ............... . 

Conceituação - Elemento Utilizado 

81 

81 

Hip6teses Assumidas ..... ............ 81 

PROGRAMAÇIIO AUTOMIITICA .................. . 

l. Considerações Gerais ............... . 

84 

84 

2. Estruturação da Programação ....... .. 85 

2.1 Equival~neia6 ...................... 85 

2.2 Vi6e4ença6 Finita6 ................. 89 

2.3 Ge4ação Automãtiea Pa4a o ICES 

STRUVL II .......................... 93 

3. Fluxograma Simplificado - Diferenças 

Finitas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 



Capítulos: 

VI II 

IX 

Pâginas: 

4. Explicações Referentes ao Fluxograma. 104 

APLICAÇIJES .............................. . 109 

1. Considerações Gerais .... ...... ...... 109 

2. Placas Analisadas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 

2. 1 Ca11.11.e.game.nta Un,i,601tme. . . . . . . . . • . . . . . 112 

2.2 Ca1r.1r.e.game.nta Cance.ntJr.ada na Ce.nt1r.a.. 121 

2.3 Tabela Pa1r.a Re.laçõe.-0 Ent1r.e. Lada-0 a/b= 

= 1.5 e. a/b = Z.O, a= 45° e a1r.1r.e. 

game.nta Un,i,601tme. V,i,-0;t1r.,i,bul.da, de. 1t6/ 

Jm 2 
•••••••••••••••••••••••••••••••• 124 

3. 

4. 

Tempo de Execução .................. . 

Grãficos Para Carregamento Uniforme .. 

ANALISE DOS RESULTADOS ................... 

1. Considerações Gerais ................ 
2. Placas Analisadas . .................. 
2. 1 Placa I - a = 90° ................ 
2.2 Placa II a = 75° ................ 
2.3 Placa III - a = 60° ................ 
2.4 Placa IV a = 45° ................ 
2.5 Placa V a = 30° ................ 

3. Análise dos Resulta dos Para Carga Con -
centrada ............................ 

124 

126 

1 39 

139 

139 

1 39 

1 4 1 

143 

144 

146 

147 



Cap,tulos: 

4. 

5 . 

6. 

7. 

X 

Pãginas: 

Relações Entre Lados a/b = l. 5 e a/b = 

=2.0 ............................... 148 

Conclusões •...........••..... , .•.... 

Importância do Fator Tempo ...•..••.. 

Aplicabilidade da Teoria das Equivi 

149 

l 51 

lências . . . • . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . . . . 151 

REFERtNCIAS BIBLIOGRIIFICAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154 

NOTAÇOES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 

LISTAGENS: 

l 

2 

Listagem do Programa Diferenças Finitas .. 

Listagem do Programa Equivalências ...... . 

l 6 3 

l 7 7 



l 

INTRODUÇJ\O 

Hã alguns anos, o engenheiro defrontava-se com gra~ 

des problemas de cálculo estrutural devido, principalmente, ã fal 

ta de meios adequados para solucioná-los. Com o advento dos com 

putadores, a teoria das estruturas, corno tantas outras coisas, 

sofreu grandes modificações, implicando num progresso considerá 

V e l . 

Os mêtodos numêricos outrora limitados e trabalhosos 

cresceram em importância. 

O mêtodo nurnêrico das diferenças finitas e usado p~ 

ra solucionar alguns problemas especificas com certa eficácia, 

porém, para problemas mais complexos torna-se inadequado. 

O métodd nurnêrico dos elementos finitos constitui o 

processo de discretização mais poderoso da Teoria das Estruturas. 

Modernamente, na França, estã se desenvolvendo um ou 

tro mêtodo numérico de cálculo estrutural baseado na Teoria das 

Equivalências. 
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Esse novo método foi apresentado na COPPE por E. Absi 

e surgiu então meu interesse em desenvolver um trabalho sobre tal 

teoria, compªrando-a com o método dos elementos finitos e com o 

método das diferenças finitas. 

Foi sugerido pelo Programa de Engenharia Civil da 

COPPE, um estudo do método das equivalências aplicado, partic~ 

larmente, ao problema de placas esconsas engastadas no contorno, 

comparando-o aos dois outros métodos numéricos jã citados. 

Foram analisadas placas com diferentes ângulos de e~ 

considade, variou-se a relação entre lados da placa, verificando 

para os três métodos usados a convergência para a solução anall 

tica, o efeito da esconsidade na convergência e o aumento do tem 

pode execuçao com o refinamento da malha. 

Primeiramente, foi elaborado um programa automâtico 

para aplicação do mêtodo das diferenças finitas ao problema Pª! 

ticular jâ mencionado, utilizando malhas obliquas, isto e, par! 

lelogramos. Devido ã condição de bordo engastado, no problema 

em estudo, não se tem a matriz dos coeficientes das incõgnitas 

em forma de banda e como no contorno existe momento, nesse caso, 

tem-se que resolver um sistema de equações de quarto grau· e o 

problema não pode ser simplificado como no caso de placas apoi! 

das. Tentou-se fazer um programa automãtico que resolvesse pl! 

cas com qualquer condição de bordo, mas verificou-se serem efici 
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entes e econômicos programas distintos para cada caso particular. 

Para elementos finitos utilizou-se o ICES-STRUDL II, 

implantado no IBM/360. 

Para o método das equivalências elaborou-se um pr~ 

grama automático onde ê suficiente fornecer as caracteristicas 

geométricas e elásticas da placa e o carregamento. Aproveitou­

-se aqui a disposição em banda da matriz de rigidez. 

O presente trabalho consta de fundamentos das t eo 

rias usadas, considerações gerais das técnicas utilizadas na pr~ 

gramação automática, diagramas de blocos, apresentação e comentá 

rio de resultados. 



4 

CAPITULO I 

TENSÕES NO SISTEMA RETANGULAR DE COORDENADAS 

l. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Os conceitos bâsicos de tensões em coordenadas retan 

gulares, referidas principalmente ao estado plano, serão 

brados neste capitulo. 

relem 

2. DESLOCAMENTOS, DEFORMAÇÕES, DEFORMAÇÃO NUMA DIREÇÃO QUALQUER 

No estudo da deformação de um corpo elãstico, supoe­

-se que existem vinculas suficientes que impeçam o movimento co 

mo corpo rigido. Assim, não ê possivel haver deslocamentos das 

particulas do corpo sem que haja deformação. 

Seja o deslocamento de um ponto genérico P(x,y) dado 

pelas componentes u e v paralelas, respectivamente, aos eixos x 

e y (Figura 1.1). 



y 

5 

p' 

dy 

p ""'----'------' P2 
dx 

L....--------------x o 
FIGURA /. / 

Considere, ainda, o ponto P' infinitamente prÕximo 

de P, o qual numa posição antes do deslocamento tem coordenadas 

(x + dx, y + dy). 

Os co-senos diretores da direção PP' serao represe~ 

tados por l em, sendo: 

dx l = 
ds 

= cose ; m = 
dy 

ds 
= sena 

Considerando que o corpo sofra uma pequena 

çao o ponto P' desloca-se de: 

au 
dx + 

au 
dy segundo a direção x u + 

ax ay 

av 
dx + 

av dy segundo direção V + a y 
ax ay 

( 1 • 1 ) 

deforma 

( 1 . 2 ) 
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Sendo ta deformação unitãria na direção PP' e ds a 

distância original entre PP', apôs a deformação tem-se: 

PP' = (1 + c)ds 

PP 
2 

PP' 
2 

- 2 
PP' 

= 

= 

dx + au dx + 
ax 

dy + av dx + 
ax 

Alem disso: 

-2 
= PP 

2 

-- 2 + p P' 
2 

au dy ( 1. 3) 
ay 

av dy 
ay 

( 1. 4) 

Substituindo (1.3), convenientemente, em (1.4) e fa 

zendo as devidas simplificações chega-se a: 

2 
( 1 +E) = [t(l +~) +m~J

2 

+ [m(l + 
ax ay 

!.! ) + 
ay 

l !.!] 2 

ax 

( 1 . 5 ) 

Desenvolvendo a equaçao (1.5) e desprezando os ter 

mos de ordem superior, tem-se a expressao que define a 

çao numa direção qualquer: 

E= E l 2 
+ E m2 + y lm 

X y xy 

deforma 

(1. 6) 
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onde as seguintes notações sao introduzidas: 

e: = 
X 

ÔU 

ax 
; e: 

y 
= ÔV 

ôy 
= au + ~ 

ôy ÔX 
( 1. 7) 

As três quantidades 

ponentes da deformação. Essas 

e:x, e:Y e Yxy sao denominadas com 

quantidades estão relacionadas 

pela equaçao abaixo que e denominada equaçao de compatibilidade 

de deformações: 

ª2 2 2 
e: a e: a yxy X y 

+ = ( 1. 8) 

ôy 
2 

ÔX 
2 

ÔX ôy 

3. TENSÕES CONVENÇÃO ADOTADA NOTAÇÕES 

Considere um elemento infinitesimal de ãrea dA subme 

tido a um sistema de forças cuja resultante ê dP (Figura 1.2). 

dP 
I 

FIGURA 1.2 
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Se a area 

limite do quociente 

do 
dP 
dA 

elemento diminui continuamente, o valor 

representa a tensão que atua no ponto O. 

Esta tensão pode ser decomposta numa componente normal e noutra 

tangencial ã superficie. 

Considerando, agora, um paralelepipedo infinitesimal 

em torno do ponto genérico O e com suas faces normais aos eixos 

coordenados x, y, z, para cada um dos planos xy, xz e yz tem-se 

uma tensão normal ao plano considerado e duas componentes da ten 

sao tangencial paralelas aos eixos que definem esse plano. As 

sim, para o ponto O tem-se nove componentes da tensão. Calculan 

do, porém, o momento em relação aos eixos coordenados a condição 

de equilibrio, exige que: 

T = T T = T ' T = T 
xy yx xz zx yz zy 

de modo que apenas seis componentes das tensões, independentes, 

permanecem. Essas componentes definem completamente o estado 

de tensão no ponto e são: 

a,a,o,-r ,T ,T 
x y z xy yz xz 

Para as tensões normais, o sub-indice indica que a 

tensão atua num plano normal ao eixo referido no sub-indice. 
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Para as tensões cisalhantes dois sub-indices sao usa 

dos: o primeiro sub-indice indica a direção normal ao plano em 

questão e o segundo a direção da componente da tensão sobre o 

mesmo. 

A tensão normal serã considerada positiva quando de 

tração e negativa quando de compressao. 

As componentes da tensão tangencial que atuam sobre u 

ma face tomam o sentido positivo dos eixos coordenados se uma tra 

ção aplicada sobre a mesma face atua no sentido do eixo; se a 

tração atua no sentido contrãrio ao eixo correspondente, então, 

o sentido positivo da tensão tangencial serã oposto ao dos eixos 

coordenados. 

4. TENSÕES NUM PLANO INCLINADO 

Definidas completamente as componentes da tensão, p~ 

de-se obter as tensões que atuam em qualquer plano inclinado, u 

sando simplesmente as equações da Estãtica. 

Considere-se o plano AB inclinado em relação aos ei 

xos coordenados (Figura 1.3). Se o ângulo entre a normal n e o 

eixo Ox é e, os co-senos diretores da direção normal são: 



l = cose 

y 

10 

e m = sena 

B 

Lj 
i; xy 

C'----->A 

(!; yx 

l 
(íy 

FIGURA 1.3 

Sendo ªx e ªv componentes de tensão, paralelas aos 

eixos coordenados e atuando neste lado AB então as equações de 

equilibrio do elemento considerado são: 

cr = cr l + T m 
X X xy 

( l • 9) 

cr = T l + cr m y xy y 

As componentes normal e tangencial das tensões atuan 

do no lado AB são, respectivamente: 
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.e. .e. 2 + 2 
2 !m (J = (J + (J m = (J (J m + T 

n X y X y xy 

(1.10) 

T = (Jy .e. - crx m = - ( (J - cr ) .e.m + T (!2 - m2) 
n X y xy 

5. LEI DE HOOKE 

A rel.ação entre componentes da tensão e deformações 

foi estabelecida experimentalmente e i denominada lei de Hooke, 

Para corpos isõtropos bi-dimensionais a lei de Hoo ke, 

para o caso de estado plano de tensão e esta do plano de deformação 

e expressa por: 

E l 
(J = ( E + \/ E ) E = ( (Jx - " (J ) 

X 2 X y X E y 
l - " 

E 
(E + \/ E ) 

l 
( (J " (J ) (1.11) (J = E = -

y 2 y X y E y X 

l - " 
E 2 ( l + ") 

T = Yxy ; Yxy = T 
xy 

2(1 ") E xy 
+ 

onde: 

E e o mõdulo de elasticidade longitudinal 

v e o coeficiente de Poisson. 
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CAPITULO II 

TENSÕES NO SISTEMA DE COORDENADAS OBLIQUAS 

l . CONSIDERAÇÕES GERAIS 

A solução de problemas de estruturas, onde o contor 

no apresenta forma de paralelogramo, requer o conhecimento de te~ 

sões e deformações nos sistemas de coordenadas retangulares, o 

bliquas e, ãs vezes, polares. 

Neste capitulo, far-se-ã um estudo sucinto de tensões 

e deformações no sistema obliquo de coordenadas. 

2 . OBSERVAÇÕES QUANTO A NOTAÇAO USADA 

[ prática frequente usar a mesma notação para~ gra~ 

dezas, no sistema de coordenadas obliquas e no sistema de coorde 

nadas retangulares. 

Entretanto, quando os dois referidos sistemas de co 

ordenadas são usados simultaneamente, tem-se necessidade de in 



1 3 

troduzir uma certa notação para diferençar as respectivas grand~ 

zas. 

Muitos autores usam caracteres grifados para represe~ 

taro sistema obliquo e caracteres não grifados para o sistema 

retangular. Porem, esta convenção não ê muito adequada devido 

ã dificuldade que apresenta na sua impressão, muitas vezes c a u 

sando duvidas ao leitor. 

Como, nesse trabalho, serao usados ambos os sistemas 

de referência retangular e obliquo, serã adotada a seguinte con 

vençao: 

As grandezas referidas ao sistema obliquo de coorde 

nadas serao acrescidas do Índice l (unidade). Por exemplo: 

3. 

xl , yl 

a T ,a 

sao coordenadas de um ponto referidas ao sis 

tema obliquo. 

x1 x1y1 y1 
sao componentes de tensão no sistema 

obliquo, etc. 

RELAÇÕES GEOMtTRICAS 

Ambos os sistemas de coordenadas, o retangular x e y 

e o obliquo xl e yl estão representados na Figura 2.1. 
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O ângulo formado entre os eixos xl e yl sera denomi 

nado a (alfa). 

1 

1 

.t---'~~~~~--'-1~~~~~---''--~~~~~~x,x1 
1 

FIGURA 2./ 

Os dois sistemas estão relacionados entre si por: 

x = xl + yl cosa x 1 = x - y cota 
( 2. 1 ) 

y = yl sena yl = y coseca 

Seja ds a distância entre os pontos P(x,y) e P'(x+ 

+dx, y+dy). 

Os co-senos diretores l e m da reta que une esses dois 

pontos, sao definidos no limite como: 



dx 
.e. = 

ds 
m = 

dy 

ds 

1 5 

( 2. 2) 

Analogamente, para o sistema de coordenadas obliquas, 

os pontos P e P' são caracterizados por P (xl, yl) e P' (xl + dxl, 

yl + dyl) e convem introduzir quantidades ll e ml, que também de 

finem a posição da reta PP'. 

.e. 1 = 

.e. = 

l 1 = 

m = 

ml = 

dxl 

ds 
ml = 

dyl 

ds 

De (2.1), (2.2) e (2.3) tem-se: 

d 
(xl + yl cosa) .e.1 + ml = cosa 

ds 

d 
(x - y cota) = .e. - m cota 

ds 

d 
(yl se na ) = ml sena 

ds 

d 
(y coseca} = m coseca 

ds 

( 2. 3) 

( 2. 4) 

Por outro lado, considerando a distãncia entre os 

pontos P e P' como: 
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2 2 2 2 
= dx + dy = dxl + dyl + 2 dxl dyl cosa ( 2. 5) 

tem-se a relação: 

2 2 
l l + m l + 2 l l m 1 cosa = 

Finalmente, as projeções de ds sobre os eixos Oxl e 

Oyl sao mostradas na Figura 2. 1 e são, respectivamente: 

ds = dxl + dyl cosa = dx 
XI 

ds = dxl cosa+ dyl 
y1 

4. DESLOCAMENTOS E DEFORMAÇÕES 

As componentes u, v do desl ocalliento do ponto. P -podem ·S:er-·có
0

ns~aer:adas 

paralelas aos eixos Oxl e Oyl em suas componentes obliquas ul e 

vl. Então, se o ponto P estava originalmente em (xl, yl) e mo 

veu-se para (xl + ul, yl + vl) as relações entre as componentes 

obliquas e retangulares dos deslocamentos são: 

u = ul + vl cosa ul = u - v cota 

v = v l sena vl = v coseca 
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Estas relações sao análogas as relações (2.1 ), dadas 

anteriormente. 

As projeções ul e vl dessas componentes de des 
XI y 1 

locamentos (Figura 2.2), respectivamente nos eixos Oxl e 

são dadas por: 

ul = ul + vl cosa 
XI 

( 2. 6) 

vl = ul cosa + vl 
yl 

y 
V VI 

p1L•" 
X,XI 

o 
FIGURA 2.2 

O y 1 , 

Para definir a deformação .ro ponto P, considere qua~ 

to a sua posição relativa aos pontos adjacentes foi modificada. 

Quando o ponto sofre um deslocamento ul(xl,yl), 

vl (xl, yl), o ponto P move-se para (xl + ul, yl + vl) e o ponto 

P' move-se para (xl + dxl + ul+ dul, yl + dyl + vl + dvl). 
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Se a distância entre P e P' era originalmente ds, 

torna-se após o deslocamento, (l+e:)ds e de (2.5) vem: 

2 2 2 2 
(l+e:) ds = (dxl + dul) + (dyl + dvl) 

+ 2(dxl + dul) (dyl + dvl )cosa 

2 2 2 
(1 +e:) ds = ds + 2 dul dxl + 2 dvl dyl 

+ 2 (dvl dxl + dul dyl )cosa 

Onde se desprezou os quadrados e produtos dos pequenos des 

locamentos dul e dvl. 

2 2 2 
(l+e:) ds = ds + 2 dxl (dul + dvl cosa) 

+ 2 dyl (dvl + dul cosa) ( 2. 7) 

Fazendo uso das equaçoes (2.6), a equaçao (2.7) pode 

ser escrita de forma mais simples: 

2 2 2 
(l+e:) ds = ds + 2 dul dxl + 2 dyl dvl ( 2. 8) 

XI Yl 
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Quando as quantidades dxl e dyl sao suficientemente 

pequenas tem-se: 

aul aul 
Xl Xl 

d u 1 = dx 1 + dyl 
X! 

a xl ayl 

( 2. 9) 

avl avl 
d vl = 

y1 
dxl + 

y1 dyl 
y1 

a xl ayl 

De modo que, levando (2.9) em (2.8), a pequena defor 

maçao E da linha que une os pontos P e P' ê dada por: 

z 
( 1 +E) = 1 + 2 

aul 
Xl 

axl 

a ul 
Xl 

+ 2 (--

ayl 

As derivadas 

+ 

d X 1 
2 

(-) + 2 
ds 

dxl 

ds 

a ul avl 

avl 
y1 

ayl 

dyl 

ds 

d 1 
2 

(~) 
ds 

Xl yl 
etc, sao pequenas ' axl ayl 

qua.!!_ 

tidades onde os quadrados e produtos podem ser desprezados comp! 

rando-os ã unidade. 

Logo: 
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2 2 
e: = e: ll + e: ml + y ll ml (2.10) 

Xi y1 x1y1 

onde: 

a ul avl 
XI y1 

e: = ; e: = 
XI YI 

a xl ôyl 

(2.11) 
a ul ô vl 

XI yl 
y = + 

x1y1 
ôyl a xl 

As expressoes {2.11) caracterizam completamente a d! 

formação, de modo que podem ser chamadas componentes de deforma 

ção no sistema oblíquo. 

Deve-se observar, no entanto, que ul e vl nao sao 
XI y 1 

componentes verdadeiras de deslocamentos, mas sim as projeções 

sobre os eixos oblíquos. 

Comparando as expressoes (2.10) e (1.6) tem-se: 

2 2 

e: = e: ll + e: ml + y ll ml = 
XI YI x1y1 

!2+ 2 
l m (2.12) = e: e: m + y 

X y xy 
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Substituindo as equaçoes (2.4) em (2.12) chega-se as 

relações entre deformações nos dois sistemas de coordenadas: 

y 

ou: 

E = E 
Xi X 

E = E COS 2 <l + E sen 2 <l + y senil 
y1 X y xy 

= 2 E COS<l + senil 
X X l y l 

yxy 

E = E 
X XI 

E 
y 

2 
= E cot <l + E 

X l y l 

2 
cosec <l - y 

x1y1 

y = - 2 E cot<l + y cosec<l 
xy x1 x1y1 

COS(l 

(2.13) 

cot<l cosec<l 

Analogamente ã equaçao (1.8) tem-se a equaçao de com 

patibilidade de deformações, referida aos eixos obliquos: 

2 2 2 
a E a E a y 

XI y1 x1y1 
+ = 

ayl 2 
axl 

2 
axl ayl 
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5 . FORÇAS - TENSÕES 

Considere o ponto P, submetido ã força de compone~ 

tes X, Y no sistema retangular de coordenadas, que pode ser subs 

tituida por outro par de forças Xl, Yl, no sistema obliquo de 

coordenadas (Figura 2.3). 

y YI y Y1 

.Lx.x, 
FIGURA 2.3 

Ana 1 ogamente a equaçao ( 2. 1): 

X = X 1 + Y 1 cosa Xl = X - Y cota 

(2.14) 

Y = Yl sena Yl = Y coseca 

As três componentes de tensão ªx' a e T ou qual 
y xy 

quer combinação delas, define completamente o estado de tensão 

em um ponto P qualquer da placa. Sendo Pum ponto da placa ten 

sionada, suponha que as componentes de tensões a , a e T sao 
X y xy 
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conhecidas e atuam nos lados de um elemento triangular PAB, ten 

do um vértice no ponto P, como na Figura 2.4. 

y 
'f y 

f __ <!,yx 

A p p 

! 
~xy 

B FIGURA 

O par de tensões a e T atuando no lado 
y yx 

PA pode 

ser substituído por outro par de tensões a e, como indica 
y1 y1x1 

a Figura 2.4. 

Para o lado PA, de acordo com as equaçoes (2.14) tem-

-se: 

T = T + a COSCl T = T - C1 co te1 
yx y1x1 yl y1x1 yx y 

(2.15) 

a = C1 sene1 a = a cosece1 
y y1 y1 y 
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Os co-senos diretores da normal n ao lado AB, dirigi 

da de dentro para fora do triângulo são: 

l = sena m = - cosa 

Sendo cr e cr as componentes das tensões 
X y 

paralelas 

aos eixos de coordenadas retangulares, atuando no lado AB, então 

a equaçao (1.9) fornece: 

cr = cr sena - T cosa 
X X xy 

(2. 1 6) 

cr = T sena - cr cosa 
y xy y 

Este par de tensões pode ser substituido por outro 

par T e cr , como na Figura 2.4 e com auxilio da equação (2. 
YIXI XI 

. 14 ) : 

cr = cr - cr cota 
Xi X y 

(2.17) 

T = ªy coseca 
x1y1 

Substituindo, agora (2.16) em (2.17): 
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cr = cr sena + cr cosa cota - 2 T cosa 
Xl X y xy 

(2.18) 
,: = ,: - cr cota 

x1y1 xy y 

Comparando (2.15) e (2.18) conclui-se: 

,: = T 
x1y1 y1x1 

As quantidades cr , cr , , = , sao denomina 
x1 y1 x1y1 y1x1 

das componentes de tensões para o sistema obliquo de coordenadas 

e definem completamente o estado de tensões em P, desde que a# 

# 0,11. 

As relações entre tensões, nos sistemas de coordena 

das obliquo e retangular, são pois: 

cr = cr coseca + cr cosa cota + 2 ,: cota 
X XI y1 x1y1 

cr = cr sena 
y y1 

,: = ,: = ,: + cr cosa 
xy yx x1y1 y1 

e' 
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rJ = rJ sena + rJ cosa cota - 2 '[ cosa 
XI X y xy 

rJ = rJ coseca 
y1 y 

(2.19) 

'[ = '[ = '[ - rJ cota 
X IY 1 y1x1 xy y 

6. LEI DE HOOKE 

A lei de Hooke expressa em coordenadas obliquas pode 

ser obtida substituindo a equação (2.13) na equação (1.11). 

E 2 2 
rJ = [, . V(E cot a + E cosec a 

X 2 X! X l y1 
l - V 

- y cot a moe•)] 
X IY 1 

E [ '., 2 2 
rJ = cot a + E co s ec a 

y 2 y 1 
l - V 

- y cot a coseca + V E l (2.20) 
x1y1 XI 

E 

[- ""'"] rJ = 2 E cota+ y 
xy XI x1y1 

2(l+v) 
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a = 
XI 

a = 
y1 

= 
x1y1 
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Agora, substituindo (2.19) em (2.20) vem: 

1 
E cosec a 

2 
l - V 

3 

E cosec a 

E 

2 
1 - V 

3 
cosec a 

l - V 
2 

y 
x1y1 

[
e: + 

XI 

[
e: + 

y1 

[; (1 • 

- cosa(e: 

2 2 

(cosa+ v sen a)e: 
y1 

- cosa y ] 
x1y1 

2 2 l (cosa+ v sen a)e: - cosa y 
XI Xlyl 

2 2 
cosa - V sen a) )< 

XI " l y1 
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CAPITULO III 

FLEXAO DE PLACAS EM COORDENADAS OBLIQUAS 

1. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Neste capítulo, serao apresentadas apenas noçoes g~ 

rais sobre o assunto. 

2. DEFINIÇÃO HIPÕTESES 

Placa e um elemento estrutural bi-dimensional ou la 

minar de superfície media plana, sujeita a solicitações predoml 

nantemente normais ã superfície. 

Uma placa e dita esconsa quando o ângulo S, denomina 

do ângulo de esconsidade, e diferente de zero, ou seja, a placa 

apresenta contorno em forma de paralelogramo. (Figura 3. 1). 

No estudo que se segue, admite-se que as placas sao 

delgadas, de material homogéneo e perfeitamente elástico, isõtr~ 

pas, com carregamentos normais â superfície media e sofrem pequ~ 
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x1 y1 = plano medio 

L-_____ .,__ ____ ~X I XI 

o 
FIGURA 3./ 

nas defl exões. Nesse caso, sao válidas as seguintes hipóteses: 

3. 

a) nao hã tração ou compressao na superfície media que 

serã, portanto, uma superfície neutra. Deformações 

no plano medio da placa são desprezadas; 

b) os pontos situados numa normal ao plano medio perm~ 

necem, após a deflexão, numa normal ã superfície me 

dia. Isso equivale a desprezar as deformações sob 

efeito do esforço cortante; 

c) desprezam-se as tensões na direção normal a placa. 

RELAÇAO ENTRE DEFLEXÕES E DEFORMAÇÕES 

As hipóteses consideradas anteriormente em que se su 

poe desprezível o efeito da força cortante nas deflexões e o da 
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tensão de compressao produzida pela carga aplicada q, ocasionam 

erro desprezível nos deslocamentos transversais, desde que, a e~ 

pessura da placa seja pequena comparada ãs outras dimensões. Ne~ 

se caso, através considerações geométricas, chega-se ãs segui~ 

tes relações: 

4. 

ul 
XI 

= - z 
aw 

a X 1 
vl 

y1 
= - z 

aw 

ayl 

Substituindo (3.1) em (2.11): 

2 a w 
e: = - z 

Xl 

y 
x1y1 

2 a X 1 

2 
a w 

=-2z--­

axlyl 

EQUAÇÕES DOS MOMENTOS 

e: 
yl 

= - z 

2 a w 

2 a yl 

( 3. 1 ) 

( 3. 2) 

Considere os eixos obliquos Oxl e Oyl passando pelo 

plano médio da placa e Oz normal a esse mesmo plano. Um elemen 

to de placa é então atuado por momentos fletores M e M mo 
XI yl 

mentes de torção M e M e esforços cortantes Q e Q 
x1y1 y1x1 XI y1 

(Figura 3.2). Os referidos momentos são relacionados ãs te n 

sões pelas equações: 
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h/2 h/2 

M = f z <J dz M = - f Z T dz 
XI XI x1y1 x1y1 

-h/2 -h/2 

(3.3) 

h/2 h/2 

M = f z <J dz M = I Z T dz 
y1 y1 y1x1 y1x1 

-h/2 -h/2 

onde h e a espessura da placa. 

As direções positivas dos esforços sao mostradas na 

Figura 3.2. 

y 

e, BAIXO 
G)CIMA 

YI 

~''j 

ç) My1x1 
~My,xr + e) yr dyr 

dyr 

t--...L..-('}-----.J 

Q,, "" J -My, 

My,xr 
"--"--------:::::::::::::::::::::::::::::::::=-----------..:X,xl 

F'/Gf.JRA 3.2 
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Substituindo as equaçoes (3.2) nas equaçoes (2.21), 

tem-se: 

,: 

2 
E cosec a 

2 2 
aw 2 2 aw 

a = - z -- + (cosa+ v sena) 
XI 2 2 2 

a 
y 1 

x1y1 

] - V axl ayl 

- 2 cosa 2 l a w 

1 ayl . 

2 

E cosec a 
2 2 

2 2 a w 
= - z -----

a w 
--+ 

2 
ayl 

(cosa+ v sena) 

= 

2 
1 - V 

2 
a w 

- 2 cosa 

axl ayl 

2 

[ (1 • 
E cosec a 

- z 
2 

1 - V 

2 

cosa 

' ' l a w a w 
- cosa (-- + --) 

ax1
2 

ay1
2 

2 

2 

- V sen a) 

2 
axl 

(3.4) 

2 
a w 

axl ayl 

Sabe-se que o operador í/ em coordenadas obliquas e 

representado por: 
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V 

1 
= 
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2 2 
2 a a 

cosec a(~~ - 2 cosa-~~-
2 

axl axl ayl 

2 
a 

+ --) 
2 ayl 

( 3. 5) 

Substituindo a equaçao (3.5) em (3.4) tem-se as ten 

soes escritas sob forma mais simples: 

E coseca 2 
O' = - z 

XI 2 
] - V 

V w -
1 

(]-V) 

O' = - z 
yl 

E coseca [ --- v:w- (1-v) 
2 

] - V 

2 

a w 

2 
ayl 

2 
a w 

2 
axl 

T = - z 
X 1 y 1 

E coseca 

2 
l - V 

[V:• cosa - (l -v J 

Levando (3.6) em (3.3): 

M 
Xi 

• - D cosec•[<• - (1-vJ 2 ] 
a w 

ayl 
2 

M = - D coseca[V
2
w - (1-v) ~] 

Y i i ax l 2 

( 3. 6) 

( 3. 7) 
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2 
2 a w 

M = - M 
x1y1 y1x1 

= - D coseca V w cosa - (1-v) 
1 

· axl ayl 

onde D e a rigidez a flexão da placa, dada pela expressao: 

D = 
2 

12(1-v) 

5. EQUAÇAO DIFERENCIAL DAS PLACAS 

Na teoria elementar da flexão de placas carregadas 

por forças normais ã superficie, considera-se que os deslocamen 

tos são pequenos comparados ã espessura e que os bordos são li 

vres para moverem-se no plano da placa. 

A Figura 3.3 mostra os esforços cortantes. Os eixos 

coordenados xl, yl e y estão no plano mêdio da placa e o eixo z 

normal ao referido plano. 

O equilibrio do elemento de placa (Figura 3.2) sera 

·estabelecido atravês da aplicação das equações da Estãtica. Os 

infinitêsimos de ordem superior ã segunda serão desprezados. 
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YI Oy, + c)Oy1 dy1 
t d YI 

Qx, fftff 1 d Ox1 
1 dx1 
1 

e) XI-

* 

QYI 
X, XI 

FIGURA 3.3 

Dessa forma, do equilíbrio das forças na direção z, 

tem-se: 

aQ aQ 
YI XJ 

dyl dxl + dxl dyl + q sena dxl dyl = O 
õyl axl 

ªQ ªQ 
YI XI 

+ -- + q sena= O (3.8) 
ayl axl 

Equilíbrio dos momentos na direção normal a yl: 

aM aM 
x1y1 

dxl dyl 
y1 

dyl dxl - + Q dyl dxl = o 
a X 1 ayl 

yl 

aM aM 
x1y1 y1 

o ( 3. 9) - -- + Q = 
a xl õyl yl 
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Equilíbrio dos Momentos na direção normal a xl: 

aM aM 
y IX 1 

--- dyl dxl + 
XI 

dxl dyl - Qx
1 

dxl dyl = O 

ayl a xl 

aM aM 
ylXI XI 

+ -- - QXI = Q (3.10) 
ayl axl 

Da equaçao (3.3) tem-se: 

M = - M 
x1y1 _ y1x1 

Explicitando os esforços cortantes nas equaçoes (3 • 

. 9) e (3.10), derivando convenientemente e substituindo na equ~ 

çao (3.8) vem: 

2 
a M 

XI 

2 a xl 
+ 

2 
a M 

yl 

2 
ayl 

2 
a M 

x1y1 
- 2 ----

axl ayl 
+ q sena = o (3.11) 

Usando as expressoes (3.7) chega-se ã equaçao dife 

rencial das placas, expressa em coordenadas obliquas: 
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~ 4 2 

a w a w 2· a w - 4 cosa + 2 ( 1 + 2 cos a) 
a xl 

4 
d X l 

3 
ayl axl 

2 
ayl 

2 

4 4 4 

a w a w sena 
- 4 cosa + = q (3.12) 

a xl a yl 3 a yl 
4 

D 

6. RELAÇÃO ENTRE MOMENTOS NOS SISTEMAS RETANGULAR E OBLIQUO 

Analogamente as expressoes (3.3) tem-se: 

h/2 h/2 

M = f z (] dz M = f z (] dz 
X X y y 

-h/2 -h/2 

(3.13) 

h/2 h/2 

M = - f Z T dz ; M = f Z T dz 
xy xy yx yx 

-h/2 -h/2 

Substituindo adequadamente (2.19) em (3.13) e consi 

derando ainda as equações (3.3), chega-se ãs seguintes relações 

entre momentos nos dois sistemas de coordenadas retangular e o 

bl iquo. 
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M = M coseca + M cosa cota - 2 M cota 
X XI YI x1y1 

M = M sena 
y yt 

M = - M = M - M cosa 
xy yx x1y1 y1 

ou: 

M = M sena + M cosa cota + 2 M cosa (3.14) 
XI X y xy 

M = M coseca 
y1 y 

M = - M = M + M cota. 
x1y1 y1x1 xy y 

7. MOMENTOS FLETORES E MOMENTOS DE TORÇÃO VERDADEIROS NO 

SISTEMA OBLIQUO 

Esses momentos verdadeiros que atuam em qualquer bor 

do paralelo aos eixos obliquos podem ser obtidos facilmente da 

Figura 3.2. 

Considere-se por 

fletores verdadeiros atuando 

e Oxl, respectivamente. 

exemplo, M e M~ como 
xT yl 

nos bordos paralelos aos 

momentos 

eixos Oyl 
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Logo: 

M = M sena 
Xl X l 

(3.15) 

M = M sena 
yl yl 

8. CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA BORDO ENGASTADO 

Se um bordo da placa ê perfeitamente engastado, o 

deslocamento ao longo desse bordo ê nulo e o plano tangente a su 

perfície media deslocada, ao longo desse lado, coincide com a p~ 

sição inicial do plano médio da placa. 

Logo, se os bordos xl = a e yl = b sao 

dos tem-se que: 

[w ]xl=a ['· J 
= = o 

a xl xl=a 

e' 

[w]yl=b = [::,L .. = o . 

engast~ 
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CAP!TULO IV 

MtTODO DAS EQUIVALtNCIAS 

1. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

No presente capitulo serao apresentados os conceitos 

bãsicos da Teoria das Equivalências, bem como aplicação da teo 

ria ao estudo .de placas. 

2. CONCEITUAÇIIO PRINC!PIOS FUNDAMENTAIS 

Todos os mêtodos numêricos de resolução de problemas 

de elasticidade procedem a uma discretização do meio continuo a 

estudar. O meio discreto obtido representa, de maneira aproxi 

mada, o meio continuo sob certas condições. 

O mêtodo de resolução pela Teoria das Equivalências, 

sendo um mêtodo numérico, não foge a esta regra. O meio discre 

to utilizado e constituido de um sistema de barras e a condição 

fundamental de equivalência entre os meios continuo e discreto e 
a identidade das respectivas energias. 
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Considerando-se um corpo elãstico em equilibrio estã 

tico, sob a ação de forças de volume e de superficie dadas, deri 

vadas de um potencial, demonstra-se que; 

de todos os campos de deslocamentos admiõõiveiõ, o 

campo real, isto ê, aquele que verifica as equaçoes 

de equilibrio e ê compativel com as ligações impo~ 

tas, ê o que minimiza a energia potencial total; 

reciprocamente, se existe um campo de deslocamento 

admissivel, que torna minima a energia potencial, es 

te campo ê o campo real. 

Logo, a integração de equaçoes de equilibrio que e, 

em geral, um problema dificil ê substituido aqui ,pela aplicação 

do mêtodo vàriãcional. 

Considere-se um corpo deformãvel, de volume v, subme 

tido a um carregamento derivado de um potencial ~-

Sendo U a energia potencial de deformação por unida 
o 

de de volume, o potencial total serã: 

w = f 
V 

U dv + ~ 
o 
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_X3 
p 

X2 
/.';C----\ - - - ·J---~ o ,---,, 

- ; 

FIGURA 4./ 

X3 
p 

X2 ,1:---\ - - - ··J----,,... o ----

No caso representado na Figura 4.1, tem-se: 

... ... 
<I> = - p u 

... 
u ~ o deslocamento do ponto de aplicaçio da carga con 

siderada. 
+ 
P e a carga concentrada aplicada. 

Logo: 

1T = J 
... 

U dv - P°t 
o 

V 

Observa-se que este problema implica em pesquisar um 

campo de d·esl oca:me.nto compatfvel-"COm ·as ligações do corpo e que 
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torne mínimo o potencial total rr. (orr = O). 

Seja um segundo corpo v' ocupando o mesmo domínio e~ 

pacial e submetido ao mesmo carregamento que o corpo anteriormen 

te considerado (Figura 4.1 ). 

Designando por 

çao por unidade de volume, 

creve: 

rr 
O 

= J 
V 

U'dv'+4> 
o 

U' sua energia potencial de deforma 
o 

o potencial total do sistema se es 

Analogamente, a resolução desse problema implica num 

campo de desiocamento que. to·rne mini mo o funciona 1 rr' (orr' = D). 

Como essas variações.sao arbitrárias deve-se ter: 

orr = ôrr' 

rr = rr' = f u; dv + 4J 

V 

Resulta, pois, que os dois corpos admitem o mesmo p~ 

tencial total e, portanto, sao ditos equivalentes. 

Pode-se, então, comparar o problema do corpo carreg~ 
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do ao de um corpo equivalente, no qual o estudo e mais acessivel, 

tendo esse meio equivalente leis de comportamento diferentes. 

Resumindo, a teoria das equivalencias permite: 

a) Substituir o meio continuo por um conjunto de elemen 

tos constituidos por barras. 

b) Calcular as caracteristicas das barras, identifican 

do o potencial total do elemento continuo e do ele 

menta discreto, considerando o fato de que o campo de 

deslocamento e o mesmo nos dois elementos equivale~ 

tes. 

c) Calcular a estrutura constituida por essas barras com 

auxilio de computador. 

d) Utilizar os resultados obtidos para determinar o cam 

pode tensões e de deslocamentos dentro do corpo con 

tinuo inicial. 
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3, TEORIA DAS PLACAS 

3. 1 CONCEITOS BÁSICOS CONSIDERAÇÕES 

Considerando-se uma placa de superficie media ( X ,y) 

e espessura variãvel h(x,y), a energia de deformação por unida 

de de ãrea e dada pela relação: 

[ ' ' 
2 2 2 2 2 

1 '] 
.!_ D 

a w a w a w a w a w 
u = (-) + (-) + 2v + 2(1-v)( 

o 2 Ô X 
2 ôy2 ôx 2 ôy 2 ax ay 

{ ' ' 
2 2 2 2 

1 
D (~) 

a w a w 
= - + (-) + 2( 

2 ÔX
2 ôy2 ax ay 

[·'-
2 2 

1 '] 
a w a w 

+ 2 \) - ( ( 4 . 1 ) 

ax 2 ay 2 ax ôy 

onde D e a rigidez a flexão da placa. 

Para o caso de grandes deformações, os esforços de 

membrana no plano medio da placa são obtidos por derivação da 
1 2 

função de tensão F, regida pela relação: 
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2 2 2 2 
a w a w a w 

titiF = E (--) 
2 2 

ax ay ax ay 

Considerando, no entanto, pequenas deformações, a t~ 

oria clãssica das placas despreza esses esforços de membrana. 

Logo: 

2 2 2 2 
a w 

( ) 
a w a w 

- o 
ax aY 

Consequentemente, a expressao (4.1) fica: 

u _10[(ª2(1))2+ 
o 2 dX2 

+ 2 (-ª-2 (1)-) 2 l 
ax ay 

3.2 CONDIÇÃO DE BORDO ENGASTADO 

Seja o termo da expressao (4.1): 

V D t•'• 2 

' '] a w (ª(I)) u = -- -
o clx 2 ay2 ax ay 

( 4. 2) 

( 4. 3 ) 

( 4. 4) 
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Quando o bordo da placa e engastado pode-se demons 
6 

trar que: 

f u
0 

dS = O 

s 

onde S e a areada placa. 

Em consequência, pode-se tomar como 

nergia de 

U' 
o 

s 

deformação para o corpo equi·va 1 ente 

[ ' a 2
w 

2 

' 'J D a 2
w + 2 ( a w l = - (-) + (-) 

2 a X 2 ay2 ax ay 

Com efeito, devido a.(4.5): 

u dS 
o 

= 

s 

U' dS 
o 

a 

( 4. 5) 

densidade de e -
quantidade: 

(4.6) 

( 4. 7) 

Observa-se ainda que, no caso em que o 

de Poisson ê nulo, a equação (4.1) se reduz a (4.6). 

coeficiente 

Resumindo: 

A expressao (4.6) ê vãlida no caso em que a placa e 

perfeitamente engastada no contorno ou ainda quando v = O. 
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Os diversos resultados obtidos quando se considera a 

teoria clãssica mostram que a aproximação ê bastante suficiente. 

3.3 ENERGIA DE FLEXÃO E TORÇÃO DE UMA BARRA 

Seja a barra ij (Figura 4.2), de pequeno comprime~ 

to!, associada a um sistema de referência local (x,y). 

X 
y / 

y 

~ 
/ 

d-
/ X 

o 
FIGURA 4.2 

Designando por Mf o momento de flexão da barra, vem: 

M = EI 
f 

2 
a w 

2 
ax 

Por outro lado, tem-se que: 

aw aw ax aw av 

ax ax 

aw 

ax 
cosa. + 

aw 
av 

(4.8) 

se na. 
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2 2 2 2 
a w a w 2 a w 2 a w 

2 ax 
= cosa+~- sena+ 2 sena cosa 

2 ax 2 av a x a Y (4.9) 

Usando (4.8) e (4.9) a energia de flexão da barra se 

escreve: 

onde ' = p .. 
]. J 

2 
a w 

2 2 

l = 
l 

2 

a w 
Eil(-) 

1 
p •• 

]. J 

2 ax 

2 a w 
2 ax 

(Eil} .. 
]. J 

ax 2 

2 
2 a w 

cosa+ 2 

ax av 

2 a w 
sena cosa+ 

aY 2 

2 
sen a 

(4.10) 

2 

Analogamente, para o momento de torção da barra, tem-

-se: 

2 
a w 

ax ay 

onde µ J e a rigidez a torção da barra. 



2 a w 

a x ay 

Sendo: 

2 a w 
= (- -

2 
ay 

2 a w 
-) 

2 
ax 
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sena cosa+ 

2 
a w 2 2 

(cos a - sen a) 
ax a y 

a energia de torção da barra sera: 

l 
w = 

t 2 

onde y .. = 
]. J 

3.4 

M 
t 

y • f l.J 2 

2 
a w 

ax ay 

2 
a w 
(- -

2 
av 

(µ J l) ... 
]. J 

l = 

2 
a w 

l 

2 

-) 
ax

2 

2 2 
a w 

µ J l ( ) 
ax ay 

2 

"'2 «]' a w 
sen2a + 

a x a Y 

(4.11) 

MODELOS EQUIVALENTES CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Seja um sistema de eixos coordenados retangulares x, 

y, z. 

Designando por e .. (i ,j = l ,2, 3) as componentes 
]. J 

tensor de deformação, a energia de deformação W ê dada por: 

do 



+ e 
1 1 

2µ) ( e 
2 

1 1 
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2 
+ e 

2 2 
e 2 ) + + 2Ã(e e 

3 3 1 1 22 

2 
e + e e ) + 4µ ( e 

33 22 33 12 
+ e 

2 
+ e 

2 
)] dV 

1 3 2 3 

(4.12) 

Onde À eµ sao os coeficientes de Lamê. 

O alongamento unitário e$ segundo uma direção$ de 

finida pelos seus co-senos diretores $
1

, $
2

, $
3 

e: 

2 2 2 

e,,,= e w + e w + e w + 2(e w w 
'I' 1 l 1 2 2 2 3 3 3 1 2 2 

(4.13) 

A energia de deformação de uma barra submetida a uma 

força axial e: 

onde: 

W = l ES! e 2 

2 

l comprimento 

S seção transversal da barra 

e deformação unitária. 

Associando-se a barra o parâmetro p = ES! a sua e 
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nergia de deformação e dada por: 

w = 
1 

2 

2 
P e 

Substituindo ( 4 . 1 3 ) em ( 4 . 1 4 ) , vem: 

1 2 2 2 w = + 1/! + e 1/! + e 1/! + 2(e 
2 1 1 1 22 2 3 3 3 1 2 

+ e 1/! 1/! + e 1/! '' i]' 1 3 1 2 3 2 

(4.14) 

1/! 1/! 
2 

(4.15) 

Se se considera um sistema constituído por n barras 

articuladas e se w1 ê a energia de deformação da barra i, a 

energia de deformação total do sistema serã: 

n 

w = l w. 
1 

(4.16) 
i=l 

Observa-se que para realizar a equivalência entre o 

elemento continuo (cuja energia de deformação ê dada por 4. 12) e 

o elemento discreto constituído de barras (onde a energia ê dada 

por 4.16), segundo (4.15) ê necessãrio fazer desaparecer os ter 

mos da forma (sendo j I k), que não figuram na rela 

çao (4.12). 
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Diversos modelos equivalentes sao possíveis. A uti 

lização de cada um deles vai depender do tipo de problema que se 

tem a resolver. 

Nesse trabalho nao serã mencionado nenhum modelo e 

quivalente exceto o triangular que mais se adaptou ao estudo em 

questão. 

3.5 MODELO EQUIVALENTE TRIANGULAR - DETERMINAÇ/(O DE ESFORÇOS 

Considere os elementos ij, jk e k! formando um tri 

ângulo qualquer (Figura 4.3). 

y 

.__ ___________ x 

FIGURA 4.3 

Sendo W a energia de deformação armazenada pelo ele 

mento triangular ijk de ãrea A, tem-se: 

W = AU = (Wf + W) + {Wf + W) + (Wf + W) 
o t .. t "k t k" l.J J ]. 

(4.17) 



54 

Substituindo, em (4.17), cada termo por seu valor 

(equações 4.10 e 4.11); e ainda fazendo-se uma identificação de 

termos semelhantes chega-se a um sistema de seis equações dife 

renciais que resolvido fornece para cada barra os valores dos p~ 

râmetros p' e y. Logo, para a barra ij, por exemplo, tem-se: 

onde: 

p' 
ij 

= y . . 
1J 

p' = (Eil) 

= 

ij ij 

cose 
AD 

seniji seny 

y 
ij 

= (µJl) 
ij 

(4.18) 

Para o caso de placas esconsas poder-se-ia ter usado 

diversos tipos de malhas. 

Porêm, no presente trabalho, optou-se pelo tipo de 

malha apresentado na Figura 4.4, composto apenas por elementos 

triangulares. 

Essa escolha deve-se, principalmente, a dois fatores: 

a) para que a malha aqui usada coincida com a usada no 

mêtodo dos elementos finitos, e assim se tenha maior 

facilidade na comparação de resultados; 
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b) para que todos os ângulos do elemento triangular que 

compoe a malha sejam agudos pois assim as inêrcias e 

quivalentes das barras (lados do elemento) nao sao 

negativas. 

FIGURA 4.4 

A teoria das equivalências estabelece uma identidade 

entre o campo de deformação do corpo real e o do corpo equivale~ 

te e não uma identidade entre os esforços ou solicitações nos dois 

corpos. 

A determinação do campo de deformação no corpo equi 

valente se faz com base em suas prÕprias leis de comportamento, 

mas sem que tenha necessariamente um sentido fisico. Isso acon 

tece, por exemplo, para o caso de elemento triangular de placa, 

quando um dos ângulos e obtuso. Nesse caso, o momento de inêr 

eia obtido da equaçao (4.18) serã negativo, o que fisicamente 

nao faz sentido mas que dentro da Teoria das Equivalências ê pe! 

feitamente vãlido. 



56 

A determinação dos esforços no corpo real ê consegui 

da a partir do campo de deformação do corpo equivalente. 

Designando por Mo momento de flexão ao longo da bar 

ra, da lqu~ção (4;8) tem-se: 

pa.Jr.a. a. ba.Jr.Jr.a. .i..j: 

M 
(-) 

EI ij 
= 

2 
a w 

2 a xl 

pa.Jr.a. a. ba.Jr.Jr.a. .i..k: 

2 

(~) 
a w 

= 
EI ik 

pa.Jr.a. a. ba.Jr.Jr.a. j k: 

M 
(-) = 

EI j k 

2 

a w 

2 
ay2 

(Figura 4.5) 

(4.19) 

(4.20) 

(4.21) 

Considere um ponto P definido nos três sistemas de 

coordenadas da Figura 4.5 por: 

p ( X ,y) P(xl,yl) ; P(x2, y2). 
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y 

FIGURA 4.5 

Essas coordenadas podem ser relacionadas entre si p~ 

las equaçoes: 

x = x 1 + y 1 cosa ou X= X2 - y2 COSW 

y = yl sena ou y = y2 senw 

Quando tem-se ainda: 

xl = x - y cota X2 =X+ y COtW 

yl = y coseca y2 = y cosecw 

Usando essas relações tem-se: 

2 
a w 

2 
ayl 

= 

2 

a w 

2 
ay 

2 
sen a (4.22) 



2 

a w 

2 3y2 

2 
a w 

2 a xl 

2 

2 a w 
= s en 1/J 

= 

2 
a w 

2 ax2 

2 ay 

= 

2 
a w 

2 ax 
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Comparando (4.19), (4.20) e (4.21) 

com (4.24), (4.22) e (4.23): 

2 
M a w 

(-) = 
E I 2 

ij Ô X 

2 
M a w 2 

(-) = sen 1jJ 
EI 2 

jk ay 

2 

M a w 2 
(-) = sena 

EI 2 
ik ay 

Da teoria das placas tem-se: 

X 
=-D [ª2: + V 32:] 

ax ay 
M 

(4.23) 

( 4. 24) 

respectivamente 

(4.25) 

(4.26) 



M 
y 

M 
xy 

= - D 

2 

a w 
-- + 

2 ay 

=-D(l-v) 

2 
a w 

2 
a w 

2 ax 

ax ay 
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(4.27) 

( 4. 28) 

Por outro lado, da equaçao (4.18), vem: 

cose .e. 
ik 

( E I) 
ij 

= D 

(EI) = 
ik 

2 sentji 

costj) i .. 
l. J 

2 sena 
D 

D = 

D = 

2 ( E I ) . . se ntj) 
l. J 

cose .e. 
ik 

(4.29) 

2(EI)ik sena 

costj) .e. 
ij 

(4.30) 

Substituindo, convenientemente (4.25}, (4.29) e (4 . 

. 30) na equaçao (4.26) e fazendo as devidas simplificações, che 

ga-se a: 



M 
X 

M xy 

60 

= - 2 M •. 
1J 

+ \) 

Analogamente: 

- 2 
sine 

2 
cosi/! sen a. 

sinip(l-v)M t .. 
= - 2 ~-----~1~J 

sine 

• 2 o 
COSi/J s,n a.-<- •• 1J 

sinip 
----M .. 

1J 

(4.31) 

(4.32) 

(4.33) 
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CAP!TULO V 

M[TODO DAS DIFERENÇAS FINITAS 

l. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Apenas conceitos básicos do método das diferenças fi 
nitas serão, neste cap1tulo, apresentados, bem como a disposição 

dos operadores usados na programação, em forma de moléculas. 

2. CONCEITUAÇIIO DIFERENÇAS FINITAS ORDINÃRIAS 

O método das diferenças finitas é um método numérico 

que consiste na substituição das equações diferenciais, que defi 

nem o problema, em diferenças finitas. Assim, as derivadas de 

uma função cont1nua y(x) são explicitadas em termos do valor 

da função em determinados pontos. 

Seja a função cont1nua y(x), como na Figura 5.1. 
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y 

B 

1 

1 

1 1 
1 1 

1 1 

~n 
1 

1 

~n-2 IYn-1 1Yn+I lll,+2 
1 1 

1 1 1 1 

1 
1 1 

o 1 X 
n-2 n-1 n n+I n+2 

h h h h 

FIGURA 5./ 

As diferenças primeiras podem ser expressas como: 

(t.Y) = y - y 
n-1 n n-1 

(6Y) = y - y ( 5 . l ) 
n n+l n 

(tiy) = y - y 
n+l n+2 n+l 

Essas diferenças divididas pelo intervalo h conside 

rado, dão os valores aproximados das derivadas primeiras de y(x), 

nos correspondentes pontos. 

dy y - y dy y - y 
n n-1 n+l n 

(-) = (-) = • etc 
dx 

n-1 h dx h n 

( 5. 2) 
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Partindo-se das diferenças primeiras, pode-se calcu 

lar as diferenças de segunda ordem, como: 

2 
(6 y) = (6y) - (6y) ( 5. 3) 

n n+l n 

A partir das diferenças de segunda ordem obtem-se va 

lores aproximados das derivadas segundas: 

2 
2 (6 y) y - 2y + y 

(d y) n n+2 n+l n 
= = ( 5. 4) 

2 2 2 
dx h h n 

Seja, agora, uma função continua de duas variãveis 

w(x,y). Pode-se utilizar para o cãlculo aproximado de suas de 

rivadas parciais, equaçoes anãlogas ãs expressões (5.2) e (5.4). 

Existem, entretanto, para um determinado ponto, três 

tipos de diferenças finitas. 

As expressoes que fornecem as diferenças primeiras 

no ponto n (Figura 5.1), considerando intervalos iguais h no ei 

xo x, podem ser escritas como: 

6y 
(-) 
6x 

= 

n 

y - y 
n+l n 

( 5. 5) 

h 



t:.y 
(-) 

t:.x 

t:.y 
(-) 

/:,X 

= 

n 

= 

n 
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y - y 
n n-1 

( 5. 6 ) 

h 

y - y 
n+l n-1 

( 5. 7) 

2h 

A expressao (5.5) ê denominada diferença em avanço, 

a (5.6) ê dita diferença em atraso e a (5.7) diferença central. 

Na diferença em avanço são usados termos ã direita do ponto con 

siderado; na diferença em atraso, termos ã esquerda e na dife 

rença central, termos em torno do ponto considerado. 

No presente trabalho, empregou-se diferenças finitas 

centrais, pois resultados mais precisos são obtidos quando comp~ 

rados aos dois outros tipos de diferenças. 

As diferenças finitas centrais de 2a. ordem sao: 

t.y t:.y 
(-) - (-) 

2 t:.x n+l t.x n-1 t. y 
!:, 

t.y 
(-) = (-) = = 

2 t.x t.x t.x n 2h n 

y - 2y + y 
n+2 n n-2 

(5.8) = 
4 h 

2 
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Observa-se que a equaçao (5.8) ê funçio de ordenadas 

dos pontos n+2 e n-2 que distam 2h do ponto n considerado. 

Para se obter um valor para a diferença de segunda 

ordem em funçio de pontos mais próximos, toma-se dois pontos au 

xiliares A e B que distam h/2 de n e que têm ordenadas yA e yB, 

respectivamente. (Figura 5.1) 

Dessa forma: 

t,y t,y 
(-) - (-) 

2 /',X /',X 

/', y B A 1 
(-) = = (y - 2y + y ) 

2 2 n+l n n-1 t,x h h n 

( 5. 9) 

A equaçao (5.9) representa a diferença segunda c e n 

tral em funçio de pontos mais próximos de n. 

Processo análogo ao utilizado para calcular as dife 

renças finitas de primeira e segunda ordem ê empregado no cãlcu 

lo de diferenças de ordem superior. Neste trabalho, interessam 

ainda as de terceira e quarta ordem. Assim: 

3 2 
/', y /', /', y 1 
(-) = (-) = [, . 3(y - y ) • y l 3 t,x 2 3 n+J n-1 n+l n-3 

/',X /',X 8h n n 

(5.10) 
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~ 3 
/). y 
(-) 

~ 

/). /). y 
= (-) = 

/).X 3 
/).X 

~ 

l 6h 

y - y 
n+4 n+2 

1 

n n 

+ 3 (y - y - y + y ) - y + y l 
n n-2 n+2 n n-2 n-4 

(5.11) 

A expressao (5.11) das diferenças finitas de quarta 

ordem pode ser escrita em função de pontos mais próximos (inte~ 

mediãrios). 

~ 

/). y l 
(-) 

~ 

/',.x 

= (y - 4y + 6y - 4y + y ) 
~ n+2 n+l n n-1 n-2 

h n 

(5.12) 

3. DIFERENÇAS FINITAS PARCIAIS 

Como j ã foi d i to , o c ã l cu 1 o d as d i fere n ç as f i n i t a s 

parciais de uma função continua de duas variãveis w = f(x,y) e 

feito de maneira análoga ao cãlculo de diferenças finitas ordinã 

rias, visto no item anterior. 
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Considere-se a malha da Figura 5.2, com intervalos i 

guais em cada uma das direções x e y, respectivamente h e k. 

y 

aae .----< ªª .---<a ad 

aee ae a ad add 
K 

ee e d dd X 

bee be b bd bdd 

bbe bb bbd 

h 
FIGURA 5.2 

Das equaçoes (5.7) e (5.9) tem-se as diferenças fini 

tas parciais de primeira e segunda ordem, em relação a cada uma 

das direções x e y. 

llw 
(-) 

w - w 
d e 

= 
tix 

i 2h 

2 w - 2w + w ti w d i e 
(-) = (5.13) 

2 2 
tix h i 



w - w 
6w a b 
(-) = 

().y i 2k 

2 
/). w 
(-) 
6y2 i 

w 
a 

= 

- 2w 

2 
k 
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+ w 
i b 

(5.14) 

A diferença finita mista de 2a. ordem, em relação a 

x e y, e obtida calculando, inicialmente, a diferença em uma das 

direções e depois, a diferença dessa primeira diferença, na ou 

tra direção: 

2 
/). w 

( ) 
/).X ().y i 

6 6w 
= (-) 

().y /).X i 

1 
= (w - w - w + w ) 

4 h k ad bd ae be 

De maneira anãloga sao calculadas diferenças finitas 

parciais mistas de ordem superior. 

As diferenças finitas parciais de quarta ordem, como 

terão utilização posterior, serão aqui apresentadas: 

4 
/). w 
(-) 

4 
/).X 

i 

1 
= (w - 4w 

h4 dd d 
+ 6w 

i 
- 4w + w 

e 
) (5.16) 

ee 



~ 

t, w 
( 

2 
/).X óy 

(---
3 

/).X 

-/). w 

óy 

2) 

i 

( 3 ) 

/).X t,y 
i 

= 

i 

+ 

= 

+ 

= 

1 

2 
h 

4w 
i 

1 

3 

4h k 

2w 
ae 

1 

k 

3 
4 h k 
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(w - 2w + w - 2wd 
2 ad a ae 

- 2w 
e 

+ w - 2w + w ) 
bd b be 

(w - 2w - w + 2w 
add ad bdd bd 

- w - 2w + w ) 
aee be bee 

(w - 2w + 2w - w 
aad ad bd bbd 

w + 2w - 2w + w ) 
aae ae be bbe 

(5.17) 

(5.18) 

(5.19) 

( 5. 20) 

Quando a malha ê em forma de parelelogramo o proced1 

.mento e idêntico ao exposto acima. 
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4. DIFERENÇAS FINITAS EM COORDENADAS OBLTQUAS OPERADORES 

DISPOSTOS EM MOLtCULAS 

Coordenadas obliquas podem ser algumas vezes, usadas 

com vantagem. Um ponto (x,y) em coordenadas cartesianas e re 

presentado em coordenadas obliquas por (xl, yl) como indica a Fi 

gura 5. 3. 

y 
y1 

')!(x,y) 

// 
I x, XI 

1· XI 1 
FIGURA S.3 

Tem-se que: 

x = xl + yl cosa ; X l = X - y CO ta 

y = yl sena y 1 = y seca 

Considere uma função w(xl, yl) em que xl e yl sao 

funções de x e y. 

As derivadas parciais de w podem ser calculadas e 
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chega-se a: 

= (5.21) 
a x axl 

aw aw aw 
= - cota + coseca (5.22) 

ay axl axl 

2 2 
a w a w 

= 
2 2 

ax axl 

2 
a w 2 

= cosec a 
2 

ay 

2 

(cosa 

2 

2 
a w 

2 
a xl 

- 2 cosa 

(5.23) 

2 2 
a w a w 

+ --) 
2 

axl ayl ayl 

( 5. 24) 

O operador V em coordenadas retangulares e: 

2 
V = 

2 
a 

2 

a 
+ --

2 2 
ax ay 

Substituindo (5.23) e (5.24) na expressao acima e:·op~ 

rando tem-se: 



2 
(V w). 

1 
= 

2 

cosec a 
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2 2 
d w d w 
(-- - 2 cosa 

2 

axl axl ayl 

2 
d w 

+ --) 
2 

ayl 

(5.25) 

4 
Usando (5.25) pode-se calcular o operador V em coor 

denadas obliquas: 

4 2 2 
Vw = V Vw 

4 4 

4 4 a w a w 
(V w). 

1 
= cosec a - 4 cosa 

4 3 
axl axl ayl 

4 

2 d w 
+ 2 ( 1 + 2 co s a) 

2 2 
axl ayl 

4 4 

a w a w 
4 cosa + ~~ 

3 4 
(5.26). 

axl ayl ayl 

A Figura 5.4 representa uma malha esconsa onde seus 

pontos nodais são caracterizados por letras e espaçados igualme~ 

te em cada uma das direções. 
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y, 

aae ao 1--~a a 

y 

b e e 1------1 b e 

bbe1---....t b b 1--....tbbd 

X,XI 

FIGURA 5.4 

As expressoes de diferenças finitas para coordenadas 

retangulares são nesse caso igualmente válidas. 

Assim, das equaçoes (5.13) a (5.20) conclui-se: 

2 
li w l 

2 
liX 1 

2 

= (w - 2w + w) 
2 d i e 

u 

li w l 

2 
liy l 

= (w - 2w + w) 
2 a i b 

V 

( 5. 27) 

( 5. 28) 
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2 
/J. (1) 4 

(w - w - w + w ) 
ad bd ae be 

= 

/J.Xl t,yl uv 

' /J. (1) l 

' /J.xl 

= (w - 4w + 6w - 4w + w ) 
, dd d i e ee 

u 

~ 

/J. (1) l 

' 
= (w - 4w + 6w - 4w + w ) 

• bb b i a aa 
/J.yl V 

1 
= (w - 2w + w - 2w + 4w 

a 2 2 2 ad a ae d i 
/J.x] /J.yl U V 

- 2w + w - 2w + w ) 
e bd b be 

' /J. (1) l 

3 
/J.X] t,y] 

= ( w - 2w - w + 2w 
3 add ad bdd bd 

4u V 

+ 2w - w - 2w + w ) 
ae aee be bee 

(5.29) 

(5.30) 

(5.31) 

(5.32) 

(5.33) 
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1 
= (w - 2w - w + 2w 

3 3 aad ad bbd bd 
llxl llyl 4u v 

+ 2w - w 
ae aae 

- 2w + w ) 
be · bbe 

( 5. 34) 

Substituindo as expressoes acima nas expressoes (5 . 

. 25) e (5.26) tem-se os operadores V2 e V4
, respectivamente, em 

coordenadas obliquas e aplicados ao ponto i. 

2 
(Vl w) 

i 

4 

(Vl w) 
i 

= 

+ 

2 
cosec a 

1 

1 

u 
(w - 2w + w ) 

e i d 

(w - w - w )cosa 
ad bd ae 2uv 

1 
(w 

2 a 
V 

- 2w + w ) 
i b 

4 1 

(5.35) 

= cosec a (~ (w - 4w + 6w - 4w + w ) 
u4 dd d i e ee 

cosa 
(w - 2w - w + 2w + 2w 

u3v add ad bdd bd ae 
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2 
2 ( l + 2 co s a) 

w - 2w + w ) + 
aee be bee 2 2 

U V 

(w - 2w + w - 2w + 4w - 2w + w 
ad a ae d i e bd 

2w + w ) -
b be 

cosa 

u v 3 
(w - 2w + 2w 

aad ad bd 

w - w + 2w - 2w + w ) 
bbd aae ae be bbe 

l 
+ (w - 4w + 6w - 4w + w ) 

~ bb b i a aa 
V 

(5.36) 

Para facilitar a utilização dessa expressao ela pode 

ser escrita em forma de molécula como estã apresentada na Figura 

5 • 5 . 



V \ cosec 4c,.( 

A = 

e = 

Onde: 

cosa 

3 
U V 

1 

4 
u 

B 

e 

-8 

F = 2 cosa 
1 

(-
3 

U V 
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A E -A 

G-F ,----,-eG-4 E ,____,_ B 

6(C+E}+4G -4C-2Gl----i e 
1----r--

G+F, G - F B 

-A E A 

FIGURA 5.5 

1 
+ -) 

3 
V U 

B = 

E = 

G = 

cosa 

3 
U V 

1 

4 
V 

2 
2(1 + 2 cosa) 

2 2 
U V 
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5. ESFORÇOS NA PLACA EM DIFERENÇAS FINITAS. 

a. Momento Fleto4 Mxl 

Jã foi visto que: 

2 
2 a w 

M = - D coseca Vl w - (1-v) 
xl 2 

ayl 

(5.37) 

Substituindo (5.28) e (5.35) na expressao acima, dis 

pondo em forma de molêcula e considerando t = v/u, tem-se: 

M = -D 
x, 2sen"o<t"u1 

Sendo: 

A = t cosa 

e = 
2 

2 t 

; 

A 

e F t------t C 

8 A 

2 
B = 2 - ( 1-v) 2 s en a 



b. Mame.n.to Fle..tall. M 
yl 

M 
yl 

= - D coseccx 
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2 
Vl w - (1-v) 

2 
a w 

2 
a xl 

Substituindo (5.27) e (5.35) na expressao acima edis 

pondo em forma de molécula: 

A ---2 ,__ __ -A 

M = - D 
,, 2 serro< til ull 

8 8 

-A 1--~2 

Sendo: 

A = t cosa 

2 2 2 e = 4(1-v)t sena - 4(1 + t ) 



c. Momento de To~ção M 
xlyl 
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2 

2 a w 
M 
xlyl 

= - D coseca cosa 'll w - (1-v) 

axl ayl 

Substituindo (4.29) e (4.35) na expressao acima edis 

pondo em forma de molêcula: 

A 1----,/ 8 t------1-A 

M .,,, =-----=º'---- e 4sen3o< t 2 u• ......,.__, F e 

' 

-A 8 ,__ _ __, A 

Sendo: 

2 2 
A = 2 t cosa+ t sen a(l-v) ; B = 4 cosa 

e 2 
= 4 t cosa ; F 

2 
= - 8 ( l + t ) cosa 
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CAPITULO VI 

M[TODO DOS ELEMENTOS FINITOS 

l. CONSIDERAÇÕES GERAIS 

Serão aqui apresentados, apenas, aspectos gerais do 

mitodo dos elementos finitos e particularidades do programa ICES 

STRUDL II. 

2. CONCEITUAÇ~O - ELEMENTO UTILIZADO - HIPÕTESES ASSUMIDAS 

O mitodo dos elementos finitos consiste, fundamental 

mente, na substituição da estrutura continua por um modelo forma 

do de elementos estruturais. Esses elementos estruturais estão 

interligados por um nümero infinito de pontos. A simples divi 

são da estrutura continua não i suficiente para discretizar o pr~ 

blema, por isso, supoem-se os elementos unidos por um numero fi 

nito de pontos denominados pontos nodais. 

t possivel, então, conhecer o comportamento do ele 

mento estrutural a partir dos deslocamentos dos nõs do elemento 
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ou através as forças que atuam nos nos. Os referidos desloca 

mentes são denominados deslocamentos nodais e as forças, forças 

nodais. 

Dependendo do tipo de problema, o elemento estrutu 

ral poderâ ter uma, duas ou trés dimensões, com formas geométri 

cas variadas de maneira que o conjunto de elementos estruturais 

seja equivalente ã estrutura continua. 

Um elemento finito é caracterizado por sua forma ge~ 

métrica, pelo numero e tipo de deslocamentos nodais, pelo grau 

da expressão polinomial que representa a lei de variação do cam 

po dos deslocamentos e, ainda, pela técnica utilizada na obten 

ção da matriz de rigidez. Por outro lado, cada elemento estru 

tural deve representar, satisfatoriamente, as deformações que~ 

correm na região correspondente do continuo. Normalmente, isso 

é feito estabelecendo-se a lei de variação do campo de desloca 

mentes. Esta é a operação mais delicada do método dos elemen 

tos finitos e também a mais dificil. 

A anâlise do problema de placas esconsas pelo método 

dos elementos finitos foi feita utilizando-se o programa ICES 

STRUDL II. Hã dois tipos de elementos que se adaptam ã resolu 

ção do problema: 

a) elemento em forma de paralelogramo, com quatro pontos 



b) 
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nodais nos vêrtices e três deslocamentos nodais por 

no; 

elemento triangular, com três pontos nodais nos 

tices e três deslocamentos por nõ. 

-ver 

O problema foi resolvido usando-se elementos triang~ 

lares nao conformes (''CPT"}, no qual a lei de variação do campo 

de deslocamentos linear w ê um polinômio do 3Q grau e os deslo 

camentos angulares são obtidos por diferenciação de w. 

O programa ICES STRUDL fornece as solicitações em c~ 

da no, para cada elemento. A solicitação em um determinado po~ 

to nodal serã obtida tomando-se a mêdia das solicitações nos nos 

coincidentes com o referido ponto nodal, para que se possa, en 

tão, comparar os resultados com os fornecidos pelos dois outros 

métodos. 



84 

CAPITULO VII 

PROGRAMAÇÃO AUTOMÃTICA 

1 • CONSIDERAÇÕES GERAIS 

O problema de placa esconsa, engastada, foi analisa 

do segundo três mêtodos distintos: mêtodo das equivalências, me 

todo das diferenças finitas e mêtodo dos elementos finitos. Os 

dois primeiros exigiram a execuçio de programas especfficos; e 

para análise pelo mêtodo dos elementos finitos usou-se o progr~ 

ma ICES STRUOL-11. 

Neste capitulo, será exposta a têcnica adotada na pr~ 

gramaçao automática, bem como algumas observações quanto ao pr~ 

grama de geraçio automática de dados para o ICES STRUDL-11. 

Apresenta-se tambêm o fluxograma do programa de dife 

renças finitas. 
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2. ESTRUTURAÇAO DA PROGRAMAÇAO 

2. l EQUIVALÊNCIAS 

A Teoria das Equivalências permite substituir o meio 

continuo por um conjunto constituído de barras, considerando que 

o potencial total do elemento discreto seja idêntico ao potenci 

al total do elemento continuo e ainda que o estado de deformação 

seja o mesmo nos dois elementos equivalentes. 

Assim, no caso de uma placa, ela sera substituída 

por uma grelha onde as barras deverão ter características tais 

que as condições acima descritas se verifiquem. 

De posse das características elãsticas e geométricas 

das barras que constituem o modelo equivalente e fãcil resolver 

o problema. Qualquer programa que resolva estruturas retícula 

das poderã ser utilizado. 

Para o cálculo de placa esconsa com os bordos enga~ 

tados, usando a Teoria das Equivalências, elaborou-se um progr~ 

ma onde apenas são fornecidas as características elãsticas e ge~ 

métricas da placa e o carregamento a que estã submetida. Obtêm­

-se, então, as deflexões nos vãrios pontos nodais, bem como os 

momentos de flexão e de torção nesses pontos da placa. 
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Devido ã geometria da placa tornou-se possível uma 

geraçao automãtica das coordenadas dos nós, dos comprimentos e 

co-senos diretores de cada barra da grelha, das inercias equiv~ 

lentes e das incidências de cada barra. A condição de bordo en 

gastado e tambem gerada pelo próprio programa, igualando-se o in 

dice de restrição (RL) ã unidade, nos pontos do contorno. 

O programa utiliza a têcnica da reordenação da matriz 

de rigidez e aproveita a característica da matriz banda, armaze 

nando na memória apenas a semi-banda superior, em forma de matriz 

retangular. Para isso usou-se o. processo de ãreas de influência. 

Uma vez obtida a matriz de rigidez da estrutura e 

fornecido o carregamento. Qualquer carregamento e transformado 

em cargas aplicadas diretamente aos nós pois os resultados obti 

dos são satisfatórios. Para isso usou-se o processo de ãreas de 

ínfluência. 

Logo, qualquer carregamento deve ser transformado, 

convenientemente, em cargas concentradas nos nos e para o caso 

particular de carregamento uniforme, o programa jã faz automati 

camente essa transformação. Quando vãrios nós estão submetidos 

a mesma carga, e suficiente dar o valor da ordenada de carga e a 

numeraçao dos referidos nos. 

a entrada de dados. 

Isso simplifica consideravelmente 

Formada a matriz de rigidez e o vetor carregamento 
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o sistema de equaçoes ê resolvido segundo o metodo de eliminação, 

de Gauss. Optou-se por esse processo devido ao fato de que, al 

gumas vezes, dependendo das caracteristicas da placa, as inercias 

equivalentes das barras indicadas na Figura 7.1 são negativas, a 

carretando que a matriz de rigidez não e positivamente definida. 

Isso se verifica quando um dos ingulos do elemento triangular e 

maior que n/2. 

~ > 7(/2 

F/Gl/RA T. I 

Nesse caso, o processo de Cholesky nao e adequado. 

A resolução do sistema de equaçoes fornece os deslo 

camentos dos nõs da estrutura e, a partir deles, calculam-se as 

açoes nas extremidades de cada barra. Com as ações nas extremi 

dades das barras, usando-se as expressões (4.31), (4.32) e (4.33) 

da Teoria das Equivalências, deduzidas para o caso de elemento 

triangular de placa, tem-se os esforços na placa, em cada nõ, se 

gundo as direções ortogonais x e y. 
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Deve-se ainda observar o fato de que a numeraçao dos 

nos e barras~ feita de baixo para cima e da esquerda para a di 

rei ta. Quanto às barras, numeram-se primeiramente as na dire 

ção xl, depois as segundo yl e, finalmente, as dirigidas segundo 

a direção y2. (Figura 7.2) 

y2 

sub-rotinas: 

SYMSO 

RIGRE 

y 

7 8 9 

,,/ 13 15 

6 ., 
'o"' 
~ 
~ 

14 o 
<)' 

3 

M DIVISÕES 

FIGURA 7. 2 

O programa consta de um programa principal e d u a s 

sub-rotina que resolve o sistema de equaçoes pelo me 

todo de eliminação de Gauss. 

sub-rotina para geraçao da matriz de rigidez de ele 
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mentos retos de grelha com seçao constante. 

A sub-rotina SYMSO executa tarefa especifica, jã a 

sub-rotina RIGRE executa operações que se repetem durante a ana 

lise. 

O programa, em linguagem FORTRAN, foi desenvolvido 

em computador BURROUGHS e procurou-se aproveitar o mãximo da me 

mõria interna do computador. Algumas variãveis que ocupam gra~ 

de ãrea da memória foram colocadas em COMMON. 

Uma das vantagens desse programa especifico para re 

solução de placas esconsas é que apenas cerca de dez cartões de 

dados são necessãrios. 

2.2 DIFERENÇAS FINITAS 

Trabalho semelhante foi desenvolvido por Francisco 

S. NÕbrega que elaborou um programa para cãlculo de placas es 

consas apoiadas, usando o método das diferenças finitas. 

Aqui, porem, devido ao fato de se ter os quatro bor 

dos engastados, o problema não pode ser resolvido pelo processo 

de Marcus, onde a equação diferencial de quarta ordem e substi 

tuida por um sistema de duas equações diferenciais de segunda or 
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dem. Isso nao e possivel pois, no caso de bordo engastado, jã 

nao se tem momentos nulos no bordo, o que dificulta um pouco o 

problema. 

4 
a w 

4 
ax 

Dessa forma, a equaçao diferencial das placas 

4 
a w 

+ 2 
2 2 

ax ay 

4 

a w 
+ = 

q 

D 

foi escrita em função das coordenadas obliquas e representada 

em forma de molécula. 

Aplicou-se essa molécula, conv~nientement~ a ca-

da um dos pontos nodais, exceto os do bordo, obtendo-se 

matriz dos coeficientes das incógnitas. Observou-se que 

a 

essa 

matriz nao ê simétrica e não apresenta a característica de matriz 

banda. 

Sendo conhecida a ordenada de carga em cada ponto no 

dal tem-se caracterizado o sistema de equações, que resolvido for 

nece as deflexões w nos diversos pontos nodais da placa. 

De posse dessas deflexões, sao obtidos os esforços 

M , M e M na placa. 
X y xy 
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As expressoes dos esforços também foram postas em 

forma de molécula. 

Neste programa os nos sao numerados de baixo para ci 

ma e da esquerda para a direita. (Figura 7.3) 

y 
y1 

1 2 3 4 
r-------~M~º='~v=,s=õ=Es~--------+• I 

FIGURA 7.3 

M numero de divisões na direção xl. 

N numero de divisões na direção yl. 

Pela técnica adotada na programaçao, deve-se ter sem 

pre M > N. 

O programa em linguagem FORTRAN, desenvolvido em com 

putador BURROUGHS-6700, consta de um programa principal e seis 
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sub-rotinas. 

INV Inverte a matriz dos coeficientes das incõgnitas P! 

ra posterior resolução do sistema de equações. 

MXl Define o operador para cilculo do momento ~e flexão 

M 
xl 

MYl Define o operador para cálculo do momento de flexão 

M 
yl 

MXY Define o operador para cálculo do momento de torção 

M 

MOMEN 

PRINC 

xlyl 

Calcula os momentos M, M ou M em relação aos 
X y Xy 

eixos obliquos. 

Calcula, em relação aos eixos retangulares, os mame~ 

tos fletores M 
X 

e M , 
y 

o momento de torção M 
xy 

Inicialmente, usando o metodo das diferenças finitas, 

tentou-se elaborar um programa que resolvesse placas e sco nsas 

com quaisquer condições de bordo. - -Mas verificou-se nao ser pr! 

tico, nem econômico, alem de que a programação tornava-se bem 

complicada. 
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O programa elaborado calcula placas esconsas, enga~ 

tadas nos quatro bordos, submetidas a qualquer tipo de carreg~ 

mento transversal ã placa, tendo cada placa espessura constante. 

2.3 GERAÇÃO AUTOMÁTICA PARA O ICES STRUDL-II 

Uma das dificuldades apresentadas pelo programa 

STRUDL consiste na entrada de dados muito trabalhosa. Deverão 

ser fornecidas, dentre outras coisas, a numeração de cada no, as 

respectivas coordenadas, as incidências de cada elemento, etc. 

Para o problema estudado verificou-se que essas caracteristicas 

poderiam ser geradas automaticamente por um programa a parte. 

Francisco S. Nóbrega, jã havia feito um programa p~ 

ra gerar esses dados, para o tipo de malha indicado na Figura 7 . 

. 4. Este programa foi aqui utilizado, embora com pequenas modi 

ficações. 

O sistema de numeraçao para as coordenadas e elemen 

tos deve ser sempre da esquerda para a direita e de baixo para 

cima, conforme na Figura 7.4. As incidências de cada elemento 

são geradas no sentido anti-horãrio. 

torno o programa gera também a letra 

ordenada y. 

Para pontos nodais do con 

S (SUPPORTS) depois da co 
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., 

/Y' 
/ 8 9 

8 

5 6 
6 

4 

FIGURA 7. 4 
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FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO - DIFERENÇAS FINITAS 

e INICIO ) 

NP 

NUN = O 

®·---
NUN = NUN + l. 

DADOS GERAIS:CARACTEIÚSTICAS 
ELÍillTICAS E GEO~TRICAS. 

CARACTERIZAÇÃO 

DO OPERADOR. 

K = (M + 1) (N + 1) 

I = 1 • K 
r----- -

J = 1 , K 

ZERAGEM DA MATRIZ 

DOS COEFICIENTES. 

< APLICAÇÃO DO 
OPERADOR 
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IC : O 
K = 2 
L = 1 
J=K 

I = K 

Ll = 1 

DETERMINAÇÃO DA MATRIZ T, 
PARA OS I'ONTOS 1,2,3 OU 4 

IC = IC + 1 

Kl = (M + 1) (I - 1) + J 
Il = Kl 

r------ I2=-1·,·3 

' ' 

APLICAÇÃO DO OPERADOR 
AOS PONTOS 1,.2, 3 OU 4 

1 
~---~ Il = Il + (M + 1) + L 1 

6) 



Ll = -l 

J = M 

97 

< 

= N : 3 

K = M + l 

IC = O 

IC = IC +l 

= 

< 

DETERMINAÇAO DA MATRIZ T 

PARA PONTOS SITUADOS 

ENTRE 12 OU 34 • 

i----- --- -

1 

1 
1 
1 
1 

Kl = (M +l) (I - l) + J 
Il = Kl 

'---------- I2 = l, 3 ' ' 

45 



,------
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L = -1 
J = K 
K=N 

N : 3 

< 

K = M - 1 

DETERMINAÇÃO 

DA MATRIZ T. 

J = 3 , K 

Kl =(M+l)(I-1) + J 
!2 = Kl - 2 

1 L _____ _ 
1 

1 

... - -- -

I1 = 1, 5 

APLICAÇÃO DO 
OPERADOR 
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.AJ?LICAÇlO DO OPERADOR 
AOS :PONTOS SITUADOS 

ENTRE l.2 OU 34. 

Ll. = l 

I = 2 

K= N - l. 

IC = O 

J = M 

< 

1------i IC = IC + l. 

DETERMINAÇÃO DA MATRIZ T 
PARA :PONTOS SITUADOS 

ENTRE 13 OU 24. 

r----------- I = 3 , K 

Kl = (M + 1) (I - l) + J 

Ll=M+l 

I2 = kl 

• 
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<if> 
1 
1 --------- Il = 1, 3 

' 

APLICAÇÃO DO OPERADOR 

AOS PONTOS SITUADOS 
ENTRE 13 OU 24. 

L----------- I2 = I2 + L 

L = 1 

U = 2 

IC = M - 1 

< >----/25 

DETERMINAÇÃO DA MATRIZ T 
PARA PONTOS DA REGIÃO INTERNA 

r---- --...,...,..,... I=3.,K 

J = 3, IC 

Kl = (M + 1) (I - 1) + J 

Il = Kl - 2 

L=M+l 



1 O 1 

~ 
1 , __ ------ --- Ll = 1, 5 

APLICAÇÃO DO OPERADOR 

301---~ 

IJ. = Il + 1 

IC=M-1 

K=N-1 

L=M+3 

J1 = 1 

K1 = IC x K 

REORDENAÇÃO DA MATRIZ 

DOS COEFICIENTES. 

35,1----------..l 
r---------
1 

' 1 
1 

I = 1 , K1 

ZERAGEM DO 

VETOR DE CARGAS. 

INTRODUÇÃO 
do 

SISTEMA DE CARGAS. 



r- ----- -- -- - --- -----

' 1 
1 

I2 = l, Kl 

QU 

QU(I2)=QU / D 

r-----

' 

@ 

< 

L_ 
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L2 = l , NC 

ITIPO 

QU 

QU = QU / D 

I = l t Kl. 

Q (I) = QU 

INV 

{S,Kl) 

I=l,Kl. 

W(I) = O 

K = 1 ' ITIPO 

Xl • L 
1 
1 
1 

1 
e Il = 1 L 1 ' 1 
1 
1 
1 

1 
1 Q (Ll) = Xl./ L 

(D U V SINoc) 
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1 .. __ - ---- ----- J = l t Kl ' 1 
1 
1 
1 

. 1 
L--- W (I) = W (I) + S (I,J) x Q (J) 

NOVA NUMERAÇÃO 

PARA O VETOR DAS FLmHAS 

MXl 

MOMEN 

MOMEN 

MX:Y 

PRINC 
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RESULTADOS 

40 

<. 

FIM 

4. EXPLICAÇÕES REFERENTES AO FLUXOGRAMA 

O programa, por diferenças finitas, consta 

mente das seguintes etapas: 

basica 

la.) Leitura dos dados gerais da estrutura. 

2 a. ) Aplicação do operador v• a todos os pontos internos 

placa, segundo numeração mostrada na Figura 7.3. 

da 
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3a.) Reordenação da matriz dos coeficientes assim obtida, co~ 

siderando agora nova numeraçao com apenas os pontos inter 

nos. (Figura 7.5). 

4a.) Leitura do tipo de carregamento e do valor desse carreg~ 

mento. Deve-se aqui ter atenção pois a numeraçao e fei 

ta tambêm considerando somente os pontos internos. (Fl 

gura 7 .5). 

5a.) Resolução do sistema de equaçoes, obtendo-se as deflexões. 

6a.) Renumeração das flechas, considerando os pontos do bordo. 

{Figura 7.3). 

7a.) Cãlculo dos esforços Mx' MY e Mxy 

No fluxograma, nos trechos correspondentes ã segu~ 

da etapa faz-se referência a pontos l, 2, 3 e 4, que devem ser 

observados na Figura (7.6). Essa numeração tem efeito, apenas, 

para o fluxograma, a fim de facilitar a sua compreensão. 
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numero de placas a serem analisadas. 

numero de divisões da placa nas direções xl e yl, 

respectivamente, onde xl coincide com o lado da pl~ 

ca de maior numero de divisões. 

comprimento da placa nas direções xl e yl, respectl 

vamente. 

ângulo formado entre xl e yl. 

espessura da placa. 

coeficiente de Poisson. 

mõdulo de elasticidade longitudinal. 

rigidez a flexão da placa. 

matriz dos coeficientes das incõgnitas. 

matriz auxiliar para aplicação do operador 

diversos pontos da placa. 

4 
V aos 

Dl, D2, ... ,D9 ' caracterizam o operador V • 
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vetor de cargas. 

numero de carregamentos considerados. 

variãvel que especifica o tipo do carregamento: 

!TIPO< O + carregamento qualquer; 

!TIPO= O + carregamento uniforme; 

!TIPO> O + carregamento concentrado nos nos e o 

valor de !TIPO, nesse ultimo caso, indica o numero 

de grupos de pontos nodais com mesma ordenada de 

carga. 

QU valor da carga uniforme aplicada. 

Xl valor da ordenada de carga quando se trata de cargas 

concentradas nos nõs (!TIPO> O). 

L quantidade de nos que possuem a mesma ordenada de 

carga (!TIPO> O). 

Ll numeraçao do no que possui determinada ordenada de 

carga {!TIPO> O). 

w vetor das deflexões. 
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CAPITULO VIII 

APL! CAÇOES 

l. CONSIDERAÇOES GERAIS 

Neste capítulo, serao apresentados alguns casos de 

placas estudadas utilizando-se os programas pelos três mêtodos 

anteriormente mencionados, tabelas e grâficos de resultados ob 

tidos. 

2. PLACAS ANALISADAS 

Foram analisadas cinco placas esconsas, engastadas 

nos quatro bordos, todas com as mesmas características el ãsti 

case geomêtricas, variando-se apenas o ângulo a (Figura 7.2) e 

ainda o tipo de carregamento. 
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PLACA I CI. = goº 

PLACA II CI. = 75° 

PLACA III CI. = 60° 

PLACA IV CI. = 45° 

PLACA V CI. = 30° 

Caracteristicas elãsticas e geomêtricas: 

Dimensões da placa: 

Espessura: 

Coeficiente de Poisson: 

4m x 4m 

0,25m 

0,30 

MÕdulo de elasticidade longitudinal: 

MÕdulo de elasticidade transversal: 

3144960 tf/m 2 

1234560 tf/m 2 

Os valores acima especificados foram escolhidos de 

maneira a reproduzir o exemplo que consta na referência (2). 

Cada uma das placas foi submetida a dois tipos de 

carregamentos: 

a) Carregamento uniformemente distribuido, de l tf/m 2
• 

b) Carregamento concentrado no centro da placa, de 0,5 tf. 

Para verificar a convergência dos mêtodos, compar~ 

ram-se as flechas, os momentos fletores e os momentos de torção, 

no centro da placa. Porêm, para o caso de placa engastada, não 
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se dispunha da solução analittca para todos os casos estudados. 

Os tipos de malhas usados na anãlise por Equivalê~ 

cias, Diferenças Finitas e Elementos Finitos podem ser vistos 

nas Figuras (7.2), (7.3) e (7.4), respectivamente. 

Primeiramente, serao apresentadas tabelas com resul 

tados obtidos para carregamento uniformemente distribuido, de 

pois para alguns casos de carga concentrada no centro da placa. 

Alêm disso, apenas os grãficos relativos ao carregamento unifor 

me serão mostrados. 

Para completar o estudo do Mêtodo das Equivalências, 

fez-se variar a relação entre lados das placas, pois, para rel~ 

ções a/b = l .5 e a/b = 2.0 algumas soluções foram encontradas 

na referência 12. 

Esse estudo foi feito para uma placa em que a= 45° 

e os resultados obtidos para as deflexões podem ser observados 

no quadro 8.25. 

Nas tabelas e grãficos apresentados a seguir, as fle 

chas sao expressas em metros e os momentos em toneladas - força 

metro. 
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2.1 CARREGAMENTO UNIFORME 

QUADRO 8. l 

a = 90° DEFLEXIIO W X l 0 ' 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 1 3 -0.718 -1.024 -0.764 

6 X 6 25 -0.720 -0.873 -0.743 

8 X 8 41 -0.720 -0.810 -0.733 

10 X 10 61 -0.720 -0.779 -0.729 

12 X 12 85 -0.720 -0.762 -0.726 

SOLUÇIIO ANAL!TICA 
1 2 

-0.716 

QUADRO 8.2 

a = 90º MOMENTO FLETOR MX 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 1 3 -0.3994 -0.3944 -0.2929 

6 X 6 25 -0.3788 -0.3808 -0.3357 

8 X 8 41 -0.3731 -0.3750 -0.3495 

10 X 10 61 -0.3707 -0.3721 -0.3570 

1 2 X 12 85 -0.3694 -0.3705 -0.3590 

SOLUÇIIO ANALITICA 
1 2 

: -0.3696 



QUADRO 8.3 

a = 

MALHA 

4 X 4 

6 X 6 

8 X 8 

10 X 10 

l 2 X l 2 

QUADRO 8.4 

MALHA 

4 X 4 

6 X 6 

8 X 8 

10 X 10 

l 2 X l 2 

NO 

l 3 

25 

41 

61 

85 

NO 

l 3 

25 

41 

61 

85 

113 

DEFLEXIIO W X l O 
4 

STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

-0.599 -0.876 -0692 

-0.623 -0.758 -0.662 

-0.630 -0.709 -0.652 

-0.634 -0.685 -0.647 

-0.636 -0.671 -0.645 

SOLUÇIIO ANALTTICA 
5

: -0.640 

MOMENTO FLETOR M 
X 

STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

-0.3366 -0.3500 -0.2666 

-0.3415 -0.3437 -0.3089 

-0.3402 -0.3414 -0.3229 

-0.3398 -0.3404 -0.3290 

-0.3397 -0.3398 -0.3323 

5 
SOLUÇIIO ANALTTICA : -0.3232 
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QUADRO 8.5 

CL = 75° MOMENTO FLETOR My 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.3512 -0.3689 -0.2562 

6 X 6 25 -0.3546 -0.3584 -0.3090 

8 X 8 41 -0.3524 -0.3543 -0.3280 

10 X 10 61 -0.3515 -0.3525 -0.3369 

12 X 12 85 -0.3511 -0.3515 -0.3417 

SOLUÇAO ANALITICA 
5 

: -0.3648 

QUADRO 8.6 

CL = 75° MOMENTO DE TORÇAO Mxy 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.0273 -0.0353 -0.0187 

6 X 6 25 -0.0246 -0.0274 -0.0202 

8 X 8 41 -0.0228 -0.0241 -0.0202 

1 O X 10 61 -0.0218 -0.0226 -0.0201 

12 X 12 85 -0.0213 -0.0218 -0.0201 
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QUADRO 8.7 

a = 60° DE FLE xllo W X 1 o 4 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 1 3 -0.419 -0.537 -0.479 

6 X 6 25 -0.424 -0.481 -0.454 

8 X 8 41 -0.434 -0.460 -0.446 

10 X 10 61 -0.434 -0.450 -0.443 

1 2 X 1 2 85 -0.435 -0.445 -0.441 

SOLUÇAO ANALfTICA 
5 

: -0.439 

QUADRO 8.8 

a = 60° MOMENTO FLETOR MX 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 1 3 -0.3067 -0.2392 -0.1974 

6 X 6 25 -0.2596 -0.2443 -0.2380 

8 X 8 41 -0.2731 -0.2489 -0.2517 

10 X 1 O 61 -0.2693 -0.2524 -0.2579 

12 X 1 2 85 -0.2643 -0.2550 -0.2613 

SOLUÇAO ANALfTICA 
5 

-0.2480 : 
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QUADRO 8.9 

a = 60° MOMENTO FLETOR My 

MALHA NO STRUDL D I F. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.3303 -0.2973 -0.2173 

6 X 6 25 -0.2932 -0.2930 -0.2707 

8 X 8 41 -0.3057 -0.2930 -0.2895 

10 X 10 61 -0.3041 -0.2939 -0.2981 

12 X l 2 85 -0.3007 -0.2948 -0.3029 

SOLUÇAO ANALITICA 
5 

: -0.3168 

QUADRO 8.10 

a = 60° MOMENTO DE TORÇAO Mxy 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.0407 -0.0503 -0.0298 

6 X 6 25 -0.0336 -0.0422 -0.0310 

8 X 8 41 -0.0333 -0.0382 -0.0309 

10 X lo 61 -0.0321 -0.0359 -0.0307 

l 2 X 12 85 -0.0311 -0.0345 -0.0305 
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QUADRO 8. 11 

a = 45° DEFLEXIIO W X l Ü 
4 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.219 -0.221 -0.240 

6 X 6 25 -0.215 -0.205 -0.223 

8 X 8 41 -0.215 -0.201 -0.219 

lo X 10 61 -0.215 -0.201 -0.217 

12 X l 2 85 -0.215 -0.202 -0.216 

SOLUÇ/10 ANAL!TICA 
5 

: -0.224 

QUADRO 8.12 

a = 45° MOMENTO FLETOR MX 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.2116 -0.1217 -0.1143 

6 X 6 25 -0.1705 -0.1278 -0.1488 

8 X 8 41 -0.1685 -0.1337 -0.1612 

10 X lo 6 l -0.1700 -0.1387 -0.1670 

l 2 X l 2 85 -0.1674 -0.1427 -0.1701 

5 
SOLUÇ/10 ANAL!TICA -0.1616 
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QUADRO 8. 13 

CI. = 45° MOMENTO FLETOR My 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.2540 ~o.1977 -0.1573 

6 X 6 25 -0.2282 -0.1974 -0.2103 

8 X 8 41 -0.2259 -0.1999 -0.2297 

lo X l Ü 61 -0.2261 -0.2028 -0.2387 

l 2 X 12 85 -0.2230 -0.2055 -0.2436 

SOLUÇÃO ANAL!TICA 5 -0.2320 

QUADRO 8.14 

CI. = 45° MOMENTO DE TORÇ/10 Mxy 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.0307 -0.0380 -0.0284 

6 X 6 25 -0.0300 -0.0348 -0.0278 

8 X 8 41 -0.0294 -0.0331 -0.0274 

10 X 10 61 -0.0272 -0.0321 -0.0272 

l 2 X 12 85 -0.0275 -0.0314 -0.0271 
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QUADRO 8.15 

a = 30° DEFLEX/10 W X 10 
4 

MALHA NO STRUDL D I F. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.070 -0.051 -0.074 

6 X 6 25 -0.065 -0.049 -0.065 

8 X 8 41 -0.063 -0.048 -0.063 

lo X 10 61 -0.062 -0.049 -0.062 

12 X l 2 85 -0.062 -0.050 -0.062 

SOLUÇAO ANALITICA 
5 

-0.068 : 

QUADRO 8.16 

a = 30° MOMENTO FLETOR MX 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.1159 -0.0439 -0.0436 

6 X 6 25 -0.0825 -0.0460 -0.0682 

8 X 8 41 -0.0845 -0.0483 -0.0792 

10 X lo 61 -0.0754 -0.0505 -0.0843 

l 2 X l 2 85 -0.0771 -0.0525 -0.0872 

SOLUÇAO ANALITICA 5 : -0.0784 
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QUADRO 8.17 

a = 30° MOMENTO FLETOR My 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.1153 -0.0984 -0.0847 

6 X 6 25 -0.1349 -0.0987 -0.1321 

8 X 8 41 -0.1324 -0.1007 -0.1540 

10 X 10 61 -0.1275 -0.1030 -0.1644 

l 2 X 12 85 -0.1274 -0.1052 -0.1701 

SOLUÇAO ANALTTICA 
5 

: -0.1312 

QUADRO 8.18 

a = 30° MOMENTO DE TORÇAO Mxy 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.0142 -0.0157 -0.0138 

6 X 6 25 -0.0160 -0.0152 -0.0149 

8 X 8 41 -0.0152 -0.0151 -0.0146 

10 X lo 61 -0.0149 -0.0152 -0.0143 

12 X 12 85 -0.0144 -0.0152 -0.0142 
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2.2 CARREGAMENTO CONCENTRADO NO CENTRO 

QUADRO 8. 19 

a = 90º DEFLEXlíO W X l Ü 
4 

MALHA NO S T RU DL DIF. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 l 3 -0.098 -0.144 -0.104 

6 X 6 25 -0.099 -0.125 -0.103 

8 X 8 41 -0.099 -0.116 -0.102 

lo X 10 61 -o. 100 -o .111 -0.101 

12 X 12 85 -o. l 00 -o. l 08 -0.100 

QUADRO 8.20 

a = 90° MOMENTO FLETOR Mx 

MALHA NO STRUDL D I F. FINITAS EQUIVALÊNCIA 

4 X 4 13 -0.1117 -0.0949 -0.0383 

6 X 6 25 -0.1330 -0.1170 -0.0588 

8 X 8 41 -0.1481 0.1322 -0.0735 

10 X l Ü 61 -0.1597 -0.1438 -0.0849 

l 2 X 12 85 -0.1692 -0.1533 -0.0942 
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QUADRO 8.21 

CL = 30° DEFLEXÃO W X 10~ 

MALHA NO STRUDL D I F. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.026 -0.014 -0.031 

6 X 6 25 -0.026 -0.014 -0.029 

8 X 8 41 -0.027 -0.014 -0.029 

10 X 10 61 -0.027 -0.015 -0.028 

12 X 12 85 -0.027 -0.016 -0.028 

QUADRO 8.22 

CL = 30° MOMENTO FLETOR Mx 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.0701 -0.0204 -0.0168 

6 X 6 25 -0.0836 -0.0273 -0.0396 

8 X 8 41 -0.1023 -0.0328 -0.0607 

10 X lo 61 -0.1105 -0.0376 -0.0784 

l 2 X l 2 85 -0.1176 -0.0419 -0.0933 
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QUADRO 8. 23 

o = 30° MOMENTO FLETOR My 

MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 1 3 -0.0815 -0.0466 -0.0356 

6 X 6 25 -0.1000 -0.0606 -0.0800 

8 X 8 41 -0.1165 -0.0712 -0.1214 

10 X 10 61 -0.1278 -0.0798 -0.1561 

12 X l 2 85 -0.1347 -0.0871 -0.1854 

QUADRO 8.24 

o = 30° MOMENTO DE TORÇ~O Mxy 

MALHA NO STRUDL D I F. FINITAS EQUIVALtNCIA 

4 X 4 l 3 -0.0044 -0.0076 -0.0011 

6 X 6 25 -0.0043 -0.0096 -0.0021 

8 X 8 41 -0.0047 -0.0111 -0.0023 

10 X 10 6 l -0.0045 -0.0122 -0.0024 

12 X 1 2 85 -0.0051 -0.0131 -0.0024 
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2.3 TABELA PARA RELAÇÕES ENTRE LADOS a/b = 1.5 E 

a/b = 2.0, a= 45° CARREGAMENTO UNIFORME 

DISTRIBUÍDO, DE ltf/m 2 

QUADRO 8.25 DEFLEXÃO W x 10 4 

EQUIVALt'.NCIAS a = 45° 
q = ltf/m 2 

Malha a/b = l. 5 a/b = 2.0 

4 X 4 0.4275 0.5330 

6 X 6 0.3818 0.4449 

8 X 8 0.3661 0.4132 

10 X l Ü 0.3588 0.3982 

12 X l 2 0.3549 O. 3900 

Giangreco 0.3658 0.3914 

Morley 0.3546 0.3709 

3. TEMPO DE EXECUÇÃO 

Não houve muito interesse em se fazer uma análise 

comparativa do tempo de execução dos três programas, devido ao 

fato de que eles foram executados por máquinas diferentes. 
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No quadro (8.26} computou-se o tempo de execuçao p~ 

ra placas de 90°, carregamento uniforme, pelos programas por di 

ferenças finitas e por equivalências, ambos processados no BUR 

ROUGHS-6700 do Nucleo de Computação Eletrônica (NCE) da UFRJ. 

QUADRO 8.26 

ex= 90° 
TEMPO DE EXECUÇIIO EM SEGUNDOS 

Malha Di f. Finitas Equivalências 

4 X 4 l. 29 3.53 

6 X 6 3.32 7. 18 

8 X 8 l 5 . l l 14.23 

lo X lo 58. 93 2 8. l 4 

l 2 X 12 203.66 49. 19 

Na anãlise do tempo de execuçao, verificou-se que 

para malhas iguais e mesmo método houve pouca variação no tempo, 

quando se fez variar o ãngulo de esconsidade. 

vou para qualquer dos três métodos. 

Isso se obser 
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Porém, quando se compara o tempo para mesma malha 

por diferenças finitas e equivalências, nota-se que hi diferen­

ça e, ainda, que ã medida que a malha ê refinada o tempo do pr~ 

grama por diferenças finitas cresce mais rapidamente que o de 

equivalências. 

4. GR~FICOS PARA CARREGAMENTO UNIFORME 

Convençõe<1: 

Equivalência 

-·-· -·-•-·-·-·-· STRUDL 

-----fJ,----- Diferenças Finitas. 

- ... .l2. Soluçao Anal,tica. 
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CAPITULO IX 

ANALISE DOS RESULTADOS 

l. CONSIDERAÇOES GERAIS 

Serão aqui apresentadas observações e conclusões so 

bre as .placas analisadas, comentãrios referentes aos mitodos e 

programas utilizados. 

2. PLACAS ANALISADAS 

Neste item, cada placa sera analisada separadamente. 

2. l PLACA I a= 90° 

a) w 
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Observando-se o grãfi co 8. l, ve-se que o programa 
l 2 

STRUDL, para a malha (4x4), converge para a solução analitica 

e a partir da malha (6 x 6) coincide com a solução. Tambêm o 

programa de equivalências apresenta boa convergência a partir da 

malha (8x8). Observa-se ainda que o programa de diferenças 

finitas converge muito lentamente. 

b ) M e M 
X y 

No que se refere a momentos fletores (grãficos 8.2 

e 8.3), os programas diferenças finitas e STRUDL convergem rap! 
l 2 

damente para a solução analítica e ambos, a partir da malha 

(10 x 10), coincidem com a referida solução. 

O programa equivalências apresenta uma pequena dif~ 

rença nos valores de M e M , e a convergência sõ se nota a pa~ 
X y 

ti r da ma 1 h a ( 1 O x 1 O) . 

c) M 
xy 

O grãfico nao foi traçado, mas verificou-se que os 

valores por diferenças finitas e equivalências permaneceram sem 

pre nulos. O ICES-STRUDL não forneceu resultados tão bons. 

d) Sentido da Convergência. 
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Pelos grãficos 8.1, 8.2 e 8.3 constata-se que nas 

equivalências e no mêtodo dos elementos finitos o sentido de con 

vergência para os momentos fletores ê diferente do apresentado 

pelas deflexões. 

2.2 PLACA II a 

a) w 

No grãfico (8.4), observa-se que os programas equ.:!_ 

valências e STRUDL, a partir da malha (6 x 6), apresentam boa con 
5 7 

vergência para a solução fornecida por Giangreco e Morley 

apesar do sentido da convergência não ser o mesmo para os dois 

programas: um converge por valores superiores, o outro, por va 

lores inferiores. 

O programa de diferenças finitas tambêm 

mas muito lentamente. 

b) M e M 
X y 

converge, 

Os grãficos (8.5) e (8.6) indicam melhores resulta 

dos para diferenças finitas e elementos finitos. Para malha 

(10 x 10) ambos apresentam, praticamente, o mesmo resultado. 
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Nas equivalências, a convergência para momentos 
~ 

e 

sempre mais lenta e sõ a partir da malha (8 x 8) ela fica bem de 

finida. 

c) M xy 

O grãfico (8.7) mostra que os programas STRUDL e e 

quivalências parecem convergir para o mesmo valor, embora com 

sentidos diferentes. O programa diferenças finitas tambêm con 

verge, porêm, mais lentamente. 

d) Sentido da Convergência 

O sentido da convergência, tanto para as deflexões 

como para os momentos, não foi alterado quando se variou o ang~ 

lo a de 90° para 75°. 

Observa-se que para os programas STRUDL e equivalê_!! 

cias o sentido da convergência das defl exões e sempre diferente 

do sentido da convergência dos momentos. Os momentos fletores 

convergem no mesmo sentido que os momentos de torção. 
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2.3 PLACA III a= 60° 

Nos grãficos (8.8), (8.9) e (8.10) nota-se que os 

resultados do STRUDL e das equivalências parecem convergir para 

o mesmo valor, embora com sentidos de convergência diferentes. 

Observa-se, ainda, que a partir da malha (8 x 8) a convergência 

ê bem mais rãpida para ambos os programas. O STRUDL começa, e_i:i_ 

tão, a não fornecer resultados tão bons como para o caso de a.= 

= 90° e a= 75°. Aqui os pontos da curva foram interpolados 

e, para o caso de Mx' dois dos cinco pontos foram desprezados. 

O programa de diferenças finitas parece convergir 

para os mesmos valores dos outros dois programas, porêm, para as 

deflexões, mais lentamente. 

Deve-se,ainda, observar que o sentido de converge_i:i_ 

eia dos momentos fletores, por diferenças finitas, passou a ser 

por valores inferiores. 

b) M 
xy 

A partir da malha (10 x 10) (grãfico 8.11), o progr~ 

ma STRUDL converge mais rapidamente, tendendo para o mesmo valor 



1 44 

fornecido pelas equivalências, embora a curva tenha sido inter 

polada. 

Para as equivalências, a partir da malha (10 x 10) os 

valores sao semelhantes aos apresentados pelo STRUDL, mas a cur 

va não ê tão bem definida como nos casos anteriores. 

c) Sentido da convergência. 

Essa placa apresenta, para todos os casos, o 

sentido de convergência da de 75°, exceto para o valor de 

Nesse caso, o programa de diferenças finitas converge por 

res inferiores. (Ver grãfico 8.11). 

2.4 PLACA IV et = 45° 

a) w, M e M 
X y 

mesmo 

M • 
X 

valo 

Para as deflexões o STRUDL começa a convergir por 

valores superiores, isto ê, mudou seu sentido de convergência. 

Apresenta, porem, uma convergência muito rãpida e a partir da 

malha (6 x 6) atê (12 x 12) foram encontrados pontos 

(Grãfico 8.12). 

alinhados. 
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O programa de equivalências, para as deflexões, tam 

bêm mostra boa convergência e para malha (12 x 12) fornece, pr~ 

ticamente, o mesmo resultado que o STRUDL. 

As curvas das deflexões e momentos fletores, para 

diferenças finitas, nao parecem convergir para os mesmos valores 

que as curvas pelos outros dois mêtodos. 

No que se refere ao momento M (grãfico 8.13), tan 
X 

to as equivalências como o STRUDL parecem convergir para o mes 

mo valor. O programa de diferenças finitas, neste caso, apr~ 

senta convergência para um valor inferior aos dos outros dois 

programas. 

No grãfico (8. 14) observa-se que cada um dos progr~ 

mas converge para um valor diferente, embora sejam valores pr~ 

ximos. O STRUDL ê o que apresenta convergência 'mais rãpida. 

b) M 
xy 

Não foi traçada a curva para o STRUDL pois os pontos 

fornecidos nao permitiram traçã-la com boa aproximação. Mas, 

o valor para a malha (10 x 10) coincide com o encontrado, na mes 

ma malha, pelas equivalências. Os valores dos dois referidos 

programas, para malha (12 x 12), sao praticamente iguais. 

ficoB.15). 

( Gri 
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O programa de diferenças finitas parece convergir 

para um valor diferente do das equivalências e mais lentamente. 

c) Sentido da convergência. 

E interessante notar que para os momentos fletores, 

por diferenças finitas, a convergência se faz por valores infe 

riores. 

2.5 PLACA V a 30° 

a) w 

No grãfico (8. 16) pode-se observar que os programas 

equivalências e STRUDL convergem para o mesmo valor e a partir 

da malha (6 x 6) os valores calculados pelos dois programas sao 

idênticos. 

O programa de diferenças finitas nao apresenta resul 

tados tão bons para as deflexões. Os valores decrescem atê a 

malha (6x6) e, a partir daí, tornam a aumentar. 

uma convergência precisa. 

Não se tem 
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b) M e M 
X y 

Para M (grãfico 8.17) as equivalências e o STRUDL 
X 

convergem para valores diferentes, porêm prõximos. 

O programa diferenças finitas converge para 

valor, embora mais rapidamente. 

outro 

Para M , cada programa converge para determinado va 
y 

lar (grãfico 8. 18). A convergência do programa das equivalê~ 

cias ê bem mais lenta que a dos outros dois programas. 

c) M 
xy 

No grãfico (8. 19), equivalências e STRUDL convergem 

para o mesmo valor. 

3. ANALISE DOS RESULTADOS PARA CARGA CONCENTRADA 

Da observação das tabelas apresentadas no Capitulo 

VIII, nota-se que os resultados são bons. 
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a) w 

Para as deflexões e malha (12 x 12) os programas e 

quivalências e STRUDL apresentam sempre valores praticamente i 

guais. 

O programa de diferenças finitas, quando a esconsi 

dade da placa aumenta, apresenta valores diferentes dos outros 

dois programas. 

b) M , M e M 
X y xy 

Para ângulo a ~60° os valores dos momentos fleto 

res por diferenças finitas e STRUDL são bem semelhantes, o que 

nao acontece com as equivalências que parecem convergir para ou 

tro valor. 

Para a= 45° e a= 30°, tendo como referência os va 

lores fornecidos pelo STRUDL, as equivalências dão valores mais 

prõximos que as diferenças finitas. 

4. RELAÇOES ENTRE LADOS a/b = 1.5 e a/b = 2.0 

Uma vez que um dos objetivos do presente trabalho e 
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verificar ate que ponto a Teoria das Equivalencias e vãlida Pi 

ra o estudo de placas esconsas, fez-se, ainda,um estudo com pli 

casem que a relação entre lados da placa era a/b = 1.5 e a/b = 

= 2. O. 

Esse estudo foi feito para uma placa de 45°, e ap~ 

nas para as deflexões pois, nesse caso, dispunha-se de valores 

fornecidos por Morley 
7 5 

e Giangreco 

Observa-se, no quadro (8.25), que os valores forne 

cidos por Morley são inferiores aos fornecidos por Giangreco. 

Para o caso a/b = 1.5, a malha (12 x 12) fornece, pri 

ticamente, o resultado de Morley. E, para a/b = 2.0, o resul 

tado e praticamente igual ao fornecido por Giangreco. 

5. CONCLUS0ES 

Apôs a observação dos grãficos e tabelas, apesar de 

na maioria dos casos não se ter a solução analitica do problema, 

pode-se estabelecer certas conclusões para o estudo da 

de placas esconsas: 

flexão 

a) JJ.. medida que o ângulo a. diminui, o STRUDL, para o elemen 

to nao conforme utilizado, começa a apresentar uma 
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mais lenta. Nesse caso, os pontos . âa convergência 

curva jã não definem tão bem a sua forma e ainda alguns 

pontos sao desprezados. 

b) Os resultados para momentos fletores, por diferenças fini 

tas, são sempre melhores que os das deflexões. Isso pode 

ser jus ti ficada pelo fato de que as defl exões sao expressas 

por uma equaçao diferencial de quarta ordem e os momentos 

por equações de segunda ordem. 

c) Coordenadas obliquas, para diferenças finitas, têm sua pr~ 

cisão diminuida no tratamento de placas esconsas engastadas, 

para ângulos a pequenos ( < 45°). 

d) Para a> 60°, diferenças finitas e elementos finitos apr~ 

sentam boa convergência para momentos fletores; jã para 

a~ 60° as equivalências mais se aproximam dos elementos 

finitos. 

e) Para qualquer a, os melhores resultados para momento de to.!:_ 

ção são fornecidos por elementos finitos e equivalências. 

f) No estudo das deflexões os melhores resultados sao forneci 

dos por elementos finitos e equivalências. Embora esse 

ultimo mêtodo, em alguns casos, tenha uma convergência mais 

lenta, apresenta tambêm bons resultados. 
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6. IMPORTÂNCIA DO FATOR TEMPO 

Apesar do fator tempo ser preponderante em estudos 

desse tipo, aqui não se pode levar muito em consideração, em vir 

tude de terem sido usadas mãquinas diferentes. 

Mas, para que se tenha uma idéia, apresentou-se no 

Capítulo VIII um quadro em que se pode fazer comparação do tem 

pode execução para os programas de diferenças finitas e equiv~ 

lências ou ainda fazer comparações dentro do mesmo programa. 

Observa-se que no programa de equivalências, para 

malhas mais refinadas, o tempo de execução torna-se muito menor 

que o do programa de diferenças finitas (aproximadamente 25%), 

além de apresentar, de modo geral, resultados melhores. 

7 . APLICABILIDADE DA TEORIA DAS EQUIVALÊNCIAS 

A grande vantagem da Teoria das Equivalências resi 

de no fato de que nao e necessãrio um programa específico para 

sua utilização, além da facilidade que apresenta na sua aplic~ 

çao. 

Desde que exista um estudo, dirigido no sentido de 
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automatizar o mêtodo, eficientes programas podem ser elaborados, 

sem grandes dificuldades. 

Alguns fatos podem ser aqui citados para caracteri 

zar a aplicabilidade do Mêtodo das Equivalências ao caso de fle 

xao de placas. Estes fatos não devem ser considerados como van 

tagens sobre os outros mêtodos. 

a ) Para um mesmo numero de pontos nodais, o sistema de 

çoes que se tem a resolver, nas equivalências, ê menor ou 

igual ao sistema de equaçoes no mêtodo dos elementos fini 

tos, porêm, ê maior que no programa de diferenças finitas. 

b) As fases da anãlise do problema, ao contrãrio do mêtodo dos 

elementos finitos, não são trabalhosas, desde que se conh~ 

ça a expressão da energia de deformação do corpo em estudo. 

O programa de diferenças finitas, no caso de placa esgast~ 

da ê mais trabalhoso. 

c) Programas que resolvam estruturas reticuladas poderão aqui 

ser utilizados. 

d) A entrada de dados ê muito simples, o que nao ocorre com o 

mêtodo dos elementos finitos. 

e) As condições de bordo sao facilmente caracterizadas. Jã 
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no programa de diferenças finitas isso nao ocorre e pontos 

nodais fictícios, fora do contorno, são necessãrios. 

f) Um mesmo programa pode resolver placas com condições de boi 

do diversas. Com diferenças finitas seria impraticãvel 

fazer um programa geral para vãrias condições de bordo. 

g) O tempo de execuçao e mínimo, quando comparado com outros 

programas. Os resultados, por sua vez, são satisfatõrios. 
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NOT AÇi'.lES 

cosenos diretores . 

coordenadas retangulares. 

componentes do deslocamento paralelas aos 

x e y, respectivamente. 

eixos 

E alongamento unitãrio. 

E , E 
X y 

y xy 

T 
xy' 

T 
xz' 

T 
yz 

(J 
x' 

(J 
y' 

(J 
z 

projeções do alongamento unitãrio sobre os eixos 

x e y, respectivamente. 

componente da deformação tangencial no sistema re 

tangular. 

componentes da tensão tangencial em coordenadas re 

tangulares. 

componentes da tensão normal paralela aos eixos 

coordenados X, y e z, respectivamente. 
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e ângulo que define a direção da normal a uma face 

ta incli.nada. 

E 

V 

X , y 

a , T 
n n 

X 1 , y 1 

.t 1 , m 1 

a 

B 

U 1 , V 1 

ul vl 
X 1 y1 

E E 
x1' y1 

mõdulo de elasticidade longitudinal. 

coeficiente de Poisson. 

componentes de força no sistema retangular. 

tensão normal e tangencial atuando numa face pe! 

pendicular a uma direção n. 

coordenadas oblíquas. 

coeficientes que definem uma determinada direção 

em relação ao sistema oblíquo. 

ângulo formado entre os eixos xl e yl. 

ângulo de esconsidade da placa. 

componentes do deslocamento paralelas aos 

xl e yl, respectivamente. 

eixos 

projeções dos deslocamentos sobre os eixos xl 

yl, respectivamente. 

e 

projeção do alongamento unitãrio sobre os 

xl e yl, respectivamente. 

eixos 



y 
X IY l 

X l , Y l 

a a 
X l y 1 

T T 
x1y1 y1x1 

M , M 
X y 

M M 
X 1 y1 

M 
x1y1 

Q , Q 
Xl Yl 

h 
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componente da deformação tangencial, no 

oblíquo. 

sistema 

componentes de força, no sistema oblíquo. 

componentes de tensão normal paralelas aos eixos 

coordenados xl e yl, respectivamente. 

componente da tensão tangencial em coordenadas o 

blíquas. 

momento fletor, por unidade de comprimento de uma 

seção da placa, perpendicular aos eixos x e y, res 

pectivamente. 

momento de torção, por unidade de comprimento de 

uma seção da placa, perpendicular ao eixo x. 

momento fletor, por unidade de comprimento de 

seçao da placa, perpendicular aos eixos xl e 

respectivamente. 

momento de torção, por unidade de comprimento 

uma seçao da placa, perpendicular ao eixo X l . 

esforço cortante, por unidade de comprimento 

uma seção da placa, paralelo ao eixo z. 

espessura da placa. 

uma 

y l , 

de 

de 
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D 
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laplaciano. 

laplaciano em coordenadas obl1quas. 

rigidez a flexão da placa. 

carga uniformemente distribu1da. 

M~, M~ 
Xl yl 

momento fletor verdadeiro atuando no bordo paral~ 

lo aos eixos xl e yl, respectivamente. 

u 

TI 

V 

w deflexão. 

o 
energia potencial de deformação, por undiade 

volume ou por unidade de ãrea. 

potencial total de um sistema. 

volume de um corpo. 

potencial de cargas. 

v' volume de um corpo equivalente. 

P carga concentrada aplicada. 

Mf momento de flexão de uma barra. 

I momento de inércia. 

de 
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µ J rigidez a torção da barra. 

comprimento da barra. 

Wf energia de deformação a flexão da barra. 

Wt energia de deformação a torção da barra. 

W energia de deformação de um modelo equivalente. 

y parâmetro caracteristico da torção (Y = µ J l) 

p' parâmetro caracteristico (p' = Eil) 

e.. componente do tensor de deformação. 
1] 

p parâmetro caracteristico (p = ESl). 

diferença central de ordem n para um determinado 

ponto i. 

yn coordenada de um determinado ponto n. 

h espaçamento da malha na direção x. 

k espaçamento da malha na direção y. 

u espaçamento da malha na direção xl. 
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espaçamento da malha na direção yl. 

relação entre os espaçamentos das malhas nas dire 

ções xl eyl. 
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l. LISTAGEM DO PROGRAMA DIFERENÇAS FINITAS. 

SUBRO!!T!Ni: INV(A,Nl 

ESTA •LJBROTINA INVERTE A MATRIZ DE RIGIDEZ, 
PARA nosTERIOR RESOLUCAO DO SITEMA DE EQUACOES. 

D!MEN•IO\I A(250,250l,G(250l,;(250l 
A ( l , l J·= 1 • / A ( 1 , l l 
Nl=N-' 
DO éO M=l,Nl. 
K=M +l 
DO 35 I=l,M 
GOJ=·. 
DO 3 5 J = 1, M 

35 G( I l="( I )+A( I,J)t-A(J,Kl 
D=O. 
DO 40 J=l.,M 

40 D=D+ArK,Jl*G(Jl 
E=A(K.Kl-D 
A(K,K1=1./E 
DO 45 I =1, M 

45 A(I,Kl=-Glll"'1UK,Kl 
DO 50 I=i,M 

- - -- --;; ( } ~ - "•- - - -- - - ··- - -- - - - - - - - - - - -- - - --- .. _ ---- - - -- - - - --- - - - --- - - - - - - - -- --- . - - - -- -- - - -- - - - - - .. -

DO 50 J=l,M 
50 H ( I l = u ( I l + A ( K , J l * A ( J , I l 

DO 11" J=l,M 
110 A(K,J1=-H(Jl*A.(K,Kl 

DO 5 5 I = l, M 
DO 5 5 J = 1, M 

55 A( I,J l=A( I, J l-G( I l*A(K ,Jl 
60 CONT!''UE 

RETUR" 
END 
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SU(lRO!ITI\IE MXl( A ,B ,C ,F l 

SUBROTINA QUE DEFINE O OPERAJDR PARA CALCULO DO MOMENTO ~Xl 

OIMENCJON T(25,25l,Q(250l 
CDMMD'' ALFA,M,N,U,Q,D,X,XNI,T 
R=-D/ 1 SIN{ALF1l**3~•2,*X**2*U**2l 
A=X*C"SI ALFA l*R 
8=2,*fl,-(1,-XNll~SIN{ILFA)**Zl*R 
C=2 ,*V"'"'2*R 
F=4,*' ( 1.-X\II l"'SfN( ALFAl**2-( l ,+X**2l l*R 
RETUR" 
END 
SUBRO"Tl\lc MYl(A,B,C,FI 

SUBROTINA QUE DEFINE O OPERADOR PARA CALCULO DO MOMENTO MVl 

DIMl:NCJON T(25,25l,Q(250) 
CDMMD" ALFA,M,N,U,Q,D,X,XNI ,T 
R =-D/ r 2,* SIN (ALFA l**3·1<X**2*U1<:t:Z l 
A=X*C"S( ALFA l*R 
8=2,*n 

-- - - C=-2·,.,._tX"'-*.Z- {-l ,-- XN I-l- "'-X>!:*-2-*S1-N{-AL-FA-l-**2 -l-#R- - - -- - -- -- - - -- - - - - - - -·-- - -- - - - - --
F=4,*f(l.-XNI1"'X**2*SIN(ALFAl**2-ll,+X**2ll*R 
RETUR'·' 
END 
SUBR0 11TINE MXY(A,8,C,Fl 

SUBROTINA QUE DEFINE D OPERADOR PARA CALCULO DO MOMENTO ~XY 

DIMHJ~ION T(25,25l ,Q(250) 
COM MO'' ALFA , M , N , U , Q , D , X , X N I , T 
R=-D/14,•SIN(ALFA)**3*U**2*X•*2) 
A=X*(",*COS(ALFAl**2+SIN(ALFAl**2*(1,-XNlll*R 
B=4,*r0S( /.\LFA)•éR 
C=4,*v**2*C0S(ALFAl*R 
F=-8,-(1,+X**2l*C0S(ALFAl*R 
RETUR" 
END 
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SUBRO!'TINE l'IOMEN{A ,B ,C ,F ,XMl 

ESTA rUBROTI\JA CALCULA OS MOMENTOS MX,MY OU MXY, 
EM RE'ACAO AOS EIXOS OBLIQUOS. 

DIMENº!O\J XM{250l,W(250l ,T{25,25l 
COM MO'' ALFA, M,N ,U ,W ,D, X, XNI, T 
IC=O 
l=Z 
L=l 
T{l,11=2.*B 

10 DO 15 J=Z, M 
L =L +l 
Kl=(M+ll*(I-ll+J 

15 XMILl 7 Tli,ll*W(Kll 
I =N 
L={ {M+lle!:Nl+l 
IC=IC+l 
GO TO'' 10, 20) ,IC 

20 !C=C 
J=2 
L=l 

-- -- - - -T { l, l ,. -2 ,±é,- -- - - - - -- -- - - - - - - -·- - - ·- - - - - - --- -- - - - - - --- - - -· .. ·- - - - - - - -- ----· - - - - - ·- - - --- - - - - -- -

30 DO 35 1=2,N 
Kl={M•l l* { 1-1 l +J 
L=L+M+l 

35 XM(Ll=T{l,ll~W(Kll 
J =M 
L=M +l 
IC= IC"l 
GO TO r 30,40), IC 

40 T{i,11=-A 
T ( 1, 2 1 =B 
Tli,31=A 
T{2,1 1 =C 
T{2,21=F 
T{Z,3l=C 
Tl3,l'=A 
T { 3, 2 1 =B 
T{3,3l=-A 
DO 50 I=2,N 
DO 50 J=2, M 
L={M+' l*I I-ll+J 
XM { L J =O. 
!2=!-' 



13=!+' 
JZ=J-' 
J 3=J +' 
!C=O 
DO 55 11=12,I3 
IC=IC-"l 
IZ=Q 
DO 55 J l=J2,J3 
Kl=(M+ll*(ll-ll+Jl 
[2=12-<'l 

55 XM(L )=XM(L)+T( IC,I2ll<W(Kll 
50 CONTI.,UE 

RE TUR '' 
END 
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SUBRO"TINE PRINC(XMU,XMV,XMUVI 

ESTA •uBROTINA CALCULA OS MOMENTOS FLETORES MX E MY, 
E AJNnA O MOMENTO DE TORCAO MXY. 

DIMENº!ClN XMU(250l ,XMV(250l ,XMUV(250l ,T(25,25l ,Q(250l 
COMMO'' ALFA,M,N,U,Q,D,X,XNi ,T 
IC=C 
L=l 
il=l 
I 2= 1 
Jl=2 
JZ=M 
WR 1 TE 1 5, 3 é 7 J 
WRITEl5,364l 

5 WRITEf5,8lL,Q(Ll 
IC=IC+l 
DO 90 I = I 1, I 2 
DO <;Q J =J i, J 2 
L=(M+' l''( l-ll+J 
XMX=X"'U(Ll/S!NIALFAl+XMV(Ll*:OS(ALFAl**2/SlN(ALFAl 

1- 2. *X" U V ( L J *C OS ( A l F A l /SI N ( A LF A l 

XMY=X"V(L l*SIN I ALFA) 

XMXY=vMUVILl-XMV(Ll*COS(ALFAl 
WRITEl5,365lL,Q(Ll,XMX,XMYlXMXY 

90 CONTl''UE -
GO T0'1 51,52,53l,IC 

51 L =M + 1 
I 1=2 
IZ=N 
J l = l 
J2=M+i 
GOTO 5 

52 L=J 2:1:"+l 
ll=N+' 
12=11 
Jl=Z 
J2=M 
GO TO 5 

53 L=(M+' )á:(N+ll 
WR I TE r 5 , 8 ) L , Q { L l 

8 FORMA T ( /, T 2 O, I 3 , T 3 O , F 1 O. 8 , T 5 2 , ' -- - - ' , T 7 4, ' - --- ' , T ~ 5, ' ---- ' , 
1/ /) 
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364 FORMAT( T21, 'N0 1 ,8X, 'DEFLEXAO' ,8X, 'MOMENTO FLETOR' ,8X, 
l'MDME" 1TO FLETJR 1 ,5X,'MOMENTíl DE TORCA0 1 ,/,T34,'W',T53,'M~', 
2T75,"'''Y',T98,'MXY') 

365 FORMAT(T20,13,T30,Fl0.8,T49,Fl0.8,T71,Fl3.8,T92,Fl0.8,/l 
367 FORMAT(///,Til,98('-'l,/,T45,'DEFLEXOES E ESFORCO$ NA PLI\' 

l'C/1,', ',Til,98< '-'l ,/l 
RETUR'' 
END 



169 

PROGR'MA PARA CALCULO DE PLA:::<\S ESCONSAS , 
ENGAS'"AD.'\S 'lOS OUATRO élORDOS,PELO METOOO 
DAS D'FERENCA.S FINITAS. 

OIMENCION S(250,250l,W(250) ,Q1250) ,XMU(250), 
*XMV(2~0l,XMUV(25Dl,Tl25,25l 

COMMO'' ALFA,M,N,U,Q,D,X,XNI ,T 

LEITU~A DO NU~ERO DE PLACAS A ANALISAR. 
IMPRE~SAJ DOS T!TULOS GERAIS DO PROGRAMA 

WRITEf5,lll 
READI", 5lNP 
WRITE'5,6lNP 
NUN=O 

l NUN =N"N+l 
WR1TEí5,7lNUN 

CARAC'"ERISTICAS DA PLACA. 

R E A D 1 •, l O ) M , N , U , V ,ALFA , E SP , XN I , E 
D=E*E~P*'~3/( 1z.,;,i 1.-XNI**Zl l 

- - -- - - -W R-l-1-S ~ 5 r l-51- - · - - - · - · - - · - - - - - - - - -- - - - - - - - - - - · ·· - - - - - - - - - - - - ·· - - ·· -- - - · ·· - - - · - - · - -- - - - - - ·- - - -
WRITE''5,i.élU,V,ESP,ALFA,M,N,XNI ,E,D 
Pl=3.'4159 
ALFA=~I*ALFA/180. 

CARACTERIZACAO DO OPERADOR NABLA QUATRO. 

U=U/M 
V=V/N 
X=l./"IN(ALFAl**4 
D9=C0"1ALFA) 
Dl=C9/IU*V**3l*X 
D2=1. 'V**4*X 
D3=Dgl(U*ª3*Vl*X 
D4=< 1.+2.•Ds~•2>11u•v>••2•x 
D5=1. 'U**4*X 
06=-4 ·* ( 04+D2l 
07=-4 ·* ID5+D4l 
D8=6.~(D5+D2l+8.*D4 
D9=2.''( D3+Di.l 
X=V /U 
K = ( M +' l * ( N+ 1) 
DO 20 I=l,K 



DO 20 J=l,K 
20 S!I,J1=Q. 

I F ( M- ~ ) 2 1 , 2 2 , 2 2 
21 St 1, l '=8.*<D5+D2+D4l 

GO TO 81 
22 K=2 

IC=C 
L=l 
J=K 

25 I =K 
Ll=l 

30 Tll,1 1=08+05+02 
T(i,21=07+Dl~Lt.Ll 
T(l,3 1 =05 
TI 2, l 1=D6+031'U<Ll 
T1Z,2f=D9tL0Ll+2.*D4 
T( 2, 3 1 =-03'1'L•Ll 
T13,ll=D2 
Tl 3,21=-Dl"'L*Ll 
T!3,31=0. 
IC=IC·"l 
Kl=(M+ll*I I-l)+J 

1,r 

·---+l=K-1--- -··-··-··--····---·----·--· --- --· ----·-- --··--- ·-----------------· -------------- ·-- ---- _ -----

ºº 34 I2=1, 3 
S(Kl, '1 )=T{ I2,l) 
S(Kl,'l+Lll=T(I2,2) 
S(Kl-, '1+20Lll=T(I2,3) 

34 Il=Il+(M+l)*L 
Gíl TO ( 3 l , 3 2 , 3 1 , 3 5 1 , I C 

31 J=M 
L l=-1 
GO TO 30 

32 IF(N-"136,33,33 
36 IF(M-")66,66,38 
33 J=K 

K=N 
L =-1 
GO TO 2 5 

38 K=M-1 
T(l,11"=05 
T ( 1 , 2 1'=07 
T(l,31=08 
T ( 1, 4 1'=07 
T( 1, 51'=05 
DO 39 J =3, K 



K l= (M"'l )>!< ( I-1 l+J 
12=Kl-2 
DO 39 I l= 1, 5 
S{Kl,T2)=T(l,Ill 

39 12=!2-1-l 
GOTO 66 

35 IF(N-~142,43,42 
43 IF(M-~)66,66,49 
49 IC=C 

K=M-1 
47 IC=IC+l 

T { l , l 1 =D 5 
T( 1,21=07-Dl*Ll 
T(1,3'=D8+D2 
T(l,4'=D7+Dl*L1 
T(l,5'=D5 
T( 2, ll=D3*Ll 
T(2,21=-D9*Ll-1-2,*D4 

. T(2,31=06 
T{ 2,41=D9*Ll+2.*D4 
T ( 2, 51·=-D3*L l 
T(3,ll=Q, 

l 71 

- --- -- ---l'·(-3 r2-l=G l""-l +- -- ------- --- ----- ---- ---- ---· ·· ----------·· ··- -- ·· ··- --------··- -· -- - ------- -----
T(3,3l'=D2 
T( 3,4'=-Dl*Ll 
T( 3, 51·=0. 
DO 44 J=3,K 
Kl=(M+ll*( I-ll+J 
Il=Kl 
00 44 12=1,3 
S(K 1,!1-2l=T(I2,ll 
S(Kl, 'l-ll=T!I2,21 
S(Kl, Tl)=T( 12,31 
S(Kl,'l+l)=T(I2,4) 
S(Kl,'l+2l=T(I2,5) 

44 Il=J l+(M+ll*Ll 
L l= l 
I=2 
G O TO r 4 7, é 6 ) , l C 

42 IC=O 
K=M-1 

37 IC=IC"l 
DO 40 J=3,K 
T ( l ,.1 1 =D 5 
T ( l , 2 1'= D 7- D l * L l 



T(i,31=08+02 
T(l,4'=D7+Dl*Ll 
T< 1, 5 1 =D 5 
T ( 2 , l 1'= D 3 * L 1 
T(2,21=-D9*Ll+2.*D4 
T ( 2, 3 1 =D é 
T(Z,4F=D9*Ll+2.*D4 
T( 2, 51=-D3*L l 
T{3,11=Q. 
T ( 3, z 1·=Dl*L 1 
T{3,3 1 =02 
T ( 3 , 4 1'=- D l * L 1 
T(3,5 1 =0. 
Kl=(M+ll*( 1-ll+J 
ll=Kl 
DO 40 12=1,3 
S(Kl,Tl-2l=T(I2,1) 
S(Kl, '1-1 )=T(IZ,2) 
S(Kl,"ll=T( 12,31 
S(Kl,"l+l)=T(IZ,41 
S ( K 1, '1 + 2) =T ( I 2 , 5 l 

40 Il=Il+'(M+ll*Ll 
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- . - --- --L· l -·1- - · - -- -- .. -- -- -- · - - ---- --- -- - - -- - - - - -- -- --- - -- - - ----·-- · -- -- -- -------- - - - - - --- - - - -- - - - --
1 = Z 
GO TO ( 37,4ll .IC 

41 IC=O 
J=M 
K =N-1 

50 IC=IC+l 
DO 5 5 I =3, K 

. T ( 1 , l l'= D 2 
T( 1,21=Dl*L 
T ( l , 3 1 =O. 
T ( 2, 1 ''=06-D3*L 
T(2,21=-D9*L+2.*D4 
T(2,31=03*L 
T(3,11=08+05 
T ( 3, 2 1 =O 7 
T(3,31"=05 
T ( 4, l 1=06+0 3*L 
T(4,Zl=D9•L+Z.t04 
T( 4,3 '=-D3*L 
T{5,ll=D2 
T( 5,21'=-Dl*L 
T{S,31=0. 



Kl=(M+l)*(1-l)+J 
IZ=K 1 
L l=M+' 
DO 55 i l = 1, 3 
S( K 1, '2-2*L 1 l =T ( 1, I 1) 
S{Kl, '2-L 1) =T( 2, 11 l 
S(Kl, '2l=T(3,lll 
S ( K 1, '2+ L l) = T ( 4, I l) 
S(Kl, '2+2*Lll=T(5,lll 

55 I2=12""L 
L=l 
J=Z 
GO T0 1 50, 601, IC 

60 IC=M-' 
T(i,1 1 =0. 
T( 1, 2 1 =-Dl 
T(l,3l=D2 
T(l,41=D1 
T(l,51=0. 
T(2,11=-D3 
T ( 2, 21'=D9+2 •*04 
T(2,3l=D6 

11r' 

-"---- - - -H-2:,4Cl =-EJ-9+-2-, "'-8-4-- - -- - -- - - - --- ---- --- - --- - - - - - - - - - -- . - -- - -- -- - - -- ----- - - - -- -- -- - ----- - -- -

T( 2, 5l=D3 
T(3,ll=D5 
T(3,2'=D7 
T t 3, 3 l ::::O 8 
T!3,41=D7 
T(3,5l=D5 
T ( 4, 1 1"=D3 
T(4,Z 1=-D9+2.*D4 
T ( 4, 3 1 =D 6 
T( 4, 4 l=DS+2.*D4 
T ( 4, .5 1 =-D 3 
T(5,11"=0. 
T15,Zl=D1 
T(5,31=D2 
T15,4 1 =-Dl 
T15,5'-=0. 
DO 65 1=3,K 
DO 65 J=3, IC 
Kl=(M""ll*(l-ll+J 
L =M+ 1 
Il=Kl-2 
DO 64 Li=i,5 



S ( K 1, T 1- 2*L J = T ( L 1 , 1 l 
S(K l,Tl-Ll=T(Ll,2) 
S(Kl, r1 l=T(Ll,3) 
S ( K 1, T 1 +L ) = T ( L l , 4) 
S ( K 1, 'l +2* L) =T ( ll, 5 l 

64 Il=Il+l 
65 CDNTl''UE 

REDRDc:N\CAO DA MATRIZ S 
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CONSI"ERACAD DE FLECHA NULA NO CONTORNO 

66 IC =M-1 
K =N-1 
Kl=IC~K 
L=M+3 
Jl=l 
00 70 I l = 1, K 
DO 71 15=1,IC 
I=l 
J=M+3 
DO é9 12=1,K 
DO é8 Ll=l,IC 

--- S-(-J 1,-' J =S~-lc FJ~-- ·-- ·-· -- - -------- ---------- - - ---- - --- ··--- --- -- - ---- - ---- ·-- --- -· ---­
l =I + l 

68 J=J+l 
69 J=J+2 

Jl=J1-<1 
71 L=L+l 
70 L=L+2 

INTRD"UCAD DO SISTEMA DE CARGAS, 

81 DO 90 I=l,Kl 
90 Q ( I J = ~, 

READ(Q,9llNC 
IF(NC-1182,32,83 

82 WRIT=f5,303lNC 
GD TO 85 

83 WRITE(5,30llNC 
8 5 DO 1 O' L2 = 1 , NC 

WRITEl5,302ll2 
READ( ~, 13) 
WRITErs,13) 
READ( ~, 89) I TIPO 
IF( 1T 'PO-Ol 93, 94, 95 



93 DO iO~ I2=1,Kl 
READ( º, 96 JQU 

100 Q ( 12 l =Q U / O 
GOTO 121 

94 READ(n,97)QU 
QU=QUID 
DO 98 !=1,Ki 

98 Q(I)="U 
GO TO 121 

95 00 99 K=l,ITIPO 
READI", i05) Xl ,L 
DO 10° J=l,L 
READ( º, 1·03lll 

102 Q(Lll=Xl/(U*V*SIN(ALFAl*Dl 
S9 CONTI''UE 

: 175 
! 

RESOL"CAO DO SISTEMA DE EQUA:OES. 

121 CALL 'NV(S,Kll 
DO 111' I=l,Kl 
W(Il="• 
DO 11 ~- J = 1 , K 1 

-l-10--Wl + ~~1.1{. H+ S-H -rd-~•> IH J-). -· --- - - · - - -- - ---- - - - - - - - -- - - ---- -- - - -- - -- - -- -- ---- - - · · ·· -- -- --- - -- - -­
J l = M + ~ 
J2=M+' 
I 1-.::::N- 1 

IZ=M- 1 

L=O 
J=J l 
Kl=·(M-"1 l*(N+l) 
DO 11 f I = 1, K 1 

116 Q( I l="• 
DO 11 ~ I = 1, I l 
DO 116 IC=l,IZ 
L=L +l 
J=J +l 

114 Q ( J) =1,! ( Ll 
115 J=J+Z 

CALCUIO DOS MOMENTOS FLETORES E TORSOR. 

112 CALL MXl(A,51,C,F) 
CALL "OMEN(A.,Bl,C ,F ,XMUJ 
CALL '·''Yl( A,B1,C ,F) 
CALL MQMEN<A,B1,C,F,XMVJ 
CALL ''XY(A,Bl,C,Fl 



CALL "OMEN(A,Bi,C,F,XMUV) 
CALL ~RINC(XMU,XMV,XMUV) 

101 CONTI'-'UE 
JF(NP-NUNll50,150,1 

5 FORMAT(I5) 

1
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6 FORMAT(//////,T45, 1 UNIJA)~S USADAS NESTE PRO;RAMA',//,T42, 
l'COMP"lM~NTO ••• M',10X,'FORCA,,,TF',//,T~5,'NUMERO DE PLAC 1 

2'AS A ANALISAR-',12,///) 
7 FORMA,.(T52,15('-'l,/,T52,'l',T66,'l',/,T52,'I',2X,'PLACA -• 

1, 2X , I ? , T 6 6, ' I ' , /, T 52, ' l ' , T 6 6, ' I ' , /, T5 2 , 15 ( ' - ' l , / / / / ) 
10 FORMAT(2I5,5FR,0,Fl2,0) 
11 FORMA,. ( iH 1, T 11 , S 8 ( 1 * ' l , /, T 11 , 9 8 ( ' *' ) , / , T 11 , '**' , T l '.l 7, ' **' , 

l / , T 11 • '** ' , T 107 , '"* ' , / , T 11 , 'l< f< ' , T3 6 , ' COP P E/UFRJ PR OGRA' 
2'MA D- ENGENHARIA CIVIL/1976',Tl07,'t.*',/,T11, 1 **',Tl07,'*' 
3'*' ,/,Tll, '**',Tl07, '~'*' ,/,Tll, '•*' ,T2~,'PROGRAMA PARA ANA' 
4 1 LISE DE PLACAS ESCONSAS PELO METODO DAS OIFERENCAS FINITA' 
5'S' ,T 1 07, '~'*' ,/, Tll, '**' ,T107, '*"'' ,/, Tll, '**' ,T 107, '**' ,/, 
6Tll,9°( '*'' ), /,Tll,98( '*')) 

13 FORMAT( 25X,' ') 
15 FORMAT(////,Tll,98('-'l,//,T45,'DAD0S GERAIS SOBRE A ESTRJ• 

1 'T UR A' , / / , T 11 , g 8 ( 1 - ' ) J 
16 FORMA.,.(///,T28,'D!MENSOES DA PLACA 1 ,31(','l,F5,2,2X,'X',2X, 
.... -1 F5~ .. z r/ ITT2-8 ,-•-E-S P-E-S-S\J-Rll--0-A -.P.lMA-'- ,-:H -(-' ~-'-h-lOX y-J'-§i-~2y-/-/-,-F 2-Eh-- - -

2'ANGU10 ENTRE OS EIXOS Xi E Yl',20(','l,F9,2,' GRAUS',//, 
3T28,'"UMERO DE DIVISOES Nr- DIREC<\O Xl',i7( 1 ,•),13X,I2,//, 
4T28,"'UMERO DE DIVISOES NA DIRECAO Yl',17( 1 • 1 ),13X,I2,//, 
5T2s,•roEFlC!E'IITE DE POISSON ADOTA00',19('.'l,T88,F4.2,//, 
6T28, '"OOULO DE ELASTICIDADE ADGTAD0',i.9(',' l,TS2,F10,1,//, 
7T28, 1 ~IGIDEZ DA PLACA' ,33( '• 1 ) ,5X,Fl0,2,//l 

89 FOR M.6. T { I 5) 
91 FORMAT(I5J 
96 FORMAT(FlC,0) 
97 FORMAT(Fl0.0) 

103 FORMAT( 15 J 
105 FORMAT(fl0.0,15) 
301 FORM<\T( ///,T31, 'FORAM CONSIDêRADOS',I3,':ARRE:;AMENTOS ABA!' 

2•xo DTSCRIMINADOS',//) 
302 F DR MA T ( T5 O, 2 O ( 1 - 1 J , /, T 5 O, ,, I ' , T 6 9, ' I 1 , / , T5 O, ' I ' , 1 X, ' CARREGA' 

2'MENT" -',12,1X,'1',/,T50,'l',T69,'l',/,T50,2J{'-'l,//l 
303 FORMAT(///,T33,'F0I CONSIDERADO' ,13,'CAR~EGAMENTO ABAIXO' 

2•01sc~1MINAD0',//J 
150 CALL -xIT 

END 
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2. LISTAGEM DO PROGRAMA EQUIVALtNCIA. 

SUBRO"TINE SYMSO (NN,MMl 

DlM'::NqON C( 50) 
COMMO" /AA/ L, IX, IY,CX,CY 
COMMJ'·' /88/ A( lC90,50l ,B!l090) 

N=O 
100 N=N+l 

B ( N l =" ! N ) / A !r, , 1 l 
IF(N-~Nll50,300,300 

150 DO 20~ K=2,MM 
C(K)='(N,Kl 

200 A! N ,K 1 =A! N, K l /A! N, ll 
DO 26~ Ll=2,MM 
I=N+L'-1 
IF!NN-1)260,.240,240 

240 J=O 
DO 25- K=Ll,MM 
J=J +l 

250 A(1,J'=~11,JJ-C(Lll*A(N,Kl 
B ( I l =~ l l l -C ! L 1 la!: B ( N l 

· 2·Ml--G ElN T-PºUE ··-- ·· · -- - - - - -- -- -- -- - - ··· - -- - -- - - --- ··· - -- - - ---- --- - · -- - - - - - -··· ·· - - - - - -·- -- - - - - - -- - - - -
GOTO 100 

300 N ='J-1 
IF1N1~so,soo,3so 

350 DO 40~ K=2,MM 
Ll=N+'(-i 
IF(NN-Lll400,370,370 

370 B(Nl="(Nl-A(N,Kl*B(Lll 
400 CON T l "UE 

GO TO 300 
500 RETUR" 

END 
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SUBRO''TINE RIGRE (i,E,G,SMR,SMDl 
REAL' (l010l,IX(1010l,IY(l010l 
DIMENqON CX( 1010) ,CY{lOlOl ,SMR(6,6) ,SMOC6,6l 
COMMOu /AA/ L,!X,lY,CX,CY 
COMMO'' /BB / S( 1090, 501, A~ (1090] 

SUBROTINA PARA GERACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ OE ELEMENTOS 
RETOS COM SECAO CONSTANTE DE GRELHA. 

CALCLJI O DIRETO DA MATRIZ SMR PARA MAIOR ::CONOMIA DE 
M EMOR 'A. 

ZERAG~M PREVIA DA MATRIZ SMR 

DO 10 J = 1-, 6 
DO 10 K =l, 6 

l O SMR ( J, K l =O. 

CALCUIO DOS TERMOS DA DIAGONAL PRINCIPAL E DE TODOS JS TERMOS NAJ 
NULOS ABAIXO DESTA. 

SMR( 1, l l=G>i<IX( 1 l /L( l l 
-- -- .SMR·(·2~'2+=4·, 0"'-E"'-l· Y-(-l ·)· /-l,-H-)-- - - - - -- - - -- - ·· - - -- ·--- - -- - -- - - --- - - - --- · -- -- ·- -- - - - - · 

SMR(3,2l=-6,tE*lY{ll /L{l l**Z 
SMR { 3, 3 )=12,*E*lY( I l /L{ I )ti.<3 
SMR(4,ll=-SMR(l,ll 
SMR(4,4l=SMR(l,ll 
SMR{5,2l=SMR(2,2l/2. 
SMR( 5, 3l=SMR( 3, 21 
SMR{5,5l=SMR(2,2l 
SMR(6,-2l=-SMR{3,2J 
SMR(6;3)=-SMR(3,3l 
SMRl6~5l=-SMR{3,2l 
SMR(6,6l=SMR13,3l 

CONSinERACAO DE SIMETRIA 

00 20 J=l,6 
DO 20 K=l,J 

20 SMR(K,Jl=SMR(J,Kl 

POSMUl TIPLICACAO DA MATRIZ OE RIGIDEZ DO ELEMENTO 
{ARMA 7 ENADA NA AREA DE SMRlP::LA MATRIZ D:: ROTACAO, 
PARA "ERAR SMR. 



1 
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PREMU1 T!PL!CACAO DA MATRIZ SMR PELA TRANSPOSTA DA MATRIZ 
OE ROTACAO , PARA GERA~ SMD. 

DE ROTACAO , PARA GERAR SMD. 
PREMUI TIPL!CACAO DA MATRIZ SMR PELA TRANSPOSTA DA MATRIZ 

00 40 K =1, 2 
OE ROTACAO, PARA GERAR SMO. 

00 40 K=l,2 

DO 40 J=l,6 
A=SMR!J,3*K-2) 
SMR(J,3*K-2)=SMR!J,3*K-2)$CX(I)-SMR(J,3*K-ll*CY(I) 

40 SMR(J,3*K-ll=A*CYII)+SMR(J,3~K-ll*CX(I) 
00 30 K=l,2 
DO 30 J=l,6 
SM0(3 6 K-2,Jl=SMR(3*K-2,Jl*CX(II-SMR!3*K-1,J)*CY(I1 
SMD(3•·K-1,J)=SMR(3*K-2,Jl*CY(ll+SMR(3*K-1,J)*CX(Il 

30 SMD(3•K,J)=SMR(3*K,J) 
RETUR" 

- - - - ---EN{) --- --- ---- .. - -- - -- .. -- - - - --- -- -- .. -- --- ---- --- .. -- -- -- - -- ----- ·-- - -- -- ------ ... - - -- -- ·- - -- --- -- --



l 1 so 
' 

COPPE'UFRJ PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL. 
SONIA MORAES RIBEIRO 
TESE "E MESTRADO. 
PROGRªMA PARA ANALISE OE PLACAS ESCONSAS. 
METOD" DAS EQUIVALENCJAS. 

IN!Cl~ DO PROGRAMA. 

REAL 1 (1010) ,IX(lOlOl ,IY(l010l ,Li 
INTEG-R RL(l090l,CRL(l090l ,ROW,COL,UBW 
DIMENqON X( 370) ,Y(370l ,JJ( 1010) ,JK(lOlOJ ,CX(l010l,CY( 1010) 

1, A ( 1 O "0 l , AR ( ZO l , ti. M ( 6 l , SMR ( 6, 6 l , S MD ( 6 , 6 l 
COMMO" /AA/ L,IX,IY,CX,CY 
COMMO'' /BB/ S(l090,50l,AC(l090) 

JMPREºSAO DOS TITULOS GERAIS DO PROGRAMA. 
WRITE 1 5,lll 

LEITU~A DOS DADOS GERAIS SOBRE A ESTRUTURA. 
NP=O 

1 R E A D ( º, 1 O ) X L , Y L , H, I 1 , I 2 , ALFA , XN I , E , G 
IF( XL 11000, 1000, 2 

-- ----N-P=NP---" 1------------ · -----·- -··- -------- -- ---- --- ··- - -- -- - ---· --· ------------ - - --------- - ----- -
WRITE'5,7)NP 

XL Yl 
I 1 I -
ALFA 
FI 

E 
G 
XN 1 
H 

- DIMENSOES DA PLACA NAS DIRECOES Xl E Yl 
- NUMERO DE DIVISOES NAS DIRE:OES Xl E Yl,RESPECTiVAME~TE. 
- ANGULO DE ESCONSIDADE DA PLACA. 
- ANGULO FORMADO ENTR: A DIAGONAL MENOR DA PLACA 

E O EIXO X. 
- MODULO DE ELASTICIDADE. 
- MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL. 
- COEFICIENTE DE POISSON 
- ESPESSURA DA PL4CA. 

INDIC'CAO DAS UNIDADES ADOTADAS. 
2 WRITE'5,5l 

CALCU10 DA RIGIDEZ DA PLACA E DA CONSTANTE DE LAME 

R= ( E*µ** 3 l / ( i 2. * ( 1 • - XN J ** 2 l l 

OBSERl~CAD - A NUMERACAO DOS ME~BROS E SEMPRE OA ESQUERDA 
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PARA 'DIREITA E DE BAIXO PARA CIMA. 

GERAC'O DAS COORDENADAS DOS NOS. 
PI=3. '4159 
MI=ll+l 
Nl=I2•-l 
DX=XL'll 
DY=YL /l2 
NJ =MI ''N I 
M = 3* I '* 12 + I 1 + I 2 
ND=3*''J 
WRITET5,15l 
WRITE15,l6lXL,YL,H,ALFA,11,I2,XNI,E,G,R 
ALFA=~l*ALFA/180. 
K=O 
Xl=O. 
Yl=C. 
DO 9 .!=1,NI 
DO 8 '=1, MI 
K=K+l 
X(K l="l 
Y(Kl="l 

-- ---8- -)H =X-1-+0-X--- - --- - - - - -- -- - - -- - - - -- - - - - - -- --- --- -- - - - --- - - - - -- - -- - - - · --- ·· -- -- -- - - -- -- - -- - -- -- - - - -
Xl=J*rDS(ALFAl*DY 

9 Yl=J*,IN(ALFA)*DY 
FI=t,T'N(Y(I1+2l/(ABS(DX- X(ll+2lll) 
TETA=nl-(ALFA+Fil 

CiLCUIO DOS COMPRIMENTOS E DOS COSSENOS DIRETORES. 

K=I l*"I 
DO 42 I=l,K 
L(!)=nX 
CX(Il=l. 

42 CY l I l ~o. 
IC=K+'·'I*I2 
K=K+l 
DO 43 I =K, IC 
L ( I ) = "Y 
ex ( I l =CDS( ALFA) 

43 CY( I l =SI\l (ALFA l 
K=IC+' 
IC= IC+'I l"<i 2 
Ll=SQ~T( (DX-X( 11+2) )'l:*2+Y(Il+2l**Zl 
DO 44 l=K,IC 



L(Il=ll 
ex ( I ) =-C() s ( F I ) 

44 CY(Il=SJN(Fll 
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JNCl"NECIA DOS MEMBROS E PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS. 

XI X= ( r D S ( P I - ( ALFA+ F I ) ) >l< D Y*R l / ( E* SI N ( F I l J 
XI Y = { ro S ( PI - ( ALFA +F I l l * D Y>i< R l / ( S 1 N ( F I l *G l 
IC= 1 
NE=O 
00 51 J=l,Nl 
DO 50 I = 1, I 1 
NE=NE ..a.·1 
JJ(NE'=IC 
JK(NEl=JJ(NEJ+l 
IC=JKfNE) 
IX(NEl=XIY 

50 1 Y ( N E 1·= X 1 X 
51 IC=IC+l 

XIX=(rOSIFIJ•DX*Rl/(E*SIN(PI-(ALFA+Flll l 
XIY=(rOSIFll*DX*Rl/(G*SIN(Pl-lALFA+Flll) 

----NE=NEAl -··-----··--- ----··-----·------------·----- ----··--· __ 
DO 38 J=l,MI 
JJ(NEl=J 
DO 39 I = 1, I 2 
J K ( N E 1 =J J { N E l + I l + l 
IX(NE 1 =XIY 
lY{NE1=XlX 
NE=NE ·"i. 

39 JJINE'=JKINE-11 
38 cor-.i TI"UE 

XIX=(roslALF.Al<'DX*DY*SlN(ALFAl4<Rl /(SIN(FI l*SIN(Pl-( ALFA+FI l 
ll*E*L'l 

X!Y=lrJS(ALFA)tDX•DY*SIN(ALFAl*Rl /(SIN(FJ)OSIN(PJ-(ALFA+FI) 
ll*G*L' l 
JJ(NE1=2 
JK(NE 1 =I1+2 
DO 59 .J = 1, I 2 
DO 58 J=l,11 
IXINEl=XIY 
I Y ( N E 1·= XI X 
NE=NEil 
JJ (NE l':JJ I NE-1 l+l 



58 JK(NEl=JK(NE-ll+l 
JJ(NE1=,IJINEl+l 

59 JK(NE1=JK(NEl+l 
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ZERAG~M DAS LISTAS DE RESTRI:OES E OE RESTRICOES ACUMULADAS 

DO 55 K=l,ND 
RL(Kl=O 

55 CRL(Kl=Q 

GERAC'O DAS LISTAS DE RESTRICOES E DE RESTRICOES ACUMULADAS 

NE=l 
IC=O 

61 DO 65 I=NE,MI 
RLI I*?-2)=1. 
RL( I*""-ll =l. 

65 RLI I*?)=l. 
IC=IC"l 
GO TO r 6 O, 6 3 ) , I C 

60 NE=Ml~I2+1 
-- -----tH %~LJ- · - - --- - - - - - - - -- --- - - -- - ---- --- - - - - ··-- -·· -- - - - - - -- - -·· -- - - · -- - --- --· - - - - · · - - - - --- - - - - -

GO TO 61 
63 J=Il+" 

K=( I1·"il*2 
IC=I2-l 
DO 66 l =l, IC 
Rl( 3*,1-2)=1. 
RL(3't-1-ll=l. 
RL(3*.ll=l. 
RL( 3*V'-2 l =1. 
RL 1 3*ll-l l =l. 
RL(3*V)=l. 
J=K+l 

66 K=J+I' 
CRL( l 1=RL I ll 
00 67 K=2,ND 

67 CRL(KT=CRL(K-ll+RL(K) 

CALCUIO DO GRAU DE INDETEKMINACAO CINEMATICA DA ESTRUTURA • 

NR =CR 1.1 ND l 
N=N D-'·'R 
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ZERAGrM INICIAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ E 00 !NDICE DE CONTROLE DA 
LARGU"A DE BANDA ( UBWl • 

DO 70 l=l,11 
DO 70 J=l,50. 

70 S(I,J'=O. 
UBW=O 
CDL =O 

TECNirA DA REORDENACAO DI\ MATRIZ OE RIGIDEZ 'OVER-ALL' • 

DO 19 r 1 = 1, M 

NUMER 'C.1\0 INICIAL (ANTES DA REORDENACAOl ,NA ESTRUTURA , DOS SEIS 
DESLO-AMENTOS DAS EXTREMIDADES DO ELEMENTO DE INDICE I • 

JlA=3'''JJ( I l-2 
J2A=3·'·JJ ( I )-1 
J3A=3''JJ1Il 
KlA=3'"JK! I )-2 
K2A=3·"JK1I l-1 
K 3A=3''JK ( I l 

CHAMA~A DA SUBROTINA PARA GERAR SMR E SMD • 

CALL "IGRE !I,E,G,SMR,SMDl 

ARMAzrNAMENTO NO DISCO DA MATRIZ SMR E DA NUMERACAO ORIGINAL DOS 
DESLO-AMENTOS DOS NOS. 

ID=I 
WRI TE í l 'ID) SMR ,J1A,J2A ,J3A ,KlA,KZA,K3A 

MONTA-EM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA, 
ARMAZ-NADA A SEMI-BANDA SUPERIDR COMO MATRIZ RETANGULAR. 
ESTA ~PERACAO SERA CONSTITUIDA DE TRES FASES 
ESPALWAME~TO DAS LINHAS,REORDENACAO,DECALAGEM PARA A 
ESQUE"DA DOS ELEMENTOS DA SEMI BANDA SUPERIOR DA MATRIZ. 

IF!RLIJ1Alll777,2CD0,2350 
1777 WRITE'5,1778l 

GD TO 1000 
2000 ROW=J'A-CRL(JlAl 

CDL=J'A-CRL(JlAl-ROW+l 
S(ROW,COLl=S(ROW,COLl+SMD(l,ll 
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IF(RL'J2AJ)l777,2050,2070 
2050 COL=J?A-CRL(J2Al-RDW+l 

S(ROW,COLJ=S(ROW,COL)+SMD(l,21 
2070 IF(RUJ3Al ll 777,2100,2120 
2100 COL=J?A-CRL(J3Al-ROW+l 

S(ROW,tOLJ=S(ROW,COL)+SMO(l,3) 
2120 IF(RL fKlA l ll 777,2150,2170 
2150 COL=K'A-CRL(KlAl-ROW+l 

S(ROW,COLl=S(ROW,COLl+SMDll,4) 
2170 IF(RLfK2Alll777,2200,2220 
2200 COL=K-A-CRL(K2Al-ROW+l 

S(ROW,COLl=SIROW,COLl+SMDll,5l 
2220 IF(RLrK3Alll777,2250,2270 
2250 COL=K?A-CRL(K3Al-ROW+l 

S(ROW,COL)=SIROW,COL)+SMD(l,61 
2270 lF(COl-UBWl2350,2350,2300 
2300 UBW=Cnl 
2350 IF(RL 1 J2AI )1777,2400,2700 
2400 ROW=J?A-CRL(J2AI 

CDL =J ?A-CRL ( J2A )-ROW+ 1 
S(ROW,COL)=S(ROW,COL)+SM0(2,2l 
IF!RL(J31\) 11777,2450,2470 

- __ :2 4-5fl--{;!}L.:_J 2A-f:.RL-(-J-3A --1--R-Q-W+-l- - ---- -- ---- - --- --- -------- · --- --- -- - --- -- --- - - --- -- -------- - --­
S ( ROW (C OL l = S ( RO W, C O L) + SMD ( 2, 3 l 

2470 !F(RLIK1AJ)l777,2500,2550 
2500 COL=K'A-CRL(KlA)-ROW+l 

S(ROW,COLl=S(ROW,COLl+SMD(2,4) 
2550 !F(RL'K2Alll777,2570,2600 
2570 COL=K"A-CRL(K2AI-ROW+l 

S{RílW,COL)=S(ROW,COL)+SMD(2,5) 
2600 IF(RLIK3A)ll777,2620,2650 
2620 COL=K?A-CRL(K3Al-ROW+l 

S!ROW,(Oll=SIRDW,COL)+SMD(Z,6) 
2650 IF(CO•-UBWl2700,2700,2670 
2670 UBW=CnL 
2700 !F(RLIJ3Alll777,2720,2920 
2720 RDW=J?A-CRLIJ3A) 

CDL=J?A-CRL(J3AI-ROW+l 
S(ROW,COLJ=S(ROW,CDL)+SMD(3,3) 
1 F ( R L r-K 1 A ) l 1 7 7 7 , 2 7 50 , 2 7 7 O 

2750 CDL=K'A-CRL(KlAl-ROW+l 
S(RDW,Cílll=S(ROW,CDL)+SMDl3,4l 

2770 IF(Rl'fKZA) )1777,2800,2820 
2800 CDL=K?A-CRL(K2A)-ROW+l 

S(ROW,COLl=S(ROW,COL)+SMD(3,51 



2820 IF(RlfK3Alll777,2850,2870 
2850 COL=K.,A-CRL(K3Al-ROW+l 
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S(ROW,COL)=StROW,COLl+SMDt3,6l 
2870 IF(CD 1 -UBWl2920,2920,2900 
2900 UBW=C,.,L 
2920 IF(RlfK1All1777,2950,3100 
2950 ROW=K'A-CRL(KlAl 

COL=K'A-CRL{KlAl-ROW+l 
S(ROW,COLl=S(ROh,COL l+ SMD !4,4 l 
IF(RL 1 K2Alll777,2970,3000 

2970 CDL=K~A-CRL{K2Al-RDW+l 
S(ROW,COLl=S(RDh,COLl+SM0(4,5l 

3000 IF!RLfK3Alll777,3020,3050 
3020 COL=K.,A-CRL(K3A)-ROW+l 

S(ROW,COL)=S(ROW,COL)+SMD!4,6l 
3050 IFCC01 -UBWl3100,3100,3080 
3080 UBW=C'"'L 
3100 IF!RL!K2Al )1777,3120,3210 
3120 RDW=K~A-CRL(K2Al 

COL=K.,A-CRL(K2Al-RDh+l 
StROW,COLl=StROW,COL)+SMDt5,5l 
!F( RL fK3A l l 1777,3150,3170 

--::1-150-.GílL-=l<-.,A--GR-lc~K~l-RDW~l----------------- -- - ------------------------- --- --- ---
S(ROW",CDL l=StROW,COLl+SMDt5 ,6) 

3170 IFIC01-UBWl3210,3210,3190 
3190 UBW=C"L 
3210 IF(RL 1K3All1777,3240,3300 
~240 ROh=K.,A-CRLtK3Al 

COL=K 2 A-CRL(K3Al-ROW+l 
S(ROW,COL)=S(ROW,COL)+SMDt6,6l 
!F(C0'-UBWl3300,3300,3260 

3260 UBW =C "L 
3300 IF(UBW-50)199,199,126 

126 WR!TEf5.127l 
GO TO 1000 

199 CONTI"UE 
c 
c 
C SEGLN~A PARTE DO PROGRAMA - INTRODUCAO DJS VETORES DE CA~GA 
C PARA rADA UM DOS CARREGAMENTOS CONSIDERADOS E RESOLUCAO DO 
C SISTE'"A DE EQUACOES OBTE~CAO DOS ESFORCOS NAS BARRAS 
c 
C LEITU~A E IMPRESSAO DO NUMERO DE CARREGAMENTOS CONSIDERADOS. 
c 

READ( º, 300lNLS 



NL S l="L S-1 
IF(NLC1)692,693,692 

692 WRITE15,30llNLS 
GO TO 6 

693 WRITE'5,303JNLS 
6 f•l = G 

GO TO 6 
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IMPREºSAO Díl NU~ERO OE CARREGAMENTO BEM COMO DE SUA IDENTIFICACAO. 
(RESE~VADO UM CARTAO COM 56 ESPACOS PARA O TITULO DO CARREGA~ENTJl 

602 NL=NL +1 
IF{Nl-NLSl600,600,l 

600 WRITE(5,302)NL 
RE/\D(º,13) 
WR!TEl5,13l 

LEITU~A E IMPRESSAO DO NUMERO OE NOS CARREGADOS. 

NLJ - NUMERO DE NOS EM QUE HA PELO MENOS UMA CARGA 
ITlPO- VARIAVEL QUE ESPECJFI:A O TIPO DE CARREGAMENTO 

-- --- ---REA&(- 0 -,-304 IN l-J-, l-T-1-PO- -- --·· --- · ······ · · · ----·--·- ·· ·· -··· ···· ---- · -- - -- -- -----· ---- ---
00 30'· J=l,ND 

306A!Jl=~. 

LE!TU~A E IMPRESSAO DAS CARGAS DIRETAMENTE APLICADAS AOS NOS, 

IF( !T'POl308,308,309 

IF( lTª'POl308,308,309 
308 WRITE'5,310l 

REORDcNACAO Díl VETOR DE CARGAS. 
R E A O ( ~, 31 2 l K , A ( 3* K - 2 l , A ( 3 * K -1 1 , A ( 3 * K l 

311 WRITE15,313lK,A(3*K-2l,A!3•K-ll ,A(3*Kl 
GO TO 353 

GERAC'O DO VETOR DE CARGAS PARA O CASO DE CARREGAMENTO U~IFO~ME. 

309 READlª,315lQ 
Q=DX*~Y*SI~(ALFAl*G 
K=ll 
L1=12-l 
K l=I 1-1 
DO 31 ~ J=l,Ll 



K=K+2 
DO 31.., 1 C = 1, K 1 
K =I< + 1 

317 A(3*K1=Q 

353 DO 35~ J=l,NO 
IFIRLfJ)l351,351,352 

351 K=J-C"'L IJ l 
GO TO 350 

352 K=N+C''LIJ l 
3.50 ACIK)=AIJJ 
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CHAMA"A DA SU3ROTINA RESOLVEDORA DO SISTEMA DE EQUACOE$, 
PELO "'ETOOO DE ELIMINACAO DE ;Auss. 

CALL ~YMSOIN,UBW) 

RETOR''O DO VETOR DOS DESLOCAMENTOS A NUMERACAO ORIGINAL, 

J =N+l 
DO 36" JE=l,ND 
!=NO- lE+l 

'- -- --- -lF-1-RL-'· I--)-J. 36 l-, ~ 1-r 3-62- ··· - ·· - - -- - - -- ··-- ----- - - -- - - -- - - -- -- - -- -- - --- - - - - - ---- - - - · - - · - -
361 J=J-1 

AC( Il=AC(Jl 
GO TO 360 

· 362 ACI I)=O. 
360 CO'IJ Tl"UE 

CALCUIO DAS ACOES NAS EXTREMIDADES DOS MEMBROS. 

DO 37~ !=l,M 
I D= I 
READI' '!DISMR,J1A,J2A,J3t.,1<1A,K2A,K3A 
DO 37' J =1, 6 
AM(J)=SMR(J,lltAC(JlAl+SMR(J,2lOAC(JZAl+SMRIJ,3)*ACIJ3Al 
AM(J)=AM(J)+SMR(J,4l*ACIK1A)+SMR(J,5)*ACIK2Al+SMR(J,6l*A:(K3Al 

371 CDNT!'·'UE 
IY( I1=(-AM(21+AM(5l )/2 .• 
!XII l=(-AM ( 1 )+AM{ 4) l /2. 

370 CONTP'UE: 
K =O 
DO 50 ~ 1 C = 1 , I 2 
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1 , ZX , I - , T 6 6 , ' 1 ' , / , T 5 2 , ' I 1 , T 6 6 , ' [ ' ., / , T 5 2 , 15 { ' - ' l , / / / / ) 
10 FORMA.,.( 3Fl0.3,2!5,2F5,2,2FlO.O) 
11 FOR MA• { l H 1, T 11 , 98 ( '* ' ) , / , T 11, 9 8 ( ':t.' ) , / , T 11 , '* * ' , T 1 O 7, 1 ** 1 

, 

1/, T 11;' ** ' , Tl 07, '**', /, T 11 , '**' , T3 6, 1 COPPE /UFRJ PROGRA' 
2'MA D·~ E'.JGENHARIA. CJV1L/l976',Tl07,'**'.l,Tll,'**'•Tl07,'*' 
3'*',/,Tll, 1 !<4",Tl07,'**',/,Til,'**' ,T27,'PROGRAMA PARA ANA' 
4'LISE DE PLAC4S ESCONSAS PELA TEORIA DAS EQUIVALENCill.S', 
5Tl07, '**' ,/,Tll, '**' ,Tl07,'**' ,/,Tll,'**' ,Tl07,'t->í<• ,l,Tll, 
6 98 ( •"' ' > , /, T 11 , 9 8 ( • * ' l l 

13FORMAT(Z5X,' •) 
15 FORMA-:-(////,.Tll,98('-'),/,T45,'Dll.D0S GERAIS SOBRE A ESTRJ' 

l ' TUR A ' , /, T 11 , 9 8 < ' - ' 1 l 
16 FORMAT(///,T28,'DIMENS0ES DA PLACA',3l(','l,F5.2,2X,'X',2X, 

1F5.2, l/,T28,.'ESPESSURA DA PLACA' ,31 ('.' ),1DX,F5.2.,//,T28, 
2'ANGU10 ENTRE OS EIXOS Xl E Yl'.,20('.'l,F9.2,' GRAJS',//, 
3T28,'"UMERO DE DIVISOES NA DIRECAO Xl',17(','l,13X,I2,//, 
4T28,"'UMERO DE DIVISOES NA DIRECAO Yl',17('.'l,13X,I2,//, 
5T28, •~DEFICIENTE DE POISSON I\DOTA.00',19(' .• ),T88,F4.2,//, 
6T28,'''00ULO DE ELASTICIDADE ADOTI\D0°,19('.'),T82,Fl0,l,//, 
7T28,'~0DULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL ADOTADO',?('.'), 
€T 8 2, F' O .• l , / /, T 2 8, 'RI G I D E Z D A PLACA ' , 3 3 ( ' • ' ) , 5 X , F 10. 2, / /l 

127 FORMAT(////,14X,'0 PROGRAMA FOI INTERROMPIDO PORQUE A LARG' 
-- - - - -l 'lJRA- I'fc--BAN D-A .. E .t4A-HlR-Q-lJE-- 2 l-,-/ )- ·- --- - · - · - - · - - ·- - --- - - -- - - - -- - - -- -- - .. - - - -- - - - - - -

2PARA "S NOS') 
300 FORMA"'( 15) 
301 FORMA-(///,T31,'FORAM CO\ISJDERADOS',!3,':ARRE:;AMENTOS ABA!' 

2'X0 o•sc~IMINADOS',//} 
3 O 2 FOR MA T ( T 5 O, 2 O { 1 - ' ) , /, T5 O, 'I ' , T 6 9, '1 ' , / , T5 O , ' I ' , l X, ' C AR REGA' 

2'MENT'" -',!2,lX,'1',/,T50,'I',T69,'I',/,T50,20('-'),//) 
303 FDRMA"'(///,T33, 'FOI CONSIDERAD0',13,'CARREGAMENTO ABAIXO' 

2'D!SCryIMJNADO',//) 
304 FORMA' ( 215) 
310 FORMAT(///,T15,100( '-'l,/,T36,'L1STAGEM DAS ACOES APLICAD' 

l'A.DAS DIREH,MENTE AOS N0S',/,Tl5,100( '-') ,//,T33,'N0',9X, 
2'MOME"T0 (X)',9X,'MOMENTO (Yl',9X,'FORCA (Z)',//l 

312 FORMAT(I5,3F1Q.0) 
313 FORMA-(T26,I4,10X,Fl0.2,lOX,=io.2,10x,F10.2,1) 
315 FORMA-<FiO.Ol 

1778 FORMAT(////,T25,'0 PROGRAMA FOI INTERROMPIDO PORQUE FOI EN' 
l'CONT"ADO UM JNDICE DE RESTRICAO NEGATIVO.') 

329 FORMA-(2Fl0,0) 
364 FORMAT(T21, ''IJ ',8X, 'DEFLEXll.0' 1 8X, 'MOMENTO FLETOR' ,BX, 

l'MOME''TO FLETOR',5X,'MOMENTO DE TORCA0',/,T34,'W',T53,'MX', 
2T 7 5, ' "Y ' , T 9 8, 'M X Y ' ) 

365 FORMA-(T49,FlO.e,T71,Fl0.8,T92,Fl0,8,//,T20,I3, 



190 

lT30,F"0.8,T49,Fl0.8,T71,Fl0.8,T92,Fl0.8,/) 
3 é 6 FORMA T (/, T2 O, l 3 , T3 O , F l O. 8 , T5 2 , '----' , T 7 4, ' -·---' , T~ 5, ' ---- '' , 

1//) 
367 FORMA'(///,Tll.,98( '-'J,/,T45,'DEFLEXOES ~ ESFORCOS NA PLA' 

l'CA•., ',Tll,98( '-') ,/1 
1000 CALL "XIT 

END · 


