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SUMARIO

No presente trabalho e feito um estudo comparativo
dos métodos numericos das equivalencias, das diferencas finitas
e dos elementos finitos, apiicados ao calculo de placas esconsas

totalmente engastadas no contorno.

0 objetivo deste trabalho & fazer uma analise dos re
sultados obtidos quando se aplica o Método das Equivalencias ao
estudo de placas. Para isso sera feita uma comparagao com outros

metodos usados com maior frequencia.

A convergencia do processo para a solucao analitica
¢ pesquisada para varios casos, fazendo-se variar o angulo de es
considade das placas. Pesquisa-se ainda o aumento progressivo

do tempo de execugao, quando a malha e refinada.

Para aplicacao do metodo das diferencas finitas e do
metodo das equivalencias foram elaborados dois programas automa

ticos distintos.



Av

Foi utilizado tambem um programa de elementos fini
tos, o ICES STRUDL II, desenvolvido no Instituto de Tecnologia
de Massachusetts (versao 1969) e implantado no Nucleo de Compu
tagao Eletronica da Universidade Federal do Rio de Janeiro.

Para utilizagao do metodo das equivalencias usaram-

-se modelos equivalentes triangulares e, para o método dos ele
mentos finitos, elementos triangulares nao conformes, com tres
pontos nodais e nove deslocamentos.



ABSTRACT

The purpose of this work is to obtain comparative results by the
numerical methods of equivalences, finite differences and finite elements,

applied to several cases of skew plates with built in edges.

Convergence towards the analytic solution has been examinated for
different skew angles, and a study of time increasing with the number of joints

has been performed for the methods of equivalences and finite differences.

An automatic program was elaborated using the equivalence method,
and another using the finite difference method. For the finite element method

the ICES STRUDL IT program was used.

Results given by equivalence method had good accuracy when compared

to analytical and other numerical solutionms.
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INTRODUCAO

Ha alguns anos, o engenheiro defrontava-se com gran
des problemas de calculo estrutural devido, principalmente, a fal
ta de meios adequados para soluciona-los. Com o advento dos com
putadores, a teoria das estruturas, como tantas outras coisas,
sofreu grandes modificacoes, implicando num progresso consideré

vel,

0s metodos numericos outrora limitados e trabalhosos

cresceram em importancia.

0 metodo numérico das diferencas finitas & usado pa
ra solucionar alguns problemas especificos com certa eficacia,

porém, para problemas mais complexos torna-se inadequado.

0 metodo numéerico dos elementos finitos constitui o

processo de discretizacao mais poderoso da Teoria das Estruturas.

Modernamente, na Franca, esta se desenvolvendo um ou
tro metodo numerico de calculo estrutural baseado na Teoria das

Equivalencias.



Esse novo método foi apresentado na COPPE por E. Absi
e surgiu entao meu interesse em desenvolver um trabalho sobre tal
teoria, comparando-a com o metodo dos elementos finitos e com o

metodo das diferencas finitas.

Foi sugerido pelo Programa de Engenharia Civil da
COPPE, um estudo do meétodo das equivalencias aplicado, particu
larmente, ao problema de placas esconsas engastadas no contorno,

comparando-o aos dois outros metodos numéricos ja citados.

Foram analisadas placas com diferentes angulos de es
considade, variou-se a relacao entre lados da placa, verificando
para os trés metodos usados a convergencia para a solucao anali
tica, o efeito da esconsidade na convergencia e o aumento do tem

po de execugao com o refinamento da malha.

Primeiramente, foi elaborado um programa automatico
para aplicacao do método das diferengas finitas ao problema par
ticular ja mencionado, utilizando malhas obliquas, isto e, para
lelogramos. Devido a condigao de bordo engastado, no problema
em estudo, nao se tem a matriz dos coeficientes das incognitas
em forma de banda e como no contorno existe momento, nesse caso,
tem-se que resolver um sistema de equagoes de quarto grau- e o
problema nao pode ser simplificado como no caso de placas apoia
das. Tentou-se fazer um programa automatico que resolvesse pla

cas com qualquer condic3do de bordo, mas verificou-se serem efici



entes e economicos programas distintos para cada caso particular.

Para elementos finitos utilizou-se o JCES-STRUDL II,

impiantado no IBM/360.

Para o metodo das equivaléncias elaborou-se um pro
grama automatico onde e suficiente fornecer as caracteristicas
geometricas e elasticas da placa & o carregamento. Aproveitou-~

-se aqui a disposicaoc em banda da matriz de rigidez.

0 presente trabalho consta de fundamentos das teo
rias usadas, consideracgoes gerais das teécnicas utilizadas na pro
gramagao automatica, diagramas de blocos, apresentacao e comenta

rio de resultados.



CAPITULO I

TENSOES NO SISTEMA RETANGULAR DE COORDENADAS

i. CONSIDERACDES GERAIS

0s conceitos basicos de tensoes em coordenadas retan
gulares, referidas principalmente ao estado plano, serao relem

brados neste capitulo.

2. DESLOCAMENT0S, DEFORMAGCOES, DEFORMACAO NUMA DIRECAO QUALQUER

No estudo da deformagao de um corpo elastico, supoe-
-se que existem vinculos suficientes que impegam o movimento co
mo corpo rigide. Assim, n2o e possivel haver deslocamentos das

particulas do corpo sem que haja deformagao.

Seja o deslocamento de um ponto generico P(x,y) dado
pelas componentes u e v paralelas, respectivamente, aos eixos X

ey (Figura 1.1).
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Considere, ainda, o ponto P' infinitamente proximo
de P, o qual numa posicao antes do deslocamento tem coordenadas
(x + dx, y + dy).

Os co-senos diretores da direcdo PP' serdo represen

tados por £ e m, sendo:

Y . seng (1.1)

: d
£ = dx = Cc0sh H m=—
ds

ds

Considerando que o corpo sofra uma pequena deforma

¢ao o ponto Pf desloca-se de:

3 3u -
u o+ 2ogx o« & dy sequndo a direcao x
X oy
(1.2)
d ' -
v + LA dx + tAX dy segundo a direcgao ¥y

9X ay



Sendo € a deformag3ao unitidria na diregao PP' e ds a

distancia original entre PP', apos a deformacao tem-se:

(1 + ;)ds

PP -
PP = dx + Y dx + 2¥ 4y (1.3)
2 3 X oy

PP' = dy + W ogx + ¥ dy

2 X 3y

Alem disso:
— 2 —_2 —_— 2
PP'" =PP + PP (1.4)

Substituindo (1.3), convenientemente, em (1.4) e fa

zendo as devidas simplificagoes chega-se a:

2 2
2
(+e) = le(1 + 39 + o 34 4 |n( + &Yy 4 2 3
ax ay 3y ax

(1.5)

Desenvolvendo a equagao (1.5) e desprezando os ter
mos de ordem superior, tem~Sse a expressao que define a deforma

¢ao numa direcao qualquer:

e=¢ 22 +e m?+ vy fm (1.6)



onde as seguintes notagoes sao introduzidas:

€ =— ; €_=— 3 Yy _ = —+ — (1.7)

As tres quantidades €, € e ¥ sao denominadas com

X y xy -

ponentes da deformagao. Essas quantidades estao relacionadas
pela equacao abaixo que & denominada equacao de compatibilidade

de deformagoes:

32 € az € 32 Y
X v Xy
. - . (1.8)
ay’ ax®  ax ay
3. TENSOES - CONVENCAO ADOTADA - NOTACDES

Considere um elemento infinitesimal de area dA subme

tido a um sistema de forgas cuja resultante @ dP (Figura 1.2).
dP

-/ ///Q"}’/Z’/

FIGURA 1.2




Se a area do elemento diminui continuamente, o valor

limite do quociente 14 representa a tensac que atua no ponto O.

dA
Esta tensao pode ser decomposta numa componente normal e noutra

tangencial a superficie.

Considerando, agora, um paralelepipedo infinitesimal
em torno do ponto generico 0 e com suas faces normais aos eixos
coordenados x, y, z, para cada um dos planos xy, xz e yz tem-se
uma tensao normal ao plano considerado e duas componentes da ten
sao tangencial paralelas aos eixos que definem esse plano. As
sim, para o ponto 0 tem-se nove componentes da tensao. Calculan
do, porem, o momento em relagac aos eixos coordenados a condigao

de equilibrio, exige que:

de modo que apenas seis componentes das tensoes, independentes,
permanecem, Essas componentes definem completamente o estado

de tensao no ponto e sao:

Para as tensdes normais, o sub-indice indica que a

tensao atua num plano normal ao eixo referido no sub-indice.



Para as tensoes cisalhantes dois sub-indices sao usa
dos: o primeiro sub-indice indica a direcao normal ao plano em
questao e o segundo a direcaoc da componente da tensao sobre 0

mesmo.

A tensao normal sera considerada positiva quando de

tragao e negativa quando de compressao.

As componentes da tensao tangencial que atuam sobreyu
ma face tomam o sentido positivo dos eixos coordenados se uma tra
¢do aplicada sobre a mesma face atua no sentido do eixo; se a
tracdao atua no sentido contrario ao eixo correspondente, entao,
o sentido positivo da tensao tangencial sera oposto ao dos eixos

coordenados.

4. TENSOES NUM PLANO INCLINADO

Definidas completamente as componentes da tensao, po
de-se obter as tensoes que atuam em qualquer plano inclinado, u

sando simplesmente as equacoes da Estatica.

Considere-se o plano AB inclinado em relagao aos ei
x0s coordenados (Figura 1.3}. Se o angulo entre a normal n e o

eixo Ox € 6, 0s co-senos diretores da diregao normal sao:



£ =

10

cost e m = senf

-c

FIGURA 1.3

Sendo oy e Oy componentes de tensao, paralelas aos

eixos coordenados e atuando neste lado AB entao as equagodes de

equilibrio

Qa
n

do no lado

do elemento considerado sao:

g £ + 1 m
X

(1.9)

As componentes normal e tangencial das tensoces atuan

AB sao, respectivamente:
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2 2
c £+ o m + 21 £m

Q
n
Q

£ + 0 m
Y

(1.10)

T =0, L ~0o_m=~- (o -0 }m+ T (£2 -m)
, b4 ¥ Xy

5. LET DE HOOKE

R relagao entre componentes da tensao e deformagoes

foi estabelecida experimentalmente e e denominada lei de Hooke.

Para corpos isotropos bi-dimensionais a lei de Hooke,

para.o caso de estado plano de tensao e estado plano de deformagao

-

e expressa por:

E
g =——— {(e_ +VveE) ; €= 1 (0. - v o)
X 2 X y X E X y
1T - v
E 1
g_ = (e +ve) 3 € =—=1(o_=vo.) (1.11)
y 2 x y g Y x
1 -v
E 2(1 + v)
Txy T Yxy ; Yxy © Txy
2(1 + v) E
onde:
E e o modulo de elasticidade longitudinal

e o coeficiente de Poisson.

<
1]
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CAPTITULO IT

TENSOGES NO SISTEMA DE COORDENADAS OBLIQUAS

1. CONSIDERAGDES GERAIS

A solugao de problemas de estruturas, onde o contor
no apresenta forma de paralelogramo, requer o conhecimento de ten
soes e deformagoes nos sistemas de coordenadas retangulares, []

bliquas e, as vezes, polares.

Neste capitulo, far-se-a um estudo sucinto de tensdes

e deformagoes no sistema obliquo de coordenadas.

2. OBSERVACTUES QUANTO A NOTAGCAO USADA

E pratica frequente usar a mesma notagao para as gran
dezas, no sistema de coordenadas oblTquas e no sistema de coorde

nadas retangulares.

Entretanto, quando os dois referidos sistemas de co

ordenadas sao usados simultaneamente, tem-se necessidade de in
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troduzir uma certa notagao para diferengar as respectivas grande

Zas.

Muitos autores usam caracteres grifados para represen
tar o sistema obliquo e caracteres nao grifados para o sistema
retangular. Porem, esta convencao nao & muito adequada devido
a dificuldade que apresenta na sua impressao, muitas vezes cau

sando duvidas ao leitor.

Como, nesse trabalho, serao usados ambos os sistemas
de referencia retangular e obliquo, sera adotada a seguinte con

vengcao:

As grandezas referidas ao sistema oblTquo de coorde

nadas serao acrescidas do indice 1 (unidade). Por exemplo:

x1, yi - sao coordenadas de um ponto referidas ao sis

tema obliquo.

, s O - sao componentes de tensao no sistema
x1 X1yl y1

obliquo, etc.

3. RELACOES GEOMETRICAS

Ambos os sistemas de coordenadas, o retangular x e y

e o oblTquo x1 e yl estao representados na Figura 2.1.
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0 angulo formado entre os eixos x1 e yl sera denomi

nado o (alfa).

L d :

T~ dyn

P{ dxi 1

! dx !

[} hall |

1

l i

o | |
| | o Ky X1

e |

FIGURA 2./

0s dois sistemas estao relacionados entre si por:

>
n

X1 + yl cosa H x1

X - y cota

(2.1)
y1 sena : yl1

=
|l

]

y coseca

Seja ds a distancia entre os pontos P(x,y) e P'(x+

+dx, y+dy).

Os co-senos diretores £ e m da reta que une esses dois

pontos, sao definidos no limite como:
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— ; m = — (2.2)

Analogamente, para o sistema de coordenadas obliquas,

os pontos P e P' sao caracterizados por P{x1, y1) e P'(x1 + dx1,

yl + dyl) e convem introduzir quantidades £1 e ml, que tambem de

finem a posicao da reta PP',

£1

£1

ml

pontos P

[}

dx1 dy1
axl , A (2.3)

ds ds

De (2.1), (2.2) e (2.3) tem-se:

— {(x1 + y1 cosa) = £1 + ml cosa
ds
d
— {x - y cota) = £ - m cota
ds
(2.4)
d
— (y1 sena) = ml sena
ds
d
— (y coseca) = m coseca
ds

Por outro lado, considerando a distancia entre

P' como:

0s
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ds® = dx” + dy® = dx1% + dyl? + 2 dx1 dyl cosa  (2.5)

tem-se a relacgao:

2+ m = £12 + ml? + 2 £1 ml cosa = 1

Finalmente, as projecdes de ds sobre os eixos Ox1 e

Oyl sao mostradas na Figura 2.1 e sao, respectivamente:

ds

X1

dx1 + dyl cosa = dx

ds
yi

dx1 cosa + dyl

4. DESLOCAMENTOS E DEFORMACDES

As componentes u, v do deslocamento do ponto. P:-podem ‘ser-éinsideradas
paralelas aos eixos O0x1 e Oyl em suas componentes obliquas ul e
vl, Entao, se o ponto P estava originalmente em (x1, yl) e mo
veu-se para (x1 + ul, yl + vl1) as relacoes entre as componentes

obliquas e retangulares dos deslocamentos sao:

ul + vl cosa 3 ul = u - v cota

=
n

1

vl sena ; 'A Vv cosecq

<
]
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Estas relacoes sao analogas as relacgoes (2.1), dadas

anteriormente.

As projecgoes u]xl e vly1 dessas componentes de des

locamentos (Fiqura 2.2), respectivamente nos eixos Ox1 e Oyl,

sao dadas por:

ul ul + vl coso

X1

(2.6)

vl ul cosa + vl

¥yl

Vi

yi

u,ul

b

FIGURA 2.2

Para definir a deformagdao o ponto P, considere quan

to a sua posigao relativa aos pontos adjacentes foi modificada.

Quando o ponto sofre um deslocamento ul {(x1, y1),
vli(xl, yt), o ponto P move-se para (x1 + ul, yl + vl) e o ponto

P' move-se para (x1 + dx1 + ul+dul, yl + dyl + vl + dvi).
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Se a distancia entre P e P' era originalmente ds ,

torna-se apos o deslocamento, (l+e)ds e de (2.5) vem:

2 2 2 2
(T+e)} ds = (dx1 + dul) + (dy! + dv1)
+ 2(dx1 + dul)(dyl + dvl)cosa
2 2 2
(1+4e) ds =ds + 2 dul dx1 + 2 dvl dyl

+ 2(dv]l dx1 + dul dyl)cosa

Onde se desprezou os quadrados e produtos dos pequenos des

locamentos dul e dvl.

2
(1+€) ds° = ds° + 2 dx1(dul + dvl cosa)

+ 2 dyl1(dv]l + dul cosa) (2.7)

Fazendo uso das equagoes (2.6), a equacao (2.7) pode

ser escrita de forma mais simples:

2
(1+e) ds_ = ds° + 2 dul  dx] + 2 dyl dvl (2.8)
X1 y1
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Quando as quantidades dx1 e dyl sao suficientemente

pequenas tem-se:

ul aul
X1 X1
dul = dx1 + dyl
X1
9ax1 oyl
(2.9)
avl avl
dvl = Y1 ax1 + —2L dy1
71 ax1 ayl

De modo que, levando (2.9) em (2.8), a pequena defor

magao € da linha que une os pontos P e P' e dada por:

2 au‘x: dx1 * a‘Myl dyl 2
(1+e) =1+ 2 ( ) + 2 ( )
axl ds ayl ds
aul avl dxl dvi
1 1
+ 2 s Y X y
3y ax1 ds ds
aul avl
. X1 yl1 -
As derivadas s etc, sao pequenas quan
ax1 ayl

tidades onde os quadrados e produtos podem ser desprezados compa

rando-os a unidade.

Logo:



onde:

oul
X1

X1
axl

aul
X1

avl

X1y1 ay1

ax]

20

Y

21 ml

X1y1

avl
Yy

ayl

(2.10)

(2.11)

As expressoes {2.11) caracterizam completamente a de

formagao, de modo que podem ser chamadas componentes de deforma

¢ao no sistema obliquo.

e vi nao sao
X1 yi

componentes verdadeiras de deslocamentos, mas sim as projecoes

Deve-se observar, no entanto, que ul
sobre os eixos obliquos.

Comparando as expressoes (2.10) e {(1.6) tem-se:

2 2
e L1 + ¢ ml + ¥ £1 ml =

X1iyi

m
[}

(2.12)

"
[y}
t=

[

+
[y
3
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Substituinde as equacoes (2.4) em (2.12) chega-se as

relacoes entre deformagoes nos dois sistemas de coordenadas:

€ = €
X1 X
2 2
€ =g COS"a + €& sen‘a + vy sena cosq
¥1 X y Xy
{(2.13)
Y =2 g cosa + vy sena
X Xy
X1yl
ou:
£ = £
X X1
2 2
€ = € cot a + € cosec o - vy cote coseca
¥y X1 y1 X1yl
Y = - 2 € cota + v coseca
Xy X1 X1y1

Analogamente a equagao (1.8) tem-se a equagao de com

patibilidade de deformagoes, referida aos eixos obliquos:
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5. FORCAS - TENSDES

Considere o ponto P, submetido a forcga de componen
tes X, Y no sistema retangular de coordenadas, que pode ser subs
tituida por outro par de forcas X1, Y1, no sistema obliquo de

coordenadas (Figura 2.3).

Y, yi Y Y
o+
- X X1

FIGURA 2.3

Analogamente a equagao (2.1):

X = X1 + Y] cosa X1 = X = Y cota
(2.14)
Y = Y1 sena ; Y1 = Y coseca

As tres componentes de tensao Oys Oy € T, OU qual

quer combinagao delas, define compietamente o estado de tensao
em um ponto P qualquer da placa. Sendo P um ponto da placa ten

sionada, suponha que as componentes de tensoes G, s oy e rxy $ao
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conhecidas e atuam nos lados de um elemento triangular PAB, ten

do um vertice no ponto P, como na Figura 2.4.

y!
K /
— 3 | —L8yx
P f P A
G Xyl
g X ) qx
-— l GY’ l G Xl
By — Gy . &xy
¢ ~an X AN - X1
B

FIGURA 2.4

0 par de tensoes o, € T, atuando no lado PA  pode
ser substituido por outro par de tensdes ¢ e T como indica

¥1 y1x1
a Figura 2.4.

Para o lado PA, de acordo com as equacdes (2.14) tem-

- -se:

T = T + © cosa > T =T - g cota
yx yix1 vl yix1 ¥x ¥

(2.15)

Q
n

a sena : g g <cos5eca
¥y y1 ¥yi ¥
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0s co-senos diretores da normal n ao lado AB, dirigi

da de dentro para fora do triangulo sao:

£ = seng 5 m = - cosa

Sendo cx e GY as componentes das tensoes paralelas
aos eixos de coordenadas retangulares, atuando no lado AB, entao

a equagao (1.9) fornece:

o =g Ssena - T cosa
X x Xy
(2.16)
o =T senae - 0 CoOsa
Y Xy v
Este par de tensdes pode ser substituido por outro
par T e c , como na Figura 2.4 e com auxilio da equacao (2.
yix1 X1
14):
a =0 - 0 cota
X1 X Y
(2.17)
T = g_ coseco
X1y1 Y

Substituindo, agora {2.16) em (2.17):
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o] = ¢ sena + ¢ cosa cota - 2 T cosa
X1 X y Xy
(2.18)
T = T - g cota
X1y1 Xy y
Comparando (2.15) e (2.18) conclui-se:
T = T
X1y1 ¥1Xx1
As quantidades ¢ , ¢ T = T sao denomina

X1 yl’ X1y1 Y1X1
das componentes de tensoes para o sistema obliquo de coordenadas

e definem completamente o estado de tensoes em P, desde que a #

# 0,r.

As relagoes entre tensoes, nos sistemas de coordena

das obliquo e retangular, s3ao pois:

g =g coseca + o coso cota + 2 T cota
X X1 ¥1 X1y!1

g =0 seno
Yy ¥l

T = T = T + O cosQ

Xy ¥X X1¥y1 ¥1
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o =g sena + ¢ COSa cota ~ 2 7T cosq
x1 X y Xy
o = g COoSeca
¥yi ¥y
(2.19)
T =T = T - g cota
x1y1 y1x1 Xy y

6. LEI DE HOOKE

A lei de Hooke expressa em coordenadas obliquas pode

ser obtida substituindo a equagao (2.13) na equagao (1.11).

E 2 2
g = —— |g + vie cot a + e cosec o
X 2 X1 X1 y1
1 - v
- ¥ cot o coseca)
X1V¥1
E 2 2
g =T — € cot o + € cosec o
¥y 2 x1 V1
1 - v
-y cot a coseca + v ¢ (2.20)
X1yl X1
E .
o T —— |- 2 € cot a + vy coseca
Xy X1 X1ly1

2(1+ v)



X1

y1

Xlyl
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Agora, substituindo (2.19)

E cosec o 2
€ + {(cos a +
2 X
1 - v !
3
E cosec a s
€ + (cos a +
2 1
1 - y
3
E cosec a [ 2
_—— |—= (1 + cOs @ -
2
1 - v
Y - cosafe + €

X1yl X1 b

em (2.20) vem:

2
v sen a)e -

y1

cosa y
X1¥1

2
v sen ale -
X1

cosa y
X1y1

2
v séen a) x
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CAPTTULO III

FLEXAO DE PLACAS EM COORDENADAS OBLTQUAS

1. CONSIDERACOES GERAIS

Neste capitulo, serdo apresentadas apenas nogoes ge

rais sobre o assunto.

2. DEFINIGCRO - HIPOTESES

Placa e um elemento estrutural bi-dimensional ou 13

minar de superficie media plana, sujeita a solicitagoes predomi

nantemente normais a superficie.

Uma placa @ dita esconsa quando o angulo B, denomina
do angulo de esconsidade, & diferente de zero, ou seja, a placa

apresenta contorno em forma de paralelogramo. (Figura 3.1).

No estudo que se seque, admite-se que as placas sao
delgadas, de material homogeneo e perfeitamente elastico, isotro

pas, com carregamentos normais a superficie meédia e sofrem peque
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ﬁ. x1yi = plano medio

X, XI

FIGURA 3./

nas deflexoes. Nesse caso, sao validas as sequintes hipoteses:

a)

b)

nao ha tracao ou compressao na superficie média que
sera, portanto, uma superficie neutra. Deformagoes

no plano médio da placa sao desprezadas;

os pontos situados numa normal ao plano medio perma
necem, apds a deflexao, numa normal & superficie mé

dia. Isso equivale a desprezar as deformagoes sob

efeito do esforgo cortante;

desprezam-se as tensoes na direcao normal a placa.

3. RELAGCAO ENTRE DEFLEXOES E DEFQRMACOES

As hipoteses consideradas anteriormente em que se su

poe desprezivel o efeito da forga cortante nas deflexdes e o da
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tensao de compressao produzida pela carga aplicada q, ocasionam
- .

erro desprezivel nos deslocamentos transversais, desde que, a es

pessura da placa seja pequena comparada as outras dimensdes. Nes

se caso, atraves consideracoes geometricas, chega-se as seguin

tes relacoes:

ul = = 2 — R vi = . 2 — (3.1)

3w d w
ex1 = - Z " 3 £ = - 2

3 x1 71 azyl

(3.2)
2
3w

Y = -2z
X1yl axlyl

4, EQUACOES DOS MOMENTOS

Considere os eixos obliquos 0x1 e Oyl passando pelo
planoc medio da placa e 0z normal a esse mesmo plano. Um elemen

to de placa e entdo atuado por momentos fletores Mxl e M i mo
y o

mentos de torcao M e M e esforcos cortantes QxI e Q

X1yl y1x1 y1

(Figura 3.2). Os referidos momentos sao relacionados as ten

soes pelas equagoes:
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h/2
M = J z o dz ; M
X1 X1 X1yl
-h/2
h/2
M = J Z o dz 4 M
y1 vl y1x1
-h/2

onde h @ a espessura da placa.

h/2

-h/2

h/2

-h/2

X1yl

(3.3)

yix1

As direcoes positivas dos esforgos sao mostradas

Figura 3.2.

y yl

LI
B "4
@ BAIXO0
AT w\l

y
My|

- : wal

M
c) YixXt dy:

M +
yixi -
Mw+§Ehde o ¥
Jdy

FIGURA 3.2

dz

dz

na
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Substituindo as equagoes (3.2) nas equagoes (2.21),

tem-se:
2 2 2
E cosec o |9 w 2 2 3 w
o = -z + (cos a + v sen a)
X1 2 2 2
1 - v ax] oyl
2
3w
- 2 cosa
ax1 dyl
2 2 2
E cosec a |9 w 2 2 9 W
o = - 2 + (cos @ + v sen a)
y1 2 2 2
1 - v oyl axl
2
3w
- 2 cos@ ——— (3.4)
ax1 a3yl
2 2
E cosec a 2 2 3 w
T = -2 ——— (] + cosa - v sen a)
2
x1yi T - v 3x1 ayl
2 2
Jd w 3w
- cosa + )
ax1>  ayl®

2 v -
Sabe-se que o operador V em coordenadas obliguas &

representado por:
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2 2 2
2 2 3 9 9
vV = cosec af - 2 cosa + ) (3.5)

2 2
ax] axl ayl 3yl

Substituindo a equagao (3.5) em (3.4) tem-se as

soes escritas sob forma mais simples:

E coseca 2 I w
c 2 - ———— YV w - (1-v)
x1 2 1 2
1 - v ayl
2
E coseca
o = - Z - |V w- (1-v) (3.6)
¥l 2
1 - v axl
2
E coseca 2
T = - z v W cosa- (1-v)
Xyt 1 - vz ax1 3yl
Levando (3.6) em (3.3):
B 2 ]
2 3
M = - D coseca|V w - (1-v)
X1 1 2
ay 1
~ - (3.7)
_ .
2 3
M = -~ D coseca|V w - (1-v)}
yi : ax1Z
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2
M = - M = - D coseco Vlm cosa - (1-v)

X1yl yixl 5x] 3y]

onde D @ a rigidez a flexao da placa, dada pela expressao:
3

E h

2
12(1- v )

5. EQUACAO DIFERENCIAL DAS PLACAS

Na teoria elementar da flexac de placas carregadas
por forgas normais a superficie, considera-se que os deslocamen
tos sao pequenos comparados d espessura e que os bordos sao  1i

vres para moverem-se no plano da placa.

A Fiqura 3.3 mostra os esforgos cortantes. 0s eixos
coordenados x1, yl e y estao no plano medio da placa e 0 eixo z

normal ao referido plano.

0 equilibrio do elemento de placa {(Figura 3.2) sera
‘estabelecido atraves da aplicacao das equacdes da Estdtica.  Os

infinitésimos de ordem superior a segunda serio desprezados.
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Q .

y yi le . a ¥ dy1
Ay
¥4 aQ
Q X
X1 Sxt. dxi
g l Sy
o X1 X1

FIGURA 3.3 ‘

Dessa forma, do equilibrio das forgas na direcao

tem-se:
aqQ aQ
¥1 X1
dyl dx1 + dx1 dyl + g sena dx1 dyl = 0
ayl ax1
3Q 30
YV 2L 4 g sena = 0 (3.8)
ayl ax1
Equilibrio dos momentos na direcdao normal a yl:
oM aM
X1¥1 y1
dx1 dyl - ——— dyl dx1 + Q . dyl dx1 = 0
ax1 3yl Y
M o1 BMyx
X1y
- + Q =0 (3.9)

ax] ayl yi

Z,
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Equilibrio dos Momentos na direcao normal a x1:

aM oM
yix1 X1
———— dyl dx1 + dx1 dyl - QXl dx1 dy! = 0
ayl ax1
oM aM
vi1x1 X!
+ - = 0 (3.10)
X1
ayl axl

Da equacao (3.3) tem-se:

X1y1 yix1

Explicitando os esforgcos cortantes nas equacoes (3.
.9) e (3.10), derivando convenientemente e substituindo na equa

cao (3.8) vem:

2 2 2
3 M o M 2 M
x1 y1! X1y1
+ “ 2 ———— + q seng = 0 (3.171)
2 2
ax] oyl ax1 ayl

Usando as expressoes (3.7) chega-se a equagao dife

rencial das placas, expressa em coordenadas obliquas:
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L & 2
J w I w 2. 9w
-4 coso ———— + 2 (1 + 2 cos a)
L 3 2 2
ax1 axl oyl ax1 ayl
& 4 4
9w 3 W sen o
- 4 cosa + = q (3.12)
ax1 ayl’  ayl D

6. RELACAO ENTRE MOMENTOS NOS SISTEMAS RETANGULAR E 0BLIQUO

Analogamente as expressoes (3.3) tem-se:

h/2 h/2
M = j 2 g dz 4 M = J zZ o dz
X X y Y
~h/f2 -h/2
(3.13)
h/2 h/2
M = - J 2T dz ; M = J ZT dz
Xy Xy ¥X ¥x
-h/2 ~-h/2

Substituindo adequadamente {(2.19) em (3.13) e consi
derando ainda as equacoes (3.3), chega-se as sequintes relagoes
entre momentos nos dois sistemas de coordenadas retanguiar e o

b1iquo.
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M =M coseca + M cosa cota - 2 M cota
X X1 Vi Xivy1
M =M sena
y y1
M = - M =M - M cosa
Xy ¥X X1yl vl
ou:
M =M sena + M cosa cota + 2 M CoOSa (3.14)
X1 X Yy Xy
M =M coseca
¥1 Yy
M = - M = M + M cota.
X1y1 yi1Xx1 Xy y

7. MOMENTOS FLETORES E MOMENTOS DE TORCAO VERDADEIROS NO

SISTEMA 0BLTIQUO

Esses momentos verdadeiros que atuam em qualquer bor
do paralelo aos eixos obliquos podem ser obtidos facilmente da

Figura 3.2.

Considere-se por exemplo, M e M__ como momentos
T y1

fletores verdadeiros atuando nos bordos paralelos aos eixos Oyl

e 0x1, respectivamente.
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Logo:
M_ = M sena
X1 X1
(3.15)
M_ = M sena
y! yi
8. CONDICﬁES DE CONTORNO PARA BORDO ENGASTADO
Se um bordo da placa & perfeitamente engastado, 0

deslccamento ao longo desse bordo @ nulo e o plano tangente a su
perficie méedia deslocada, ao longo desse lado, coincide com a po

sicao inicial do plano medio da placa.

Logo, se os bhordos x1 =a e yl = b sao engasta

dos tem-se que:

Jw 0
W = ——— =
[ ]x1=a ]
9 X xl=a
€,
Jw
[m = —_— =0,
yl=b

ayl

]
o

vl
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CAPTTULO IV

METODO DAS EQUIVALENCIAS

1. CONSIDERACGES GERAIS

No presente capitulo serao apresentados os conceitos
basicos da Teoria das Equivalencias, bem como aplicagdo da teo

ria ao estudo.de placas.

2. CONCEITUACAO - PRINCIPIOS FUNDAMENTAIS

Todos os metodos numericos de resolugaoc de problemas
de elasticidade procedem a uma discretizagcao do meio continuo a
estudar. 0 meio discreto obtido representa, de maneira aproxi

mada, o meio continuo sob certas condicoes,

0 metodo de resolugao pela Teoria das Equivalencias,
sendo um método numérico, nao foge a esta regra. 0 meio discre
to utilizado e constituido de um sistema de barras e a condigao
fundamental de equivalencia entre os meios continuo e discreto &

a identidade das respectivas energias.
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Considerando-se um corpo elastico em equilibrio estd
acao de forgas de volume e de superficie dadas, deri

potencial, demonstra-se que;

de todos os campos de deslocamentos admisafiveds, 0
campo real, isto e, aquele que verifica as equacoes
de equilibrio e & compativel com as ligagdes  impos

tas, @ 0 que minimiza a energia potencial total;

reciprocamente, se existe um campo de deslocamento
. - - » » .

admissivel, que torna minima a energia potencial, es

te campo e o campo real.

Logo, a integracao de equacoes de equilibrio que &,

em geral, um problema dificil & substituido aqui pela aplicacao

do meétodo variacional,

Considere-se um corpo deformavel, de volume v, subme

tido a um carregamento derivado de um potencial ¢.

Sendo Un a energia potencial de deformagao por unida

de de volume, o potencial total sera:



4?2

FIGURA 4./

No caso representado na Fiqura 4.1, tem-se:

*—b
$ = - Pu
onde:
u € o deslocamento. do ponto de aplicacao da carga con
siderada.
->
p € a carga concentrada aplicada.
Logo:
++
T o= J U dv - Pu
]
v

Observa-se que este problema implica em pesquisar um

campo de deslo¢amento compat{velvecom as ligagbes do corpo e qué
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torne minimo o potencial total w. (&7 = 0).

Seja um segundo corpo v' ocupando o mesmo dominio es
pacial e submetido ao mesmo carregamento que o corpo anteriormen

te considerado (Figura 4.1).

Designando por U; sua energia potencial de deforma

¢ao por unidade de volume, o potencial total do sistema se es

creve:

Analogamente, a resclucao desse problema implica num

campo de deslocamento que. torne minimo o funcional w' (én' = 0),

Como essas variacgoes-sao arbitrarias deve-se ter:

Resulta, pois, que os dois corpos admitem o mesmo po

tencial total e, portanto, sao ditos equivalentes.

Pode-se, entao, comparar o problema do corpo carrega
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do ao de um corpo equivalente, no qual o estudo e mais acessivel,

tendo esse meio equivalente leis de comportamento diferentes.

Resumindo, a teoria das equivalencias permite:

a) Substituir o meio continuo por um conjunto de elemen

tos constituidos por barras.

b) Calcular as caracteristicas das barras, identifican
do o potencial total do elemento continuo e do ele
mento discreto, considerando o fato de que o campo de
deslocamento € o mesmo nos dois elementos equivalen

tes,

c) Calcular a estrutura constituida por essas barras com

auxilio de computador.

d) Utilizar os resultados obtidos para determinar o cam
po de tensoes e de deslocamentos dentro do corpo con

tTnuo inicial.
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3. TEORIA DAS PLACAS

3.1 CONCEITOS BASICOS - CONSIDERAGOES

Considerando-se uma placa de superficie media (x,y)
e espessura variavel h(x,y), a energia de deformacao por unida

de de area e dada pela relacao:

[ 2 2 2 2 2 2 2 2
1 9 w 0 w 3 0w 3 W ¢ w
U ==D{—) + (—) + 2v ——— + 2{1-v){ )
°2 ax? ay? ax? ay? 3X 3y
( 2 2 2 2 2 2
1 3w J W J w
= — D« (“—;) + (——;) + 2( )
2 3x dy ax dy
.
2 2 2 2
d w 3 w d w
+ 2v - | ) (4.1)
X  dy ax ay
onde D e a rigidez a flexdao da placa.
Para o caso de grandes deformagoes, os esforgos de
membrana no plano medio da placa s3ao obtides por derivacao da

12
funcao de tensao F, regida pela relacao:
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Considerando, no entanto, pequenas deformagoes, a te

oria classica das placas despreza esses esforcos de membrana.

Logo:
32 ’ 32 32
W W w
{ )y - 20 (4.2)
3x 3y ax? 3y’
Consequentemente, a expressao (4.1) fica:
2 2 2 2 2 2
U1 3 w w
U 2 -0|(—) + (=) + 2(—) (4.3)
2 d x 3y ax ady
3.2 CONDIGCAQO DE BORDO ENGASTADO
Seja o termo da expressao (4.1):
32 3z 32 2
T e . (4.4)
3 X Byz 9x dy
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Quando o bordo da placa e engastado pode-se demons

f u ds =0 (4.5)
onde S @ a area da placa.

'Em consequencia, pode-se tomar como densidade de

jro

nergia de deformagao para o corpo equivalente a quantidade:

2 2 2 2 2 2
D 9 W w d w
u, = - (=) (—) + 2 ) (4.6)
3x dy Ix dy
Com efeito, devido a (4.5):
8 I Uo dS = § J U;'ds (4.7)
S s

Observa-se ainda que, no caso em que 0 coeficiente

de Poisson & nulo, a equacao (4.1) se reduz a (4.6).

Resumindo:

A expressao (4.6) € valida no caso em que a placa &

perfeitamente engastada no contorno ou ainda quando v = 0.
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Os diversos resultados obtidos quando se considera a

teoria classica mostram que a aproximacao & bastante suficiente.

3.3 ENERGIA DE FLEXAOQ E TORGAO DE UMA BARRA

Seja a barra ij (Figura 4.2), de pequeno comprimen

to £, associada a um sistema de referencia local (x,y).

d .
///SY* X

FIGURA 4.2

Designando por Mf o momento de flexao da barra, vem:

M = EI — (4.8)

Por outro lado, tem-se que:

W dw 3X 3w 3Y Jw dw
—_F — — 4 — — = —— CcO050 + — SEena

ax 9X 9x 3Y 9x  9X 9Y



49

e,
2 2 2 2
3w J w 2 J w 2 3w
—_— = — C0S & + —— Sen a + 2 sena coSa
2 2 2
ax aX Y aX 3y (4.9)
Usando (4.8) e (4.9) a energia de flexao da barra se
escreve:

2 2 2
' 1 " 3w . i EI£(3 m)
f S f eralreriat - — ri—re—
2 ax’ 2 ax*
2 2 2 2
1, 3w 2 3 w d w 2
wf = —~p.,.| — Cc0s a + 2 sena €0Sa + —— Sen a
2 1] 2 2
oX axX ay Y

(4.10)

onde p' . = (EIL)_ .
1] 1]

Analogamente, para o momento de torg¢ao da barra, tem-

-se:

onde y J e a rigidez a torgcao da barra.
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Sendo:
2 2 2 2
Jd w dw 9w 0 w 2 2
= (— - —) sena cosa + (cos @ - sen a)
axX 3y ey X axX ay

a energia de torgdo da barra sera:

2 2 2
1 3w i w
W = — M £ =—=udt )
t 2 t ?
ax 3y ax 9y
2 2 2 2
W= L S 2
s —-—y.. - (— - — encdao cos s a
£ 2 4 ay?  ax’ aX 3y
(4.11)
onde vy = (&) .
ij ij
3.4 MODELOS EQUIVALENTES - CONSIDERACOES GERAIS

Seja um sistema de eixos coordenados retangulares x,

Designando por eij(i,j = 1,2,3) as componentes do

tensor de deformacao, a energia de deformacdao W e dada por:
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[ (x + Zu)(e2 + e + e2 )+ 2A(e1 e

11 22 33 1 22

2 2 2
+ e e + e e ) + du(e + e + e }|dV
a3 12 13 23

(4.12)
Onde A e u sao os coeficientes de Lame.

0 alongamento unitario e segundo uma diregao ¥ de

v

finida pelos seus co-senos diretores wl, wz, w3 e:

e, = e wz + e wz + e wz + 2(e Yoy
w 11 1 22 2 313 3 12 1 2
te wl ¢3 te. wz ws) (4.13)

A energia de deformagao de uma barra submetida a uma

forca axial &:

1
W=—ESLe’
2
onde:
L comprimento
S secao transversal da barra
e deforma¢ao unitaria.

Associando-se a barra o parametro p = ESEZ a sua e
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nergia de deformacao & dada por:

1
W=—pe (4.14)
2
Substituindo (4.13) em (4.14), vem:
] 2 2 2
W=—ple Y o+ e P + e ¥ o+ 2(e TR
2 1

2 1 2

oY) (4.15)
3 2 3

Se se considera um sistema constituido por n barras
articuladas e se Wy e a energia de deformacdao da barra 1, a

energia de deformacao total do sistema sera:

W= T W (4.16)

Observa-se que para realizar a equivalencia entre o
elemento contTnuo (cuja energia de deformacio & dada por 4.12) e
o elemento discreto constituido de barras (onde a energia & dada
por 4.16), segundo (4.15) e necessario fazer desaparecer os ter
mos da forma e ejk (sendo j # k), que nao figuram na rela
cao (4.12).
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Diversos modelos equivalentes sao possiveis. A uti
lizagao de cada um deles vai depender do tipo de problema que se

tem a resolver.

Nesse trabalho nao sera mencionade nenhum modelo e

quivalente exceto o triangular que mais se adaptou ao estudo em

questao.

3.5 MODELO EQUIVALENTE TRIANGULAR - DETERMINACAO DE ESFORCOS

Considere os elementos ij, jk e k& formando um tri

angulo qualquer {Figura 4.3).

FIGURA 4.3

Sendo W a energia de deformagao armazenada pelo ele

mento triangular ijk de area A, tem-se:

W=AU = (W, + W

. ¢ t) + (wf + wt) + (wf + wt)

ij ik ki
(4.17)
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Substituindo, em (4.17), cada termo por seu valor
{equagoes 4.10 e 4.11); e ainda fazendo-se uma identificacdo de
termos semelhantes chega-se a um sistema de seis equacoes dife
renciais que resolvido fornece para cada barra os valores dos pa

rametros p' e ¥. Logo, para a barra ij, por exemplo, tem-se:

coso
p! = v, = ——AD (4.18)
1] ] seny seny
onde:
e’ = (EIE) sy, o= (wg)
1) 1] 1] 1]

Para o caso de placas esconsas poder~-se-ia ter usado

diversos tipos de malhas.

Porém, no presente trabalho, optou-se pelo tipo de
malha apresentado na Figura 4.4, composto apenas por elementos

triangulares.

Essa escolha deve-se, principalmente, a dois fatores:

a) para que a malha aqui usada coincida com a usada no
metodo dos elementos finitos, e assim se tenha maior

facilidade na comparagao de resultados;
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b) para que todos os angulos do elemento triangular que

compoe a malha sejam agudos pois assim as inércias e

-

quivalentes das barras (lados do elemento) nao sao

negativas.

y _
NN/
AVAVAVAV

A teoria das equivalencias estabelece uma identidade
entre o campo de deformagao do corpo real e o do corpo equivalen
te e nao uma identidade entre os esforcos ou solicitagdes nos dois

corpos.

A determinacao do campo de deformacao no corpo equi
valente se faz com base em suas proprias leis de comportamento,
mas sem que tenha necessariamente um sentido fisico. Isso acon
tece, por exemplo, para o caso de elemento triangular de placa,
quando um dos angulos & obtuso. Nesse caso, 0 momento de inér
cia obtido da equacao (4.18) sera negativo, o que fisicamente

nao faz sentido mas que dentro da Teoria das Equivaléncias & per

feitamente valido.
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A determinagao dos esfor¢os no corpo real e consegui

da a partir do campo de deformagao do corpo equivalente.

Designando por M o momento de flexao ao longo da bar

ra, da gquacao (4.8) tem-se: - (Figura 4.5)

-  para a barnha if:

(—) = - (4.19)
EI .. 3x]

- para a barra Lik:

My - 2l (4.20)

ET jx ay1?

- para a barna fk:

M
(—) (4.21)
El jk ay2

Considere um ponto P definido nos tres sistemas de

coordenadas da Figura 4.5 por:

Pix,y) 3 P(x1, yl1} 3 P(x2, y2).
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) k

9 e . XX1,X2

“FIGURA 4.5

Essas coordenadas podem ser relacionadas entre si pe

las equagoes:

x = x1 + yl cosa ou X = X2 - y2 cosy

y = yl sena ou y = y2 seny
Quando tem-se ainda:

x1 = x - y cota 4 X2 = x + y coty

yl = y coseca : y2 = y cosecy
Usando essas relagoes tem-se:

2 2
9 w 3 W

- sen’a (4.22)
ayl 3y
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2 2
3 w 2 3w
= sen § — (4.23)
2 2
dy2 oy
2 2 2
I w 3 w Jd w
= CJ— (4.24)
2 2 2
axl ax2 ax

Comparando (4.19), (4.20) e (4.21) respectivamente
com (4.24), (4.22) e (4.23):

M J w
(—) = —
El ij ax
2
M 3 w 2
(—) = —— sen ¢ (4.25)
El K 3 2
Y
2
M J w 2
(—) = —— sen a
2
El ik 3y
DPa teoria das placas tem-se:
J w 3 w
M ==-D j— + v —| (4.26)
x 2 2
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M =-D I w N J w (4.27)
y 2 2
Jy ax
2
w
M =-D(1-v) (4.28)
*y 3x Ay
Por outro lado, da equacao (4.18), vem:
cosg £ 2{EI), seny
ik ij
(E1),, = ————D D =
H 2 seny cose L
ik
(4.29)
cosy £ij 2(EI)ik send
(E1) = D ¥ D =
t 2 sené cosy £,
1]
(4.30)

Substituindo, convenientemente (4.25), (4.29) e (4.
-30) na equagao (4.26) e fazendo as devidas simplificagdes, che

ga-se a:
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siny sinb
+ vV M. (4.31)

{"—“‘"—'— Mij ik

2
) i L. .
cosé Klk cosy sin o i

Analogamente:

sing siny
My = - 2 — Mik + VY —— Mij (4.32)
cosy sen a cosh Kik

siny(1 -v)M_
M = -2 1] (4.33)
cose £,

1
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CAPITULO V

METODO DAS DIFERENGAS FINITAS

1. CONSIDERACDES GERAIS

Apenas conceitos basicos do metodo das diferencas fi
nitas serao, neste capitulo, apresentados, bem como a disposicao

dos operadores usados na programacac, em forma de moleculas.

2. CONCEITUACRO - DIFERENCAS FINITAS ORDINARIAS

0 metodo das diferencas finitas @ um método numérico
que consiste na substituicao das equagGes diferenciais, que defi
nem o problema, em diferencas finitas. Assim, as derivadas de
uma fungao contnua y(x) s3ao explicitadas em termos do valor

da funcao em determinados pontos.

Seja a fungao continua y(x), como na Figura 5.1.
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Y

B

: ]

I I I

l | |

| l I i

| | | |

| | |

Pn-z ¥n-1 l&" Iyn-rl Ph +2
| : I [ I
n-2 n-1 n n+l n+2

S h + h h

FIGURA 5.1

As diferencas primeiras podem ser expressas como:

A = -

( y)n_1 y oty

(Ay) =y -y (5.1)
n n+l n

(ay) =y -y
n+l n+2 n+l

Essas diferencas divididas pelo intervalo h conside
rado, dao os valores aproximados das derivadas primeiras de y(x),

nos correspondentes pontos.

-
—
t

-
-
—
n

, etc

(5.2)
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Partindo-se das diferengas primeiras, pode-se calcu

lar as diferencas de segunda ordem, como:

(A’y)n - (ay) - (8y) (5.3)

n

A partir das diferengas de segunda ordem obtem-se va

lores aproximados das derivadas segundas:

2
2 (& y)n y - 2y +y

——
I (=9
S
1
[}

" — - (5.4)

dx h h
n

Seja, agora, uma funcao continua de duas variaveis
w{x,y). Pode-se utilizar para o calculo aproximado de suas de

rivadas parciais, equagoes analogas as expressoes (5.2) e (5.4).

Existem, entretanto, para um determinado ponto, tres

tipos de diferengas finitas.

As expressoes que fornecem as diferencas primeiras
no ponte n (Figura 5.1), considerando intervalos iguais h no ei

x0 %X, podem ser escritas como:

—
~—
n

(5.5)
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Ay n n-1
(—) = (5.6}
Ax a h

y -y
Ay n+1 -1
(—) = = (5.7)
Ax 2h

A expressao {5.5) & denominada diferenca em avango,
a (5.6) e dita diferenca em atraso e a (5.7) diferenca <central.
Na diferenca em avanco sao usados termos a direita do ponto con
siderado; na diferenga em atraso, termos a esquerda e na dife

renga central, termos em torno do ponto considerado.
No presente trabalho, empregou-se diferencas finitas
centrais, pois resultados mais precisos sao obtidos quando compa

rados aos dois outros tipos de diferencas.

As diferencas finitas centrais de 2a. ordem sao:

A Ay
(I-) - (A—)
2 X X
+1 n-1

Ay A BY -

(—) = L= - -

Ax AX  AX 2h

n
y -2y +y
n+2 n n-2

= (5.8)
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Observa-se que a equacao (5.8) e fungao de ordenadas

dos pontos n+2 e n-2 que distam 2h do ponto n considerado.

Para se obter um valor para a diferengca de segunda
ordem em fung¢ao de pontos mais proximos, toma-se dois pontos au
xiliares A e B que distam h/2 de n e que tem ordenadas yA e yB,

respectivamente. (Figura 5.1)

Dessa forma:

(—) = = 5y -2y +ty )

2 n+1 n n-1

(5.9)

A equagao (5.9) representa a diferenca segunda cen

tral em funciao de pontos mais proximos de n.

Processo andlogo ao utilizado para calcular as dife

rencas finitas de primeira e sequnda ordem & empregado no calcu

lo de diferengas de ordem superior. Neste trabalho, interessam
ainda as de terceira e quarta ordem. Assim:
3 2
Ay A Ay 1
() = — (=) =—ly +3y_ -y )-vy 4
axo B ax o sk i " n
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N 3
Ay A Ay 1
(——: = — (—-;) = . ¥ -y
AX AX ax 16h | m*4  n*2
n n
+ 3y -y -y +y )-y +y
n n—-2 n+2 It n-2 n-4%

(5.11)

A expressao (5.11) das diferengas finitas de quarta
ordem pode ser escrita em fungdo de pontos mais proximos (inter

mediarios).

3. DIFERENCAS FINITAS PARCIAIS

Como ja foi dito, o calculo das diferencas finitas

Ml

parciais de uma fungao contTnua de duas variaveis w = f(x,y)
feito de maneira analoga ao calculo de diferencas finitas ordini

rias, visto no item anterior.
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Considere-se a malha da Figura 5.2, com intervalos i

guais em cada uma das diregces x e y, respectivamente h e k.

Y

aae ad — aad
T |aee | ae a _ ad odd:;
K
: ee e [ d dd —*X

bee be b bd bdd
bbe bb bbd
T h
FIGURA 52

Das equacoes (5.7) e (5.9) tem-se as diferengas fini
tas parciais de primeira e segunda ordem, em relacao a cada uma

das direcoes x e y.

d
(—) = :
ax 4 2h
2 -
(A w) ) wd Zwi + we 1
- = - (5.13)
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(Am) ) ma B mb

Ay 2k

Az w - 20, + w
w0 a 1 b

{(—) = (5.14)
2 2

Ay® 4 K

A diferenca finita mista de 2a. ordem, em relacao a
x e y, e obtida calculando, inicialmente, a diferenca em uma das

direcoes e depois, a diferenca dessa primeira diferenca, na ou

tra direcgao:

De maneira analoga sdao calculadas diferencas finitas

parciais mistas de ordem superior.

As diferencas finitas parciais de quarta ordem, como

terao utilizacao posterior, serdo aqui apresentadas:

) = = {w ~40 + 6w, -4 +ow ) (5.16)
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Aw 1
( 4) = = (wbb - 4mb + Gwi - 4wa + maa) (5.17)
Ay k
1
4
A w 1
( 2 2) - ( ad ) Zwa ¥ mae ) de
AX Ay . h  k
1
+ 4w - 20 + w0 - 2w +w ) (5.18)
1 e bd b be
[
A w 1
(——) = 7 (aa T %, T Yhae Y Py
AX Ay . 4h k
i
+ 2w - - 2w + 0 ) (5.19)
ae aee be bee
&
A w 1
( ;) 7 (Waag " 20, gt 20w
AX Ay 4hk
- 2 - .
maae * wae 2mbe * mbbe) (5.20)

Quando a malha & em forma de parelelogramo o procedi

.mento e idéntico ao exposto acima.
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4. DIFERENCAS FINITAS EM COORDENADAS OBLIQUAS - OPERADORES

DISPOSTOS EM MOLECULAS

Coordenadas obliquas podem ser algumas vezes, usadas

com vantagem. Um ponto (x,y) em coordenadas cartesianas @& re

presentado em coordenadas obliquas por (x1, y1) como indica a Fi

gura 5.3.
y
y!
- Xy XI
FIGURA 5.3
Tem-se que:
X = x1 + yl cosa ; X1 = x - y cota
y =yl sena ; yl = y seca

Considere uma funcao w(x1, y1) em que x1 e yl sdo

funcoes de x e y.

As derivadas parciais de w podem ser calculadas e
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chega-se a:

Jw dw
— = e (5.21)
X axi
Jw Jw aw
— = -~ cota —— + coseco — (5.22)
3y axl ax1
2 2
9 w ? W
= = " (5.23)
3 X axl
2 : 2 2 2
¢ w 2 2 3w 9 w 3 w
— = cosec o (cos a i 2 cosa + 2)
3y ax] axl ayl ayl
(5.24)

2 -
0 operador V em coordenadas retangulares e:

2 2

. 0 9
V = c« 4+ ——
2 2

ax oy

Substituindo (5.23) e (5.24) na expressao acima erope

rando tem-se:
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2 2 2
2 2 0w ? W 3w
(V m)i = cosec a (

2 2
axl ax1 a9yl ayl
(5.25)

4
Usando (5.25) pode-se calcular o operador V em coor

denadas obliquas:

& 2 2
Vo = V Vuw
4 b
N y 9 w 3 w
(Vuw), = coseca - 4 cosa
i 4 3
ox1 ax1l 3yl
by
2 9w
+ 2{(1 + 2 cos a)
2 2
ax]l a3yl
4 b
d w 3 w
- 4 cosc + {(5.26)

A Figura 5.4 representa uma malha esconsa onde seus
pontos nodais sao caracterizados por letras e espacados igualmen

te em cada uma das diregdes.
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yi

X, X1

FIGURA 5.4

As expressoes de diferencas finitas para coordenadas

retangulares s3ao nesse caso igualmente validas.

Assim, das equacoes (5.13) a (5.20) conclui-se:

A w 1
- = = (wd - Zmi + we) (5.27)
Ax1 u
2
A w ]
T — - 2 + 5.28
s = S e -2 o) (5.28)
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= — (w . - wbd - W + mb ) (5.29)
Ax1 AyT uv @ ae ¢
y
o ] 4 6 4 5.30
= — - + - + .
4 u (wdd wd wi me mee) ( )
Ax1 u
4
A w 1
= — (w -4dw + 6w, -4w +w ) {(5.31)
4 ] bb b i a aa
Ayl v
4
Aw 1
= (0 -2 +w - 20 + 4w,
2 2 2 2 ad a ae d i
Ax1 Ayl u v
- 2w +w - 20 +w ) (5.32)
e bd b be
M
A w 1
= S {w ~ 2w - w + 2w
Ax]aayl 4y vy add ad bdd bd
t 2w - oW - 2w o+ w ) (5.33)
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= (w - 2w - w + 2w
3 3 aad ad bbd bd
Ax1 Ayl 4yvy

+ 20 - w - 2w+ w } (5.34)

Substituindo as expressoes acima nas expressoes (5,

4

.25) e {5.26) tem-se os operadores ¥> e y", respectivamente, em

coordenadas obliquas e aplicados ao ponto i.

2 2 |
(vl w), = cosec g — (w - 20, + w )
i e i d
u
1
=~ — {w -w - w )cosa
2uv ad bd ae
1 .
+ — (0w - 20 +w ) (5.35)
2 a i b
v
4 4 1
(V1 w), = cosec a (— (w 4w + 6w - 4w +w )
i u® dd d i e ee
cosa
- (w - 2w - w + 2w + 2w -
3 add ad bdd bd ae

uv
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2
2(1 + 2 cos a)

- w - 2w, +w ) +
aee e bee 2 2
u v
(w - 2w +w - 2w + 4w - 20 +w
ad a ae d 1 e bd
cCosa
- 2w +w ) - (w - 20w  + 2w
b be 3 aad ad bd
u v
- W - W + 2w - 2w + W
bbd aae ae be bbe
1
+ — {w . -4w + 6w -4 +w ) (5.36)
4 bb b 1 a aa

Para facilitar a utilizacao dessa expressao ela pode
ser escrita em forma de molecula como est3 apresentada na Figura

5.5.
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Py

/

7‘-’_/

=

[

G-F | —26-—4E/_/ G+F /—/-a /
[

4 -
v = cosec A -4C-26 6(C+E )+ 4G —-4C-26 c
-8B 6+F-H-26-4EHG-FH B /
FIGURA 5.5
Onde:
cosa cosa
A = : B =
3 3
u v u v
1 1
C = r— ; E = ———
% '}
u v
2
1 ] 2(1 + 2 cos a)
F o= 2cosa (~—+—); G =
3 3 2 2
uv vou

u

v
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5. ESFORCOS NA PLACA EM DIFERENCAS FINITAS.

a. Momento FlLetor M
x1l

Ja foi visto que:

2
2 3w
M = - D coseca (V] w - {1-v)
x1 2
oyl

(5.37)

Substituindo (5.28) e (5.35) na expressdo acima, dis

pondo em forma de molecula e considerando t = v/u, tem-~se:

Sendo:

2 - (1-v)2 sen a

X
1]

t cosa H B

O
1l
™
[n
-
-
1l

4[(1-v)sen2a -1+ tz)]



b. Momento Fletorn M
yl

2
2 3 w

M = - D coseca V1l w - {1-v)
vyl

2
ax]

Substituindo (5.27) e {5.35) na expressao acima e dis

pondo em forma de molecula:

y Zsenﬁscr‘ 2

Sendo:
A = t cosa
B = 2t2 - (1-v)2 t° sen'a

c = 4(1-v)t2 senza - 41 + tz)
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c. Momento de Tonrgao Mxlyl

-

2
3 w

2
= - D coseca [cosa V1 w - (1-v)
xlyl
ax1 3yl

Substituindo (4.29) e (4.35) na expressao acima e dis

pondo em forma de molecula:

- =D
ny 4sen’oAt? u?

Sendo:
2 2
A = 2 t cos o+t sena(l-v) ; B = 4 cosa
2 2
C = 4t cosa ; F = - 8(1 + t )cosa
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CAPITULO VI

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

i. CONSIDERACDES GERAIS

Serao aqui apresentados, apenas, aspectos gerais do
metodo dos elementos finitos e particularidades do programa ICES

STRUDL II.

2. CONCEITUACAO - ELEMENTO UTILIZADO - HIPDOTESES ASSUMIDAS

0 metodo dos elementos finitos consiste, fundamental
mente, na substituicao da estrutura continua por um modelo forma
do de elementos estruturais. Esses elementos estruturais estao
interligados por um numero infinito de pontos. A simples divi
sao da estrutura continua nao e suficiente para discretizar o pro
blema, por isso, supoem-se os elementos unidos por um niumerc fi

nito de pontos denominados pontos nodais.

E possivel, entdo, conhecer o comportamento do ele

mento estrutural a partir dos deslocamentos dos nos do elemento
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ou atraves as forgas que atuam nos nos. 0s referidos desloca
mentos sao denominados deslocamentos nodais e as forcas, forgas

nodais.

Dependendo do tipo de problema, o elemento estrutu
ral podera ter uma, duas ou tres dimensdes, com formas geometri
cas variadas de maneira que o conjunto de elementos estruturais

seja equivalente 3 estrutura continua.

Um elemento finito e caracterizado por sua forma geo
métrica, pelo numero e tipo de deslocamentos nodais, pelo grau
da expressao polinomial que representa a lei de variacao do cam
po dos deslocamentos e, ainda, pela técnica utilizada na cbten
¢ao da matriz de rigidez. Por outro lado, cada elemento estru
tural deve representar, satisfatoriamente, as deformagoes gque ]
correm na regiao correspondente do continuo. Normaimente, isso
g feito estabelecendo-se a lei de variagcdo do campo de desloca
mentos. Esta & a operacao mais delicada do método dos  elemen

tos finitos e tambem a mais dificil.

A analise do problema de placas esconsas pelo metodo
dos elementos finitos foi feita utilizando-se o programa ICES
STRUDL 1T, Ha dois tipos de elementos que se adaptam @ resolu

¢ac do problema:

a) elemento em forma de paralelogramo, com quatro pontos
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nodais nos vertices e tré&s deslocamentos nodais por

nos;

b) elemento triangular, com trés pontos nodais nos vér

tices e tres deslocamentos por no.

0 problema foi resolvido usando-se elementos triangu
lares nao conformes ("CPT"), no qual a lei de variacao do campo
de deslocamentos linear w e um polinomio do 30 grau e os deslo

camentos angulares sao obtidos por diferenciagao de w.

0 programa ICES STRUDL fornece as solicitagoes em ca
da no, para cada elemento. A solicitacao em um determinado pon
to nodal sera obtida tomando-se a média das solicitacoes nos nds
coincidentes com o referido ponto nodal, para que se possa, en

tao, comparar os resultados com os fornecidos pelos dois outros

metodos.
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CAPITULD VII

PROGRAMACAO AUTOMATICA

1. CONSIDERACTOES GERAIS

0 problema de placa esconsa, engastada, foi analisa
do segundo tres metodos distintos: metodo das equivaléncias, mé
todo das diferencas finitas e metodo dos elementos finitos. 0s
dois primeiros exigiram a execugdo de programas especificos, e
para analise pelo método dos elementos finitos usou-se o progra

ma ICES STRUDL-II.

Neste capitulo, serda exposta a tecnica adotada na pro
gramagao automatica, bem como algumas observacOes quanto ao pro

grama de geracao automatica de dados para o ICES STRUDL-II.

Apresenta-se tambem o fluxograma do programa de dife

rencas finitas.
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2. ESTRUTURACAO DA PROGRAMACAO

2.1 EQUIVALENCIAS

A Teoria das Equivalencias permite substituir o meio
continuo por um conjunto constituido de barras, considerando que
o potencial total do elemento discreto seja identico ao potenci
al total do elemento continuo e ainda que o estado de deformacdo

seja o mesmo nos dois elementos equivalentes.

Assim, no caso de uma placa, ela sera substitudda
por uma grelha onde as barras deverao ter caracteristicas tais

que as condigoes acima descritas se verifiquem.

De posse das caracteristicas elasticas e geométricas
das barras que constituem o modelo equivalente e facil resolver
o problema. Qualquer programa que resolva estruturas reticula

das podera ser utilizado.

Para o calculo de placa esconsa com os bordos engas
tados, usando a Teoria das Equivalencias, elaborou-se um progra
ma onde apenas sao fornecidas as caracteristicas elasticas e geo
metricas da placa e o carregamento a que est3d submetida. Obtem-
-se, entao, as deflexoes nos varios pontos nodais, bem como 0s

momentos de flexdao e de torgao nesses pontos da placa.
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Devido a geometria da placa tornou-se possivel uma
geragﬁo automatica das coordenadas dos nos, dos comprimentos e
co-senos diretores de cada barra da grelha, das inércias equiva
lentes e das incidencias de cada barra. A condigcao de bordo en
gastado e tambem gerada pelo proprio programa, igqualando-se o Tﬂ

dice de restricao (RL) a unidade, nos pontos do contorno.

0 programa utiliza a tecnica da reordenagao da matriz
de rigidez e aproveita a caracteristica da matriz banda, armaze

nando na memoria apenas a semi-banda superior, em forma de matriz

retanguiar. Para isso usou-se o processo de areas de influencia.

Uma vez obtida a matriz de rigidez da estrutura g
fornecido o carregamento, Qualquer carregamento @ transformado
em cargas aplicadas diretamente aos nds pois os resultados obti
dos sdo satisfatorios. Para isso usou-se o processo de areas de
influéncia.

Logo, qualquer carregamento deve ser transformadao,
convenientemente, em cargas concentradas nos nos e para o caso
particular de carregamento uniforme, o programa ja faz automati
camente essa transformagao. Quando varios nos estdo submetidos
a mesma carga, & suficiente dar o valor da ordenada de carga e a
numeracao dos referidos nos. Isso simplifica consideravelmente

a entrada de dados.

Formada a matriz de rigidez e o vetor carregamento
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o sistema de equagOes e resolvido segundo o método de eliminacao,
de Gauss. Optou-se por esse processo devido ao fato de que, al
gumas vezes, dependendo das caracteristicas da placa, as inércias
equivalentes das barras indicadas na Figura 7.1 sao negativas, a
carretando que a matriz de rigidez nao €& positivamente definida.
Isso se verifica quando um dos angulos do elemento triangular @&

maior que mw/2.

| y
ac:’?72
(%) 3
y2
f’k} {*)
- _ X, KI
FIGURA 71

Nesse caso, © prbcesso de Cholesky nao € adequado.

A resolugao do sistema de equacdoes fornece 0s desio
camentos dos nos da estrutura e, a partir deles, calculam-se as
agoes nas extremidades de cada barra. Com as agoes nas extremi
dades das barras, usando-se as expressoes (4.31), (4.32) e (4.33)
da Teoria das Equivalencias, deduzidas para o caso de elemento
triangular de placa, tem-se os esforg¢os na placa, em cada no, se

gundo as diregoes ortogonais x e y.
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Deve-se ainda observar o fato de que a numeragao dos
ndos e barras € feita de baixo para cima e da esquerda para a di
reita. Quanto ds barras, numeram-se primeiramente as na dire
gcao x1, depois as segundo yl e, finalmente, as dirigidas sequndo

a diregao y2. (Figura 7.2)

y2

10 I8 I 2 14 o I

M DiVISOES ———=]
FIGURA 72

T

0 programa consta de um programa principal e duas

sub~-rotinas:

SYMSO - sub-rotina que resolve o sistema de equacoes pelo me

todo de eliminacao de Gauss.

RIGRE - sub-rotina para geragao da matriz de rigidez de ele
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mentos retos de grelha com secao constante.

A sub-rotina SYMSO executa tarefa especifica, ja a
sub-rotina RIGRE executa operacoes que se repetem durante a ané

lise.

0 programa, em linguagem FORTRAN, foi desenvoivido
em computador BURROUGHS e procurou-se aproveitar o maximo da me
moria interna do computador. Algumas variaveis que ocupam gran

de area da memoria foram colocadas em COMMON.

Uma das vantagens desse programa especifico para re
solugao de placas esconsas & que apenas cerca de dez cartoes de

dados s3ao necessarios.

2.2 DIFERENCAS FINITAS

Trabalho semelhante foi desenvolvido por Francisco
S. Nobrega que elaborou um programa para calculo de placas es

consas apoiadas, usando o metodo das diferencas finitas.

Aqui, porem, devido ac fato de se ter os quatro bor
dos engastados, o problema nao pode ser resolvido pelo processo
de Marcus, onde a equacao diferencial de quarta ordem @ substi

tuida por um sistema de duas equacoes diferenciais de segunda or
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dem, Isso nao & possivel pois, no caso de bordo engastado, ja

nao se tem momentos nulos no bordo, o que dificulta um pouco 0

problema.
Dessa forma, a equacao diferencial das placas
L L 4
9 w g W 0 W q
—_t+ 2 + = —
L 2 2 4
ax ax dy ay )

foi escrita em fungao das coordenadas obliquas e representada

em forma de molecula.

Aplicou-se essa molécula, . convenientemente a 'ca--
da um dos pontos nodais, exceto os do bordo, obtendo-se a
matriz dos coeficientes das incognitas. Observou-se que essa
matriz n3o e simétrica e nao apresenta a caracteristica de matriz

banda.

Sendo conhecida a ordenada de carga em cada ponto no
dal tem-se caracterizade o sistema de equagoes, que resolvido for

nece as deflexoes w nos diversos pontos nodais da placa.

De posse dessas deflexoes, sdo obtidos os esforcos

M_, M e M na placa.
X y Xy
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As expressoes dos esforgos tambem foram postas em

forma de molecula.

Neste programa os nos sao numerados de baixo para ci

ma e da esquerda para a direita. (Figura 7.3)

¥ "
9/ 10 I
5 o) T
-
| 2 j 3 4
[ M__ DIVISJES -
FIGURA 7.3
M numero de divisoes na direcido x1.
N numero de divisoes na diregao yl.

Pela tecnica adotada na programacao, deve-se ter sem

pre M > N.

0 programa em linguagem FORTRAN, desenvolvido em com

putador BURROUGHS~6700, consta de um programa principal e seis
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sub~rotinas.

INV Inverte a matriz dos coeficientes das incognitas pa

ra posterior resolucao do sistema de equacoes.

MX1 Define o operador para calculo do momento de flexao
Mo,
xl
MYl Define o operador para calculo do momento de flexdo
yl’
MXY Define o operador para calculo do momento de torgao
M .
xlyl
MOMEN Calcula os momentos M , ¥ ou M em relagao aos
X Yy Xy

eixos obliquos.

PRINC Calcula, em relacao aos eixos retangulares, os momen

tos fletores L My, o momento de torcao M

Inicialmente, usando o método das diferencas finitas,
tentou-se elaborar um programa que resolvesse placas esconsas
com quaisquer condicoes de bordo. Mas verificou-se nao ser pra
tico, nem economico, alem de gue a programagao tornava-se bem

complicada.
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0 programa elaborado calcula placas esconsas, engas
tadas nos quatro bordos, submetidas a qualquer tipo de carrega

mento transversal a placa, tendo cada placa espessura constante.

2.3 GERAQKO AUTOMATICA PARA 0 ICES STRUDL-II

Uma das dificuldades apresentadas pelo programa
STRUDL consiste na entrada de dados muito trabalhosa. Deverao
ser fornecidas, dentre outras coisas, a numeracao de cada no, as
respectivas coordenadas, as incidencias de cada elemento, etc.
Para o problema estudado verificou-se que essas caracteristicas

poderiam ser geradas automaticamente por um programa a parte.

Francisco S. Nobrega, ja havia feito um programa pa
ra gerar esses dados, para o tipo de malha indicado na Figura 7.
.4. Este programa foi aqui utilizado, embora com pequenas modi

ficagoes.

0 sistema de numerac¢ao para as coordenadas e elemen
tos deve ser sempre da esquerda para a direita e de baixo para
cima, conforme na Figura 7.4. As incidencias de cada elemento
sao geradas no sentido anti-horario. Para pontos nodais do con
torno o programa gera tambem a 1etré S (SUPPORTS) depois da co

ordenada y.
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/
7 8
7 8
5 6
5 6
3 4
2
X, Xi
3

FIGURA 7. 4
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3. FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO - DIFERENGAS FINITAS

(; INICIO :)

®) =)

NUK = RUN 4+ 1

DADOS GERAIS:CARACTERISTICAS
ELASTICAS E GEOMETRICAS,

|

CARACTERIZAGZO
DO OPERADOR,

!

K=(M+ 1) (N +1)

|
I=1,K \
C J=1,K
!

ZERAGEM DA MATRIZ
DOS COXFICIENTES,

APLICACZC DO
UPERADOR

®
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¢ =0
K =2
L=1
J=K
I=K
Il =1

DETERMINAGCAO DA MATRIZ T,

PARA 05 PONTOS 1,2,3 OU 4

!
IC = IC + 1

|

El=(M+1) (I ~-21)+J
Il =K1

APLICAGAC DO OPERADOR
A0S PONTOS 1,2,3 OU 4

l

-1 Il =I1 + (M+1) «1L

©
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K = + 1
| IC = 0
(39 1
IC = IC+1 __

l

DETERMINAGAO DA MATRIZ T
PARA PONTOS SITUADOS
ERTRE 12 OU 34 .

Kl =(M+1) (I =1) ¢+ J
Il = K1 '

| t
ommmm e {12=1,3) -

® ®
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K=M-=-1

l

DETERMINAGZXO
D4 MATRIZ T.

APLICAGXO DO
OPERADOR
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® G

APLICAGZ0 DO OPERADOR
A0S POKTOS SITUADOS
ENTRE 12 OU 34.

-

l
Ll =1
I=2

(s)—1c =1 + 1

DETERMINAGXO DA MATRIZ T

PARA PONTO§ SITUADOS
ENTRE 13 OU 24,

Kl={M+1) (I -1)+3
Ll=M¥M+ 1
12 = k1

® ®



b oo I2 =12 4+ L
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APLICAGZO DO OPERADOR |

40S PONTOS SITUADOS
ENTRE 13 0OU 24,
|

l

L=1
¥ =2

W

IC=M-1

DETERMINACXO DA MATRIZ T
PARA PONTOS DA REGIZO INTERNA

l

=3, K
3, IC
{

b=t
l

—_— e m -

"
]

Kl1=(M+1) (I ~-1)+7J
I1 =K1 -2
L=K+1

® ©
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l

| APLICAGXO DO OPERADOR

----------- Il=71I1+1

IC =M -1
!

K=HN-1

L=M+3

J1=1

Ki=1IC xK

l

REORDENAGZO DA MATRIZ
DOS COEFICIERTES.,

_____ ZERAGEM DO
VETOR DE CARGAS,

INTRQDUGAO
do

SISTEMA DE CARGAS,

®
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L QU(12)=QU / D

W=Q /D D
] < 11 l,L>
i l g
LD =I] g -ny
(D U V SIN«)
1
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A

&
RS,

)

A4

W(I) =W (I)+s (5,J) x Q (N

|

NOVA NUMERAGZXO
PARA O VETOR DAS FLECHAS

e >
J >
D
T o>
Voo >
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4. EXPLICACOES REFERENTES A0 FLUXOGRAMA

0 programa, por diferencas finitas, consta basica

mente das seguintes etapas:

la.) Leitura dos dados gerais da estrutura.

2a.) Aplicagao do operador V* a todos os pontos internos da

placa, segundc numeragao mostrada na Figura 7.3.
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Reordenacao da matriz dos coeficientes assim obtida, con
siderando agora nova numeracao com apenas os pontos inter

nos. (Figura 7.5).

Leitura do tipo de carregamento e do valor desse carrega

mento. Deve-se aqui ter atengdo pois a numeragao e fei
ta tambem considerando somente os pontos internos. (Fi
gura 7.5).

Resolucao do sistema de equacoes, obtendo-se as deflexoes.

Renumeragao das flechas, considerando os pontos do bordo.

(Figura 7.3).

M _ e M

Calculo dos esforcgos MX, v xy°

No fluxograma, nos trechos correspondentes a segun

da etapa faz-se referencia a pontos 1, 2, 3 e 4, que devem ser

observados na Figura (7.6). Essa numeracao tem efeito, apenas,

para o fluxograma, a fim de facilitar a sua compreensao.
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Principais variaveis usadas:

NP

ALFA

ESP

XNI

numeroc de placas a serem analisadas.

numero de divisdes da placa nas direcoes x1 e yl,
respectivamente, onde x1 coincide com o lado da pla

ca de maior numero de divisoes.

comprimento da placa nas direcoes x1 e yl, respecti

vamente.

angulo formado entre x1 e yl.

espessura da placa.

coeficiente de Poisson.

modulo de elasticidade longitudinal.

rigidez a flexao da placa.

matriz dos coeficientes das incognitas.

- L
matriz auxiliar para aplicagao do operador V aos

diversos pontos da placa.

R [
pl, D2,...,D9 caracterizam o operador V .
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ITIPO

QU

X1

L1
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vetor de cargas.

numero de carregamentos considerados.

variavel que especifica o tipo do carregamento:

ITIPO < 0 = carregamentoc qualquer;
ITIPO = 0 =+ carregamento uniforme;
ITIPO > 0 -+ carregamento concentrado nos nos e o

valor de ITIPO, nesse ultimo caso, indica o numero
de grupos de pontos nodais com mesma ordenada de

carga.
valor da carga uniforme aplicada.

valor da ordenada de carga quando se trata de cargas

concentradas nos nos {ITIPC > 0).

quantidade de nos que possuem a mesma ordenada de

carga (ITIPO > Q).

numerag¢ao do no que possui determinada ordenada de

carga (ITIPO > Q).

vetor das deflexoes.
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CAPTTULO VIII

APLICACDES

1. CONSIDERACOES GERAIS

Neste capitulo, serdo apresentados alguns casos de
placas estudadas utilizando-se os programas pelos tres metodos
anteriormente mencionados, tabelas e graficos de resultados ob

tidos.

2. .PLACAS ANALTSADAS

Foram analisadas cinco placas esconsas, engastadas
nos gquatro bordos, todas com as mesmas caracteristicas eladsti
cas e geométricas, variando-se apenas o0 anqulo o (Figura 7.2) e

ainda o tipo de carregamento.
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PLACA I - a = 90°
PLACA II - a« = 75°
PLACA III - o = 60°
PLACA IV - o = 45°
PLACA V - o = 30°

Caracteristicas elasticas e geometricas:

Dimensoes da placa: dm x 4m
Espessura: 0,25m
Coeficiente de Poisson: 0,30

Modulo de elasticidade longitudinal: 3144960 . tf/m?

Modulo de elasticidade transversal: 1234560 . tf/m?

0s valores acima especificados foram escolhidos de

maneira a reproduzir o exemplo que consta na referencia (2).

Cada uma das placas foi submetida a dois tipos de

carregamentos:

a) Carregamento uniformemente distribuido, de 1 tf/m?.

b) Carregamento concentrado no centro da placa, de 0,5 tf.

Para verificar a convergencia dos métodos, compara
ram-se as flechas, os momentos fletores e os momentos de torcgao,

no centro da placa. Porem, para o caso de placa engastada, nao
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se dispunha da solugao analitica para todos os casos estudados.

Os tipos de malhas usados na andlise por Equivalen
cias, Diferencas Finitas e Elementos Finitos podem ser vistos

nas Figuras (7.2), (7.3} e (7.4), respectivamente.

Primeiramente, serao apresentadas tabelas com resul
tados obtidos para carregamento uniformemente distribuido, de
pois para alguns casos de carga concentrada no centro da placa.
Alem disso, apenas os graficos relativos ao carregamento unifor

me serac mostrados.

Para completar o estudo do Metodo das Equivalencias,
fez-se variar a relacao entre lados das placas, pois, para rela
¢oes a/b = 1.5 e a/b = 2.0 algumas solucoes foram encontradas

na referencia 12.

Esse estudo foi feito para uma placa em que o = 45°
e 05 resultados obtidos para as deflexoes podem ser observados

no quadro 8.25.

Nas tabelas e graficos apresentados a seguir, as fle
chas sao expressas em metros e os momentos em toneladas - forca

metro.
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CARREGAMENTO UNIFORME

QUADRO 8.1
0 4
= 90 DEFLEXAO W x 10
MALHA NG STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.718 -1.024 -0.764
6 x 6 25 -0.720 -0.873 -0.743
8 x 8 41 -0.720 -0.810 -0.733
10 x 10 61 -0.720 -0.779 -0.729
12 x 12 85 -0.720 -0.762 -0.726
12
SOLUCAD ANALITICA -0.716
QUADRO 8.2
o = 90° MOMENTO FLETOR M_
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 ~0.3994 -0.3944 -0.2929
6 x 6 25 -0.3788 -0.3808 -0.3357
8 x 8 41 -0.3731 -0.3750 -0.3495
10 x 10 61 -0.3707 -0.3721 -0.3570
12 x 12 85 ~0.3694 -0.3705 -0.3590
SOLUCAD ANALITICA '°:  -0.3696




QUADRO 8.3

= DEFLEXKG W x 10"
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS |EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.599 -0.876 0692
6 x 6 25 ~0.623 ~0.758 0.662
8 x 8 a1 -0.630 -0.709 -0.652
10 x 10 | 61 -0.634 -0.685 -0.647
12 x 12 | 85 -0.636 ~0.671 -0.645
SOLUCKO ANALITICA ":  -0.640
QUADRO 8.4
- MOMENTO FLETOR M
MALHA NG STRUDL DIF. FINITAS |EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.3366 -0.3500 -0.2666
6 x 6 25 -0.3415 0.3437 -0.3089
8 x 8 41 -0.3402 -0.3414 -0.3229
10 x 10 | &7 -0.3398 -0.3404 -0.3290
12 x 12 | 85 -0.3397 -0.3398 -0.3323
SOLUCKO ANALTTICA ~: -0.3232
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@ = 75° MOMENTO FLETOR MY
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.3512 -0.3689 -0.2562
B x 6 25 -0.3546 -0.3584 -0.3090
8 x 8 41 -0.3524 -0.3543 -0.3280
10 x 10 61 -0.3515 -0.3525 -0.3369
12 x 12 85 -0.3511 -0.3515 -0.3417

5
SOLUCAO ANALTTICA -0.3648
QUADRO 8.6

a = 75° MOMENTO DE TORCAOQ My
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0273 -0.0353 -0.0187
6 x 6 25 -0.0246 -0.0274 -0.0202
8 x 8 41 -0.0228 -0.0241 -0.0202
10 x 10 61 -0.0218 -0.0226 -0.0201
12 x 12 85 -0.0213 -0.0218 -0.0201
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5

QUADRO 8.7
0 4
@ = 60 DEFLEXAGC W x 10
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS |EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.419 -0.537 -0.479
6 x 6 25 -0.424 -0.481 -0.454
8 x 8 41 -0.434 -0.460 -0.446
10 x 10 | 6] -0.434 -0.450 -0.443
12 x 12 | 85 -0.435 -0.445 -0.441
SOLUGAO ANALTTICA °: -0.439
QUADRO 8.8
¢ = 60° MOMENTO FLETOR M,
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS |{EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.3067 -0.2392 -0.1974
6 x 6 25 -0.2596 -0.2443 -0.2380
8 x 8 41 -0.2731 -0.2489 -0.2517
10 x 10 | 61 -0.2693 -0.2524 -0.2579
12 x 12 | 85 -0.2643 -0.2550 -0.2613
SOLUGAO ANALITICA °: -0.2480
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o = 60° MOMENTO FLETOR M,
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.3303 -0.2973 -0.2173
6 X 6 25 -0.2932 -0.2930 -0.2707
8 x 8 41 -0.3057 -0.2930 -0.2895
10 x 10 61 -0.3041 -0.2939 -0.2981
12 x 12 85 -0.3007 -0.2948 -0.3029
SOLUCRO ANALITICA °: -0.3168
QUADRO 8.10
o = MOMENTO DE TORGAD My,
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS |EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0407 -0.0503 -0.0298
6 x 6 25 -0.0336 -0.0422 -0.0310
8 x 8 41 -0.0333 -0.0382 -0.0309
10 x 10 61 -0.0321 ~0.0359 -0.0307
12 x 12 85 -0.0311 ~0.0345 -0.0305
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QUADRO 8.11
o b
a = 45 DEFLEXAO W x 10
MALHA NG STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.219 -0.221 -0.240
6 x 6 25 -0.215 -0.205 -0.223
8 x 8 41 -0.215 -0.201 -0.219
10 x 10 | 61 -0.215 -0.201 | -0.217
12 x 12 | 85 -0.215 -0.202 -0.216
5
SOLUGRO ANALTTICA -0.224
QUADRO 8.12
a = 45° MOMENTO FLETOR M,
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.2116 -0.1217 -0.1143
6 x 6 25 -0.1705 -0.1278 -0.1488
8 x 8 41 -0.1685 -0.1337 -0.1612
10 x 10 | 61 -0.1700 -0.1387 -0.1670
12 x 12 | 85 -0.1674 -0.1427 -0.1701
5
SOLUGKO ANALITICA -0.1616
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QUADRO 8.13
o = 45° MOMENTO FLETOR M
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.2540 -0.1977 -0.1573
6 x 6 25 -0.2282 -0.1974 -0.2103
8 x 8 41 ~0.2259 -0.1999 -0.2297
10 x 10 61 -0.2261 -0.2028 -0.2387
12 x 12 85 -0.2230 -0.2055 -0.2436
SOLUGAD ANALITICA °: -0.2320
QUADRO 8.14
a = 45° MOMENTO DE TORCRO M,
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0307 -0.0380 -0.0284
6 x 6 25 -0.0300 -0.0348 -0.0278
8 x 8 41 -0.0294 -0.0331 -0.0274
10 x 10 61 -0.0272 -0.0321 -0.0272
12 x 12 85 -0.0275 -0.0314 -0.0271
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QUADRO 8.15
o = 30° DEFLEXA0 W x 10°
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS |EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.070 -0.051 -0.074
6 x 6 25 -0.065 -0.049 -0.065
8 x 8 41 -0.063 -0.048 -0.063
10 x 10 61 -0.062 -0.049 -0.062
12 x 12 85 -0.062 -0.050 -0.062
SOLUCAD ANALITICA *: -0.068
QUADRO 8.16
a = 30° MOMENTO FLETOR M
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS |EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.1759 ~0.0439 -0.0436
6 x 6 25 -0.0825 -0.0460 -0.0682
8 x 8 41 -0.0845 -0.0483 -0.0792
10 x 10 61 -0.0754 -0.0505 -0.0843
12 x 12 85 -0.0771 -0.0525 -0.0872
SOLUGAO ANALITICA °: -0.0784
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QUADRO 8.17
o = 30° MOMENTO FLETOR M,
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 ~0.1153 ~0.0984 -0.0847
6 x 6 25 -0.1349 -0.0987 -0.1321
8 x 8 41 -0.1324 -0.1007 -0.1540
10 x 10 61 -0.1275 -0.1030 ~0.1644
12 x 12 85 -0.1274 -0.1052 -0.1701
SOLUGAD ANALTTICA ~: =-0.1312
QUADRO 8.18
a = 30° MOMENTO DE TORGAD M,
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0142 -0.0157 -0.0138
6 X 6 25 -0.0160 -0.0152 -0.0149
8 x 41 -0.0152 -0.0151 -0.0146
10 x 10 61 -0.0149 -0.0152 -0.0143
12 x 12 85 -0.0144 -0.0152 -0.0142
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QUADRO 8.19
0 4
a = 90 DEFLEXAO W x 10
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0898 -0.144 -0.104
6 X 6 25 -0.099 -0.125 -0.103
8 x 8 41 -0.099 -0.116 -0.102
10 x 10 61 -0.100 -0.111 -0.101
12 x 12 85 -0.100 -0.108 -0.100
QUADRO 8.20
a = 90° MOMENTO FLETOR
MALHA NO STRUDL DIF. FINITAS [ EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.1117 -0.0949 -0.0383
6 x 6 25 -0.1330 -0.1170 -0.0588
8 x 8 41 -0.1481 0.1322 -0.0735
10 x 10 61 -0.1597 -0.1438 -0.0849
12 x 12 85 -0.1692 -0.1533 -0.0942
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QUADRC 8.21
0 Iy
@ = 30 DEFLEXAO W x 10
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.026 -0.014 -0.031
6 x 6 25 -0.026 -0.014 -0.029
8 x 8 41 -0.027 -0.014 -0.029
10 x 10 | 6] -0.027 -0.015 -0.028
12 x 12 | 85 -0.027 -0.016 -0.028
QUADRO 8.22
a = 30° MOMENTO FLETOR M,
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS [ EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0701 -0.0204 -0.0168
6 x 6 25 -0.0836 -0.0273 -0.0396
8 x 8 41 -0.1023 -0.0328 -0.0607
10 x 10 | 61 -0.1105 -0.0376 -0.0784
12 x 12 | 85 -0.1176 -0.0419 -0.0933
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QUADRO 8.23
a = 30° MOMENTO FLETOR M,
MALHA ND STRUDL DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0815 -0.0466 -0.0356
6 x 6 25 -0.1000 -0.0606 -0.0800
8 x 8 41 -0.1165 -0.0712 -0.1214
10 x 10 | 61 -0.1278 -0.0798 -0.1561
12 x 12 | 85 -0.1347 -0.0871 -0.1854
QUADRO 8.24
a = 30° MOMENTO DE TORCRO M,
MALHA NO STRUDL - | DIF. FINITAS | EQUIVALENCIA
4 x 4 13 -0.0044 ~0.0076 -0.0011
6 x 6 25 -0.0043 -0.0096 -0.0021
8 x 8 a1 -0.0047 -0.0111 -0.0023
10 x 10 | 61 -0.0045 -0.0122 -0.0024
12 x 12 | 85 -0.0051 -0.0131 -0.0024
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2.3 TABELA PARA RELACOES ENTRE LADOS a/b = 1.5 E

a/b = 2.0, o = 45° - CARREGAMENTO UNIFORME

DISTRIBUIDO, DE 1tf/m?

QUADRO 8.25 DEFLEXAO W x 10°
EQUIVALENCIAs @ = 950
q = 1tf/m?
Malha a/b = 1.5 a/b = 2.0
4 x 4 0.4275 0.5330
6 x 6 0.3818 0.4449
8 x 8 0.3661 0.4132
10 x 10 0.3588 0.3982
12 x 12 0.3549 0.3900
Giangreco 0.3658 0.3914
Morley 0.3546 0.3709

3. TEMPO DE EXECUGCAO

Nao houve muito interesse em se fazer uma analise
comparativa do tempo de execugac dos tres programas, devido ao

fato de que eles foram executados por maquinas diferentes.
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No quadro (8.26) computou-se o tempo de execugdo pa
ra placas de 900, carregamento uniforme, pelos programas por di
ferengas finitas e por equivalencias, ambos processados no BUR

ROUGHS-6700 do Nucleo de Computagao Eletronica (NCE) da UFRJ.

QUADRO 8.26
a = 90°
TEMPO DE EXECUCAD EM SEGUNDOS
Malha Dif. Finitas | Equivaléencias
4 x 4 1.29 3.53
6 X b 3.32 7.18
8 x 8 15.11 14.23
10 x 10 £8.93 28.14
12 x 12 203.66 49.19

Na analise do tempo de execugao, verificou-se que
para malhas iguais e mesmo metodo houve pouca variacao no tempo,
quando se fez variar o angulo de esconsidade. Isso se obser

vou para qualquer dos trés metodos.
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Potém, quando se compara o tempo para mesma malha
por diferencas finitas e equivalencias, nota-se que ha diferen-
¢a e, ainda, que a medida que a malha e refinada o tempo do pro
grama por diferencgas finitas cresce mais rapidamente que o de

equivalencias.

4. GRAFICOS PARA CARREGAMENTO UNIFORME

Convencgoes:

& Equivalencia
_______ o— — ——. STRUDL
—— e A - — - Diferengas Finitas.

- - . az
— Solugao Analitica.
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CAPTTULO IX

ANALISE DOS RESULTADOS

1. CONSIDERACOES GERAIS

Serao aqui apresentadas observagoes e conclusoes so
bre as .placas analisadas, comentarios referentes aos metodos e

programas utilizados.

2.. "PLACAS ANALISADAS

Neste item, cada placa sera analisada separadamente.

e}

2.1 PLACA I - o = 90
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Observando-se o grafico 8.1, ve-se que 0 programa
STRUDL, para a malha (4x4), converge para a solugao anaﬁtica12
e a partir da malha (6 x 6) coincide com a solugao. Tambem o
programa de equivalencias apresenta boa convergencia a partir da

maiha (8x8). Observa-se ainda que o programa de diferencas

finitas converge muito lTentamente.

by M e M

No que se refere a momentos fletores (graficos 8.2

e 8.3), os programas diferencas finitas e STRUDL convergem rapi
12

damente para a solucao analitica e ambos, a partir da wmalha

(10 x 10), coincidem com a referida solugao.

0 programa equivalencias apresenta uma pequena dife
renca nos valores de M_ e My, e a convergencia so0 se nota a par

tir da malha (10 x 10).

Xy
0 grafico nao foi tragado, mas verificou-se que os

valores por diferencas finitas e equivalencias permaneceram sem

pre nulags. 0 ICES-STRUDL nao forneceu resultados tao bons.

d) Sentido da Convergencia.
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Pelos graficos 8.1, 8.2 e 8.3 constata-se que  nas
equivalencias e no metodo dos elementos finitos o sentido de con
vergéncia para os momentos fletores e diferente do apresentado

pelas deflexoes.

2.2 PLACA II - o = 75°

No grafico (8.4), observa-se que os programas equi
valencias e STRUDL, a partir da malha (6 x6), apresentam boa con
vergencia para a solugao fornecida por Giangreco i e Morley 7,
apesar do sentido da convergencia nao ser o0 mesmo para os dois

programas: um converge por valores superiores, o outro, por va

lores inferiores.

0 programa de diferencas finitas tambem converge,

mas muito Tentamente.

Os graficos (8.5) e (8.6) indicam melhores resulta
dos para diferencas finitas e elementos finitos. Para malha

(10 x 10) ambos apresentam, praticamente, o mesmo resultado.



142

Nas equivalencias, a convergencia para momentos &
sempre mais lenta e s0 a partir da malha (8x8) ela fica bem de

finida.

Ly

0 grafico (8.7) mostra que os programas STRUDL e e
quivalencias parecem convergir para o mesmo valor, embora -~ com
sentidos diferentes. 0 programa diferengas finitas também con

verge, porem, mais lentamente.

d) Sentido da Convergencia

0 sentido da convergencia, tanto para as deflexoes
como para os momentos, nao foi alterado quando se variou o Engg

1o o de 90° para 75°.

Observa-se que para os programas STRUDL e equiva]ég
cias o0 sentido da convergencia das deflexbes & sempre diferente
do sentido da convergencia dos momentos. 0s momentos fletores

convergem no mesmo sentido que os momentos de torgao.
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2.3 PLACA IITI - a = 60°

Nos graficos (8.8), {(8.9) e (8.10) nota-se que o0s
resultados do STRUDL e das equivalencias parecem convergir para
0o mesmo valor, embora com sentidos de convergencia diferentes.
Observa-se, ainda, que a partir da malha (8 x8) a convergencia
e bem mais rapida para ambos o0s programas. 0 STRUDL comecga, en
tao, a nao fornecer resultados tao bons como para o caso de o. =
0

=90% e a = 75 Aqui os pontos da curva foram interpolados

e, para o caso de Mx, dois dos cinco pontos foram desprezados.

0 programa de diferengas finitas parece convergir
para os mesmos valores dos outros dois programas, porem, para as

deflexdes, mais lentamente.

Deve-se,ainda, observar que o sentido de convergen
cia dos momentos fletores, por diferencas finitas, passou a ser

por valores inferiores.

Xy

A partir da malha (10 x10) (grafico 8.11), o progra

ma STRUDL converge mais rapidamente, tendendo para o mesmo valor
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fornecido pelas equivalencias, embora a curva tenha sido inter

polada.

Para as equivalencias, a partir da maltha (10 x 10) os
valores sao semelhantes aos apresentados pelo STRUDL, mas a cur

va nao & tdao bem definida como nos casos anteriores.

c¢) Sentido da convergencia.

Essa placa apresenta, para todos 0Ss casos, O mesmo
sentido de convergencia da de 750, exceto para o valor de Mx
Nesse caso, o programa de diferengcas finitas converge por valo

res inferiores. (Ver grafico 8.11).

2.4 PLACA IV - o = 45°

a) w, M e M

Para as deflexoes o STRUDL comeca a convergir por
valores superiores, isto e, mudou seu sentido de convergencia.
Apresenta, porém, uma convergencia muito r3pida e a partir da
malha (6 x6) ate (12 x12) foram encontrados pontos alinhados.

(Grafico 8.12).
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0 programa de equivalencias, para as deflexdes, tam
bem mostra boa convergencia e para malha (12x 12) fornece, pra

ticamente, o mesmo resultado que o STRUDL.

As curvas das deflexoes e momentos fletores, para
diferengas finitas, nao parecem convergir para os mesmos valores

que as curvas pelos outros dois metodos.

No que se refere ao momento Mx (grafico 8.13), tan
to as equivalencias como o STRUDL parecem convergir para o mes
mo valor. 0 programa de diferencas finitas, neste caso, apre
senta convergencia para um valor inferior aos dos outros dois

programas.

No grafico (8.14) observa-se que cada um dos progra
mas converge para um valor diferente, embora sejam valores pr§

Ximos. 0 STRUDL @ o que apresenta convergéncia mais rapida.

b) M
Xy

Nao foi tracada a curva para o STRUDL pois os pontos
fornecidos nao permitiram traga-la com boa aproximacgao. Mas,
o valor para a malha (10 x10) coincide com o encontrado, na mes
ma malha, pelas equivalencias. O0s valores dos dois referidos
programas, para malha (12x 12}, sao praticamente iguais. (Gra

fico 8.15).
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0 programa de diferengas finitas parece convergir

para um valor diferente do das equivaléncias e mais Tlentamente.

c) Sentido da convergencia.

E interessante notar que para os momentos fletores,
por diferencas finitas, a convergencia se faz por valores infe

riores.

2.5 PLACA V - o 30

No grafico (8.16) pode-se observar que os programas
equivalencias e STRUDL convergem para o mesmo valor e a partir
da malha (6 x6) os valores calculados pelos dois programas sao

identicos.

0 programa de diferengas finitas nao apresenta resul
tados tao bons para as deflexoes. 0s valores decrescem ate a
malha (6 x6) e, a partir dai, tornam a aumentar. Nao se tem

uma convergencia precisa.
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Para M_ (grafico 8.17) as equivalencias e o STRUDL

convergem para valores diferentes, porem proximos.

0 programa diferengas finitas converge para outro

valor, embora mais rapidamente.

Para My, cada programa converge para determinado va
lor (grafico 8.18). A convergencia do programa das equivalen

cias e bem mais lenta que a dos outros dois programas.
xy

No grafice (8.19), equivalencias e STRUDL convergem

para o mesmo valor.

3. ANALISE DOS RESULTADOS PARA CARGA CONCENTRADA

Da observagao das tabelas apresentadas no Capitulo

VIII, nota-se que os resultados sao bons.
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Para as deflexoes e malha (12x 12) os programas

[

quivalencias e STRUDL apresentam sempre valores praticamente i

guais.

0 programa de diferengas finitas, quando a esconsi
dade da placa aumenta, apresenta valores diferentes dos outros

dois programas.

Para angulo o »60° os valores dos momentos fleto
res por diferencas finitas e STRUDL saoc bem semelhantes, o que
nao acontece com as equivalencias que parecem convergir para ou

tro valor,

Para o = 45% ¢ a = 300, tendo como referencia o0s va
lores fornecidos pelo STRUDL, as equivalencias ddo valores mais

proximos que as diferengas finitas.

4. RELACOES ENTRE LADOS a/b = 1.5 e a/b =2.0

Uma vez que um dos objetivos do presente trabalho e
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verificar ate que ponto a Teoria das Equivaiencias e valida pa
ra o estudo de placas esconsas, fez-se, ainda,um estudo com pla
cas em que a relacdo entre lados da placa era a/b = 1.5 e a/b =

= 2.0.

Esse estudo foi feito para uma placa de 450, e ape
nas para as deflexoes pois, nesse caso, dispunha-se de valores

fornecidos por Morley ’ e Giangreco ’

Observa-se, no quadro (8.25), que os valores forne

cidos por Morley sao inferiores aos fornecidos por Giangreco.
Para o caso a/b = 1.5, a malha (12 x 12) fornece, pra

ticamente, o resultado de Morley. E, para a/b = 2.0, o resul

tado e praticamente igual ao fornecido por Giangreco.

5. CONCLUSDES

Apos a observacao dos graficos e tabelas, apesar de
na maioria dos casos nao se ter a solucao analitica do problema,
pode-se estabelecer certas conclusoes para o estudo da flexao

de placas esconsas:

a) R medida que o angulo o diminui, o STRUDL, para. o . elemen

to nao conforme utilizado, comeca a apresentar uma
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convergencia mais lenta. Nesse caso, os . pontos .da
curva ja nao definem tao bem a sua forma e ainda alguns

pontos sao desprezados.

O0s resultados para momentos fletores, por diferencas fini
tas, sao sempre melhores que os das deflexdes. Isso pode
ser justificado pelo fato de que as deflexoes sao expressas
por uma equacgao diferencial de quarta ordem e os momentos

por equacoes de éegunda ordem.

Coordenadas obliquas, para diferencas finitas, tem sua pre
cisao diminuida no tratamento de placas esconsas engastadas,

para dngulos o pequenos ( < 45%).

Para a > 600, diferengas finitas e elementos finitos apre
sentam boa convergencia para momentos fletores; ja para
a < 60° as equivalencias mais se aproximam dos elementos

finitos.

Para quaiquer o, os meThores resultados para momento de tor

¢cao sao fornecidos por elementos finitos e equivalencias.

No estudo das deflexoes os melhores resultados sao forneci
dos por elementos finitos e eguivalencias. Embora esse
ultimo metodo, em alguns casos, tenha uma convergéncia mais

lenta, apresenta tambem bons resultados.
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6. IMPORTANCIA DO FATOR TEMPO

Apesar do fator tempo ser preponderante em estudos
desse tipo, aqui nao se pode levar muito em consideracgao, em vir

tude de terem sido usadas maquinas diferentes.

Mas, para que se tenha uma'idéia, apresentou-se no
Capitulo VIII um quadro em gue se pode fazer comparagao do tem
po de execucgao para os programas de diferencas finitas e equiva

lencias ou ainda fazer comparacoes dentro do mesmo programa.

Observa-se que no programa de equivalencias, para
malhas mais refinadas, o tempo de execucaoc torna-se muito menor
que o do programa de diferengas finitas (aproximadamente 25%),

alem de apresentar, de modo geral, resultados melhores.

7. APLICABILIDADE DA TEORIA DAS EQUIVALENCIAS

A grande vantagem da Teoria das Equivalencias resi
de no fato de que nao & necessario um programa especifico para
sua utilizacao, alem da facilidade que apresenta na sua aplica

cao.

Desde que exista um estudo, dirigido no sentido de
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automatizar o metodo, eficientes programas podem ser elaborados,

sem grandes dificuldades.

Alguns fatos podem ser aqui citados para caracteri

zar a aplicabilidade do Metodo das Equivalencias ao caso de fle

xao de placas. Estes fatos ndo devem ser considerados como van

tagens sobre o0s outros metodos.

a)

Para um mesmo numero de pontos nodais, o sistema de equa
¢oes que se tem a resolver, nas equivalencias, & menor ou
igual ao sistema de equacgGes no metodo dos elementos fini

tos, porém, & maior que no programa de diferencas finitas.

As fases da analise do problema, ao contrario do metodo dos
elementos finitos, nao sao trabalhosas, desde que se conhe
¢a a expressao da energia de deformacao do corpo em estudo.
0 programa de diferengas finitas, no caso de placa esgasta

da e mais trabalhoso.

Programas que resolvam estruturas reticuladas poderao aqui

ser utilizados.

A entrada de dados e muito simples, o que nao ocorre com ©

metodo dos elementos finitos.

As condigcoes de bordo sdo facilmente caracterizadas. Ja
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no programa de diferencas finitas isso n3ao ocorre e pontos

nodais ficticios, fora do contorno, s2o necessarios.

Um mesmo programa pode resolver placas com condigcoes de bor
do diversas. Com diferengas finitas seria impraticavel

fazer um programa geral para varias condic¢des de bordo.

0 tempo de execug¢ao e minimo, quando comparado com outros

programas. O0s resultados, por sua vez, sao satisfatorios.
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NOTACDES

cosenos diretores.
coordenadas retangulares.

componentes do deslocamento paralelas aos efxos

X e y, respectivamente.
alongamento unitario.

proje¢des do alongamento unitario sobre os eixos

Xx e y, respectivamente.

componente da deformacao tangencial no sistema re

tangular.

componentes da tensao tangencial em coordenadas re

tangulares.

componentes da tensao normal paralela aos eixos

coordenados x, y e 2z, respectivamente.
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angulo que define a diregdo da normal a uma face

ta inclinada.

modulo de elasticidade longitudinal.
coeficiente de Poisson.

componentes de forca no sistema retangular.

tensao normal e tangencial atuando numa face per

pendicular a uma direcao n.
coordenadas obliquas.

coeficientes que definem uma determinada diregao

em relagao ao sistema obliquo.
angulo formado entre os eixos x1 e yl.
angulo de esconsidade da placa.

componentes do deslocamento paraielas aos eixos

x1 e yl, respectivamente.

projecoes dos deslocamentos sobre os eixos xI e

y1, respectivamente.

projecao do alongamento unitario sobre os eixos

x1 e y1, respectivamente,
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componente da deformagao tangencial, no sistema

obliquo.
componentes de forga, no sistema obliquo.

componentes de tensao normal paralelas aos eixos

coordenados x1 e yl, respectivamente.

componente da tensao tangencial em coordenadas ©

bliquas.

momento fletor, por unidade de comprimento de uma
secao da placa, perpendicular aos eixos x e y, res

pectivamente.

momento de torcaoc, por unidade de comprimento de

uma secao da placa, perpendicular ao eixo x.

momento fletor, por unidade de comprimento de uma
secao da placa, perpendicular aos eixos x1 e yl,

respectivamente.

momento de torgac, por unidade de comprimento de

uma secao da placa, perpendicular ao eixo x1.

esfor¢co cortante, por unidade de comprimento de

uma secao da placa, paralelo ao eixo z.

espessura da placa.
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laplaciano,
laplaciano em coordenadas obliquas.
rigidez a flexao da placa.
carga uniformemente distribuida.

momento fletor verdadeiro atuando no bordo parale

1o aos eixos x1 e yl, respectivamente.
deflexao.

energia potencial de deformagao, por undiade de

volume ou por unidade de area.
potencial total de um sistema.
volume de um corpo.

potencial de cargas.

volume de um corpo equivalente.
carga concentrada aplicada.
momento de flexao de uma barra.

momento de inércia.
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rigidez a torgao da barra.
comprimento da barra.
energia de deformacao a flexao da barra.
energia de deformagao a torgao da barra.
energia de deformacao de um modelo equivalente.
parametro caracteristico da torgao (y = ud &)
parametro caracteristico (p' = EIZ)
componente do tensor de deformagao.
parametro caracteristico (p = ESZ).

diferenca central de cordem n para um determinado

ponto 1.

coordenada de um determinado ponto n.
espacamento da malha na direcgao x.
espacamento da malha na direcao y.

espacamento da malha na diregdo x1.
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espacamento da malha na direcac yl.

relagao entre os espagamentos das malhas nas dire

coes x1 e yl.
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1. LISTAGEM DO PROGRAMA DIFERENCAS FINITAS.

SUBROVTINEG INVIA,N)

ESTA “UBROTINA INVERTE A MATRIZ DE RIGIDEZ,
PARA "OSTERIOR RESOLUCAO DO SITEMA DE EQUACGES.

DIMENTIDN A(250,250),G(2530),1{250]
AlL+1lY=1./801,1)
Nl=N-1
DO € M=1,N1
K=M+1
DD 35 I=1,M
Gl1yr=",
DO 25 J=1,M

35 GII)="{TI)+A(T,0)%A(J,K)
0=0.
DO 40 J=1,4M

40 D=DHATK L JIIRG(J)
E=A(K.K)-D
A(K KY=1,./E
DO 45 I=1,.M

45 A(T KY==GlI)}®A(K,K)
DO 50 I=14M

______ B B T T el R i T

DO 50 J=1,M

50 HIT)=R({1)+A(K,J)}®A(J,1)
DO 11" J=1.M

110 A{K,Jd Y=—H{J)#A(K;K)
DO E5 I=1,H
0D €5 J=1,H4

55 A{I,J¥=A({1,J)-GUII*A(K,J)

60 CONTIMUE
RETURM
END
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SUBRODTINE MXL{A,B,C,F)
SUBROTINA QUE DEFINE 0 OPERAJOR PARA CALLCULDO 0D MOMENTO 4X1

DIMENSION T(25,25),Q(250)

COMMOM ALFA M N, U Q3D X XNI,T
R=-D/ISIN{(ALFAI®R3IN2 (X k2 8 k%2)
A=X%COS{ALFAI*R
B=2#f1.—(L—XNIIXSIN(ALFA)*E2])%R

C=2 Yk 2k

Fog M {1, —XNT)aSTNIALFA ) RE2- (L .+ X&%2} I RR
RETUR"™

END

SUBROMTINE MY1({A,B,C,F)

SUBROTINA QUE DEFINE O OPERADOR PARA CALCULO DO MOMENTO MYL

SIMENTION T{25,25),0(250)
COMMDY ALFA,MeN,UsQsD, X XNI T
R==-D/12.4SIN(ALFA)REIEXKk2% sk 2)
A=X%*CNSIALFA )RR
B=2 ‘*H‘
e G X D (L = XNT RN 2 ST NCALFAI EHF2 I HR oo S — .
Fzdg 1 (1, ~ANT I EXku2 ST N(ALFAY ¥42 - (1 .+ X%%2) ) %R
RETURY o
END
SUBROMTINE MXY(A4B,C,F)

SUBROTINA QUE DEFINE O OPERADOR PARA CALCULO DO MOMENTO vXY

DIMENTION T(25,25),+Q(250)
COMMO™ ALFAMINsUQ4D s X e XNI HT
==/ 1L  =SIN{ALFAYREIRUSR 2R (EE2)
A=Xk (P, COS(ALFAYA#Z+SIN(ALFAY 2E2% (1, ~XNT ) 1%R
B=4.%"0S{ALFA}¥R ‘ .
C=4 % Y¥kR28COS{ALFA %R
F=—B." (L. +X¥k2)%xC0S{ALFA)%RR
RETURM
END
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SUBROVTINE MOMEN{A 48 40 oF s XM)

ESTA TUBROTINA CALCULA 0S5 MOMENTOS MXsMY OU MXY,
EM RE'ACAO AQS EIXOS OBLIQUES.

DIMENTION XM{250),W(250),7T{25,25)
COMMB™ ALFAsMaN U WD s Xy XNI T
1C=0
I=2
L=1
T(l,1Y=2.%8
10 DB 15 J=2.M
L=L+1
KiI=(M+1)x={]-1)+J
15 XM{L)=T{iL+1)%W (K1)
i=N
L= {M*¥1}xN)+1
IC=1C+1
GO T0f10,20),3iC
20 1C=¢C
J=2
{=1
_______ 'F.{..}.,ﬁqu'.:g‘.&g......-ﬁk..-4-_-.--_-——_.-—-..__--——.-_-—_.---—-----—-----—--—-—--—--—-—-.-----~«--—:-—---—.---»--
30 DO 3% 1=2:N
Kl={M+1l)x(I~-1)+J
L=L+M+]
35 XML)Y=T{(1,1)%W{K1)
J=H
L=M+1
IC=IC~*1
GO TOr20,40),1C
40 T{1,1V==-A
T(1,2'=8B
Tl1,3Y7=A
T(zs1'=C
T(242Y=F
T(2,31=C
TI3,1Y=A
T 342 Y=
T(3431==A
DG 50 1=2,N
PO 50 J=2.M
L=(M+7 )% I-1)+J
AM{L)=0.
I2=1-"7
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I3=1+"
Jg=J-"
J3=d+47
iC=0
DO 5% I1=12,413
iIC=1C+1
12=0
DO 55 J1=J2,J3
KI=(M+1)%{11-1)+J1
I2=12+1
55 XMIL)}=XM{L)+T{IC,12)&W(K]L)
50 CONTIMUE
RETUR™
END
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SUBROTTINE PRINC (XMUs XMV, XMUV)

£ESTA “UBROTINA CALCULA OS MOMENTOS FLETORES MX £ MY,
E AINPA O MOMENTO Dt TORCAO MXY.

DIMENTION XMU(250) s XMVI{Z2S0) 2 XMUVIZ5Q0) ,T(25,25) ,0(250)
COMMO™ ALFA M N,UQ 3Dy Xy XNT T

IC=G

L=

]
SR |
nn
[

J1=2
J2=M
WRITE(5,3€7)
WRITE!S5:364)
5 WRITE'5,81L,G{L)
IC=IC+1
Do 90 I=11,12
DO S0 J=disde
L=iM+T )0 I-11+J
XMX=X"U(L) /SENTALFA)+XMVIL)I*ZOSCALFAY=%2/SINLALFA)
1I-2.%X"UVILISCOSLALFA) /SIN(ALFAY

XMY=X"V{LI*SIN[ALFA)

XMXY=YMUV(L)-XMV(L)*COS(ALFA)
WRITE(5,365 L3000y XMX, XMY-y XMXY

9G CONTI''UE ’

60 TOYS51,52,53),1IC

L=M+1

11=2

i2=N

J1=1i

J2=m+T

6O TO 5

52 L=J2#M+1
11=N+"
12=11
Ji=2
J2=M
G0 T0 5

53 L=(M+7)8(N+1)
WRITE?S,8)L,0(L)

8 FORMAT(/5T20+13,T30:F10.8,T52 ———=*,T7b, *=—==?,T35," —=—=1,
1//)

(8]
[
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364 FORMAT(TZ21,'NO',8X,'"DEFLEXAQ' 48X, 'MOMENTO FLETOR',8X,
1*MOMEMTO FLETIOR Y, 55X, "MOMENTD DE TORCAD' 3/ T34, "W1,T53,'MX*,
ZT75,"7Y ', 198, " MXY")

365 FORMAT{TZ2C, I3,T30,F10.8yT49,F10.8,T71L4+F10.8,T324+F10.8,/)

367 FORMATL///yT1i1,98{'-")»/,T45,'DEFLEXOES E ESFORCOS NA PLA?
1'CAYy /3 TLL,G80'=")4/)

RETUR™
END
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PROGRMA PARA CALCULD DE PLAZAS ESCONSAS
ENGASTADAS NOS QUATRO 30RDOS,PELO METODO
DAS DTFERENCAS FINITAS.

DIMENCION S(250,250),¥(250),21(250)4XNMU(250),
HXMV 270} s XMUVI(250) 5T(25,25)
COMMO™ ALFAZMsN, U, Q4D Xy XNT,T

LETTU™A DO NUMERD DE PLACAS &4 ANALISAR.
IMPRESSAD DOS TITULDS GERAIS 00 PROGRAMA

WRITE!S,11}
READ("ySINP
WRITE'S5,6)NP
NUN=O

1 NUN=NTN+L
WRITE(S, 7TINUN

CARACTERISTICAS DA PLACA.

READ( "+ FQOIM 4N, Us VLALFA SJESPy XNI +E
D=E#EPkREI/(12.5 (1. -XNI¥&2))
——————— e O o A B T T R T
WRITEYS, 16U VsESP,ALFA M NaXNI »ELD
PI=2.%4159
ALFA="I*ALFA/180.

CARACTERIZACAD DO OPERADOR NABLA QUATRO .

U=uU/sM

V=¥ /N
A=1./"IN(ALFA)®%4
DI=CO{ALFA)
Di=CO/{UskyaEs3 ) &kX
D2=1. /Vkkeifky
D3=DG/(UkE3kV) %X
Da={1.+2, DSR2}/ (UkVIkR2%)
D5=1. /URk 4%
Dé6=—4.%{D4+DT)
D7=—4.%(D5+D4)
DB=6."{D5+D2)+8.%¥D4
D9=2."(D3+D1)

X=v /U

K={M+¥ )= (N+ 1)

DO 20 1I=1,4K




0O 20 J=1,K

20 S(I,d'=0.
IF{M~-"121,422,422

21 S{1,1'=8.%{(D5+D2+D4)}
GO TO 81

[

25

M o o T R
Byl
R R e N

—

30 TL{1,1'=D8+D5+N2
T{i+2Y=D7+D1%5L#L1
T(1 ] 3'Y=D%
T{2,1VY=06+D3% %L 1
T{2,2Y=0D9¥LEL1+2.%D4
Tl2,3'=—D3%L%L]
T{3,1¥=D2
T{3,2V=—D1%L*L1
T(3,3Y=0.
IC=1C+}
Ki=(M+1)%(1-1)+]
RSP S i=Kot oo e e o e e e e e o e
DD 34 12=1,3
SIKL, "11=T{12,1)
S{K1,T1+L1)=T{12,2)
SUK L, "1+2% L 1)=T{I2,+3)
34 Ji=I1+¥{M+1})%L
GO TO (31,32,31,35),I1C

31 J=M
Li=-1
GO T4 30

32 1F{N-7136,33,33
36 IF{M~7)1€E6:66438
33 J=K
K=N
L ==
GO TO 25
28 K=M~]
T(1,1Y=0D5
T(1,27v=07
T(1,3Y=D§
T(l,4¥Y=0D7
T{1,5Y=D5
Do 29 J=3,K
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Ki=(M+1)s{(I-1}+J
12=K1-2
b0 39 11
S{K1,y72)
39 I2=1z2+1
GO TO 66
35 IFIN-)42:43,42
43 IF(M-T)&6166149
49 1C=C
K=M-1
47 IC=IC¥1
T{i,1Y=05
T{1,2V=D7-D1%L1
Tt1l,3Y=D08+D2
T{1,4Y=D7+D1%L1
T(1,5Y=05
T12,107Y=D2%L1
TL2,2Y=-Do% 1+2.%D4
T(2,3Y=D6
T{2Z2:41=D9%L1+2.%D4
Tl2:5V==-D3%_1
Ti3,1¥=0,
LT B B T 2 b B e L L LR e R i
T(3,37=D2
T{3,4Y=-D1l%L1
T{3,5Y=0.
DO 44 J=32,K
Ki={M+1)%k{I-1)+J
11=K1
DO 44 12=1,3
SIK1L,"1-2)=T{12,1)
SEKL, T1~1)=T(I2,2)
S(KL,T1)=T{12,3)
S{K1,71+1)}=T(12,4)
S(K11T1+2):T{1215)
44 I1=T11+(M+1)%L1
Li=1
i=2
GO TO'47,€61),10
42 1C=0
K=M-1
37 IC=1IC+*1
DO 40 J=3,K
Tl1l,.1'=05
TI1,2Y=D7-D1i%L1

1.5
T(1,
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Tti,3Y=D8+D2
T(1,4'=D7+D1%L1
T{1,5'=D5
T{z,1V=D3%11
T(2,2Y==DOKL1+2.%D4
Tt 2,3Y=D¢
T{2:4V=D9% 1+2.%D4%
T{2,5Y=—D3%L1
T{3,1Y=0.
T({3,2Y=D1%L1
T{3.,3'=02
T{3,4V=-Di%L1
T(3,51=0,
Kl=(M+1)%x(]-1)+J
Ii=K1
DO 40 12=1,3
S(K1,71-2)=T{12,1}
S{K1, T1-11=T(12,2)
S{K1,711=T(12,3})
SIKL, 1+1)=T(12:4)
S{KL,71+2)=T{12,5)
&0 [1=11¥{M+1)4L1

P, I N ,——ee e e e T m = o

I=2
GO TO0 (27+41),1C

41 IC=0
J=M
K=N-1

50 IC=IC+1
DO E5 1=3,K
"T(1l,1Y=D2
T{1,2Y=01%L
T(i,31=D,

T(2,1Y=D6-D3%L
T{2,21=-D9%L +2.%D4
T(2,31=D3%L
T(3,1Y=D8+D5
342Y=D7
T(3,37=05
Ti4,1Y=D6+D3%L
T(4,2Y=D9%L+2.%D4
T{4,3V=-D3%L
T(5,11'=D2
T{5,2¥V=-D1*L
T{5,3'=0.



Kl={(M+1)2(1i-1)+)
I12=K1
L1=M+"
DO 55 11=1,3
SIK1,72-2%L1)=T(1,11)
S{K1,"2-L1)=T(2,11)
SEK1,72)=T(3,11)
SIK1,724L1)=T(4,11)
S{K1, T2+#2%L1)1=T1(5,11)
55 12=12+L
L=1
J=2
GO TO!E50,60),1C
60 IC=Mm-"
T(i41Y=0C,
Tlis2¥=-D1
T(1,33=D2
T{1,4'=D1
Tl1 15‘:().
T{2,1Y=—03
T{2y2Y=D93¥2 ., %004
712,3Y=Dé6
“L o T4 254V e—PDO+2: 90 G-~ R A e o e mme oo
' T(2,5Y=D3
T(3,17=D5
T(3,2Y=D7
Ti12,3Y=D8
T13,41=D7
T13,51=05
Ti44,17V=D03
T(4,2Y==-09+2.%D4
T 4, 2Y=De6
T{4+41=D5+2.%¥04
Tl4,5Y=-D3
T{5,1Y=0,
T{5,2V=D1
Ti{5+3Y=D7
T{5,4Y=-D1
TI5,5Y=0.
DG 65 1=3,K
DO 65 J=3,1C
K1=(M+1i%({I-1)+J
L=M+1
11=K1i~-72
DO 64 L1=1,5
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S{KL, Ti-2%L)=T{L1,1)
SIK1,71-1)=T(LL,2)
S{KL1, T11=T(L1,3)
S{K1, T1+L)=T{(L1,4}
S{K1,7i+2#L)=T(L1,5)
64 11=11+])
€5 CONTIMUE

RECGRDENACAD DA MATRIZ S

CONST™ERACAD DE FLECHA NULA NO CONTORNO

66 IC =M-1
K=N-1
K1=1C™K
L=M+3
Ji=1
DO 70 11=1,K
DO 71 15=1,1C
I=1
J=M+3
DO €9 12=1,XK
DO €8 L1=1,1C

0 O 3 T I TSP

I[=1+}
68 J=J+1
69 J=J+2

J1=4141
71 L=L+1
70 L=L+2

INTRG™UCAQO DD SISTEMA DE CARGAS.

81 DO 290 I=1,K1

g0 RIII=".
READ( 2,91 }INC
IFINC-1)82,32,83

B2 WRITE!5,303)INC
GO 7O 85

83 WRITETS5,301INC

85 b0 107 LZ2=1,NC
WRITEfS,3021L2
READ(7,13)

" WRITETS5,13)

READ( 7, 89)ITIR0
IF{ITTPD-0)93, 94, 55
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93 PO 10" I2=1,K1
READ{ ", 9610U
100 Qiiz2)=QU/D
GO TO 121
94 READ(°,97)QU
QU=QU’D
DO 68 1=1,.,Ki
a8 g{ii="u
GO 70 121
95 DO 99 K=1,IT7T1P0O
READI #, 105)XL,L
DO 107 I=1,L
READ{°,1032)L1
102 QULL)=X1/{UxVESIN(ALFA)®D)
59 CONTIMUE

RESOLMCAD £LO SISTEMA DE EQUACDES,

121 CALL TNVIS5,K1}
DO 117 I=1,K1
Wily=r,
DO 117 J=1,K1
1103 F A=W EIA STy d I ) R e
J1=pM+" -
J2=M+?
I1=N=~"
12=M-1
L=0
J=J1
K1={M+1)%(N+1)
DO 11# I=1,K1
116 Q(1)=",
PO 11% 1I=1,11
DO 114 IC=1,12
L=L+1
J=J+1
1i4 QUJ)=Y(L)
115 J=J+2
CALCU' O DDS MOMENTOS FLETORES £ TORSOR.

112 CALL ™X1{A,B1,C4F)
CALL “OMEN{A,BLsC +F ¢ XHU]
CALL ™Y1(A,B1,C,F}
CALL ™OMEN{ALBLC,F,XMV)
CALL “XY{A,Bl,sCF)
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CALL "OMEM{A,BL.CsF,XMUV)

CALL T"RINCI{XMU, XMV, XMUV)
101 CONTIMUE

TFINP-MUN)150:150,1

5 FORMATI(IS)

& FORMAT(//////+T45, VUNIJADZS USADAS NESTE PROGRAMAY,//,T42,
1*COMPT IMENTO .00 M'3 10X, 'FORCAw e TF* 2/ /2T45, *NUMERDO OFE PLAC!
2'AS A ANALISAR-',12,///)

T FORMAT(TE2,15{ '~ 1],/,T752,"1':T66,717,/,T52,'1",2X,"PLACA -?
112X'I°1T66: '1 '1/1T52g '1 '11-661 'I',/1T52’15('"‘" 1////)

10 FUORMAT(Z2I5,5F8,.0,F12.0)

11 FORMATOIHLI T11,680'% "),/ TLL,98( %) 3/ ,Th1,y &%t ,TIDT7, " &%,
1/ TL1. "%, TIO07, %50 ,/,TL1, '#&*,736,'COPPE/UFRJ - PROGRA®
2'MA DT ENGENHARTA CIVIL/1976" s TLIOT, ek ,/,T11, k&, TIOT7,? %!
3K 3/ TLIy "Rk, TLIO0T7, %,/ T1T 4 "¢5Y 4,724, PROGRAMA PARA ANAY
4'LISE DE PLACAS ESCONSAS PELO METODO DAS DIFERENCAS FINITA?
SYSYyTT0T, "k, /, TLLy Y%, TLIOT, "% 5, /yTLLy &%, TI0T, "% ,/,
6T11,9°0 "%}, /,T11,98( %))

13 FORMAT({25X,! )

15 FORMAT(////+TL1,08(°*="),//,T45,*DADOS GERAIS SOBRE A ESTRJ* .
L'TURAY//3T11,968('~1))

16 FORMAT(///,T28, '"DIMENSOES DA PLACA' 431 (7,") 1F5.2,2X X" 42X,

mrem e AR a2y A TR -V ESPESSURA- BA-REACA Y s 3L -0 -t Iy 10Xy FSu 29A /T 28y -
ZYANGUYO ENTRE OS EIXOS X1 & Y1',20{'.'),F9.2,' GRAUS'://,
3728, "MUMERD DE DIVISOES NA DIRECAD XL',17('". ')y 13X4124//,
4728, *MUMERDO DE OIVISOES NA DIRECAD Y1',170%.'),13X,12,//,
5728, *FOEFICIENTE DE POISSON ADOTADO',19('. ') ,T8ByF4.2://,
ET28, "0ODULD DE ELASTICIDADE ADGTADO',i9{* 4" )4T82+F10.14//,
TT28, "~ IGIDEZ DA PLACA'333( 1. 1) ,5%X,Fl0.24,//)

89 FORMAT {15} '

g1 FORMAT(15)

96 FORMAT(F14.0)

97 FORMATIF1G.0)

103 FORMATI(IS)

I05 FORMAT(Fi0.0,15)

301 FORMAT(///+7T31, *FORAM CONSIDERADOS' 13,2 ARRESAMENTOS ABATI!
2*X0 DTSCRIMINADOS',//)

302 FORMATITSC,20( ' "), /2750, "1y T69,'1 ', /4T50,'1',1X,*"CARREGA?
ZYMENTT — %3124 11X ' I "9/ 9T50, 1" T69,5 1" 3/ sT50422("=1,//)

303 FORMAT(///,T33,'F01 CONSIDERADO',1I3," CARREGAMENTO ABAIXO !
2'DISC™IMINADOY, //)

150 CALL TXIT
END
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2. LISTAGEM DO PROGRAMA EQUIVALENCIA.

SUBROYTINE SYMSO (NN,MM)

DIMENSION C(50)
COMMO"™ /AA/ L,IX,1Y,CX,CY
COMM3™ /BB/ A(1C90,50).B1(1090)

N=0

100 N=N+1
BINI="(N) /A(Ns1)
IF(N-"N)150,300,300

150 DO 207 K=2,MM
CLKI="(N,K)

200 A(N,KY=A(N,K) /A (N,1)
DO 267 L1=2,MM
T=N+L'-1
IFINN-1)260+240,240

240 J=0
DO 257 K=L1,MM
J=J+1

250 ALT,J7=8(T,J)-C(LLI*A{N,K)
B(I}="{I)-C(L1I%EB(N)

266 CONTENYE -~ wmmmm oo oo
GO TO 160

300 N=N-1
IF(N}752,500,350

350 DO 4G K=2,MM
LI=N+¥-1
IF(NN-L1)40G,370,370

370 BINY="(N)—-A (N, KB (L1)

400 CONTINMUE
GO TO 300

5¢0 RETURM
END
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SUBRONTINE RIGRE (1+E,G,SMR,SMD)

REAL 1{1010),IX(101C),1Y(1010)

DIMENSION CX{1010),CY{1010),SMR{64,6),5MD{6,6)
COMMON /JAA/ LaIXyTY,CX,CY

COMMO™ /BB/ S(1C20,50),AC(1090])

SUBROTINA PARA GERACAQO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DE ELEMENTOS
RETOS COM SECAO CONSTANTE DE GRELHA.

CALCI)' D DIRETO DA MATRIZ SMR PARA MAIOR ZCONOMIA DE
MEMOR TA,

ZERAG™ PREVIA DA MATRIZ SMR

DO 10 J=1,6
DO 10 K=1,6
10 SMR{J,K}=0D.

CALCU' D DDOS TERMOS DA DIAGONAL PRINCIPAL E DE TODOS 35S TERMOS NAD
NULOS ABAIXD DESTA .

SMRIL.1)=GeIX(I)Y/L{I)

s SMRA 2w 2 b= e FEEEY L AL e e e
SMR{3,2)=—6.8E+TY(]) /LT )%%2
SMR{3,3)=12.ExIY(T)/L{1)¥¥3
SMR{4.131=—SMR(1,1}
SMR(4.4)=5MR(1,1)
SMR{5.21=5MR(2,2)/2.
SMR{5,3)=8SMR{3,2)
SMR{5.5)=5MR{2,2)
SMR{&6.2)=-SMR{3,2)
SMR16%3)=—-5SMR(3,3)
SMR{655)=-SMR(3,2)
SMR{6.6)=5MR{3,3)

CONSITERACAD DE SIMETRIA

DO 20 J=1.6
DO 20 K=1,J
20 SMR{K.J)I=5MR [J,K)

POSMUY TIPLICACAQ DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO
{ ARMATENADA NA AREA DE SMRIPILA MATRIZI Dt ROTACAD,
PARA TERAR SMR.
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PREMU TIPLICACAG DA MATRIZ SMR PELA TRANSPOSTA DA MATRIZ
DE ROTACAD y PARA GERAR 5MD.

DE ROTACAD , PARA GERAR SMD.
PREMU! TIPLICACAD DA MATRIZ SHR PELA TRANSPOSTA DA MATRIZ

DO 40 K=1,2
DE ROTACAQC , PARA GERAR SMD.

P2

DO 40 K=1,

DO 40 J=1.6

A=SMR1J,3%K-2)

SMR(J +3%K=-2)=SMR{J,3%K-2}%CX{I}-SMR(J,3%K-1)1*CY{I}
SMR{J: 3%K-1)=A%CY{])+SMR(J,3%K-1)%CX(I)

DO 30 K=1,2

DO 30 J=146
SMD{3™"K=24J)=SHMR{3*¥K~2,J)FCX(I)-SMR{3*K-1,J)*CY (L)
SMDI3"K-TLsJ)=SMR{3%K-2, JI1#CY{T)+SMR(3%K-1,J)=LX{1I)
SMD(3"K,J)=SMR(3%K, J)

RETUR™
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COPPE/UFRY  PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL.
SONIA MORAES RIBEIRO

TESE "E MESTRADO.

PROGR™MA PARA ANALISE DE PLALAS ESCONSAS.
METOD™ DAS EQUIVALENCTAS,

INICIT™ DO PROGRAMA,.

REAL ' (1010} ,I1X{(1010),1Y(1010),L1

INTEG™R RL{1090),CRL{LO9C) ,ROW,COL+UBW

DIMENTION X{370}),Y(370),JJ(1010),JK(1010},CX{1010},C¥Y{1010)
1, AL1000) 4 AR(Z0)AM(6) ,SMR{64+6),SMD(6,6)

COMMO™ /AA/ LaIX,TY,CX,CY

COMMD* /BB/ S5(1090.50},AC{1090)

IMPRE “SAD DOS TITULOS GERAIS DO PROGRAMA.
WRITE"5.11)

LETTU™A DOS DADOS GERAIS SOBRE A ESTRUTURA.
NP=0

1 READ( ", 10)XL YL yHs 11,12 ALFA,XNIE,G
IF{XLY1000,1000,2

e NP ENPR e e e et e e et e

WRITE!S,7INP

XL ¥Y! - DIMENSOES DA PLACA NAS DIRECOES X1 E Y1
i1 I~ - NUMERO DE DIVISOES NAS DIREZDES X1 E Y1 ,RESPECTIVAMENTE.
ALFA — ANGULO DE ESCONSIDADE DA PLACA.
F1 - ANGULO FORMADOD ENTRE A DIAGONAL MENOR DA PLACA
E DO EIXO X«
E -~ MODULLD DE ELASTICIDADE.
G - MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL.
XN 1 - COEFICIENTE DE POI SSON
H — ESPESSURA DA PLACA.

INDIC*CAD DAS UNIDADES ADOTADAS.

2 WRITE!5,5)
CALCU'D DA RIGIDEZ DA PLACA E DA CONSTANTE DE LAME
R={EHEMRR3 ) /(12.% (L, —XNI%%2))

OBSERVACAD - A NUMERACAO DOS MEMBROS E SEMPRE DA ESQUERDA
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PARA * DIRETTA E DE BAIXO PARA CIMA,

GERAC"D DAS CODRDENADAS DOS NOS.
PI=3.14159
MI=11+1
NI=12+1
DX=XL 711
DY=YL/12
NJ=MI*NI
M=3%[ #1241 1+12
ND= 3%
WRITEY5,15)
WRITE?5,16) XL, YLsH ALFA,T1,124XNI ,E,G,R
ALFA=TT#ALFA/180.
K=0
X1=0.
Y1=¢.
DO 9 2=1,NI
DO § T=1,MI
K=K+1
X(K)=v1
Y{K)=V1
.h_.-s__x.z..—_xf]:-a-'{}x.,»ﬁﬁ. .................. e m . e e e e e = = s e e —m

X1=J=r0S(ALFA)*DY

9 Y1=J%SIN(ALFA)#DY
FI=ATANIY{I1+2) /(ABS{DX- X{11%42))))
TETA="I-(ALFA+FI)

CALCUTQ DOS COMPRIMENTOS E DOS COSSENOS DIRETORES.

K=11%"]

00 42 I=1,K
L{E)="X
CX{I)=1.

42 CYL1)=0.
IC=K+VIx*]2
K=K+1
DG 43 I=K,IC
L{I)="Y
CX(I)=COS{ALFA)

43 CY(I)=SIN(ALFA)
K=1C+"
IC=IC+ILl%i2
LI=SQ"TH(DX-X{I1+2) )52+ Y(T1+42)%%7]
D0 44 I=K,IC
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tili=11
CX{I)=-COS{F1)
CY{I)=SIN(FI)

INCITNECIA DOS MEMBROS E PROPRIEDADLES DOS ELEMENTOS.

XIX={"OS{PI-(ALFA+FI))}*DY*R)/(E*SIN(FT1))
XIY={TOS(PI-(ALFA+FI))%DY®R)/{SIN(FI)%G)
Ic=1

NE=Q

DO 51 J=1,NI1

DO 50 I=1,11

NE=NE¥1

JJUNEY=IC

JKINEY=JJ(NE)+1

IC=JKINE)

IXUNEY=XIY

IYINEY=XIX

IC=IC+1

XIX={"OS{FI)#DX%®R) /{EFSIN(PI~(ALFA+FI

V)
XIY={"0S{FI}#DX*R) /{GESIN(PI-(ALFA+F]I))

)
}
DO 28 J=1.MI

JIINEY=]

DO 39 1I=1,12

JEKINEY=JJINEI+I1+]

IXINEY=XTY

IY(NEY=XIX

NE=NE¥1

JUINEY=JKINE~1)

CONTIMUE

XIX=({rOSCALFA}&DXEODYHSINIALFA)} *®R) /{SINIFI)IEXSIN(PI-{ALFA+FI)
1Y%REXRLT)

XIY={"DS{ALFAIEDXKDYGSIN(ALFAYER) /(SIN(FIISESIN(PI-{ALFA+FT)
1YHC*LY)

JJINEY=2

JKINEY=T11+2

DO 59 J=1,12

DO 58 I=1,11

IXINEY=XIY

IYINEY=XIX

NE=NE 1

JIJINETY=JIINE=-1)+1

P = T L P . -
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58 JKINEY=JK({NE~1)+1]
JIJINEY=JJ(NEI+1
JKINEY=JUK{NEI+1

un
s

LZERAG™M DAS LISTAS DE RESTRICUES & DE RESTRICOES ACUMULADAS

DO 55 K=1,ND
RL{K}=0
55 CRL(KY=0

GERAC™O DAS LISTAS DE RESTRICOES E DE RESTRICOES ACUMULADAS

NE=1
IC=0

61 DO 65 I=NEMI
RLOI#>-2)=1.
RLEEXT~1)=1.

65 RL(Ix7)=1,
IC=IC*1
GO TO'60463),1C

60 NE=MI™I2+1

—————— R B o T e ittt i P

GO 70 61

63 J=11+7
K={TI1¥1}%2
iIC=12-1
b 66 1=1,1C
RL{3%I-2)=1,
RL{Z+1-1)=1.,
RL{3®T)1=1.
RL{3*v-2])=1,
RL{3%¥-])=1.
RL{3%v) =1,
J=K+1

66 K=J+17
CRL{LY¥=RL (1)
DO €7 K=2,ND

67 CRLAKY=CRL{K-1)+RL{K]}

CALCU'O DD GRAU DE INDETERMINACAD CINEMATICA DA ESTRUTURA .

NR =CR1.{ND)
N=ND-MR



184

ZERAG™M INICIAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ E 00 INDICE DE CONTROLE DA
LARGU™A DE BANDA (UBW) .

DO 70 I=1,\N

DO 70 J=14+50.
T0 S(1,4Y=0,

UBW=0

COL=0

TECNITA DA REORDENACAC DA MATRIZ DE RIGIDEZ 'OVER-ALL' .
£O 197 1=1.M

NUMER "CAD INICIAL (ANTES DA RECRDENACAO} ,NA ESTRUTURA , DOS SEIS
DESLOTAMENTOS DAS EXTREMIDADES DO ELEMENTD DE INDICE T .

JiA=3"J4(1)-2
J2A=3"3J4(1)-1
J3A=3"33¢(1)
K1A=3"JK(1)-2
K2a=3"JK(1}-1
K2A=3"JKI{I)

CHAMATA DA SUBROTINA PARA GERAR SMR E SMD .
CALL "IGRE (1,E+G+SMR,S5MD)

ARMAZ™NAMENTO NO DISCO DA MATRIZ SMR E DA NUMERACAO ORIGINAL DOS
DESLOTAMENTOS DOS NOS .

ID=1
WRITET1'ID) SMR,yJIA,JZA,J3A,KLA,K2A,K3A

MONTATEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA,

ARMAZ "NADA A SEMI-BANDA SUPERIOR COMO MATRIZ RETANGULAR.
ESTA "PERACAQ SERA CONSTITUIDA DE TRES FASES
ESPAL“AMENTO DAS LINHAS,.REORDENACAU.DECALAGEM PARA A
ESQUE"DA DOS ELEMENTOS DA SEMI BANDA SUPERIOR DA MATRIZ.

IF{RLTJIAIILITTT,2000,2350

1777 WRITE®5,1778)
GO 70 igQn

2000 ROW=JTA-CRL(J1A)
COL=J"A-CRL(J1A)}-ROW+
S(ROW.COL )} =S{ROW,COL)+SMD({1,1)
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IF{RLTJ2AY)1777,2050,2070

2050 COL=J?A-CRL(J2A)-ROW+1
S(ROW.COL)Y=S{ROW,COLI+SMDIL,2)

2070 IF(RLTJZA}IL1T77,210G,2120

2100 COL=J2A-CRL{J3A)-ROW+]
S{ROW,COL)I=S(ROW,COL)+SMD(1,3)

2120 IF(RL(KIA))L1TF77,2150,2170

2150 COL=KTA-CRLI{KI1A}-ROW+1
S{ROW,COLI=S(ROW,COL)+SMD{1,4)

2170 IF(RLTIKZAY}1777,2200,2220

2200 COL=KTA-CRLIKZA)-ROW+1
SIROW,COL I=S{ROW,COLI+SMD(1,5)

2220 IF(RLTK3A)I1T777+2250:2270

2250 COL=K?A-CRL(K3A)-ROK+1
S(ROWCOL}I=SIROW,COL)+SMD(1,46)

2270 IF(CO'-UBW)2350,2350,2300

2300 UBW=C"L

2350 IF{RLTJ2A)}YLTTT7,2400,2700

2400 ROW=J7TA-CRL({J24)
COL=J"A-CRL{J2AI-ROW+1
S{ROW.COL)=STROW,COLI+SMDI2,2)
IF(RLYJI3A4))1T7T77,2450,2470

- 2450- COL-=3 2A-CRECJBBI-RAW+ I oo e R it

S{ROW,COL)=S(ROK,COL)+SMD(2,3)

2470 IF{RLTK1A}}1777,2500,2550

2500 COL=K"A-CRLIKLIA)-ROW+1
SIROW.COL}=S{ROW,COL}+SMD(2,4}

2550 IF{RLIKZ2A}}1777,2570,2600

2570 COL=K"A-CRL({KZA)-ROW+1
S{ROW.COL I=S(ROW,COLI+SMD{2,5)

2600 IF(RLIK3A)ILT77,2620,2650

2620 CDOL=K PA-CRL(K3A}-ROW+1
S(ROW.COL)I=S{ROW,COLY+SMD(2Z2,6)

2650 IF(CO"~UBW)2700+270042670

2670 UBW=CTL

2700 IF{RLTJ3ANILTTT,2720,2920

2720 ROW=J2A-CRL{J3A)
COL=J7A-CRL(J3A}-ROW+1
S{ROW,.COL)=S{ROW,COL)I+SMD(3,3) -
IF{RLIKIA))IL1TTT742750,2770

2750 COL=KTA-CRL{K1AY-ROW+1
SIROW.COL)Y=S{ROW,CCOLI+SMD{3,4)

2770 IF(RL'(K2A))1777,2800,2820

2800 COL=KT A-CRLI{KZA}-ROW+1
S{ROW.COLY=S(ROW,COLI+5MD(3,5)
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2820 TF(RLTK3A)YLT777.28504+2870

2850 COL=K?A-CRL(K3A}-ROW+1
S(ROW,COLI=S(ROW,COL)I+SMD(3,6]

2870 TF(CO'-UBKW)I2920,2920,290C0

2500 UBw=C"L

2920 IF(RLI!Ki&)I1ITF77,2550,3100

2950 ROW=KTA-CRL(K14)
COL=K'A-CRL{K1A}-ROW+1
S(ROW.COL)=S(ROW,COLI+SMD{4,4)
IF(RLIKZ2A))1777,2970,3000

2970 COL=KTA-CRL{KZA)-ROW+1
SIROW.COLY=S(ROW,COL)+SMD (4,5)

3000 IF(RLIK3A)}1777,3020,3050

3020 COL=K?A-CRL(K3A}-ROW+1
S(ROW,COL)I=S(ROW,COL)I+SMD(4,6)

2050 IF{LO'-UBWI31060,3100,3080

2080 uBw=C™L

3100 IF{RLIK2AY)L777,3120,3210

3120 ROW=K"A-CRLIKZA)
COL=KPA-CRL(KZA)-ROW+1
S(ROW.COL)=S(ROW,COL)+SMD(5,5)
IF(RLTK3AI)ILIT7774+3150,3170

-3150- COL=KTPA—CREAKBA I RN B e

S(ROW,COL)I=S(ROW,COLI+SMD(5,6])

2170 IF{COY-UBHW)3210,3210,3190

3150 UBW=C"™L

3210 IF(RLFK3A})1777,3240,3300

2240 ROW=K?A-CRL{K3A)
COL=K?A-CRL(K3A}-ROW+1
S{ROW,COL)I=S(ROW,COL}+5MD{6,+6)
IF(COY-UBW)3300,3300,3260

3260 UBW=C"L

3300 IFLUBYW-501199,1%9,126

126 WRITE!5+4127)
GO0 TO 1640
19 CONTI™MUE

SEGLN“A PARTE DO PROGRAMA - INTRODUCAO D3S VETORES DE CARGA
PARA TADA UM DOS CARREGAMENTOS CONSIDERADOS £ RESOLUCAO DO
SISTE™A DE EQUACOES OBTENCAO DOS £SFORIOS NAS BARRAS

LEITU™A £ IMPRESSAD DO NUMERD DE CARREGAMENTOS CONSIDERADOS.

OO0

READ(2,300)NLS
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693

602

600

308

311

187

NLS1="LS5~-1
TF{NL<11692,693,692
WRITEIS5,301INLS

GO 10 6
WRITE?5,203INLS
NL=C

GO 7O 6

IMPRESSAD DN NUVMERQO DE CARREGAMENTO BEM COMO DE SUA IDENTIFICACAD.
(RESE™VADO UM CARTAQ COM 56 ESPACOS PARA O TiTULC DO CARREGAMENTI)

NL=NL +1
IF{NL-NLS}600,600,1
WRITE!5+302)NL
READ( %, 13)
WRITE!DH413)

LEITU™A E IMPRESSAQO DO NUMERO DE NOS CARREGADOGS.

NLJ - NUMERDC DE NOS EM QUE HA PELO MENDOS UMA CARGA
ITIPO- VARTAVEL QUE ESPECIFITA O TIPO DE CARREGAMENTO

DO 30~ J=1,ND
Atdy=".

LEITU™A £ IMPRESSAD DAS CARGAS DIRETAMENTE APLICADAS ADS NGS,
IFCITTPO)308,+308,309

IFCITTPO) 308,308,309

WRITE'S,310)

REGRD=NACAD DO VETOR DE CARGAS.
READ{®,312)KsA4(35K=-2),A{3%K-1) ,A (3%K)
WRITETS5,313)1K,A(3%K-2),A{3%K-1) ,A(3%K)
GO 7O 353

GERAC"O DD VETOR DE C2RGAS PARA ()] CASO DE CARREGAMENTO UNIFORIME.

READ{%,3151Q
Q=DXe"YRSIN (ALFA )®Q
K=I1

Li=i2-1

Ki=11-1

DO 217 J=1,L1
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K=K+2
DO 317 IL=1,K1
K=K+1

317 A{3%K1=)

353 DO 357 J=1.ND
IFIRL14)}351,351,352
351 K=J4-C™L{J)
GO TO 350
352 K=N+C?L({J)
350 AC{K)I=A(J]

CHAMA™A DA SUBROTINA RESOLVEDORA DO SISTEMA DE  EQUACOES,
PELDO "ETODOO DE ELIMINACAD DE 5AUSS. '

CALL <YMSO{N,UBHW)
RETOR™O DO VETOR DOS DESLOCAMENTOS A NUMERACAD ORIGINAL,

J=N+]
DO 367 JE=1,ND
[=NO-1E+1
fme e BFAR LI ) 3619 36y BB 2o e e e
361 J=d-1
ACLIN=AC(J)
GO TO 360
© 362 AC{T11=0.
360 CONTIMUE

 CALCUYO DAS ACOES NAS EXTREMIDADES DOS MEMBROS.

Do 277 I=1,M

ID=1

READI S 'ID)SMR,J1A,J2A,J3A,K1A,K2AK3A

DO 277 J=1l,¢6

AMUJ)=SMR{J, LIEAC (JLAD+SMR(J,2)FAC (JZAI+SMR{J.3)*ACLU3ZA)

AMOJ) =AM J)+SMR(J, 4 ) 5AC IRKIA)+SMR(J,yS)IRACIK2ZAI+SMRIJ 61 AT (K34)
371 CONTIMUE

IY{D}={-AM{2)+AM(5}) /2.

IX{I}=(-AM(1)+aME &) ) /2,

370 CONTIMUE
K=0
DO 80" IC=1,I12
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192X I17: 7664 Y11, /752 IV ,T66,'1%4/,T52,15('-")Y4//7/)

10 FDRMA?(3?10-31215,2F5¢2y2F10.0]

11 FORMATLIHL s T1L,498 (%" ),/ T11s98( " 7 ),/ T11y"%&? ,TI0T7, %%,
1/ TL1"t%% IV, TI07, 5%, /,T11,"%%",T26,'COPPE/UFRS - PROGRA®
Z'MA DT ENGENHARIA CIVIL/1976Y sT10T7 2",/ T11, %%t ,T107,'%"’
v, S TI g vk TIOT, &/, Tl g% ,T27,"PROGRAMA PARA ANA?
4% TS5E DE PLACAS ESCONSAS PELA TEGRIA DAS EQUIVALENCIAS?Y,
STIOTy "%, /o T11y 85 ,TLIOT7 %K 3/ TLL v %%y TIDT 5" %%Y 4/ ,T 11,
698 Y=Y}, /,T11,98{ %)) .

13 FORMAT{25X,! t)

15 FORMAT{////+T11+98("~")+/+T45,'0AD0S GERAIS SOBRE A ESTRIJ?
TYTURAY /,T11,98(%'-"))

16 FORMAT( // /728, 'DIMENSDES DA PLACAT 3L (1.} yFB.252%+' X" 2%,
1F5.2+ 7/, 728, "ESPESSURA DA PLACA' 31 ("' }410X,F5.24//4,128,
ZYANGUIN D ENTRE O0S EIXDS XL E Yi,20{'.")sF9.2+" GRAUSY//»
2728, "UMERDO DE DIVISOES NA DIRECAD XL*17('a*1413X11247/
4T 28, *MUMERD DE DIVISOES NA DIRECAD YL',i7( ") ,13X,12,//,
5728, ' "DEFICIENTE DE POISSON ADOTADD",15(*. %), T8B,yF4424//,
6T28,*¥0DULDS DE ELASTICTIDADE ADOTADO" y19(*.*)sT82sF10.14/7
7728, '»00ULD DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL ADOTADD',7('.'),
ETBZ3F 0.14//+9T28, 'RIGIDEZ DA PLACAY:33( 1,V )+5X3F1l0e2:7/1)

127 FORMAT{////y14%X+'0 PROGRAMA FOI INTERROMPIDUO PORQUE A LARG!

eI LYRA - E BANDA- £ MATBR -QUE -2 /) e e -
ZPARA TS5 NOStY)

300 FORMAT(IS) ’ o

301 FORMA™{///+T31,'FORAM COMSIDERADOS',I3,'ARRESZAMENTOS ABAL?Y
2'40 DTSCRIMINADOSt,//)

302 FORMAT{TOS0,20{ 1 —1) 4/ +T50,'1 ', T69,'11,/,T50,'1%,1X,"CARREGA"
ZYMENTT =1, 1253 1%, 017,/ T80, 1 :T69,:' 1" /sT50.+20{'=%),//)

303 FORMAT{///,733,'F0I CONSIDERADO",I3,"CARREGAMENTO ABAIXO *
ZYDISCTIMINADO ', //)

304 FORMAT(215)

310 FORMAT(///73T15,100('=-1),/,T36+'"LISTAGEM DAS ACOES APLEICAD?
1"ADAS DIRETAMENTE ADS NOS', /s T15,100{('=")// 733, "N ,3X,
ZYMOMEMTO {X) P49 Xy *MOMENTO (Y} * 49X " FORCA (2)",//)

312 FORMAT{1I5,3F10.0)

313 FORMAT(T26+T4+10XsF10.2410X3710.2410XF10.2,/)

315 FORMAT(FL0.0)

1778 FORMAT(////+T25,'0 PRUOGRAMA FO1 INTERROMPIDO PORQUE FOI ENT
I'CONTFADO UM INDICE DE RESTRICAQ NEGATIVO.')

329 FORMAT{Z2F1Q.0Q)

364 FORMAT{TZL,'ND*',8X, "DEFLEXAO?* ,8X, "MOMENTO FLETOR',8X,
IYMOMEMTO FLETDOR '+5X s "MOMENTO DE TORCAQ! of o T34, "W 3 T53, " MX*,
2T754 V'Y, TGE, 'MXY 1)

365 FORMAT(TA4G,FlO.8sTT1yFIDLBsT9Z24F10.84+//,T204,13,
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1730, F70.8,T49,FLl0.8,T7L4,F10.8,T92,F10.8,/)

3(:6 FORMAVT{fwngrIB:TBO’F}.OchTSz,""““"" 1T7‘Pg'—'———'yT?S)'—--—"‘y
177)

367 FORMA™U///yTLL+SB('~'),/,T745,"DEFLEXDES = ESFORCOS NA PLA?
1'CATy /3 T11,980 =), /)

1000 caLL 7XIT
END -

¥



