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“La utopia esta en el horizonte.

Camino dos pasos,ella se aleja dos pasos

y el horizonte se corre diez passos mas alla.
¢Entonces para que sirve la utopia?

Para eso, sirve para caminhar.’

Eduardo Galeano
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Este trabalho tem como objetivo realizar a modelagem do fendmeno do
adensamento de meios proelasticos saturados, sob a luz da teoria de Biot, através do
acoplamaneto de métodos sem malha. A abordagem proposta consiste em resolver cada
fase do fendmeno de forma independente dentro de cada intervalo do tempo fazendo uso
do Método Local de Petrov Galerkin (MLPG) para o meio elastico e do Método das
Solucdes Fundamentais (MSF) com o Método da Reciprocidade Dual (DRM) para o meio
fluido incompressivel. Numericamente, o acoplamento se da de maneira iterativa através
do intercambio das poropressdes e da tensdo volumetrica até que a convergéncia seja
atingida e o processo possa continuar a ser desenvolvido ao longo do tempo. Para validar
a técnica proposta quatro exemplos numéricos foram estudados, de tal sorte que

particularidades advindas de cada metodologia puderam ser avaliadas.
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This work aims to model the consolidation process of saturated poroelastic media,
under the light of Biot's theory, through the coupling of meshless methods. The proposed
approach consists of solving each phase of the phenomenon independently within each
time interval, by using the Local Petrov Galerkin Method (MLPG) for the elastic medium
and the Fundamental Solutions Method (MSF) with the Dual Reciprocity Method (DRM)
for the incompressible fluid medium. Numerically, the coupling takes place in an iterative
way through the exchange of poropressures and volumetric stress until the convergence
is reached and the process can continue to be developed over time. To validate the
proposed technique, four numerical examples were studied, in such a way that

particularities arising from each methodology could be evaluated.
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1 INTRODUCAO

Os problemas enfrentados pela engenharia, no geral, decorrem da interferéncia do
homem no meio ambiente ou entdo, do inevitavel comportamento dindmico da natureza.
Da diversidade de comportamentos encontrados, grande parte destes geram
consequéncias nos diferentes sistemas fisicos, que interagem entre si. Podem-se citar
como exemplos problemas que envolvem solos com estruturas, fluidos com estruturas e

até mesmo solos com fluidos, dentre outros.

Com o intuito de se realizar uma analise integrada dos sistemas compostos - como
0s citados - torna-se necessario o estudo do acoplamento dos distintos meios fisicos com
seus diferentes graus de intensidade. Essa relacdo de acoplamento torna impossivel a
solucdo individual de qualquer desses sistemas sem a consideracdo das influéncias
geradas pelos demais sistemas componentes do todo. Nesse contexto, torna-se necessario
que tais problemas sejam representados através de sua formulacdo matematica e

resolvidos através da sua modelagem numérica.

A modelagem numérica de sistemas fisicos utiliza-se de métodos que permitem
resolver problemas governados por equacbes diferenciais através de solucdes
aproximadas, com um grau de precisdo controlada, o que se torna muito importante uma
vez que poucos problemas da engenharia possuem solugdes analiticas conhecidas. A
modelagem caracteriza-se por representar 0os mais diversos problemas existentes nos
varios ramos da ciéncia e tecnologia, e de maneira especial, na engenharia tem avancado

muito nos ultimos anos.

O uso crescente dos computadores, aliado a sua excepcional evolucéo tecnologica,
é 0 mais forte e principal fator que contribuiu para a ocorréncia deste fato. As maquinas
estdo mais sofisticadas, potentes, velozes e com capacidade de memoria crescente,
havendo a cada dia um novo langcamento na area de informatica, seja na area de hardware

ou software.

O objetivo deste trabalho consiste em estudar e modelar a fisica destes sistemas
comportos, em especial aqueles existentes em solos saturados, compostos por iteragoes
do tipo sélido-fluido no dominio do tempo através de diferentes métodos computacionais.

Neste sistema, as varidveis sdo inter-dependentes de tal sorte que, apesar de resolvidos



separadamente, a relacdo entre fases ndo pode ser desprezada e suas interdependéncias

ndo podem ser eliminados em nivel de equacdes diferenciais.

1.1. Revisao Bibliogréfica

Ap6s o estabelecimento das equacOes diferenciais que regem o0s sistemas
desenvolvem-se métodos numéricos capazes de captar particularidades e nuances de
problemas com caracteristicas especificas de geometria, propriedades fisicas e condi¢bes
de contorno. Surgem inicialmente como técnicas de resolucéo de problemas complexos
como o Método ds Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF),
Método dos Elementos de Contorno (MEC) ou até mesmo o Método dos VVolumes Finitos
(MVF). Uma caracteristica em comum a tais métodos é a necessidade de conexdo entre
0s nds que discretizam o problema, gerando assim uma malha de suporte. Como
consequencia de tal fato, a solugdo aproximada através destes métodos pode se tornar

trabalhosa e computacionalmente cara.

Os Métodos Sem Malha (Meshless) vém se sobressaindo para 0s mais diversos tipos
de modelagem, ndo apenas por facilitar a discretizacdo espacial do modelo, mas também
por mostrar-se uma poderosa ferramenta de analise com caracteristicas versateis e de
precisdo controlada. Ressaltando sua caracteristica de versatilidade, uma breve pesquisa
sobre os Métodos Meshless revela as mais variadas abordagens decorrentes de diversas
origens matematicas, tornando-os utilizaveis em uma ampla gama de aplica¢des. Devido
as varias origens matematicas e a adaptabilidade necessaria para cada conjunto fisico,
diversos Métodos Meshless foram e estéo sendo desenvolvidos, e classificar tais métodos

ndo e tarefa simples.

Sob uma luz geral pode-se dizer que grande parte destes ou € baseada nas formulacdes
de MEF ou de MEC. Apesar das variadas abordagens, todos os esquemas sem malha néo
necessitam do conceito de conectividade e ignoram o0 uso convencional de malha em
algum grau. Tais métodos podem ser considerados métodos recentes quando comparados
ao MEC e ao MEF, as primeiras formulacdes aparecem em 1977 com o metodo SPH
(Smoothed Particle Hydrodynamics), mas apenas a partir de 1990 se firmaram no meio

académico.



Dentre os diversos métodos desenvolvidos destaca-se a contribuicdo de
(NAYROLES, TOUZOT e VILLON, 1992) para o Método dos Elementos Difusos
(MFD) e consequentemente redescoberta do Método dos Minimos Quadrados (MQM),
de (BELYTSCHKO, KRONGAUZ e ORGAN, 1996) no desenvolvimento do Método de
Galerkin livre de malha — MGLM, de (BABUSKA e MELENK, 1997) para Método dos
Elementos Finitos Particho da Unidade (MEFPU), de (KITIPORNCHAI, LIEW e
CHENG, 2005) no desenvolvimento do Método de contorno livre de elementos — BEFM.

A partir das formulagdes Meshless, varios pesquisadores tiveram interesse em
desenvolver métodos que ndo necessitem sequer de células de integracdo. Destes métodos
denominados verdadeiramente sem malha (truly-meshless) destaca-se a contribuicdo de
(KUPRADZE, 1964) no desenvolvimento do Método das Solu¢Ges Fundamentais (MSF),
de (ATLURI e SHEN, 2002) no desenvolvimento do Método Local Petrov- Galerkin
(MLPG) e (ONATE, IDELSOHN, et al., 1996), (ALURU, 2000) e (ATLURI e SHEN,
2002) para o Método da Colocacgdo Pontual.

Neste trabalho, sera realizada a analise e resolucdo do problema do tipo solo-fluido
através do acoplamento de métodos sem malha, de maneira que, pretende-se modelar os
diferentes meios fisicos (solido-fluido) atraveés de diferentes métodos meshless
selecionados de acordo com suas propriedades de adequabilidade para cada tipo de

dominio.

Os problemas do tipo solido-fluido podem ser formulados através da teoria da
poroelasticidade acoplada ou do adensamento de Biot (BIOT, 1956), possibilitando que
os principios fisicos envolvidos possam ser descritos em termos de equacdes diferenciais.
O fendbmeno de adensamento em solos foi estudado por diversos cientistas em todo o
mundo, mas a teoria de Terzahghi (TERZAGHI, 1925) é considerada como a pioneira e
mais importante. Alguns anos depois Biot apresentou a sua teoria de adensamento
tridimensional de solos no seu trabalho de 1941. A primeira teoria de Biot (BIOT, 1941)
foi o marco inicial e é basica nos estudos da poroelasticidade, tornando-se um trabalho
classico, onde o autor introduz as suas constantes poroelasticas e denomina o fenémeno
estudado como adensamento quasi-estatico. No texto do seu trabalho o proprio autor

concluiu que a teoria de adensamento de Terzaghi é um caso particular da sua.

A teoria de Biot para o caso quasi-estatico é mais estudada e conhecida do que a

dindmica e também mais aplicada a problemas do tipo solo-fluido, tendo em vista que as
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equacOes sdo mais simples de serem tratadas numericamente. Como o fenémeno ocorre
de maneira lenta e paulatina é razoavel a simplificacdo do problema como quasi-estéatico.
Para o estudo destes problemas, a teoria da poroelasticidade possibilita diversas maneiras
de tratamento das suas variaveis, o sistema pode ser descrito a nivel de deslocamentos,

deformacdes, tensdes, poropressoes, etc.

O trabalho inicial de Biot considerou como variaveis independentes os deslocamentos
e a poropressdo. Outros autores preferem relacionar como variaveis independentes
deslocamentos e variagdo no volume de agua. O presente trabalho usa a linha inicialmente
adotada por Biot e esta focado principalmente nas tensdes e deslocamentos da parte sélida
(esqueleto ou grdos) e na poropressdo da parte fluida (agua). Na analise do
comportamento poroelastico de um meio poroso é de fundamental importancia o
acoplamento que ocorre entre as fases sélida e liquida. O esqueleto é considerado elastico
e linear, ocorrendo pequenas deformacdes, enquanto a fase liquida escoa segundo a lei de

Darcy.

A partir do desenvolvimento da teoria de Biot e do desenvolvimento de computadores
mais potentes a utilizacdo de métodos numéricos se tornou alvo de grande pesquisa
academica. A utilizacdo de métodos numéricos ditos classicos como o Método dos
Elementos Finitos na area de poroelasticidade teve inicio no trabalho de (SANDHU e
WILSON, 1969). Eles consideraram o0 meio poroelastico sujeito a pequenas deformacdes
e as fases (grdos de solo e agua) foram estabelecidas como incompressiveis.
(GHABOUSSI e WILSON, 1973) introduziram o conceito de compressibilidade na fase
liguida. O estudo onde foram incluidas as deformacBes finitas foi elaborado por
(CARTER, BOOKER e SMALL, 1979) que consideraram os efeitos da nédo linearidade
geométrica e também a ndo-linearidade fisica, a qual foi analisada também por
(PREVOST, 1981) e (ZIENKIEWICZ e SHIOMI, 1984).

A plasticidade no processo de adensamento foi estudada por (SMALL, BOOKER e
DAVIS, 1976), entre outros. Os trabalhos iniciais em poroelasticidade usando o Método
dos Elementos de Contorno devem-se a (CLEARY, 1977) que desenvolveu solucdes
fundamentais para meios saturados, (BANERJEE e BUTTERFIELD, 1981) resolveram
0 problema de maneira desacoplada dentro de cada intervalo de tempo através da
utilizacdo de integrais de dominio e solucdo fundamental transiente. O trabalho de

(CHENG e LIGGETT, 1984) utiliza a transformada de Laplace para resolu¢édo acoplada



do sistema seguido de (NORRIS, 1985) que desenvolve uma funcao de Green harmdnica
para meios saturados. Citam-se como outras constribui¢cdes, (MANOLIS e BESKOS,
1989), (BONNET, 1987), (DOMINGUEZ, 1992), (CHOPRA e DARGUSH, 1995),
(GHASSEMI, CHENG, et al., 2001), (CAVALCANTI, 2002), dentre outros autores.

No que concerne a aplicagdo de métodos sem malha nos problemas poroelasticos
destaca-se o trabalho de (WANG, LIU e WU, 2001) que utilizaram o Método de
Interpolacdo Pontual (PIM) para simular a dissipagdo no processo de consolidagdo. Ja
para o Método de Interpolacdo Radial (RPIM) citam-se os trabalhos de (WANG, LIU e
LIN, 2002), (WANG, ZHANG e NOGAMI, 2004) e (WANG, YAN e LIU, 2005) que
sob a luz da teoria de Biot, estabelecem a analise numérica do processo de consolidacao,
modelam as ondas induzidas pelos solos marinhos e ainda estudam o processo de
dissipacédo do excesso de poropressao, respectivamente.

Ainda utilizando o RPIM, (NOGAMI, WANG e WANG, 2004) abordam a interagéo
entre as argilas e seus vazios através de um modelo de dupla porosidade com funcGes de
interpolacdo de diferentes ordens. Através da utilizacdo do RPIM de ordem desigual tem-
se a contribuicdo de (WANG, WANG, et al., 2007), para danos anisotdpicos o trabalho
(WANG, WANG e SHEN, 2008) e (CHEN e LI, 2008) realiza simulacdo de ondas para

meios porosos saturados.

Para os métodos sem malha baseados em formulagdes de contorno (WANG, XIE e
LEUNG, 2009) fazem uso de uma formulacéo local (LBIE) para analise bidimensional
do adensamento e (AUGUSTIN, 2015) utiliza o Método das Solu¢bes Fundamentais
(MFS) em reservatorios geotérmicos.

Ja em relacdo as formulacBes baseadas em dominio destacam-se para formulacao
global o Metodo de Galerkin Livre (EFG) e para a formulagéo local o Método de Petrov-
Galerkin (MLPG). Para o primeiro, (MODARESSI e AUBERT, 1998) consideram o
estudo das deformacGes em meios porosos multifasicos, (MURAKAMI, SETSUYASU e
ARIMOTO, 2005) descrevem uma formulagdo acoplada considerando o estado de
deformac6es, (WANG e LI, 2006) and (WANG, KARIM e LIN, 2007) analisam fatores
influenciadores na resposta ao processo de consolidacéo, (KARIM, NOGAMI e WANG,
2002) estudam as respostas em meios saturados para cargas ciclicas e (OLIAEI, 2009)
apresenta alguns aspectos relevantes do EFG nas formulagdes acopladas de sistemas

hidromecanicos.



Em relacdo ao MLPG ressalta-se a contribuicdo de (FERRONATO, MAZZIA, et al.,
2007) para problemas gerais, de (BERGAMASCHI, MARTINEZ e PINI, 2009) para
problemas axi-simétricos, de (SOARES , 2010) que apresenta uma formulagdo
independente para cada fase do sistema, (WEN, 2010) estuda a propagacdo de ondas em
problemas tridimensionais através da transformada de Laplace e, também de (SOARES,
SLADEK, et al., 2012) que propdem uma formulacdo modificada do MLPG para analise

do meio poroelastico.

1.2. Organizacéo do trabalho

A proposta para desenvolvimento deste trabalho foi segmentada em nove

capitulos:

¢+ Capitulo 2: Apresentacdo do fendbmeno do adensamento, propriedades do
meio e caracteristicas fenomenologicas a partir da teoria da

poroelasticidade desenvolvida por Biot.

¢+ Capitulo 3: Apresentacdo de conceitos, formulacdes e propriedades acerca
dos Métodos Sem Malha.

% Capitulo 4: Discussdao da abordagem do problema relacionando

caracteristicas do fendbmeno com os métodos numéricos.

+¢+ Capitulo 5: Deducdo da formulacao utilizada na modelagem da fase fluida
através do Método das Solugbes Fundamentais e do Metodo da
Reciprocidade Dual.

% Capitulo 6: Deducdo da formulagdo utilizada na modelagem da fase

elastica através do Método de Petrov Galerkin Local

¢+ Capitulo 7: Descricdo e formulacdo da técnica de acoplamento entre 0s

métodos envolvidos



X/
L X4

X/
L X4

Capitulo 8: Avaliacdo dos resultados obtidos comparando tanto com
resultados obtidos com solugdo analitica quando disponivel ou através de
andlise de parametros dos modelos.

Capitulo 9: Apresentacdo das conclusbes e sugestbes para o

prosseguimento e ampliacdo da pesquisa realizada.



2 TEORIA DA POROELASTICIDADE

Solos saturados ou quaisquer outros meios poroelasticos saturados sédo
considerados como meios compostos por duas diferentes fases: uma sélida e deformavel
- 0 “esqueleto solido” como é denominada a fase composta pelos gréos do solo - e uma
fase liquida, composta pelo fluido intersticial que permeia os vazios entre os grdos do

meio.

A exemplo de solos como argilas ou areias argilosas completamente saturados, a
deformacdo do meio é dependente tanto da rigidez do material como do comportamento
do fluido nos poros (VERRUJIT, 2013). Aplicando-se um carregamento instantaneo nas
fronteiras do meio, ttm-se a geracdo de um campo de poro-pressao no fluido que, ao
dissipar-se ao longo do tempo, transferira carregamento para a parcela solida, culminando

na deformacao do sistema.

A simultaneidade entre deformacdo no material poroso e o fluxo de fluido
intersticial sdo componentes da teoria do adensamento. A teoria do adensamento
unidimensional foi desenvolvida inicialmente por (TERZAGHI, 1923), no qual foi
tomado como hipotése basica que a deformacdo do meio ocorria principalmente devido
ao rearranjo das particulas solidas devido ao fluxo de fluido, desconsiderando a
compressibilidade inerente do fluido e do material s6lido em questdo. Para solos moles e
areias tais consideracfes sdo validas, uma vez que o sistema é altamente compressivel,

mas seus constituintes (particulas de solido e fluido) séo rigidos (VERRUJIT, 2013).

Generalizando a teoria do adensamento, (BIOT, 1941) expandiu 0 modelo para
trés dimensdes e considerou também as compressibilidades individuais do fluido e das
particulas. Nesta teoria foi incorporando o comportamento do esqueleto sélido ao
processo, diferentemente da simplificacéo feita por Terzaghi. O sistema é constituido de
duas fases que podem ser tratadas de maneira independentes, mas, se comporta de
maneira geral sob a influencia mutua de ambas as parcelas: campo de pressdes geram
tensbes no solido e deformacBes nos solidos geram poropressGes no fluido,
paulatinamente, até que todo o excesso de poropressao seja dissipado, conforme pode ser
observado na figura 2.1.
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(@) Meio poroeléastico indeformado. (b) Aplicacdo de carregamento no

meio.
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(d) Dissipacéo de pressdes geram (c)Geragdo de campo de
tensGes no solido e poropressoes e inicio do
consequentemente, deformacdes. fluxo de fluido.

Figura 2.1: Processo Simplificado do Adensamento

No presente capitulo serdo apresentadas propriedades dos meios em questdo,
hipoteses basicas simplificadoras do problema e estabelecimento das equacGes

constituintes da teoria de meios poroelasticos proposta por Biot.

2.1 Propriedades Do Fluido E Da Matriz Porosa

2.1.1 Porosidade

Meios poroelasticos saturados sao compostos por uma matriz solida, a qual ndo
existe fluxo de fluido e, uma parcela complementar de espacos livres interconectados

(poros) por onde ocorre o fluxo de fluido.



A porosidade (n) é relagdo existente entre o volume do vazios (1},) e o volume
total (V) do material em quest&o. Para a mecénica dos solos, torna-se mais interessante
contabilizar a porosidade em relacdo ao volume de vazios onde realmente existe fluxo de
fluido (desprezando vazios internos aos grdos da matriz). Assim, define-se a porosidade

efetiva como:

Volume de vazios
n =

4 (2.1)
Volume total V

2.1.2 Permeabilidade

A permeabilidade ( k) € a capacidade do material poroso de impor resistencia ou
ndo a percolacdo de fluido. Solos do tipo arenoso, possuem grande porosidade e o fluxo
de fluido é facilitado, em contrapartida, solos do tipo argiloso com baixa porosidade
ocorre o inverso. Tal caracteristica do material tém influencia direta na determinacao do

fluxo de fluido em meios porosos, chamada Lei de Darcy.

2.1.3 Compressibilidade de meios porosos

A compressibilidade ( C ) pode ser definida como a relacéo entre a mudanca de

volume de um corpo devido a variacao hidrostatica da pressao (dV /dp) sobre este:

_1av 2.2)

Vdp
Para descrever o comportamento do meio poroelastico saturado diferentes
compressibilidades devem ser analisadas (GEERTSMA, 1957):

(@) Compressibilidade do Fluido ( Cr ): variacdo de volume fluido intersticial em
relacdo a pressao exercida no meio;

(b) Compressibilidade dos Gréos Sélidos ( C ): variacdo de volume apenas dos
gréos sélidos em relagéo & variacéo de tensdo no meio;

(c) Compressibilidade da Matriz Porosa ( C,, ): variagdo de volume da matriz

solida em relacdo a variagdo de tensdo no meio, pode ser aproximada por:

_3(1-2v) (2.3)
B E
onde E é o Modulo de Elasticidade e v o coeficiente de Poisson do material. O meio

Cn

poroso como um todo, chamado de matriz sélida, assume compressibilidade diferente dos
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meios isolados, uma vez que, a mudanca de volume total envolve também deformacoes
devido ao contato (deslizamento e rolamento) das particulas (VERRUJIT, 2013).

(d) Compressibilidade dos Poros ( C, ): variacéo de volume dos poros em relacdo

a variacdo de tensdo no meio. A compressibilidade dos poros ( C,) pode

assumir o valor da compressibilidade da matriz ( C,, ) quando a fase solida for
constituida por apenas um constituinte (JUNCU, ARNADOTTIR, et al.,
2019).

Podem ser definidos também as incompressibilidades do fluido ( Kr ), dos gréos

solidos ( K, ), da matriz porosa ( K ), dos poros ( K, ), como:

. _ 1, _ 1 _ 1
Ki=— Ki=— K= —¢eK,=— (2.4)

Atraveés da relacdo inversamente proporcional entre os parametros nota-se que a
compressibilidade esta ligada a facilidade/aumento na mudanga de volume do material,
enguanto a incompressibilidade se relaciona com a dificuldade/restricdo desta mudanca

de volume.

2.1.4 Viscosidade do fluido

A viscosidade dindmica (ug4, ) de um fluido traduz a resisténcia deste ao
escoamento, ou a resisténcia do fluido a tensdo cisalhante ( ) quando este estd em

movimento. Define-se entdo para fluidos newtonianos:

du (2.5)
Txy = Udin @

onde T,,, € a tensdo cisalhante na horizontal (eixo — x) em um plano normal vertical (eixo

-y)e au/ay expressa o gradiente de velocidade ao longo deste mesmo eixo.

2.2 Hipoteses Basicas Simplificadoras Dos Problemas

Para 0 modelo geomecanico apresentado no presente trabalho seguem os

principios que:

(a) Material isotropico;

(b) Matriz porosa formada por gréos incompressiveis;
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(c) Fluido incompressivel;

(d) S&o admitidas pequenas deformacoes;

(e) Relagdo tensdo x deformacéo é eléstico linear;
(f) Estado plano de deformacées;

(g) Material encontra-se saturado;

(h) Fluxo obedece a Lei de Darcy;

(i) Obedece-se ao principio das tens@es efetivas.
(j) Carregamento instanteneo

(k) Meio homogeneo

Para as hipdteses apresentadas pretende-se descrever o0 comportamento do meio
poroso quando submetido a um carregamento externo instantdneo. Conforme hipotese (f)
0 processo ocorrera em meios bidimensionais sob estado plano de deformacoes,

implicando que, as deformac6es na direcdo z serdo nulas (MALVERN, 1969).

Admitindo a hipotese (b), de uma matriz solida composta por graos
indeformaveis, pode-se concluir que as deformacfes do meio ocorrerdo a partir do
rearrango das particulas, caracterizando um regime plastico. A principio pode-se
questionar a aplicabilidade da Lei de Hooke (hipotese (e)) para o problema em questéo,
no entanto esta simplificacdo de comportamento para matriz sélida tem sido comumente
utilizada como pode ser observado em (DETOURNAY e CHENG, 1993), (DE BOER,
2000), (WANG, 2000), (RUDNICKI, 2001), (COUSSY, 2014), (GAMBOLATI,
TEATINI e FERRONATO, 2006), (VERRUJIT, 2008).

No fenomeno do adensamento propriedades inerentes ao fendbmeno e que
naturalmente ndo podem ser modificadas sdo aquelas que se referem a Lei de Darcy

(hipotese (h)) para o fluido e o principio das tensdes efetivas (hipétese(i)) para o sélido.

2.3 Modelo Geomecéanico

Na modelagem do meio geomecénico sera utilizada a notacdo de sinais utilizada
por (LEWIS e SCHREFLER, 1998), onde é definido que, para tenses de compressao
sera adotado sinal negativo, mas, para as pressdes, 0 meio comprimido sera utilizado o

sinal positivo.
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2.3.1 Tensodes Efetivas

Em meios porosos torna-se conveniente separar o tensor de tensdes totais (o) em
uma parcela composta pelas tensdes efetivas (o) e outra parcela relacionada com a
pressdo de poro exercida pelo fluido contido em seu interior (p). Este principio foi
introduzido por (TERZAGHI, 1923), quando percebeu-se que a variacdo de tensdo (seja
de tragdo ou compressao) no solo gerava praticamente a mesma variagdo de pressdo (seja

diminuicdo ou aumento) no fluido (WANG, 2000). Assim tém-se:
o=0 —apl (2.6)

onde I representa a matriz identidade e a é o coeficiente de Biot, que pode variar de

valores entre 0 e 1. Este coeficiente € expresso por:

C
a=1--—= 27
Cm

relacionando assim, a compressibilidade dos graos sélidos (C,) e a compressibilidade da
matriz porosa (C,,). Quando C,, > C, indicando que os grdos tém compressibilidade
muito baixa ou incompressiveis (item 2.2 - hipétese (b)) em relacdo a matriz, o coeficiente

de Biot assume a¢ = 1.

2.3.2 Egquacoes De Equilibrio Para Elasticidade

A partir da teoria da Mecénica do Continuo, e tomando-se como base um corpo
homogéneo e isotropico no regime elastico linear representado por um dominio 2 e
contorno I' = I, U I; .A equacdo de equilibrio de momento para uma sec¢do 2 do
dominio £ de contorno dQ, pode ser escrita como:

(2.8)

(pb — pit)dQ + f tdl = 0

Q2 a0,

onde b sdo as forgas de volume atuantes na regido, t as forcas de superficies, p = nps +
(1 —n)p, € a densidade do meio poroso saturado, sendo n a porosidade, ps a densidade
do fluido, p a densidade do sélido, u representa o deslocamento e pit compdem as forcas
de inércia de D’ Alembert devido a aceleragdo, as quais serdo desprezadas neste trabalho
devido o processo ser quasi-estatico.
As forcas de superficies (t) podem ser reescritas atraves de:
t=o.n (2.9)
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onde o € o0 tensor de tensdes totais no meio e n representa 0s cossenos diretores das

normais externas ao contorno I'. Utilizando o teorema da divergéncia:

f a.ndl"zf V.odQ
ETo ")

N

(2.10)

juntamente com as equacdes (2.9) e equacéo (2.8), chega-se a:

(2.11)
f pbdﬂ+f V.odQl =0
0 0
Extrapolando a equacao (2.11) para qualquer regido Q arbitraria e desprezando as
forgas inerciais, obtém-se:

V.o+pb=0 (2.12)

Utilizando o principio das tensdes efetivas, descrito na subse¢do 2.3.1, obtém-se:
V.o' —aVpl +pb =0 (2.13)

Apds submetido a um carregamento externo o meio se deforma. Naturalmente, a
maneira na qual o material se deforma depende das suas caracteristicas constitutivas. A
equacdo constitutiva apenas da matriz porosa € descrita considerando-se 0
comportamento el&stico linear do corpo:

o' = D¢ (2.14)

onde D representa a matriz de propriedades fisicas do corpo em questdo e & as
deformacdes infinitesimais sofridas pelo mesmo.

As propriedades fisicas do corpo podem ser definidas através das constantes de
Lamé (u e A) ou pelo modulo de Young (E) e coeficiente de Poisson (v). As constantes

de Lamé podem ser expressas por:

E
L=G = (2.15)
2(1+v)
E 2
1= v —x-%¢ (2.16)
1Q+v)(1—-2v) 3
A matriz constitutiva é dada para o estado plano de deformacgéo por:
L=v v 0 u+1 A0 (2.17)
1+wa-2v| , 0 1-2v 0 0 u
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As deformacbes podem ser escritas através do campo de deslocamentos,
conforme:

1 2.18
& =5 (Uij + ) (2.18)

Outra grandeza importante ¢ a deformacdo volumétrica (e,,;) do corpo, esta
expressa o quanto o volume do material contrai ou expande com a variagdo do estado de
tensdes. Segue:

Evol — Tr(E) = &1+ &p = Ui + Uj j (219)

2.4 Modelo De Reservatorio

Na parcela liquida do meio, serad considerada neste trabalho, a descricao classica
macroscopica de escoamento em meios porosos, isto €, as grandezas fisicas sdo definidas
para toda a regido porosa considerando médias volumétricas dos valores microscopicos
na regido circundante (P1ZZOL, 2014).

No intuito de descrever as equac¢des governantes para este modelo, seréo descritas
a lei de fluxo de Darcy e o principio de conservagdo de massa.

2.4.1 Lei De Darcy

A lei de fluxo de Darcy para escoamento ndo turbulento com meio poroso de
permeabilidade ( k) isotropica pode ser escrita como:

k 2.2
o (220)

q=-
Ugin

onde q representa a velocidade do através dos poros do meio, u,4;, a viscosidade dinamica

e Vp o gradiente de pressoes.

Alternativamente, € possivel reescrever o fluxo de Darcy em funcéo da porosidade
(n) com a velocidade relativa da fase solida (w ) com a fase fluida (v ) (VERRUJIT,
2013):

q=n(v-—w) (2.21)
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2.4.2 Conservacdo De Massa

Considere um material poroso composto por uma matriz sélida de densidade ( ps )
e velocidade (w ) e preenchido com fluido de densidade ( ps ) com velocidade (v ). Para

um volume elementar V = dxdydz representado na figura 2.2 sabe-se que a massa fluida

seranpV.
! L o))
N A T
A
! np Vyx
4
d(np,v,)
Yy
np v, +———d
WPy dz | Py dy Y
d(npvy) 7 dv
npfvx +Tda@’ dx y
K

x Tnp U,

Figura 2.2 Representacdo grafica para a conservacao de massa para o fluido

O balanco de massa de fluido no interior do elemento pode ser dado como a soma
das contribuicdes da massa que entra e da massa que sai do elemento em um determinado

instante de tempo (t). Escreve-se:

d(npsv,)
npsvydydz — npgv,dydz + ~ o dxdydz + npgv,dxdz — npsv,dxdz
d(nprv
+ % dxdydz + npgv,dxdy — npsv,dxdy
a(npfvz) dVolume
t oy ddydzt— =0 (2.22)
Simplificando os termos:
a(npfvz) a(npfvy) a(npfvz) dVolume (2.23)
T dxdydz + T dXdde + dedydz + T =0

A variagdo no volume total em relagdo ao tempo pode ser escrita, como:

dVolume a(npf) (2.24)
5% =7 dxdydz

Aplicando a equacéo (2.24) na equagéo (2.23) chega-se:
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d(npsv,) N d(npsvy) N d(npsv,) N a(npy) _o (2.25)

0z dy 0z Jt
d(np (2.26)
V. (npsv) + (atf) =0

Desenvolvendo a equacéo (2.26):

on 2.27
prV. (nv) + (nv)V. (ps) + Pra;tn5 = 0 (2.27)

Na equacdo (2.27), despreza-se o segundo termo (produto da velocidade pelo
gradiente da densidade do fluido, ambos assumem pequenos valores) e o quarto termo

pode ser reescrito em termos da compressibilidade do fluido ( Cr ):

op _ 0 (2.28)
ot
Analogamente as equacdes (2.26) e (2.27), para o soélido define-se

on
V.(nv) + Fr + nCs

respectivamente:

d[(1—n 2.29
V. [(1 - n)psw] + % =0 ( )
aps . (2.30)
F
O ultimo termo da equacgdo (2.30) relativo a variacdo da massa especifica em

on
psV.[(1 —n)w] — pg Fr 1-n)

relacdo ao tempo, se relaciona com a compressibilidade do solido ( Cs ), com a tensdo

total volumétrica ( g,,,; ) € a pressao ( p ) atraves de (VERRUJIT, 2013):

aps — psCs (_ aO-vol _ na_p> (2-31)
at 1—n at ot
Substituindo a equacdo (2.31) na equacéo (2.30):

0 0 0 2.32
V.[(l—n)w]—a—rtl+CS<— g;oz—na—zz)zo (232)

Somando-se as equacdes da parcela solida (2.32) com a equacao da parcela fluida
(2.28), obtém-se:

aUvol —
Jt
Sabe-se a partir da equagéo (2.21) que o segundo termo da equacéo (2.33) é fluxo

. (2.33)

9]
Vw+V.[n(v—w)]+n(C— Cs)a—zz— Cs

de Darcy (q ) e, a velocidade da matriz solida (w ) equivale a derivada temporal do
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deslocamento do meio (au/at)' Utilizando-se da equacdo (2.19), o divergente do

deslocamento no tempo pode ser reescrito como a deformacéo volumétrica no tempo:

0w\ Beyy (2.34)
V.w=V. (E) ot

O ultimo termo da equacédo (2.33), a tensdo volumétrica total ( g,,; ) pode ser
escrito em termos de tensdes efetivas (principio descrito no item 2.3.1) como g, =

Oyo1 — ap. Ja a tensdo volumétrica efetiva (o,,;") se relaciona com a deformacéo

volumeétrica (&,,,;) através de:

r _ Evol (2.35)

Assim para a equacéo (2.33) desenvolve-se:

a‘;”t‘” +V.q+n(Cr - Cy) Z—IZ —¢, —a(%gt_ @) _
a;"t‘” +v.q+n(cf—cs)%—csa(3—vt°1’+acs?3—$= 0
a‘;”t‘” - g—;ag”t‘” +V.q+n(C; - cs)g—’ZJr aCsZ—It) =0
<1—CC—;)62’;”+v.q+ncf‘;—’;+(a—n)csg—’t)= 0
aa;vt(ﬂ + V.q+ang—IZ+ (a—n)ng—It) =0
0 vqy %g—’; ~0 (2.36)

onde a = (1 - CC—S) € o coeficiente de Biot e define-se 1/Q =nCr + (a —n)Cs.

Relagdes entre os coeficientes, nomeclaturas utilizadas em diversas literaturas e definigcdo

de pardmetros podem ser encontrados no Anexo A.

2.5 Equagdes Governantes Do Adensamento

O fendmeno do adensamento € descrito pelo conjunto de equagdes (2.13) e (2.36)
juntamente com a Lei de Hooke descrita na equacéo (2.14) e a Lei de Darcy apresentada

na equagéo (2.20), logo:
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SOLIDO V.o’ — aVpl + pb = 0 em Q (2.37.3)

FLUIDO de,e Kk 1ap (2.37.b)
a ——Vp4+——=0emQ
at Hain P Q at

A relacdo entre as fases do meio da-se através da igualdade de deformacdes
volumeétricas. Partindo-se da equacdo (2.37.a) os deslocamentos podem ser calculados,
posteriormente as deformacdes pela equacdo (2.18) e a deformacdo volumétrica pela
equacéo (2.19). Ja para a parcela fluida do meio, diretamente da equacéo (2.37.b) pode-

se obter a mesma deformagao volumétrica.

A partir do estabelecimento das equacdes que regem o meio e combinando-as com
as condicg0es iniciais e de contorno, forma-se um problema de valor inicial de contorno
(PVIC).

2.5.1 Condicdes De Contorno

A consideracao das condi¢es de contorno atuantes € necessaria e essencial para
a definicdo e andlise do problema. Nesse trabalho as seguintes condi¢Bes sdo

consideradas:

SOLIDO u=u emT,
on=t eml;
FLUIDO p=p eml, (2.38)

onde u,t, p e g sdo os deslocamentos, as forcas de superficie, as pressoes e 0s fluxos
prescritos nos contornos T, (condigdo essencial), I (condi¢do natural), I, (condigdo

essencial), I'; (condigao natural), respectivamente.

Para a parcela solida do meio estdo associadas condi¢Ges de restricdo de
deslocamentos (essencial) ou aplicagdo de carregamento (natural). Para o fluido estéo
associadas condicGes de bordas impermeaveis ou drenadas com imposi¢ao de pressoes

(essencial) ou a bordas permeéaveis com a presenca de fluxo (natural).

2.5.2 Condicdes Iniciais

As condigdes iniciais devem contemplar individualmente cada fase do problem

em questao:
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SOLIDO Opor = 0ny, emt =10
FLUIDO p=p, emt=0 (2.39)
onde a2, e p, sdo as tensoes volumétrica e poro pressdes iniciais, respectivamente.

Para o estabelecimento das condic¢Ges iniciais com carregamento aplicado
instantdneamente no inicio do processo podem ser aplicados dois processos (KUROKI,
ITO e ONISHI, 1982):

a) Meétodo 1:

A pressdo inicial (p,) é calculada a partir do problema estatico de potencial,

assumindo a geragdo de um campo de pressdes a deformagao constante (&,,; = 0):

(2.40)
b) Método 2:

Assume-se a pressdo inicial nula (p, = 0) e resolve-se o problema elastico linear:

Vo' +pb=0 emQ
u=u emly
_ (2.41)
on=t eml;
Uma vez calculada a deformacdo volumétrica torna-se possivel calcular poro pressdes
que assumirdo os valores iniciais. No presente trabalho utilizou-se o método 1 para

aproximacéo das condi¢es iniciais.
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3 METODOS NUMERICOS

Os fendmenos fisicos que regem os mais diversos problemas de engenharia —
mecéanicos, biologicos, elétricos, quimicos e etc. - em sua maioria, podem ser
simulados/modelados por equagfes matematicas, entretanto, a minoria possui solucéo
exata. Tal fato ocorre em razdo da complexidade de iteracdo entre as varidveis dos
fenomenos e, assim torna-se necessario a obtengdo de solucdes numéricas. A obtencéo

destas solucdes é viabilizada através da utilizacdo de métodos numéricos.

Os métodos sem malha apresentam diferentes origens e foram estudados para
diversas aplicagdes, mas de maneira geral seguem o mesmo padrdo de resolugéo de
quaisquer métodos numeéricos: o problema é geometricamente discretizado, as fungdes de
forma séo estabelecidas, o sistema de equacdes é formado e solucionado, conforme pode
ser visto na Figura 3.1. O destaque dos métodos meshless reside na etapa de geracdo das
fungdes de forma, uma vez que, como ndo existe informagdo de como 0s nos se conectam

esta etapa se torna mais trabalhosa.

Apesar da similaridade com métodos tradicionais grande esfor¢co vem sendo
dispendido na elaboracdo de novos métodos sem malha. Devido a possibilidade de
diferentes abordagens em cada etapa de formulacdo é interessante organizar os métodos
meshless em categorias: a primeira de acordo com o tipo de representacdo do modelo, a
segunda de acordo o tipo de aproximacdo utilizada e a terceira de acordo com a
formulacéo do sistema de equacdes de origem.
DEFINIQAO GEOMETRIA

- X TIPO DE
GERACAO GERACAO DE 3
<£ E> - REPRESENTACAO
NUVEM DE NOS
IS LAl s ﬁ DO MODELO
FUNCOES DE ) . | FUNCOES DE FORMA TIPO DE
FORMA BASEADAS | ~ 1[0~ BASEADAS NOS APROXIMACAO
EM ELEMENTO SUPORTES LOCAIS
TIPO DE
SISTEMA DISCRETIZADO } SISTEMA
ﬁ METODOS:
- - TRADICIONAIS
SOLUCAO E POS PROCESSAMENTO SEM MALHA

Figura 3.1 Resumo esquematico para utilizacdo de métodos numéricos
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Para classificar os métodos meshless de acordo com a representacdo do modelo

torna-se necessario verificar como o problema serd resolvido: se a aproximacdo da
equacdo ocorre no dominio e as condi¢fes de contorno sdo totalmente ou parcialmente
satisfeitas, tém-se os métodos de dominio (domain-type methods) como por exemplo o
EFG, MLPG, LRPIM, etc.. Em contrapartida se as aproximacdes satisfazem as equacdes
de governo e as condigdes de contorno sdo aproximadas tém-se os métodos de contorno

(boundary-type methods) como por exemplo o BNM, LBIE, BPIM, MFS, etc..

O tipo de aproximacdo esta diretamente relacionado a técnica utilizada para

construcdo das funcbes de aproximacdo. Diferentemente do MEF estas ndo sdo pré-
definidas nem baseadas no conceito de elemento e, os métodos sem malha a criacdo e
calculo das funcBes de forma é um dos pontos centrais e mais importantes. O grande
desafio consiste em como cria-las de forma eficiente e de boa qualidade para nés
aleatdrios resultantes da discretizacdo do problema (LIU e GU, 2005). De maneira geral,
0s métodos variam de acordo com tipo de representacdo das funcbes de forma: pode ser
utilizada a representacdo séries, como por exemplo MQM, RBF, RPIM, representacdo
integral, como por exemplo SPH e RKPM ou ainda por derivadas, como por exemplo
GFDM.

No que concerne a formulacdo do sistema de equacgdes existem ainda outras

semelhancas entre os métodos tradicionais e 0s meshless: os métodos podem ser diretos,
ou seja, a aproximacao do sistema € baseada na forma forte ou ainda métodos indiretos,
onde a discretizagdo é baseada na forma fraca do problema de valor de contorno (PVC)
em questdo. Um panorama geral dos métodos sem malha de acordo com as categorias

citadas, bem como as siglas e nomenclaturas utilizadas pode ser visto no anexo B.

A solucdo do PVC dificilmente sera obtida analiticamente, para tanto, assume-se
que a solucdo é uma combinacéo linear finita de parametros desconhecidos com funcoes
apropriadas (REDDY, 1986). Mas, ao representar um meio continuo por finitas soluces,
gera-se um residuo. Consequentemente, a solu¢do encontrada é uma solucgéo aproximada
e ndo exata. Os métodos comumente empregados para solugdo de equagdes diferenciais

através da utilizacdo de solucGes aproximadas sdo os métodos variacionais.

Nos métodos variacionais observam-se duas técnicas de resolucdo: a de
minimizacdo do funcional ou minimizacdo do residuo gerado pela aproximagdo, a

primeira pode ser realizada através do Método de Ritz utilizando principios como o de
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Hamilton e da Energia Potencial Minima (abordagem fisica), ja para a segunda técnica
cita-se 0 Método dos Residuos Ponderados (abordagem matematica), que pode ser ainda
dividido em Método dos Minimos Quadrados, Método de Galerkin, Método da

Colocacédo, Método dos Subdominios e Método dos Momentos, etc..

Os métodos variacionais sdo aplicados na forma integral equivalente da equacgéo
de governo e, isto se torna necessario devido ao fato da substituicdo da aproximacao na
equacdo governante nem sempre gerar o numero de equacgdo lineares independentes
necessaria ao célculo dos coeficientes desconhecidos (REDDY, 1993). A forma integral
equivalente é a forma forte do problema e, a funcdo de aproximacéo da variavel campo
deve ter grau suficiente de consistencia e ser diferenciavel até a ordem da equacéo
diferencial que descreve o problema. Geralmente baseados na técnica de colocacéo, esses
métodos possuem como vantagens: serem de facil implementagdo, computacionalmente
baratos e verdadeiramente sem malha. Em contrapartida as desvantagens podem ser:

instaveis, pouco robustos e de precisao sensivel.

Como forma de “abrandar” os critérios de consistencia ¢ diferenciabilidade das
funces utilizadas, pode-se utilizar a técnica de integracdo por partes da forma integral e
formar, o que é conhecido, como forma fraca da equacdo. No geral, as formulacdes
baseadas na forma fraca utilizam-se dos Métodos de Galerkin (fun¢bes de base iguais
para funcéo de forma e funcdes teste) ou Petrov-Galerkin (fungdes de base diferentes para
funcdo de forma e funcgdes teste) e, além disso ainda podem ser aplicadas global ou
localmente. Possuem como vantagens serem mais robustas, estaveis e produzirem
resultados mais acurados, em contrapartida, muitas das vezes sdo necessarias células ou

subdominios de apoio para sua aplicacéo.

Nesta tese dois métodos numeéricos serdo utilizados para modelar o problema da
poroelasticidade. Na fase fluida serd utilizado o Método das Solugdes Fundamentais, um
método de contorno, com funcdo de aproximacdo baseada nas solu¢des fundamentais
através do método da colocacéo aplicado na forma forte do problema. Para a fase elastica
sera utilizado o Método de Petrov-Galerkin Local (MLPG) que é um método com
formulacdo de dominio baseado na forma fraca e serd utilizada apenas func6es de forma

construidas pelo Minimo Quadrados Moveis (MQM).

23



A seguir serdo apresentados a formulacdo genérica do problema através dos
residuos ponderados, formulacdo matemética dos métodos derivados e o processo de
construcdo das funcdes de forma.

3.1 Meétodo Dos Residuos Ponderados

O método dos residuos ponderados € considerado uma ferramenta genérica e
poderosa de aproximacdo de equacdes diferenciais. Resumidamente, 0 método consiste
na minimizacdo dos residuos gerados pela aproximacdo, de tal sorte que, considere um

fendmeno modelado pela equacao:
Flu,(®)]+b(x) =0,  no dominio Q (3.1)

onde F € um operador diferencial que aplicado a fungéo da variavel campo u, (x) produz

uma funcéo - b(x). Para definigéo do PVC deve-se estabelecer as condigdes de contorno:

Glu,(x)] = g(x),  nocontornoT (3.2)

onde G é um operador diferencial que aplicado a funcdo da variavel campo u,(x) produz

uma funcéo g(x).

Métodos numéricos resolvem problemas de engenharia de maneira aproximada.
Logo, a variavel campo u serd aproximada como:
It (3.3)
U (x) = z a;B;(x) = Ba

i=1
onde B séo as fungdes de base (trial or basis functions) e a os coeficientes indeterminados
e n 0 numero de fungBes a ser utilizado. As funcGes de base devem ser escolhidas de tal
sorte que, cumpram as condi¢Oes de continuidade e diferenciabilidade requeridas pelo
sistema. Aproximando (3.1) e (3.2) através de (3.3):

Flup(x)] +b(x) # 0 (3.4)

Glup(0)] # g(x) (3.5)

ou seja, existe um erro entre a solugdo exata e a solu¢do aproximada, para o dominio tem-

se 0 residuo Ry(x) e para o0 contorno R, (x):
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Flup ()] + b(x) = Rs(x) = Flun(2)] — F[uy (x)] (3.6)

Glun ()] — g(x) = Rp(x) = Glup (0] — Guy (%] 3.7)

Nota-se a partir das equaces (3.6) e (3.7) que a ordem de grandeza dos residuos
¢ dependente da funcdo de aproximacdo (u;) escolhida, idealiza-se que, esta deve
escolhida de tal maneira que minimize o residuo em cada ponto do dominio Q e no
contorno T'. Entretanto, satisfazer esse requisito apresenta grande dificuldade. Logo, para
contornar tal adversidade, os residuos serdo zerados em um sentido médio, a partir de

uma ponderacéo das integrais:

3.8
f WiRS(X) + j vin(X) =0 ( )
Q

r
onde w; e v; sdo as funcdes teste ou funcdes peso (test functions or weight functions)

escolhidas para ponderar respectivamente os residuos de dominio Ry(x) e de contorno

Ry(x)ei=1,2,3..,n 0numero de fungdes teste utilizado.
Substituindo (3.6) e (3.7) em (3.8), obtem-se:

(3.9)
]Q wilFlun @]+ b00] + [ wil6lun )] = ()] = 0

r
utilizando a funcdo de aproximacéo definida em (3.3):

(3.10)
] wilF(Ba) + b(x)] + j 2[6(Ba) — g(x)] = 0
Q

r
define-se a forma geral dos métodos dos residuos ponderados. A partir da resolucdo do

sistema (3.10) com i = 1,2,3..,n equacdes, encontram-se 0s a; que fardo zerar a média

dos residuos.

O tipo e a precisdo do método numérico adotado para o célculo dos coeficientes
a; e, assim, estabelecer as func¢des de aproximacao, estdo diretamente relacionados com

as funcdes teste escolhidas, apresenta-se na tabela 3.1 alguns métodos:

25



METODO FUNCAO TESTE ZERA O RESIDUO EM
w; =68(x —x;) Pontos especificos x;
Colocacéo v =6(x —x;)
_ (0,quando x # x;
80 —x) = {1, quando x = xl-}
Subdominios W= e = {1, dentro de € } Subdominios Qg
‘ ' 0, fora de Q;
Momentos w, =1, =x"4i=123,..,n Dominio Q e contorno T
0R, O0F(uy) Dominio e contorno T’
Minimos Wiz o0 T  aa
L l
Quadrados OR, 3G (wy)
Vi = aai B a(li
Galerkin w; = B; Dominio £ e contorno I’
v = —B;

Tabela 3.1 Métodos utilizados para célculo das funcGes de aproximacao

A seguir seré aplicado ao método dos residuos ponderados 0 método da colocacdo

para estabelecimento da técnica de resolucdo da forma forte do problema, bem como uma

breve descricdo do método dos subdominios para estabelecimento da formulacdo local

que foi utilizada neste trabalho.

3.2 Meétodo Da Colocacéo Pontual

O método da colocagédo € um método interpolatério desenvolvido por (FRAZER ,
JONES e SYLVIA, 1937). No método, a fungéo delta de Dirac é utilizada como funcéo

teste (funcdo de ponderacdo) e requer que a equacao diferencial seja exatamente satisfeita

em alguns pontos especificos (pontos de colocagdo) e, através desta restricdo oS

coeficientes possam ser determinados. Assim, a fungéo teste é dada por:

Wizvi=6(x—xl-)={

0,quando x # x;
1,quando x = x;

},i =12,.. N¢

(3.11)

onde N°€ representam os pontos de colocacdo. Aplicando (3.11) na equacgéo dos residuos

ponderados (3.8) resulta em:
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(3.12)
f 5(x — x;)Ry(x) + f 5(x — x;)Ry(x) = 0
Q r

e, consequenmente, obtém-se:
Rs(xi) + Rb(x,-) =0 (313)

demonstrando que os residuos sdo nulos para os N¢ pontos de colocagdo escolhidos.

Assim, a partir de (3.9), conclui-se:

[ ] (3.14)
F Z a:B;(x) | + b(x) = 0,em Q

L i=1 i

n ]
G Z a;Bi(x)|—g(x;) =0,emT

L i=1

onde B;(x;) sdo as funcdes de base, ou neste caso, assumem o papel de funcbes de forma
e também, de interpolacdo, que devem ser escolhidas que tal sorte que atendam os
critérios de diferenciabilidade do problema. Nota-se que o método da colocacdo pontual
simplesmente substitui a incdgnita do problema pela aproximacdo da mesma em N°¢

pontos no dominio e no contorno:

n (3.15)
Z a,F[B;(x)] + b(x;) = 0,em O

i=1
n

Z a;G[Bi(x))] — g(x;) =0,emT

i=1

A partir do sistema apresentado em (3.15), do refor¢o das condi¢des de contorno
e da escolha das funcdes de interpolacdo a serem utilizadas, pode-se calcular os
coeficientes desconhecidos «; e finalmente aproximar a variavel de interesse. Mais uma
vez, destaca-se a importancia da escolha adequada das funcGes de interpolacdo — que
podem variar a depender do metodo meshless escolhido conforme mostra tabela 3.2 — na

eficiencia e acuracia do método.

Nesta tese serdo utilizadas funcOes de interpolacdo de base radial, mais
especificamente, as solugfes fundamentais, de tal sorte que, o0 Método das Solugdes

Fundamentais possa ser implementado.
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3.3 Método Dos Subdominios

O método dos subdominios consiste em dividir o dominio Q do problema
analisado em diversos dominios locais (subdominios) Q¢ e contorno d(, 0s quais devem
cobrir todo dominio original. Esta técnica € interessante pois a depender da geometria do
problema, estabelecer funcdes teste que anulem o residuo gerado em todo o dominio pode
ser complexo (formulacdo global) e, para tanto, pode-se utilizar os subdominios e

estabelecer funces teste locais (formulacéo local).
Assume-se que as funces teste satisfacam a propriedade:

W= e = {1, dentro de QS} (3.16)
E2 UL 0, forade Qg

E a equacdo (3.10) resulta em:
(3.17)
[ wiF@o b1+ [ wle@a) - gl =0
Qs 0Qs=LsUT
onde o contorno do subdominio dQ, possui uma parcela interna local denotada por L, e

a parcela do contorno original denotada por 5.

Neste trabalho serd utilizado o método de Petrov Galerkin para o calculo dos
coeficientes, significando que, as funcbes base e as funcdes teste pertencem a espacos
diferentes. Para cada subdominio definido ao problema devera ser calculada uma funcéao
de aproximacdo compativel. A aproximacdo da variavel a nivel local é obtida a partir da
escolha da funcéo teste, calculo dos coeficientes a; desconhecidos e juntamente com as
funcBes de base formardo as funcdes de forma, que interpolardo/aproximardo a variavel

nos subdominios.

Para uma véridvel campo u em qualquer ponto x = (x,y) utilizado na
discretizacdo do dominio Q a aproximacdo deve ser calculada a partir da definicdo de

subdominios ou suportes locais. S&o definidos:

> Dominio de suporte local: suponha que seja necessario a aproximagao
u;, de uma determinada fungcdo em um ponto x = (x, y) do dominio do problema, e que
a funcdo tenha valor conhecido em certos pontos do dominio, denominado nés. A funcéo

sera aproximada (interpolada) a partir da equacgéo (3.3):
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n n (3.18)
@) = ) @B = ) $i@u
i 1

=1 i=
onde n numero de nos dentro de um dominio de suporte local, ¢;(x) é a funcao de forma
do i-enésimo n6 dentro do dominio de suporte obtida através do MQM, u; é o valor da
funcdo no i-enésimo n6 de suporte. Assim, nota-se que para um ponto qualquer x o
dominio de suporte determina o numero de nds utilizados para aproximar/interpolar a
funcdo neste mesmo ponto x, ou seja, 0 tamanho do dominio de suporte, traduzido pelo
numero de nds contido no mesmo, influencia diretamente na acuracia da aproximacao da

fungéo em questéo.

O subdominio de suporte € centrado no ponto de calculo x e pode ter diversas
formas, sendo as mais utilizadas, o formato circular e retangular (Figura 3.2). Este pode
ainda ser ponderado usando fun¢des que se anulam em sua fronteira, de tal sorte, cada n6

de suporte recebe um grau de importancia na aproximagao em x.

O requisito exigido do suporte local é que os estes cubram todo o dominio do
problema, ainda que haja superposi¢do de um com o outro. Para determinar o tamanho d
do mesmo (LIU e GU, 2005):

ds = ad, (3.19)

onde a, é um fator de escala que amplia ou reduz o nimero de pontos contido no
subdominio e d. é o espacamento nodal utilizado para discretizar 0 dominio. Caso o
espacamento seja nao uniforme, d. pode ser tomado como a média dos espacamentos
utilizados (LIU, 2009).

> Dominio de influencia ou dominio de integracdo: quando o dominio
apresenta uma distribuicdo regular ou quando a densidade nodal ndo varia muito, o
conceito de dominio de suporte funciona bem (LIU e GU, 2005). Entretanto, quando
existem mudancas abruptas da densidade nodal ou ainda uma escolha ruim dos nds de
suporte — como por exemplo, estarem concentrados em apenas uma regido da malha —
erros consideraveis na aproximacdo sdo gerados. A fim de evitar tais problemas o

conceito de dominio de influencia deve ser inserido.

O dominio de influencia é definido pela regido ou dominio no qual um né exerce

influencia. O centro do dominio de influencia é determinado por um né enquanto no
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dominio de suporte ele &, no geral, determinado por um ponto (por exemplo, um ponto de
quadratura). Observe que dominio de influencia refere-se a um no e esta ligado a regido
local, enquanto dominio de suporte refere-se aum ponto e esté ligado a nés locais (LIMA,
2011).

Para construir as funcGes de forma de ponto x, um no s6 serd envolvido na
construcdo da funcéo de forma de um ponto x, se este mesmo ponto estiver contido no
dominio de influencia deste nd. Ou seja, se 0 dominio de influencia de um né cobrir o
ponto x, logo, este no fara parte da construgdo da funcdo de forma do mesmo (LIU e GU,
2005).

Assim como o dominio de suporte, o dominio de influencia pode ser calculado de

acordo com o espacamento nodal:
di = aidc (320)

onde d;é o tamanho do dominio de influencia e «; o fator de escala que rege o tamanho
do mesmo. Nesta metodologia, o tamanho do subdominio é especificado e ndo o nimero

de pontos contido no mesmo.

Em contrapartida, o nimero de pontos pode ser fixado para que posteriormente o
tamanho do subdominio seja calculado (FONTES, 2014):

di = adglny (3.21)

onde dl‘o/’(% é a posicdo 0(m) do vetor dM@M que contém em ordem crescente todas as

distancias entre o ponto de analise e demais pontos do dominio. A partir da escolha do
numero n de pontos do subdominio, torna-se possivel a escolha de quais posi¢des do vetor

dM@M ser3o utilizadas e, assim, saber o tamanho do dominio.
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—Dominio de Influencia

. ® Nos no contorno I, = I
- — Dominio de Suporte L

® Nos no contorno [ = I,
@ Nos de dominio

a Pontos de quadratura

Figura 3.2 Representacdo grafica dominio de influencia e dominio de suporte

3.4 Aspectos Das Funcdes De Forma/Interpolacao

As funcdes de forma devem ser capazes de aproximar a variavel campo de interesse
através de uma combinacdo linear. No MEF ou no MEC, por exemplo, as funcGes de
forma ja séo pré-definidas e por isto tem baixo custo computacional, mas nos metodos
sem malha uma das etapas mais importantes € a construcéo destas, 0 que, naturalmente,

aumenta o custo computacional.

Tendo em vista que existe apenas uma distribuicdo aleatdria de nos e, a principio, sem
nenhum tipo de conectivade e/ou correlacdo estabelecido, o desafio consiste em
apresentar métodos eficientes o suficiente para gerar funcbes de forma que atendam

algumas das propriedades:

A) Distribuicdo Nodal Arbitraria:
De maneira a tornar o método mais flexivel possivel, deseja-se que a montagem
das funcGes de forma ndo dependa de malhas/células/elementos, bem como néo

dependam do espacamento regular ou irregular do nés
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B)

C)

D)

E)

Estabilidade:

A caracteristica da estabilidade das funcGes de aproximacgdo esté ligada a dois
fatores: a instabilidade da interpolacgéo e a instabilidade da solugao. Na primeira,
ainda que hajam pequenas perturbacdes no posicionamento dos nés dentro do
suporte, a fungdo deve ser estavel e, consequentemente, as matrizes (utilizadas no
processo de calculo das funcdes de forma) devem ser bem condicionadas mesmo
para nos distribuidos arbitrariamente (LIU e GU, 2005). Na segunda, dependendo
da natureza do problema a resposta pode apresentar oscilagdes se, a funcéo de
interpolacdo ndo apresentar tais oscilagcbes numeéricas, a incompatibilidade entre

entre funcdes acarretara em uma aproximagcao precaria.

Consisténcia:

A consisténcia das funcBes de forma esta associada a ordem do polindmio que
esta é capaz de reproduzir de forma exata. Para a convergéncia do método é
necessario que as funcbes de forma atendam a um certo grau de consistencia, por
exemplo, se a funcdo reproduz uma funcéo linear diz-se que ela tem ordem de
consisténcia um ou C?, ou se reproduz uma fungdo constante, sua ordem € zero
ou C°.

A depender do método adotado, as exigencias quanto a diferenciacdo da funcao
de forma é alterada, consequentemente o grau de consistencia deve ser

rigorosamente atendido para garantir a existéncia das derivadas necessérias.

Suporte Compacto:

O suporte é o espaco no qual a funcdo de forma existe, fora deste espaco a funcédo
vale zero. E desejavel que o suporte seja compacto — isto é, com pegqueno numer
de n6és — para que as matrizes geradas no sistema sejam esparsas e

computacionalmente faceis de serem resolvidas.

Compatibilidade:

A compatibilidade das funcdes de forma esté associada a funcdo de aproximacéo
ser continua em todo o dominio do problema. Caso ndo seja possivel atender a
condicdo, técnicas de tratamento adicionais devem ser adotadas gerando, assim,

maior custo computacional.
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F) Propriedade Delta de Kronecker:

A propriedade do delta de Kronecker é dada por:

§(x—x;) = {0, quando x # xi} (3.22)

1, quando x = x;

Ao atender a propriedade do delta de Kronecker as funcdes de forma podem ser
chamadas de funcgdes de interpolacdo, isto porque é garantido que a aproximacao
calculada passa exatamente nos pontos onde a funcdo a ser aproximada é
conhecida (LIMA, 2011).

Caso a propriedade ndo seja atendida, técnicas adicionais de tratamento das
condi¢des de contorno essenciais devem ser adotadas, como por exemplo 0s

multiplicadores de Lagrange ou método das penalidades.

G) Particdo da Unidade:

O critério da particdo da unidade diz que:

(3.23)

A soma das func¢des de forma contidas no suporte compacto S, deve ser igual a um.
Este critério est4 diretamente ligado ao critério da consistencia, uma vez que atender a
particdo de unidade garante que no minimo as funcdes sdo de classe C°. Tal fato, demostra
que as fungdes de forma sdo capazes de reproduzir fungdes constantes (modos de corpo

rigido) e garantem a convergéncia monotonica do método utilizado (SANTANA, 2014).

Ressalta-se que existem varias maneiras de se construir fungdes de forma mas ainda
ndo existe um procedimento que atenda simultaneamente todas as propriedades citadas
anteriormente. As técnicas de construcdo das funcdes de forma podem ser classificadas

de acordo com o tipo de teoria adotada para representacéo da fungao:
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Representagéo

Representagdo em Séries Representacéo Integral ) )
Diferencial
xMinimos Quadrados | xHidrodindmica de Particulas | x Diferengas  Finitas
(MLS, WLYS) Suavizadas (SPH) Generalizadas

xFuncOes de Base Radial | xParticulas Reprodutoras do | (GDFM)
(RBF) Nucleo (RKPM)

xInterpolacdo Pontual (P1M,
RPIM)

xParticio da  Unidade
(PUFEM, hp-clouds)

Tabela 3.2 Métodos utilizados para construcéo de func¢bes de forma
Um dos métodos mais utilizados para o calculo das funcGes de forma é o Método dos
Minimos Quadrados, isto se deve ao fato deste apresentar uma boa preciséo e eficiencia
computacional (ATLURI e SHEN, 2002) e (LIU e GU, 2005). Neste trabalho o método
sera utilizado juntamente com a técnica de subdominios para o célculo das variaveis

elasticas do meio. A seguir serd apresentado com mais detalhes sua formulacéo.

3.4.1 Método Dos Minimos Quadrados Moéveis

Seja u(x) a funcdo que exprime a variavel campo definida em todo dominio Q. A
funcdo aproximada uy (x) da funcdo u(x) em qualquer ponto x pode ser escrita através
dos Minimos Quadrados Méveis (MQM) por:

UL (3.24)
() = ) p0g@® = p'@a®)
j=1
onde pT(x) =[p;(x) p,(x) .. p(x)] sdo os termos da base polinomial,
a(x) =[a;(x) a,(x) .. a;,(x)]sdooscoeficientes desconhecidose m é o nliimero
de termos da base polinomial. A base polinomial pode ser escrita para 1D:
p'(x) = [1,x,x%, ...,x™], base linear (t = 1) (3.25)
para 2D:
pT(x,y) = [1,x,y,xy,x% y% ..., x™, y™], base quadratica (t = 2) (3.26)

e, finalmente, para 3D:

34



p'(x,y,2) = [1,x,9,2 xy,yz,x2,x%, y>, ..., x™, y™, z™], base cibica (t = 3) (3.27)

A relagéo entre o numero de termos da base polinomial m e a ordem da base ¢,

pode ser estabelecido como:

m=t+1,paralD
(t+D(E+2)
m = ) p
2
t+D(E+2)(t+3)
m =
6
O objetivo do método € minimizar o funcional J do residuo ponderado gerado da

ara 2D

,para 3D (3.28)

relagdo entre funcdo aproximada u, (x) e funcéo exata u(x). Define-se:

n (3.29)
] = Z w; (%) [up (x;) — u;]?
i=1

substituindo (3.10) em (3.16):

J = ;wim Lz & ()p; (x) — u; 00

onde w;(x) representa a funcdo peso, centrada em x e avaliada em todos 0s x; en é 0
namero de pontos dentro do dominio de suporte local definido em 3.3. A minimizagéo do

funcional exige que:

n m 2 (3.31)
aj 0
52 =321 2. M0 [ 4o —u| =0
i=1 j=1
Escrevendo (3.31) na forma matricial, encontra-se:
P K] (3.32)
0l = = — )T _ _
7a [J] 7a [((Pa—u)'W(Pa—u)]=0
Expandindo-se os produtos matriciais e aplicando a minimizag&o obtém-se:
9] .33.
72 [J] = 2PT™WPa — 2PT™Wu = 0 (3:33.3)
PTWPa — PTWu (333b)

ou seja, um sistema linear da forma:
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A(x)a(x) = B(x)u (3.34)

onde A(x) = PTWP é uma matriz de ordem m x m simétrica, B(x) = PTW é uma
matriz de ordem m x n, a(x) € um vetor de ordem m e u um vetor de ordem n. PTe W

S80 expressos por:

1 1 .. 1 (3.35)
pT — ¥t %2 1 n
Vi Y2 Yn
oo T i
w; (%) 0 0
we| 0w 0
0 o wal ., (3.36)

Resolvendo o sistema definido em (3.34):
a(x) = A 1(x)B(x)u (3.37)

a condicgdo para que matriz de momento ponderada A(x) ndo seja singular (inversivel) é
gue o0 numero n de pontos no dominio de suporte seja maior que 0 numero m de termos

da base polinomial.

Substituindo a solucdo aproximada descrita em (3.24) pode ser reescrita em

termos de (3.37) como:

n 3.38
up(x) = p" (DA 1 (x)B(x)u = @7 (x)u = Z ¢ (O)u; &%)

onde fica expresso que a solucdo uy(x) sera aproximada através da funcdo de forma

¢, (x) em relacdo aos parametros de todos os n nés dentro do suporte.
Assim, pode reescrever a funcéo de forma gerada pelo MQM atraves de:

OT(x) = [p1(x) $2(x) . Pa(x)] = pT (XA (x)B(x) (3.39)

As derivadas espaciais do vetor campo necessérias a discretizagdo do sistema de
equacdes sO poderdo ser obtidas se, as derivadas das funcbes de forma puderem ser

calculadas. Para tanto, reescreve-se (3.39) como:

@ (x) = pT (WA ()B(x) = 7 (x)B(x) (3.40)
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onde 7 (x) pode ser calculado através da resolucéo de:

T ()A(x) = pT()A 1 (X)A(x) (3.41.a)
A(x)t(x) = p(x) (3.41.b)
At=p (3.41.c)

calculando assim, t. Substituindo-o em (3.40) obtém-se o calculo do vetor ®T(x). As

derivadas parciais de T sdo :
v" Derivadas parciais de primeira ordem:
Pi~= (AT)’i = AT'i + A’iT (3428‘)

At; =p; — AT (3.42.b)

v" Derivadas parciais de segunda ordem:
p,ij = (AT),I']' = Af,i]' + A,it,j + A,]'T,i + A,i]"l' (3438.)

At =p;— (A;Tj+ AT, +AyT) (3.43.b)

onde a virgula designa derivada parcial em relacdo as coordenadas espaciais. Para a

funcéo @, escreve-se:
v' Derivadas parciais de primeira ordem:
o7, =B +1"B; (3.44)
v' Derivadas parciais de segunda ordem:

Q)T’l-]- = T,T;]B + T,T,;BJ' + T?}B’i + TTB’ijAT’ij (345)

H& que se notar que as fungdes de forma calculadas pelo MQM néo possuem a
propriedade do Delta de Kronecker ¢;(x;) # &;;, 0 que resulta em u, (x;) # u;.Logo,
elas ndo sdo interpoladoras, mas uma aproximacao da funcéo. Esta propriedade faz com
que as imposigdes das condi¢cbes de contorno essenciais sejam mais complexas que
aquelas utilizadas no MEF, por exemplo (LIU, 2009). Uma alternativa seria a utilizagéo
de funcdes de base radial ou do Método dos Minimos Quadrados Ortogonais (FONTES,
2014).
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As fungdes peso w; (x) utilizadas no MQM possuem caracteristicas como (LIU e GU,
2005):

v w(x — x;) > 0, dentro do dominio de suporte;

v w(x — x;) = 0, fora do dominio de suporte;

v' Sdo centradas no ponto x e decresce monoliticamente até os extremos do dominio
de suporte;

v" Devem ser suficientemente suaves, especialmente nos contornos do subdominio,
de tal sorte que, garanta a inclusdo e exclusdo suave de nds quando o dominio do

suporte se move.

As funcbes de ponderacdo podem ser escolhidas de maneira aleatéria desde que

cumpram os critérios citados acima, as fun¢es mais comumente utilizadas séo:

v" Spline de 32 ordem:

2
f§ —4(7)? + 473, 7<05)

w;(x) =

4 4
~— 40D + 4@ - S (D%,05 <F<1 (3.46)

0, 7> 1)

(@) (b) (©)

Figura 3.3 Fungdo spline de 3* ordem: (a) w(x,y), (b)ow/dx e (¢c) OwOy
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v" Spline de 42 ordem:

1-6()?*+8()° -3(M)* 7 < 1} (3.47)
0, r>1

w;(x) = {

(@) (b) (©)

Figura 3.4 Fungdo spline de 4* ordem: (a) w(x,y), (b)ow/0x ¢ (c) Owoy

v Exponencial:

w;(x) = {e_[r_l/cir, T, < 1} (3.48)
0,

(@) (b) (©)

Figura 3.5 Fun¢do Exponencial: (a) w(x,y), (b)ow/ox e (c) Owoy
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v' Gaussiana:

2k

(3.49)

N
=
]
IA
[EN
——— ——

7> 1

(@) (b) (©)

Figura 3.6 Funcdo Gaussiana: (a) w(x,y), (b)owox e (¢) Owoy

onde c; € uma constante, e 7; é definido como:

d; |x—x] (3.50)

Ydg ds
representando assim, a relacdo entre d; a distancia Euclidiana entre o ponto x e 0 ponto

x; € dg 0 tamanho do dominio de suporte.
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4 ABORDAGEM DO PROBLEMA

Na modelagem do fenbmeno da poroelasticidade o problema deve ser resolvido a
partir da solu¢do dos dominios componentes ao sistema hidrogeomecénico que agem de
forma iterativa. Esta iteracéo de sistemas com diferentes propriedades é comum e podem
ocorrer com diferentes graus de intensidade, de tal sorte que, a solucédo individual de cada
sistema sem a consideracao das influéncias geradas pelos demais sistemas componentes

do todo torna-se impossivel.

No processo evolutivo do fenomeno do adensamento, quando completamente
saturado e incompressivel, o carregamento externo aplicado ao meio é transferido ao
fluido que, além de ocupar 0s vazios gera também um campo de pressdes. Este excesso
de poro-pressdo serd vagarosamente dissipado ao longo do tempo, transferindo assim,
carregamento as particulas solidas e deformando o meio e, a partir desta o ciclo inicia-se
novamente. Conclui-se que a dissipagdo da pressdo ao longo do tempo gera uma
deformacdo volumétrica no esqueleto solido, definindo assim, as variaveis comuns

necessarias ao acoplamento conforme pode ser visto na figura 4.1.

PARCELA
CARREGAMENTO FLUIDA
DEFORMACAO
DO MEIO EXCESSO DE
001 PORO-PRESSOES
ot Ap
PARCELA

SOLIDA

Figura 4.1 Ciclo simplificado do adensamento para meios incompressiveis

Para realizar o acoplamento do sistema definem-se quatro estratégias:

desacoplado, totalmente acoplado, acoplamento parcial iterativo e acoplamento iterativo,
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cada um com suas vantagens e desvantagens no que concerne a precisao, adaptabilidade
e eficiéncia computacional (SETTARI e WALTERS, 2001).

O método desacoplado € um dos métodos mais utilizados em softwares comerciais
de reservatorios convencionais devido seu baixo custo computacional (SETTARI e
WALTERS, 2001). Isto se deve ao fato de que, o sistema geomecanico é desconsiderado
ou computado através de leis empiricas e assim, apenas o sistema hidraulico é resolvido.
Apesar de ser um modelo simples, a precisdo e a modelagem de alguns efeitos

geomecanicos sao pobres.

Ja em relagdo ao método totalmente acoplado, deformacdes e pressdes sao
resolvidas de maneira simultanea, o sistema hidro-geomecéanico é calculado de maneira

conjunta o que, como consequencia, gera um método preciso, porém caro.

Em relacdo aos acoplamentos iterativos, a idéia principal é resolver os sistemas
separadamente, mas, de tal sorte que, as respostas do primeiro simulador alimentem o
segundo simulador. A diferenca entre o acoplamento parcial iterativo e o acoplamento
iterativo, reside no fato de que, no primeiro as respostas do primeiro simulador afetam o
segundo simulador apenas no passo de tempo seguinte, enquanto no acoplamento
iterativo essa retroalimentacdo de dados acontece em um mesmo passo de tempo até que

haja convergéncia e o residuo das respostas seja pequeno.

Para os métodos iterativos, se o acoplamento for considerado forte, a
convergéncia é dificilmente atingida e, dentre as metodologias, o acoplamento parcial é
considerado um acoplamento fraco mas, o acoplamento total iterativo é considerado um
método relativamente simples e de precisdo similar ao método totalmente acoplado
(AMBIEL, 2018). Outra vantagem importante deste ultimo é a possibilidade de se utilizar
métodos numéricos distintos para modelagem de cada fase do sistema, possibilitando
assim, a escolha de um método eficiente para resolucdo de fluidos e de outro para

resolucéo da fase elastica.

A partir da possibilidade de se utilizar diferentes métodos para cada fase do
problema, esta tese propde um procedimento que consiste em se fazer uso dos beneficios
de distintos métodos meshless para resolucéo de cada fase do problema. O Método das
Solugdes Fundamentais (MSF) juntamente com o Método da Reciprocidade Dual (DRM)
sera utilizado para modelar a fase fluida, regida por uma equagdo ndo homogénea da

difusdo, j& 0 Método de Petrov-Galerkin (MLPG) sera utilizado para simular a fase solida.
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VANTAGENS DESVANTAGENS
E um método genuinamente Pode apresentar mal
sem malha condicionamento ds matrizes
Custo computacional reduzido Metodologia apresenta
comportamento  demasiado
instavel,

Descricdo
problema (apenas contorno)

compacta  do

Muitas vezes limitado ao
conhecimento  prévio das

MSF g

solucgdes fundamentais

N&o apresenta nenhum tipo de Acuricia dependente  do

integracdo numérica posicionamento dos pontos de
colocacgéo

Usualmente utilizado para a Inexistencia de  relacdo

analise de dominios infinitos matematica bem definida para

ou semi-infinitos 0 posicionamento dos pontos
de colocacédo

Formulacéao matematica

simples

Tabela 4.1 Anélise de vantagens e desvantagens do MSF
VANTAGENS DESVANTAGENS

E um método genuinamente Precisdo € muito dependente

sem malha da técnica de integracdo
numeérica utilizada

Existéncia de diversas Muito sensivel a escolha de

variacOes baseados na escolha parametros, como tamanho do

da funcdo de ponderagéo, dominio de influencia e

MLPG tornando-o versatil dominio de suporte

Inexisténcia de singularidades
nas integrais

Custo computacional elevado

Para subdominios com formas
regulares, as integrais sédo de
facil avaliacdo

Pouco utilizado para meios
infinitos e semi-infinitos

N&o ha necessidade de técnica
de suavizacdo das grandezas
derivadas, uma vez que o0
resultado original é suave o
suficiente

Necessidade de tratamentos
mais elaborados para
heterogeneidade e etc.

Tabela 4.2 Anélise de vantagens e desvantagens do MLPG

A partir do acoplamento iterativo e, consequentemente, a resolucéo de cada fase
separadamente utilizando o método numérico mais adequado para o problema, pode-se

fazer uso das vantagens individuais de cada método, acoplando o melhor de ambos e
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superando as desvantagens. Os aspectos matematicos dos métodos de maneira individual

e da técnica de acoplamento utilizada seréo abordados nos capitulos seguintes.
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5 MODELAGEM FASE FLUIDA

No sistema poroelastico analisado, a partir de um carregamento instantaneo
aplicado, o processo do adensamento sera desencadeado a contar da mudanga do campo
hidrostéatico inicial. O excesso de poro-pressdes gerara deformacdes volumétricas, que
alterardo o campo de tensdes e, como consequencia, novas deformacdes e um novo campo
hidrostatico. Assim, nota-se que 0 processo se torna ciclico e, para a fase fluida a variavel
de interesse a ser calculada sdo as pressfes, que no proXimo passo serd a vaidvel de

acolpamento prescrita.

A equacdo de descreve o comportamento da fase fluida (2.39.b) serd& modelada
como uma equacdo da difusdo ndo homogenea. Para o termo ndo homogéneo, a variacdo
temporal da deformacdo volumétrica, sera utilizado o Método da Reciprocidade Dual
(DRM) e para a equacdo da difusdo homogenéa sera utilizado o Método das SolucBes
Fundamentais (MFS). A descricdo dos métodos, bem como as particularidades do

acoplamento numérico MFS-DRM serdo abordados a seguir.

5.1 Discretizacdo Temporal

Considere um meio homogeneo, isotropico delimitado pelo contornoI' = T, U T,

e de dominio €, o sistema hidrodindmico representativo do problema da poroelasticidade

é escrito:
0&po1 k 10p
— Vip+——=0emQ
at Hdin Q at
p=p eml,

(5.1)
qn=q eml

p=p, emt=0
onde a é o coeficiente de Biot, Q 0 modulo de Biot, k € a permeabilidade, uy;, a
viscosidade dindmica, p(x, t) o campo de pressdes e q(x, t) o fluxo com normal n. Como
opcdes para tratamento das derivadas temporais pode ser utilizado a transformada de
Laplace ou a aproximacao por diferencas finitas. Nesta tese sera feito uso da técnica por

diferencas finitas a fim de evitar o mal condicionamento geralmente gerado pela
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transformada de Laplace. Assim, para obter o campo de pressdes em qualquer tempo
considerado, o tempo total do problema é divido em passos de tempo At = t"* —t""le

aproxima-se as derivadas temporais por diferencas finitas regressivas:

ap(x,t)  p"(x) —p"'(x)
ot At

(5.2)

agvol(x: t) _ gvoln(x) - gvoln_l(x)
at At

onde n indica o passo de tempo atual e n — 1 indica o passo de tempo anterior. Aplicando-

se a equacao (5.2) em (5.1), obtem-se:

ool (X) = & () [ 1P " D)\, 5 . (5.3)
a( AL + 6 AL = kVp"(x)
se k = k/ugqin € rearranjando a equacao:
gvoln(x) - gvoln_l(x) 1 n—1 _ w2.n 1 n (5-4)
a( AL ~ Qkae? (x) =Vp (x)——QkAtp (x)
Com condigdes de contorno:
p"(x) =p" emT, (5.5)

q"(x) =q" emT,

No desenvolvimento do processo do adensamento, dentro de um mesmo passo de
tempo o problema elastico é resolvido anteriormente ao problema hidrodinamico.
Observa-se que no lado esquerdo da equacdo (5.4) a existéncia do da deformagéo
volumétrica, que é o termo de acoplamento utilizado nesta fase, nota-se ainda, a
necessidade da obtencdo da mesma no passo de tempo atual e no anterior. Partindo-se do
principio que o problema elastico ja foi calculado para o passo de tempo atual, a obtengéo
destes termos torna-se facil j& que em ambos os passos a variavel pode ser considerada

prescrita.

Ainda para a equacéo (5.4), conjuntamente a deformacdo volumétrica, o campo
de pressbes para 0 passo de tempo anterior também ja foi obtido. Assim, a equagédo
descrita serd tratada como uma equagdo de Helmholtz Modificada utilizada para

resolucédo de um problema de difusdo ndo homogéneo. Logo, assumira a forma:

(V2 =2 p"(x) = F(x) (5.6)
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1 ~ A ,
onde 12 = o €O termo ndo homogéneo F(x) é dado por:

gvoln(x) - gvoln_l(x) (5-7)

F(x)=a < T ) — A2p" ()

Para a resolucdo do problema descrito em (5.4 — 5.7) serd realizada uma
abordagem totalmente sem malha e baseada na técnica da colocacao pontual descrita em
3.2. De forma a evitar integrais de dominio, a solugdo do problema n&o homogéneo sera
composta pela solucdo particular e pela solugdo homogenea da equacdo de Helmholtz

Modificada. De tal sorte que:

p(x, t) = DPn (x, t) + Pp (x' t) (58)

onde p, (x, t) satisfaz a equagdo ndo homogénea:
(V2 - 23)p,(x) = F(x), xe (5.9)

mas ndo necessariamente satisfaz as condi¢des de contorno (5.1). Ja o termo homogeneo

pr(x, t) satisfaz o sistema:

(V2 = 22)pr(x) =0, xeQ
x,t) =p,(x,t) — x,t), xel
pr(x,t) = pp(x,t) Pp( ) p (5.10)
Para a solucdo do problema homogéneo proposto em (5.10) serd utilizado o
Método das SolucBes Fundamentais (MFS) e para a solucdo particular do problema (5.9)
sera utilizado o Método da Reciprocidade Dual (DRM). Destacando novamente de um
método de contorno acoplado completamente livre de conectividades, células e/ou

subdominios para a aproximacao da solucéo.

5.2 Meétodo Das Solucbes Fundamentais

O MFS foi originalmente proposto por (KUPRADZE, 1964) e é um método que
se baseia no conceito dos pontos de colocacdo para aproximar a solucdo através da
utilizacdo das solugdes fundamentais existentes para o problema. A aplicacdo do método
para o problema homogéneo descrito em (5.10) resulta na seguinte aproximacao para o

campo de pressdes e o calculo do fluxo em cada ponto de colocacéo x; :
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NS

pa() = ) Bpj(§500), 0= 12, N
L,

J

NS
qn(x)) = Z B;a;(&,xi),i=12,..,N¢ (5.11)
=1

j
onde p,(x) é a solucdo aproximada para 0 campo de pressdes, g,(x) € a solucdo

aproximada para o fluxo, N é o nimero de fontes virtuais, pB; séo os coeficientes que
representam os efeitos de fontes virtuais posicionados fora do dominio do problema e
p;j (&, x), q;(§, x) sdo as solugbes fundamentais propostas para o operador de Helmholtz

Modificado. Estas podem ser calculadas atraveés de:

. 1
bj (fj: x) = %Ko(/h”)
. 1 dr (5.12)
q;(§j,x) = EMQ(/V)%
onde 1 = /1/QkAt é o parametro relacionado as caracteristicas do problema, K, e K;
sdo as funcdes Bessel modificadas de segunda espécie de ordem zero e primeira ordem,

respectivamente, r = |x,- — §j| é a distancia entre as fontes virtuais e os pontos de

(x=&xj)ne+(y—Eyj)ny
T

colocagdo no contorno do problemae dr/dn = representa a derivada

do raio em relagéo a normal.

No MFS o posicionamento das fontes virtuais ainda € tema de discussdo, uma vez
que, a principio, ndo foi determinada maneira exata de posiciona-las fora do dominio em

questdo conforme apresentado na figura 5.1.

XXX XX XX XX

fo

* FONTES VIRTUAIS
x PONTOS DE COLOCAGAO
( CONTORNO FiSICO)

%
XXX KEXXHK X
=
=
a

=}

HKHKXK K XK XK KK XK X =y

XAXAXXXXXXX

Figura 5.1 Posicionamento contorno virtual para MSF
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A partir da figura 5.2, pode-se observar o comportamento da solu¢do fundamental
utilizada no problema em questdo. Para qualquer frequencia utilizada, os pontos de
colocagdo ndo podem ter coordenadas geomeétricas coincidentes com as fontes virtuais,
uma vez que a solucdo fundamental € singular para r = 0, caracteristica da fungde Bessel
modificada de segunda espécie de ordem zero. Nota-se que para quanto mais proximas
forem as fontes virtuais dos pontos de colocacdo, mais sensivel serd a solugdo
fundamental, entretanto observa-se que para frequencias muito altas tal sensibilidade é
perdida com o decaimento brusco da fungdo. A consequencia direta desta perda de
sensibilidade ¢ dificuldade na escolha da distancia de posicionamento das fontes virtuais,
reduzindo cada vez mais a faixa “trabalhavel” de possiveis raios que captardo a resposta

do problema.

Para o fenomeno da poroelasticidade o tratamento dado por esta tese é um
tratamento quasi-estatico, ou seja, com frequencias baixas. Assim, existe uma faixa
razoavel de trabalho na escolha do posicionamento das fontes virtuais, lembrando sempre
que, a resposta pode ser excitada de maneira excessiva para fontes muito proximas ou

muito pouco excitada (resposta sem sensbilidade) para fontes muito distantes.

2.=1000
2=100
— =10
— =1

2=0.1

— 3=0.01

0.0 05 1.0 1.5 20 2.5 3.0

Figura 5.2 Solucdo Fundamental para o operador de Helmholtz Modificado

Realizando-se o posicionamento das fontes virtuais o coeficiente f; apresentado

em (5.11) é calculado de maneira indireta através do refor¢o das condi¢Bes de contorno

do problema, de tal sorte que:
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NS
P;(fj; x:)Bi(§;) =pn(xp), i=12..,Nparax;el,
=

J

NS
* g i 5.13
qj(fi'xi)ﬁj(fj) =qn(xy),i=12,..,N°para x; € Iy ( )
j=1
ou monta-se ainda o sistema de equacdes lineares:
[4]{B;} = (b3} (5.14)

onde A;; é a matriz de dimensao N°x N’ que contém as solugbes fundamentais para os
pontos escolhidos e b; é o vetor de dimensdao N¢ que contém as condicdes de contorno
prescritas. Finalmente, uma vez calculado f3; atraves de (5.14) retorna-se a (5.11) para o

calculo das respostas homogéneas aproximadas.

5.3 Meétodo Da Reciprocidade Dual

O Método da Reciprocidade Dual (DRM) foi originalmente proposto por
(NARDINI e BREBBIA, 1983) como estratégia de para resolucdo de integrais de
dominio. Ao aplicar o Método dos Elementos de Contorno (MEC) em equacdes nédo
homogéneas, notou-se a necessidade de manipular os termos de dominio para que fossem
representados somente com termos de contorno, uma vez que o MEC ja fazia utilizagdo

destes pontos de colocacao e também para que a formulacdo mantivesse fiel a proposta.

O DRM realiza a aproximacéo do termo ndo homogeneo, lado direto da equacéo
(5.9), através de fungdes coordenadas ¢;(x), de maneira que (PARTRIDGE, BREBBIA
e WROBEL, 1992):

Ni (5.15)
F) = aoi()

i=1
onde N, representao numero de pontos de interpolagdo, no geral N, = N + Np, ou seja,
ndmero de pontos no contorno N mais numero de pontos no dominio Ny. Os coeficientes
a; sdo coeficientes ndo determinados e, para problemas transientes, estes devem ser re-

calculados em cada passo de tempo.
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A obtenc¢do de uma solucdo particular Gnica pode se tornar uma tarefa complexa
e, para isso, 0 DRM a aproxima por uma série de funcdes y;(x), assim (PARTRIDGE,
BREBBIA e WROBEL, 1992):

Ny (5.16)
Pp®) = ) ()

i=1
onde as fungdes de aproximacéo da solugéo particular y; (x) devem satisfazer a seguinte

equacao diferencial:

(V2 = 239;(x) = @i(x) (5.17)

expressando assim, a relacdo entre as funces coordenadas ¢;(x) e as funcdes de
aproximagéo da solugdo i;(x). Nota-se que, a partir da defini¢cdo das funcbes ¢;(x) e
aplicacdo da equacdo (5.15) os coeficientes a; podem ser determinados e aplicados na

equacdo (5.16) para o célculo da solucéo particular.

E importante ressaltar que a escolha da funcdo ¢;(x) esta diretamente ligada a
eficiencia e acuracia do método. Além destas serem determinantes para a modelagem
correta do termo ndo homogéneo, o procedimento padrdo é que ela determine
analiticamente a correpondente funcéo y; (x) a partir da aplicacdo da equacao (5.17). Para
um operador de Laplace, y;(x) pode ser obtida por sucessivas integracoes, ja para o
operador de Helmholtz Modificado o processo torna-se mais complexo (CAO, QIN e
ZHAO, 2010).

5.3.1 Aproximacéo Polinomial Para @;(x) :

Partindo da expansdo polinémios da solucdo aproximada 1;(x) em relacdo a

distancia r(x):
P;(x) = ag+ ayr + ayri+ -+ apr™ (5.18)
onde a,, sdo coeficientes, a funcao y; (x) deve satisfazer (5.17), logo:

(V2 = 29 (x) (5.19)
a
= 71 + 4a, +9azr ...+ m?a,r™ 2 — A%(ay + a;r + a,r?

+ ot ar™)
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Tomando a, = 0 e a; = 0, ttm-se:

0i(x) =4a, +9as7 ...+ m?a,r™ % — 12(ar? + -+ a,,r™) (5.20.a)

P (x) = ar? + -+ a,,r™ (5.20.b)

ow(x) o) ar oY), ax  dy ., ., (5200)
= ar g g |y Ueag g parart =5+

As representacdes graficas para algumas funcdes poliomiais podem ser vistas na
figura 5.3 e expressdes completas para diversos coeficientes possiveis das funcdes de

aproximagéo com diferentes ordens polinomiais podem ser encontradas no Anexo C.

(c) (d)

Figura 5.3 Func@es polinomiais : (a) @;(x) = 4 — r?b) ;(x) associada a (a); () ¢;(x) =
4+ 9r — (r? + r3),(d) ¥;(x) associada a (c)
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5.3.2 Aproximacéo através de Thin Plate Splines (TPS) para @;(x) :

Além da representacdo polinomial comumente utilizada no DRM, (CHEN e
RASHED, 1998) propuseram uma formula de aproximacéo através da combinacao linear
de fungdes do tipo Thin Plate Spline, posteriormente (MULESHKOV, GOLBERG e
CHEN, 1999) generalizaram tais resultados atraves do método do polinémio aniquilador
(annihilator method) que é utilizado para obter solucbes particulares de equacdes

diferenciais ordinarias.

Para o operador de Helmholtz Modificado, 0 método do polindmio aniquilador

pode ser utilizado de tal sorte que:
(V2 =22 (x) = r#™logr,i =1, ..., N, (5.17)

onde n denota a ordem da spline escolhida. A equacéo (5.17) pode ser resolvida pelo
método do polinomio aniquilador através da utilizagdo de um operator diferencial M =

(72)"*1 que satisfaz:

(V2D 420 o5 = 0,7 > 0 (5.18)
e P, (x) pode ser obtida através de:

(7T (72 = 2P (r) = 0 (5.19)

A partir da escolha de um operador M que comuta com o operador de Helmholtz

Modificado, escreve-se que:

Yi=v+w (5.20)

onde:
V2-22)v =0 (5.21.a)
(VZ)(n+1) w=0 (5.21.b)

Para a equacado (5.21.a), tém-se a solucao:
v(r) = Aly(Ar) + BK,(Ar) (5.22)

onde os coeficientes A e B precisam ser determinados, I, e K, sdo as funges modificadas

de Bessel de ordem zero do primeiro e segundo tipo, respectivamente.
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Ja para equacdo (5.21.b) a solucdo pode ser aproximada por:

n+1 n+1

w(r) = Z k¥ 2logr + 2 dj r?k=2
k=1

= (5.23)

onde ¢ e d; séo coeficientes a serem determinados. Utilizando as equagdes (5.20) com
(5.22) e (5.23), deduz-se:

n+1 n+1
Y; = Aly(Ar) + BK,(Ar) + Z k¥ 2logr + 2 dj r2k=2
k=1 k=1 (5.24)

Utilizando conceitos de algebra que podem ser vistos com detalhes em (AKGUN,
2013), os coeficientes podem ser determinados por:

22n(n!)2

A=0; B=- 12n+2

22" (n!)?

_ k= DT )2k—2n-4

Cr = , 1<k<n+1

n

1
d, = (T); 1<k<
ke = Ck 2 , j n (5.25)

j=k
As representaces graficas para algumas funcdes splines podem ser vistas na
figura 5.4 e algumas expressdes completas para splines de diferentes ordens com suas
respectivas fungdes de aproximacao podem ser encontradas no Anexo C.

(a) (b)
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(c) (d)
Figura 5.4 Funcdes TPS : (a) ¢;(x) = % logr,(b) ¥;(x) associada a (a); () ¢;(x) =
r*logr,(d) ;(x) associada a (c)
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6 MODELAGEM FASE SOLIDA

Inicialmente, para um carregamento instantaneamente aplicado, a presenca de
agua preenchendo os poros do corpo resulta em uma mudancga do campo hidrostatico e
ndo na transferencia imediata de tensGes ao esqueleto sélido. Entretanto, ao final do
processo de adensamento, todo o carregamento sera suportado pelo esqueleto sélido
(CAVALCANTI, 2002).

A evolucdo do comportamento das tensbes efetivas na parcela sélida, é
considerado neste trabalho, como linear, elastostéatico e ndo e considerado o estado de
tensdes pré-existentes no meio. Tais caracteristicas sdo representadas na equacdo (2.39.a)
e, para obtencdo da resposta aproximda sera utilizado o Método Local de Petrov-Galerkin
Sem Malha (MLPG), um método verdadeiramente sem malha de dominio descrito a

sequir.

6.1 Metodo Local Petrov Galerkin Sem Malha (MLPG)

O MLPG pode ser entendido como um procedimento para construcdo de métodos
sem-malha, baseados na forma fraca local da equacéo diferencial de governo, para um
subdominio pontual utilizado para representar o dominio global do problema.

O MLPG apresenta diversas versdes que diferem entre si no que concerne a
escolha das suas fungdes de ponderacdo e de aproximacdo (ATLURI e SHEN, 2002). A

seguir na tabela 6.1 ¢é apresentado resumidamente algumas variacdes deste:

NOMECLATURA FUNCACITESTIE

MLPG 1 E a mesma utilizada como funcio peso do MQM
MLPG 2 E a funcio Delta de Dirac (Método de Colocacio Pontual)

E o residuo ou “erro” obtido na equagdo diferencial (minimos
MLPG 3 quadrados discreto)

E a solugdo fundamental modificada (Local Boundary Integral
MLPG 4 Equation-LBIE)
MLPG 5 E a funcio de Heaviside (somente integrais de contorno)
MLPG 6 E a identica a funcéo de base (Método de Galerkin)

Tabela 6.1 Variac6es do Método de Petrov Galerkin Local
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Neste trabalho serd utilizado o MLPG-1, com funcdes teste identicas aquelas
utilizadas no Método dos Minimos Quadrados Moveis (MQM) apresentado em (3.2.1).
Serdo apresentados a seguir conceitos basicos do MLPG e posteriormente sera realizado
o desenvolvimento das equacdes utilizadas na discretizacdo do problema elastostatico

proposto.

6.1.1 Formulagdo

Para as aproximacoes realizadas pelo MLPG, torna-se necessario escrever uma
forma local fraca para o subdominio qualquer Qg de contorno dQ¢ contendo o né i de
analise. Aplicando-se o conceito a equacdo (2.37.a) com a técnica dos residuos
ponderados definida em (3.17), tem-se:

(6.1)

(pbl + O-i,j,j - a&-jp,j)vidﬂ =0
Qg

onde v; € a funcdo teste ou peso (fungdo peso dos MQM, no caso do MLPG 1), §;; € 0
Delta de Kronecker. Aplicando o teorema da divergéncia:

] O'ijIlevi al — a LQ pnjvi dr — J O'ijlvi'jdﬂ +a Sijpvi_jdﬂ

S QS QS

+ J pbividﬂ =0
Q

N

(6.2)

Sabendo que o contorno dQ, =T, Ul UL, =T, Ul UL, e utilizando a

relagdo t; = o;;'n;, descreve-se:

_ (6.3.9)
f O'l'j’nj'l]i dar :f O'ij’njvl- dl"+f tlvi dar
0Q Lg+Ty Ie
pn-v-szf pn;v; dF+f pn;v; dT'
fans A WP (63.b)

f pnv; dl' = J pn;jv; dl' + 0
20 Ls+Tp

f pn;v; szf pn;v; dT
a0

Ls+Tp
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Substituindo (6.3) em (6.2), encontra-se:

J. O'l-j'njvi dalr — f apnjvi dalr — f O-ij,vi,jd‘Q + .l- aé'l-jpvi,jdﬂ
Ls+ry Ls+Tp Qg Qg (6 4)

=—f pbividﬂ—f t_lvl-dF
Q

N l—‘t
Re-arranjando a equacao (6.4):
J. al-j’vi‘de - f O'ij’njl?i dalr — f aSijpvi‘de + .l- apnjvl- dr
Qs

Qg Ls+Ty, Ls+Tp

(6.5)

= j pbividﬂ + f t_lvi dr
Q r

S t

A equacdo (6.5) deve ser avaliada para cada ponto x € Q U T e pode ser escrita
na forma matricial:

(o'g,)dQ — f wNo' dT' —a | (g, m) pdQ + af (wn) pdl’

Qg Ls+Ty, Qs Ls+Tp

=p| wbdQ+ | wtdrl

o 3 ©5)

onde t = [tx ty]T sdo as tractions, o vetor m =[1 1 0]7 é o vetor que assume 0
papel do Delta de Kronecker, &, e w tém seus coeficientes dados pelas derivadas parciais
da funcéo teste ou peso e pela propria funcéo teste, respectivamente. Dados por:

[ )

| ax P 0 t 1
_ Viw—|%™ b — | X —
‘SW‘{ v, avy"“" 0 vy]'t—[ty]'m— 1 (6.7)
0o -2 2 0
dy Ox

As matrizes N e n contém as normais utilizadas nos calculos dos deslocamentos
e pressdes, respectivamente. Dadas:

[ 0 my,
L0 n, nx]

)

x 6.8
[" ] (6.8)

ny
Relacionando o campo de tensdes ¢’ com deslocamentos u = [Ux  Uy]T:

o' =D& = DBu (6.9)

onde D é a matriz constitutiva definida para o Estado Plano de Tenséo (EPT):

1 v 0 (6.10)
_F (v 1 o0
T 1 —y2 1—v
0 0
2
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e para o Estado Plano de Deformacdo (EPD), é definida por:

1-v v 0 (6.11)
p = E v 1—v 0
(14+v)(1-2v) 1-2v
0 0 >

Para o operador diferencial B, define-se:

K T (6.12)
P 0
0

B=1]0 @
a 0

ox  dyl

Utilizando a definicdo dada pela equacao (6.9) na equacao (6.5), reescreve-se:

f (e, DB)udQ — f (WNDB)udrl' — af (g,m) pdQ
Q Ls+Ty

S O‘S

(6.13)

+af (wn)pdl=p | wbdQ+ | wtdl
Lg+Tp Qg Te

Utilizando a aproximagdo proposta na equacao (3.18) o campo de deslocamentos

u;, e de pressdes py, fica na forma:

n
— u
j=1

n
Pn = Z ¢;"p;
=1

onde ¢;” = ¢;" séo a fungées de forma utilizadas na aproximacdo das pressdes e

(6.14.9)

(6.14.b)

deslocamentos, respectivamente. A pessdo do j —enésimo no do suporte é uma grandeza

escalar e os vetores realtivos aos deslocamentos séo dados por:

u; = [Zy] ed = [¢éu 0 ] (6.15)

¢;"

Utilizando a formulagdo MLPG 1 ¢ definido que a fungéo teste v; serd a mesma
funcdo daquela utilizada como peso w;(x) no MQM (Gaussiana ou Spline de 3 @ ou 42

ordem):
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j=1

Q4

|

j=1

j=1

s+T'y

—ai (swm) oy p]dﬂ+a2fL

stlp

n
=pz wi(x)bdﬂ+z w;(x) EdT
=1 Qg j=1 Tt

(wi(x) ) ¢;"p; dl'  (6.16)

onde S é uma matriz utilizada para verificar se existe ou ndo uma condigédo de contorno
de Dirichlet prescrita no ponto considerado. Assim:

s=[s s)

S = { 1, se existe deslocamento prescrito em [, }
t 7 |0,se nao existe deslocamento prescrito em T’

Matricialmente escreve-se:

Ku+Qp=F

onde K é matriz de rigidez, definida:

v" Para nés no contorno:

K; = Z N (e,DB);* dO — Zn: j

v" Para nés no dominio:

n

Kij =

j=1

Q4

j=1

Ls+[‘u

(w;(x) NDSB)¢;" dT

(e,DB);* dQ

e, Q é a matriz de acoplamento das pressoes, definida:

Qi

v’ Para nds no contorno:

= Zn: (swm) }; p]dQ+aZJL

j=1

v" Para nés no dominio:
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s+Tp

(wi(x) n) ¢;"p; dl

(6.17)

(6.18)

(6.19.3)

(6.19.b)

(6.20.3)

(6.20.b)



E o vetor de forca F:

v" Para nds no contorno:

- " (6.21.a)
F, =p2f w,-(x)bdQ+Zf w;(x) EdT
j=1 "0 j=1 Tt
v" Para nés no dominio:
(6.21.b)

n
Fiszf w;(x) b dQ
j=1"%s

E interessante ressaltar que nas equacdes (6.19.a) e (6.20.a) o termo referente ao
contorno do suporte Lg pode ser eliminado desde que seja feita a escolha de uma funcao
teste que satisfaca numericamente tal condicdo. Para refor¢co das condicdes de contorno
dois métodos sdo comumente utilizados: o método das penalidades ou 0 método da

substituicdo direta, sem perda de precisdo entre ambos (LI1U, 2009).

O procedimento de solucdo exige que para cada no utilizado na discretizacédo do
problema seja montado um dominio de quadratura (dominio de influencia) com diferentes
pontos de integracdo localizados em seu interior. Em seguida, para cada ponto € montado
um dominio de suporte local onde as funcbes de forma do MQM sdo montadas. Assim,
cada linha relacionada ao né indice i das equacGes (6.19) e (6.20) é associada a um
dominio de quadratura, e cada coluna associada ao indice j é associada ao né existente no
suporte local utilizado para cada ponto de quadratura. Nota-se que, as linhas do sistema
global podem ser construidas de forma aleatéria e independente, sem necessitar de

mecanismos de sincronizacao

Apos a solucdo do sistema apresentado na equacgdo (6.18) os parametros nodais

u; sdo calculados, parametros os quais sdo ficticios. Ainda se torna necessario o calculo

da solucéo aproximada uy, que pode ser feito posteriormente com a aplicacdo da equagéo
(6.14.9).
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7 ACOPLAMENTO DAS FASES

7.1 Formulacéao

A idéia em acoplar iterativamente diferentes métodos numeéricos para as diferentes
fases do problema, fundamenta-se basicamente no conceito de aproveitar as vantagens de
cada método para as fases individualmente. Na técnica utilizada nesta tese foi utilizada
uma Unica malha (leia-se nuvem de nds aleatoria) para discretizar ambas as fases, mas
nada impede que fossem realizadas discretizacfes diferentes para cada fase (solida e
fluida) e com processos interpolacdo estabelecer as variaveis de acoplamento em pontos
de interface.

O acoplamento proposto é realizado conforme figura 7.1: em todos os nés da
malha é primeiramente resolvido o problema elastico através do MLPG com formulacéo
proposta no capitulo 6, em seguida a deformacao volumétrica é utilizada para calculo da
condicdo ndo homogénea através do DRM e em seguida é resolvida a equacédo do fluido
homogénea utilizando o MFS, ambas as técnicas descritas no capitulo 5. Com o célculo

das pressdes ja realizado o MLPG é retroalimentado formando assim o processo iterativo.

MLPG V.o¢' —aVpl + pb = 0em ()

Variavel de saida do MLPG

|

Evol

|

Variavel de entrada do MFS

|

MEStDRM __ de, K 1op
a ——Vp+——=0emQ
ot Hdin P Q at

Variavel de saida do MFS

|

p

Figura 7.1 Fluxograma de resolucdo para poroelasticidade

Variavel de entrada do MLPG

O acoplamento pode ser realizado através da deformacéo volumétrica ou através
das pressdes (SETTARI e WALTERS, 2001). Neste trabalho a deformacdo volumétrica
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é aplicada diretamente como entrada da fase fluida e para garantir e/ou acelerar o processo
de convergéncia é adotado um parametro de relaxamento a,..;,, para as pressoes de saida
do MFS utilizadas para realizar o acoplamento. A metodologia de acoplamento e de
calculo do parametro de relaxamento descrita a seguir baseia-se naquelas utilizadas por
(GONGALVES, 2013).

Para o fendbmeno com tempo total T divido em n passos de tempo, e a cada passo

k iteracOes, a pressao p é atualizada por:

P = a1 (PFFFrelax) + (1 — apgpqy) DX (7.1)

onde a,..1ax € 0 parametro de relaxamento 6timo calculado na subsecao posterior. Assim,
o célculo da pressdo na iteracio seguinte ( p**1 ) em todos os nds de interface (no caso,
todos os nés da malha) pode ser realizado e, estas serdo utilizadas como condicdes

prescritas no novo ciclo iniciado pelo célculo da fase eléstica através do MLPG.

No fim de cada ciclo, ou cada passo iterativo, deve ser feita a checagem de
convergéncia como critério de parada. Esse trabalho adota para o calculo de erro o
produto interno da diferenca entre a pressao no atual passo de iteragdo com a pressdo no
passo anterior de iteracao.

Ip*** — p*|I? (7.2)

e = ol

onde tol é a tolerdncia adotada como critério de convergéncia. Evidenciando-se a
convergéncia, atualizam-se as grandezas e parte-se para a analise da préxima passo de
tempo ou finaliza-se o processo. Caso ndo haja convergéncia, continua-se processo

iterativo.

7.2 Parametro De Relaxamento

O parametro de relaxamaneto sera calculado através da minimizagéo funcional do

erro absoluto:

f(arelax) = ”pk+1(arelax) - pk(arelax)llz (7-3)

Utilizando o conceito desenvolvido na equagdo (7.1) e nos termos da equacao
(7.3), definem-se:
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pk+1 = arelax( pk+aremx) + (1 - arelax) pk (7'4'8‘)

pk = arelax( pk+arelax_1) + (1 - arelax) pk_1 (7'4'b)

Substituindo (7.4.a/b) em (7.3):

f(arelax) = ||(arelax)wk+arelax - (1 - arelax)wkllz (7-5)

= (arelax)z ” Wk+“relax ” z

+ Zarelax(l - arelax)(wk+arelax' Wk) + (1 - arelax)zllwkllz

onde W*@relax = [( pk*@relax) — (pltareax=1)] Wk = [(p*) — (p*~")] e adefinicao
de produto interno foi utilizada: (W, W) = |[W]|?.

A minimizacdo do funcional definido em (7.5) resultara no calculo de a,q;qx
6timo. Assim, igualando a zero a derivada de (7.5) em relacdo ao proprio parametro
obtém-se:

(@retax) W Hretax||2 + (1 = 20y100) (WHHOretax, WE) + (@rerar — DIWFI? (7.6)
=0
Rearranjando (7.6):

(Wk, Wk _ Wk+arelax) (77)

Arelax = ”Wk — Wk+arelax”2

A expressdo (7.7) para calculo do parametro de relaxamento 6timo é de simples
implementacdo, baixo custo computacional e garante que, para cada passo iterativo a

variavel de acoplamento esteja sendo atualizada para acelerar a convergencia
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g APLICACOES NUMERICAS

Na intencdo de verificar, ilustrar e averiguar a metodologia iterativa proposta nesta
tese, serdo abordados neste capitulo exemplos numéricos utilizando o acoplamento de
métodos sem malha para o problema da poroelasticidade. A anélise sera realizada através

de programas computacionais desenvolvidos ao longo da elaboracdo deste estudo.

Quatro exemplos numeéricos foram considerados para validagdo do codigo
implementado baseado na metodologia desenvolvida: o primeiro considera um problema
de adensamento unidirecional, conhecido como problema de Terzaghi. O segundo
exemplo trata-se do problema de Mandel, caracterizado por um adensamento
bidimensional onde o efeito de Mandel-Cryer podera ser observado. O terceiro exemplo
foi proposto originalmento por Schiffman em 1969 (SCHIFFMAN, CHEN e JORDAN,
1969), no qual problema a ser avaliado simula a aplicacdo do carregamento gerado por
uma sapata em um meio considerado inifito e, por fim, para avaliar a versatilidade dos
métodos propostos, o quarto exemplo abordara um problema de geometria mais complexa

com carregamento distribuido de compressao.

Os resultados obtidos sdo comparados (entre si), com solu¢des analiticas e/ou com
resultados alcancados por outros métodos. Além disso, pardmetros particulares a cada
metodologia e ao tipo de acoplamento serdo analisados, verificando sua influencia na
precisdo dos resultados obtidos. A avaliacdo destes parametros sera realizada a partir de
cada metodologia adotada: para 0 MLPG diferentes funcdes teste foram utilizadas para
modelar a fase solida, influenciando a caracteristica mais relevante da metodologia, que
¢ a montagem das fungdes de forma. Ja para MFS, o problema central consiste no
posicionamento das fontes de excitagdo virtuais em relagcdo ao contorno original, afetando
diretamente a matriz composta pelas solu¢Ges fundamentais e, por conseguinte, a solugéo
final. Na modelagem dos termos ndo homogéneos do problema difusivo, € necessario
cautela na escolha da funcdo do DRM (conforme apresentado na sec¢do 5.3) e por fim,

também foi analisada a técnica de célculo do parametro de relaxamento 6timo.

De maneira geral, foi adotado como critério de convergéncia a tolerancia de 10>
e parametro de relaxamento 6timo inicial de a,..;q, = 0.5. Ressalta-se que todos o0s
problemas analisados seguem as premissas estabelecidas na subse¢éo 2.2 e apresentam

como grandezas derivadas:
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COEFICIENTE DE POISSON NAO DREANDO v, = 0.5
COMPRESSIBILIDADE DO FLUIDO (=0
COEFICIENTE DE BIOT a=
COEFICIENTE DE SKEMPTON B =
MODULO DE BIOT M=Q=o

Tabela 8.1 Valores das grandezas derivadas para meios saturados incompressiveis

8.1 Problema De Terzaghi

Considere uma camada de solo exposta a um carregamento de compressdo em seu
topo, parte desta carga sera sustentada pelo esqueleto sélido e parte sera sustentada pelo
fluido nos poros. Na hipotese de partida, a pressao inicial é calculada a partir do problema
estatico de potencial, assumindo a geragdo de um campo de pressdes a deformacdo
constante. Uma vez que se considera o fluido incompressivel, 0 aumento do campo de
pressdes refletird no aumento de tensdes na matriz solida. O excesso de poro-pressoes
tende a ser dissipido com o tempo a medida que o fluido escoa pelas superficies drenantes,
destacando-se que quanto mais permedvel o meio mais rapidamente ocorrera tal
dissipacdo. Todo o processo caracteriza o fenbmeno do adensamento, relacionado
diretamento aos estudos de Terzaghi (TERZAGHI, 1923).

O problema de Terzaghi é largamente utilizado para validacdo de codigos
computacionais pois, as simplificacdes impostas aos modelos e a viabilidade de uma
solucdo analitica tornam-se aspectos interessantes para analises iniciais. Apesar de tais
simplificacbes o0 modelo proposto € rotineiramente utilizado quando ha a necessidade de
predizer a ordem de grandeza da variavel de interesse do comportamento de solos na

medicdo de recalques.
A) ESTUDO DE CASO 1

Para o primeiro estudo de caso do problema de Terzaghi foi considerado a aplicacéo
de um carregamento instantaneo sobre uma coluna poroelastica homogénea e isotropica,
totalmente saturada por um fluido monoféasico. A coluna possui capacidade drenante no
seu topo e se mantém impermeavel em sua base e nas faces laterais, que também
permanecem fixas, ou seja, com deslocamentos nulos. Devido ao modelo proposto, as
variaveis de pressdo e deslocamentos do problema sdo relevantes apenas ao longo da

direcdo vertical (direcdao — y). Para discretizacdo da coluna poroeléstica foram utilizados
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pontos espacados de 0.5m , fontes virtuais distantes de h e pardmetros fisicos constantes

e detalhados na tabela 8.2.

F
A |>' ST <|
C
(2.5;10)
PARCELA FLUIDA
- - - BORDA DRENANTE (T}, )
o B o p=0
Il Il B
3 Rl e K & | —— BORDAIMPERMEAVEL (T, )
(2.5;5) = _
qg=0
(2.5;0)
A
\ A
<--:---b------->
u, =
Figura 8.1 Coluna poroelastica de Terzaghi
MODULO DE ELASTICIDADE E = 14515880 N /m?*
COEFICIENTE DE POISSON (DRENADO) v=20.3
PERMEABILIDADE k = 0.000001 m*/Ns
POROSIDADE n =0.33
GEOMETRIA 5mx 10m
FORCA F =3000N/m
COMPRESSIBILIDADE DA MATRIZ POROSA Cpp = 1/,( = 0,0003 m?/N
PASSO DE TEMPO At = 0.05s

Tabela 8.2 Parametros fisicos para a coluna poroelastica de Terzaghi

Para este exemplo trés pardmetros foram analisados e relacionados com a precisao

da solucgéo aproximada, séo eles:

e Metodologia de célculo do parametro de relaxamento:

AF — Manutencao de a4 = 0.5 fixo em todo o problema;

AV — a,.14x € calculado para toda iteracédo, de acordo com subsecdo 7.2.
e Funcdes teste/forma:

SP3 - Spline de 32 ordem;

SP4 — Spline de 42 ordem;
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GA — Gaussiana.

e Para o método da Reciprocidade Dual foram avaliadas as seguintes funcgdes:

pi(x) =r?logr

4 r?logr 4
DRM 1 Yi(x) = — 7 [Ko(Ar) +logr] = —5———5,se7 >0
4 A 4
Pi(x) = ﬁ[y + log<§>] —zser=0
2 3
@i(x) = 1+r—12<r—+r—>
DRM 2 4 9
2 r3
P (x) :Z-I_?

No intuito de verificar o cédigo implementado, a resposta numérica foi comparada
com as solugbes analiticas propostas por (WANG, 2000). Tais solucBes foram
desenvolvidas considerando a origem do sistema de coordenadas no topo da coluna, com

0 eixo y posicionado em direcdo a base da mesma. Para 0 campo de pressdes:

. 0) = 4]/0052 1 —(2j + 1)*nct] [(Zj + l)ny] (8.1)
py,t) = - _02j+1exP sin h
J:

4h?

onde y é denominado coeficiente de eficiéncia do carregamento, o, a tensdo inicial e ¢ é

o coeficiente de consolidacdo. Define-se:

B B(1+v,) (8.2)
=30 -w)

para fluidos incompressiveis (B = 1 e v, = 0.5) obtém-se um coeficiente de eficiéncia

y = 1. Para o coeficiente de consolidagdo, tém-se:

_ 3kyK(1+v) (8.3)
 Hain@(1 =)
onde k é a permeabilidade, uy;, é a viscosidade dinamica, K = 1/C,, é o modulo de
incompressibilidade da matriz porosa, a = 1 é o coeficiente de Biot e v é 0 coeficiente de

Poisson definido para o problema.

Considerando os deslocamentos iniciais nulos devido a incompressibilidade do

modelo, os deslocamentos verticais séo definidos por:
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yooa(l +v) (8.4)

v(y,t) = BKA=v) (h—v)

8h§: 1 —(2j + 1)?m2ct [(2]' + 1)7ry]
w2 L (2 + 1)? exp 41?2 R Y
]:

Primeiramente, optou-se por analisar a metodologia AV no parametro de

relaxamento e avaliar cada funcdo teste e funcdo DRM. Nas figuras 8.2.a/b estdo
apresentados os erros relativos obtidos a partir da comparacao da solugdo numérica com
a solucdo analitica do campo de pressdes nos pontos A e B. A escolha destes pontos
justifica-se pelo comportamento do problema em analise: dentre 0s n0s propostos para
estudo (A, B ou C) apenas estes possuem variacdo de pressdes. De maneira geral, com a
evolucdo do fendmeno do adensamento, em ambos 0s nds se observa convergéncia para

pequenos erros utilizando a metodologia AV.

Observa-se que, para ambos os nds a fungdo teste (funcao de forma) que melhor
se adequa ao problema durante os 2s iniciais é a spline de 42 ordem, enquanto para 0s
instantes posteriores as funcdes splines de 32 e 42 ordem demonstram precisdes similares.
Tal fato ocorre pois, devido a caracteristica de permeabilidade do problema nos instantes
iniciais observa-se um gradiente de pressdes mais intenso e assim, as fungdes mais
complexas modelam melhor o fenbmeno. No mesmo raciocinio, nota-se que a funcéo

Gaussiana, em qualquer situacdo analisada, tem maior perda na precisao.

Ja para 0 DRM, observa-se que a variacdo na utilizacdo das funcbes (DRM1 e
DRM2) gera pouca alteracdo na acuracia da analise. Destaca-se que, 0 termo nao
homogéneo apresenta comportamento similar a ordem de precisdo das funcdes

empregadas.
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Figura 8.2 Erro Relativo Normalizado das Pressdes para Alfa Variavel

Nas figuras 8.3.a/b sdo apresentados os erros relativos da série historica do campo
pressdes quando o parametro de relaxamento utilizado no acoplamento é mantido
constante e no valor de a,-.;4, = 0.5. Pode-se se notar que o comportamento apresentado
é similar aqueles apresentados nas figuras 8.2.a/b, uma vez que, sendo a evolucgéo
temporal do problema considerada paulatina ou quasi-estatica, a frequencia de onda
gerada € muito baixa, fazendo com que ndo haja diferenca significativa entre calcular o
valor do parametro de relaxamento 6timo ou manter o0 mesmo constante conforme pode

ser visto na figura 8.4.
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Figura 8.3 Erro Relativo Normalizado das Pressdes para Alfa Fixo
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Ainda na figura 8.4. evidencia-se que a partir da variacao significativa do campo

de pressdes maior é o erro gerado. Para 0 nd B, os instantes iniciais sdo mais criticos para

as oscilacdes de pressdo, uma vez que o né fica exatamente no ponto central é possivel

que incompressibilidade do fluido pode gerar alguns desvios numéricos uma vez que,

estando o fluido confinado em regides ndo drenadas a amostra ndo pode se deformar e a

variacdo das pressdes na regido gera suave alteragdo entre respostas. Ja para o né A, ainda

gue menor o erro, este volta a sofrer um leve aumento mais tardiamente, justamente

quando a drenagem do sistema comega a “‘chegar” no fundo da malha, para que ao fim do

processo todos o0s nos estejam com pressdao nula (figura 8.7). As peculiaridades

observadas que divergem da solucdo analitica j& eram esperadas e foram obtidas dentro

da normalidade.
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Figura 8.4 Erro Relativo Normalizado das PressGes comparativo entre Alfa Fixo e Alfa

Variavel da SP4-DRM?2

A figura 8.5 mostra as curvas obtidas pela formula analitica e pela solucéo

numeérica da pressdo ao longo do tempo para analises 6timas realizadas anteriormente. De

maneira geral nota-se tanto para o nd A quanto para o nd B existe boa concordancia entre

a solugdo numérica e a solugdo analitica durante todo o processo do adensamento. Nota-
se, novamente que, quanto maior a proximidade do no de analise com a borda drenada

maior a declividade (variacdo brusca) da funcdo representativa do campo de pressoes,

podendo como consequencia, gerar maiores erros para 0s instantantes iniciais.
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Figura 8.5 Press@es ao longo do tempo para SP4-DRM2

A figura 8.6 apresenta os resultados das pressdes numéricas e analiticas ao longo
do eixo y considerando todos os n6s em x = 2.5 em tempos especificos. O resultado
obtido demonstra significativa concordancia com a resposta analitica ao longo de todo o
eixo considerado. Na figura 8.7 é apresentado a distribui¢do do campo de pressGes em
todos os n6s da malha. Nesta pode observado o fendmeno do adensamento de maneira
generalizada e sistematica, demonstrando que a metodologia se mostrou adequada para

modelar o problema em questdo.
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Figura 8.6 PressBes ao longo da profundidade para SP4-DRM2
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Figura 8.7 Pressdes ao longo do tempo Geral — Estudo de Caso 1

Na andlise de deslocamentos verticais foi considerado para analise de erros o0 nd
C — de topo da malha — e 0 n6 B na regido central, uma vez que nestas regides ocorre a
maior mudanca do campo ao longo do tempo. A figura 8.8.a/b evidencia que, assim como
0 campo de pressdes, os deslocamentos seguem 0s mesmos padrbes discutidos
anteriormente. A figura 8.8.c demontra a boa concordancia entre solucdo aproximada e
analitica nos nos de analise e, ressalta-se ainda que, a metodologia de célculo do

parametro de relaxamento obedeceu a0 mesmo critério observado no campo de pressées.
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Na figura 8.9 é exposto a variacdo dos deslocamentos ao longo ao longo do eixo

y da coluna de Terzaghi considerando todos os nés em x = 2.5. Nota-se que para 0s

instantes iniciais 0s deslocamentos verticais ndo seguem um padréo linear ao longo da

profundidade, porém, uma vez que a drenagem ocorre, 0 campo de pressdes diminui, 0s

deslocamentos e consequentemente, as tensdes assumem seus valores mMAaximos,

concretizando assim, o fendmeno do adensamento.
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Figura 8.9 Deslocamentos em relagdo a profundidade para SP4-DRM2

Na figura 8.10 € apresentado a distribuicdo do campo de deslocamentos verticais

em todos os nos da malha. Nesta, pode ser evidenciado o principio das tensdes efetivas,

demonstrando que, a relacdo entre pressdes e tensdes no esqueleto solido é inversa. Na

figura 8.7 observa-se que no instante inicial — devido a incompressibilidade dos grdos

solidos — todo o carregamento é suportado pelo fluido e, a diminuicdo do campo de

pressdes ocorre ao longo do tempo. Em contrapartida, na figura 8.10 observa-se que, no

decorrer do processo do adensamento, existe 0 aumento dos deslocamentos e, por

conseguinte, das tensdes no solido.

[T

(@ t =0.05s (b) t =0.25s

(c) t =0.5s

d) ¢t =1s

(e)t=2s

Figura 8.10 Deslocamento ao longo do tempo Geral — Estudo de Caso 1
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B) ESTUDO DE CASO 2

Para o segundo estudo de caso do problema de Terzaghi foi considerada uma
coluna poroelastica com as mesmas propriedades descritas na Tabela 8.3, porém com
condigdes de contorno distintas daquelas apresentadas anteriormente conforme pode ser

visto na figura 8.11.

Partindo-se dos resultados obrtidos no estudo de caso 1, optou-se por manter no
modelo a utilizacdo da funcgéo spline de 42 ordem para 0 MLPG e, para 0 DRM, manteve-
se a funcdo polinomial denominada DRM2 (por apresentar ligeira melhora na precisao).
Para este estudo de caso ndo foram apresentadas respostas analiticas mas torna-se
interessante a visualizacdo do comportamento do modelo quando acelera-se o tempo de

dissipacdo das pressdes. F
A= ==K
Cc
<l
o B it
TR B N "H
& z
> <
A
VIR AN
€ >
b
i, =0

Figura 8.11 Coluna Poroelastica Modificada de Terzaghi - Estudo de Caso 2
Observa-se pelas figuras 8.12 que, na presenca de bordas paralelas (superior e
inferior) drenantes, as pressoes dissipam-se em dois sentidos distintos: tanto de cima para
baixo quanto de baixo para cima, ou seja, fluxo em ambas dire¢c6es. Ja na figura 8.13, tal
comportamento é ressaltado e nota-se ainda que a dissipagdo das pressées ocorre mais

lentamente no centro da amostra.
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Figura 8.12 Pressdes ao longo do tempo Geral — Estudo de Caso 2
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Figura 8.13 Pressdes ao longo do tempo para SP4-DRM2

Na figura 8.14. pode ser analisado o deslocamento dos nés B e C, comparando o
padrdo de comportamento entre o estudo de caso 1 e 2. Nota-se que, com o0 aumento das
regides drenantes e, consequentemente, o0 aumento da velocidade de dissipagdo do campo
de poro-pressdes, a variacao do deslocamento vertical torna-se muito mais acentuada do

que aquela encontrada no estudo de caso 1.
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Figura 8.14 Deslocamentos para coluna poroelatica de Terzaghi - Estudo de Caso 2

Uma vez que o campo de presses assume 0 comportamento representado na

figura 8.12, o campo de tensdes efetivas no esqueleto solido se desenvolve primeiro na

regido das bordas drenantes e posteriormente na regido central. Traduzindo o

comportamento das tensdes em termos de deslocamento pode-se observar que a figura

8.15 corrobora tal expectativa.

(@) t=0.05s (b) t = 0.25s

(c)t =0.5s

Jeslocy
-0.00013333
' -0.0D026667
~ -0.0004
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. -0.00086867
-0.0008
-0.00053333
00010687

00012
-0.0013333

0054657
p

d) ¢t =1s

Figura 8.15 Deslocamento ao longo do tempo Geral — Estudo de Caso 2
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C) ESTUDO DE CASO 3

Para o terceiro estudo de caso do problema de Terzaghi foi considerada a mesma
coluna poroelastica com propriedades descritas na Tabela 8.3 porém com borda superior
horizontal e borda direita vertical drenantes e as demais impermeaveis, conforme
observa-se na figura 8.16. Bem como no segundo estudo de caso, manteve-se no modelo
a utilizacdo da funcéo spline de 42 ordem para 0 MLPG e, para 0 DRM, a funcgéo

polinomial denominada DRM2.

F
/\|>'"E‘"I<|
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TR e <|cﬁ
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Figura 8.16 Coluna Poroelastica Modificada de Terzaghi - Estudo de Caso 3

Observa-se pelas figuras 8.17 e 8.18 que, na configuracdo apresentada as pressoes
dissipam-se de forma assimétrica e o processo se torna mais lento quao mais préximo a
analise estiver da origem do modelo, uma vez que, esta regido cercada de noés com

configuracdo impermeéavel.

Na figura 8.19 nota-se que em relacéo aos estudos de caso anteriores, a dissipacéo
de pressdes no nO B ocorre ainda de maneira mais intensa e rapida, isto se deve ao fato
da extensao das bordas drenantes serem superiores aos estudos testados anteriormente. A
aceleracdo da dissipagdo entre o0 caso 2 e 3 € menos significativa, uma vez que a
velocidade de escoamento se aproxima do limite relativo ao problema, sendo assim,

pouco influenciaria outras regides drenantes.
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Figura 8.17 Pressdes ao longo do tempo Geral — Estudo de Caso 3
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Figura 8.18 Pressdes ao longo do tempo para SP3-DRM2
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Figura 8.19 Pressdes para coluna poroelatica de Terzaghi - Estudos de Caso
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A figura 8.20 apresenta o campo de deslocamentos verticais em todos os nos do
problema. Pode-se notar o comportamento antagonico em relagdo ao campo de pressoes,
nesta andlise a assimetria dos deslocamentos é mais evidente nos nés proximos as regides

de maior drenagem.

veslocy
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-0.00026667
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-0.0008
~ -000093333
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30014567
-00016]

(d) t = 0.05s (e) t =0.25s (f) t =0.5s dt=1s

Figura 8.20 Deslocamento ao longo do tempo Geral — Estudo de Caso 3

8.2 Problema De Mandel

O segundo exemplo a ser avaliado é aquele proposto por Mandel (MANDEL,
1953) e, bem como o problema de Terzaghi, € um problema classico amplamente
uitlizado para verificacdo e validacdo de codigos computacionais. Neste problema
destacam-se algumas caracteristicas interessantes a serem observadas: primeiramente,
apesar do problema ser bidimensional, a resposta fisica € unidimensional. Segundo, a
poropressao se comporta de maneira ndo- monotona (TONELLI, 2016) e, por fim, o
problema ilustra como a interagdo solido-fluido pode gerar comportamentos néo
esperados (PHILLIPS e WHEELER, 2007) .

A figura 8.21 exemplifica 0 modelo adotado para o problema que consiste em uma
amostra de solo saturado de comprimento 2a na direcdo x, altura 2b na diregéo y e
infinitamento longa na direcdo z sendo comprimida por duas placas rigidas nas faces
superior e inferior. No inicio do processo (t = 0) uma forca vertical de compressao de
magnitude 2F é aplicada nas placas rigidas de modo a gerar um campo uniforme de
pressdes na amostra. O processo do adensamento ocorre na medida que o fluxo ocorre

nas laterais da amostra, drenando e modificando o campo de tensdes até total dissipagao.
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Nota-se a partir da definicdo da geometria do problema e de suas condi¢des de
contorno a presenca de eixos de simetria tanto na dire¢do x quanto na direcdo y. De forma
a reduzir o custo computacional de uma malha completa foi utilizado o0 modelo reduzido
gerado pela simetria, assim, as condi¢des de contorno para as faces lateral esquerda e

inferior sdo modificadas para estabelecimento de equivaléncia entre ambos.

As propriedades fisicas do problema sdo apresentadas na tabela 8.4, a funcdo teste
considerada para 0 MLPG foi a spline 4% ordem e para o termo ndo homogéneo modelado
pelo DRM foi utilizado:

DRM i (x) = =4 +9r — 22(—r? +713)
2F Y;(x) = —r2+7r3
S
' b
1
| A® a |
1 1
E T ¥ ji
2F s A
PARCELA FLUIDA ”>< b | |>i
SRRV
~~ " BORDA DRENANTE (T},) AT ANEA >
— p=0 2 =0
BORDA IMPERMEAVEL (T,) yo
q=0
Figura 8.21 Modelo Esquematico para o problema de Mandel
MODULO DE ELASTICIDADE E=1N/m?
COEFICIENTE DE POISSON (DRENADO) v = varia
PERMEABILIDADE k =1m*/Ns
POROSIDADE n=0.33
GEOMETRIA 1mx 0.2m
FORCA F = 1000N /m
COMPRESSIBILIDADE DA MATRIZ POROSA C,, = varia
PASSO DE TEMPO At = 0.001s

Tabela 8.3 Parametros fisicos para o problema de Mandel
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No intuito de avaliar o método proposto para diferentes efeitos fisicos, neste
exemplo foram considerados diferentes coeficientes de Poisson variando v =0 até v =
0.4. A medida que aumenta a diferenca entre os valores dos coeficientes de Poisson
drenado e ndo drenado, mais evidenciado torna-se o efeito de Mandel- Cryer. A este efeito
descreve-se: ao ser atingido a condicdo de equilibrio apds a aplicacdo do carregamento
inicial, a amostra estard submetida a um campo de pressdes e tensbes efetivas que
gradualmente se alterara devido ao fluxo de fluido para as laterais permeaveis. Estas
laterais apresentam pressdes relativas menores que aquelas no interior, gerando uma
perda de sustencdo ao carregamento nas extremidades. De forma a respeitar as condi¢fes
de equilibrio, ocorre uma transferéncia de carga de compresséo para o centro da amostra.
O aumento de tensdes nesta regido servird como mecanismo de geracdo de poro-pressoes,
resultando assim um aumento inesperado no campo de pressdes nos instantes inicias do

processo.

Para realizar andlise dos parametros do método que influenciam a resposta
numeérica foram consideradas diferentes posi¢fes das fontes virtuais (P1, P2, P3) para
cada coeficiente de Poisson proposto. Nota-se a partir da tabela 8.4 que o posicionamento
das fontes virtuais deve ser alterado de acordo com a evolucdo do processo de
adensamento. Destaca-se que a estratégia utilizada aplica fontes mais proximas até que a
resposta atinja seu ponto de maximo e fontes mais distantes para captar o descrescimento
da resposta, tal artificio é utilizado para que o comportamento ndo monotonico do campo

de pressdes possa ser captado, 0 chamado de efeito de Mandel Cryer.

POISSON P1 P2 P3
v=0 0.001475e 0.2 0.001475e 0.4 0.001475e 0.6
v=0.1 0.00225 e 0.0125 0.00225 e 0.0145 0.00225 e 0.0165
v=0.2 0.004 e 0.008 0.004 e 0.01 0.004 e 0.012
v=0.3 0.0065 e 0.007 0.0065 e 0.009 0.0065 e 0.011
v=0.4 0.0125 e 0.008 0.0125e 0.01 0.0125 e 0.012

Tabela 8.4 Distancias ente fontes virtuais e contorno real testadas para o problema de Mandel

A resposta analitica proposta por Mandel em 1953 pode ser encontrada em
(PHILLIPS e WHEELER, 2007) ou também fazendo uso de variaveis normalizadas em
(COUSSY, 2004). As expressdes para 0 campo de pressao sdo:
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) = 2FB(1+v,) i sen ay, (cos anXx (8.5)
pix.t) = 3a L @y — Sen ancos ay, a
]=
_(an)ZCt
— cos an) exp|— 5 —

onde F é a forca aplicada, a é a base do problema considerando a simetria, v,, é 0

coeficiente de Poisson ndo drenado (v,, = 0.5), B = 1 € o coeficiente de Skempton e ¢ =

kK + 4/3 G ¢ o coeficiente de consolidagéo. Os termos a,, Sdo as raizes da expressao:

tana, 1-v (8.6)

an Vy—V

A figura 8.22 apresenta os resultados das pressdes ao longo da reta y = 0 para
diferentes periodos de tempo considerando v = 0 . Sabendo-se que a pressdo incial é
p(x,0) = (1/3) * BF(1 + v,,) = 500Pa, pode-se notar que na regido impermeavel do
problema que o efeito de Mandel — Cryer é evidente e pode ser captado numericamente.
Enquanto isso, quanto mais afastado da face esquerda (mais proximo a extremidade),

mais intensa € a queda da pressao.

Assim como no problema de Terzaghi, a oscilacdo no campo de pressdes préximo
as faces drenantes é refletida nas respostas numéricas, existindo assim uma dificuldade
em se modelar os efeitos da variacdo brusca da poropressdo no terco final da malha.
Entretanto, é interessante observar também que, nos instantes que posteriores a aplicacédo
do carregamento, ou seja, em graus de adensamento mais altos, as respostas obtidas séo
satisfatérias mostrando que, as oscilagdes geradas nos instantes iniciais ndo se propagam

de forma a afetar significativamente a resposta nos demais instantes.
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Figura 8.22 Campo de pressdes ao longo do eixo horizontal para o problema de Mandel

Na figura 8.23 pode ser observado o comportamento do campo de pressdes para
diferentes coeficientes de Poisson analisando um n6 de coordenadas (0; 0.12). Conforme
esperado, o efeito de Mandel - Cryer é mais evidente quando v = 0 e, consequentemente,
mais complexo de ser numericamente captado. Ainda assim, pode-se observar que a
modelagem proposta atende as expectativas e satisfaz 0 comportamento apresentado nas

respostas analiticas.

Ainda sobre o comportamento observado na figura 8.23 juntamentos com os dados
da tabela 8.4 nota-se que a medida que deseja-se captar o crescimento mais intenso da
resposta numeérica (efeito de Mandel Cryer) mais excitado o problema deve estar, de tal
sorte que, fontes virtuais devem estar posicionadas nas proximidades do contorno real.
Conclui-se que, nesta fase do problema, qudo menor o coeficiente de Poisson, mais

proxima das fontes devem se localizar.

Ja em relacdo a distancia adotada apos atingido o pico da resposta nota-se um
comportamento oposto, quao menor o coeficiente de Poisson mais suave é o decaimento
do campo de pressdes e, por isso menos excitado o problema deve estar, optando-se assim,

por fontes mais distantes.
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Figura 8.23 PressGes para n6 com coordenadas (0; 0. 12) para diferentes coeficientes de
Poisson para o problema de Mandel

De forma a tornar possivel a analise da influencia do posicionamento das fontes
virtuais no problema em diferentes niveis do efeito Mandel Cryer, os graficos de erros
para as posicdes apresentadas na tabela 8.5 sdo apresentados nas figuras 8.24. Ressalta-
se que, para cada caso testado, a posi¢do da fonte virtual até que o pico de pressao seja
atingido foi fixada. Preocupando-se com o decrescimento (brusco ou ndo) das
poropressdes, aavaliacdo do posicionamento da fonte deu-se apenas a segunda fase do

problema.

Ainda em relacdo as figuras 8.24, pode-se notar que todos os graficos mostram
que a posicdo indicada como P2 € a posi¢cdo que apresenta menor erro. A partir da
comparacdo dos erros relativos a cada posicdo analisada (P1, P2 e P3), nota-se a
existéncia de uma posi¢do oOtima para as fontes virtuais, a qual ndo necessariamente é
obtida a partir do aumento ou redu¢éo na distancia entre fonte virtual e contorno real. A
ocorréncia de tal padréo ja era esperada e corrobora um comportamento caracteristico do
método MFS.

Analisando, de maneira geral, os padrbes de erros encontrados nas figuras 8.24
pode-se notar que para 0s instantes iniciais - quando ocorrem as maiores variagcdes do

campo de pressdes - 0S erros atingem seus picos e, posteriormente, descrescem com 0
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ERRO

andamento do processo de adensamento. E possivel perceber também que, em todos os
casos, a precisdo do problema é bastante sensivel em relacdo ao posicionamento da fonte
virtual, uma pequena alteracdo na distancia adotada para as excitagcdes — sejam estas mais

préximas ou distantes - geram padrdes de resposta distintos para o0 mesmo fenémeno.

Avaliando individualmente cada grafico, a figura 8.24.a mostra que o
posicionamento das fontes pouco altera a ordem de grandeza dos erros gerados uma vez
que se observa o decaimento suave da solucdo. Ja para a figura 8.24.b, quando v = 0.1,
os valores dos erros obtidos para os instantes iniciais mostram-se inferiores aqueles
encontrados quando v = 0 e, nota-se a sensivel relagcdo entre o posicionamento das fontes

virtuais e a resposta numérica gerada.

Mostra-se ainda que, quando v = 0.2, 0.3 ou 0.4, o efeito de Mandel Cryer ¢
menos evidente, a solucdo analitica possui menor oscilacdo e o posicionamento das fontes
virtuais estdo no mesmo padrdo de comportamento. Para todos estes casos, nota-se que a
posicdo P1 é pior que a posi¢do P3, isto é, quanto menor a distancia, maiores erros serdo
gerados. Ao se observar o padrdo de resposta na figura 8.23 é possivel perceber que as
solucdes sdo modeladas por decaimento brusco no campo de pressdes o qual, ndo
consegue ser simulado enquanto o dominio se mantiver excitado com fontes nas

proximidades.
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Figura 8.24 Erros Relativos Normalizados para diferentes coeficentes de Poisson no problema de
Mandel

Na figura 8.25 esta apresentado no instante finais do processo de adensamento o
modulo dos deslocamentos juntamente com a malha deformada e a figura 8.26 demostra
0 comportamento deste campo para cada dire¢cdo confirmando o gradiente encontrado.
Como primeira analise é possivel observar que o0s resultados dos deslocamentos
demostram que a deformacdo vertical (direcdo y) é um estado plano de deformagdo em
funcdo apenas do tempo, enquanto na horizontal (direcéo x) varia tanto no tempo quanto
no espaco.

No problema tratado aplicacdo da carga no instante inicial causa uma deformacao
elastica no material e, consequentemente uma compactacao vertical, o efeito de Poisson
gera uma expansdo horizontal. Para os instantes t > 0, quando é imposta a condicao

drenada na amostra, observa-se que na dire¢cdo y o material continua se compactando,
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enquanto na direcdo X ocorre expansdo. Esta expansdo ocorre de maneira mais lenta
devido a mudanga do efetivo valor do coeficiente de Poisson, o qual alterou do valor ndo
drenado para drenado (PI1ZZOL, 2014).

Figura 8.25 Mddulo dos deslocamentos finais com malha deformada para o problema de

Mandel
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(b) Deslocamento na direcdo y

Figure 8.26 Campo de deslocamentos finais para v=0.4 para o problema de Mandel
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8.3 Problema De Schiffman

O terceiro exemplo a ser estudado foi originalmente proposto por Schiffman em
1969 (SCHIFFMAN, CHEN e JORDAN, 1969) e simula o comportamento do meio em
relacdo ao adensamento para uma carga de uma fundacao em viga continua apoiada sobre
uma camada de solo semi-infinita. Em termos de modelagem computacional, o
estabelecimento de um meio infinito se da de maneira que o dominio sofra interferéncia
minima das condi¢des de contorno. A discretizacdo adotada neste trabalho segue aquela
proposta por (HWANG, MORGENSTERN e MURRAY, 1971), onde a geometria do
problema consiste em uma regido simétrica de tamanho 6a x 9a , considerando que na

largura a é aplicada uma carga distribuida F.

Para simulacdo do meio semi-infinito duas condigdes de contorno foram
estudadas. Conforme pode ser observado na figura 8.27.a inicialmente a borda lateral
direita foi considerada impermeavel e fixa para deslocamentos horizontais (Modelo 1 —
M1) e, posteriormente, conforme figura 8.27.b a mesma borda foi considerada articulada
e drenante (Modelo 2 — M2). As demais bordas mantém o mesmo padrdo em ambos os
modelos: no topo uma superficie drenante com aplicacdo do carregamento, para a face
inferior foi considerado uma superficie impermeavel com deslocamento vertical
restringido e por fim, sobre o eixo de simetria foi considerado superficie impermeéavel
com deslocamento horizontal restrito. Destaca-se que, como forma de analisar os
resultados em relacdo a modelos finitos, analises similares podem ser encontradas nos
trabalhos de (CAVALCANTI, 2002) e (SILVA, 2018).

As propriedades fisicas do solo estudado encontram-se na tabela 8.5 e, em relacdo
aos métodos utilizados considerou-se para 0 MFS trés posicdes distintas das fontes
virtuais nomeando-se: P1 s&o as fontes a 0.1m de distancia, P2 s&o as fontes a 2m de
distancia e P3 sdo as fontes & 5m de distancia do contorno real. Em relagdo ao DRM foram

consideradas:

@;i(x) =r*logr

64 r?logr (16 8r2 96
DRM1 |¥;(x) = _F[KO(M) + log 7] _T<F+ rz) —F T erser> 0
64 A 96
Pi(x) = F[V-l' 10g(§) ~erSer= 0
DRM 2 0i(x) = =44+ 9r — 22(—r? +13)

Yi(x) = —r?+73
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Figure 8.27 Modelo Esquematico utilizado para o problema de Schiffman. (a) Condigdes de
Contorno 1 (M1). (b) Condigdes de Contorno 2 (M2)

MODULO DE ELASTICIDADE E=1N/m?
COEFICIENTE DE POISSON (DRENADO) v=0
PERMEABILIDADE k =1m*/Ns
POROSIDADE n =033
GEOMETRIA 6m x 9m (a = 1)
FORCA F =1N/m
COMPRESSIBILIDADE DA MATRIZ POROSA Co=1/, =1/,
PASSO DE TEMPO At = 0.001s

Tabela 8.5 Parametros fisicos para o problema de Shiffman

Os resultados obtidos foram comparados com os resultados apresentados no
trabalho de (SILVA, 2018). Nomeia-se como REF1 de a solucdo analitica proposta por
(SCHIFFMAN, CHEN e JORDAN, 1969) apresentados no trabalho de (CAVALCANTI,
2002) e REF2 as solu¢Bes numéricas apresentadas por (SILVA, 2018).

Nas figuras 8.28 podem ser observadas a distribuigcéo das poro-pressdes ao longo
do eixo de simetria do carregamento, com profundidade normalizada em relagéo a altura
total do modelo, em um fator tempo de 0,10, relacionando para cada posi¢cdo da fonte

virtual os modelos e as fun¢ées DRM utilizadas.
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Na figura 8.28.a, observam-se os resultados obtidos para a posi¢cdo mais proxima
do contorno analisada. Nota-se que, para 0 modelo 1, independente da funcdo DRM
utilizada, & medida que a profundidade aumenta a resposta numérica representa o padrao
de resposta esperado, porem com valores superiores as outras analises. Para este modelo
a funcdo DRM1 apresenta o pico de pressdes proximo as analises de referéncia, porém
quando relacionadas a profundidade da amostra nenhuma das funcGes DRM escolhidas
sdo capazes de captar a mudanca acentuada no campo de pressoes.

Observa-se ainda que, para modelo 1, conforme pode ser visto nas figuras 8.28.
b e 8.28.c, a medida que as fontes virtuais se afastam do contorno real, tanto o pico de
pressdes quanto as pressdes ao longo da profundidade se afastam da resposta analitica.
Com a restrigéo de fluxo em grande parte do problema, a drenagem ocorre de forma mais
lenta, gerando um excesso no campo de pressdes apresentado.

Ressalta-se ainda que para M1, as posi¢des P2 e P3 ndo hé alteracdo no padrao de
comportamento da resposta numérica calculada, mostrando que, apds um valor de
afastamento das fontes os resultados apresentam pouca varia¢ao. E interessante notar que
nestes casos a funcdo polinomial DRM2 apresenta uma melhor modelagem da resposta
ndo homogénea, contrastando aqueles obtidos na posicdo P1, quando a funcdo DRM1
apresenta-se mais adequada.

Relacionando a distancia das fontes virtuais com o modelo 2, pode ser observado
nas figuras 8.28.a./b/c, que o padrdo de resposta também é sensivel a variacdo das
distancias das mesmas. No caso de menores distancias (posi¢do P1), a funcdo DRM2
mostra-se mais adequada, enquanto nas posi¢des P2 e P3 a fungdo DRM1 modela melhor
0 problema estudado. Para M2 as respostas numéricas P1-DRM2, P2-DRM1 e P3-DRM1
apresentam padrdo de comportamento adequado, com curvas similares e paralelas as

referéncias apresentadas.
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Figura 8.28 Pressdes ao longo do eixo y para diferentes distancias ente fontes virtuais e
contorno real para o problema de Schiffman
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Apols as analises anteriores optou-se por realizar verificacbes acerca do
comportamento do MFS-DRM apenas para 0 modelo 2, relacionando as distancias
adotadas com o comportamento das fungdes DRM. Na figura 8.29 estdo apresentadas as
funcGes em relacéo ao raio com destaque para os pontos de inflexdo onde ocorre mudanca
no crescimento das mesmas. De forma a investigar a relacdo entre a distancia adotada e
raio das fungbes DRM adotou-se novas posi¢cbes com valores inferiores ao ponto de
maximo ou minimo local (r = 0.1, = 0.4) e valores superiores (r = 1.2,r = 2)

captando assim, diferentes fases destas fungdes.

0.175 200

—v‘k)gr| 1 -4+9r-5°(-r'+r")
0.150 150
(0.67,150.167)
0.125 4 109
1 50 4
0.100 ~
2 04
0.075 4 o
= = 504
= - x 50
o 0.050 4 Q
o | -100 4
0.025
028 ] -150 4
0.000 — 200 4
-0.025 (0.78,-0.03994 -250
-0.050 T T T T T -300 T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 1 0.0 02 04 06 0.8 10 1
RAIO RAIO
(a) DRML1 (b) DRM2

Figura 8.29 Pontos de Inflexao nas funcdes utilizadas no DRM para o problema de Schiffman

Para fungdo DRM1, pode ser observado na figura 8.30.a que, fontes virtuais mais
préximas ao contorno geram respostas numéricas inferiores aquelas quando as fontes se
encontram afastadas. Interessantemente os resultados corroboram com o comportamento
da funcdo DRM1 apresentado na figura 8.29.a que mostra um decrescimento da fungéo
até (r = 0.78) enquanto para valores superiores mostram um crescimento da funcao.
Observa-se ainda que a sensibilidade da resposta numeérica, para este estudo, reside
apenas da escolha de raios inferiores ou superiores ao ponto de minimo e ndo no valor do

raio em si.

J& para a funcdo DRM2 observa-se um comportamento distinto, fontes muito
afastadas apresentam respostas numeéricas inferiores a resposta de referéncia. Bem como
no caso da funcdo DRM1, parece existir um padrdo que correlaciona resposta numérica
com o crescimento da funcdo DRM2. Conforme figura 8.29.b, para raios menores

esperam-se respostas numericas mais excitadas pois a funcdo esta em uma fase crescente
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enquanto para raios superiores ao ponto de maximo (r = 0.65) esperam-se resultados

menos excitados ja que a funcdo estd em decrescimento. Tais padrdes podem ser

observados na figura 8.30.b e, mais uma vez, o importante é utilizar distancias com raios

menores ou maiores que o ponto de maximo e, ndo necessariamente um valor especifico,

jaque o padrao de comportamento € o mesmo para (r = 0.1) ou (r = 0.4) e tamém para

(r=12)ou (r =2).

e REF 4
R=0.1
— —R=04
—R =12
—-_—-e R=2

PROFUNDIDADE (m)

PRESSAO (Pa)

T T T T T T v T v
0 124 248 372 496 620

'
-
1

'
N
1

PROFUNDIDADE (m)

~——R=0.1
- —R=04
—R=12

——REF 1

--- R=2

T v T T T T T
0 124 248 372 496
PRESSAQ (Pa)

620

(a) DRM1

(b) DRM2

Figura 8.30 Pressdes ao longo do eixo y para o Modelo 2 em relacédo as fungdes utilizadas no

DRM no problema de Schiffman
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Na figura 8.31 estdo apresentados os melhores resultados obtidos para 0 modelo
2. No caso do DRM1 adotou-se fontes com distancias superiores ao ponto de minimo
local e, no caso do DRM2 adotou-se fontes com valores de distancias inferiores ao ponto
de méximo local. Nota-se que ambas as respostas possuem comportamento satisfatorio

quando comparados aos valores de referéncia.

PROFUNDIDADE (m)

| ==—REF 1
m—— REF 2 - M2
= DRM 1

| ——DRM 2

v Y T " T 7 T v
0 124 248 372 496 620
PRESSAO (Pa)

Figura 8.31 Respostas numéricas 6timas para M2 em relacdo ao DRM para o problema de
Schiffman

Na andlise do meio eléastico é apresentado na figura 8.32 o campo de
deslocamentos comparativo entre 0 modelo 1 (DRM1-P1) e o modelo 2 (DRM1 — P2).
Nota-se a influencia da condicdo de contorno de cada modelo para o deslocamento na
superficie. Para 0 modelo 1 os deslocamentos verticais sdo mais expressivos, destacando-
se a bordo direito da face superior, fato que reflete a impossibilidade da amostra se
deformar em todas as outras faces. Ja para o modelo 2, em virtude das suas condi¢des de
contorno, notam-se deslocamentos horizontais e com isso deslocamentos verticais menos
expressivos. A utilizagdo dos modelos deve ser realizada de maneira cautelosa uma vez
que, para 0 modelo 1 a impossibilidade de ocorrer deslocamentos horizontais despreza a
possibilidade de uma massa de solo continua com propriedades fisicas semelhantes,
enguanto o modelo 2 despreza a hipdtese de haver uma massa de solo rigida que impediria

0 deslocamento da amostra.
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Figura 8.32 Problema de Schiffman - Campo de Desocamentos
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8.4 Carregamento Em Geometria “L” Drenante

No quarto exemplo considera-se um corpo com geometria mais complexa conforme
pode ser visto na figura 8.33. A amostra em forma de L estd submetida a um carregamento
distribuido constante F em sua face superior. Em todas as paredes verticais 0s
deslocamentos horizontais estdo impedidos, enquanto nas faces horizontais de
comprimento 3a e 2a estdo impedidos os deslocamentos verticais. J& para o fluido todas
as bordas sdo impermeaveis exceto uma pequena parede horizontal de comprimento a
possui um comportamento drenante. As propriedades fisicas do problema sao

apresentadas na tabela 8.6.
F

<| PARCELA FLUIDA

~ =~ BORDA DRENANTE (T, )
p=0
—— BORDA IMPERMEAVEL (T, )

v Kn RS

\VARAVARAV/
A

Figure 8.33 Modelo para corpo com geometria L drenante

MODULO DE ELASTICIDADE E =1N/m?
COEFICIENTE DE POISSON (DRENADO) v=0
PERMEABILIDADE k =1m*/Ns
POROSIDADE n =033
GEOMETRIA 3mx 4m (a = 1)
FORCA F=1N/m
COMPRESSIBILIDADE DA MATRIZ POROSA c, =1/, =1/,
PASSO DE TEMPO At = 0.01s

Tabela 8.6 Propriedades fisicas para Geometria L Drenante

De forma a analisar o comportamento da solu¢do numerica para o problema em
questdo foram analisados dois nos, sendo o nd A localizado nas coordenadas (0.4, 0.4) e

ond B (0.8,0.8) conforme pode ser observado na figura 8.34.
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Figura 8.34 No6s de anélise para Geometria L Drenante

O problema em questdo ndo possui resposta analitica e de maneira a analisar o

padrdo de resposta ao longo do processo do adensamento foram considerados:

e Passo de tempo: At = 0.025s, At = 0.05s, At = 0.075s e At = 0.1s
e PosicOes das fontes virtuais em relacdo ao contorno real:

P1: sdo as fontes a 0.5m de distancia;

P2 sdo as fontes a 1m de distancia.
e Funcbes DRM:

;(x) =r2logr
4 r?logr 4
DRM 1 lpi(x)=—F[Ko(lr)+logr]— o —ﬁ,ser>0
4 A 4
Pi(x) = ﬁ[y + log<§>] —zser=0
DRM 2 0i(x) = =4 +9r — 22(—r? +713)
Pil) = —r? 413

Na figura 8.35 pode ser observado para cada passo de tempo analisado um
comparativo entre a variagdo das respostas numéricas do campo de pressfes entre as
funcGes DRM, calculada pela simples diferenca entre os resultados encontrados para as
duas situacdes. Além disso para cada ndé em destaque na figura 8.34 estdo apresentados

0s resultados considerando ora a posi¢do P1 ora a posigédo P2.

Ainda nas figuras 8.35 € interessante notar que para qualquer passo de tempo a
posicao P2 apresenta menor variagdo na resposta obtida, corroborando a possibilidade de

que fontes muito proximas, podem gerar uma excitacdo excessiva que deixa a resposta
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numérica instavel. Destca-se também como padrdo em todos os passos de tempo que a
variacdo entre respostas € sempre mais significativa no nd6 A do que no no B,
demonstrando a influencia da posicéo geométrica dos n6s em andlise principalmente para

maiores passos de tempo.

Nota-se que para uma mesma distancia (P1 ou P2), quao maior foi o At maior foi
a variagio observada entre os n6s A e B. A medida que o processo do adensamento evolui,
mais rapida e mais significativa é a alteracdo no campo de pressdes, como consequencia
aregido em que esté localizada o né de analise pode ser critica, gerando maiores variagdes
dentre os modelos utilizados. Ainda em relacdo ao passo de tempo destaca-se a figura
8.35.a, tanto na posi¢do P1 quanto na posicdo P2 observou-se instabilidade das solugdes
encontradas sugerindo que, a escolha do At deve ser feita de maneira cautelosa para que

ndo haja instabilidade na resposta e a escolha da funcdo DRM seja menos relevante.
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Figura 8.35 Estudo comparativo entre fungdes DRM para Geometria L Drenante
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Para obtencdo dos resultados apresentados na figura 8.36 outra abordagem foi
sugerida: para uma mesma fungdo DRM comparou-se os resultados obtidos entre as
posicOes P1 e P2. Em termos gerais observa-se que a fungdo DRM2 é mais dependente
da posicéo escolhida, enquanto a fungdo DRM1 apresenta menos sensibilidade. Nota-se

também que o n6 B apresenta maior variacdo em relacdo para o nd6 A em todos 0s casos.

Anteriomente (figura 8.35) notou-se que fixando a posicdo da fonte virtual mas
alterando a funcdo DRM, o0 nd A apresentou maior sensibilidade. Em contrapartida, a
figura 8.36 exibe que fixando a funcdo DRM mas alterando a posic¢do da fonte, o n6 B é
mais sensivel. De maneira geral, a partir da observacdo de ambas as figuras, fontes mais
distantes (P2) e funcbes de comportamento monotonico (DRM 1) apresentam as menores
variacOes de reposta para o estudo em questdo. A analise é interessante pois sugere
parametros de testagem do modelo para que um padréo de resposta possa ser obtido em

exemplos sem solucdo analitica.

A instabilidade da resposta para At = 0.025s que foi observada na figura 8.35.a
pode ser observada na figura 8.36.a. Uma vez que a escolha do tamanho do passo de
tempo influencia no célculo das solugdes fundamentais, faz sentido que menores At
alterem a faixa trabalhavel das mesmas, podendo se aproximar do pontos de
singularidade, conforme analisado na subsecédo 5.2. A partir desta Gltima € possivel notar
que a funcdo DRM1 apresenta melhor comportamento quando relacionado com a
variacdo das posicoes, enquanto a funcdo DRM2 esta sujeita as oscilagfes que foram

apresentadas.
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Figure 8.36 Estudo comparativo entre distancias das fontes virtuais para Geometria L

Nas figuras 8.37 podem ser observados o processo evolutivo do campo de
pressdes em diversos instantes do problema. Nos instantes iniciais, entre cercade t = 5s
até t = 15s é possivel observar a mudanga mais intensa nos campos de pressdes o que de
fato corrobora a variacao ente respostas numeéricas observadas tanto na figura 8.35 quanto

na figura 8.36.

(@) t = 0.025s (b) t = 0.125s (c) t = 0.25s
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(d) t =1.75s (e) t =5s (f) t =7.5s
(@) t =15s (h) t =21.25s (i) t =50s

Figura 8.37 Desenvolvimento do campo de pressdes para a geometria L drenante
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9 CONCLUSAO

A intencdo deste trabalho foi solucionar o problema poroeléstico através da
utilizacdo de diferentes métodos sem malha através de uma técnica de acoplamento
iterativo. A implementacdo do codigo computacional utilizado para obtencdo das
respostas numéricas faz uso das vantagens advindas do MLPG, um método de dominio
ja amplamente utilizado para elasticidade e do MFS-DRM, método de contorno para
modelagem da fase fluida, utilizando a equacdo ndo homogénea da difusdo. Neste
enfoque, a técnica apresentou ser inovadora uma vez que, 0os métodos utilizados nédo
fazem uso de nenhum tipo de conectividade, gerando um ganho computacional
significativo e, como a técnica de acoplamento utilizada permitiu que o processo pudesse
ser fracionado em duas fases distintas, a escolha dos métodos numéricos a serem

utilizados é bastante flexivel.

Primeiramente conclui-se que, de maneira geral, foi possivel obter respostas
suficientemente precisas para os exemplos utilizados. Ressalta-se que realmente ha uma
oscilacdo espuria no campo de pressdes em regides de bordas drenadas, quando estas
variam de maneira mais intensa. A principio, quando utilizadas as mesmas funcGes de
interpolacdo para pressdo e velocidade (fluxo) tais oscilagcbes podem ocorrer, entretanto,
observou-se também que: ainda que nos tempos iniciais ocorra tal desvantagem o0s

resultados para tempos mais avancados ndo sdo comprometidos.

Pode ser observado também que a implementacdo do c6digo computacional bem
como 0s métodos numeéricos utilizados atendem as respostas geradas pelo meio fisico.
Para MLPG, destaca-se a necessidade de avaliacdo da funcdo de forma utilizada, mas,
nota-se que as fungdes splines ja comumente empregadas atendem as necessidades. Em
relacdo ao MFS, a avaliacdo da distancia de posicionamento das fontes virtuais ainda é a
maior dificuldade oriunda do metodo. Sabe-se que fontes mais proximas ao contorno real
geram respostas mais excitadas, sendo aconselhavel para captar efeitos fisicos especiais,
como por exemplo, o efeito de Mandel- Cryer. Em compensacdo, fontes mais distantes
modelam mais adequadamente comportamentos monotonicos. E, por fim, em relacdo ao
DRM, a escolha da fungdo a modelar o termo ndo homogéneo tambem afeta a solugéo
numérica final. Entretanto, apesar dos pontos de fragilidade, as analises mostraram-se
convergentes, as curvas possuem formas similares as esperadas e 0 método proposto

aponta boa precisao para os estudos realizados.
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Finalmente, conclui-se que o0 modelo, suas condic¢des de carregamento e condi¢bes
de contorno devem ser avaliadas com bom senso. As restri¢des e consideragdes impostas
afetam diretamente a formulacdo numérica que, consequentemente, afetardo a solugdo. A
modelagem de meios infinitos, geometrias mais complexas, devem ser realizadas de
maneira inteligente, devendo a discretizacdo dos nos ser realizada de acordo com o
problema analisado ainda que o método tenha se demonstrado de boa generalizagdo para
todos casos estudados.

O algoritmo proposto possui diversas maneiras de ser aperfeicoado como por
exemplo: a introducédo de heterogeneidade e anisotropia, implementacéo de modelos néo-
lineares, utilizacdo de carregamento dependente do tempo, adaptacéo para problemas de

bombeamento e injecdo, dentre outros.
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ANEXO A

GRANDEZAS FiSICAS DE BIOT (1941)

Ao longo das décadas, com desenvolvimento de novas interpretacoes,
complementacGes foram feitas a teoria original do adensamento porposta pot Biot em
1940. Diversas publicacbes importantes como (Zienkiewicz,1984), (Detournay e
Cheng,1993), (Wang,2000), (Verruijt, 2013) foram desenvolvidas com variaveis

nomeadas diferentes a teoria original porém com mesma interpretacao fisica.

No intuito de elucidar o entendimento das grandezas propostas por (Biot,1941),
considera-se um volume elementar de um meio poroso completamente saturado sujeito a
um estado isotropico de tensdes o, =0, =0, = o. Definem-se as constantes

poroelasticas de Biot:

21+ G (A1)
T30 -2 H
/Q "R H

1 o o (A3)
(=9=§(Gx+0y+0})+6=a€+§
Para interpretacdo das constantes definidas pelas equacbes (A.1-3) calcula-se a
razdo entre duas variaveis associadas ao problema enquanto uma terceira € mantida

constante. De tal sorte que:

a) Modulo de compressdo volumétrica drenado (K = 1/C ) é calculado pela
m

variacdo da deformacdo volumétrica em relacdo a tensdo total sumetido a
pressdo constante:

651701
oo

(A.4)

1
op=0 K

b) Coeficiente de expangdo poroeléstico (1/H) é a variacdo volumetrica em

relacdo a pressao submetido a uma tensao constante:

ngol
op

(A5)

1
850=0 H
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c) Coeficiente de armazenamento de fluido (1/R) é a variagdo de fluido

armazenado em relacdo a pressao submetido a uma tenséo constante:

1 (A.6)
5,

d) Coeficiente de Biot () é a variacdo de volume de fluido injetado ou retirado
da amostra em relacdo a variacdo volumétrica da amostra a pressdo constante
(p =0,q # 0):

| | (A.7)
o€ 5p=0

e) Coeficiente de armazenamento especifico sob condicdo de deformacéo

volumétrica constante (1/Q) é a variagdo de volume de fluido injetado ou

retirado da amostra e relacdo a pressdo mantendo-se a deformacao volumetrica
constante:

|5 | =/ -

De forma a facilitar o entendimento entre as diversas nomeclatura elaborou-
se a tabela A.1 que contém as relagdes entre diversas propriedades fisicas de ambas as fases

envolvidas no processo do adensamento.

MODULO DE ELASTICIDADE E
MODULO DE ELASTICIDADE E
TRANSVERSAL ¢= 2(1+v)
E
BULK MODULI DRENADO A=)
BULK MODULI FLUIDO Ky
BULK MODULI DOS GRAOS K
BULK MODULI NAO DRENADO K,=K|1+ Ky
(1 - a)(a —n)Kf + nkK
COEFICIENTE DE POISSON 3K — 2G
DRENADO YT 26K 6)
COEFICIENTE DE POISSON NAO 3K, — 2G
DRENADO T 23K, + 6)
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COEFICIENTE DE SKEMPTON

PARA PORO PRESSAO

B 3(vy — V)
a(1-2v)(1+v,)
aKg
[a = n(1 — a)]K; + nkK

MODULO DE BIOT

M=0= 2G(vy — V)
Y a?(1-2v)(1 - 2v)

n (a—n)
1/M=1/Q=Ff+

K
COEFICIENTE POROELASTICO a(1— 2v)
PARA TENSAO T 21-v)
STORAGE COEFFICIENT g d7v)d=2v)
M1 —-v)(1-2v,)
FINAL COMPRESSIBILITY gz 322V
26(1—v)
CONSTANTE DE CONSOLIDACAO 1_e % + %
E
CONSTANTES DE LAME H=G6= 0y
1= Ev K- EG
1+v)(1-2v) 3

Tabela A.1 Relagdes entre propriedades fisicas para o fenémeno do adensamento
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ANEXO B

DISCRETIZACAO DOMINIO
FORTE FRACA
- - CONTORNO
INTERPOLACAO/FORMULACAO N PETROV- | LEAST
COLOCAGAO | GALERKIN | S'Tebit | o SUARES
o EFGM BEFM (MLS)
MINIMOS MLS LSCM IIIEE||::C(;3 P'é' 'E)PSM LSMM 'EET\AM
QUADRADOS ORCM DEM LBIE
WLS PWLS MWLSM
RBCFM
BPM
BASE RADIAL RBF KCM DEKM MLPG MAPS
MKM LMAPS
HCM
INTERPOLACAO PIM PCM PIM LPIM BPIM
PONTUAL PICM
RPIM RPICM RPIM LRPIM BRPIM
PARTICAO DE PUFEM PUFEM RKHPU
SRR Hp-CLOUDS | Hp-CLOUDS | Hp-CLOUDS
REPRESENTACAO SPH SPH RKPM
INTEGRAL RKPM RKPM v RKHPU
REPRESENTACAO
DIFERENCIAL GFDM GFDM
PAM MFS
OOk NEM TBCM
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Para cada um dos métodos apresentados na tabela A.2 descreve-se dua
nomeclatura e bibliografia de referéncia:
PWLS: Point Weighted Least Squares (WANG, LI e LAM, 2005)
GFDM: Generalized Finite Difference Method (GAVETE, GAVETE e BENITO, 2003)
RBFCM : Radial Basis Function Collocation Method (SARLER e VERTNIK, 2006)
FPM: Finite Point Method (ONATE, IDELSOHN, et al., 1996)
SPH: Smoothed Particle Hydrodynamics (GINGOLD e MONAGHAN, 1977)
PCM: Point Collocation Method (KIM e KIM, 2003)
PICM: Point Interpolation Collocation Method (LIU e TAI, 2006)
RPICM: Radial Point Interpolation Collocation Method (LIU, LIU, et al., 2005)
KCM: Kansa Collocantion Method (KANSA, 1990.a), (KANSA, 1990.b)
MKM: Modified Kansa Method (CHEN, 2003)
HCM: Hermite Collocation Method (JUMARHON, AMINI e CHEN, 2000)

Hp-Clouds Method (DUARTE e ODEN, 1996), (LISZKA, DUARTE e TWORZYDLO,
1996)

RKPM: Reproducing Kernel Particle Method (LIU, JUN e ZHANG, 1995)
LSCM: Least Squares Collocantion Method (ZHANG, LIU, et al., 2001)
ORCM: Overrange Collocation Method (GUO, 2011)

DEM: Diffuse Element Method (NAYROLES, TOUZOT e VILLON, 1992)

IHIEFG: Improved Interpolating Element-Free Galerkin Method (FENG-XIN, JU-FENG
e YU-MIN, 2013)

IEFG: Interpolating Element-Free Galerkin (REN e CHENG, 2012)
DEKM: Diffuse Element Kansa Method (GHORBANI, 2010)

EFGM: Element Free Galerkin Method (BELYTSCHKO, ORGAN e KRONGAUZ,
1995)

MLSRK: Moving Least Squares Reproducing Kernel (LIU, 1997)
PUFEM: Partition Of Unity Finite Element Methods (MELENK e BABUSKA, 1996)

PIM: Point Interpolation Method (LI1U e GU, 2001)
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RPIM: Radial Point Interpolation Method (LIU, ZHANG, et al., 2005)

PG DEM: Petrov-Galerkin Diffuse Element Method (KRONGAUZ e BELYTSCHKO,
1997)

MLPG: Meshless Local Petrov-Galerkin Method (ATLURI e ZHU, 1998)
LPIM: Local Point Interpolation Method (GU e LIU, 2001)

LRPIM: Local Radial Point Interpolation Method (LIU e GU, 2001)
PAM : Point Assembly Method (LIU, 2002)

NEM: Natural Element Method / Natural Neighbor Element Method (SUKUMAR,
MORAN e BELYTSCHKO, 1998)

RKHPU: Reproducing Kernel Hierarchical Partition Of Unity (LI e LI1U, 1999)
LSMM: Least Squares Meshfree Method (PARK e YOUN, 2001)
MWLSM: Meshless Weighted Least Squares Method (XIAOFEI e MINGWAN, 2003)

IBEFM: Interpolating Boundary Element-Free Method (HONG-PING, YU-MIN e WU,
2009)

BEFM: Boundary Element Free Method (CHENG e PENG, 2005)

BNM: Boundary Node Method (KOTHNUR, MUKHERJEE e MUKHERJEE, 1999)
BPIM: Boundary Point Interpolation Method (LI1U e GU, 2004)

BRPIM: Boundary Radial Point Interpolation Method (LI1U e GU, 2004)

MFS: Method of Fundamental Solutions (FAIRWEATHER e KARAGEORGHIS, 1998)
e (WANG e QIN, 2019)

BPM: Boundary Particle Method (CHEN, 2002)

TBCM: Trefftz Boundary Collocation Method (KITA e KAMIYA, 1995)

LBIE: Local Boundary Integral Equation Method (ZHU, ZHANG e ATLURI, 1998)
MAPS: Method Of Approximated Particular Solutions (CHEN, FAN e WEN, 2012)

LMAPS: Local Method Of Approximated Particular Solutions (ZHANG, TIAN e CHEN,
2014)
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ANEXO C

¢+ Aproximacao polinomial de ordem 2 :

a, @;(x) = 4a, — A%(a,r?) Pi(x) = a,r?
+1 +4 — A2(4r?) +12

1 r2 2
+= +2 - (- +—

2 F2-NED) —2

Aproximacao polinomial de ordem 3 :

a, as @;(x) = 4a, + 9asr — A%(a,r? P;(x) = a,r? + agr?
+ asrd)
+1 | +1 +4 +9r — A2(+r2 + 13) +r? + 3
1 1 r¢2 3 r’ rd
- | t3 +2+3r-AM (=t = +—+—
2 | 73 F2EIr=AEZE3) 273
1 1 r¢2 3 rz. r3
+— | += 40.25 + 3r — A2(+ — + — +—F —
6| *3 $025£3r =2 (£ g+ 3) T167T3
1 1 2 3 rz. r3
+- | += +2 41— N2 (+—+— +—+—
2 9 t2ir=AEZ13) 29
1 1 r2 3 r¢2 r3
+— | tg +1tr— A (x—+— +—+—
4 9 H1dr=At7+3) 2%
+1 +1 , 2 3 r’ r3
t3 t3 +05+r—7\(+—i3) igig
1 1 r:2 3 > rd
+t— | £3 +0.25+r—A*(x —+ — +—+—
16 9 025 £r=A (1 5+ 16~ 9
RN T +r2'+r3
+- | +— +2 + A (f—+ — —+—
2 18 £2+05r =A% (25179 -2 718
+1 +1 . . 22 r2+r3 +r2.+r3
+— | +— 40.25 + 0.5r — A2(+ — + — —t+—
16 18 £0.25£0.5r =A% (7o £ 79 ~16 18
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% Aproximagao polinomial de ordens superiores :

ordem ®; (%)

Ui (x)

4 4a, + 9asr + 16a,r? — A%(a,r? + agrd + a,r?)

a,r? +agrd + a,rt

5 4a, + 9asr + 16a,r? + 25acr3 — A?(a,r?
+ azr3 + a,r* + agrd)

a,r? + asrd + a,r* + agr®

6 4a, + 9asr + 16a,r? + 25a.r3 + 36a,r*

a,r? +agrd + a,r* + agr®

— A%(ayr? + agr3 + aur* +agr® + agr®
+ agr®)
% Aproximagao por TPS :
@i (%) Pi(x)
4 r?logr
—F[KOO\r)+logr]— YAREEY r>0
r?logr
4 A 4
v oe(5)] - =0
64 r?logr /16 8r2 96
_F[KOO\F)+10gr]_T<ﬁ+r2)—)\—4—}\—6 r>0
rtlogr
64 A 96
s (1 + 108 (3)] 3¢ =0
2304 r’logr (576 36r*
- 28 [KOO\I‘) + lOgI'] - 22 A4 + A2 tr r>0
6 12r? /40 4224
r°logr | Lar (—+r2>—
Ar \A2 A8
2304 A 4224
2 [Y+ log(i)] TR r=0
147456
- AT [KO ()\I') + lOg I']
r’logr (36864 2304r? 64r*
rélogr Y G + e + 2z +r r>0
r? (39936 1344r? 4 307200
o 2 + 2z 16r* ) — 310
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147456 A\l 307200 ~
A0 [Y+k%(§ﬂ" 210 r=0
14745600
—T[KOO\F) + logr]
r?logr (3686400 230400r> 6400r*
Y 28 + 26 + A4
100r¢
+ 2 +r r>0
10
r logr r? (4730880 180480r* 2880r* .
— F G + e + + 20r
33669120
- 12
14745600 A\ 33669120
—y+log(—)]—— r=20

A12 2 A2
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ANEXO D

Utilizando um dominio de suporte quadrado podem ser estabelecidas definicdes comuns
a serem utilizadas para qualquer funcao peso:

—_ ﬁ _ |x — x4
lx dSX dSX
Raio Normalizado __dy  ly-wil (A.9)
rly = d_ = d—
sy sy
ﬂ _ (x —x)/|x — x4
Derivadas do raio em relacdo ao dx Asx (A.10)
sistema coordenado ﬂ _ (y—y)/ly — vl
dy dsy
Funcéo Peso w;i(x) = wir () * wyy, (x) (A.11)
aw; (x) _ Owiy (x) f wi ()
0x 0x i
Primeira derivada da funcdo peso (A.12)
ow; (x) awly (x)
ay lx( )
0w (x) 0w (x)
PP R 1S
2w, (x wiy (x
Segunda derivada da funcéo peso 3y lg )_ Wix (X) * ¢ (A.13)
0%wi(x) _ dwin(®) dwiy(x)
oxdy ~ 0x ady
P*w;(x)  Pwi(x)
ox3  0x° Wiy ()
0*wi(x) _ wly(x)
ayg Lx( ) — a.3
Terceira derivada da funcéo peso (A.14)
a3Wi (x) aZWix x) aWiy (x)
= *
dx?0dy d0x? dy
0*wi(x) _ dwix(x)  0°wiy (x)
dy?dx  ox dy?
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< Spline de 32 ordem:

2
Irg — 4T + 4(Ty)3, <05 \I
Wiy (%) 45 —4(T,) +4(T5)?% — _(rlx)3 05 <7 <1 &
L 0 T > 1 J
— o ar
ow(x) | [F4H800) — 40! 7, T > 05
ax - . L dr
[-8() +12()°] =, T <05
Diregao x s )
0% Wi (%) _ [8 — 8(7)] dx?’ T > 0.5
Iz d?r
\[-8+24(] o, T <05)
(A.15)
(@
wie@ |[F8lom T >05
0x3 d3r
[24]ﬁ, T < 0.5)
2 2 —
{5_4(%) +4(%)", 7y < 0.5
W; (x) = 4- s 2 4 .3 B
iy 13— 4(%) +4(%) -3(%) 05 <7y <1
Lo, —1 )
_ _\21dr
Iwiy (1) [_4 +8(%) - 4(%) ]@. Ty > 0.5
9 - — __\21dr
’ [-8() + 12(7) ]@, ~ <05
Diregdo y AL
2
- r
azwiy(x) [8 - S(Hy)] ﬁ, Ty > 0.5
—ar = . "
k[ 8+ 24(7'13/)] d 27 Ly < 05

ay> d3r

d3r :
w20
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% Spline de 42 ordem:

—_— 7)2 K - 7o)t
Wi, (X) — {10 6(rlx) + 8(rlx) 3(nx) ’ rrlx>—11}
, X

0 ix o T T, d
Wax(X) - {[—12(nx) +24(7,)* — 12(7)°] é}
Direcao x
(A.17)
aZWix(x) —— 2 LT
a7 = {[—12 + 48(7,) — 36(rlx)2] E}
Wlx(x) o d’r
— 5= {[48 72l }
) — {156%)”8%)3—3(@)4, < 1}
) ‘rly >
owyy, (x) S
2D ([ ra(i) + 2405)° - 12675 )
Direcéo y (A19)
92wy, (x)
‘;’Ty {[ 12 + 48(7;) — 36(7) ] }
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< Exponencial:

Wiy (X) = {e_[r—m_/c"]zr Tix = 1}
) T > 1
Wiy (x) {K 2(@) _[m/c_]zl dr}
= — — e 1 —_—
ox c? dx
Diregéo x
?wi(x) ) c? — 2(775)? _[m/c,]z d*r (A.19)
T [ e Al
03w (x) [P+ 2ct — 2(7y)? [,
i = ([ ()T
Wiy (x) = _[ ly/ci] , Ty=1
0, Ty > 1
owiy () z(ny) o] e
dy dy
Diregéo y (A.20)
02wy, (x) . c? — 2(@)2 _[W/Ci] d?r
dy? ct ¢ dy?
a3w;, (x) [t +2ct-2(7 [o7.] |43
e
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«» Gaussiana:

rlx dsx sx/ )]
Wlx(x) - 1 dsx/ rlx =1
— e C
\

0, % > 1)

awlx(x) ﬂ Z(nx)(dsx) ( dsx = ﬂ)] dr\}
l sx/ )] _

\ 1)
Direcéo

X [ _[dsx (rx —1)] ]
0°wiy(x) { _ 2(ds)?[e* - 2dg,” (70)?] <e c? >|dzrl (A.21)

d0x? c* e[(dsx/c)]z 1 deZ

| )
[ [dsx (Tlx _1)]
a3Wix(-x) _ { 4(@)(dsx)4[3cz - ngxz(m)z] (6 >|d3

0x3 c® e[(dsx/c)] _1 de3

4

e
wiy (x) = - e_[(dsy /C)r Ty S

o, 7 > 1)

owiy () _ q— sy () drl

"’y ¢ ke[(d”/ I )‘d” |

Direcéo L
dsy2 (WZ -1)

y (
O*wiy(x) [ 2(dsy)” [CZ - 2dsy2(m)2] _[ c* \] d?r
vz =) |- p - Id .
y kl C [( sy/)] _1/J YJ

(A.22)

(1 4 [dsy* -1\ |
03wy (x) J 4(Tyy) (dsy) [3c2—zdsy2(q)2] / e [d e )]\ ‘ $Pr

3 > 3
dy L c6 e[(dsy/c)] 4 dy
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1.

2.

B

ANEXO D - MLPG

Leitura parametros iniciais do problema

= Coordenadas para os x; = 1,2,...nn6s utilizados na discretizagcdo da
geometria;

» Propriedades fisicas do material;

= Condicgdes de Contorno associadas ao problema;

= Definicdo da ordem da base polinomial (linear, quadratica ou cubica —
equacoes (3.25 — 3.28);

= Definicdo do numero de pontos de integracdo a serem utilizados;

= Escolha da fungdo peso utilizada no MQM (Splines,Exponenciais ou
Gaussianas, equacoes (3.26 — 3.49);

Para cada no x;

a. Definicdo e montagem do subdominio de influencia (leia-se subdominio
de quadratura) definidos pelas técnicas apresentadas nas equacdes (3.20)
ou (3.21);

b. Calculo das coordenadas dos x, pontos de quadratura no dominio real, seu
peso e Jacobiano;

c. Para cada ponto x, de quadratura
i. Definicdo e montagem do dominio de suporte definido pela

equacao (3.19); (numero de nds dentro dele depende do nimero de
termos da base polinomial)

ii. Caélculo da funcéo peso (ponderacao dos residuos ponderados) nos
nos x; pertencentes ao dominio de suporte;

iii. Calculo das funcdes de forma do MQM e suas derivadas com o
processo definido no item 3.4.1 (para cada ponto x;) ;

iv. Calculo das equacdes locais e assembler das matrizes K, Q e vetor
F global através das equacdes (6.19 — 6.21)
d. Fim pontos de quadratura

Fim nos

Resolugéo do sistema linear definido em (6.18)

Obtencéo da solugdo aproximada

a. Montar dominio de suporte (nimero de nds dentro dele depende do
numero de termos da base polinomial);

b. Caélculo das funcdes de forma do MQM e suas derivadas em cada né x; do
problema.

c. Aproximacéo da solucéo pela equacéo (6.14)

Fim programa
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ANEXO E — MFS + DRM

1. Leitura parametros iniciais do problema

= Coordenadas para os x; = 1,2,...nn6s utilizados na discretizacdo da
geometria;

= Propriedades fisicas do material;

= Condigdes de Contorno associadas ao problema;

2. Estabelecimento das condicGes inicias

3. Calculo da solucéo particular :
a. Estabelecimento do termo ndo homogéneo
b. Para cada ponto de interpolacéo

i. Calculo da distancia em relacdo ao contorno real

ii. Caélculo da funcéo ¢;(x)

iii. Montagem do sistema definido em (5.15)

c. Fim pontos de interpolagéo
d. Resolucédo do Sistema linear
e. Para cada ponto de interpolacdo

i. Caélculo da funcéo y;(x)

ii. Caélculo da solucéo particular através de (5.16)
f.  Fim pontos de interpolacéo
4. Estabelecimento das condic¢des de contorno corrigidas definidas em (5.10)
5. Calculo da solu¢do homogénea:
a. Para cada no de contorno

i. Calculo das distancias em relacéo as fontes virtuais
ii. Calculo das solu¢bes fundamentais definidas em (5.12)
iii. Montagem do sistema definido em (5.11)
Fim nos de contorno
Resolucdo do sistema linear
Para cada n6 de contorno
i. Célculo da solu¢do homogénea

e. Fim nos de contorno
6. Caélculo solucdo aproximada final através de (5.8)
7. Atualizagéo das condigdes de contorno
8. Fim programa

oo
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ANEXO F - ACOPLAMENTO
Leitura dos parametros essenciais ao modelo
Estabelecimento das condicdes iniciais

Loop do passo de tempo

a. Inicializacdo variaveis do método de acoplamento: @, ¢;qx = 0.5
b. Loop até a obtencdo da convergéncia tol

i. Caélculos relativos ao MLPG

ii. Transferéncia de o,,; calculada pelo MLPG como condigédo
ndo homogénea para MFS-DRM

iii. Caélculos relativos ao MFS-DRM

iv. Atualizacdo da pressdo através do parametro de relaxamento
Qre1ax definida pela equacdo (7.4.a)

v. Caélculo do pardmetro de relaxamento através de (7.7)

vi. Célculo da convergéncia através de (7.2)

c. Fim loop de convergencia
d. Atualizacdo das variaveis comuns aos modelos

Fim passo tempo

Fim programa
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