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RESUMO

Pretende-se nesta tese, discutir o problema da fra
tura em materiais frageis e obter os fatores de intensidade de
tensoes atraves do metodo dos elementos finitos - modelo hibrido

de deslocamentos.

Iniciaimente sao apresentados conceitos fundamen -

tais e teorias da Mecanica da Fratura.

Em seguida & estudado o funcional hibrido, no qual
os deslocamentos s3ao assumidos independentemente, no interior e

no contornoc dos elementos.

Sao desenvolvidos dois elementos - um regular, ou-
tro singular - adequados a discretizacdo de dominios planos con -

tendo fissuras retilineas.

Finalmente sao apresentadas explicitamente, as ma-
trizes auxiliares na montagem do sistema de equagoes lineares ob-

tido via extremizacao do funcional hibrido.
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ABSTRACT

In this work the problem of brittie fracture is
discussed, attempting to obtain the stress intensity factors. In

doing so a hybrid displacement finite element model is used.

The fundamental concepts and theories of Fracture
Mechanics are presented, firstly. Then, a hybrid functional, in
which the displacements in the interior and on the boundary of

the elements are assumed independently, is studied.

Two different elements - a regular and a singular
one - that can be used to the discretization of plain domains

containing rectilinear cracks, are developed.

Finally, the matrices employed in the assembling
of the linear system of equations, obtained from the stationary

value of the hybrid functional are explicitly derived.
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SIMBOLOS

Somente os simbolos que aparecem com frequencia e
tem sempre o mesmo significado, constam desta lista. Os outros
sao definidos no local, podendo ter significados diferentes, de

um lugar para outro.

X3 coordenadas cartesianas ortogonais (i=1 a 3)

r; © oul coordenadas polares

5 coordenada de linha

94 componentes do tensor das tensoes (i,j=1 a 3)

€43 componentes do tensor das deformagoes (i,j= 1 a 3)

u, deslocamentos nas respectivas direcgoes X (i=1 a 3)

Eijk£ componentes da matriz que relaciona tensoes com de-
formac6es no regime elastico (i,j,k,Z =1 a 3)

E modulo de Young

v coeficiente de Poisson

G modulo de elasticidade transversal; G=E/2(1+v)

z numero complexo; z = Xq + ix,

F3 numerc complexo conjugado de z; z = Xy = ix,

Re[f(z)] parte real da fungao a variavel complexa f(z)

Im[f(z)] parte imaginaria de f(z)

o 2Py . .
Fk,i = 5;; 3 Fk,ij = 3;?5;} , e assim por diante.



vidiL

Matrizes sao representadas por letras maiusculas
e vetores por letras minusculas, com um ti1 embaixo; d excegao
dos vetores: F (forgas de massa) e T (tensoes prescritas no con

torno).
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INTRODUGAO

A despeito de ter aparecido no comego do seculo,
a Mecanica da Fratura trata de assuntos que ja preocupavam 0
Homem pré-historico (mais precisamente, o da Idade da pedra las

cada).

0 fato € que, mesmo o trabalho pioneiro de Grif
fith (em torno de 1920) foi esquecido, ate ser ressuscitado
com grande forga em plena Segunda Guerra Mundial. Nessa epoca
ocorreram serios acidentes em navios de guerra e grandes cascas
metilicas, que se "desintegravam" sem causa explicavel a Tuz

das teorias correntes da Mecanica.

Da7 em diante as pesquisas comegaram com grande
intensidade, abrangendo muitas diregoes, dificultando wuma vi-
s3o unificada da Mecanica da Fratura. Muito do que esta sendo
feito @ ainda em carater exploratorio, particularmente no campo

da Metalurgia.

0 fenomeno da fissuragao e bastante complexo,pra
ticamente irreproduzivel em duas pegas de mesmas dimensoes, sob

as mesmas solicitagoes.



No ambito da avaliagao quantitativa, cuja base &
a formulagdo de modelos matematicos do fenomeno, as dificulda -
des s3o tantas que s0 configuracoes bem regulares de fissuras,

em meios infinitos, podem ser tratadas exatamente.

Ndao se pretende neste trabalho solucionar um
problema que nem bem colocado esta ainda, mas contribuir para
seu esclarecimento, analisando-o por um metodo aproximado, de

grande utilidade quando a solugao exata e dificil de ser obtida.

Inicialmente apresenta-se um capitulo destinado
a fornecer o suporte conceitual da Mecanica da Fratura. Sao
apresentadas as teorias mais significativas, e obtidas formal -
mente atraves do uso de fungOes a variavel complexa, as distri-
buig¢oes de tensoes e deslocamentos em torno da extremidade de

fissura retilinea no plano.

No segundo capitulo analisa-se um funcional hi -
brido desenvolvido por Atluri, no qual os deslocamentos sao re-
Taxados no contorno dos elementos finitos do dominio discretiza

do.

No terceiro capitulo apresentam-se dois modelos
de elementos finitos hibridos planos: um singular, colocado na
vizinhanga de extremidades de fissuras. E outro regular, com

pletando o restante do dominio.
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A7 e tambem discutida a questao das fungoes de in
terpolacao, mostrando-se como sao introduzidas as incognitas adi
cionais, os fatores de intensidade de tensdes, cuja obteng3o e o

objetivo principal.

Em Apendice, e mostrada a maneira de introzudir
no funcional as parcelas correspondentes a deslocamentos rigidos

no interior dos elementos, antes excluidas por conveniencia.

VYale observar que o metodo desenvolvido pode ser
aplicado a problemas variados de singularidades ou concentragao
de tensoes, desde que se conhega "a priori", a natureza da singyu

laridade da solugao em casos mais simples.



CAPITULO I

FUNDAMENTOS DA MECANICA DA FRATURA

.1 - Origem e Finalidade

A preocupagao central da Mecanica da Fratura e a
previsao do comportamento dos materiais, considerando a presenga

de vazios, impurezas na microestrutura, inclusoes, fissuras etc.

De origem recente e com grande campo de aplicagao,
a Mecanica da Fratura se desenvolve em varias dire¢oes, tendo to-
das como referéncia basica o trabalho de A. A. GRIFFITH [3], pu-
blicado em 1920, no qual & proposto um cfitério de estabiiidade
de fratura, valido para materiais ditos frageis, isto e, mate-
riais que se rompem sem que haja escoamento. O critério e estabe
lecido para o problema de placa plana infinita com uma fissura re

tilinea, submetida a tragao Eqnstante'no infinito.

0 material usado nas pesquisas experfméntais de
Griffith foi o vidro, que & um material essencialmente fragil, a-
presentando plastificacdao minima na extremidade da fissura. Mais
tarde foi feita a extensdo -para materiais apresentando plastifica

¢30 na extremidade da fissura, independentemente por  OROWAN [5]
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em 1955 e IRWIN [6] em 1957, ambos baseados em evidencias experi-

mentais.

Entre 1959 e 1961, BARENBLATT [12, 13, 14] apresen
tou um principio geral (valido para uma serie de fenomenos no cam
po da Mecanica do Continuo), acompanhado da particularizagao para
o caso de fratura em materiais frageis. O principio baseia-se na
formulagdao de hipoteses fisicas, fundadas em observacoes experi -
mentais, que conduzem a garantia da unicidade da solucao de pro -
~ blemas dependentes de parametros. No caso da Mecanica da Fratura
a busca de tais hipoteses fisicas tem a finalidade de assegurar a

finitude das tensoes nas extremidades das fissuras.

Muito importante nos trabalhos de Barenblatt e a
formulacao variacional dos problemas de fratura. O funcional ob-
tido engloba parametros caracterTsticos das fissuras, além de ten
soes e/ou deslocamentos; e atraves de um principio de extremo de
terminam-se os comprimentos das fissuras em "equilibrio" com as.
condigoes de contorno externas. A obtencao do funcional envolve
dificuldades matematicas quando o solido ndao e infinito e as fis-

suras apresentam distribuicoes pouco regulares.

Paralelamente ao desenvolvimento teorico, tem-se
procurado descobrir parametros que caracterizem mecanicamente ma-
teriais fissurados. Atualmente os mais usados sao os fatores de

intensidade de tensoes (stress intensity factors), introduzidos



por Irwin para o caso de estados planos (Seg¢ao I.4). A comparagao
entre os valores criticos destes fatores, obtidos experimentalmen-
te, com valores obtidos teoricamente, fornecem bom criterio de pro

jeto.

A confianga nos resultados experimentais ainda nao
-r - - - ]
e grande, porque os valores c¢riticos determinados nos ensaios so-
frem influencia da escala e geometria da pega, da distribuigdo das
cargas, da forma e dimensao da fissura imposta, das condigoes am-
bientais etc. A justificativa para seu largo uso esta em caracte-
rizarem bem a singularidade de tensoes nas extremidades das fissu-

ras, em regime elastico.

0 objetivo deste trabalho e determinar os fatores
de intensidade de tenstes atraves de um metodo numerico. Este ca-
pitulo cumpre a finalidade de mostrar sumariamente a evolugao da
Mecanica da Fratura {Segdes 1.2 e 1.3); conceituar os fatores de
intensidade de tensoOes (Se¢ao I.4); e examinar as formas das fun-
coes que determinam tensoes e deslocamentos, na vizinhanga da ex-
tremidade de uma fissura (Se¢ao I1.5); a fim de incorporar partes
singulares de tais fungoes, nas func¢oes de interpolagao do Metodo

dos Elementos Finitos aplicado a fratura de materiais frageis.



1.2 - Teoria de Griffith

0 trabalho original de GRIFFITH [3] estd@ baseado
na solugao obtida por INGLIS (8], para o problema de uma placa
plana infinita, em estado plano de tensao ou de deformagao, con

tendo um furo eliptico, e sob as condigoes:

oy > T Tpp > T o2 > 05
quando ¢x% + x% + o e (1.1)

Opp = O1p = 0, para -c < X < ¢

onde T e um valor constante de tensao. 0 eixo maior do furo e-
1iptico estd sobre o eixo Xys €0 eix0 menor sobre Xp. € e 0
semi-comprimento do eixo maior do furo, que se degenera em CoOm-

primento da fissura quando o eixo menor tende a zero.

Griffith obteve o incremento da energia de defor
magao para uma placa plana sujeita a tensoes no infinito, quan-
do um acrescimo € dado no comprimento de uma fissura retilinea
contida na placa. Mostrou que tal incremento e positivo quando
sac prescritas tensoes no contorno. No caso de serem prescis -
tos deslocamentos, a expressdao do incremento e a mesma, porem
negativa. Mais tarde descobriu um equivoco em suas considera -
coes, e apresentou novas expressdes para o incremento da ener
gia de deformacao, sem mostrar, porem, a maneira como chegou

aos novos resultados [23]. No entanto provou que, se as condi



¢oes (I.1) fossem alteradas para o171 > 0 (quando fxf + xg + w),
mantidas as demais, n3ao haveria acréscimo na energia de deforma-

¢ao.

Usando estes resultados, estabeleceu um criterio
de estabilidade que fornece ¢ valor critico do comprimento da
fissura para dado valor de tracao T no infinito, ou vice-versa,

o valor critico de T para dado comprimento de fissura 2c.

A fim de estabelecer tal criterio, introduziu a
nogao de "energia superficial" y, por unidade de comprimento da
fissura, e usou o principio da conservagao de energia como se-

gue:

SU - 8W =0 . (I.2)

onde 8U e a diferenga: entre as energias de deformacgao da placa
com fissura 2¢c, e com fissura 2¢ + 28c. &W e a energia dissipa
da nas superficies da fissura, quando estas variam de 2c para

2c + 28c. Em termos da "energia superficial" y, 6W e dado por:

§W = 4yéc

em que y e caracteristico de cada material.

Sendo U e W, fungGes de ¢, o criterio (I.

2) pode ser colocado na forma:

3U _
o= = 4y (I1.3)



Embora seja esta, a ideia que abriu o caminho da
Mecanica da Fratura, e que ainda hoje muito lhe auxilia, apresen
ta limitagOes de ordem pratica, devido a dificuldade de obten -
gao de &U. Outra critica esta ligada a passagem ao Timite, que
conduz a simulagao da fissura a partir da degeneragao de um furo
eliptico: nas extremidades do eixo maior do furo, as tensoes

Toyp sao maximas, e dadas por:

1/2 '
(09 mzy = 2T (c/p)!/ (1.4)
onde p e o raio de curvatura nas extremidades do eixo maior
[22]. Quando a elipse se degenera na fissura, p > 0 e entdo

Oyp > ©5 0 que ndo e coerente com a hipotese de manutengdo do re
gime elastico durante o processo de fissuragdo (hipotese implici

ta na determinagao de &U).

I.3 - Teoria de Barenblatt

A teoria de Griffith fornece tensoes infinitas
nas extremidades da fissura, como foi visto ha pouco. Mas 0
pressuposto de que o regime elastico se mantem e falso, e isto &
evidenciado pela experiencia, mesmo para os materiais mais

frageis.

Barenblatt procurou contornar o problema teorico
das tensoes infinitas nas extremidades da fissura, seguindo a

sequencia aqui esbogada, contida bem amplamente em seus traba-



lhos [12] e [13].

Supos uma fissura com faces simetricas em relagao
a dado plano, num meio elastico linear tridimensional e infinito,
carregado simetricamente em relacao aquele plano. Na fissura,
duas regioes foram consideradas: 1) regiao interna, com uma sub-
regiao carregada e outra livre; 2) regiao das extremidades, onde
surgem forgas coesivas decorrentes da aproximagao entre as faces

opostas.

Formulou 3 hipoteses coerentes com a experiencia ,
que corresponderiam as exigencias de finitude das tensoes e de

simplificagao matematica na resolugao do problema.

A finitude das tensoes nas extremidades & garanti-
da pela hipotese:

a) as faces de uma fissura sobrepoem-se nos extre-
mos, sem descontinuidade angular, isto &, os planos tangentes as

faces superior e inferior nesses pontos, sao coincidentes.

As ocutras duas hipoteses introduzem simplificagoes
matematicas, e possibilitam a definigcao de uma constante do mate
rial denominada modulo de coesao, que cumpre papel analogo ao da

energia superficial especifica vy, da teoria de Griffith;

b) a extensaoc das zonas extremas onde atuam forgas



coesivas, e pequena em relacao ao diametro da fissura;

c) o campo de deslocamentos no entorno das extremi
dades nao depende da carga mas, do material, da temperatura e das

‘condigoes ambientais em geral.

Posteriormente procurou obter um principio geral
baseado na ideia de finitude de parametros, valido para grande
variedade de problemas da Mecanica. Por este caminho conciuiu
por exemplo, que a hipotese (a) decorreria do fato de serem vali-
dos o principio dos trabalhos virtuais e o teorema de Clapeyron,
na Elasticidade Linear. Assim, instituiu um funcional, no qual
aparecem parametros caracteristicos das fissuras, cuja minimiza -

cao equivale a um critério de estabilidade de fissuras.

1.4 - Modelos Planos com Fissura Retilinea

Na Mecinfca da Fratura s3o usados 3 modelos basi -
cos, idealizados por Irwin, evidenciando o tipo de solicitagao ex
terna. Estes modelos admitem implicitamente, singularidades no
campo das tensoes, decorrentes das descontinuidades assumidas pa-

ra os deslocamentos.

Sao os seguintes (vide figura I.1):



T

I

X
Y
/\/
el |
ABERTURA DESLIZAMENTO RASGAMENTO

-

Fig. I.1 - Modelos de Irwin

1. Modelo de Abertura - A fissura tende a se abrir simetricamen-

te em relacao a linha onde se situa.

2. Modelo de Deslizamento - as duas faces da fissura tendem a
deslizar, uma sobre a outra, em diregoes opostas mas, sem sai -

rem do plano.

3. Modelo de Rasgamento - as duas faces tendem a sair lateralmen

te, para fora do plano.

A cada um dos modelos, Irwin associou um fator de
intensidade de tensces. Relacionados com a energia dissipada no
crescimento da fissura, e derivados do conhecimento da ordem de

singularidade das tensoes, na vizinhanca da extremidade das fis
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suras, sao assim definidos:

KI = 1lim <7;_,2(><]-)(21rx1)'!‘/2 (modo de abertura)
+
x1+0
Kyp = 1im 04, (xy)(20x )]/2 (modo de deslizamento)
Il 12371 1

x]+0+

Kipp = 1im 013(x])(2nx])]/2 (modo de rasgamento)

+
x1+0
(x, esta indicado na figura I.1
1

KI, KII e KIII servem para caracterizar o estado de
tensoes na vizinhanga da extremidade da fissura no plano. 0s valo
res criticos KIc’ KIIc e KIIIC correspondem ao estado em que ocor-

re brusco crescimento da fissura.

A determinagao experimental desses valores criticos
pode ser feita por ensaios destrutivos. A seguranga da pega fissu
rada sera tanto maior quanto menores forem KI’ KII e KIII compara-

dos respectivamente com KIc’ KIIC e KIIIc'

Estudando os modelos IRWIN, SIH e PARIS [20] obtive
ram as tensoes e deslocamentos, para o caso de placa infinita con-
tendo uma fissura retilinea. As partes singulares destas solugoes

s3ao as seguintes:
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MODELO 1
Tensoes:
911 l1-sen{©/2)sen(30/2)
K
I .
o 2 —s C05(0/2) T+sen(6/2)sen(30/2) (1.5)
22 (2ar) 172 )
Y sen{0/2)cos(30/2)
Deslocamentos:
Y cos(0/2)[c-1+2sen?(0/2)]
K .
- ié (5%)]/2 (1.6)
B sen(0/2)[c+1-2cos2{0/2)]
MODELO 2
Tensoes:
911 -sen(0/2)[2+cos(9/2)cos(30/2)]
K
Too = ———llT7§ sen{p/2)cos{p/2)cos(36/2) (1.7)
(27r) ' '
015 cos(0/2)[1-sen(0/2)sen(36/2)]
Deslocamentos:
ul sen{e/2) [c+1+2cos?(0/2)]
K .
= 2 (572 (1.8)

u, -cos{0/2)[c-1-2sen?(0/2)]



12

MODELO 3
Tensoes:
013 " -sen(0/2)
- Mg (1.9)
Oy3 (2mr) cos(6/2)
Deslocamentos:
2K
I11 1/2
Uy = — (%F) /2 sen(o/2) (I1.10)
onde:
¢ = 3-4v no caso de estado plano de deformagao
c = (3-v)/(1+v) no caso de estado piano de tensao

1.5 - Formas dos Campos de Tensoes e Deslocamentos na Vizinhanca

de Extremidade de Fissura Retilinea

A resolugao de problemas da Elasticidade Plana
por meio de fun¢des de variavel complexa, baseia-se na existen-
cia de 2 fungoes analiticas (potenciais complexos}, atraves das
quais as tensoes e deslocamentos no dominio podem ser obtidas a

partir dos valores prescritos no contorno.

Quando no plano ha uma fissura, as faces sao con-
sideradas partes do contorno. No caso de ser retilinea, fica a

fissura assimilada no modelo matematico plano do problema, a um
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corte, onde os deslocamentos sofrem descontinuidade e as tensoes
sao prescritas.

A figura 1.2 esquematiza a idealizagao da fissura
cujas faces, superior (0=+m) e inferior (0=-m) estao livres de

-

tensoes, isto e, 022 = Opp = OTZ = 0{2 = 0.

t 1ttt
Z

TT TV I ]

Fig. 1.2 - Modelo Matematico Plano

0s pontos do corte AB sao indicados pela coordena

da real t, negativa por corresponder a valores negativos de xj.

A questdao chave e a.obtencdo dos potenciais com -
plexos, considerando a presenca do "corte matematico" AB, da fig.

I.2.

De acordo com a teoria desenvolvida por MUSKHE-

LISHIVILI em [1]:
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Opp = 107, = @ (2) + T(2) + (z-7) P2y (1.11)

onde | Q(z) = z v (z) + ¥(z), sendq (.}' = %E' (I1.12)

W(z), p(z) sdo funcdes analiticas denominadas po-

tenciais complexos, no plano 7.

Como P(z) e y(z) sdo analiticas, @(z) de (l.12),

tambem e analTtica.

A condigao de anulagao das tensoes Upp & Gyp NA

fissura, levada em (I.11}, conduz a:

Pe)t £ )T =0 (I.13a)
ety + @)t -0 (1.13b)
Subtraindo (1.13b) de (I.13a), obtem-se:

[ot (t)y - @ (t)]* = o' (t) - &' (t)]” (1.14)

0s sinais (+) e (-) caracterizam os limites das
fungdes analiticas quando a aproximagao ao “corte" ocorre.a par-

tir de Xy > 0 e Xo < 0, respectivamente.

A igualdade (I.14) mostra que em toda vizinhanca

V (incluindo pontos de AB) da fig. 1.2, vale a relacgao:

@‘(z) - @' (z) = 29(z) (I.15)
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onde g(z) e analitica arbitraria em V.

Somando (I.13a) a (I1.13b), obtem-se a denominada

equacao de Hilbert:

[pr(t) + @ ()" + [0'(t) + Q' (t)]” = 0 (I.16)

-1/2

(observe-se que Y'(z) + Q(z) = z e uma solugao de I.16,pois

(t-1/2)+ -]/2)-

+ (t = Q).
Segundo MUSHELISHIVILI [19], a solugao de (I.16),
para o caso presente, onde e imposta a condicao de descontinuida

de finita dos deslocamentos, tem a seguinte forma:

o' (z) + R'(2) = 2272 £(2) (1.17)

(A notagao Q(z) representa o conjugado de Q(z), isto e, f(z) =

Q(z). f{z) @ analitica no plano z).

Usando (I1.12), (I.15) e (I.17), obtem~se \W'(z) e
p'(z) em termos das fungoes analiticas f(z) e g(z). Com isso en
contram-se os potenciais complexos \P(z} e v(z) que, substitui -
dos nas combinagoes fundamentais de tensodes e deslocamentos, ob-
tidas por MUSKHELISHIVILI [1], resolvem formalmente, o problema

fornecendo tensdes e deslocamentos:

oyy + 0y = SRe[271/2 £(2) + () ] (1.18a)



16

Oyp = Opq + 2i0y, = -4iz']/21m[f(z)] - 4Refg(z)]-

- i, £ TVE f(2) + g(2)] (1.18b)
e G(d] + iuz) = %}% f[z']lzf(z) + g(z)]dz -

- Zx][i-]/z + g(z)] - ﬁ%_1/2f(?) - g(?ﬁd? +
+ Fi(Z) + Fy(2) (I.18c)
onde F](E) e F,(z) s3o fungoes analiticas arbitrarias.

2v/(1-2v) para estado plano de deformagao
2v/(1-v) para estado plano de tensao

Pelo fato de f(z) e g(z) serem analiticas em Z,po
dendo ser desenvolvidas em series de potencias convergentes, na
vizinhanga V da fig. .2, as equagoOes (I.18a, b) fornecem entao
as ordens das singularidades de tensoes. Verifica-se'dhe e da

-1/2

ordem de r (origem dos r em B). A equagao {I.18¢) mostra

que os deslocamentos que geram tais singularidades, apresentam

parcelas do tipo r]/z.

As equagoes (I1.18 a, b, c) respondem a pergunta
sobre singularidade, relativa aos dois primeiros modelos de IR-
WIN (fig. I.1). Um desenvolvimento mais simples e menos rigorg
so pode ser feito para o terceiro modelo, correspondente a deslp

camento para fora do plano.
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Supce-se o "corte matematico" feito na segdo trans
versal de um cilindro infinito sujeito a tensoes cisalhantes no
sentido da geratriz. Tomando o eixo dos Xq paralelo as geratri -
zes, somente nac se anulam Uzs Oq3 & Oy Supondo nulas as for-
¢as de massa (o que nao afeta a generalidade do problema), as e-

guagdes de equilibrio sao satisfeitas identicamente, a menos da

seguinte:

013,17 * 93,2 ° 0 (I.19)
Como:

Oy3 = GUB’] & 0,3 = 803,2 (I.20)
entao:

3,91 * u3,22 = O (1.21)

Desde que uz(xy, X,) real, & harmonica, ha uma

fungdo complexa f(z) = uy + iw, onde w tambem € harmonica e dita

conjugada de uj.

A solugao de (I1.21) pode ser obtida de modo mais
amplo, no plano complexo, em termos de f(z)}, que por ser analiti-
ca pode ser desenvolvida em séeries de potencias com coeficientes

a determinar.

Aqui s0 interessa a ordem de singularidade da par-

te real de f(z), isto e, uz - deslocamento para fora do plano.
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Serd usado um metodo do tipo semi-inverso, para
pesquisar a natureza da parcela de f(z), responsavel pela descon

tinuidade do deslocamento us3. Seja:
fo(z) = - i A z? = AirP (cospo + isenpoe) (I1.22)

onde A € constante real, p racional; e fp, termo do desenvolvi -
mento de f(z). Supoe-se que os demais termos sejam funcdes ana-
1iticas em todo o dominio. Para simular a descontinuidade de
deslocamento, p naoc pode ser inteiro. Também nao pode ser fra-
cionario negativo porque isto Jeva a deslocamenfos infinitos
quando r for nulo. Por outro lado, para garantir a condicac de

descontinuidade de u3'no “corte", tem que ocorrer a condigao:

u3(r,v) - oug(r, -m) (I1.23)

%. Segue que:

que s0 ocorre quando p

f(z) = - irz'/?2 (1.24)
e em consequencia:
= _ 1/2
u; = Re[f(z)] = Ar sen(6/2) (1.25)

Usando (I1.20), e as condigoes de Cauchy-Riemann*

para f(z), tem-se:

* As condigOes de Cauchy-Riemann sao atendidas pelas fungoes ana
Titicas. No caso de f{z) = ug + iw, sao elas:
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Fiz) = Uz g *+ 0wy = U3 g - dug 5 =

= [6]3 - 102§]/G (1.27)

Substituindo f(z) de (I.22) em (I.27), sao obti-
das as tensges: '

oy3 = -[A G r /% sen(o/2)]/2 (1.28)

1/2

[AGr” cos(0/2)]/2 (1.29)

923

Ve-se pois que,para o modelo de rasgamento, a

-1/2

singularidade das tensoes e da ordem de r , e 0s deslocamen-

tos apresentam-se com um termo da ordem r1/2, como ocorre nos

dois outros modelos de Irwin (ver Segao I[.4).

No modelo de elementos finitos hibridos, desen -
volvido nos outros capitulos, as fungOes de interpolagao das
tensoes e dos deslocamentos apresentam parcelas com as singula-

ridades obtidas em (I.18 a, b, c), (I1.27), (I.28) e (I.29).
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CAPITULO II

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS NA MECANICA DA

FRATURA

I1.1 - Consideracoes Gerais

As vantagens do Metodo dos Elementos Finitos (MEF)
aplicado d Mecanica da Fratura, decorrem da grande dificuldade no
tratamento matematico de problemas que envolvem distribuigoes pou

co regulares das fissuras.

0 primeiro recurso do MEF explorado, &€ o refinamen
to da malha proximo as extremidades das fissuras. Assim, calcula

se a abertura a uma distancia regulamentar das extremidades.

Expressoes empiricas dao a relagao entre dada aber
tura (denominada CRACK OPENING DISPLACEMENT - COD), e os valores
criticos dos fatores de intensidade de tensoes. A precisao dos
resultados ndao & boa, mesmo para o caso simples de uma so fissura

- -
no dominio.

Qutro recurso do MEF comega a ser explorado. Tra-
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ta-se da construgao de fungoes de interpolagao com parcelas ca
racteristicas do problema mais simples de Mecanica da Fratura.

Assim, o tipo de comportamento dos deslocamentos e tensoes conhe
cidos para o problema mais simples e "a priori", admitido nos e-

lementos que tem como vertice comum, uma extremidade de fissura.

BISKOV [23] desenvolveu um modelo nao-conforme
de deslocamentos usando fun¢des de interpolagao a variavel com-
plexa. Obteve bom resultado so para o caso simples de uma fissu

ra retilinea numa placa em estado plano.

PIAN [24] solucionou a questdo implicita da nao -
compatibilidade entre elementos, usando o modelo hibrido de ten-
soes, por ele mesmo ja desenvolvido para problemas de cascas.
ATLURI [25], inspirado em Pian, desenvolveu o modelo hibrido de
deslocamentos, aplicando-o também com sucesso a Mecanica da Fra-
tura. Mas a idéia de Atluri ja constitui certa evolugao, por fa
cilitar a prescrigao de tensces e deslocamentos nos contornos

dos elementos.

Neste cathu]o discute-se o modelo hibrido de des
locamentos de uma maneira bem geral (Segao II.2), partindo-se
dai para a elaboracao do modelo plano geral adequado a resolugao

de problemas da Mecanica da Fratura (Secao II.3).
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I1.2 - Funcional Hibrido - Deslocamentos Relaxados entre Elemen-

tos

Consta da energia potencial total mais certas par
celas responsaveis pela relaxacao dos deslocamentos no contorno,

atraves da introdugao de multiplicadores de Lagrange.

A extremizacdo desse funcional, como sera visto,
conduz a uma solugdo que atende as equagdes de equilibrio dentro
de cada elemento; e garante a continuidade de deslocamentos en-
tre elementos vizinhos, mesmo que tenham sido interpolados inde-

péndentemente no interior e no contorno de cada elemento.

No caso geral, para meios elasticos, o funcional

do modelo hibrido de deslocamentos & o seguinte:

_ ]
Tup(¥s ¥+ £ ) =) {jv (7 Eijke Si3%ke
m

Fm o1 Fc
m
(Vale a somag¢do nos indices i, j, k, £ =1, 2, 3; de (II.]),rin-

clusive, em diante).

0 somatorio indica que foi feita uma sub-divisao
anterior do dominio, sendo o funcional Typ @ soma das contribui-

goes de todos os elementos. 0 m-esimo elemento ocupa a regiao
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Vm’ limitada pelo controno T A parte do contorno do elemento

onde ha tensOes prescritas @ FG - Em T, sao prescritos deslo-
" m om _ -

camentos. Fm = Fm - Fom - rum, u; sao deslocamentos diferencia-

veis no interior mas nao necessariamente continuocs na fronteira

do elemento. v, sao desiocamentos de contorno, continuos em .
* ' - = - - .
Poe Vi = Uy em Tu + PO por imposicgao. T; sao tensoes prescri-

m

tas no contorno e tL.’ multiplicadores de Lagrande. Fi sao for-
1

¢as de massa. Eij sac as deformagoes em Vi derivadas de u., e da

das por:

_ 1
E:‘--‘-z-(l.l

i3 + u.,i) (I1.2)

15 J

Fazendo a variagao de (II.1) com relagao as varia

¢0es independentes Su;s v, e 8t ., tem-se:
i

- 1
STup = L {Jv [7(E jkeoke®€45 * Eijketijiene)
m

oy

T i r

m
. g m

Levando-se em conta, primeiro que Eijk£ = Ekzij’
. 1 s

e depois que Geij =5 [(5“1),j + (Guj),i] ,» substituindo | em
(I1.3): ' '
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&

n
= ~1

HD {f(‘z‘ Eijkecke|(84i),5 * (‘5”;1),1] -

m

+ IP* étLi(vi'ui)dr'J T dv.dI} (I1.4)

r
m
%m

Levando-se em conta em (II.4) que:

%5i = %3 = Bijke fka

e aplicando o teorema da divergencia a primeira parcela da primei

ra integral do segundo membro, entao:

1 o -
Jv (7 Eijkzekf-[(aui),j + (6uj)’ij - Fiou)dv =

= - JV [Gij,j + FJ 6u1.dV + JI‘ Tiﬁuidl‘ (I1.5)
m m

onde T, sao tensoes derivadas de deslocamentos, no contorno s

dadas por:

5 E

-
"
Q
<
[H]
N —

ke (45, 5%05,509;

(vj - co-senos diretores da normal externa em T_)

Substituindo (II1.5) em (11.4) e rearrumando adequa

damente, tem-se:
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8Ty = J-[(oy; & + Fi)JuidV + J x(Ty=t; Jou,eT

r i
m

+ J a(v,-u:)8t, dr + J (T.8u;-t Sv-)dr
r i Li T ivI Li 1

m : y

+ J (T,6u; - Ti8v.)dr (I1.6)
T 1

0 principio de extremo §myp = 0, garante que:

a) sendo os Su; arbitrarios em Vm:

oij, i * Fy =0 em v (11.7)
t, =T r 11.8
L. ~ i &M m (I1.8)

b) Sendo os 8t, , arbitrario em T
i m

3 * (I11.9
— ; | 6 ﬁg\k‘ T.
¢) Sendo u; = v, em Ty  + rcm,logo ui”. Dai:
G o=TgemT, (11.10)
m
Tiéu, = t vy =0, em Fu,

As relagoes (II.7), (I11.8),(11.9) e (II.10) sao

pois, condicdes necessarias para o cumprimento do principio de
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extremo §w,, = 0, da7 derivando as seguintes observagdes sobre o

modelo hibrido de deslocamentos: .

1) O0s deslocamentos u; em V geram tensoes

m,

B
%i =7 Bigrel¥i,5 * 45,40

to;

equilibradas no interior do elemen -

2) O0s multiplicadores de Lagrange tL se identifi-

- o . i
cam com as tensoes Ti =3 Eijkz(ui,j+uj,i)vj’ geradas por u; em

*

Fm;

3) Os tL naoc nhecessitam ser prescritos em quali-
i

quer parte do contorno.

1 ’

4) Embora independentemente assumidos, u, e v, co-

incidem em . desde que, em ry * Fc » Uy e vy assumam
m m

os mesmos valores. Isto equivale a garantir a conformidade do
modelo, pois u; = vy na fronteira comum de dois elementos implica

na continuidade de u; no dominio total discretizado.

0 modelo hibrido de deslocamentos, e adequado aos
problemas de fratura porque da grande liberdade na interpolacgao:
dos deslocamentos no interior e contorno; e dos multiplicadores
de Lagrange no contorno. E possivel pois, a adogao de elementos

especiais, s0 colocados na vizinhanga de extremidades de fissuras,
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~

sem qualquer problema de compatibilidade nas fronteiras com 0s

demais elementos.

0s passos para a resolugao do problema plano de
fratura com auxilio do modelo thrﬁdo de deslocamentos, sao oS

seguintes:

1) 0 dominio e discretizado em elementos vregula-
res e singulares, situando-se cada extremidade de fissura, num

yértice comum de elementos singuiares;

2) Para os u,, v, e tLi.

as funcoes de interpolagao sao regulares, tais como polinomios.

nos elementos regulares,

Os Uy sao interpolados no interior de cada elemento. Os v e

tL sao interpolados no contorno;
-i .

3) No caso de elementos singulares, as fungoes de

r1/2

. devem conter parcelas tipo , caracteris

interpoiac¢ao dos U

tica do problema mais simples da Mecanica da Fratura {ver Segdo
1.5), sendo r a distancia a extremidade da fissura;

4) 0s v no contorno de elementos singulares, de

vem ser interpolados por fungoes com parcelas tipo 51/2, onde 5

.i!
e a coordenada do contorno com origem na extremidade da fissura;

5) O0s t, , por serem assimilados a tensoes no con
i
torno, sao ail interpolados por fungoes contendo parcelas tipo
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-1/72

s , conforme as conclusoes da Segao I1.5;

6) A prescrigao de deslocamentos em Pu » - para ele
, . m
mentos regulares ou singulares, tem que ser feita, tanto para os

uj quanto para os Vi> cOm u. = v, obrigatoriamente. O0s tL nao
i

sao prescritos em qualquer ponto.

I1.3 - Modelo Hibrido de Deslocamentos Particularizado para Pro-

biemas Planos de Fratura

No caso de problemas planos, o funcional (II.1)

fica:
_ 1 - F '
Tup = % E{JS (7 Eiske€i58ke - Fyui)dsS +
m
+I Lo (vi-ug)ds - I T.v.ds} (I1.71}
L.Y"1 ™19 i
asm 1 | som
em que:

e - espessura constante da placa plana;

Sp = regiao da superficie media da placa corres -

pondente ao elemento m;

x * ’ .
BSm - contorno de 5. sem deslocamentos prescritos
‘ * - - .
SO parte ‘de asm onde as tensoes sao prescritas

(Vale sempre a Somagdo em i,j = 1,2)

As parcelas da forma Eijkzeijeki’ para o caso de



29
material elastico linear isotropo, podem ser colocadas em forma

mais simples, levando-se em conta as simetrias de Eijkt’ Eij e

95 Fica entao:

onde E-E o vetor das deformagoes no plano, dado por:
eT = |g 3 € (I1.13)
= 11 22 12 ’
Para o estado plano de deformagoes:
] y/(T-v) 0
_ E(1-v) _
£ = (T+Vv) (1-2Vv) v/ (1-v) L 0
0 0 (1-2v)/2(1-v)
L | |
(I1.14)
(No caso de estado plano de tensoes basta .substituir v ‘por
v/(1+v) e E por E(1+2v)/(1+v)2.
Fazendo:
T : | .
u = [u] ué] - deslocamentos em Sp (IT.15a)
gT = [v] V2]' - deslocamentos em 3S_ (I1.15b)
EE = [tL] tLZ] - multiplicadores de Lagrange

em 35 (Il.15¢c)
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e substituindo em (II.11), tem-se:

Tyn = g e{ (l eV Ee - ul F)ds +
hp = 2L 7€ Ee-u
m=1 S )
m
+ J (v - ul)t ds - (VT T ds3 (11.16)
-~ ~ -~ J._ ~
BSm
onde COF - [?1 ?2] - forgas de massa (I1.17a)
e 7= 'TI TZ] - tensoes prescritas em
so (I1.17b)

m

Para melhor evidenciar os dois tipos de elementos-
regular e singular - a serem considerados, o somatorio em (II.16)
sera quebrado em duas partes: uma correspondente a elementos re-

gulares (m de 1 a p), e outra corFeSpondente a elementos singula-

res (m de p+1 a'q).

0 vetor g, definido em (I1.13), equivale a:

a/ax] 0
_ u
e=Du-= 0 3/8x, _ (I1.18)
u
%— 3/8){2 -12— B/BX-| 2

No caso dos elementos regulares, os deslocamentos

$ao interpo1ados por:

u=~Aa+A a (I1.19)



31
v==8v, (1;.20) |

E os multiplicadores de Lagrange por:

(11.21)

As matrizes A, B e C sdo constituidas de termos re
gulares, fungoes polinomiais das coordenadas locais do elemento.
&0 corresponde aos deslocamentos de corpo rigido (ver Apendice).
No caso dos elementos singulares, os deslocamentos

sao interpolados por:

u="Ua+ Us 2, (I1.22)

v =y (11.23)

ELz ER EN+§S IS (11'24)
A matriz U envolve alguns termos do tipo r]/2. A ma-
triz V envolve alguns do tipo 51/2. ER e constituida de termos re-
gulares. E C. envolve termos do tipo s71/2, U, corresponde aos

deslocamentos de corpo rigido (ver Apendice).

O0s vetores a e a sao constituidos de parametros 1i-
vres, sem significado fisico definido. vy representa deslocamentos

nodais no contorno do elemento. ty sao valores nodais dos multi -
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plicadores de Lagrange, no contorno. E Y e dado por:

~

Ky

-
H

Kyt

onde I<I e KII sao os fatores de intensidade de tensoes dos mode-

los de abertura e deslizamento, respectivamente (ver Secao I[.4).

Introduzindo as relagdes (II.15a,b) ate (II.24)

no funcional (II.16), e subdividindo o somatorio:

_ T, . .1 T T e
THD mgl efz a’ Kya - a f; + (yy H-2a G)t,
T 1T T
vy 911+ % e{lz ¢ K,a-af,+
~N *1 m=p+1 ~ ~2 .~ =2
T T T T
+ (yy Hp - oan Gpdty + (vy He - o Goyg -
- vy gp) (11.25)
onde:
= ealenads
Sm
_ T
k= @uTeouyas
sm
6= A cas Gp = | . U cpoas
Jas_ 2S,



H o= f BT ¢ ds Ho = vl ¢, ds
H= s B¢ LI B Cr

m m

= J VT ds
-8 3s_ ~ 7S
m

£ o= BT ¥ ds o= v Fas
iy s - - L ¢+ -

m m

Tendo em conta que a e restrito somente ao inte-
rior de cada elemento do mesmo modo, que 0$ o; entao podem ser
explicitados via extremizacao do funcional (II1.25), resultando

em:

— a = 5{‘(f] + 6ty (11.26)

para cada elemento régu]ar (m =1 ate p). E:

==> 0 = Ky (f, + Gy by * 6. 1) (11.27)

para cada elemento singular (m = p+l ate q).
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Substituindo a e o em (II.25):

] T T
Tp = E el- ?[é] *ty(2py + 0 EN)J +

m=1

Fup(H by - g)) b P e 3 [@2 .

m=p+1

T 1 7T
* VN Iyt Ho vg - 9p) - o7 xg(2pg t
T .
* Qs * Qg5 XD (11.28)
onde:
S Y | _ T -1
dy = £ X £ dp = £, K57 1,
_ AT - _ oAl -1
Bq G Ky £ Py = Gp Koo 1,
_ AT -1
Py = 6, K0 f,
_ 1T T -1
Q=G6K, @ QR = Gp Koo' Gp
_ AT -1 T -1
QRs - gR 52 Es gss S;-s E2 §s

Somando as contribuigOes de todos os elementos,em

nivel de sistema global (II1.28) fica:



35

_ _l *T * *'[' * * * *
Thp = e{ 5 t [%E] +Q EN + 292 + QR EN +
* * *TH* * * H* * * *

* Qo Yo *tn By byt 8 * Mgty HGYG

*

¥ 1 AT *  _*T ¥ ], .,x %
- Sé} "7 s [}93 * s * 95 Is] - z(dyrdp)d
(11.28)
oride -(*)- refere—se-a sistema global.
Adicionando a-“HD’ em (11.28), a contribuigiq nHDO

devida aos deslocamentos rigidos, obtida no Apendice A; e apli-

cando o principio de extremo expresso por:
5Ty * "o ) = O

tem-se afinal o sistema de equagoes lineares:

* * * * % * *
287+ )ty + 2H0vg < 297 + gp)

* * *

**T*' **T* *
2(H +Hp) vy = (Q +Qp) ty - QpeYs = By*Py

* * * * * * *
2K T 1 .

s Yy~ Qs Iy - st Ys T P3

ou melhor:
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2_*_
Hol f
*
Qs ¢
*
s \

) (I1.29)

A resolugao de (II.29) fornece os valoFes nodais

* - *
de deslocamento (!N), tensoes (EN)’,E fatores de intensidade de

- * - . .
tensoes (Xs) correspondentes as fissuras colocadas no dominio.
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CAPTTULO III

MODELOS DE ELEMENTOS FINITOS PROPOSTOS

Sera feita a particularizagao do desen§o1vimento
do capitulo anterior, para dois tipos de elementos - regular e
singular - de forma retangular com tres nds por lado (fig. III.
1). Uma questao, referente as componentes de deslocamento rigi

do dos u;, serd discutida. em Apendice.

III.1 - Elemento Regular

0s deslocamentos no interior do elemento sdo in-

terpolados por meio de polinomios completos em X1. € Xoi

= 2

e

tapxs +oagxyXy + Xy 4 (39X, + ag,)

_ 2 . .
Up = 3gXy *+ agXy + AyXyXy + agX, +(-apyXy + 3p3)

-t B3

(III.1)

onde as partes entre parenteses correspondem a componentes rigi-
das de rotacao e translacdo, que n3o serdo consideradas por con
veniencia, para efeito de organizagao das matrizes. Esse proble

ma e discutido no Apendice.
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Em forma matricial (III.1) fica:

u=~Aa+A;a, (I11.2)

onde: -;2 x2 X X, X 0 0 0 0
1 2 12 1
A =
Al 2 2
0 0 0 0 X3 X5 x]xz Xy

€ Xy 1 0

A. =

~0 - X, 0 1

SO a matriz A sera considerada inicialmente.

0s deslocamentos no contorno sao interpolados, em
cada lado do elemento, com o auxilio das seguintes fungoes qua -

draticas:

by(ss L) = 2(D)% - 3(}) + 1
bols, L) = -4(2)2 + 4(3) (I11.3)
Wals, L) = 2(P)F - T

onde L & o comprimento do lado no qual a interpolagdo esta sendo

feita, e 0 & s £ L.

Tem-se ent3do:
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Lado ABC (origem dos s em A):

V] wl(s,a) 0 wz(s,a) 0 wa(s,a) 0
. | tyy)
Vz 0 W](S:a) 0 wz(s,a) 0 w3(593)
(I11.4)
onde v, sao os deslocamentos nodais em ABC, isto e:
vT = ly v v v v v ]
~N M1 NE N3 N4 NG N&
Lado CEH (origem dos s em C):
vy 0 vy(ssb) 0 Yo(s,b) 0 ¥5(s,b)
= | {vy!
(II11.5)

onde v, sao os deslocamentos nodais em CEH, isto &:
vio= |v v v v v v
~N | N5 N6 N9 TNIO TN15 TNI16

Lado HGF (origem dos s em H):



V1 -:w](ssa)

T _
onde Yy = [}le
Lado FDA (origem

vy 0

Vo _f1(s’b)

T _
onde vy = E’Nn
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0 -wz(s,a) 0. -ws(s,a) Y

'w](s:a) 0 'wz(ssa) 0 'w3(5!a)
(111.6)

aise Yn13z Ynie Yam "mz]

dos s em F):

-w](s,b) 0 'wz(s’b) 0 ‘w3(5’b)
| {vy)

0 wz(s,b) 0 ¥4(s,b) 0-

(I11.7)

{v

0s multiplicadores de Lagrange t, sao interpola-
1

dos tambem com auxilio das fungoes (III.3), em termos dos valo -

res nodais ty. Tanto quanto os vy, o0s t

¢ao da fig. III.1

segquem a mesma conven

b. Portanto suas interpolagoes nos lados,

sao analogos as de (III.4), (IIl.5), (III.6) e (III.7).

y!
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x,t
F
v * - — _q
T R [ 54 Du 51 [ ] R [
r
1 ° L4
> > ISSURA
Ci B4 A B o
' R t 5% Dt 2 ¢ R 1
L i . P .—i e —
, F1 X4
a-OISTRIBUICAQ DE ELEMENTOS REGULARES E
SINGULARES
X WY Xy
14 16
12
F‘T'—.!I GI_.P $T_.....+ ) # P n F b_.G H
H ¥ Fac HI l '
| . A A
8 10 5
S|
DT"' .E 5 b-D EQ D.* £
R
A B C
-~ - —_ J‘_ >— .'—‘.“ > p—_
AT BT 5 X - a XA B C
b- DIRECOES c-ELEMENTO d- ELEMENTO
REGULAR SINGULAR
Fig. III.1 - Elementos Propostos

’Ext
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IT1.2 - Elemento Singular

0s deslocamentos no interior do elemento sao inter

po]adoé por:

Uy = GgxjrapxiragXXptagXytag/TH (g Xptag,)
Up = agXjtagXitagk XytagX,tay g/ T+ (~ag X tag,)
(I11.8)
Em forma matricial:
u=Uat Uy g (111.9)

onde .
X] X3 XqXp X Yr ¢ 0 0 0 0

0 0 0 0 0 x x2 XX Xy

—_—

S0 a matriz U sera considerada inicialmente em (III.9), isto e,

as parcelas referentes a rotagdo e translag¢ao de corpo rigido se
rao excluidas. Isso facilita .o encaminhamento da solugao do
sistema de equagoes obtido via extremizacgao do fdnciona]. Para

a consideracao de Uy, ver Apendice.

0s deslocamentos Vis NOS dois lados do contorno
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que se cruzam na extremidade da fissura, sao interpolados com au

x71io0 das seguintes funcgoes:

n](s,L) = V2 (%) - {1 + /f)frg + 1

ny(s.L) = -2(1 + VE)(§) + 201 + v2)/ & (111.10)

ngls,l) = (V2 + 2)(}) - (1 + D)/ §

onde L & o comprimento do lado no qual a interpolagao esta sendo

feita, e 0 ¢ s & L.

Tem-se entao, para os dois lados que se cruzam na

extremidade da fissura (vertice A na fig. III.1d):

Lado ABC (origem dos s em A):

V1 ny(s,a) 0 nz(s,a) 0. n3(s,a) 0

vy} (111.12)

Vo 4] nT(s,a) 0 nz(s,a) 0 . n3(s,a)

onde v, sao os deslocamentos nodais e seguem a convencac de dire-

¢oes da fig. III1.1b, sendo:

T
YN T [9N1 YNz YN3 Yna Vns Vmé}
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Lado FDA (origem dos s em A):

vy 0 -n3(s,b) 0 -nz(s,b) 0 —n](s,b)

it

{vy}

Vo Lﬂﬁ(s’b) 0 nz(s,b) 0 n1(s,b) 0
(I11.13)
onde vT = |V ) Y v v i -
~N NT1 N12 N7 N8 N1 N2

Nos lados CEH e HDF, as interpolagdes dos vy, sao
as mesmas do elemento regular, isto &, (III.5) e (IIl.6), respec
tivamente. Segundo ATLURI (25) isto conduz a melhores resulta-
dos porque, se tais lados fossem encarados do ponto de vista do
elemento singular, teriam que ser interpolados segundo fungoes

envolvendo 0, o que aqui nao se faz.

As interpolagbes para os multiplicadores de L a-
grange tLi’ nos lados ABC e FDA (Fig. III.1d), sao feitas por
meio de funcdes com uma parcela polinomial e cutra singular. A
parcela polinomial aqui adotada & quadratica, usando-se para is-
so as funcoes (III.3). Somente essa parcela afeta os valores ng
dais EN' A parcela singular, por sua vez, contem termos do tipo

5_1/2, e afeta os fatores de intensidade de tensoes K; e Kpp-

Assim, para os dois lados que se cruzam na extre-

midade da fissura, tem-se:
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t|_'| w](ssa) 0 lIJz(S,a) 0 1p3(s,a) 0
= {ty} +
t o i 0 ¢](s,a) 0 wz(s,a) 0 ws(s,alj
+'[ES]{IS} (I11.13)
onde t, sao valores nodais dos t, » sendo:
LN 2 tha tng tas tNG}
T
e - [k
Lado FDA (origem dos s em A):
tL] ' 0 '¢3(5,b) 0 ‘IPZ(S,b) 0 'W](Sab)
= . {.t.N} +
th _?3(s,b) 0 wz(s,b) 0 w](s,b) 4]
+[Cs ] {xsd (111.14)
onde £l = [t t, ty, tys t _—
~N N1 N2 N7 N8 N1l N12

L
& X5 [FI Klil

As interpolagoes dos t . » nos lados CEH e HGF 530

i ,
feitas como se pertencessem a elemento regular. Para isso 5ao
usadas as fungOes quadraticas (III.3). A analogia com (III.5) e

(III.6), respectivamente, & completa.
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II1.3 - Matrizes Auxiliares

A. No interior dos Elementos
A.1 - Elemento regular:

Matriz K, (Simetrica):

[K1(I’J)18x8 = JS (D A)T EDA dS

m

Para A da eq. (III.2), e E dado na eq. (I1.14).
Componentes nao nulos

Ky (1,1) = 4a°b/3

K (1,3) = a?b?/2
Ky(1,4) = ab?
k1(1.6) = Cqa2b?

K (1,7) = 2C42°b/3
Ky(1,8) = 2642%b
K1(2,2) = Cpab?/3
K;(2.3) = C,a%b2/8
Ky(2,5) = Coa2b?/4
K1(2,7) = Cpab?/6
K1(3,3) = ab®/3 + Cp a’b/6
Kq(3,4) = ab?/2
K,(3,5) = Cpa’b/6
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K1(3,6) = 2C4ab?/3

Ky(3,7) = (Cq + C,/8)a%b?/4
Kq(3,8) = Cya%b?/2

K1(4,4) = ab

K'I(4,6) = C3ab2

K1(4,7) = C3a2b/2

Ky(4,8) = Cjab

K1(5,5) = C,ab/3

K-[(5,7) = Czazbz/s

K;(6,6) = 4ab?/3

Ky(6,7) = a%b?/2

Ky(6,8) = ab?

Ki(7,7) = a’b/3 + Czab3/12
Ky(,78) = a’b/2

K](B,B) = ab

A.2 - Elemento singular:

Matriz K, (simetrica):

[KZ(I,J)]10qu=JS (D E)T EDU dS
m

Para U da eq. (IIl.9) e E dado na eq. (II.14).

Componentes nao nulos:

Ko (M, N)

K](M, N) para M, N =1 a 4
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KZ(M’ N) = K](M-l, N-1) para M,N = 6 a 9
Kp(1,5) = I

Kp(2,5) = Cpl,/4
Kp(3,5) = Ig/2 + C,1g/8
Kp(3310) = C31,/2 + C,1,/8
Ky (4,5) = 14/2

Kp(4,10) = C41,/2

Kp(5.5) = Ig/4 + Cp15/16

K,(5,6) = K,(2,10) = C,1./4

Kp(5,7) = C3l,

Ky(5,8) = C31,/2 + C,1,/8
Ky(5,9) = C414/2

Kp(5,10) = (Cq/4 + c2/16)18
Kp(6,10) = C,1,/4

Ky(7,10) = 1,

Ky (8,10) = Ig/2 + C,o1/8
Kp(9,10) = 1,/2

K,(10,10) = CpI1q/16 + 1,/4

As expressoes dos Ke(I,d) e Ky(I,d) acima, valem

para o estado plano de deformagoes, sendo:
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o
n

1 E{1-v)/2(1+v)(1-2v)
(1-2v)/2(1-v)
= v/(1-v)

w
|

Para o estado plano de tensoes basta substituir:

v por v/{1+v) e E por E(1+2v)/(1+v)2

Ainda nas expressoes acima:

/2
a2/2 JWT (cc:)slp)_”2 dip + % b2 /2 J; cos? (senlp)-s/2 dy
0 1
¥ - /2 )
T a%/? JO] senztp(cosqn /2 d? + é p3/2 JW (senv) 1/2 d?

1

/2
‘% a3/? JV] (coslf’)_”2 dy + % h3/2 J? cos(P(sen(p)-?’/2 d¢ .

0 1

/2
2 ,3/2 J%H senp(cos) 32 ap + & 6372 J“ (sen)” 12 ay

0 %
m/2

(sen?)'3/2tos?d'
e

P
_2 .5/2 (" -3/2 L, . 2 .5/2
T a JO sen?(cosq) df + £ b J

a[—sen P, + Entg(‘-P]/z + %)] +b cos Y,
a(1 - cos Pq) + b(1 - senPy)

I} sen P, - b(cos \py + zntg(Lh/Z):l
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lP1 = arctg (b/a)

a,b - lados do retangulo nas diregdes Xy & Xy,res

pectivamente.

B. - Nos Contornos dos Elementos

B.l - Elemento regular:

Matriz B (2 x 16):

E obtida somando-se adequadamente as contribuigdes
dos 4 Tados do elemento, dadas nas expressaés dos Vi, em (111.4),
(IT1.5), (I1I.6) e (III.7). B & usada para interpolar os desloca
mentos v;, os multiplicadores de Lagrande tLi’ no contorno do ele

mento regular; e a parte reguiar dos tL no contorno do elemento

i
singular. Assim:

B =¢C-= ER

Componentes nao nulos:

B(1,1) = B(2,2) = ¥;(xq,2)

B(1,2) = B(2,1) = - ¢3(- Xp + b,b}
B(1,3) = B(2,4) = wZ(x], a)
B(1,5) = B(2,6) = ¢3(X13 a)

B(1,6) = - B(Z:S)'= ¢1(X2,b)

B(1,8) = -~ B(2,7) = -wz(- Xo + b,b)
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B(1,10) = - B(2,9) = yp(xp,b)

B(1,11) = B(2,12) = - yg(-x; + a,a)
B(1,12) = - B(2,11) = - yq(-x, + b,b)
B(1,13) = B(2,14) = - ¥p(-x; + 2,2)
B(1,15) = B(2,16) = = yy{-x; + a,a)
B(1,16) = - B(2,15) = y3(Xp, b)

B.2 - Elemento singular

Matriz V (2 x 16)

E‘obtida somando-se adequadamente as contribuigoes
dos 4 lados do elemento singular da fig. III.1d. As contribui-
coes dos Tados ABC e FDA, suposta a extremidade da fissura em A,
€ obtida a partir das eq. (III.11) e (III.12) respectivamente. Os
lados CEH e HGF, por n3o conterem o ponto A, sao tratados como
pertencentes a elemento reguiar, sendo suas contribuigoes dadas

respectivamente por (II1.5) e (III.6). V & usada para interpolar

os deslocamentos v,, no controno do elemento singular.
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Componentes nao nulos:

V(1,1) = v(2,2) = n1(x1,a)

V(1,2) = V(2,1) = -nz(x,.b)

V(1,3) = V(2,4) = ny(xq,2)

V(1,5) = ¥(2,6) = ny(xy,a)

V(1,6) = = V(2,5) = ¥q(xp,b)
V(1.8) = = V(2,7) = =np(xp,b)
V(1,10) = - V(2,9) = ¥p(xp,b)
V(1,11) = V(2,12) = -yq(-x; + a,a)
V(1,12) = - ¥(2,11) = =nq(x,.b)
V(1,13) = Vv(2,14) = -wz(-x] + a,a)
V(1,15) = v(2,16) = —w](-x1 + a,a)
V(1,16) = - V(2,15) = y3(x,,b)

As funcgoes wn(s,L) e nn(s,L), comn =1a 3, que
aparecem acima, s3o definidas enm (IT1.3) e (II1.10) respectivamen

te.

Matrizes CS

Particularizando-se as expressoes (II.5) e (II.6)

da segao (II.4), vem:



1.

2.
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Para o Modelo de Abertura:

© 11 %22 12
0 KI/(zw)”2 K./ (2mr) /2 0
nz | g K/ (r)t/? E VAL AU I S TSI
m 0 0 0
-z 0 0 0
- w2 | g k(a2 SV R B ST R
Quadro III.1
Para o Modelo de Deslizamento
© o 922 92
0 0 0 [/ (2mr)
e - 3 k)2 YRy E g K/ ()
. /2 Ky /() /8 0 0
- n/2 A SR CE L R N T L R S T
- /T K/ (ar) 1 0 0

Quadro III.2
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Com base nos quadros (III.1) e (III.2), podem-se
compor as matrizes Qs para todos os lados que se cruzam na ex -
tremidade de uma fissura (vertice A na fig. III.la). A ideia

esta fundada no fato de que o0s tL sao identificados com tenstes

3
noe contorno do elemento.

Assim, obtem-se as tensoes-normal e tangencial-
nos lados partindo de A. Estas tensoes sao obtidas em termos
dos fatores de intensidade de tensdes K; e K;;, a partir de com

posicoes feitas com o auxilio dos quadros III.1 e III.2.

Como exemplo, seja o lado AB,Cy na fig., III.1a.
A ele corresponde 6 = 0, e o raio r se confunde com a coordena-
da s do contorno. A tensao tangencial ¢ dada pela adigao dos
T12 dos dois modelos. E a tensao normal & dada pela adigao
dos 0,5 dos dois modelos. Assim:

T = |<II(2-ns)'”2

-1/2

e Ty = Kq (2ms) (II1.15)

onde T1, Ts sao os valores das tensoes no Tado A81C1.

Desde que os t s via extremizacao do funcional
i
hibrido de deslocamentos, sao assimilados aos T; (eq. I1.8), en
tdo & conveniente incluir parcelas tipo (III.15) nas funcgoes de

interpotagao dos tL_. A matriz Es responde justamente pelas
i
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parcelas singulares da interpolagao dos tLs isto e, aquelas que
i

afetam KI e KII' Assim:

Para o lado AB,C, (6 = 0):

-1/2
- (111.16)

(2ns) 71/ 2

Analogamente, fazendo uso dos quadros (III.1) e (III.2), tem-se:

Lado ADF (0 = m/2):

~ -1/2 3 -1/2]
+ g(ns)™ !/ - 2(ns)"1/2
- (I11.17)
~S
% (ns)“]/z + 711-(115)“1/2
Lado ABC (0 = m)
0 0
¢, = (face da fissura) (I11.18)
0 0
Lado ABZC2 (6 = - )
0 0f
Es = (face da fissura) (I11.19)
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Lado AD]F] (06 = - m/f2):
T sy /2 3 (ns)"1/2
. = (111.20)
R R A NP

Com ¢ auxilio das matrizes obtidas acima, obtem-se:

H = Bl ¢ ds Ho = vl ¢, ds
=)o B¢ o= f,o L In
m m
- I v ¢ ds
~5 3s "~ ~S
M
G =J AT ¢ ds o J uT Cp dS
- 3s 7 - as_ ~— 7
m m
(T
6= [T ¢ o
f, = f 87 F ds f, = ! vI F ds
f 2 F f L E
m m
g9y = J B' Tds e 9, = J v T s
SO'm SUm
[11.21)

onde: A e dada na eq. (III.2) e U na eq. (III.9). F (eq.
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I1.17a) e T(eq. I1.17b) expressam as distribuigoes das forgas de
massa em S_, e as distribui¢bes de tensdoes prescritas em so_,

respectivamente.

Finalmente, obtem-se as matrizes necessarias para

a montagem do sistema (II.29):

py =6 Ky £y g =G K f, by =G K3'E,
N N
Qs - G K2 & Oss T & K &
e mais g7 € 9y dadas por (II1.21).
Observagoes:
1) As matrizes Es que aparecem em (III.16) ate

(I11.20), tem que ser associadas adequadamente para cada um dos
quatro elementos singulares que cercam a extremidade da fissura
(ver fig. III.la). ApO0s a associacdo € que sao geradas as matri

zes H. e G, de cada elemento singular.

Ilg?
2) Os deslocamentos nodais V, e valores nodais t,
dos muitiplicadores de Lagrange, estao em ordem consecutiva {de

1 a 16) para efeito de arrumagao das matrizes, e conforme a con-
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vencao da fig. III.1b;

3) 0s fatores de intensidade de tensoes estao na

ordem KI’ KII’ para cada extremidade de fissura no dominio.
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APENDICE

CONSIDERACAO DOS DESLOCAMENTOS DE CORPO RTIGIDO

NO INTERIOR DOS ELEMENTOS

Nas eq. (II.19) e (II.22) aparecem as parcelas
AL, e Usle? respectivamente, correspondentes aos deslocamentos
de corpo rigide. Foram postas em separado a fim de possibilitar

as inversdes das matrizes K, e K, em (I1.26) e (11.27).

Procura-se obter aqui, as contribuigoes de 5090 e
gogo que deverao ser adicionadas a Typ em (I1.28).
Sejam:

= A a (nos elementos regulares) (A.1)

u, = Uo%o (nos elementos singulares), (A.2)

parcelas correspondentes aos deslocamentos rigidos nas interpola

coes dos uj.

Levando {(A.1) e (A.2) ao funcional (II.16), evi -
dentemente a parcela % € E e se anula, porque os deslocamentos
rigidos nrao contribuem para as deformacgoes. Consequentemente, a

forma de (I1I1.25), quando sao considerados exclusivamente os u_ .,
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e a seguinte:

) T T T ._ T
"p T E el-ag fy + (yy H -2y 8odty - ¥y 1} ¢+
) m=1 ,
T T T
+ e{- a  f, + (Vg Hp - a Gp ) ty +
m=p+1 =0 2 N =R -0 ~R0 N
T, _ T o T
* g By - gg G DY - Yy 9] (A.3)
sendo:
T T
G=J AT ¢ ds G=J U, Cp ds
=0 ~0 = ~R 0 =R =
as, 0 35,
T
G = J U C_ds
~50 3Sm ~0 ~5

mantidas as demais matrizes com o mesmo significado que possuem

na eq. (II.25).

mi

Pelo fato de que a restrito ao interior do ele

0

i

mento regular do mesmo modo que a

mento singular; as eq. (I1.26) e (II.27) ficam, respectivamen-

restrito ao interior do ele

te:

+ 6 t, =0 (A.4)

+ G Yg = 0 (A.5}

Substituindo (A.4) e (A.5) em (A.3) tem-se:
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T T
T = E e{vy,(H t, - 1} o+ E e{vy(Hpty +
D, = by SRENRE AN T meber | TNUREN

+ Hoyo - 9503 (A.6)

Apos somar as contribuicoes de todos os elementos,

a nivel de sistema global tem-se:
_ *T[ * * * * % * * |
Mo, T ¢ In M Ew ot gyt Hp Tyt Hoxg - ggJ

(A.7)

Tup - e a contribuicdo dos deslocamentos rigidos Ujjs & Ser soma
0

da com Typ "2 eq. (I1.28).
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