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RESUMO 

Neste trabalho, é realizada a anãlise dinâmica de 

estruturas prismãticas laminares, sob a ação de cargas móveis. 

O problema é formulado utilizando-se o 

de Hamilton e a teoria linear de placas delgadas. 

. ~ . pr1nc1p10 

O domínio 

espacial é então discretizado através do método dos elementos 

finitos associado a um desenvolvimento em série de Fourier. O 

sistema de equações diferenciais ordinârias assim obtido, é in 

tegrado utilizando-se o método de Newmark. 

Alguns exemplos sao analisados e os resultados ob 

tidos sao comparados com soluções conhecidas. 



iv 

ABSTRACT 

This work deals with the dynamic analysis of 

laminated structures submitted to moving loads. 

The formulation of the problem makes use of 

Hamilton's principle and the linear theory of thin plates. 

Associated with the Fourier series, the finite 

element method is used to discretize the spatial variables. 

The resulting system of ordinary differential equations is 

integrated by means of Newmark's method. 

Some example problems are analised in order to 

compare its results with some known solutions. 
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INTRODUÇÃO 

Estruturas compostas de placas delgadas tais como 

vigas de ponte com seçio celular e "folded plates'' para caber 

turas, têm tido uma crescente aplicação prãtica. A dificulda 

de de obtenção de soluções exatas, aliada ã grande comodidade 

do método dos elementos finitos na anãlise desses problemas, 

principalmente quando em uma direção as propriedades geométri 

cas da estrutura nio variam, explicam a grande utilização do 

método dos elementos finitos semi-analítico ou método das fai 

xas finitas na anãlise dessas estruturas. 

Nos trabalhos (3, 4, 5, 6, 11) este método ê apli 

cado na anãlise estãtica. Este mesmo enfoque foi utilizado 

no estudo de vibrações livres de placas (7) e de estruturas 

compostas (8), bem como na obtenção da resposta dinimica de pl~ 

casa passagem de um veículo (29). 

A importincia da consideração da inércia da massa 
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m5vel na resposta de vigas e placis, foi demonstrada nas refe 

rências (12,15,21,34). 

Neste trabalho, estuda-se a resposta dinimica de 

estruturas prismãticas de eixos retos com diafragmas rígidos 

nos bordos transversais, solicitadas por uma massa m5vel Pª! 

cialmente distribuída, deslocando-se com uma velocidade função 

apenas do tempo. 

No Capítulo I, obtem-se as equaçoes diferenciais de 

movimento, a partir do princípio de Hamilton e da teoria linear 

de placas. 

No Capítulo II é utilizado o método dos elementos 

finitos semi-analítico na discretização do domínio espacial 

e o sistema de equações diferenciais é integrado pelo método 

de Newmark. 

Finalmente, no Capítulo III, alguns resultados sao 

apresentados com a finalidade de ilustrar as possíveis aplic! 

ções do estudo desenvolvido. 
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CAPfTULO I 

MASSA MÕVEL EM PLACAS - EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

1. 1 INTRODUÇÃO 

O objetivo deste capítulo é determinar as equaçoes 

diferenciais do movimento de uma placa retangular, delgada, elãs 

tica linear solicitada por uma massa mõvel parcialmente distri 

buída, deslocando-se segundo direção paralela ãs arestas long! 

tudinais. Admite-se que todos os pontos da massa tenham velo 

cidade, em relação ã placa, dada por: 

d!; 
!; = função apenas do tempo. 

dt 

Serã utilizado um sistema de coordenadas cartesianas 

x, y, z, com o plano xy coincidindo com a superfície media da 

placa e sendo jb , b 1, j!;{t) - c, !;{t) 1 os limites de distri 
1 2 
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buição da massa mõvel (Figura 1). 

' b 

• 

FIGURA 1 Placa Retangular - Massa MÕvel. 

O objetivo proposto serã alcançado através do pri~ 

cípio de Hamilton, fazendo-se uso das relações cinemãticas (r! 

lações deslocamentos-deformações) simplificadas para placas de_!_ 

gadas através das hi põteses de Ki rchhoff e das re 1 ações tensões­

-deformações para sólidos elãsticos lineares (lei de Hooke). 
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1.2 PR[NC!PIO DE HAMILTON 

Seja C um corpo elãstico sujeito a forças externas 

F e a condições de contorno que restringem os seus movimentos 
~ . poss1ve1s. Uma configuração admissível de C serâ qualquer 

configuração que atenda ãs restrições que lhe são impostas. Ao 

conjunto de todas as configurações reais, assumidas continua 

mente por Centre dois instantes t e t, chama-se caminho di 
1 2 

nâmi co. Uma variação virtual em torno do caminho dinâmico, 

gera um caminho variado. De todas as variações possíveis, CO!!, 

siderando-se apenas aquelas que em t
1 

e t
2 

coincidem com a con 

figuração real, o princípio de Hamilton afirma então que nes 

sas condições o caminho dinâmico real serã aquele que satisfaz 

a: 

sendo: 

t 

f 
2 

[o ( r - u) + o w] d t = o 
t 

1 

T = energia cinetica do corpo 

U = energia de deformação 

óW = trabalho virtual das forças externas. 

( 1. l ) 

Para um corpo elãstico linear com massa específica 

p, apresentando um campo de deslocamentos D, um estado de de 
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formações!• um estado de tensões~· forças de superf{cie E, 
prescritas na regi ão do contorno S e na ausência de forças gr! . . .· . cr -

vitacionais, as grandezas envolvidas em (1.1) são dadas por: 

• t 
p D D dvol 

ô W = f F t ô D ds 

s 
cr 

sendo: 

* (,. 2) 

( 1 • 3) 

( l • 4 ) 

D= [u(x,y,z,t), v(x,y,z,t), w(x,y,z,t)Jt, componentes 

* Serão utilizadas as convençoes: 

(. ) = 
a ( l 

at 
( ) X = 

• 

a(. l 

ax 
( ) 

,y 

.. a(. l 
= 

ay 

de deslocamentos. 

( ) 
,z 

= 
d ( ) 

az 
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F F J t. 
y z ' forças de superfície 

e devido a simetria dos tensores de tensões e de deformações: 

T 
xy 

Para um material 

, componentes de tensões. 

, componentes de deformações. 

homogêneo e isotrõpico, que segue 

a lei de Hooke, tem-se as seguintes relações entre tensões e de 

formações: 

E 

l'· 
V ,,] (J = + (E + E + T = G y 

X 1 + V 1 - 2V X y xy xy 

E V ",}] (J = l' . (E + E T = G y 
y 1 + V y 1 - 2V X y yz yz 

E t ' ",] ' 
(J = E + (E + E T = G yzx z 1 + V z 1 2V X y ZX 

( 1. 5) 
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sendo as relações deslocamentos-deformações lineares dados por: 

y 
xy 

e: = 
X 

= 
au 

ay 

au 

ax 

av 
+­

ax 

e: = 
y 

y 
yz 

av 

ay 

av 
= - + 

az 

e: = 
z 

aw 

ay ' 

aw 

az 

y = 
z.x 

au aw 
+ -

az · ax 

( 1. 6) 

1.3 TEORIA LINEAR DE PLACAS DELGADAS 

1 . 3. 1 RELAÇÕES DESLOCAMENTOS-DEFORMAÇÕES E TENSÕES­

-DEFORMAÇÕES 

A solução de problemas de elasticidade tridimensio 

nal (quando e conseguida). é bastante trabalhosa. A teoria 

de placas delgadas (que tim espessura pequena. em relação as 

demais dimensões) consegue, através de simplificações conheci 

das como hip6teses de Kirchhoff, reduzir o problema de tris P! 

ra duas dimensõis, onde as grandezas envolvidas dizem respeito 

apenas ã superfície média, Sm, da placa. Estas simplificações 

consistem em impor limitações aos campos de deslocament~s e de 

tensões de sorte que o conhecimento do campo de deslocamentos 
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na superfície mêdia possibilite a determinação dos deslocamen 

tos e, consequentemente, das tensões em qualquer ponto da Pl! 

ca. 

As hipóteses de Kirchhoff sao: 

i ) = o 
z 

ii) As normais ã superfície média antes da deformação, 

permanecem retas e normais a essa superfície defor 

mada. 

iii) A distãncia de qualquer ponto da placa a superfície 

mêdia, permanece constante. 

ii) e iii) sao equivalentes a: 

E = y = y = 0 ( 1. 7) 
z yz zx 

Levando-se (1. 7) em (1.6) e lembrando-se que o pl! 

no xy foi tomado coincidente com~, resulta que: m . 



w = w (x • 
o 

u = u (x • 
o 

V = V (x • 
o 

au 
o 

e: = 
X ax 

av 
o 

e: = 
y ay 

au 
o 

y = 
xy ay 

y) 

y) 

y) 

- z 

- z 

av 

- z 

- z 

2 
a w 

2 
ax 

2 

a w 
2 

;iy 

o 
+ -- -

ax 

10 

aw 
( 1. 8) 

'élx 

aw 

'ély 

( 1 . 9 ) 

2 

a w 
2 z 

ax ay 

ou seja, os deslocamentos u e v, e as deformações e: , e: e y , 
X y xy 

variam linearmente ao longo da espessura da placa enquanto que 

o deslocamento w é constante ao longo dessa espessura. 

Nas expressoes acima, u , v e w representam des 

locamentos de pontos de S • 
m 

o . o o 

Nas expressoes que se seguem, s~ 

rã escrito apenas u(x,y,t), v(x,y,t), w(x,y,t) ou simplesn1e.!!_ 
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teu, v, w, para representar u , v e w , respectivamente. 
o o o 

A hipõtese i) juntamente com as equaçoes (1.7) e 

(1.9), introduzidas em (1.5) fornecem: 

E 
CJ = ---

X 2 

CJ 
y 

] - V 

E 
=---

2 
l - V 

(e: + V e: ) 
X y 

(e: + V e: ) 
y X 

E 
T =Gy = y xy xy 2 ( l + V ) xy 

CJ = T = T = 0 
Z yz ZX 

(1.10) 

Dessa forma, as únicas componentes de e: e cr nao nu 

las sao: 

e: = [e: X 
e: y \<y] t (1.11) 

CJ = [(J X CJ Txy] t (1.12) - y 
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e, portanto, o problema ficou reduzido a duas dimensões. 

Deve-se observar que a hipõtese i), levada nas re 

lações tensões-deformações tridimensionai·s, fornece 

\) 

E = (E + E ) 
z V-1 X y 

que por sua vez, juntamente com (1.9), ao ser integrada, re 

sultaem: 

W ( X ,y I Z I t) 
\) z 

= w (x,y,t) + (u (x,y,t) + v (x,y,t) ) 
o v _ l o ,x. o ,Y 

2 
\) z 

2(v-l) 
(w(x,y,t) + w(x,y,t) ) 

,xx ,YY 

(1.13) 

portanto, os dois ul ti mos termos da expressa o acima, foram des 

prezados na primeira das equações (1.8). (14, 33). 



1. 3. 2 

1 3 

EXPRESSÃO DA ENERGIA DE DEFORMAÇÃO DE 

. PLACA DELGADA 

As componentes de deformações dadas por (1.9) podem 

ser separadas em: 

V U + V J t 
,y ,x ,y 

(1.14) 

referente aos deslocamentos u e v no plano da placa e, 

~f = - [w ,xx w 
,yy J

t 
2 w 

• xy 

referente as defl exões w. Dessa forma, tem-se que: 

e:=e: +ze: 
-p -f 

Levando-se (1.16) em (1.3), obtem-se: 

vol 

t 
Q dvol + 

vol 

t 
a z e: dvo 1 = U 

-f p 

(1.15) 

(1.16) 

+ u 
f 

(1.17) 



c rever que: 

l 

I u = 
2 o 

+ 

h/2 

I t 
o 

-h/2 

l 4 

Sendo E e E independentes. dez, pode-se entio es 
-p -f 

a b h/2 

I (I ot dz)E dx dy + 
-p 

o -h/2 

a b h/2 

I I (I t 
z dz)E dx dy (1.18) o 

2 -f 
o o -h/2 

As expressoes 

h/2 

dz I t z dz, e o 

-h /2 

representam componentes de forças~ e momentos~ respecti V.!!_ 

mente, por unidade de comprimento, atuando no plano médio da 

placa (Figura 2), sendo: 

N 
y 

M 
y 

e, portanto, utilizando-se (1.10) e (1.9), obtem-se: 

(1.19) 

( l . 20) 
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....... 
\ 

)! 7 ' ' 
N_y x • :~y X X - -

'/ ~ Nx t~ t··· -
xy Mx 

-

y/ 
Ny/ 

Nyx 
y/ 

Myi 
Myx 

FIGURA 2 Esforços no Plano Médio da Placa. 

h/2 

N = J (1 dz = D (u + V V ) 
X X p ,x ,y 

-h/2 

h/2 

N = f (1 dz = D ( V + V u ) (1.21) y y p ,Y ,x 
-h / 2 

h/2 
D (l -v) 

f 
p 

N = T dz = ( u + V ) xy xy 
2 ,Y ,x 

-h/2 



16 

h/2 

M = f a z dz = - D (w + v w ) 
X X f ,xx ,YY 

-h/2 

h/2 

M = f a z dz = - D (w + \J w ) (1.22) 
y y f ,yy ,xx 

-h/2 

h/2 

M = f T z dz = - ( 1 - v)Df w xy xy ,xy 

-h/2 

sendo: 

Eh 
D = = rigidez no plano 

p 2 
1 - \} 

3 

Eh 
Df = = 

2 
rigidez a flexão. 

12 ( 1 - \} ) 

A expressao da energia de deformação e então dada 

por: 

a b a b 
t 

M ~ f dx dy (1.23) 

o o o o 
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em termos de esforços resultantes, ou 

D 
• b t p 

J J U:x u = + 2 v u V + V 
p 2 ,x ,y 

o o 

1 - \} 

, , 1 J'· dy + ( u 
2 ,y ,x 

w 
,YY 

+ 2 ( 1 - v )w 
2 l dx dy 
,x~ 

em termos dos deslocamentos. 

2 

,y 

2 
+ w 

,YY 

(1.24) 

(1.25) 

1. 3. 3 EXPRESSÃO DA ENERGIA CINÉTICA DE PLACA DELGADA 

Em placas delgadas desprezando-se o efeito da inêr 

ci a de rotação, tem-se: 
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a b h/2 

T = : f f f 
.2 .2 .2 

p Cu + V + w ) dx dy dz ( 1. 26) 

O O -h/2 

que integrada em z resulta em: 

a b 

T = : f f .2 .2 .2 
ph(u + v + w )dx dy (1.27) 

o o 

Analogamente ao que foi feito no item anterior, PE. 

de-se separar a expressão acima em duas parcelas \ e Tf cor 

respondentes ãs energias cinéticas do estado plano e de fle 

xão, respectivamente: 

• 2 • 2 
ph(u + v )dx dy (1.28) 

• 2 
ph w dx dy (1.29) 
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FORÇAS DEVIDAS A MASSA MÕVEL - TRABALHO VIRTUAL DAS 

FORÇAS E.XTERNAS 

Dois tipos de solicitações sao introduzidas na pl! 

ca percorrida por uma massa mõvel: 

a) força peso assoei ada a massa m por unidade de area: 

P = m g ( 1 . 30) 

sendo g o vetor aceleração da gravidade; 

b) forças de inercia devidas ao movimento da massa e 

que pela segunda Lei de Newton, são dadas por: 

(1.31) 

sendo: 

ªx• ªy• ªz sao componentes de acelerações absolutas 

(referencial inercial) da massa. 

Supondo-se que a massa se desloque paralelamente 

ao eixo x, a sua componente de velocidade absoluta nessa dire 

ção, é dada por: 



V = u + I; 
X 

20 

( 1. 32) 

Admitindo-se que durante a travessia a massa jamais 

perde o contato com a placa, ou seja, as componentes dos deslo 

camentos dos dois corpos nas direções y e z sao iguais, os de~ 

locamentos v e w de um ponto sob a massa, podem ser 

como: 

V = V [ X ( t) , y , t] w =w[x(t), y, ~ 

escritos 

(1.33) 

e, portanto, as componentes de velocidades nessas direções, sao 

dadas por: 

V = V + I; V 
y ,x 

V =w+l;W 
z ,x 

( 1. 34) 

Com o campo de velocidades dado por (1.32) e (1.34) 

as componentes de aceleração são: 

ªx = u + I; u + I; ,x 

. • 2 .. 
a = V + 2 I; V + ·1; V +. I; V ( 1. 35) y ,x ,xx ,x 

• 2 .. 
a = w + 2 I; w + I; w + !; w z ,x ,xx ,x 
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e, portanto, as componentes de forças introduzidas na placa P! 

la massa móvel são: 

m(ü 
. . 

F = Px - F. = Px - + I; u + I; ) 
X 1X ,x 

m ( ii 
.2 .. 

F = p - F. = py - + 2 I; V + I; V + I; V ) 
y y 1y ,x ,xx ,x 

m(w 
• 2 

F = pz - F. = Pz - + 2 I; w + I; w + I; w ) 
z 1Z ,x ,xx ,x 

( 1. 36) 

onde p , p e p sao as projeções de p sobre os eixos x, y e z, 
X y Z 

respectivamente. 

Utilizando-se (1.4), obtem-se então o trabalho vir 

tual das forças dadas por (1.36): 

I; ( t) 

ôW 
p - J 

l;(t)-c 

+ 
~y 

-m(Ü+l;U 
,x 

-m(ii+21;v 
,x 

2 

+ I; V 
,xx 

(1.37) 
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~ ( t) 

f ~z -
ôW ~ I m(w + 2 ~ w + 

f ,.x 

E;(t)-c 

• 2 .. 
+ E; w + E; W )] ÔW dx dy (1.38) 

,xx ,x 

e ' 

ôW = ôW + ôW 
p f 

( 1. 39) 

1. 5 EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

Com as expressoes das energias de deformação e ci 

néti ca e a do trabalho virtual das forças externas, obtidas nos 

parãgrafos anteriores, pode-se então aplicar o princípio de Ha 

milton para a obtenção das equações do movimento do problema. 

Assim, levando-se os conjuntos de equações (1.24), (1.28), (1. 

.37) e (1.25), (1.29), (1.38) em (1.1) e, efetuando-se as op~ 

raçoes variacionais, obtem-se dois problemas de valor de con 

torno, com condições iniciais, independentes: 
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a) Estado Plano de Ten1iies 

Equação do movimen.to: 

l - V 

D [ " 
V + ( u ,yy " J - ph ü = p ,xx ,xy 2 ,xy 

= - t. -m ( Ü + I; u + 
,x ,JH (1.40-a) 

,,t l - V .. 
u + V + ( u " J - ph V = 

,xy ,yy 2 ,xy ,xx 

t, -m(v 
• 2 ',,JH = - + 2 I; V + I; V + I; ,x ,xx 

(1.40-b) 

Con~çõu de Con.tott.no: 

D { U + V 
p ,x 

V ) o U 
,y 

= o em (l.41-a) 

X = o 
D ( 1-v) e 

p 
( u V ) Ô V o (1.41-b) + = X = a 

2 ,Y ,x 
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D (v u + V ) Ô V = o 
p ,x . ,Y 

D ( 1 -v) 
p 

( u + V ) ô u = o 
2 

,Y ,x 

b) Flexão de Placa 

Equação do Movimento: 

D t ' 2 w 
,w J "" f 'xxxx , xxyy ,YYYY 

~- . 
m(w 

• 2 

= + 2 I; w + I; w 
,x ,xx 

ConMçÕe.t, de Conto1tno: 

D [ + 
f e ,xxx 

(2-v)w lôw=O 
,xyyj 

y 

y 

.. 
w = 

.. 
+ I; 

em 

= o 
e 

= b 

· .. } 

em 

X = 0 

e 

X = a 

(1.41-c) 

(1.41-d) 

( 1. 42) 

(1.43-a) 

(1.43-b) 
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D t ' (2 - v)w }• = o em ( 1.43.,-c) 
f ,yyy ,yxx 

y = o 
e 

D t H w }• = o y = b (1.43-d) 
f ,yy ,xx ,Y 

sendo: 

1 , para !'; ( t) - c < x < !'; ( t) 

H(x,y) = (1.44) 

O, fora desse intervalo. 

Um problema, distinto dos descritos acima, e aqu! 

leem que a massa e distribuida por unidade de comprimento e 

se desloca sobre um dos bordos, por exemplo y=O, com compone~ 

tes de força peso p e p apenas. (Figura 3). 
X y 

Nesse caso, o Único problema de resposta e o rela 

tivo a estado plano de tensões o qual i representado pelas e 

quaçoes: 
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X ,U 

• 

b 
; ( t) 

L.v 
1 

a 

FIGURA 3 Estado Plano de Tensões. 

1 - V 
( u 

" ~ - ph 
.. o D t H 

V + u = 
p , XX ,xy 2 ,YY . 'xy 

(1.45) 

,,t 1 - V .. 
u + V + ( u 

" ~ - ph V = o 
,xy ,yy 2 ,xy ,xx 

( 1. 46) 

com as condições de contorno dadas por (1.41 a-d), exceto no 

bordo y = O, onde elas passam.a ser.descritas por: 
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. 
m{V + 2 /; V 

• 2 

+ i; V 
.. 

+ i; 
,x . ,xx 

- D (v U + V ) ÔV = 0 
p ,x ,Y 

m(Ü+i;u +~0H-
,x J 

D ( 1-v} 
p 

2 

V 0 H ,xJ 

(u + V ) 
,y , X 

(1.47-a) 

ô u = o 

(1.47-b} 

1. 6 SOBRE A SOLUÇÃO DAS EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DO MOVIMENTO 

Analisando as equaçoes (1.40 a-b) e (1.42) obse r 

va-se que os termos que aparecem no segundo membro destas equ~ 

ções dizem respeito a açao da carga mõvel sobre a placa, sendo 

Px• Py, Pz as componentes da força peso, as parcelas 

tes representam o efeito da inircia da massa mõvel. Se 

res tan 

nao 

se considera a inircia do carregamento, as equaçoes (1.40 a-b) 

e (1.42) ficam então reduzidas a: 
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l - V 

D t H 
.V + (u " J - ph u = px H p •. xx ,.xy 2 ,YY ,.xy 

(1.40-c) 

º,~ 
l - V 

u + V + ( u " J - ph V = -p H ,xy ,yy 2 ,xy ,xx y 

{l.40-d) 

.. 
(1.42-a) D t , 2 w " J + ph w = Pz H f 'xxxx , xxyy ,YYYY 

Estas equaçoes associadas a condições de contorno 

do tipo: 

w = o. V = 0 em X = 0 e X = a (1.48) 

têm soluções na forma: 

00 
jTI X 

U ( X ,y , t ) - . l U.(y,t)cos 
- J a j=l 

00 
j TI X 

V ( X ,y , t ) = l V.(y,t)sen ( l. 49) 
J a j =l 

00 
j TI X 

W ( X ,y , t) = l W.(y,t)sen 
J· a j =l 
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que s·ubstituídas nas equaçoes (1.40 c-d) e (1.42.a), fornecem 

um número infinito de sistemas de equações diferenciais em U., 
' J 

V., W. e suas derivadas. 
J J 

A integração exata destes sistemas 

permite determinar a solução desse problema em forma fechada. 

Entretanto, este tipo de solução nao pode ser ime 

diatamente estendido ao problema (1.40 a-b) e (1.42), mesmo com 

condições de contorno do tipo (1.48). 

ser feita por duas razões: 

Esta extensão não pode 

a) Os coeficientes dos termos relativos a inercia do 

carregamento não são constantes, uma vez que a mas 

sa móvel e apenas parcialmente distribuída ao lon 

go de x, como indica a função H. 

b) No segundo membro das equaçoes (1.40 a-b) e (1.42) 

aparecem derivadas de ordem ímpar em x nas variãveis 

U, V e W, 

Estã clara a grande dificuldade de se obter solu 

çoes analíticas e, por isto mesmo, este problema serã tratado 

numericamente, usandô-se um,desenvolvimento em serie de Fourier 

do tipo (1.49), embora esta serie não constitua uma base compl~ 

ta para as soluções dos problemas (1.40 a-b) e (1.42). Os er 

ros nesta aproximação crescem na medida em que aumenta a rela 

çao c/a. 
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CAPfTULO II 

SOLUÇÃO NUMrRICA - MrTODO SEMI-ANALfTICO 

2. 1 INTRODUÇÃO 

Uma solução aproximada para o problema formulado no 

Capítulo anterior e descrito pelas equações (1.40) e (1.42) com 

condições de contorno (1.48), consiste na utilização do método 

semi-analítico ou mais precisamente, método dos faixas finitas, 

desenvolvido por Cheung ( 4 a 8). De acordo com esta técnica, 

associa-se ao desenvolvimento em série de Fourier descrito por 

(1.49), uma interpolação de elementos finitos na variãvel y, ob 

tendo-se assim um sistema de equações diferenciais ordinárias no 

tempo. Este tipo de tratamento numérico será aqui utilizado na 

análise dinâmica de estruturas compostas por placas delgadas e 

sujeitas ã ação de cargas m6veis com massa. 
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2.2 Mrrooo SEMI~ANAL[TICO - FAIXAS FINITAS 

Para a aplicação do método das faixas finitas ao pr.9. 

blema em estudo, a estrutura e discretizada em um numero Ne de 

faixas longitudinais, conforme mostrado na Figura 4. As pr.9. 

priedades de cada faixa são tomadas constantes, podendo variar 

de faixa para faixa. 

/ /''" 

a 
v2 

( w, n), · (w,n)2 

y ,. ,v 

FIGURA 4 Discretização em Faixas Finitas. 

As funções de interpolação que definem o estado de 

deslocamentos no interior de cada um destes elementos, são: 



32 

"' j7TX 
ueCx,n,t) = l cos ~ (n) u: ( t) 

a -J 
j=l 

00 .j 7T X 

ve ( x ,n , t) = l sen ~ (n) v: ( t) ( 2. 1 ) 
a -J 

j=l 

00 j 7T X 
we ( x, n , t) = l sen ~ ( n ) w: ( t) 

a -J 
j=l 

onde ~j' ~j e ~j sao os vetores dos deslocamentos nodais gener~ 

lizados, de um elemento genérico e, referentes ao j-ésimo termo 

do desenvolvimento em série e dados por: 

t 

[ui ' uJ. ( u:) = 
-J 

J 

t 
(V:) = [v , V J ( 2. 2) 
-J 1 2 • 

J 

t f l. (w ,n) J j (W:) = (w ) ' w 2 • -J ,n 
l 

sendo os Índices 1 e 2 referentes aos lados (linhas nodais) de 

uma faixa. Por conveniincia, na montagem das matrizes globais, 

os vetores acima são co tocados em um Ün i co vetor: 

= f l' V , W , 
1 1 

( w ) ' ,n 1 
u,v,w, 

2 2 2 
(w,n)

2
l _ (2.3) 

. :J J 
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As componentes de b(n) e ~(n) sao as funções de in 

terpol ação de Hermi te, de ordem O e l ·respectivamente, ou seja: 

b(n) = [1 - n/l, n/l] (2.4) 

~(n) = ~-3(n/l) 
2 3 2 3 2 

+ 2(n/l) , n - 2 n /l + n /l , 

( 2 . 5 ) 

onde l é a largura do elemento e nlO-+-ll, representa uma coorde 

nada local definida sobre este elemento. 

2. 3 PRINCIPIO DE HAMILTON DISCRETIZADO - EQUAÇÕES MATRICIAIS 

DO MOVIMENTO 

Desde que as expressoes (2.1) obedeçam aos critérios 

de convergência, as energias cinética e de deformação e o traba 

lho virtual das forças externas totais, podem ser obtidas soman 

do-se as contribuições de todos os elementos. Dessa forma, a 

expressao do princípio de Hamilton (1.1), pode ser escrita como: 

t N 

[ ze~: ~{Te -u ) 
e ( 2. 6) 

1 
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onde T , U e ôW representam as energias cinética e de deforma e e e . . 

çao e o trabalho virtual das forças externas referentes ao ele 

mente e. 

Levando-se (2.1) em (1.24), (1.25), (1.27), (1.37) 

e (1.38) e substituindo-se em (2.6), obtem-se um sistema infini 

to de equações diferenciais ordinirias no tempo, do tipo: 

M D(t) + ~ Q(t) + Q(t) = f(t) 

sen 
a 

Devido a ortogonalidade das funções 

e cos 
jrr X 

a 

no intervalo lü,al, as integrais do tipo. 

a 
j 1T X k TTX 

J sen sen dx 
a a 

o 

Jª j TTX k TTX 
cos cos dx 

a a o 

sao nulas para j # k e iguais a a/2 para j = k. 

( 2. 7) 

Assim, as ma 

trizes ~e~. referentes is propriedades de massa e de rigidez 

da estrutura, tim a forma: 
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~ o o - -.11 

o M o 
2 2 

M = ; 

o o M. 
-Jj 

. . . . . . .... . . . . . . . . . . . . . . . . .. 

K o o 
l l 

o K o 
-22 -

K = ( 2. 8) 

o o K •• 
-JJ 

. . ......................... 

onde as submatri zes tJjj e ~jj sao de ordem NxN (N ~ numero de 

graus de liberdade da estrutura discretizada) e correspondem ao 

j-ésimo termo do desenvolvimento (2.1), sendo obtidas por "soma" 

conveniente das correspondentes matrizes M':'. e K':. dos elemen 
-JJ -JJ 

tos (Ver Apêndice). 

O vetor D contêm os deslocamentos generalizados e 

F e o vetor das ações generalizadas, independentes de D: 



36 

D F 
-1 -1 

D F 
-2 -2 

D = • F = ( 2. 9) 

D. F. 
-J -J 

O vetor Ç representa a açao da inércia da massa m 

sobre a estrutura e e dado por: 

* * . * Ç(t) = ~ (t) Q(t) + e (t) Q(t) + ~ (t) Q(t) (2. 10) 

Como as integrais que aparecem em (1.37) e (1.38) 

nao se estendem a todo o intervalo jO,aj, a propriedade de or 

togonalidade das funções 

sen 
j-rr X 

a 
e cos 

j rrx 

a 

nao mais se verifica, implicando assim no acoplamento entre os 

distintos termos do desenvolvimento (2.1). 

tem a forma: 

Portanto, º ( t) 
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* * * Q M. M M D 
-1 .-11 -12 -lk -1 

* * * Q M. M. M D 
2 2 l 2 2 -2k 2 . 

= . 
+ 

* * * Q M M M. D 
-j -j l -·2 

.J -jk -j 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

* * * e e e D 
- 11 -12 -1k -1 

* * * e e e D 
-21 -22 -2k -2 

+ + 

* * * Íl e e e 
-j1 -j2 -jk -j 

....................... 

* * * K K K .. D 
1 1 - 12 -lk - l 

* * * K K .. K .. D 
- 2 l - 2 2 -2k -2 

+ (2.11) 

* * * K .. K. K D 
jl j2 jk -j 

....................... 
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* * * As submatrizes M.k, c.k e K.k s ao também de ordem 
-J -J -J 

NxN obtidas partir das matrizes M*e *e *e da e s ao a c.k e K.k - j k. -J -J 

das no Apêndice. 

Para a obtenção da solução da equaçao (2. 7), tor 

na-se necessãrio truncar a série (2.1) em um numero finito de 

termos n, resultando portanto, devido ao acoplamento dos harmõ 

nices, em um sistema de ordem n.N. 

2.4 INTEGRAÇÃO DAS EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

Os métodos normalmente utilizados para o 

da resposta dinâmica, são: 

a) Método da Superposição Modal 

b) Integração Passo a Passo. 

cãlculo 

O método da superposição modal, aplica-se bem a 

problemas em que as frequências e modos mais baixos contribuem 

significativamente para a resposta dinâmica. Entretanto, nos 

problemas em que as matrizes demasia, rigidez e eventualmente 

a de amortecimento são funções do tempo, a superposição modal 

não mais pode ser uti 1 i zada tornando-se necessãri a a i ntegr~ 
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çao direta das equaçoes diferenciais do movimento; utiliza-se 

então a técnica de integração passo a passo. 

Em ambos os métodos, o conhecimento das propried! 

des vibratõrias da estrutura (frequências e modos normais) e 

importante: na superposição modal estas propriedades são uti 

lizadas diretamente enquanto que na integração passo a passo, 

a eficiência do algorítimo na correta previsão da resposta da 

estrutura, depende do intervalo de tempo utilizado no processo 

de integração numérica, o qual deve ser função dos períodos de 

vibrações associados aos modos preponderantes (16, 21). Por 

esta razão, é necessário analisar-se as vibrações livres da 

estrutura. 

2. 4. 1 VIBRAÇÕES LIVRES 

Quando nao se considera a inércia do carregamento 

(Ç = Q), o problema de vibrações livres associado ã equação (2 . 

. 7), se desacopla em n sistemas independentes de ordem N: 

M •• D.(t) + K •• D.(t) = O 
-JJ -J -JJ -J 

j = 1,2, ... ,n (2.12) 

e cujas soluções sao da forma: 

• 



iw. t 
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(2.13) 

que substituída na equaçao anterior, conduz ao seguinte probl! 

ma de autovalor algibrico em 

(2.14) 

A solução de (2. 14) fornece as N frequências natu 

rais e os correspondentes modos nonnais de vibração, associados ao 

j-isimo termo do desenvolvimento (2.1). 

2.4.2 INTEGRAÇÃO PASSO A PASSO MÉTODO DE NEWMARK 

Os mitodos de integração passo a passo utilizados 

na resolução de problemas vibratórios, do tipo descrito pela 

equação (2. 7), associam atravis de uma transformação linear, 

os deslocamentos, velocidades e acelerações nodais em um ins 

tante tn+l de uma discretização no tempo, aos seus va 1 ores 

no instante anterior t . n Essa transformação e geralmente uma 

função do intervalo de tempo (~t = t - t ) e das propried_a · n+l n 
des físicas do sistema. 
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No método de Newmark (16,21,26,27), os deslocamen 

tos e as velocidades no final de um intervalo de tempo T = At, 

sao expressos por um desenvolvimento em série de Taylor com res 

to, em torno de ponto T = O, correspondente ao inicio do in 

tervalo considerado. Assim, tem-se que: 

.llt 
ô J 

... 
D = D + .llt + (t,t - T) Q(T) dT (2.15) 
-n+l n n 

o 

.llt 

J 
.. 

D = D + Q ( T) dT (2.16) 
-n+l -n 

o 

A integração das equaçoes acima, é feita admitindo­

-se que a aceleração é uma função seccionalmente linear no in 

te rv a 1 o I o , li t 1 • Resulta então que: 

2 .. 
D = D + .li t D + (1/2 - f3 ) .li t D + f3 .11t 
-n+l -n n n 

D = D + ( 1 - y) li t D + y .llt D -n+l -n n n+l 

onde f3 e y sao parâmetros livres adimensionais, 

na avaliação das integrais de (2. 15) e (2.16). 

2 ... 
D 

n+l 

(2.17) 

(2.18) 

introduzi dos 
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Com as ex p re s s o e s ( 2 • 1 7 ) e ( 2 . l 8) , os deslocamen 

tos e velocidades em um instante tn+l' podem ser obtidos des 

de que sejam conhecidos os deslocamentos, velocidades e acele 

raçoes no instante anterior t e as acelerações no instante . n . 

tn+l' as quais sao obtidas diretamente a partir das equaçoes 

do movimento. 

A equaçao (2.7) pode ser escrita, utilizando-se (2 . 

. 10), como: 

* * . * (~ + M) D+ C D+(~+ K) D= F 
(2. 19) 

que particularizada para um instante t 
1

, transforma-se em: n+ . 

-se: 

onde: 

* .. * * (~ + M )D + C D + (f + K )D = F 
-n+l -n+l -n+l -n+l -n+l -n+l -n+l 

(2.20) 

Utilizando-se as expressoes (2.17) e (2.18), tem-

-* (r.1 + M ) D - -n+l -n+l 
-* = F -n+l (2.21) 
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2 

M = M + 13 <'>t K 

-* * * 2 * M = M .. + y t,t e + 13 t,t K. (2.22) 
-n+l -n+l -n+l -n+l 

-* * 
~n 

,., t o J F = F - e + ( 1 - y) 
-n+l -n+l -n+l -n 

~:+l) ~n 

2 

ÕJ - (~ + + t,t D + (1/2 - e) ,', t 
-n -n 

As acelerações no instante t 1 sao obtidas a Pª! . n+ 

tir de (2.21) e utilizando-se (2.17) e (2.18) obtem-se os des 

locamentos e velocidades nesse instante, possibilitando assim 

o prosseguimento da solução. 

A escolha dos parâmetros y e 13 e do intervalo d e 

tempo t,t, não deve ser feita arbitrariamente. No caso de um 

sistema com um grau de liberdade por exemplo, mostra-se que de 

les depende a estabilidade e a convergência da solução obtida 

através da integração passo a passo. 

mite de estabilidade imposto a t,t é: 

[ 

1 l· 
2 

t,t < - (y + -) -
4 2 

l 

T 

211 

Para tal sistema, o li 

(2.23) 
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onde T representa o perfodo de vibração do sistema. Portanto, 

para que o algoritimo seja incondicionalmente estável, deve-se 

ter: 

2 

1 l 
$ ? - (y + -) (2.24) 

4 2 

Mostra-se tambim que para y < 1/2, um amortecimento 

negativo i introduzido tornando a resposta ilimitada com o tem 

po ao passo que para y > 1/2 o amortecimento introduzido e p~ 

sitivo fazendo com que a resposta seja anulada ã medida que se 

avança com o tempo. 

res. 

y = 
1 

2 
e 

Dessa forma, quando são tomados os valo 

(2.25) 

a equaçao (2.24) i satisfeita e fica portanto garantido que o 

algoritimo serã incondicionalmente estãvel e não introduzirá a 

mortecimento na resposta do sistema. 

Neste trabalho utilizou-se sempre os valores y =1/2 

e$= 1/4 o que significa que as aceleraç6es em cada intervalo 

foram tomadas constantes e iguais ã aceleração midia. 
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2.5 RESOLUÇAO DO SISTEMA DE EQUAÇDES 

Quando a inércia do carregamento nao é considerada, 

o sistema (2.7) se desacopla em n sistemas independentes de or 

dem N da forma: 

f. ( t) 
J 

j = 1,2, ... ,n (2.26) 

Cada sistema e então resolvido separadamente * e a 

resposta da estrutura e obtida somando-se as parcelas relativas 

a cada harmônico: 

* 

D= D + D + ... +D 
1 2 -n 

D= D + D + ... +D 
-1 -2 -n 

(2.27) 

Embora neste caso seja possivel obter-se a solução por su 
perposição modal, utilizou-se aqui, o método de Newmark. 
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Se os termos relativos ã inércia da massa sao man 

tidtis, o sistema (2.7) não mais se desacopla e deve-se então 

resolver a cada instante, um sistema de ordem n.N .. A res o 

lução de tal sistema, torna-se bastante incõmoda ã medida em 

que cresce o niimero de harmõnicos consideradtis, ou o 

de graus de liberdade da estrutura. 

numero 

Neste trabalho, considerou-se então que a massa mo 

vel se desloca apenas sobre um elemento da estrutura discreti 

zada. * Nessas condições, o vetor fj e as matrizes ~ij• * e ..• 
-1J 

* K .. , são da forma: 
-1J 

o -

e 
F = F • -j -j 

o 

e *e sendo que F e M. 
- j - ij 

elemento carregado 

o o o -

* * * *e 
M •• ( C •• , K •• ) = o M •• o 
-iJ 1J 1J -13 

o o o - -

(2.28) 

* e · * e 
(C. , K ) ocupam as posições relativas ao 
-ij -ij 

e, portanto, são de ordem NG x 1 e NG x NG 

(NG = niimero de graus de liberdade de um elementb), respect! 

vamente. 
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Aplicando-se o algoritimo de Newmark ao sistema (2 . 

. 7), obtem-se o sistema (2.21) que em um instante qualquer da 

discretizaçio no tempo, pode ser escrito como: 

.. -* -* .. -* .. -* .. 
M D = F - M D - M D - M D 

l l l l l l l 12 2 1n -n 

- -* -* -* -* M D = F - M D - M D - M D 
2 2 2 2 2 l l 22 2 2n n 

(2.29) 
............................................. 

-* -* -* -* 
M D = F - M D - M D - M D 
nn n n n1 l n2 2 nn n 

onde os Índices referem-se aos harmônicos. Fixado o interva 

lo de tempo e as constantes y e S, as matrizes M.. sao cons 
-]. 1. 

tantes, podendo ser invertidas antes do início do processo de 

integraçio. Dessa forma, de (2.29), obtem-se: 

- - l -* - - l -* -- l -* -- l -* D = M F - M M D - M M D M M D 
l -11 -1 -11 -1 l -1 -1 l -12 -2 -11 -in -n 

-- l -* -- l -* .. - - l -* .. --1 -* D = M F - M M D - M M D - M M D 
-2 -22 -2 -22 -21 -1 -22 -22 -2 -22 -2n -n 

........... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
--1 -* --1 -* --1 -* --1 -* D = M F - M M D - M M D - M M D 

n nn n nn n1 1 nn n2 2 nn nn n 

( 2. 30) 
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-* Como as matrizes M .. têm a mesma estrutura q u e -1.J 
* * * __ 1 ~ * -

M ... (C .. , K .. ) , os produtos M,. M ... terao a forma: -1.J -1.J -1.J . -1.1. -1.J . 

1 
o B o * -ij -

* 
- - 1 -* 2 

M M = B = o B o NG N (2.31) 
- ii -ij - ij -ij 

* 
3 

o B o * - -ij -

* 
NG 

2 

onde as submatrizes B • • referem-se ao elemento carregado com 
-1.J 

a massa mõvel. 

--1 -* .. 
Decompondo-se os vetores M .. F. e D. de maneira a 

-1.1. -1. -]. 

nãloga ã realizada com as matrizes B .. , verifica-se que os pro 
-1.J . -.. 

dutos B ... D. têma a forma: -1.J -J 

1 2 
B D 
-ij -j 

2 2 
B D = B D 
ij j -ij -j 

. 3 2 
B D 
-J.j -j 

* 
* 

NG N (2.32) 

* 
* 
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Assim, em cada instante, torna-se necessãrio resol 

ver apenas o sistema: 

.. 2 
p2 2 •• 2 2 "2 2 •• 2 

D = - B D - B D - B D 
-1 -1 -11 -1 -12 ~2 -1n -n 

•• 2 p2 82 
•• 2 

82 ··2 2 ••2 
D = - D - D - B D 
-2 -2 -21 -1 -22 -2 -2n -n 

( 2. 33) 
.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
•• 2 p2 82 

•• 2 
82 ··2 

·B2 
••2 

D = - D - D D 
-n -n -n 1 -1 -n2 -2 -nn -n 

onde 

Explicitamente, (2.33) e escrita como: 

2 2 2 ••2 2 
I +.B B B D p 

1 l 12 1n l l 

I 2 2 2 •• 2 2 
NG B I + B B D p 

21 22 2n 2 2 
= . . ................. . . . ........ . . 

.............................. 
2 2 2 ..2 2 -s B I +- B D p 
Ill n2 nn n n 

*---* 
NG ( 2. 34) 
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onde I ia matriz identidade de ordem NG x NG. Portanto, re .-
solve-se um sistema de ordem n.NG em lugar do sistema inicial 

de ordem n.N. 

da das por: 

•• 1 1 
D = p -
-i -i 

•• 3 3 
D = p -
-i -i 

"2 Obtidas as D , as demais acelerações nodais são 
-i 

1 2 1 2 1 "2 
B D - B D - B D 
-il -1 -i2 -, -in -n 

(2.35) 
3 2 ·3 •• 2 3 "2 

B. D - B D - B D 
-I l -1 -i2 -2 -in -n 

Com as acelerações em um determinado instante, os 

deslocamentos e as velocidades neste instante, sao calculados 

atravis de (2.17) e (2.18). A resposta total para os harmõni 

cos considerados, e dada pelas expressões (2.27). 
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CAP fTULO III 

RESULTADOS E CONCLUSÕES 

3. l INTRODUÇÃO 

Baseado no desenvolvimento dos capítulos anteriores, 

foi elaborado um programa automãtico com a finalidade de obter­

-se as soluções estãticas, frequências, modos normais de vibra 

çao e a resposta dinâmica a cargas mõveis,de estruturas prismf 

ticas laminares apoiadas nas extremidades. 

Apresentam-se aqui resultados obtidos da aplicação 

deste programa a três problemas distintos: 

1) Viga bi-apoiada 

2) Placa apoiada nos bordos 

3) Viga celular bi-apoiada. 

Nos três casos foram determinados diversos coeficientes de im 
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pacto, definidos como sendo a relaçio entre o miximo deslocamen 

to ou esforço dinâmico, e o miximo deslocamento ou esforço esti 

tico respectivamente, de um determinado ponto. 

Apresentam-se tambim ''curvas de hist5ria" e, no ca 

soda viga de seçio celular, ''espectros de amplificaçio''. Nas 

curvas de hist5ria, traçadas para um determinado ponto, as abi 

cissas representam o tempo dividido pelo tempo de travessia en 

quanto que as ordenadas representam a relação entre o desloca 

mente ou esforço dinâmico e o miximo deslocamento ou esforço es 

titico respectivamente, do ponto considerado. Os espectros de 

amplificaçio sio curvas nas quais os coeficientes de impacto sao 

representados contra ''parâmetros de velocidade" definidos por: 

X = 
~ T 

2 a 

sendo To periodo fundamental da estrutura. 

Os resultados sao apresentados tambim em funçio dos 

seguintes parâmetros adimensionais relativos ã massa m5vel e a 

sua distribuição: 

b - b 
2 1 

a = 

b 



53 

c 
y = 

a 

m 
t 

f3 = 
M 

onde m representa a massa total do carregamento e Ma massa da t . 

estrutura. 

3.2 VIGA SI-APOIADA 

O exemplo analisado (Figura 5) foi extraído da refe 

rincia (21) onde o problema i tratado atravis do mitodo dos ele 

mentas finitos aplicado ã teoria simples de viga. 

r" f ( t) 
•I 
~ 
mmn X 

1 ir 2 

3 

a 

y 

6 
t* /m 

2 

t*.s 
2 4 E = 3.0 X 10 'V = o.o p = 0.24 /m 

a = 54. 5m b = 2.0m h = 0.5m 

FIGURA 5 Viga bi-apoiada_ - Discretização em Faixas Finitas. 
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Na Tabela l apresentam-se os coeficientes de impaE 

to dos deslocamentos verticais no ponto midio da viga, obtidos 

para diversos valores de y e 13 e para x = 0.5 que corresponde 

a um tempo de travessia igual ao período fundamental. 

ficientes foram obtidos com os três primeiros termos da 

de Fourier. 

Os coe 

siri e 

TABELA l Coeficientes de Impacto Para Viga Bi-apoiada 

~ o 2 5 

0,01 

O, 1 

l 

CX) 

OBS. : 

l ,69 8 3,335 5 , l 49 

( l , 70) (3,37) (5,55) 

l ,6 91 3,321 5, 168 

(1,69) (3,40) ( 5 , 46) 

1 , 300 2,737-, 5,820 

(l,33) ( 2, 96) (6,51) 

1 , 300 3 , 159 instável 

(l,33) (3,47) (instãvel) 

Os numeres entre parêntesis correspondem a 

Referência (21). 

10 

6 ,232 

(7,51) 

6 ,641 

(7,58) 

14,037 

(14,66) 

instãvel 

(instável) 
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Na coluna a= O (correspondente ao caso em que nao 

se considera a inércia do carregamento) observa-se uma boa con 

cordânci a entre os resultados fornecidos pelas duas teorias. 

Entretanto, ã medida em que cresce o valor de a, 
os resultados obtidos pelas duas formulações, embora ainda es 

tejam prõximos apresentam uma maior discordância. Isso deve-

-se em parte aos fatos de terem sido tomados apenas os três prj_ 

meiros harmônicos e, também, de ter se considerado a massa pei 

correndo a viga sobre o seu bordo superior (linha nodal 1) e 

não sobre o seu eixo como é feito na teoria de vigas. Assim 

e que no caso de a= 5 e y = 0,01, quando se supõe que a 

massa percorre a viga sobre o seu eixo, obtem-se 

de impacto igual a 5,389. Se além disso os cinco 

coe fi ciente 

primeiros 

harmônicos são utilizados, obtem-se um valor igual a 5,440. 

Como ilustração, apresenta-se, na Tabela 2 a rela 

çao (li) entre os coeficientes obtidos com a carga sobre o bord·o 

e a carga sobre o eixo da viga, em função da relação (b) entre 

a sua altura e o seu comprimento. Adotou-se ai, x = o, 5, a = 1 

e y = O ,o 1. Nota-se que,, ãi medida em que cresce a altura, 

diminui a relação 6 a qual é também uma função de a. Para va 

lares pequenos de b e a, os coeficientes de impacto praticame~ 

te não variam com a posição da carga (li= 1). 



TABELA 2 

b 0,02 

b. l • o 
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Coeficientes de Impacto em Função 
da Altura. 

0,06 o • l O, 14 O, 18 

O ,99 O, 99 0,98 0,96 

Finalmente, as colunas S = 2 e S = 5 da Tabela 1, 

confirmam a hipótese de que ã medida em que cresce o valor de 

y, cresce também o erro na resposta da estrutura. 

l. 6). 

3.3 PLACA APOIADA NOS BORDOS 

(Ver item 

Foram determinados alguns coeficientes de impacto 

para a deflexão no ponto central de uma placa apoiada nos qu! 

tro bordos. O exemplo foi estudado por Yoshida (c3'4), através 

de elementos finitos retangulares com dezesseis graus de liber 

dade (111, 111 , 
,x 

(1) • (1) 

,Y ,xy 
por nÕ). 

A massa percorre a placa sobre o seu eixo de sime 
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tria (Figura 6) com velocidade constante tal que x = 0,125 ou 

seja, o tempo de travessia ê quatro vezes maior que o período 

fundamental e, embora Yoshida tenha analisado o caso de massa 

concentrada, aqui esta massa ê parcialmente distribuída sobre 

uma linha nodal sendo os coeficientes y = 0,025, portanto P! 

queno o bastante para possibilitar uma comparação, e a= O. 

-· ! ( 1) 

1 
------+--+' rrn __ 

1 

t 
z 

E = 30 X 1 o 6 
psi 

V = O , 3 (~-----ª=----.. 
p = 0,001 lb.s 2 /in 4 

a = b = 4 i n 

h = O , 1 i n .---~-----~---· 
2 

3 li l. 

FIGURA 6 Placa Apoiada nos Bordos - Di~cretização 
em Faixas Finitas. 
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Na Tabela 3, apresentam-se os coeficientes de im 

pacto obtidos para diversos valores de s. Em seguida, no Grã 

fico l são mostradas as curvas de histõria para os 

S = 3 e S = 10. 

valores 

TABELA 3 Coeficientes de Impacto Para Placa. 

s Presente Trabalho Yoshida 

o 1 ,082 1 ,O 88 

O , 1 1 ,09 8 1 , 12 5 

1 1 , 1 O l l , l 11 

3 l , 5 5 5 l , 505 

10 3,657 extremamente grande 

Observa-se que, com exceçao dos valores correspon 

dentes a S = 10, hã uma boa concordância entre os resultados. 



o.ao 
4.0 

%. 
3.0 

2.0 

'·º 
o.o 

0.20 Q.40 0-60 

- ~ ' 
./--

PLA.CA 

DESLOCAMENTOS NO PONTO CENTRAL 

y,0.025 

')(•O. 125 
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Yr 
o.ao 1.00 

/ [~''º·º -
1~ / 

.t ' 
fi ,{o 

') -

GRlíFICO 1 

3.4 VIGA CELULAR BI-APOIADA 

1.20 1.40 1.60 .'1.80 2.00 

I\ ~ 1 

\ \ ) 

( ,, 
/ 1\ \ 

\ I \ \ I \ 

\ 
~ ~ 

Finalmente, apresentam-se alguns resultados relati 

vos as vibrações livres e ã resposta dinâmica de uma viga celu 

lar constituída por dois materiais diferentes e cuja seçao trans 

versal é apresentada na Figura 7. 
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' 
0.2m ' ! 

E1 ,v 1 
6 * 2 

E = 3 X 10 t lm . 1 

\) 

1 
= 0,2 

* 2 4 
p = 0,24 t s /m 

1 
7 

t *;m 2 

1 ~ 1.0 m 1 
E = 2 , l X 10 

J 1.0 m ! 1.om 1 2.0 m 1.om 2 

\) = 0,3 
2 

t.0 I o.s 1o.s l t.0 1.0 1º· 5 1º·5 1 
LO p 

2 
t* 2 • = 0,78 s /m 

2 4 6 8 10 12 a = 40 m 

t.O T = 0,30589 s 
11 li M = 17,578 t 

t.O 

5 7 9 

FIGURA 7 Viga de Seção Celular Di s creti zação 
em Faixas Finitas. 

Na Tabela 4 sao mostradas as cinco primeiras fre 

quências naturais correspondentes aos quatro primeiros modos 

longi tudi nai s. Na Figura 8, estão desenhados os modos normais 

de vibração referentes a j = 1. 
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TABELA 4 Frequências Naturais. 

Frequências 
·, 

w w w w w 
Modos · 

1 2 3 4 5 

LÔngitúdinais 

j = 1 20,540 37,083 50,881 119,226 134,890 
\ 

j = 2 71 , 888 7 4, 1 79 124,385 134,764 155,862 

j = 3 120,135 120,524 136,504 187,631 196,004 

j = 4 131,079 151,489 160,866 227,043 240,895 

\_ _ ___ .J w = a7. oe3 
W : 2 o. 540 

--- --
.,,..--- ....... 

W.: 119.226 

FIGURA 8 Modos Normais de Vibração 
Harmônico. 

Primeiro 
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Na Referência (17), com o mesmo programa aqui uti 

lizado, obteve-se bons resultados para as frequências naturais 

de uma estrutura bi-apoiada, formada por placas delgadas. 

Para a obtenção da resposta dinãmica, utilizou-se 

um carregamento com massa distribuida numa superficie de (1 x 

x 4)m 2 e valores de 8 iguais a zero, meio e um. Ana 1 i saram-

-se então duas situações: a) o carregamento deslocando-se S! 

gundo o eixo de simetria da seção; b) o carregamento des 1 o 

primeiro cando-se sobre a extremidade direita da seçao. No 

caso as curvas de história são traçadas para o ponto médio da 

placa superior, na seção a mei.o vão; no segundo caso essas cur 

vas são traçadas para o ponto na extremidade direita da placa 

superior, tambêm na seção a meio vao. 

Embora para os esforços,a convergência seja bastan 

te lenta sendo necessário que se considere muitos termos da si 

rie de Fourier, todos os coeficientes de impacto aqui aprese.!:!_ 

tados foram obtidos com os três primeiros termos. Isso deveu-

-se a observação de que embora sendo lenta a convergência dos 

esforços, seus coeficientes de impacto não se alteram muito a 

medida em que se considera um maior numero de harmônicos. Es 

se fato é ilustrado pelos Gráficos 2 e 3 onde são traçadas as 

curvas de história para os deslocamentos e momentos longitudi 

nais respectivamente, utilizando-se um, três e cinco harmônicos. 
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Na Tabela 5 sao dados os coeficientes de impacto corresponde! 

tes ãs situações apresentadas nos Grãficos 2 e 3. 

o.oo 0.20 
,. 5 

o.s 

0.40 o.ao 

~ : 0.5 
)': 0.1 

'X.= 0.125 
-. 1 HARMÔNICO 

- 3 HARMÔNICO 

!+ 
º~º 1.00 1.20 1.40 1.60 1 .. 80 2.00 

' li 5 \1 
t-----+---+----+---l----+----f 

DESLOCAMENTO NO PONTO "A" 

o.oo 
1. 5 

0.20 0,40 0.60 0.80 

M/M • 1.0 

o.s 

o.o 

~ 

/,,,..---7 \~ -....... 
/. / .\ 
' .Y. . ~ : 0.5 

. X 

ô 
)' : 0.1 
')(.= 0125 

.__IHARMONICO 
-3 HARMÔNICO 

' '5 • 
MOMENTO LONGITUDINAL N·O PONTO "A" 

GRIIFI CO 2 

~ 
r.oo 1.20 140 1.60 1 .. 80 2.00 

~ - - - -- - ~ 
. 

-: 

GRIIFICO 3 
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TABELA 5 Coeficientes de Impacto NÓ 6 

S = 0,5 y = O, 1 ·x=o,12s 

Numero 
de · 

Harmônicos 
Deslocamento Vertical Momento Longitudinal 

1 1 , 2 56 1 ,o 9 2 

3 1 , 12 2 1 , O 7 2 

5 1 , 1 32 1 ,O 84 

A seguir apresentam-se curvas de história para os 

deslocamentos verticais, momentos longitudinais, momentos trans 

versais e tensões longitudinais. Todas as curvas são par a 

S = 1 ou e= 1/2 e são apresentadas aos pares, uma 

pendendo a x = 0,5 outra a x = 0,125. 

corres 
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t importante ressaltar a diferença de comportame~ 

to da estrutura quando se aumenta a velocidade de travessia da 

massa. Enquanto que para x = 0,125 o deslocamento ou esfor 

ço dinâmico mãximo ocorre quando a carga ainda estã sobre a vi 

ga, para x = 0,5 o valor mãximo sõ ê atingido depois que a 

massa deixa a viga. 

Nas Tabelas 6 e 7 estão reunidos os coeficientes 

de impacto referentes ãs situações descritas nos Gráficos 4 a 

13 e, também, aos casos de e= O. 



TABELA 6 Coeficientes de Impacto NÕ 6 

Deslocamento Vertical Momento Longitudinal Momento Transversal Tensão Longitudinal 

e 
X= 0,125 X= 0,5 x=0,125 X= 0,5 X= 0,125 X= 0,5 X= 0,125 X = O ,5 

o 1,073 1,541 1 ,006 1 , 125 1,005 1,055 1 ,081 1 ,595 

O ,5 1 , 122 1,838 1 ,072 1,938 1 ,072 2,031 1 , 128 2,037 

1 1,066 2,340 1,015 2,825 1,024 2,583 1 ,046 2,882 



TABELA 7 Coeficientes de Impacto NÕ 12 

Des 1 ocamento Verti ca 1 Momento Longitudinal Momento Transversal Tensão Longitudinal 

a 
x=0,125 X = O ,5 X = O, 125 X= 0,5 X = 0,125 X = 0,5 X = O, 125 X = 0,5 

o 1 ,057 1 ,440 1,008 1 , 166 1,002 1 ,019 1 ,058 1 ,469 

0,5 1 ,092 1 ,627 1 ,069 2,214 1,058 1 ,295 1,092 2,342 
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Finalmente, no Grifice 14 sao apresentados espe~ 

tros de amplificação do deslocamento vertical e dos esforços. 
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3.5 CONCLUSÕES 

Do ponto de vista computacional, o método semi-ana 

lítico apresenta, em relação ao método dos elementos finitos, 

a vantagem de reduzir um problema inicialmente bidimensional a 

outro unidimensional. Apesar do acoplamento dos harmônicos, 

a técnica de resolução utilizada permite que se reduza o siste 

ma de equações a ser resolvido a outro de ordem menor, resul 

tando numa grande economia uma vez que a solução deve ser obti 

da a cada instante. 

Reafirma-se a necessidade de consideração da inér 

eia do carregamento. A sua influência se faz notar principal 

mente, ã medida em que cresce a relação entre a massa mõvel e 

a massa da estrutura, e em que o tempo de travessia se aproxi 

ma do período fundamental da estrutura. Deve-se notar porem 

que tempos de travessia da ordem do período fundamental normal 

mente correspondem a velocidades mais elevadas do que as enco~ 

tradas na prãtica. Além disso, a nao consideração do amorte 

cimento estrutural conduziu ã obtenção de coeficientes de im 

pacto maiores que os reais. 

Como possíveis extensões deste trabalho, sugerem-

-se: 
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a) A consideraçio de outras condições de contorno. 

b) A utilizaçio de um modelo mais real para o veiculo. 

c) O estudo da estabilidade, utilizando-se uma base 

completa para as soluções, quando o carregamento 

se estende sobre todo o domínio. 
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AP[N DICE A 

MATRIZES REFERENTES AO ELEMENTO (COORDEWADAS LOCAIS) 

MATRIZES REFERENTES Ã ESTRUTURA 
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b) MATRIZES REFERENTES~ INtRCIA DA MASSA MÕVEL 

Ma;ttúz de "Ma..6.6 a.": 
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Ma.t!Úz de "Amo11.tec.lmevito": 
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e) VETOR DE CARGA (TERMO INDEPENDENTE) 
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APÉ'.NDICE B 

MANUAL DE ENTRADA 

Apresenta-se a seguir, o manual de entrada para o 

programa de obtenção da resposta dinâmica a massas mõveis. Es 

te programa foi escrito em FORTRAN-IV-G e executado no comput! 

dor Burroughs B-6700. 

NQ DE NQ DE VARIÃVEIS FORMATOS ORDEM CARTÕES 

1 1 NPRO 15 
2 1 . NN,NE,NMAT,NTEN,NCN,NDF,NB,AX 7 IS, Fl0.3 
3 NN N, X{N,I) IS, 3Fl0.0 
4 NE N, NOP{N,M) SIS 
s NB NBC{I), NFIX(I,J) Il0, 4Il 
6 NMAT N, ORT{L,I) IS, 6Fl0.2 
7 1 NHAR, IHAR{I) lOIS 
8 1 GAMA, BETA, TEMPO, NTE 3Fl0.0,Il0. 
9 1 WST,IMP, KNT, NNI, NET, NSEC FlO.O,SIS 

10 1 DSEC{J) 7Fl0.0 
1 1 1 NIMP{K) lSIS 
12 1 NETEN{K) 1 SIS 
13 1 NCCA IS 
14 1 NEM,MAS,PMY,PMZ,Yl,Y2,CMX,VO,AO IS, 8F8. O 
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DESCRIÇÃO DAS VARIÃVEIS DE ENTRADA 

1. 

2. 

3. 

4. 

5. 

NPRO 

NN 

NE 

NMAT 

NTEN 

NCN 

NDF 

NB 

AX 

N 

X(N,I) 

N 

NOP(N,M) 

NBC(I) 

NFIX(I,J) 

Nümero de estruturas a serem analisadas. 

NÜmero de nos. 

NÜmero de elementos. 

NÜmero de materiais. 

NÜmero de matrizes de tensões a serem monta 

das. Se dois ou mais elementos têm a mesma 

matriz de tensões, ela ê montada apenas uma 

vez. 

NÜmero de nos por elemento. 

NÜmero de graus de liberdade do elemento. 

NÜmero de nos com restrições. 

Comprimento da estrutura. 

NÜmero do no. 

Coordenadas do no. 

Nümero do elemento. 

Nós 1 e 2 do elemento, índice referente ao 

material, Índice relativo a matriz de ten­

soes. 

NÜmero do nõ com restrições de deslocamentos. 

Deslocamentos restringidos, na ordem x,y,z 

e rotação. Tndice 1 + direção livre, Índi 



6. 

7. 

8. 

9. 

N 

ORT(L,I) 

NHAR 

IHAR{I) 

GAMA,BETA 

TEMPO 

NTE 

WST 

IMP 

KNT' 

NNI 

NET 
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ce O+ direção presa. 

N.umero associado ao material. 

Propriedades do material: módulos de elasti 

cidades nas direções x e y, coeficientes de 

Poisson nas direções x e y, massa especifica 

e espessura dos elementos constituidos por 

este material. 

Numero de harmônicos. 

Numéros dos harmônicos. 

Parâmetros da integração pelo método de 

Newmark. 

Tempo de travessia da massa móvel. 

Numero de intervalos de integração. 

Mâximo deslocamento estãtico. 

Numero de intervalos que devem ser saltados 

na impressão dos resultados. 

Fator que multiplicado pela variãvel TEMPO, 

fornece o tempo total em que se deseja anali 

sar a estrutura. 

Numero de nõs cujos deslocamentos devem ser 

impressos. 

Numero de elementos cujas tensões serao cal 

culadas. 



lo. 

11. 

l 2. 

l 3. 

14. 

NSEC 

DSEC(J) 

NIMP(K) 

NETEN(K) 

NCCA 

NEM 

MAS 

PMY, PMZ 

Y l , Y2 

CMX 

VO 

AO 
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Nümero de secçoes a serem-analisadas. 

Secções a serem~analisadas e definidas 

frações de comprimento total AX. 

por 

Números dos nos que terão os seus deslocamen 

tos impressos. 

Números dos elementos que terão as 

nos seus nós calculadas e impressas. 

Nümero de casos de carregamento. 

tensões 

NÜmero do no ou elemento carregado com a mas 

sa móvel. 

Massa móvel por unidade de comprimento ou de 

area. 

Componentes de força peso nas direções y e z. 

Coordenadas transversais (direção y) da mas 

sa .móvel. 

Comprimento na direção x, da massa móvel. 

Velocidade de travessia. 

Aceleração da massa móvel. 


