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Resumo

A pratica de diversos produtores de conhecimento de matematica levou a seguinte questao:
“De que modo os diagramas e outras representacdes visuais podem auxiliar na producdo e
na construcao do conhecimento matematico formal, em que a abstracdo € reconhecida como
desempenhando um papel central?” Este trabalho busca responder a essa questao. Inicialmente,
uma andlise sobre os diversos conhecimentos acerca do conceito de abstracdo foi realizada. Em
seguida, uma pesquisa de campo foi executada a fim de analisar os modos como os estudantes e a
professora da disciplina de Introducdo a Topologia utilizavam diagramas e representacoes visuais
em sua pratica cotidiana. Além disso, uma entrevista semiestruturada foi feita. Tal pesquisa
permitiu verificar que, apesar de, em seu discurso, os estudantes niao valorizarem o uso de

diagramas visuais e gestos, eles estavam presentes ao longo de toda entrevista.

Palavras-chave: abstracdo matematica, abstragdo na educagdo matematica, representacoes

visuais; € matematica.



Abstract

The practice of a variety of producers of knowledge has led to the following question: 7How might
diagrams and other visual representations help in the production and construction of knowledge??
This study explores that question. Initially, the different understandings of abstraction were
analyzed. Next, field research was conducted to analyze the ways in which students as well as
the instructor of Introduction to Topology used diagrams and visual representations in their daily
practices. Additionally, a semi-structured interview was developed. This interview demonstrated
that, although in participants? responses they did not value the use of visual diagrams and

gestures, they were present throughout the interview.

Keywords: mathematical abstraction; abstraction in mathematics education; visual representa-

tions; and mathematics.



Lista de ilustracoes

Figural — Esquema apresentado por Scheiner e Pinto (2019) . . . . . . ... ... .. 34
Figura2 — Questdo apresentada por Bisogninetal.. . . . . . ... ... ... ..... 55
Figura3 — Representacdo de Chris da convergéncia de sequéncia. . . . . . . . ... .. 73
Figura4 — Roteiro utilizado na primeira entrevista. . . . . . . . . .. ... ... ... 74
Figura5 — Exemplo de aula sobre sequéncias. . . . . . ... ... .. ... ...... 76
Figura 6 — Exemplo de solu¢do que apresenta o uso de diagramas. . . . . .. ... .. 77
Figura7 — Exemplo de uso de solu¢do de questdo sobre sequéncias. . . . .. ... .. 77
Figura 8 — Representacdo de Chris da convergéncia de sequéncia. . . . . . . ... ... 78
Figura9 — Primeira sequéncia trabalhada. . . . . . .. ... ... .. ... ..., 79
Figura 10 — Segunda sequéncia trabalhada. . . . . . . . ... ... .. ... ...... 79
Figura 11 — Terceira sequéncia trabalhada. . . . . . . .. ... .. ... ... ...... 79
Figura 12 — Quarta sequéncia trabalhada. . . . . . ... ... ... .. ... ..., 79
Figura 13 — Quinta sequéncia trabalhada. . . . . . ... ... ... .. ... ...... 79
Figura 14 — Sexta sequéncia trabalhada. . . . . . . ... .. .. ... ... 79
Figura 15 — Sétima sequéncia trabalhada. . . . . . .. ... ... ... ... ...... 80
Figura 16 — Folha entregue aos entrevistados . . . . . . .. .. .. ... .. ...... 82
Figura 17 — Chris, primeiraentrevista. . . . . . . . . . . .. . .. .. 83
Figura 18 — Colin, primeiraentrevista. . . . . . . . . . . . . . v v v vt v v 83
Figura 19 — Esboco inicial da representacdo em sistemas cartesianos da sequéncia % .. 86
Figura 20 — Primeira sequéncia trabalhada. . . . . . . . .. ... ... ... ... 95
Figura 21 — Segunda sequéncia trabalhada. . . . . . . ... ... ... ... ... .. 95
Figura 22 — Terceira sequéncia trabalhada. . . . . . . .. .. ... ... ... ...... 95
Figura 23 — Quarta sequéncia trabalhada. . . . . . .. ... ... ... .. ... 95
Figura 24 — Quinta sequéncia trabalhada. . . . . . .. ... ... .. .. 0oL 95
Figura 25 — Sexta sequéncia trabalhada. . . . . . . ... ... ... ... 95
Figura 26 — Sétima sequéncia trabalhada. . . . . . ... ... ... ... .. ..., 96
Figura 27 — Sequéncia com linha desenhada pelo participante. . . . . . ... ... ... 102
Figura 28 — Definicdo apresentada por um estudante para sequéncia oscilante. . . . . . . 107
Figura 29 — Sequéncia mais geral produzida pelos participantes. . . . . . . . ... ... 127

Figura 30 — Sequéncia mais geral convergente produzida pelos participantes. . . . . . . 131



Lista de abreviaturas e siglas

ABNT Associacdo Brasileira de Normas Técnicas
PEMAT Programa de P6s-Graduagao em Ensino de Matematica

UNIRIO Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro



1.1
1.2
1.3

4.1

4.2

4.3

4.3.1
43.2
4.3.3
434
4.3.5
4.3.6
43.7
4.3.8

5.1
5.2
5.3

6.1
6.2
6.3
6.4
6.5
6.6
6.7
6.8
6.9

Sumario

INTRODUCAOD . . ..ttt ittt e ettt e e e 12
Motivacao . . .. ... .. ... .. .. ... 12
Elaborando a questaode pesquisa . . . . ... ... ......... 15
Desdobramentos e expectativas. . . . . .. ... ... ... ..... 18
REFERENCIASTEORICAS . . . ... ...ttt iiiiennnnn. 19
REVISAODELITERATURA . . . . . .ttt ittt i i e e 36
METODOSDAPESQUISA . .. .......c¢c'iiiuennnnn. 60
Sobreametodologia . . . . ... ... ... ... ... 60
Planejamento e solicitacagodecampo . . . .. ... ... ... ... 67
O contexto e os participantes . . . . . ... ... ... ... ... .. 68
Ainstituicdo . . . . . . . . . 68
A escola de matematicada UNIRIO . . . . ... ... .......... 69
Alicenciatura . . . . . . . ... ... ... 69
O curso de Introdugédo a Topologia . . . . ... ... ... ... .... 70
Aturmapesquisada . . .. ... ... ... o 71
O material empirico produzido paraanalise . . ... ... ....... 71
A preparacéo das atividades paraaentrevista . . . . ... ... .... 72
Arealizagdodaentrevista. . . . ... ... ... L. 74
APRESENTAGCAO DO MATERIALEMPIRICO . . . ... ....... 76
As aulas sobre sequéncias e limites de sequéncias . . . . . . . .. 76
Asprovas. . . . . .. .. 76
Aentrevista . . ... ... ... ... 77
ANALISE DO MATERIALPRODUZIDO .. ... .. ..o un... 81
Primeiro Episdédio . . . ... ... ... ... ... ... ... . ... 81
Segundo episodio: a definicao de sequénciareal . . . .. ... .. 85
Terceiro Episodio: explorando representagcées . . . . . . . ... .. 89
Quarto Episédio: ressignificando propriedades . . . . . .. .. .. 90
Quinto Episddio: explorando a definicao de sequencias numéricas 93
Sexto episodio: contextualizando . . . ... ... .... ... ... 94
Sétimo episodio: reafirmando praticas . . . . . . ... ... ... .. 103
Oitavo episodio: evocando construcoes teéricas . . . . ... ... 107

Nono episédio: complementarizando . . . ... ... ... ... .. 111



6.10

Sintese dos resultados da analise . . ... ... ... .. ...... 132

CONCLUSAOD . . . . it it et e e e e e e e e e e e e e e e e e 136
REFERENCIAS . . . . .t it e e e e e e e e e e e e e e e 140
APENDICES 143
APENDICE A — APRESENTACAO DAS PESQUISAS RELATADAS

NA REVISAODE LITERATURA . . . . ....... 144
ANEXOS 145

ANEXO A — TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARE-
CIDO-TCLE. . . ... .. i i 146

ANEXO B-TRANSCRICAO . . . .. ...t i it iiee e 148



1 Introducao

1.1  Motivacao

Esta pesquisa tem por objetivo responder a uma questio que foi levantada durante um
curso de verdo sobre Andlise Real, que frequentei na Universidade Federal de Santa Catarina.
O curso ocorreu entre os meses de janeiro e fevereiro de 2017, alguns meses apds eu ter me
graduado em Licenciatura em Matemadtica na Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro
(UNIRIO) e ter sido aceita no mestrado em Ensino de Matematica, ofertado pelo Programa de
Pés-graduacao em Ensino de Matematica, na Universidade Federal do Rio de Janeiro (PEMAT -
UFRJ).

Quem levantou a indagac¢ao foi o professor da turma, enquanto resolviamos problemas de
topologia em espacos métricos, ao nos perguntar: “Por que os matemadticos utilizam diagramas
para auxiliar as respostas de algumas questdes?”’. Logo em seguida, esse mesmo professor
indicou que “algumas vezes, o ndo desenhar um esquema pode transformar o processo de provar
determinada proposi¢cdao em um trabalho muito mais dificil”. Naquele momento, o professor
informou que nao sabia se existiam pesquisas nessa drea, mas que se ndo houvesse, esse seria
um tépico interessante de ser estudado. Nenhum dos estudantes em sala demonstrou qualquer
conhecimento sobre o assunto, inclusive eu.

Essa questao permeia meus pensamentos € me instiga desde entdo. Concordando com o
professor em sua primeira indagacdo, ndo € de se esperar que o uso de diagramas auxiliard, de
alguma forma, a compreensdo de conceitos abstratos apresentados por defini¢des formais, como
sao os conceitos da andlise real. No meu entender, ao longo do meu curso de licenciatura, as
disciplinas nao abordaram tal questao de um ponto de vista tedrico.

No periodo em que cursei a licenciatura, o curso presencial ainda era muito novo naquela
institui¢do e a grande maioria dos professores era constituida por doutores em matemaética ou em
engenharia. Desse modo, naquele momento, o curso era principalmente voltado ao campo da
matemadtica e, apesar de incluir disciplinas voltadas a drea da Educacdo, havia pouca reflexao
sobre o processo de aprendizagem. Apds uma apresentacdo das linhas de pesquisa no PEMAT,
no qual me matriculei como aluna de mestrado no primeiro semestre de 2017, a questao da
visualizagdo e da formalizacdo do conhecimento matematico foi apresentada como foco de
pesquisa. Entdo, eu decidi investigar e buscar respostas para as questdes apresentadas pelo
professor do curso de verao, as quais ja tinham despertado meu interessado.

Além dessa experiéncia no curso de verdo, que me instou, enquanto estudante pude
perceber que, para diversos colegas, entender os contetidos matematicos parecia ser muito dificil
quando eles eram formalizados. Minhas primeiras reflexdes sobre os motivos para esse fato

aconteceram logo nas primeiras semanas de aulas do mestrado.
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Pude concluir que € inegédvel que o estudo da matemdtica é acompanhado por uma
série de inverdades e mitos gerados pelas praticas de alguns ao produzir tais conhecimentos
— e, também, ao ensind-los —, assim como pelas frustracdes de outros ao tentar, sem sucesso,
compreender essa ciéncia. Aqui, como préticas, refiro-me as normas e aos padrdes de rigor
compartilhados por uma comunidade que produz e ensina tal ciéncia e que, portanto, inclui os
matematicos, os professores e os pesquisadores. Tal quadro € replicado nos diversos niveis de
ensino e de aprendizado dessa matéria, que eu acredito ter tanto a agregar ao mundo em que
vivemos.

Com o passar do estudo, percebi também que, muito embora o corpo de conhecimentos
sobre a educag¢do matematica tenha sido ampliado nas dltimas décadas, ainda hd muito o que
se conhecer e se investigar sobre as dificuldades com a matematica, as quais se acentuam no
decorrer da vida escolar e académica. Procurando respostas para tais questdes que percebi ainda
em aberto, um dos objetivos deste trabalho € estudar a literatura de pesquisa buscando respostas
e referéncias para afirmacdes frequentemente evocadas no senso comum.

Acredito que se pudermos nos despojar de crengas e olharmos para o que os métodos ci-
entificos nos revelam, podemos, enquanto educadores, repensar nossas praticas a fim de propiciar
aos nossos estudantes aulas significativas. Meu trajeto na pesquisa se inicia retomando Piaget,
que deixou um legado importante para o estudo dos processos envolvidos na aprendizagem da

matematica com significado para os alunos.

A possibilidade de uma ciéncia matematica rigorosamente dedutiva e que a0 mesmo tempo se adapte
exatamente a experiéncia constitui, desde sempre, o problema central da epistemologia. A questdo
€ mais perturbadora ainda do ponto de vista genético. De fato, por um lado a Matematica concorda
com a realidade fisica de modo muito detalhado. Nunca sucede que o fisico - por miiltiplas e diversas
que sejam as estruturas ou as relagdes que descobre no mundo material - encontre uma estrutura
que ndo possa expressar-se com precisdo em linguagem matemadtica, como se existisse uma espécie
de harmonia pré-estabelecida entre todos os aspectos do universo fisico e os marcos abstratos da
geometria e da andlise. Além disso, hd algo mais: acontece que este acordo se realiza nio s6 no
momento do descobrimento de uma lei fisica, ou a posteriori, como 0s esquemas matemdticos
antecipam, com anos de distancia, o contetido experimental que logo serd inserido neles. As formas
geométricas e analiticas podem elaborar-se sem preocupacdo alguma com a realidade, se tem a
seguranca ndo so de que a experiéncia jamais podera questiond-las, como também de que - e este é
o ponto paradoxal - a experiéncia as levard em conta, cedo ou tarde e se adaptard perfeitamente a
elas. (PIAGET, 1975, p.63).

Nesse excerto, o autor destaca o refinamento gradual de tal conhecimento, o alcance e
o poder formatador de seu conteiido em sua relagdo com a realidade, que, além de, por vezes,
sofrer distor¢des em seu uso, resultam em tensodes e obstdculos em sua aprendizagem (BORBKA;
SKOVSMOSE, 2001).

Nos cursos de graduacdo, em particular, as primeiras disciplinas que geram, comumente,
grande dificuldade na area de exatas sdo as disciplinas de Célculo. Essa etapa representa uma
primeira ruptura nas praticas de ensino, correspondente a mudanca nas praticas dos professores
da escola bésica para as préticas dos professores universitarios. Varias pesquisas em educacao
matemadtica adotando perspectivas tedricas diversas se voltam para entender os porqués das
dificuldades nesse momento de transi¢ao (TALL, 1991; DUVAL 2006; TALL; VINNER 1981 ,
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ARTIGUE et al., 2007).

Superadas as dificuldades com os célculos, os estudantes dos cursos de Matematica,
tanto os do bacharelado quanto os da licenciatura, t€m, em seguida, o contato com a disciplina
Andlise Real, cujo objetivo € construir formalmente a matemdtica estudada nas disciplinas
Célculo em uma variavel real. Essa introducdo ao estudo formal dos conceitos, entendidos pelos
estudantes e pelos professores como “mais abstrato” do que as demais formas de apresentagdo e
o uso do contetdo, representa um segundo momento de ruptura com préaticas anteriores. Além
disso, ela é também foco de interesse de pesquisadores em educacao matematica (TALL, 1991;
PINTO, 1998; GUEUDET, 2008). Nesse contexto, a no¢do de abstracdo € frequentemente reto-
mada, mesmo seu entendimento permanecendo ambiguo e, por vezes, controverso (SCHEINER;
PINTO, 2016).

A literatura em educacio matematica trata da relagdo entre abstracdo e o conhecimento
matematico em diversas pesquisas e sob diferentes perspectivas (SPINELLI, 2011; BRANDT,;
ROSSO, 2010). Mitchelmore e White (2007) destacam que referéncias a nocdo de abstracao
como processo de construciao/produgdo do conhecimento matemaético estd presente em trabalhos
desde Aristoteles e Platdo.

Mais recentemente, percebe-se que o uso do termo abstracdo ndo tem sido tnico e uni-
forme, bem como tem sido transformado, como foi o caso, por exemplo, de Hiebert e Carpenter
(1992). Os autores definem uma no¢ao de compreensdo, em vez de abstracio, entendendo-a
como o “fazer conexdes entre ideias, fatos ou procedimentos”?, que, no entanto, SA0 processos
envolvidos na abstracio e na concepg¢ao de outros autores (MITCHELMORE; WHITE, 2014;
SCHEINER; PINTO; 2019).

Outros pesquisadores afirmam que o processo de abstragdo é um processo intrinseco
a aprendizagem da matematica independentemente da formaliza¢do ou nao do conhecimento
(MITCHELMORE; WHITE, 2007; SPINELLI, 2011; SCHEINER; PINTO, 2019).

Por suas caracteristicas, ao exigir demonstra¢des formais, complexas e completas, além
de com pouca ou nenhuma relagdo com campos fora da matematica, a andlise real integrara
nosso objeto de estudo.

Por demonstragdes formais, queremos dizer que sdo demonstracdes que ndo se sustentam
em argumentos intuitivos ou visuais, mas sim em axiomas e em definicdes, bem como sao
comunicadas usando termos técnicos, também previamente definidos de forma axiomatica.

Por demonstracdes complexas, entendemos que sdo demonstracdes que exigem o uso de
relacdes conceituais diversas e de ferramentas de forma l6gica. E por demonstra¢des completas,
estamos nos referindo a provas que tém todas as suas partes explicitamente justificadas, mesmo
que em proposicdes ou em teoremas anteriores, sem que haja nenhum salto em seu desenvolvi-
mento.

Em sendo um tema amplo e por eu ter sido instigada por questdes sobre visualizagao
para o entendimento do conhecimento formal, o foco da pesquisa serd o uso de representacdes

visuais na atividade do professor ou do aluno durante a abordagem e o desenvolvimento formal
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do conteido de sequéncias numéricas, tema estudado em cursos de andlise real. Com a intenc¢do
de elaborar uma questdo norteadora para a pesquisa, iniciei uma revisdo de literatura sobre como
se d4 o processo de aprendizado e de producdo de conhecimento, bem como acerca dos processos
envolvidos para que o ensino e a aprendizagem acontecam.

A perspectiva a ser adotada € principalmente a da psicologia da educagdo matemaética.
Centrais as discussoes sobre ensino e aprendizagem da matematica formal na literatura estudada,
passei a conhecer as diferentes perspectivas sobre a no¢ao de abstracdo, que o senso comum €
muitos autores reconhecem ou destacam como necessdrias para que ocorra o aprendizado da

matematica. Essas diferentes perspectivas serdo abordadas na secdo a seguir.

1.2 Elaborando a questao de pesquisa

O conhecimento matematico, em especial o conhecimento matematico formal, é apre-
sentado frequentemente nas escolas pelos professores como exemplo de conhecimento abstrato
por exceléncia, sendo também estudado como um caso para descrever processos envolvidos na
constru¢do, na aquisicao e na producdo de conhecimento (PIAGET, 1995).

Piaget foi um tedrico do século XX e teve grande influéncia em tais estudos, trazendo a
matemadtica no centro de suas investigacdes. Em sua elaboracao sobre constru¢do de conheci-
mento por um individuo, Piaget (1995) descreve dois modos de abstracdo: a “abstracdo a partir
de objetos”, que diz respeito a abstracdo feita com base em caracteristicas fisicas do objeto,
identificando similaridades, e a “abstracdo a partir de acdes”, que diz respeito “a abstracdo feita
com base nas relacdes percebidas quando o aprendiz manipula os objetos”.

H4 um entendimento de que a aprendizagem dos conceitos matemédticos demandaria
essencialmente abstracdes a partir de agdes sobre objetos, classificadas pelo pesquisador em duas
categorias: abstracdo pseudoempirica e abstracao reflexionante. A abstracao reflexionante é am-
plamente discutida e utilizada por diversos pesquisadores, inclusive, ao investigar a aprendizagem
de conhecimento matematico formal. Por exemplo, Dubinsky (1991), em sua pesquisa, considera
que a abstracao reflexionante se apoia tanto sobre estruturas que permitem ao sujeito captar um
determinado contetido quanto sobre atividades cognitivas, como esquemas ou coordenacdes de
acoes, operacoes, etc., para extrair novos caracteres e utiliza-los em novas adaptagdes ou em
novos problemas.

O entendimento € o de que a abstracao reflexionante inclui sempre dois componentes
insepardveis: o reflexionamento, que € uma projecdo sobre um nivel superior daquilo que é
extraido do inferior e € o que caracteriza uma continuidade na construcao do conhecimento, e a
reflex@o, que € a reconstrucao e a reorganizagao daquilo que foi extraido dos niveis inferiores.
Dessa forma, o resultado de uma abstracdo € entendido como um conhecimento hierarquicamente
mais avancado do que os objetos que lhe da origem. Para Nogueira e Pavanello (2008), € assim
que se elaboram os conceitos e se generalizam propriedades. Quando uma abstra¢ado reflexionante

se torna consciente, esses autores a denominam abstragdo refletida. Como exemplo, eles citam a
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algebra como resultado da abstragdo refletida sobre a aritmética.

Mitchelmore e White (2007), em seus estudos, destacam dois tipos de abstragdo. O
primeiro deles € a abstracdo-separada, que diz respeito a abstracOes a partir de agdes sobre
objetos matematicos, as quais tém significado dentro da prépria matematica e sdo construgdes
mentais, existindo como representacdes de forma independente do mundo real. Por outro lado,
hé ideias matematicas fundamentais que sdao intimamente relacionadas ao mundo real e sua
aprendizagem envolve conceitos empiricos. Os conceitos desenvolvidos dessa forma compdem o
que Mitchelmore e White chamam de abstracdo-geral, uma vez que eles incorporam proprie-
dades gerais do mundo real; hd aqui uma certa similaridade entre essa e a abstracdo empirica
conceituada por Piaget.

Ao considerar que a constru¢do do conhecimento matemdtico envolve conceitos abstratos,
a abordagem de Mitchelmore e White (1995) para a formacao de conceitos sdo: a classificacdo,
a similaridade, a abstracao e a conceituacdo. A relacdo entre essas ideias é estabelecida pelos
autores a partir de Skemp (1986):!

Abstrair € uma atividade na qual nds tomamos conta das similaridades... acerca de nossas experién-
cias. Classificar significa coletar unindo nossas experiéncias com base nessas similaridades. Uma
abstragdo € um tipo de mudanga duradoura, o resultado de abstrair, que nos permite reconhecer
novas experiéncias como tendo as similaridades de uma classe ja formada... Para distinguir entre
abstracdo como uma atividade e abstracdo como produto final, devemos ... chamar o dltimo um
conceito.(SKEMP, 1986, p.21, itdlico no original)

Desse modo, pode-se perceber que os entendimentos sobre a no¢do de abstragdo nao
sao0 tunicos. Em Scheiner e Pinto (2016), encontramos uma andlise das contradi¢des, das conver-
géncias e das controvérsias referente a diversas perspectivas e defini¢des de abstracio presentes
na literatura. No artigo, os autores organizam como as caracteristicas de no¢des diferentes de
abstracdo sao apresentadas e identificam, na literatura de pesquisa atual, diversos entendimentos e
descrigdes sobre os processos de abstragcdo, que tomam lugar em diferentes niveis de aprendizado
matematico.

Dentre os autores que tratam da abstracdo, Scheiner e Pinto (2016) citam Boero et al.
(2002), por reconhecerem a abstragao como central ao processo de aprendizado da matematica.
Outro pesquisador mencionado € Dreyfus (1991), que trata da complexidade e da multidimensio-
nalidade da abstrac@o ao estudar os processos envolvidos na aprendizagem da matemaética no
ensino superior.

Scheiner e Pinto se referem a Dreyfus (2014) quando ele reconhece uma variedade de
formas de abstracdo, a Mitchelmore e White (2012), uma vez que eles discutem a abstracio
nos diversos niveis de aprendizado da matematica, e a Tall (2013), que trata da abstracao em
diferentes mundos da matemadtica, os quais correspondem a conhecimentos produzidos em

diferentes praticas matematicas.

' Tradugio nossa do trecho: Abstracting is an activity by which we become aware of similarities ... among our experiences. Classifying means

collecting together our experiences on the basis of these similarities. An abstraction is some kind of lasting change, the result of abstracting,
which enables us to recognise new experiences as having the similarities of an already formed class. ... To distinguish between abstracting as
an activity and abstraction as its end-product, we shall ... call the latter a concept. (p. 21, italics in original)
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Dentre as contradi¢des, os autores destacam uma contradi¢do encontrada ao se pensar
em abstragdo, que € entendé-la como sindnimo de generalizagdo. Ao contrdrio, Scheiner e Pinto
(2016) argumentam em favor de um entendimento de abstrair como significando extrair e atri-
buir alguns componentes significativos. Em Mitchelmore e White (2007), a diferenga essencial
entre abstracio e generalizacio € que a abstragdo tem como resultado novos objetos mentais —
conceitos —, enquanto a generalizacdo estende o significado de um conceito existente.

Como controvérsia, Scheiner e Pinto (2016) consideram comum a perspectiva de que
abstrair € descontextualizar. Tal fato pode ser explicado baseado na concepcao de Ferrari (2003),
que diz que “generalizacao e descontextualizacdo, frequentemente, atuam como dois lados da
mesma moeda”. Por outro lado, considerar abstragdo como descontextualiza¢do contradiz os
avancos feitos em entender o conhecimento como situado e sensivel a contextos (SCHEINER;
PINTO 2016).

Estudos recentes t€m como ponto de partida a heterogeneidade nos diversos entendi-
mentos sobre o processo de abstragdo, bem como a diversidade de abordagens utilizada pelos
individuos para aprender. Por exemplo, Scheiner (2016) destaca “abstragdes a partir de acdes”,
isto €, abstracdes pseudoempiricas e reflexivas, como uma abordagem que oferece uma boa
descri¢ao dos processos envolvidos na construcdo dos conceitos, por estudantes que utilizam
estratégias de “extrair significado”(PINTO, 1998)>.

Ja as “abstracdes a partir de objetos” parecem oferecer melhores explicacdes para as
estratégias dos estudantes ao “dar sentido”” a um conhecimento novo (PINTO, 1998). Pesqui-
sadores que t€m por foco entender a “abstracio a partir de objetos”, como € o caso também de
Mitchelmore e White (2007), sdo guiados pela suposi¢cdo que os aprendizes adquirem conceitos
matematicos inicialmente baseados em seus conhecimentos conceituais de dominio especi-
fico pré-existentes; considerando abstragdo como interacdo progressiva de prévias imagens de
conceitos e/ou inser¢do de um novo discurso ao lado de experi€ncias matematicas existentes
(SCHEINER; PINTO, 2017).

Essa ultima perspectiva parece abrir um espacgo potencial para investigar que papel as
imagens, os diagramas e outras representacdes desempenham em processos reconhecidos como
processos de abstracao. Desse modo, adoto como ponto de partida entender a abstracio como
parte de um sistema complexo, que € a aprendizagem, para compreender as especificidades e as
funcionalidades dos processos envolvidos. Ciente da diversidade de concepgdes sobre a nogdo de
abstragdo, este trabalho busca responder a seguinte questdo: De que modo os diagramas e outras
representacdes visuais podem auxiliar a producdo e a constru¢do do conhecimento matematico

formal, no qual a abstracdo é reconhecida como desempenhando um papel central?

2 Ao investigar o desenvolvimento de estudantes de matemdtica em seu primeiro curso de anilise real, Pinto (1998) identifica a estratégia

“extrair significado” como aquela adotada por estudantes que constroem conceitos a partir de defini¢des formais, enquanto “dar sentido”
corresponde a uma alternativa de elaborar os conceitos a partir de imagens conceituais prévias.
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1.3 Desdobramentos e expectativas

Uma das expectativas € a de que o desenvolvimento deste trabalho sirva de aporte para
a elaboracdo de propostas didaticas voltadas ao ensino de disciplinas de nivel superior que
contemplam assuntos que, no entendimento de diversos pesquisadores, exigem do estudante
um grau elevado de abstracido. Além disso, esperamos que este trabalho ofereca um panorama
tedrico sobre a no¢do de abstracdo a todos os interessados na drea de educacdo matematica,
a fim de melhor compreender sobre o que é, como se d4 e de que forma a abstracio se situa
nesse campo, bem como os limites e as possibilidades de entender a producdo do conhecimento
matematico retomando essa nog¢ao.

O texto desta dissertacdo estd organizado em sete capitulos. No primeiro capitulo, faco a
introdugdo, explicando de que forma se chegou a proposta desta pesquisa. No segundo capitulo,
apresento os referenciais tedricos que sustentam a investiga¢do, bem como seu planejamento.

No terceiro capitulo, discorro sobre os diversos entendimentos sobre a noc¢ao de abstraciao
na literatura de pesquisa e de que forma eles se apresentam ao longo dos cursos mais avangados
de matemaética da graduacao. Além disso, trago uma revisao de literatura.

No quarto capitulo, introduzo a metodologia utilizada e os procedimentos de pesquisa
utilizados, como se deu a escolha do campo e de que forma esta pesquisa foi conduzida, com
uma breve explicacio da institui¢do onde a pesquisa foi realizada. No quinto capitulo, apresento
o material empirico produzido para anédlise, bem como a andlise e a discussdo desse material,
buscando responder a questdo colocada.

No sexto capitulo, abordo a andlise e a discussdo do material empirico, buscando res-
ponder a questio colocoda. Por fim, no sétimo capitulo, trago as consideragdes finais, buscando
responder a questdo de pesquisa. Em dois anexos, introduzo o termo de consentimento livre e
esclarecido (TCLE) assinado pelos participantes da pesquisa e toda a transcri¢ao da entrevista

realizada (Apéndices A e B).



2 Referéncias tedricas

Buscando entender a que se refere a nocao de pensamento matemdtico e como ele se
desenvolve, retomamos as visdes de Mitchelmore e White (1995, 2000, 2004, 2007), Scheiner
e Pinto (2014, 2016, 2019) e Nogueira e Pavanello (2008). Ao contrastd-las buscando suas
similaridades, convergéncias e conflitos, explicitamos uma perspectiva para adotarmos nessa
pesquisa.

Todos esses autores abordam as nocdes de abstragdo matematica, abstracao e produgdo
do pensamento matemdtico, descrevendo esse ultimo em termos de processos envolvidos no
ensino e na aprendizagem do conhecimento matemaético. No caso dessa pesquisa, 0s objetos
matematicos sao ensinados por meio de defini¢des formais, com uma expectativa de que seu
significado seja construido a partir dessas defini¢des e de seu uso em exercicios (TALL, 1991).
Nesse caso, por se tratar da matemadtica apresentada formalmente, podemos considerd-la como
em Mitchelmore e White (2004), que a entendem como um sistema autocontido que ndo neces-
sariamente estd associado ao mundo real. Os autores trazem como exemplo as expressdes z° e
raiz quadrada de (-1) representando objetos que s6 possuem significado na prépria matematica'.

Nogueira e Pavanello (2008) retomam Platao e Aristételes ao iniciar sua discussao abor-
dando aspectos epistemoldgicos da matematica. Platdo afirma que a matematica é pré-existente e
sO estd aguardando para ser descoberta, enquanto na perspectiva de Aristoteles, esse conheci-
mento € construido por individuos a partir de experi€éncias no mundo real. Para Aristételes, as
construcdes matematicas poderiam ser validadas a partir de experiéncias com objetos do mundo
real. Independentemente da perspectiva a ser adotada, € inegavel que a compreensao do que € a
matemadtica, do que e como se constituem seus objetos permeia a mente de diversos pensadores
e, consequentemente, estd subjacente a diversidade de propostas pedagdgicas elaboradas.
Prosseguindo em sua discussdo, Nogueira e Pavanello (2008) observam que a matematica recebe
um tratamento diferenciado dos demais sistemas filoséficos. As autoras argumentam que, além de
ser um objeto de cultura, ela é também uma ferramenta de desenvolvimento de diversas ciéncias,
constituindo-se, também, como instrumento de comunicagdo interdisciplinar (NOGUEIRA;
PAVANELLO, 2008).

As autoras destacam, ainda, a visdo de conhecimento de Descartes, que descreve a
matemadtica como sendo uma arvore na qual as raizes seriam a metafisica, o tronco, a fisica, e os
ramos, a astronomia, a medicina etc. Segundo Nogueira e Pavanello (2008, p. 2) “a matemadtica,
nessa visao, seria a seiva, a responsdvel por viabilizar todo o campo do conhecimento™.

Retomando Machado (2005), as autoras introduzem o debate sobre as relagdes entre
a matemadtica e a realidade. Leibniz € citado como representante dos fildsofos racionalistas, e

Hume, como representante dos filésofos empiristas, em debate sobre classificagdo das proposi-

' Tal exemplo é controverso, uma vez que uma aplicagio de niimeros complexos é o cilculo de impedancia e tensdo considerando a corrente

como um nimero complexo na fisica.
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¢oes. Para ambos, as proposi¢des podem ser analiticas, quando elas englobam as verdades da
razao, e empiricas, quando expressam os fatos. Todas as proposi¢des se enquadram, entdo, em
uma dessas categorias, € uma proposi¢cao nao pode estar em mais de uma categoria a0 mesmo
tempo. Nogueira e Pavanello (2008, p. 113) afirma que “uns e outros concordam, todavia, que as
proposi¢des da Matematica sao analiticas, reduzindo suas discordancias para a interpretacao que
dao as proposi¢des empiricas.”

Prosseguindo com a discussdo sobre as relagdes entre matemadtica e realidade, Kant
afirma que a matematica € concebida no mundo das ideias, mas € possivel aplicar seus conheci-
mentos e comprovi-los no mundo real (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008). Para o filésofo, as
verdades matemadticas seriam obtidas por meio de deducao.

Nogueira e Pavanello (2008) descrevem como Kant percebe que o uso do raciocinio
matemadtico, da razdo, poderia ser comprovado empiricamente. Portanto, as proposi¢des matema-
ticas seriam analiticas e, a0 mesmo tempo, estariam de acordo com a realidade. A visdo kantiana
discorda, desse modo, de uma visdo dicotdmica sobre proposi¢des matematicas, como a expressa
pelos racionalistas e empiristas. Em sintese, para Kant, a matematica pode surgir no mundo das
ideias, ou seja, a partir de axiomas que podem nao ter relacdo com o mundo real, e, a0 mesmo
tempo, ser aplicada ao mundo real, pelas atividades e experiéncias. Muito hd a ser debatido sobre
o tema; problema que Piaget denomina “problema central da epistemologia”.

Quanto aos processos envolvidos na producio do conhecimento matematico, € senso
comum nomea-los como processos de abstracdo. Mitchelmore e White (2004) afirmam, por
exemplo, que a esséncia da abstracdo em matematica se relaciona ao fato de o conhecimento
matematico ser autocontido e, portanto, seus objetos terem seus significados dentro do sistema
em que foram definidos. Por esse motivo, conforme enfatizado por Sierpinska apud Mitchelmore
e White (2004, p. 2), “a abstracdo em matemadtica requer ignorar algumas caracteristicas do
objeto e realcar outros.”

Além disso, Mitchelmore e White (2004) afirmam que o fato da matemaética ser autocon-
tida € primordial, uma vez que € importante que os objetos matematicos possam ser operados
em sistemas consistentes que nao exijam referéncias a significados anteriores. Dentre os pro-
cessos de abstracao elaborados por Piaget, Nogueira e Pavanello (2008) retomam a abstracao
reflexionante por ser um mecanismo essencial para a constru¢do do conhecimento matematico.
Para tal, conhecimentos anteriores sdo necessdrios para a elabora¢do de um novo objeto e esse é
necessdrio para a constru¢@o de conceitos subsequentes a ele relacionados.

Nogueira e Pavanello (2008) afirmam que a matematica e a abstragdo sempre estiveram
relacionadas, principalmente no senso comum. As autoras citam Machado (1990), quando ele
afirma que um dos lemas que caracterizam a matematica € que “a matematica € abstrata”. Tal
imbricacdo entre a matemadtica e a no¢ao de abstracdo pode ter sua origem ja no processo neces-
sério para a contagem, sendo abstracdo uma nog¢ao relacionada ao fato de a contagem poder ser
feita, independentemente da natureza dos objetos a serem contados. Piaget a denomina abstragdo

pseudoempirica, e Davis e Hersh (1986) denominam “abstragdo como extra¢do”a abstragdo que
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nao depende do objeto, mas se baseia nele.

As autoras afirmam que a abstrac@o presente ao se representar entes geométricos, que
€ denominada, em Davis e Hersh (1986), “abstracdo como idealizagdo (NOGUEIRA ; PAVA-
NELLO, 2008, p. 9)”, coincide com a nocao de abstracdo concebida por Aristételes. Aristoteles
considera a abstracdo como um processo importante na elaboracao do conhecimento. Para ele,
as formas inteligiveis seriam extraidas por abstracdo a partir do mundo sensivel. Além disso, a
visdo de Aristételes, segundo Nogueira e Pavanello (2008, p. 8), € a de que ““a abstracdo comeca
na base e vai se elevando em niveis, nos quais o auge € a representacao abstrata da coisa ou
idealizacao”.

As autoras passam a tratar, entdo, dos tipos de abstracao propostas por Piaget. Para elas,
a abstracdo empirica proposta por Piaget corresponde a abstracdo como idealizacdo, posteri-
ormente proposta por Davis e Hersh (1986). As autoras consideram que qualquer abstragao
empirica depende de quadros de conhecimento prévios que foram criados por meio de uma
abstracao reflexionante (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008).

Nogueira e Pavanello (2008, p. 9) defendem, ainda, que a abstracdo reflexionante ‘“‘se
apoia tanto sobre estruturas que permitem ao sujeito captar um determinado contetido como
sobre as atividades cognitivas do sujeito para extrair novos caracteres e utilizd-los para outras
finalidades”. Em outras palavras, em todos os niveis, enquanto a abstracdo empirica fornece os
dados, a abstracao reflexionante atua de forma a estruturar o conhecimento.

A abstragdo reflexionante comporta sempre dois componentes inseparaveis, o reflexio-
namento, que é, de acordo com Nogueira e Pavanello (2008, p. 9), “a projecdao daquilo que é
extraido de um patamar inferior em um superior”, e a reflexdo, que € o “ato de reorganizar e
reconstruir as projecdes que foram feitas”. Segundo as autoras, é no resultado desses processos
que se elaboram conceitos e se generalizam propriedades.

Nogueira e Pavanello (2008) argumentam que a abstracdo reflexionante com seus dois
componentes pode ser percebida em todos os estdgios do desenvolvimento humano. Quando a
reflexdo € feita “em niveis mais altos”?, ou seja, processada mentalmente, a abstracado reflexio-
nante esta se tornando consciente e, nesse momento, ela ¢ denominada abstracdo refletida. A
abstracao refletida € entdo uma reflexdo consciente sobre a reflexdo. A relacdo entre a abstracao
reflexionante e empirica nao € simétrica, uma vez que, enquanto a abstracao reflexiva é autdnoma,
a abstracdo refletida depende da abstracdo reflexiva.

Em sintese,

o conceito de abstracdo reflexionante permite mostrar a continuidade que sustenta a formacdo de
conhecimentos mesmo por ocasido da apari¢ao de formas novas, além de dar conta dos progres-
sos incessantes da ciéncia, que podem ser produzidos, também, na auséncia de experimentacao.
(NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008 p. 10).

Nogueira e Pavanello (2008) destacam que as estruturas l6gico-matematicas nao des-
prezam e ndo invalidam conhecimentos precedentes, mas os integram como subestruturas. As

autoras se referenciam em Piaget, uma vez que esse pensador concebe a matemdtica como um
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sistema de construcdes que considera os conhecimentos prévios, as acdes e as operacdes do
sujeito sobre os objetos, bem como vai se desenvolvendo por meio das abstracdes reflexionantes
em niveis mais elevados.

Assim, segundo Piaget, para entender a epistemologia do conhecimento matemaético,
€ necessdrio entender as conexdes entre as estruturas matemaéticas nascentes e as estruturas
operatorias do sujeito. As autoras, também, comentam que Piaget afirma existir uma relacao
entre as constru¢des do conhecimento por criangas e pelos matematicos, pois ambos desenvol-
vem seu conhecimento pela continua constru¢do intencional e refletidas das operag¢des sobre
outras operacdes (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008). Elas afirmam que tal visdo € contraria a
opinido da maioria dos cientistas e dos historiadores das ciéncias, uma vez que eles afirmam, ndo
existir, segundo Nogueira e Pavanello (2008, p. 6), uma “relacdo entre a formagao das nocoes e
operagdes em seus estdgios mais elementares e a sua evolucao nos niveis superiores.”

Mitchelmore e White (2008) também buscam analisar os processos envolvidos na apren-
dizagem de conceitos matematicos. Assim como Nogueira e Pavanello (2008), os autores adotam
o referencial de Piaget sobre abstracao, mas diferentemente delas, eles dao atengdo e assumem
um olhar diferenciado para o conceito de abstracao empirica. Além disso, os autores, em seu
trabalho intitulado “Abstragcdo em matemdtica e no aprendizado de matemdtica” , afirmam
que os estudantes aprendem diversos objetos matematicos abstratos na escola; ressaltando que
€ nesse contexto, o contexto escolar, que eles pretendem a discutir o significado da nocao de
abstrato (MITCHELMORE; WHITE, 2004).

Como exemplos, eles apresentam, portanto, o caso da adicdo, de angulos e de taxas de
variagcdo, mostrando que, em todos eles, os estudantes experimentam e, a partir de tais experién-
cias, sdo capazes de analisar que caracteristicas comuns surgem nas experiéncias vividas.

Mitchelmore e White (2004, p. 4) ressaltam que “uma das caracteristicas do aprendizado
de ideias matematicas fundamentais € o reconhecimento das similaridades’; similaridades essas
que ndo sao superficiais, mas que estao associadas as estruturas subjacentes a tais ideias.

Mitchelmore e White (2004, 2008) argumentam que hd um grande ganho quando os
estudantes sdo capazes de reconhecer as similaridades subjacentes a experiéncias diversas e
conseguem relacionar situagcdes que antes eram estanques. Em outras palavras, ao realizar isso,
esses estudantes passam a ser capazes de fazer coisas que antes ndo podiam. Assim, os individuos
elaboram novas ideias e sdo incapazes de voltar ao seu estdgio anterior de ignorancia ou de des-
conhecimento. Os autores definem entdo como abstragdo empirica o processo de reconhecimento
de similaridades seguida da incorporagdo em uma nova ideia.

Mitchelmore e White (2004) se apoiam na distin¢do feita por Piaget, quando distinguem
a abstracao em termos de caracteristicas superficiais de objetos fisicos, os quais ele chamou de
abstraction a partir de [?objet, e abstracdo em termos das relagdes percebidas ao se manipular
tais objetos, de abstraction a partir de [?action (PIAGET, 1977, 2001). Os autores levam em

consideracgdo as experié€ncias fisicas e sociais do individuo. Para ambos, o reconhecimento de

2 Traducdo nossa de “Abstraction in mathematics and mathematical learning”.
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similaridades € essencial. Os autores utilizam a expressao abstracdo empirica para se referir a
ambos 0s casos e, ao fazer isso, eles estdo fazendo uma distin¢do entre abstracdo baseada na
experiéncia e um outro tipo de abstracdo, que eles chamam de abstracdo tedrica.

Mitchelmore e White (2004) argumentam que, quando o individuo aprende a partir de
experiéncias que geram uma consciéncia de similaridades, trés coisas acontecem: os estudantes
aprendem o conceito empirico, 0 objeto matematico e a relacdo entre o conceito empirico e o
objeto mateméatico (MITCHELMORE; WHITE, 2004). Os autores afirmam que os conceitos
empiricos, muitas vezes, sao imprecisos e dificeis de definir. Para exemplificar essa afirmacao,
eles utilizam o circulo, que pode ser definido empiricamente como um objeto perfeitamente
redondo, mas isso s6 pode ser realizado com exemplos. O circulo s6 se transforma em um objeto
matemdtico quando € definido como o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um dado
ponto, pois, nesse caso, ele estd claramente definido em termos de outros objetos mateméticos
(MITCHELMORE; WHITE, 2004).

Entretanto, os autores alegam que, para que essa definicdo faca sentido para alguém, é
necessario que o individuo tenha visto que o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um
dado ponto € um objeto perfeitamente redondo, e vice-versa. Em outras palavras, eles devem ter
a experiéncia com diversas representacdes de circulos, bem como perceber a similaridade entre
os diversos exemplos. (MITCHELMORE; WHITE, 2004).

Mitchelmore e White (2004) enfatizam uma disting@o epistemoldgica entre abstragdo em
matematica e na aprendizagem de matemadtica. Enquanto aqueles pesquisadores denominam os
objetos matematicos como sendo abstratos-separados, eles chamardo os conceitos empiricos de
abstratos-gerais, em uma menc¢ao a ideia de que cada conceito incorpora aquilo que é geral aos
objetos dos quais a similaridade € abstraida.

As perspectivas de Nogueira e Pavanello (2008) e de Mitchelmore e White (2004) podem
ser incluidas em uma segunda tradicdo, de acordo com a organizagdo proposta por Scheiner e
Pinto (2019) para as diferentes teorias sobre abstracdo. Esses pesquisadores destacam que as
discussdes recentes abordam o conceito de abstracio segundo trés tradicdes, que sdo: as teorias
que se referenciam na teoria da atividade, as que adotam perspectivas sobre a dualidade processo-
objeto dos entes matemadticos, e as que retomam o entendimento de que todo conhecimento é
situado.

Citando Freudenthal (1978), “a primeira dessas tradicdes envolve abordagens para, e
consideragdes sobre, a cogni¢cao matemaética alinhada com a orientagdo de que a matemaética
¢ uma atividade humana™ . (PINTO; SCHEINER, 2019). E o caso das pesquisas que defi-
niram o modelo RBC+C model, proposto por Schwarz, Dreyfus e Hershkowitz (2009), que
“aninha”quatro a¢des epistémicas: reconhecimento, construir com, construcao e consolidagao.

Em breve descricao, Scheiner e Pinto (2019) destacam que os autores concebem que o
processo de construcdo de novos conhecimentos matematicos requer reorganizar construgdes

prévias, estabelecer relacdes e conexdes entre eles, entrelacando-os em um tnico processo do

3 Tradugdo nossa de: The first of these traditions involves approaches to, and accounts of, mathematical cognition aligned with the orientation

that mathematics is a human activity.
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pensamento matemadtico, entdo, alcancar o novo construto matematico. Além desse, Pinto e
Scheiner (2019) mencionam, ainda, o trabalho de Bass (2017), que foca a elaboracao de ativida-
des de construgao de teorias, enfatizando o reconhecimento e a articulagdo pelo estudante de
estruturas comuns.

Tais estruturas sao construidas propositalmente para serem relacionadas de forma, muitas
vezes, inesperadas. Como ultimo exemplo, na primeira tradi¢ao, Radford (2013) propde sua
teoria da objetificacdo. Nela, o que se analisa s3o os modos como formas de pensar codificadas
socio-historicamente se tornam objetos de reconhecimento. A segunda tradi¢do, segundo Pinto e
Scheiner (2019, p. 2) “inclui abordagens para, e consideracdes sobre, processos cognitivos que
constituem um conceito estrutural a partir de processos operacionais”. Um primeiro exemplo de
teoria e de autores incluidos nessa tradigdo é a teria APOS*, proposta por Dubinsky (1991) e
seus colaboradores (ARNON et al., 2014).

Para Pinto e Scheiner (2019, p. 2), essa teoria descreve a constru¢do de conceitos como
resultado do “encapsulamento de processos em objeto”. De modo similar, todavia, mais préximo
de uma epistemologia dos conceitos, Sfard (1991) concebe a dualidade das no¢Oes matematicas
como processo-objeto como sendo “duas faces de uma mesma moeda”. Além disso, denomina-se
reificacdo o fendmeno que corresponde a transformagdo dos conhecimentos matemédticos de um
modo operacional, correspondente a processos, para o estrutural, correspondente a objetos. Ainda
na segunda tradi¢do, Gray e Tall (1994) descrevem a progressao do pensamento procedural para
o procedimento proceitual, “em que o conhecimento proceitual € a habilidade de manipular de
forma flexivel os simbolos matemdticos tanto como um processo ou um conceito.”(SCHEINER;
PINTO 2019, p. 2).

A terceira tradi¢do, segundo Pinto e Scheiner (2019), argumenta contra relatos reduci-
onistas e mentalistas, reconhecendo entendimentos matematicos como situados em contextos
especificos, como Noss e Hoyles (1996), ou descrevendo a dinamica complexa da aprendizagem
de matematica como em Schoenfeld, Smith e Arcavi (1993). Nessa dltima vertente, Piere e
Kieren (1994) desenvolveram uma teoria sobre a compreensdo da matemética como um processo
recorrente de organizar as estruturas dentro ou por meio de niveis de conhecimento. Segundo
essa ultima teoria, o desenvolvimento da compreensdo matematica nao € linear, mas exige que se
retorne a niveis anteriores para estender o conhecimento atual e, assim, criar compreensdes mais
profundas e sofisticadas sobre um mesmo conceito.

Scheiner e Pinto (2019) inserem sua contribui¢do para o campo da pesquisa de modo
transversal a essas trés tradi¢des. Eles buscam descrever processos envolvidos quando individuos
atribuem significados aos objetos matematicos elaborando, para isso, no¢des que denominaram
contextualizarp 7, complementarizarp e complexificarp. Aqui, atribuir significado é, segundo
Pinto, (1998, p. 299) “utilizar a imagem conceitual do individuo como ponto de partida para

criar conhecimento. Explorando e refletindo sobre, o individuo reconstréi imagens prévias para

4 APOS é sigla para Action Process Object Schema.

5 Aletra P subscrita é utilizada para identificar que o significado da palavra é o utilizado por Scheiner e Pinto (2019)
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se enquadrar ao novo conceito.”

Scheiner (2016) propde considerar processos contextualizarp, complementarizarp e
complexificarp como cruciais quando o individuo atribui significado a objetos matematicos.
Scheiner e Pinto (2019) teorizam, descrevem e interpretam os trés processos. Scheiner e Pinto
(2019) entendem que grande parte da pesquisa atual sobre compreensao e aprendizado de mate-
madtica parte, como no construtivismo, do principio de que os individuos constroem seu proprio
conhecimento. Segundo Scheiner e Pinto (2019, p. 2), os “processos de atribuir significado a
objetos do pensamento de um individuo tém sido subespecificados, e assim sendo, impedem
nosso discurso de sair de uma visao tradicional de que o sentido € uma qualidade inerente do
objeto matematico.”

Esses autores buscam, assim como em Scheiner (2016), aprofundar o entendimento da
perspectiva de atribuir significado, colocando em didlogo tipos de abstracdo que poderiam ser
entendidos como opostos ou distintos. Sao eles a abstrag@o a partir de a¢des e a abstragdo a partir
de objetos (PIAGET, 1977/2001), bem como duas estratégias para dar sentido a um conhecimento
novo, no caso, as estratégias nomeadas por extrair significado e atribuir significado (PINTO,
1998). O didlogo entre as formas de abstracao em Piaget e as estratégias de significacdo para o
conhecimento novo em Pinto (1998) resultou no reconhecimento dos processos mencionados
como contextualizarP, complementarizarP e complexificarP. Em Scheiner (2016), o autor discute
tanto a formacdo de conceito quanto a construcao de significado a partir de Frege (1892).

O significado de um conceito matemaético surge a partir das interagdes da pessoa com
objetos, que, de acordo com a visdo fregeana, estdo incluidos sob o conceito. Essa afirmagao
se baseia na compreensdo de Frege (1892), de que ndo € possivel acessarmos diretamente um
conceito, mas apenas por meio de objetos que os representam. Scheiner e Pinto (2019) discutem
essas colocagdes observando que, ao contrdrio do que ocorre com as ciéncias naturais, os objetos
matematicos ndo podem ser (ou ndo sao) apreendidos pelos sentidos humanos (DUVAL, 2006;
FREGE, 1892). Ou seja, os objetos precisam ser expressos por meio de sinais ou outros meios
semidticos (RADFORD, 2002).

Adotando a perspectiva fregeana, segundo Scheiner e Pinto (2019, p. 3), Duval (2006)
escreve que o “modo de representagcdo do objeto deve ser diferenciado do objeto que ele repre-
senta”’porque ele nao € o objeto representado. Scheiner e Pinto (2019) discutem esse aspecto
retomando a terminologia em Frege e explicando que, muitas vezes, o individuo confunde o
sentidoz°® (“Sinn”) de uma expressio com a referénciar (“Bedeutung”) de uma expressio ou

uma representacao.

Buscando entender a que se refere a nocao de pensamento mateméatico e como ele se
desenvolve, retomamos as visdes de Mitchelmore e White (1995, 2000, 2004, 2007), Scheiner
e Pinto (2014, 2016, 2019) e Nogueira e Pavanello (2008). Ao contrastd-las buscando suas

similaridades, convergéncias e conflitos, explicitamos uma perspectiva para adotarmos nessa

6 F subscrito faz referéncia as defini¢des de Frege para aquele termo.
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pesquisa. Todos esses autores abordam as nocdes de abstracdo matematica, abstracdo e a produ-
¢ao do pensamento matemadtico, descrevendo esse ultimo em termos de processos envolvidos
no ensino/aprendizagem do conhecimento matemdatico. No caso dessa pesquisa, os objetos
matemadticos sdo ensinados por meio de definicdes, formais, com uma expectativa de que seu
significado seja construido a partir dessas defini¢des e de seu uso em exercicios (TALL, 1991).
Nesse caso, por se tratar da matemadtica apresentada formalmente, podemos considerd-la como
em Mitchelmore e White (2004), que a entendem como um sistema autocontido que ndo (neces-
sariamente) estd associado ao mundo real. Os autores trazem como exemplo as expressdes z° e
raiz quadrada de (—1) representando objetos que s6 possuem significado na prépria matematica’.
Nogueira e Pavanello (2008) retomam Platao e Aristételes ao iniciar sua discussao abordando
aspectos epistemoldgicos da matemadtica. Platdo afirma que a matematica é pré-existente e sO
estd aguardando para ser descoberta, enquanto na perspectiva de Aristoteles, esse conhecimento
€ construido por individuos a partir de experi€éncias no mundo real. Nessa ultima perspectiva, as
construcdes matematicas poderiam ser validadas a partir de experiéncias com objetos do mundo
real.

Independente da perspectiva a ser adotada, € inegavel que a compreensdo do que € a matemadtica,
do que e como se constituem seus objetos permeiam a mente de diversos pensadores e conse-
quentemente estio subjacentes a diversidade de propostas pedagdgicas elaboradas. Prosseguindo
em sua discussdo, Nogueira e Pavanello (2008) observam que a matemadtica recebe um trata-
mento diferenciado dos demais sistemas filos6ficos. Argumentam que além de ser um objeto
de cultura, € também uma ferramenta de desenvolvimento de diversas ciéncias, constituindo-se
também como instrumento de comunicacao interdisciplinar (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008).
As autoras destacam ainda a visdo de conhecimento de Descartes que o descreve como uma
arvore na qual as raizes seriam a metafisica, o tronco a fisica e os ramos seriam a astronomia,
medicina etc. A matematica nessa visao seria a seiva, a responsavel por viabilizar todo o campo
do conhecimento. (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008, p.2)

Retomando Machado (2005), as autoras introduzem o debate sobre as relagdes entre a mate-
matica e a realidade. Leibniz € citado como representante dos filésofos racionalistas, e Hume,
como representante dos filésofos empiristas, em debate sobre classificagdo das proposi¢des. Para
ambos as proposicdes podem ser analiticas, quando essas englobam as verdades da razao, e
empiricas, quando essas expressam os fatos. Todas as proposicdes se enquadram entdo em uma
dessas categorias; € uma proposi¢ao nao pode estar em mais de uma categoria a0 mesmo tempo.
“Uns e outros concordam, todavia, que as proposicdes da Matematica s@o analiticas, reduzindo
suas discordancias para a interpretacdo que dao as proposicdes empiricas.”(NOGUEIRA; PAVA-
NELLO, 2008, p. 113)

Prosseguindo com a discussao sobre as relacdes entre matematica e realidade, Kant afirma que a
matemadtica € concebida no mundo das ideias, mas que € possivel aplicar seus conhecimentos
e comprové-los no mundo real (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008). Para aquele filésofo, as

7

Tal exemplo € controverso, uma vez que uma aplicacio de nimeros complexos é o cdlculo de impedancia e tensdo considerando a corrente
como um nimero complexo na fisica.
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verdades matematicas seriam obtidas por meio de deducdo. Nogueira e Pavanello (2008) descre-
vem como Kant percebe que o uso do raciocinio matematico, da razao, poderia ser comprovado
empiricamente. Portanto, as proposi¢cdes matemadticas seriam analiticas e, a0 mesmo tempo,
estariam de acordo com a realidade. A visdo kantiana discorda portanto de uma visdo dicotdmica
sobre proposicdes matemadticas, como expressa pelos racionalistas e empiricistas. Em sintese,
para Kant, a matematica pode surgir no mundo das ideias (ou seja, surgir a partir de axiomas que
podem ndo ter relacdo com o mundo real), e a0 mesmo tempo ser aplicada ao mundo real (pelas
atividades e experiéncias). Muito ha a ser debatido sobre o tema; problema que Piaget denomina
como “problema central da epistemologia”.

Quanto aos processos envolvidos na produ¢cao do conhecimento matemaético, é senso comum
nomedé-los como processos de abstracdo. Mitchelmore e White (2004) afirmam por exemplo,
que a esséncia da abstragdo em matematica relaciona-se ao fato de o conhecimento matematico
ser autocontido e, portanto, seus objetos terem seus significados dentro do sistema em que
foram definidos. Por este motivo, conforme enfatizado em Sierpinska (apud MITCHELMORE;
WHITE, 2004, p. 2), a abstragdo em matemadtica requer ignorar algumas caracteristicas do objeto
e realcar outros. Além disso, Mitchelmore e White (2004) afirmam que o fato da matemadtica
ser autocontida é primordial uma vez que € importante que os objetos matematicos possam ser
operados em sistemas consistentes que nao exijam referéncias a significados anteriores.

Dentre os processos de abstracdo elaborados por Piaget, Nogueira e Pavanello (2008) retomam a
abstracdo reflexionante, por ser um mecanismo essencial para a constru¢do do conhecimento
matemadtico. Para tal, conhecimentos anteriores sdo necessarios para a constru¢ao de um novo ob-
jeto e esse € necessario para a construcao de conceitos subsequentes a ele relacionados. Nogueira
e Pavanello (2008) afirmam que a matemadtica e a abstracdo sempre estiveram relacionadas,
principalmente no senso comum. Citam Machado (1990) quando esse afirma que um dos lema
que caracterizam a matemdtica € que “‘a matematica € abstrata”. Tal imbricacdo entre matematica
e a no¢do de abstracdo pode ter sua origem ja no processo necessario para a contagem, sendo
abstracdo uma nog¢ao relacionada ao fato de a contagem poder ser feita, independendo da natureza
dos objetos a serem contados. Piaget denomina de abstracdo pseudo-empirica, e Davis e Hersh
denominam por “abstracdo como extragdo”a abstra¢do que nao depende do objeto, mas se baseia
nele. As autoras afirmam que a abstragdo presente ao se representar entes geométricos, que €
denominada em Davis e Hersh (1986) por “abstracdo como idealizacao”, coincide com a noc¢ao
de abstracao concebida por Aristoteles (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008, p.9). Aristoteles
considera a abstra¢cdo como um processo importante na elaboracao do conhecimento. Para ele,
as formas inteligiveis seriam extraidas por abstracdo a partir do mundo sensivel. Além disso, a
visdo de Aristdteles € a de que a abstracdo comeca na base e vai se elevando em niveis, nos quais
0 auge € a representacdo abstrata da coisa ou idealizagdo. (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008, p.
8)

As autoras passam a tratar entdo dos tipos de abstracio propostas por Piaget. Para elas a abstracao

empirica proposta por Piaget corresponde a abstracdo como idealiza¢do, como posteriormente
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proposto por Davis e Hersh (1986). Em Nogueira e Pavanello(2008) as autoras consideram que
qualquer abstracao empirica depende de quadros de conhecimento prévios que foram criados por
meio de uma abstracdo reflexionante (NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008, p. 9). Elas defendem
ainda que a abstracdo reflexionante “se apoia tanto sobre estruturas que permitem ao sujeito
captar um determinado conteido como sobre as atividades cognitivas do sujeito para extrair
novos caracteres e utiliza-los para outras finalidades”(NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008, p.9).

Em outras palavras, em todos os niveis, enquanto a abstragdo empirica fornece os dados, a
abstracao reflexionante atua de forma a estruturar o conhecimento. A abstragdo reflexionante
comporta sempre dois componentes inseparaveis, o reflexionamento, que € “a proje¢do daquilo
que € extraido de um patamar inferior em um superior”, e a reflexdo, que € o “ato de reorganizar
e reconstruir as projecdes que foram feitas”(NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008 p.9). Segundo as
autoras, € em resultado desses processos que se elaboram conceitos e se generalizam proprieda-
des.

Nogueira e Pavanello (2008) argumentam que a abstracdo reflexionante com seus dois compo-
nentes pode ser percebida em todos os estdgios do desenvolvimento humano. Quando a reflexdo
¢ feita “em niveis mais altos”, ou seja, processada mentalmente, a abstragcdo reflexionante estd se
tornando consciente e, neste momento, ela ¢ denominada abstracao refletida. A abstracdo refletida
€ entdo uma reflexdo consciente sobre a reflexdo. A relagdo entre a abstracdo reflexionante e
empirica ndo € simétrica, uma vez que enquanto a abstracdo reflexiva € autdonoma, a abstracao

refletida depende da abstracdo reflexiva. Em sintese,

o conceito de abstracdo reflexionante permite mostrar a continuidade que sustenta a formacao de
conhecimentos mesmo por ocasido da apari¢do de formas novas, além de dar conta dos progressos
incessantes da ciéncia, que podem ser produzidos, também, na auséncia de experimentacao.

NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008 p. 10.

Nogueira e Pavanello (2008) destacam que as estruturas 16gico-matematicas nao despre-
zam nem invalidam conhecimentos precedentes, mas as integram como subestruturas. As autoras
referenciam-se em Piaget uma vez que esse pensador concebe a matematica como um sistema
de construgdes que considera os conhecimentos prévios, as agdes e operagdes do sujeito sobre
0s objetos e que vai se desenvolvendo por meio das abstracdes reflexionantes em niveis mais
elevados. Sendo assim, e ainda segundo Piaget, para entender a epistemologia do conhecimento
matematico, € necessario entender as conexdes entre as estruturas matematicas nascentes € as
estruturas operatorias do sujeito. As autoras também comentam que Piaget afirma existir uma
relacdo entre as constru¢des do conhecimento por criancgas e pelos matematicos, uma vez que
ambos desenvolvem seu conhecimento pela continua constru¢do intencional e refletidas das ope-
racdes sobre outras operacdes. As autoras afirmam que tal visdo € contrdria a opinido da maioria
dos cientistas e historiadores das ciéncias, uma vez que eles afirmam que ndo existe uma “relagdo

entre a formacdo das no¢des e operacdes em seus estdgios mais elementares e a sua evolucao nos
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niveis superiores”’(NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008, p. 6). Assim como Nogueira e Pavanello
(2008), Mitchelmore e White (2008) buscam analisar os processos envolvidos na aprendizagem
de conceitos matematicos. Como as autoras, adotam o referencial de Piaget sobre abstracdo, mas
diferentemente delas, dao atencdo e assumem um olhar diferenciado para o conceito de abstragdo
empirica. Além disso, Mitchelmore e White (2004) em seu trabalho intitulado “Abstracdo em

matemadtica e no aprendizado de matemadtica’®

afirmam que os estudantes aprendem diversos
objetos matemdticos abstratos na escola; ressaltando que € nesse contexto, o contexto escolar,
que eles pretendem discutir o significado da no¢ao de abstrato. Como exemplos, eles apresentam
entdo o caso da adi¢ao, de angulos e taxas de variacdo, mostrando que em todos eles, os estu-
dantes experimentam e, a partir de tais experiéncias, sao capazes de analisar que caracteristicas
comuns surgem nas experiéncias vividas. Ressaltam que “uma das caracteristicas do aprendizado
de ideias matematicas fundamentais é o reconhecimento das similaridades. Similaridades
essas que nao sao superficiais, mas que estdo associadas as estruturas subjacentes a tais ideias.
Mitchelmore e White (2004, 2008) argumentam que hd um grande ganho quando o estudante é
capaz de reconhecer as similaridades subjacentes a experi€ncias diversas e conseguem relacionar
situacOes que antes eram estanques. Ao fazer isso, esses estudantes passam a ser capazes de
fazer coisas que antes nao podiam. Assim os individuos elaboram novas ideias e s@o incapazes
de voltar ao seu estdgio anterior de ignorancia ou desconhecimento (MITCHELMORE; WHITE,
2004, p.4). Mitchelmore e White (2004) definem entdo como abstragdo empirica o processo de
reconhecimento de similaridades seguida da incorpora¢do em uma nova ideia.

Mitchemore e White (2004) apoiam-se na distin¢do feita por Piaget quando distinguem a abstra-
cdo em termos de caracteristicas superficiais de objetos fisicos (que ele chamou de abstraction a
partir de I’objet ) e abstracdo em termos das relacdes percebidas ao se manipular tais objetos
(abstraction a partir de I’action ) (PTAGET, 1977/2001). Mitchelmore e White (2004) levam
em consideracdo as experiéncias fisicas e sociais do individuo. Para ambos o reconhecimento
de similaridades € essencial. Os autores utilizam a expressao abstracdo empirica para se referir
a ambos 0s casos e ao fazer isso eles estdo fazendo uma distin¢c@o entre abstracdo baseada na
experiéncia e um outro tipo de abstracdo, que eles chamam de abstragdo tedrica.

Mitchelmore e White (2004) argumentam que quando o individuo aprende a partir de experién-
cias que geram uma consciéncia de similaridades, trés coisas acontecem: os estudantes aprendem
0 conceito empirico, aprendem o objeto matemético e aprendem a relacdo entre o conceito
empirico e o objeto matemdtico (MITCHELMORE; WHITE, 2004). Os autores afirmam que
0s conceitos empiricos muitas vezes sdo imprecisos e dificeis de definir. Para exemplificar essa
afirmacdo eles utilizam o circulo, que pode ser definido empiricamente como um objeto perfeita-
mente redondo, mas isso s6 pode ser realizado com exemplos. O circulo s6 se transforma em um
objeto matematico quando € definido como o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um

dado ponto pois nesse caso ele estd claramente definido em termos de outros objetos matematicos.

Tradugdo nossa de "Abstraction in mathematics and mathematical learning.

9  Tradugdo nossa de: "a characteristic of the learning of fundamental mathematical ideas is similarity recognition."Enfase no original
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Os autores alegam, entretanto, que para que essa definicao faga sentido para alguém, € necessério
que o individuo tenha visto que o lugar geométrico dos pontos equidistantes a um dado ponto é
um objeto perfeitamente redondo, e vice-versa. Em outras palavras, eles devem ter a experiéncia
com diversas representacdes de circulos, e perceber a similaridade entre os diversos exemplos.

Mitchelmore e White (2004) enfatizam uma distin¢do epistemoldgica entre abstracdo em ma-
temdtica e na aprendizagem de matematica. Enquanto aqueles pesquisadores denominam os
objetos matematicos como abstratos-separados, eles denominar@o os conceitos empiricos como
abstratos-gerais em uma mencao a ideia de que cada conceito incorpora aquilo que € geral aos
objetos dos quais a similaridade € abstraida.

As perspectivas de Nogueira e Pavanello (2008) e de Mitchelmore e White (2004) podem ser
incluidas em uma segunda tradi¢do, de acordo com a organizac¢do proposta por Scheiner e Pinto
(2019) para as diferentes teorias sobre abstracdo. Esses pesquisadores destacam que as discussdes
recentes abordam o conceito de abstracdo segundo trés tradi¢des, que sdo: as teorias que se
referenciam na teoria da atividade, as que adotam perspectivas sobre a dualidade processo-objeto
dos entes matemadticos, e as que retomam o entendimento de que todo conhecimento € situado.

Citando Freudenthal (1978), “a primeira dessas tradicdes envolve abordagens para, e conside-
racdes sobre, a cogni¢do matemadtica alinhada com a orientacdo de que a matematica € uma
atividade humana”'® (PINTO; SCHEINER, 2019). E o caso das pesquisas que definiram o mo-
delo RBC+C model, proposto por Schwarz, Dreyfus e Hershkowitz (2009), que “aninha”quatro
acoes epistémicas: reconhecimento, construir com, constru¢do e consolidacdo. Em breve descri-
¢do, Scheiner e Pinto (2019) destacam que os autores concebem que o processo de construcdo de
novos conhecimentos matemadticos requer reorganizar construgdes prévias, estabelecer relacdes
e conexdes entre eles, entrelacando-os em um tnico processo do pensamento matematico para
entdo se alcancar o novo construto matematico. Além desse, Pinto e Scheiner (2019) mencio-
nam ainda o trabalho de Bass (2017), que foca na elaboragdo de atividades de construgao de
teorias, enfatizando o reconhecimento e articulacio pelo estudante de estruturas comuns que sao
construidas propositalmente para serem relacionadas, de forma muitas vezes inesperadas. Como
ultimo exemplo na primeira tradi¢dao, Radford (2013) propde sua teoria da objetificacdo. Nela o
que se analisa s3o os modos como formas de pensar codificadas socio-historicamente se tornam
objetos de reconhecimento.

A segunda tradi¢do, “inclui abordagens para, e consideracdes sobre, processos cognitivos que
constituem um conceito estrutural a partir de processos operacionais”’(PINTO; SCHEINER,
2019, p. 2). Um primeiro exemplo de teoria e autores incluidos nessa tradigio € a teria APOS'!
proposta por Dubinsky (1991) e seus colaboradores (ARNON et al., 2014). Essa teoria des-
creve a construcao de conceitos como resultado do “encapsulamento de processos em objeto”.
De modo similar, mas que mais proximo de uma epistemologia dos conceitos, Sfard (1991)

concebe a dualidade das no¢des mateméticas como processo-objeto como “duas faces de uma

10" Traducio nossa de: The first of these traditions involves approaches to, and accounts of, mathematical cognition aligned with the orientation
that mathematics is a human activity

I APOS é sigla para Action Process Object Schema.
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mesma moeda”, denominando por reificacdo o fendmeno que corresponde a transformagao
dos conhecimentos matemédticos de um modo operacional (correspondente a processos) para o
estrutural (correspondente a objetos). Ainda na segunda tradi¢do, Gray e Tall (1994) descrevem a
progressdo do pensamento procedural para o procedimento proceitual, “em que o conhecimento
proceitual € a habilidade de manipular de forma flexivel os simbolos mateméticos tanto como
um processo ou um conceito”’(SCHEINER; PINTO 2019, p. 2).

A terceira tradicdo, segundo Pinto e Scheiner (2019) argumentam contra relatos reducionistas e
mentalistas, reconhecendo entendimentos mateméticos como situados em contextos especificos,
como Noss e Hoyles (1996) ou descrevendo a dindmica complexa da aprendizagem de matema-
tica como em Schoenfeld, Smith e Arcavi (1993). Nesta ultima vertente, Piere e Kieren (1994)
desenvolveram uma teoria sobre a compreensao da matemadtica como um processo recorrente
de organizar as estruturas dentro ou por meio de niveis de conhecimento. Segundo esta ultima
teoria, o desenvolvimento da compreensdo matematica ndo € linear, mas exige que se retorne a
niveis anteriores para estender o conhecimento atual e assim criar compreensdes mais profundas
e sofisticadas sobre um mesmo conceito.

Scheiner e Pinto (2019) inserem sua contribui¢cao para o campo da pesquisa de modo trans-
versal a essas trés tradicdes. Buscam descrever processos envolvidos quando individuos atri-
buem significados aos objetos matemdticos elaborando, para isto, nogdes que denominaram por

contextualizarp'?

, complementarizarp e complexificarp. Aqui, atribuir significado € “utilizar
a imagem conceitual do individuo como ponto de partida para criar conhecimento. Explo-
rando e refletindo sobre, o individuo reconstréi imagens prévias para se enquadrar a0 novo
conceito.”(PINTO, 1998, p. 299)

Scheiner (2016) propde considerar processos contextualizar p, complementarizar p € complexificarp
como cruciais quando o individuo atribui significado a objetos matematicos. Scheiner e Pinto
(2019) teorizam, descrevem e interpretam os trés processos.

Scheiner e Pinto (2019) entendem que grande parte da pesquisa atual sobre compreensao e
aprendizado de matemadtica parte, como no construtivismo, do principio de que os individuos
constroem seu proprio conhecimento. Segundo Scheiner e Pinto (2019) “processos de atribuir
significado a objetos do pensamento de um individuo tém sido subespecificados, e assim sendo,
impedem nosso discurso de sair de uma visdo tradicional de que o sentido € uma qualidade
inerente do objeto matematico”(2019, p.2). Esses autores buscam, como em Scheiner (2016),
aprofundar o entendimento da perspectiva de atribuir significado (Pinto, 1998) colocando em
didlogo tipos de abstragdo que poderiam ser entendidos como opostos ou distintos, que siao a
abstracdo a partir de acdes e abstracdo a partir de objetos (PIAGET, 1977/2001), e duas estra-
tégias para dar sentido a um conhecimento novo, no caso, as estratégias nomeadas por extrair
significado e atribuir significado (PINTO, 1998).

O didlogo entre as formas de abstracao em Piaget e as estratégias de significac@o para o conhe-

cimento novo em Pinto (1998) resultou no reconhecimento dos processos mencionados como

12 A letra P subscrita é utilizada para identificar que o significado da palavra é o utilizado por Scheiner e Pinto (2019)
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contextualizar p, complementarizarp e complexificarp.Em Scheiner (2016), o autor discute tanto
a formagdo de conceito quanto para a constru¢do de significado a partir de Frege (1892). O
significado de um conceito matematico surge a partir das interacdes da pessoa com objetos, que
de acordo com a visdo fregeana, estdao incluidos sob o conceito. Essa afirmacao se baseia na
compreensado de Frege (1892) de que nao € possivel acessarmos diretamente um conceito, mas
apenas por meio de objetos que os representam.

Scheiner e Pinto (2019) discutem essas colocacdes observando que, ao contrario do que ocorre
com as ciéncias naturais, os objetos mateméticos nao podem ser (ou ndo sdo) apreendidos pelos
sentidos humanos (DUVAL, 2006; FREGE, 1892). Ou seja, os objetos precisam ser expressos por
meio de sinais ou outros meios semidticos (RADFORD, 2002). Adotando a perspectiva Fregeana
Duval (2006) escreve que o “modo de representacdo do objeto deve ser diferenciado do objeto
que ele representa”’(SCHEINER ; PINTO, 2019, p. 3) porque ele ndo € o objeto representado.
Scheiner e Pinto (2019) discutem esse aspecto retomando a terminologia em Frege e expli-
cando que muitas vezes o individuo confunde o sentidox'? (“Sinn”) de uma expressio com a
referénciap (“Bedeutung”) de uma expressdo ou representagcdo. A referénciap de uma expressao
€ o objeto a que se refere enquanto o sentidor € a forma com que o objeto € concebido pela
mente (FREGE, 1892, b).

[lustrando com um caso matematico, Scheiner e Pinto (2019) apresentam as expressoes “3 + 2”’e
“7 — 2”na qual apesar a referénciay ser a mesma, ou seja, 0 nUMero J, as expressdes expressam
pensamentos diferentes. Scheiner e Pinto (2019) interpretam, baseado nos exemplos, que os
sentidos - capturam os significados epistemoldgicos e cognitivos das expressoes. Eles afirmam
ainda que tal entendimento incorpora uma das mais importantes afirmacdes de Frege, que diz
que o individuo s6 tem acesso ao objeto através de um sentidor da expressao.

Na visao de Frege, sentidosy e pensamentos ndo dependem de portadores, sendo inerentes ao
objeto; e, portanto, devem ser distinguidos de uma ideiay. Um individuo possui uma ideiay e essa
¢ parte constituinte da consciéncia do individuo. Por outro lado, pensamentos ndo dependem
do pensamento do individuo e, portanto, o ato de pensar deve ser diferenciado do pensamentoy
que o individuo possa ter. Scheiner e Pinto (2019) afirmam ainda que ao conhecer um objeto, o
individuo alcancga o sentidoy ou percebe o pensamentor por meio de uma ideiap. Desse modo
as concepcoes sao entendidas como organizagdes mais complexas de diferentes ideiasg.
Scheiner e Pinto (2019) retomam diferentes formas ou estratégias do individuo para conhecer
objetos identificadas em Pinto (1998) em um contexto em que conceitos matematicos eram

apresentados por suas defini¢des formais.'*

Extrair significado envolve trabalhar no conceito, rotinizando-o, usando-o, e construindo seu
significado como uma constru¢do formal. Dar significado significa pegar como ponto de partida a

13 F subscrito faz referéncia as defini¢des de Frege para aquele termo.

14" Gray, Pinto, Pitta e Tall (1999) afirmam que ao dar significado o que o individuo est4 fazendo é criando perspectivas que permitam

significar novos conhecimentos baseados em estruturas cognitivas prévias. Para Tall (2003) dar significado se aproxima de uma “abordagem
natural”’que constréi imagens de conceito enquanto extrair significado se aproxima de uma “abordagem formal”’que constréi teoremas
formais baseados em axiomas formais.
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imagem de conceito pessoal para criar um conhecimento novo. (PINTO, 1998, pp. 298-299)

Os processos envolvidos na estratégia de extrair significados sdo bem descritos e explica-
dos como resultando da manipulacio de objetos ou acdes sobre objetos e de reflexdes sobre as
variagdes nos modelos apresentados a partir das manipulacdes (Scheiner, 2016). Tais reflexdes
sobre acdes sobre objetos sdo em geral associadas a no¢do de abstragdo reflexiva, como proposta
por Piaget (1977/2001). Os processos envolvidos ao dar sentido, ou atribuir significado, como
proposto por Pinto (1998), podem ser melhor interpretados em termos das ideias de Frege como
atribuir uma ideiar a um modo de representa¢do. Desse modo o individuo atribui significados a

partir de experié€ncias ja vividas por ele. Segundo Scheiner:

Dar sentido se assemelha a adotar uma perspectiva baseada na no¢do da abstracdo estrutural que
foca na “riqueza do particular que estd incorporador ndo no conceito propriamente mas no objeto
que estd sob o conceito”(SCHEINER 2016, p.175, tradugio nossa.)

Scheiner (2016) propde os processos de contextualizar p, complementarizar p e complexificarp
como essenciais para o desenvolvimento da cogni¢ao matemética. Ao desenvolver tais proces-
sos Scheiner e Pinto (2019) retomam van Oers (1998) ao argumentar que o sentidor de uma
representacao de um objeto em determinado momento s6 pode ser definido até um certo ponto,
uma vez que esta depende de como o objeto € contextualizado. Scheiner e Pinto (2019) afirmam
ainda que van Oers (1998) defende uma abordagem dindmica em que a diversidade de contextos
permitiria uma particularizagcdo do sentidoy relacionado com o contexto especifico em que o
objeto estd inserido em cada momento. '

Frege (1892) defende que um sentidor particular “ilumina a referéncia de modo unilateral”(p. 27)
e que uma compreensdo completa da referénciap demanda ser possivel afirmar se determinado
sentidop, qualquer que seja este, pertence a determinada referénciag. Scheiner e Pinto (2019)
mencionam Duval (2006) quando este afirma que vislumbrar o sentidor de apenas uma represen-
tacdo ndo € suficiente para que se compreenda o que € o objeto. Scheiner e Pinto (idem) afirmam
que enquanto contextualizar particulariza o sentidor de uma representacdo, o “re-contextualizar”
particulariza diferentes sentidosz expresso em diferentes representacdes de um mesmo objeto.
Assim os sentidosy podem variar, mesmo tendo a mesma referénciar. Sao estes diferentes
sentidosy que sdo importantes como “valor epistemolégico” para diferentes representagoes,
uma vez que remetem a aspectos distintos do objeto. E a diversidade de sentidos que tém um
“significado epistemoldgico” que constitui uma unidade conceitual, e ndo suas semelhangas ou
similaridades. Destacamos aqui uma distin¢cao importante entre a abstracdo a partir de objetos, e
0s processos que estamos apresentando, que queremos considerar. Enquanto a abstracdo empirica

destaca a percep¢do de similaridades no processo de conceituacdo, aqui é a diversidade de

15 Para ilustrar a afirmacfo, Scheiner e Pinto (2019) apresentam o caso da equagio (a 4 b)2, que pode ser manipulada algebricamente a fim de
se obter a equagdo a? + 2ab + b%. No campo da geometria, (a + b)? pode tanto representar a drea de um quadrado de lado a + b quanto
a soma de dois quadrados, um de lado a e outro de lado b, e de dois retdngulos de lados a e b, se expresso como a? + 2ab + b2. Assim
expressdes diferentes, e contextos diferentes, podem comunicar pensamentos i diferentes. ' Tais ideias se baseiam em uma das principais
afirmacdes de Frege que diz que o contexto € constitutivo para sentidor . (PINTO; SCHEINER, 2019).
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sentidos que nos revela uma unidade resultante do processo de abstracdo que Scheiner (2016) e
Scheiner e Pinto (2019) denominam por integrando a abstracdo estrutural. Segundo Scheiner e
Pinto (2015) a abstragdo estrutural € constituida pela abstracdo empirica como idealizada por
Piaget e a “abstracao platonica ”como proposta por Tall (2012). Para Tall a abstracao platonica
difere das trés formas de abstracdo propostas por Piaget uma vez que “generaliza a abstracao
empirica das propriedades de objetos fisicos, para imaginar objetos mentais que sé podem existir
na mente”’(TALL; p.9, APUD PINTO; SCHEINER, 2015, p.639) Complementarizar portanto,
nao dird respeito a reunido de diversos sentidosy mas a coordenagdo de diversos sentidos para
criar uma unidade conceitual. Como exemplo, Scheiner e Pinto (2019) apresentam o seguinte

diagrama:

Figura 1 — Esquema apresentado por Scheiner e Pinto (2019)

/\

\‘ /

Fonte: Scheiner; Pinto, 2019

Na Figura 1, o objeto % € representado de dois modos diferentes, correspondendo a
sentidosy diferentes. Enquanto uma representacdo sugere % como ‘“‘tomar trés partes de um
inteiro que foi divido em quatro”, a segunda sugere entender a mesma fragdo como pegar }l
de trés inteiros. Ambas representacdes podem ser coordenadas de modo a formar uma tnica
representacdo que coordena os dois sentidos e corresponde a trés partes de um todo dividido em
quatro partes iguais.

Frege defende que um individuo compreende um sentidor de uma representacdo através de uma
ideiay; ou seja, o individuo atribui significado a um sentidoy ao vincular uma ideiay a ele. Vale
comentar que este processo parte do objeto representado - ou seja, da referéncia, em direcao
a ideia. Aqui, Scheiner e Pinto (2019) propde explorar uma estratégia - a de dar ou atribuir
significado, em um movimento de ideias, em dire¢do ao objeto representado, por um processo

que denominam complementarizagdo. Scheiner (2016) prossegue interpretando que

“um individuo pode focar primeiramente num aspecto particular, mas depois v€ outros aspectos
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significativos e os conecta para criar nao apenas diversas ideias -, mas também concep¢des compri-
midas e mais ricas que podem operar como entidades tinicas no processo futuro de aprendizado”(p.
179) .

Ele defende que complexificarp implica transformar pedagos de conhecimentos “uni-
estruturais” em “multi-estruturais” e relacionais que produzirdo estruturas de conhecimentos
sofisticadas, altamente coerentes e comprimidas e que podem ser utilizadas posteriormente no
processo de aprendizado. Scheiner (2016), assim como diSessa (1993), partilham uma visao
de que o conhecimento € um sistema complexo de diversos tipos de elementos de conheci-
mento. Scheiner e Pinto (2019) sintetizam entdo que complexificar significa montar estruturas
de conhecimento mais complexas e comprimidas, o que sugere um movimento do sistema de
conhecimento do simples para o complexo.

Por exemplo, a expressdo (a+b)? = (a+b)(a+b) = a* + 2ab+ b* pode ser compreendido com
uma ideiay da “expansdo”de (a + b)? enquanto a expresdo a® + 2ab + b*> = a* + ab+ ab+ b? =
a(a+b)+b(a+b) = (a+b)(a+b) = (a+b)? pode ser entendido com a ideiar de “fatoragio”de
a? 4 2ab + b%. Os autores afirmam entdo que a complexificacido destas duas ideiasy pode levar

ao entendimento da igualdade entre (a + b)? € a® + 2ab + b°.

Scheiner e Pinto (2019) ressaltam que o estudo de caso em Pinto (1998) foi revisitado,
e gerou novas hipoéteses tedricas a partir de fundamentacdo empirica, a fim de elucidar as
perspectivas tedricas sobre contextualizarp, complementarizarp e complexificarp.
Com este estudo Scheiner e Pinto (2019) ressaltam que as funcdes epistemoldgicas do processo
de contextualizarp , conceitual de complementarizarp e cognitiva de complexificarp. Segundo

oS autores:

Contextualizar permite tratar sentidos -~ particulares ao escolher perspectivas especificas para parti-
cularizar o valor epistemoldgico de diferentes representacdes. Complementarizar, por outro lado,
é o progresso coerente de diversos sentidos p para uma unidade cujas capacidades conceituais
excedem aqueles do sentidos  individuais sozinhos.

(SCHEINER; PINTO, 2019, p. 14)

Para finalizar, destacamos a diversidade de entendimentos sobre o termo “abstracdo” em ma-
temdtica. Como o objetivo desta pesquisa € investigar modos com que diagramas € outras
representacdes podem estar presentes no ensino e aprendizagem da matemadtica, e até mesmo
na producao da matemdtica formal, passo a investigar o fendmeno da perspectiva elaborada em
Scheiner (2016) e Scheiner e Pinto (2019), pelo destaque e importancia atribuidos a diversidade
de modos para representar o conhecimento, expressos nos papéis epistemologicos, conceituais e

cognitivos dos processos envolvidos que sdo estudados por aqueles autores.
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3 Revisao de literatura

Um dos objetivos de uma revisdo de literatura € trazer um panorama sobre a producdo de
pesquisa sobre o tema de interesse da investigacdo em andamento (AZEVEDO, 2016). Interessa
ao pesquisador situar o projeto em desenvolvimento no campo de pesquisa, relacionando-o
as demais investigacdes sobre o tema escolhido, justificando sua importancia ao destacar sua
contribuicdo para a drea em que se insere.

Sendo assim, apresentamos aqui pesquisas no campo da educa¢do matemdtica que buscam
analisar os processos envolvidos ao se aprender conceitos matematicos formais, que destacam
as dificuldades enfrentadas pelos estudantes de matematica ao aprenderem os conceitos assim
apresentados e as diferentes relacdes que sdo estabelecidas ao se aprender conceitos matematicos
em contextos diversos . Uma vez que o foco no contetido matematico € o limite de sequéncias,
selecionamos em especial trabalhos sobre o tema.

Em contato com a literatura de pesquisa, escolhemos cinco trabalhos como centrais, para trazer
neste capitulo e organizarmos a discussdo. A escolha se justifica pela contribui¢do dos resultados
para ampliar o entendimento sobre a questao colocada, para o planejamento da prépria pesquisa
e andlise do material empirico produzido. Como ponto de partida trazemos Vinner (1991), que
busca entender o papel de defini¢des no ensino e aprendizado de matematica. Em seguida Alcock
e Simpson (2016) tratam dos processos cognitivos envolvidos no processo de classificagdo,
definicdo e explicacdo de conceitos formais de matematica, com uma andlise mais especifica
sobre conceitos de sequéncias numéricas, em foco nesta pesquisa. O trabalho de Zazkis (2016)
apresenta o seu estudo sobre a conversao de argumentos graficos para demonstragdes formais. Na
literatura de pesquisa desenvolvida no pais, Bisognin et al. (2016) analisam as dificuldades en-
frentadas pelos licenciandos em matematica ao resolverem questdes sobre sequéncias numéricas,
enquanto Heck e Cury (2018) apresentam um estudo sobre a resposta de licenciandos as questdes
sobre sequéncias numéricas utilizando para sua andlise a teoria de Duval das representacoes
semidticas.

Shlomo Vinner (1991) busca analisar o papel de defini¢des no ensino e aprendizagem de mate-
mética. Em seu texto “O papel das defini¢cdes no ensino e aprendizado de matemética™, o autor
argumenta que as definicdes, apesar de representarem as estruturas da matematica utilizadas por
matemadticos, ndo refletem os processos cognitivos necessdrios para o entendimento dos conceitos
pelos alunos. Desta forma, ensinar a matematica a partir de axiomas e definicoes € ensiné-la a
partir do produto final de longo processo de sua producdo. Usualmente, os matematicos partem
de defini¢Oes e teoremas conhecidos para entdo desenvolver novas defini¢des e provar novos
teoremas. Para Vinner (1991) professores ndo deveriam apresentar axiomas e teoremas como

fundamentos para um curso, mas sim elaborar seu curso considerando os processos que 0s

' Tradugdo nossa de “The Role of Definitions in the Teaching and Learning of Mathematics”.
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estudantes se envolvem para aprender o conceito.

Lara Alcock e Adrian Simpson em seu trabalho de 2017 intitulado “Interacdes entre definir,
explicar e classificar: O caso das sequéncias crescentes e decrescentes”? descrevem um estudo
em que investigam as relacdes entre definir conceitos matematicos, explicar seus significados,
classificando-os com defini¢des formais. Segundo os autores, definicdes sdo centrais a ma-
tematica contemporanea formal pois € necessario que haja consenso entre o que se entende
como sendo cada conceito. Por muito tempo os significados foram discutidos; mas isso nao é
mais aceito na matemadtica moderna, ou seja, o que uma vez € definido, ndo deve ser discutido.
Segundo Brown (1998), revolugdes nos significados ainda sdo possiveis, mas a determinagdo se
dado objeto pertence a determinada categoria se daria unicamente pela definicao e propriedades
da categoria. Entretanto, ao investigar a constru¢ao/produ¢do do conhecimento matematico pelos
alunos, Alcock e Simpson (2017) afirmam que hé indicios que seres humanos estipulam se dado
elemento faz parte ou ndo de um conjunto nao por meio de verificacdo de propriedades, mas
pelas similaridades com exemplos anteriores e que classificacdes idiossincraticas sdo esperadas.
Alcock e Simpson (2016) denominam de pedagogia “definicdo-teorema-prova”o tipo de aulas
centradas no professor ou no livro texto, em que € inicialmente apresentada a definicdo, seguida
de alguns exemplos e aplicacdes. Alcock e Simpson (2016) ressaltam que em uma tal proposta de
ensino nao € discutido o pertencimento de objetos a dada categoria. Para esses autores, existem
indicios de que isso cause ambiguidade com relacdo a de que forma defini¢des devem determinar
categorias. Para Bergé (2008) e Raman (2004), que analisaram livros texto, apesar das diferentes
formas de representacdo do conceito (modo informal ou formal, a defini¢do sendo muito ou
pouco utilizada), gera nos estudantes dificuldades para saber como e quando a utiliza¢do das
definicdes € necessaria.

Seguindo em direcdo complementar a desses professores, pesquisadores em educacao matematica
desenvolveram e analisaram intervengdes para auxiliar estudantes no processo de compreensao e
utilizacdo adequada de defini¢des (ver ALCOCK; SIMPSON, 2016). As propostas variaram de
ambientes computacionais para propiciar a compreensao de proposi¢des logicamente complexas
(DUBINSKY; ELTERMAN; GONG:; 1988), a atividades que permitam que estudantes tenham
experiéncias estruturadas e extensas para elaboracao do conhecimento. (FUKAWA-CONELLY;
NEWTON, 2014, WATSON; MASON, 2005). H4 também pesquisadores que t€ém analisado
de que forma o trabalho colaborativo de construcio de defini¢des tem empenhado um papel da
construcdo do conhecimento. Pesquisadores nessa tultima vertente t€m descrito os processos
em que os participantes se engajam utilizando para tal os construtos e principios Lakatosianos
e tém analisado os critérios utilizados pelos individuos ao categorizar os objetos (ALCOCK;
SIMPSON, 2017).

Vinner (1991) argumenta que, em diversos livros textos, as premissas para a organizacao do

conteudo sio:

Os conceitos sdo adquiridos principalmente por meio de suas defini¢des, estudantes irdo utilizar

2 Tradugdo nossa de “Interactions between defining, explaining and classifying: The case of increasing and decreasing sequences”
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defini¢des para resolver problemas e provar teoremas quando necessdrios de um ponto de vista
matematico, defini¢des deveriam ser minimas|...], € desejdvel que defini¢cdes sejam elegantes, |[...]
definigdes sdo arbitrarias.

p.65, tradugdo nossa.

O autor explica sua afirmacao de que as definicdes, de acordo com a cultura e a pratica dos
matemadticos, deveriam ser minimas - o que significa que elas deveriam conter apenas o necessa-
rio para caracterizar um objeto, e que seus conteidos ndo podem conter aspectos que podem
ser inferidos ou deduzidos a partir da propria defini¢do. Como exemplo para essa afirmacao o
autor apresenta a defini¢do de retangulo na geometria euclidiana. Segundo Vinner (1991) caso se
deseje definir um retdngulo considerando seus angulos, € desejavel que se defina como sendo um
quadrildtero com trés angulos retos, uma vez que € possivel demonstrar na geometria euclidiana
que se um quadrildtero tem 3 angulos retos, entdo o quarto angulo também serd reto. Além disto
uma outra premissa € a de que as defini¢des devem ser elegantes; um valor que surge do fato de
alguns matemadticos acreditarem que algumas defini¢Oes s@o esteticamente mais elegantes que
outras. O autor cita como exemplo que alguns matematicos acham mais elegante definir nimeros
primos como aqueles que tém exatamente dois divisores, quando contrastada com a defini¢do de
que nimeros primos sdo aqueles divisiveis apenas por um e eles mesmos . Entendemos com isso
que um sinal de elegincia da defini¢cao, um valor estético, pode ser envolver uma variedade de
conceitos que exigem do estudante uma maior mobiliza¢do de conhecimentos matematicos para
compreendé-la.

As cinco premissas citadas por Vinner (1991) e apresentadas nesse texto sdo: 1) conceitos sao
adquiridos através de defini¢cdes; 2) estudantes usam defini¢des para resolver problemas; 3)
defini¢des deveriam ser minimas; 4) € desejavel que defini¢des sejam elegantes; 5) defini¢des
sdo arbitrdrias. Para o autor, elas “ndo necessariamente refletem todos os aspectos das defini¢cdes
em matemadtica avancada”(p. 66, traducdo nossa). O autor reforca sua afirmac¢do de que essas pre-
missas sdo muitas vezes verificadas nas praticas pedagdgicas daqueles que ensinam matematica
e que ao se analisar livros textos € possivel perceber a relevancia das definicdes na apresentacio
do curso. Vinner (1991) afirma que o educador ao ensinar “deve levar em considera¢do nao
apenas a questdo sobre como se espera que os estudantes adquiriram o conceito matematico mas
também, e talvez mais importante, como estudantes realmente adquirem esses conceitos”(p. 67,
énfase do original, traducio nossa).

Para analisar os processos cognitivos envolvidos na compreensao de conceitos, Vinner (1991)
retoma o estudo de Fodor et al. (1980) que buscou analisar os processos envolvidos quando
individuos buscam entender determinadas afirmag¢des, do senso comum. Vinner (1991) traz como
exemplo a afirmagdo “meu belo carro verde estd estacionado em frente a minha casa’’pois apesar
de existirem defini¢des no diciondrio para esses termos o individuo ndo recorre a elas. Vinner
(1991) argumenta que o mesmo nao € desejavel no caso de afirmagdes técnicas, como as feitas
na matemadtica por exemplo. Em contextos técnicos as defini¢des desempenham um papel bem

diferente se comparado aos contextos da vida cotidiana, sendo essenciais para a criacdo das
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imagens de conceito, além de serem partes integrantes das tarefas cognitivas.

Por outro lado, memorizar a definicdo de um conceito ndo € suficiente e “alguns significados
deveriam estar associados com palavras”(VINNER, 1991, p.69). Dito de outro modo, “adquirir
um conceito significa formar uma imagem de conceito para ele”(p. 69). Segundo Tall e Vinner
(1981) e Vinner (1983), a imagem de conceito € aquilo que é resgatado pela mente ao se ouvir
ou ler o nome de um conceito, e normalmente € diferente da defini¢do. Segundo Vinner (1991),
“a imagem de conceito € algo ndo verbal [...]. Pode ser uma representacdo visual do conceito no
caso de o conceito ter uma representagdo visual, pode ser também uma cole¢do de impressdes ou
experiéncias”(idem, p. 68). Portanto, imagens de conceitos sdo construcoes individuais e que
irdo variar para cada individuo. Vinner (1991) afirma que as formas verbais provenientes das
representagdes visuais s6 acontecem num momento futuro. O autor afirma também que ao dizer
“evocar uma imagem de conceito’’ele estd se referindo “a partes da memoria evocada em dado
contexto”(p. 68) sem necessariamente se referir a todo o conhecimento do individuo sobre o
assunto’.

Vinner (1991) utiliza entdo dados para mostrar que estudantes de ensino médio e de universidade
normalmente utilizam as formas de pensar de contextos nio técnicos para resolver problemas
técnicos. Os topicos a serem analisados em sua pesquisa sdo o conceito de fungdo, o conceito de
tangente e o conceito de limite de uma sequéncia.

A conclusdo da andlise € que os trés conceitos discutidos evidenciam “conflitos entre a defini-
¢ao formal e os exemplos tipicos do conceito que podem gerar imagens de conceito incorre-
tas”(VINNER, 1998, p. 79). Para Vinner, esses exemplos evidenciam que apesar da énfase dada
a defini¢do, esta ndo era acionada para resolver as questdes propostas.

Quanto ao ensino, Vinner (1998) sugere que se evite conflitos cognitivos desnecessarios - ao
apresentar como contra exemplos casos muito especiais, e que s6 se deve fazer isso quando eles
se mostram necessdrios para apoiar o crescimento intelectual dos alunos. Na visdo do autor,
para uma melhor compreensao de conceitos matemaéticos € necessario que, se possivel, que
o aprenda de forma mais préxima da vida cotidiana, uma vez que o processo de mudanga da
aprendizagem de conceitos da forma cotidiana para a forma técnica ndo € imediata nem terd a
mesma eficacia com todos os individuos. Isto ndo significa excluir as definicdes formais, mas
sim entender que seu papel e sua forma de apresentacdo devem ser refletidos, e que o professor
leve em consideracdo as possiveis implicacdes de sua apresentacdo no processo de aprendizagem.
No caso de estudantes cursando niveis mais avan¢ados de matematica, as definicdes devem ser
a principal base para a aprendizagem do novo conhecimento. O autor refor¢ca que o professor
deve buscar e apontar possiveis conflitos entre as imagens de conceito e as definicdes formais a
partir de exemplos diferenciados, ao invés de apenas apresentéd-las. Caso o estudante ndo deseje

prosseguir em niveis mais avangados de conhecimento matematico entdo o melhor a se fazer

3 Vinner ressalta ainda que a defini¢dio ndo é indispensavel para a criacio de uma imagem de conceito. Para tal usa como exemplo a

“floresta”que para a crianga pode ser entendida como muitas drvores juntas, mas que tem sua defini¢cdo de acordo com o diciondrio Merriam
Webster como sendo “um grande crescimento espesso de arvores e arbustos”(VINNER, 1991, p. 69, tradugio nossa) que provavelmente é
inacessivel a uma crianca. Segundo o autor, a partir do momento que o individuo cria a imagem de conceito, muitas vezes a definicdo é
deixada de lado ou até esquecida.
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¢ evitar os conflitos. Concordamos com tal afirmacio uma vez que tais conflitos podem gerar
mais duvidas e insegurancas ao estudante com relagdo ao conteido, em um primeiro contanto.
Segundo Vinner (1998)

ndo hd prejuizos se o estudante memoriza a defini¢do formal e a repetir em diferentes ocasides. O
professor e o editor do livro didatico (...)podem até achar que completaram sua tarefa ao apresentar
a defini¢do formal. Porém eles ndo deveriam ter a ilusdo sobre o poder cognitivo que essa defini¢do
tem no pensamento matemadtico do aluno

(p. 80, tradugdo nossa)

Vinner (1998) defende que o papel das definicdes em um curso deve ser sensivel ao
objetivo da disciplina que os estudantes estdo acompanhando. Se a inten¢do é prosseguir em
niveis mais avancados da matemadtica, entdo os estudantes precisam ter nas defini¢cdes suas
bases para resolucdes de problemas. O professor deve apresentar problemas que ndo podem ser
resolvidos corretamente utilizando apenas imagens de conceito, para desenvolver o habito de
recorrer as definicdes. Tal estratégia é importante uma vez que caso isso ndo ocorra, o estudante
fard o que € mais natural e continuard buscando as imagens de conceito ao responder as questdes,
perpetuando assim a pratica cotidiana. Vinner (1998) afirma que “acreditamos que mudar os
habitos de pensamento dos estudantes do modo cotidiano para o modo técnico é um objetivo
importante da educa¢do matematica”(p. 80)*.

Alcock e Simpson (2017) tem por foco a atividade matematica de definir. Segundo os autores,
a maioria das investigacdes sobre a imagem conceitual de estudantes tém focado dois tipos de
atividades: atividades de classificacdo e de compreensdo, em que 0s participantes evocam as
defini¢des de forma implicita, e tarefas solicitando defini¢des, em que ha solicitacao explicita
aos participantes para enunciar defini¢cdes, formais ou até mesmo informais.

Na leitura dos autores, em algumas pesquisas os participantes se engajam inicialmente em ativida-
des de classificacdo e compreensdo para s6 depois haver uma proposta de atividades solicitando
definicdo. Ou seja, o foco dessas pesquisas € analisar se os entrevistados tém conhecimento dos
conceitos e se sdo capazes de evocar as definicdes e de utilizd-las corretamente. Dos resultados
encontrados constata-se que as definicdes eram muitos proximas a defini¢do formal mas que
a classificacio se baseava em prot6tipos. Ou seja, as respostas apoiam-se em primeiro lugar
na imagem conceitual. Alcock e Simpson (2017) discutem em seguida outras pesquisas que
propdem uma ordem inversa em tais atividades: primeiro solicitam a definicdo e posteriormente
introduzem as atividades de classificacdo. Nessa vertente, trazem a pesquisa de Inglis e Simpson
(2008) que tem como publico alvo estudantes de matematica e leigos com boa formagdo em

matemadtica. Os autores destacam que embora matematicos tenham se saido melhor, ainda ha

4 O autor segue afirmando que cabe a cada professor de matemitica determinar quais estudantes sdo capazes de fazer essa mudanca. Vinner
(1998) conclui afirmando que “ndo acreditamos em ‘matemadtica para todos’. Acreditamos em algumas matemadticas para alguns alunos. E
até isso s6 pode ser alcangado com uma pedagogia apropriada sob condigdes apropriadas para o aprendizado”(p.81). Acreditamos que estas
sdo afirmagdes que mereceriam uma reflexdo e discussao. Nao a faremos neste texto.
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evidéncias de que diversos participantes se baseiam em exemplos.

Como um outro exemplo Alcock e Simpson (2017) retomam resultados em Alcock e Simpson
(2011) em que propdem a estudantes de graduagao a classificagdo de sequéncias como crescentes
ou decrescentes. Estes conceitos ainda ndo haviam sido formalmente apresentados. Em seguida
“apresentaram as definicdes usuais e pedem aos participantes que repitam as tarefas de classifica-
¢do com essas defini¢des claramente visiveis”(ALCOCK; SIMPSON, 2017, p. 8). Os resultados
confirmam que as respostas apresentadas apos as definicdes terem sido apresentadas ainda nao
eram muito consistentes com elas. O que confirma a hipdtese de que os estudantes evocam sua
imagem conceitual relacionada ao conceito definido.

Alcock e Simpson (2017) apontam duas questdes sobre a metodologia adotadas nessas pesquisas.
A primeira € que o foco principal diz respeito a respostas para as atividades de classificar e de
compreender, e que nelas o papel das atividades de classificacdo € secundario. Segundo Alcock e
Simpson (2017)

Os relatdrios desses estudos, portanto, tendem a subestimar o fato de que fornecer uma defini¢do
em si envolve cognicdo significativa; eles normalmente ndo examinam a natureza das respostas,
além de considerar o quanto elas correspondem a defini¢ao relevante

(p- 8)

Os autores afirmam ainda que as atividades de classificacdo variaram bastante, e que as
diferencas nos formatos das questdes podem levar a diferentes respostas. Questdes mais abertas
(defina ou explique como desejar) podem levar a respostas idiossincraticas, ao contrario do
que ocorre com questdes mais fechadas, porque sugerem uma dire¢do mais estrita, como por
exemplo, quando € pedido para definir o conceito.

O segundo ponto levantado por Alcock e Simpson (2017) com relacdo a metodologia diz respeito
a ordem das atividades propostas, ou seja, elas foram as mesmas para todos os participantes e
portanto ndo foi possivel avaliar o impacto das primeiras atividades nas subsequentes. Os autores
sugerem que analisar as influéncias de atividades de defini¢do ou explicacdo em atividades de
classificacdo e raciocinio, ou vice-versa, sdo de grande interesse para a drea uma vez que essas
informacdes poderiam ser tteis para auxiliar na compreensao dos processos em que estudantes se
engajam para atribuir um sentido a matematica avancada. Assim, professores poderiam desenhar
melhor a ordem das atividades a fim de facilitar o processo.Alcock e Simpson (2017) elaboraram
atividades propondo que os participantes definam ou expliquem um conceito.

Para os autores, essas respostas trouxeram revelacdes interessantes, uma vez que ao serem
analisadas qualitativamente essas respostas mostraram que os participantes tinham alguma no¢ao
dos conceitos e que estavam tentando apresenti-los de forma concisa. O estudo revelou uma
surpreendente gama de respostas para a atividade de definir-explicar, ressaltando diferengas entre
o fazer sentido individual e a defini¢do formal. Segundo Alcock e Simpson (2017), os estudantes

eram mais propensos a dar respostas verbais apds tarefas de classificacdo e esta constitui uma
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primeira interferéncia entre as tarefas. Os autores concluiram que tarefas de classificar antes de
tarefas de explica¢do produziram diferentes formas de resposta. Os pesquisadores comentam que
a expectativa de que a pontuagao de estudantes que deveriam apresentar a definicdo em primeiro
lugar seria muito maior que a de estudantes que deveriam explicar o significado ndo foi contem-
plada. Por outro lado, identificaram uma diferenca significativa entre os que deveriam definir
ou explicar antes de classificar e aquele que tiveram essa ordem invertida. Os resultados em
Alcock e Simpson (2017) sugerem que diferentes exemplos podem contribuir com a habilidade
do estudante em dar explicag¢des para o significado dos conceitos. Ou seja, uma vez tendo sido
apresentados a modelos atipicos, tais representacdes acabam sendo percebidas pelos estudantes
de maneira proeminente e o individuo busca inserir suas caracteristicas ao definir/explicar.

A andlise da relacdo entre a pontuacdo de atividades de definir/explicar e a pontuagado de classifica-
¢do levou a conclusdo de que participantes que foram melhores em tarefas de defini¢do/explicacio
tendiam a fazer classificacdes mais consistentes a partir das definicdes formais. Além disso,
os autores afirmam que os dados da pesquisa condizem com os de pesquisas similares quando
mostra que € necessdrio que os estudantes deixem seus desenvolvimentos baseados em suas
imagens de conceito para passar a tratar os contetidos de acordo com suas defini¢cdes matemaéticas.
Os pesquisadores afirmam que “aqueles que foram pedidos para explicar os significados dos
termos tiveram um melhor desempenho melhor do que aqueles que foram pedidos para estudar a
definicao formal fornecida”(ALCOCK; SIMPSON, 2017, p.15).

Resultados em Alcock e Simpson (2017) mostram que mesmo estudantes qualificados nao
obtiveram uma pontuacgdo total nas atividades de classificacdo, o que mostra que nem esses
abandonaram suas ideias idiossincraticas para trabalhar unicamente com as defini¢des. Os es-
tudos mostram também que estudantes enunciaram explicacdes tiveram uma pontuacao maior
do que aqueles que se mantiveram restritos a andlise. Os autores afirmam que pode parecer
contra intuitivo que a apresentacio da defini¢do formal, que os participantes jd conheciam, tenha
resultado em uma performance inferior a daqueles que escreveram suas defini¢cdes por vezes
idiossincréticas. Concluem que tal resultado parece mostrar que ao escrever suas defini¢des os
participantes precisem engajar em processos mais complexos e significativos do que aqueles
envolvidos apenas em seu estudo. Alcock e Simpson (2017) afirmam que “pode ser que o fator
principal seja o grau em que a tarefa leva os estudantes a se concentrarem em fixar um significado
para o conceito, anotando sua defini¢do ou explicacdo”(p. 16).

Os autores consideram ainda que para se entender um conceito € necessario que duas coisas
acontecam: uma global e uma local. Em nivel global, o estudante deve ser capaz de entender a
defini¢do como critério estipulante e evocar a definicao sempre que necessario. O nivel local diz
respeito a capacidade do estudante aprender uma definicao particular e ser capaz de adaptar sua
imagem de conceito a ela. Alcock e Simpson (2017) afirmam que sua pesquisa vai de encontro a
resultados de diversas pesquisas, indicando que os estudantes nao conseguem utilizar de forma
apropriada defini¢cdes em atividades de classificacdo ou de desenvolvimento. Entretanto os au-

tores argumentam que ndo sdo capazes de afirmar se o problema inicial se da na esfera global,
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ou seja, “os estudantes ndo tratam as defini¢des como critério e portanto nao as evoca quando
apropriado”’(ALCOCK; SIMPSON, p.16) ou se o problema € na esfera local, “eles tentam evocar
as definicdes mas falham em o fazer com sucesso em alguns casos, ou evocam as definicdes com
sucesso mas nao as aplicam corretamente em exemplos particulares”(ALCOCK; SIMPSON,
2017, p.16).

Alcock e Simpson (2017) argumenta que as pesquisas que distinguem entre imagem de conceito
e defini¢do de conceito tais como, Fujita (2012), Moore (1994) e Tall e Vinner (1981) levam
a discussdo para a esfera global. Tais pesquisas “descrevem a principal dificuldade como a de
fazer a transi¢cdo de um mundo onde as categorias sdo naturais e as defini¢des descritivas [...]
para um mundo em que as categorias sao definidas e as definicdes s@o estipulantes”’(ALCOCK;
SIMPSON, 2017, p.16). Os autores trazem como contraponto pesquisas como as de Dawkins
(2014) e Zaslavsky e Shir (2005), como exemplos em que os pesquisados “empregam critérios
sensiveis ao declarar e discutir os méritos relativos de diferentes defini¢cdes possiveis”’(ALCOCK;
SIMPSON, 2017, p.16), esperando que todas as definicdes sejam aplicadas universalmente. Isso
levou os autores a sugerir que o problema possa estar na esfera local, apontando como maior
dificuldade o aplicar uma defini¢ao particular a contextos que contenham imagens existentes que
venham a entrar em conflito com a defini¢ao.

Os autores afirmam que seu estudo ndo permite determinar em qual esfera os problemas se
iniciam, uma vez que os dados coletados estdo de acordo com as informacdes provenientes de
ambas vertentes, mas que ao variar as atividades foi possivel encontrar evidéncias de que ambas
esferas impactam as habilidades de raciocinio do individuo. Alcock e Simpson (2017) seguem
afirmando que ainda € necessario pesquisar sobre as trajetdrias de aprendizado do individuo a
fim de melhor analisar como as dificuldades se iniciam. As autoras afirmam que uma importante
contribuicao para as futuras pesquisas € a de que a ordem de proposicdo das atividades vai sim
impactar os resultados.

Os autores finalizam informando que a pesquisa realizada mostra que as defini¢des nem sempre
sdo bem lembradas e nem sempre sdo evocadas quando necessério. Isso leva a crer que as defini-
¢oes nao levam as melhores classificagdes. Um dos pontos relevantes trazido por sua pesquisa é
que essa mostra que “embora a exposi¢do a exemplos atipicos possa ser desejdvel para desen-
volver uma imagem de conceito de tipo especialista, essa pode, pelo menos temporariamente,
romper a habilidade de focar em definicdoes”(ALCOCK; SIMPSON, 2017, p. 18).

Alcock e Simpson (2017) entdo sugerem que propostas focadas em exemplos devam alternar
entre exemplos e atividades que exijam explicitamente a aten¢do as definicdes. Como sugestdes
de pesquisas a serem realizadas, os autores propdem ‘“‘comparar os modos com que tarefas de
definicdo e geracdo de exemplos influenciam em suas argumentacgdes posteriores, € investigar o
impacto de diferentes atividades de defini¢ao na geragao de exemplos”’(ALCOCK; SIMSPON,
2017, p. 19).

A habilidade dos estudantes em transformar seus argumentos em demonstracdes formais é

analisada em Zazkis, Weber e Mejia-Ramos em seu artigo de (2016) intitulado “Suprimindo as
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lacunas entre argumentos graficos e demonstracdes verbais-simbolicas no contexto de andlise
real”. Para os autores, “Demonstracdo € central para pritica matemdtica”(ibid., p.1, traducédo
nossa) e fazer com que os estudantes se tornem proficientes em escrever demonstra¢des € um dos
primeiros objetivos nos cursos de matemdtica avangada na universidade. Por outro lado existem
pesquisas, tais como Alcock e Weber (2010) e Hart (1994), que mostram que tal resultado é
raramente alcangado. Zazkis et al. (2016) afirmam ainda que pesquisas mostram que algumas
das causas da dificuldade de escrever demonstracdes sao: baixo conhecimento conceitual de
matemadtica, falta de estratégias de demonstragcdo e nao saber como iniciar uma atividade que
existe demonstracdo. Alcock e Simpson (2017) afirmam que ainda ha pouca pesquisa sobre
modos de melhorar a escrita de demonstragdes e € nessa drea que o artigo se enquadrard. Zazkis et
al. (2016) analisam uma sugestao da literatura, que € de que os estudantes inicialmente produzem
um argumento grafico como base para suas demonstra¢des verbais-simbolicas.

Zazkis et al (2016) retoma Boero (1999) ao afirmar que uma demonstracao deve satisfazer algu-
mas restricdes formais, o que ndo ocorre com o raciocinio utilizado para gerar tal demonstragao.
Zazkis et al. (2016) afirmam que ao demonstrar, alguns individuos podem inicialmente construir
um argumento informal para se convencer de que a afirmacgao € verdadeira e entdo utilizar tal
argumento como base para desenvolver a demonstra¢do formal. Uma distincao feita pelos autores
¢ a de que um “argumento informal pode ser entendido como uma forma de persuasio pessoal
na qual o individuo se convence de que determinada afirmacdo é verdadeira”(idem, 2016, p.2).
Este momento deve ser diferenciado de uma demonstragdo, que € “uma forma de validagdo em
que o individuo se convence de que a afirmacio € uma consequéncia l6gica necesséria do que se
sabe ser verdadeiro”(ZAZKIS et al., 2016, p.2, traducio nossa).

Segundo os autores o artigo tratard da traducdo de argumentos graficos, que sao entendidos
como um argumento informal, para uma forma de demonstracdo que é privilegiada nos cursos
de andlise real na graduagdo, que € a que os autores denominam demonstracao verbal-simbdlica.
Diretrizes para determinar se dado argumento pode ser considerado uma demonstragdo baseia-se
em trés elementos destacados em Stylianides (2007): “i) os fatos utilizados como ponto de
partida do argumento, ii) o sistema de representagdo utilizado e (iii) a validade dos métodos de
inferéncia usados no argumento”(ZAZKIS et al., 2016, p.2). Para os autores, o contexto cultural e
a matemadtica abordada impactardo o que é entendido como demonstracdo. Os autores informam
que o artigo contemplard demonstracdes de afirmag¢des abordadas no curso de calculo mas que
sdo provados no curso de andlise real.

Zazkis et al. (2016) afirmam que em uma demonstracdo, cada afirmacdo deve ser uma proposi¢cao
aceita como verdade pela comunidade matemadtica em um determinado contexto ou inferidos
a partir de afirmacdes anteriores. Como exemplo os autores explicitam que o contexto € rele-
vante pois € comum que durante demonstracdes em anélise real, que os individuos utilizem a
comutatividade da adi¢do e multiplicacdo de nimeros reais, se admitidos como axiomas. Mas ao
caracterizar nimeros reais por meios de cortes de Dedekind tais fatos podem ndo ser aceitos.

Por outro lado, em um argumento informal, € suficiente que as afirmag¢des sejam aceitas pelo
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individuo.

Zazkis et al. (2016) entendem como representacdo verbal-simbdlica do conceito as representacoes
sintaticas apresentadas nos livros texto de cursos de andlise, que utilizam uma combinagio de
linguagem natural e sintaxes l6gicas. Entretanto os autores afirmam que tais conceitos por vezes
permitem uma representacao grafica. Como exemplos os autores citam as fungdes estritamente
positivas como aquelas que t€ém seu gréfico todo acima do eixo X, e as fun¢des pares como
aquelas cujos graficos s@o simétricos com relacao ao eixo y.

Os autores retomam em Zhen, Weber e Mejia-Ramos (2016) a defini¢do de uma inferéncia grafica
como sendo uma inferéncia feita a partir da representagdo grifica de um conceito. Segundo os

autores:

Essas incluem inferéncias perceptuais onde o individuo infere um objeto particular como uma
instancia do conceito porque satisfaz a interpretagdo grafica da definicdo do conceito (e.g., se o
individuo inferir que f(x) = x3 é crescente porque seu grifico continuamente sobe quando se 18
da direita para esquerda, esta seria uma inferéncia grafica perceptual).

ZAZKIS et al., 2016, p. 3, tradug@o nossa.

Além disso, uma distin¢g@o apontada por Zazkis et al. (2016) sobre argumentos gréificos e

demonstracdes verbais-simbdlicas € que o primeiro pode conter inferéncias graficas dedutivas.
Os autores citam como exemplo que, ao se considerar o espaco bidimensional, se uma certa
propriedade € satisfeita, outra também deverd ser satisfeita. O caso de uma fun¢do estritamente
crescente € um exemplo: essa fungcdo ndo pode ter duas raizes, pois para tal seria necessario
ter um intervalo de crescimento e outro de decrescimento entre as duas raizes, o que pode
ser verificado ao se esbocar fun¢des que satisfacam tais condi¢des. Os autores alegam que tal
inferéncia nio poderia ser feita em demonstragdes verbais-simbdlicas.
Para os autores, demonstracdes verbais-simbolicas sao privilegiadas no contexto do curso de
andlise real. Para corroborar com tal afirmac¢do Zazkis et al. (2016) trazem Raman (2004) uma
vez que em sua pesquisa verificou que concernente a continuidade, livros texto de pré-célculo
e calculo continham interpretagdes graficas informais de conceitos, entretanto 0 mesmo nao
aconteceu com os livros de andlise real. Em suas pesquisas, Zazkis et al. (2016) afirmam que em
livros de andlise real também nio foram encontradas interpretacdes graficas informais. Mostra-
ram, por exemplo, que em um livro de calculo (Advanced Calculus de Fitzpatrick, 2006) das 48
demonstracdes apresentadas, apenas 4 delas foram acompanhadas por imagens e nenhum dos
passos na demonstragdo foi justificado, implicita ou explicitamente, pela imagem apresentada. Ao
analisar gabaritos de cursos de andlise real publicados, foram verificadas apenas demonstracdes
verbais-simbdlicas, “to que sugere que as provas valorizadas pelos autores dessas solu¢des eram
verbal-simbolicas”(ZAZKIS et al., 2016, p.3, traducdo nossa). Em sua pesquisa com graduandos,
os autores verificaram que muitos deles acreditavam que ndo se pode provar utilizando imagens
e que gréificos ndo deveriam estar presentes em demonstragdes.

Para Zazkis et al. (2016) o objetivo do artigo ndo € discutir se argumentos graficos deveriam
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ou ndo ser aceitos em demonstragdes, uma vez que tais ferramentas sao utilizadas em ‘““cursos
operacionais”(p. 4) de célculo e em outras teorias, como a dos nés. Os autores afirmam que
uma heuristica comum € a que ocorre quando os estudantes baseiam suas demonstracdes em
argumentos visuais frente a uma tarefa dificil. Ha relatos de que a utilizac@o de gréficos era
crucial para o sucesso de estudantes em demonstracdes (GIBSON, 1998). Em Zazkis e Liljedahl
(2004), os autores afirmam que o grafico de funcdes pode transformar propriedades que antes
eram opacas em transparentes, se comparadas com a representacio verbal-simbdlica. Zazkis et al.
(2016) enunciam que argumentos graficos tém oferecido aos estudantes uma maior oportunidade
de aprendizado, uma melhor compreensdo do empreendimento de demonstracio em matemadtica,
uma melhor apreciacdo de demonstragdes como ferramentas de solucdo de problemas e maior
convicgao das proposicdes que sao demonstradas.

Por fim Zazkis et al. (2016) alegam que diversas pesquisas documentam a dificuldade ao transfor-
mar argumentos graficos em demonstracdes verbais simbdlicas. A fim de realcar tal dificuldade
uma pesquisa que envolveu oito pesquisadores em matemética de universidades de prestigio foi
desenvolvida e relatada em Samkoff, Lai e Weber (2012). Nesse estudo, foi solicitado aos parti-
cipantes demonstrar a seguinte afirmacdo “Prove que f(x) = sen(z) ndo é injetiva em nenhum
intervalo de comprimento maior que 7’ (ZAZKIS et al. 2016, p. 4). Todos os oito participantes
iniciaram desenhando o gréfico da func¢do seno e utilizaram tal diagrama para se convencer de
que a afirmacdo era verdadeira. Em seguida, todos os participantes se engajaram em escrever uma
demonstracao verbal-simbdlica por entender que apenas o argumento grafico nao era suficiente.
Os participantes levaram em média 18 minutos para concluir, e apenas quatro das demonstracdes
estavam completamente corretas. Tal fato pode ser entendido como um sinal de a tarefa nao
era facil. Os autores concluem que “se traduzir um argumento grafico em uma demonstragao
verbal-simbdlica de uma afirmacao de calculo € desafiadora para pesquisadores matematicos,
podemos esperar que esta atividade pode ser intimidadora para graduandos”(ZAZKIS et al.,
2016, p.5, tradugdo nossa). Zaskis et al, referem-se a Alcock (2010) ao tratar dessa dificuldade e
afirmar que “diagramas podem prover compreensdo, mas nem sempre € facil para os estudantes
fazerem conexdes detalhadas entre o que estd no diagrama e o que estd na demonstracao for-
mal”’(ALCOCK, 2010, p.232, apud ZAZKIS et al., 2016, p. 5).

Ao analisar a literatura recente concernente a pesquisa sobre as lacunas entre argumentos infor-
mais e demonstragdes, Zazkis et. al. (2016) notaram que esta poderia ser dividida em trabalhos
que analisam quais argumentos sao mais facilmente traduzidos em demonstracdes e trabalhos
que buscam determinar quais sdo as melhores organizagdes de salas de aula para auxiliar na
transposicao de tais lacunas.

Como exemplo da primeira categoria, Zazkis et al. (2016) citam Pedemonte (2007, 2008) e
Pedemonte e Reid (2011), uma vez que esses trabalhos buscam caracterizar argumentagdo e prova
em matemadtica. Em seus estudos, Pedemonte (2007) analisou que se a lacuna entre o argumento
informal e a demonstracao exigida fosse muito grande, ou seja, se 0os processos envolvidos no

argumento fossem muito diferentes dos processos exigidos na demonstragdo, entdo os individuos
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teriam dificuldades em desenvolver uma demonstragdo baseada no argumento.

Como exemplo da segunda categoria sdo apresentados os trabalhos de Bartolini -Bussi et al.
(2007), Boero et al. (1996) e Mamona-Downs & Downs (2010), pois buscam conceituar o papel
da instrucdo na conversio de argumentos informais em demonstracdes. Além disto, Zazkis et al.
(2016) afirmam que seu artigo busca explorar como graduandos em matematica ndo s6 podem
mas também transpassam as lacunas entre argumentos graficos e demonstragdes verbais simbo-
licas. As questdes norteadoras sdo descritas como sendo as atividades nas quais os estudantes
engajam quando, baseados em uma representacio grafica, escrevem uma demonstragdo e de que
maneira tais atividades sdo atuantes no sucesso das demonstragdes.

Os autores informam que os dados utilizados no artigo sdo provenientes de um extenso estudo
de caso que teve como participantes estudantes de uma grande universidade publica dos Estados
Unidos da América que tinham sua formacao voltada para matemaética e que haviam completado
recentemente o segundo curso de dlgebra linear. O estudo consistiu na observagao da construg¢ao
de demonstragdes desses estudantes de sete afirmacdes sobre cdlculo. Baseado em suas obser-
vagOes das aulas do curso de andlise naquela universidade e de acordo com Lew et al. (2016),
de Weber (2004) e de Alcock (2010), os autores foram levados a acreditar que as discussoes
de como argumentos graficos poderiam ser traduzidos em demonstracdes nao fazia parte das
discussdes naqueles ambientes.

Para andlise das tentativas de demonstragdo os autores utilizaram o esquema de Toulmim (2003)
simplificado. Segundo o esquema simplificado de Toulmin, “cada inferéncia contém trés partes
basicas, ‘afirmacdo’(A) sendo avangada®, o ‘dado’(D) usado para corroborar a afirmacéo e
a ‘garantia’(G) que relaciona como a afirmacdo segue dos dados”(ZAZKIS et al., 2016, p.7).
Segundo os autores, nem sempre a garantia era explicitada pelos participantes, e nesse caso,
foram os autores que inferiram quais eram as garantias utilizadas pelos participantes.

Os autores relatam que para categorizar as formas com que os participantes transformam seus ar-
gumentos grificos que foram considerados validos em demonstrag¢des, foi utilizado um esquema
de codificag¢do condizente com o presente em Strauss e Corbin (1990), e que tal metodologia
levou Zazkis et al. (2016) a identificar trés categorias que foram denominadas: elaboracao,
sintatificacdo e re-garantia. Para os autores, a elaborac@o acontece quando os participantes se
engajam na tentativa de adicionar mais informacdes as demonstra¢des que estao sendo construi-
das. Isso ocorreu de duas formas: os participantes adicionavam dados e garantias (Dy e W) para
corroborar com afirmacdes que eram tomadas como garantias (G) feitas a partir dos graficos,
e os dados que antes eram dados (D) passam a ser a conclusdo (C) do argumento elaborado;
e os participantes faziam afirmagdes (A) que estavam implicitas em seus graficos. Os autores
afirmam que elaboracdo ndo diz respeito apenas a argumentos graficos, mas que podem ser
particularmente relevantes para argumentos informais em argumentos aceitos em demonstragdes.
Como exemplo os autores trazem o caso de um participante ao demonstrar que ffa sen3(x) =0

para qualquer nimero real a. O participante exemplifica o primeiro tipo de elaboracdo, que

5 the claim (C) being advanced, the data (D) used to support the claim, and the warrant (W) that necessitates how the claim follows from the

data.
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¢ justificar afirmacdes anteriormente tomadas como verdadeiras. Segundo o participante, “A
fungdo y = [sen®(x)] deve ser uma fungdo impar [...] Certo serd simétrica com relagdo a linha
identidade, o que significaria que a integral de a negativo a zero deveria ser a negacdo de zero
a a. Entdo seria zero.”(ibid., p. 8, traducao nossa) Os autores ressaltam que a afirmacio que
y = sen®(x) é impar € tratada como fato conhecido (dado) e baseando-se no argumento grafico,
0 participante inicia o raciocinio para demonstrar a sua afirmacdo. Para demonstrar tal afirmacgao
o participante recorre ao fato que y = sen(x) é impar, e a partir de uma manipulago algé-
bricay = sen3(—x) = (sen(—xz))(sen(—z))(sen(—x)) = (—sen(z))(—sen(z))(—sen(z)) =
—sen?(x) conclui que y = sen?(x) é impar.

Da andlise dos autores, a sintatificacdo € caracterizada quando os participantes tentavam extrair
a partir de argumentos graficos uma afirmacao que posteriormente seria traduzida em afirmacdes
verbal-simbolicas. Os autores reforcam segundo matematicos ou conhecedores do conteudo,
ao traduzir a afirmacdo o sentido ndo seria alterado mas que haveria sim uma conversao da
representacdo grafica de um conceito para uma representacao verbal-simbdlica. Para os autores,
segundo o esquema de Toulmin, sintetificar seria a traducdo de dados (D), afirmagdes (A) e/ou
garantias (G) de um argumento grafico em seus correspondentes em um sistema de representacao
verbal-simbdlica, enquanto seu significado € mantido. Para exemplificar a sintatifica¢do, os auto-
res trazem o exemplo da aluna C que comega seu raciocinio analisando o grifico de uma funcdo
par (fungdo f(z) = z2, por ser um exemplo genérico desse tipo de fungio), para demonstrar
que as funcoes derivadas de uma funcdo par sao impares. A aluna discute que a funcao par é
simétrica com relacdo ao eixo y, e portanto as derivadas em um dos lados do grafico deveria ser
o oposto das derivadas do outro lado (considerando que os lados seriam divididos pelo eixo ).
Segundo Zazkis et al. (2016) “a aluna construiu um argumento concluindo com uma afirmagao a
ser provada e contendo uma inferéncia gréfica. Ela argumentou que uma vez que funcdes pares
sdo simétricas com relacdo ao eixo y (D), o eixo atua como um espelho (A)”(p. 11). A aluna
utiliza da ideia de espelho para justificar que —f’(a) = f’'(—a) para todo a, o que a levou a
concluir que a funcdo derivada seria impar. Em seguida, as transcri¢des da entrevista mostram
que a aluna sintetifica quando ela discute as tangentes nao mais em fun¢do do grafico, mas o faz
de forma verbal-simbdlica. A aluna afirma: “Como eu coloco isso em palavras?”’(ZAZKIS et al.,
2016, p.11). Ao iniciar sua demonstragdo ela escreve em linguagem verbal simbdlica o que se
quer demonstrar (f'(—z) = — f’(x)) e segue utilizando a definicdo verbal-simbdlica de derivada
(f'(a) = lim W) e as defini¢des como mostrado no extrato da transcri¢do a seguir .
Zazkis etx;l.a(2016) afirmam que a aluna sintetificou tanto o ponto final quanto o ponto inicial
de seu argumento grafico. No comeco de sua demonstracdo ela afirma que deseja mostrar que
f'(=z) = — f'(x), o que é uma sintetificagdo de sua afirmagdo que os valores da derivada em um
lado do eixo y s@o “os negativos”’dos do outro lado. A sintetificacdo também ocorreu ao traduzir a
defini¢do verbal-simbdlica de uma func¢do par oriunda da defini¢do grafica utilizada inicialmente.
Os autores sumarizam que ao sintatificar tais afirmacdes de seus argumentos graficos, ela deixou

de trabalhar com representacdes graficas para passar a trabalhar com representagcdes verbais-
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simbdlicas e que isso representou uma mudanca para o uso de um sistema mais convencional de
apresentar demonstracdes naquele contexto.

Segundo Zazkis et al. (2016) “por definicdo, argumentos graficos utilizam garantias que nao
admissiveis em demonstragdes verbal-simbdlicas”(p. 12) e que a regarantia seria caracterizada
quando o participante se empenhasse em encontrar justificativas mais adequadas para afirma-
¢oes usadas em argumentos graficos. Os autores afirmam que segundo o esquema de Toulmin,
regarantir seria a substituicdo de uma garantia (G) grafica de um argumento gréafico por uma
garantia verbal-simbélica (GP)°. Ainda segundo os autores, “essencialmente, os participantes
tentam escrever uma sub-demonstracdo verbal-simbdlica que mostra que a afirmacdo é uma
consequéncia deduzida dos dados”(ibid., 2016, p. 12).

Zazkis et al. (2016) afirmam que em alguns casos, a construcao de tais sub-demonstracdes pode
ser tao dificil quanto demonstrar as proposi¢des iniciais. Este seria um exemplo de quando a
distancia estrutural entre o argumento grafico e a demonstracao verbal-simbdlica seria muito
grande e que nesse caso, ¢ provdvel que a unidade entre argumento grafico e a demonstracdo seja
dificil de ocorrer. Como exemplo, analisam a prova de que a derivada de uma funcdo par é impar
apresentada pelo estudante D. O estudante inicia seu desenvolvimento desenhando uma funcao
par genérica e conclui, a partir do grifico que o coeficiente angular em pontos opostos ao eixo
y deveriam ser opostos. Sua inferéncia € a de que as tangentes onde os dominios das fun¢des
correspondentes sdo nimeros opostos, sdo opostas, o que foi utilizado como dado para auxiliar
a afirmacao final de que a funcdo derivada de uma funcdo par € impar. A garantia implicita
para sustentar a afirmacao € grafica. Em sua entrevista, o estudante D diz “se eu olhar para a
defini¢do de derivada como o coeficiente angular e entdo eu achar a derivada no lado negativo
usando o fato que é par eu deveria conseguir o negativo da derivada, mostrando que f linha
é impar”(ZAZKIS et al., 2016, p. 13). Para os autores, o estudante deixou claro a conexao e,
transformou seu argumento gréafico sobre tangentes em uma demonstrac¢do ao dizer “se eu olhar
a definicdo de derivada como coeficiente angular’(p. 13). “A transi¢do de coeficientes angulares
para a defini¢do de derivada € a sintetificacdo daquela parte do seu argumento grafico”(ibid,
p-13).

O estudante D entdo elaborou uma estratégia para conectar o novo dado sintetificado com a
afirmacdo que a fun¢do € impar. Este plano, segundo Zazkis et al. (2016), envolveu conectar
a hipdtese que a funcdo € par com a afirmacgdo que a sua funcdo derivada € impar usando
uma justificativa garantia que € diferente da conexao utilizado no argumento grafico. Parte da

transcricao da tentativa do estudante D é apresentada a seguir.

estudante D: Entdo, direi que f linha de negativo x € igual a f de negativo « menos f de negativo x

mais h sobre h € igual ao limite disso [escreve f/(x) = gimo M] e existe. E agora
—

porque f é par eu vou substituir f de negativo x por f de x. E eu vou substituir f de negativo

x mais h por f de x menos h [escreve }limo W]. Entdo eu posso s6 substituir ~
1—>

por h negativo. Entdo o limite quando h tende a zero € o mesmo que o limite quando h negativo

6 Notagdo utilizada por Zazkis et al. (2016)
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f(=z)=

tende a zero [escreve = — lim .}i(—m+h) ]. E esse pela defini¢do é f linha de x [escreve

h—0
= — f’()]. E isso significa que € {mpar.

Para Zazkis et al. (2016) o extrato acima mostra que a manipulacdo algébrica da definicio
de derivada para mostrar que f’(—z) = — f'(z) mudou a natureza da justificativa que conectava
a hipétese f(—x) = f(z) a afirmagdo que f'(—x) = —f'(x) uma vez que a justificativa no
argumento original era gréfica e baseada na conexao entre derivada e coeficiente angular. Na
interpretacdo dos autores “ele [0 estudante] conectou uma observacao grafica com relagdo a
coeficientes angulares espelhados (D) a afirmagdo que f’(x) € impar (A). Essa garantia foi
substituida por uma sequéncia de manipulacdes algébricas”(p.13, traducio nossa). Além disto a
nova garantia ndo € a traducao da garantia anterior. Apesar de mudar a forma de representacao,
mantém seu significado inalterado, mas € uma nova estratégia para conectar o dado a afirmacao.
Para Zazkis et al. (2016) “ao mover de uma representacao grafica para uma representacao
verbal-simbodlica, as garantias do argumento grafico precisaram mudar. Esse processo de troca de
garantia é o que chamamos de regarantir”(p. 13, tradu¢do nossa). Segundo anélise dos autores,
regarantir normalmente ocorre apds a sintetificagdo do dado e da afirmacao e isto ocorre uma
vez que afirmacdes apresentadas utilizando representacdo verbal-simbolica levam a esse tipo de
raciocinio dedutivo.

Zazkis et al. (2016) afirmam que “estudantes que tentaram participar nas trés atividades tiveram
uma taxa de sucesso maior ao produzir demonstragdes corretas, [...] € importante ilustrar como
todas as trés atividades atuam de forma sucessiva para contribuir na traducdo de argumentos
graficos em demonstracdes”(p.14, traduc¢io nossa). Como exemplo os autores utilizam o caso
do estudante D ao demonstrar que | (a_a) sen?(z) dz = 0 para qualquer ndmero real a. Abaixo é

apresentado outro trecho da entrevista com o estudante D.

estudante D: Sim, ok, entdo vamos usar apenas o fato de que seno de = € uma func@o par [ele quis
dizer impar]. Entdo se olharmos para a integral [pinta a parte do grifico de sen®(z) i esquerda
da origem] e olhar aquilo [pinta a parte do grifico de sen®(x) a direitas da origem] eles sdo a
mesma drea porque o seno ¢ a mesma fungdo. S6 é negativa. E ok. [...] Vamos nos atentar apenas as
demonstracdes agora. Sabemos que o seno ¢ uma fung@o par, entéo seno de x € igual ... Desculpa,
seno € uma fung¢do impar. Sim, quando eu disse par eu quis dizer impar. Estou apenas tentando te
confundir [...] E uma fungdo impar, entdo negativo seno de  é igual ao seno de negativo x [escreve
—sen(x) = sen(—z)]. Ao elevar ambos ao cubo e terd negativo seno ao cubo igual a seno ao
cubo de negativo x [ escreveu —sen?(z) = sen3(—x).

(ZAZKIS, WEBER, MEJfA-RAMOS, 2016, p.14, tradugdo nossa.)

Zazkis et al. (2016) afirmam que inicialmente o estudante constréi um argumento grafico
baseado na simetria percebida a partir do desenho feito ao ler o problema. Apesar de inicialmente
ter confundido a fun¢do seno com uma funcgéo par, ele se corrige mais a frente, mostrando que
ele tinha conhecimento das propriedades mas que havia utilizado o termo errado. O estudante D
nfo tratou sen?(z) sendo impar como dado inicial, mas sim que sen(z) sendo impar € ao elevar
ambos os lados da expressdo —sen(x) = sen(—z) como garantia para justificar que sen®(x)
¢ impar. Outro ponto levantado pelos autores no desenvolvimento do estudante € que ele nao

trata mais a simetria com relacdo ao grifico, mas sim, expressa a definicdo de funcao impar
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utilizando linguagem algébrica e portanto sintetificando aquela parte do argumento. Os autores
afirmam que o estudante em seguida inicia o processo de regarantia do argumento quando utiliza
a intui¢do proveniente do grafico de que as dreas s@o iguais mas apenas opostas para criar uma
7z . z 7 ~ a
estratégia para conectar o dado que sen®(x) é impar com a afirmagdo que f(_a) sen’(x)dz = 0.
Baseado nessa intuicao o estudante concluiu que ambas as partes deveriam se anular e portanto
decide dividir a integral em duas dreas correspondentes, e que ele pretende demonstrar que serdo
opostas. “Isso pode ser pensado como a sintetificacao da sua inferéncia implicita de ambos os
lados se cancelando”(ZAZKIS et al, 2016, p. 15). Os autores chamam a aten¢do ao fato de que
ao se analisar o argumento grafico, € possivel inferir através de uma garantia grifica que as areas
se cancelam, mas tal garantia ndo € valida no contexto algébrico. Desta forma, para provar tal
proposi¢do algebricamente € necessdria uma garantia diferente. O extrato abaixo mostra a as
estratégias do estudante para justificar sua afirmacao.
estudante D: Eu vou fazer uma mudanga de varidveis porque eu quero ter seno ao cubo de negativo
x. Entdo ele vai se cancelar com esse aqui. Entdo vou dizer que u € igual a negativo x [escreve
u = —z]. du € igual a —dz [escreve du = —dz]. Entdo eu vou pegar a integral de negativo-
negativo a até negativo zero seno ao cubo de negativo x. Quero dizer negativo w. Substitui dz por
negativo du. [escreve f(_?_{m sen3(—u)(—du) + [ sen®(z)dz = 0]. Ok. E reescreve mais
uma vez. Entdo integral de a a zero de seno ao cubo de negativo u. Eu s6 estou fazendo isso ser
mais complicado do que precisa ser. Negativo seno ao cubo de w.... negativo du mais a mesma
coisa [escreve = f;(—senS(u)(—du)) + f”]. E. E ai quando vocé inverter a e b [presumimos
que por a e b o estudante D estava se referindo ao limites superior e inferior de integracio] do lado

esquerdo faz a coisa toda negativa [escreve = — [ sin®(u)du + [ sin®(z)dz. E lembre que x
€ uma variavel “dummy” 7. Entdo sdo a mesma coisa. Isso ok. [Escreve “= 07']

ZAZKIS, WEBER, MEJfA—RAMOS, 2016, p.15, tradugao nossa.

Os autores afirmam que o estudante D regarantiu a inferéncia do cancelamento de seu argumento
grafico ao substitui-la por uma série de etapas algébricas. Além disso os autores afirmam que o
estudante usou o fato de que “x é uma varidvel ‘dummy’”’para garantir o fato que ambas integrais
de fato se cancelam apesar de incluirem duas varidveis diferentes. (ZAZKIS et al., 2016, p. 15)
Zazkis et al. (2016) afirmam que o caso ilustrado mostra que as trés atividades de traducao
tém um papel importante na produ¢cdo de uma demonstragdo valida. Além disso, os autores
afirmam que os participantes que produziram demonstragdes verbal-simbodlicas validas tendiam
preponderantemente a se engajar em elaborar, sintetificar e regarantir, enquanto aqueles que ndo
foram bem sucedidos raramente se engajavam nas trés atividades. Zazkis et al. (2016) afirmam
também que eles ndo estdo sugerindo que apenas fazer com que os estudantes se engajem
nas atividades de elaborar, sintetificar e regarantir serd suficiente para melhorar as habilidades
em converter de argumentos graficos para demonstracdes, pois como Pedemonte (2001,2007)
apontou, existem casos em que a distancia estrutural e/ou do contetido pode ser muito grande
para ser ultrapassado.

Outro ponto ressaltado pelos autores € o de apesar do artigo ter se concentrado na traducado de
argumentos graficos para demonstragcdes, que os processos de elaboragdo, sintetificacio e rega-

rantia possam ser relevantes para traduzir argumentos informais de forma mais geral. Os autores

7 Em estatistica ou econometria, particularmente na andlise de regressio, uma varidvel Dummy é aquela que toma o valor de "zero"ou

"um"indicando a auséncia ou presenca de qualidades ou atributos. (PATIAS et al., 2020)
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dialogam com Pedemonte (2007, 2008) que revelam que caso a distancia entre os argumentos e
a demonstracdo seja muito grande, entdo pode ser impossivel representd-los. Destacam ainda em
tais dominios e contextos tal fato é mais provavel de ocorrer. Zazkis et al. (2016) complementa
Pedemonte (2007, 2008) de duas formas: uma € clarificando uma forma na qual a distancia
estrutural ¢ muito grande “a saber se a regarantia exige uma sub-demonstracao verbal-simbdlica
muito dificil para conectar o dado a conclusdo de uma inferéncia especifica”’(ZAKIS et al.,
2016, p. 17), e outra ao ilustrar as atividades que os estudantes se engajam quando traduzem
corretamente argumentos graficos em demonstragdes verbais-simbdlicas.

Em “Aprendizagem de sequéncias numéricas: pesquisa sobre dificuldades de Licenciandos em
Matemadtica” , Eleni Bisognin, Vanilde Bisognin e José Carlos Pinto Leivas relatam uma pesquisa
cujo objetivo era investigar e analisar a dificuldade apresentada pelos licenciandos em matematica
ao resolver questdes envolvendo sequéncias numéricas. Os autores trazem Shulman (1986, 2987)
para explicar os tipos de conhecimentos envolvidos na pratica do professor: conhecimento de
conteddo, conhecimento pedagégico e conhecimento pedagdgico do contetddo. Esse dltimo é
caracterizado por Shulman como sendo o dominio de conhecimento especifico do professor
e que engloba tanto o conteido quanto a pedagogia. Seguindo essa linha de pensamento, os
autores propdem que as licenciaturas deveriam ter além das disciplinas obrigatérias presentes
nas Diretrizes Curriculares Nacionais, disciplinas que estudassem estratégias especificas para
cada topico, tendo assim acesso ao conhecimento que mescla pedagogia e conteudo especifico
como concebido por Shulman.

Bisognin et al. (2016) sugerem que um primeiro passo a ser tomado em dire¢do a uma mudanca
€ a de verificacdo, que pode ser por meio de atividades, do conhecimento prévio do aluno, identi-
ficando claramente o conhecimento sobre conceitos necessarios para posteriormente elaborar
aulas sobre os topicos para educagdo basica. Bisognin et al. (2016) retomam Borasi (1996),
Cury (2007), Barichello (2008) entre outras, que analisam a produgdo escrita dos estudantes
e seus erros, em diversos niveis de ensino. Tais pesquisas concordam que ““as maiores dificul-
dades na aprendizagem, no ensino superior da drea de Ciéncias Exatas, sdo evidenciadas nas
primeiras disciplinas matemadticas constantes da matriz curricular dos cursos” (BISOGNIN et al.,
2016, p. 363). Para os autores, a questdo nas Licenciaturas em Matemdtica € ainda maior pois 0s

futuros professores apresentam déficits no conhecimento de contetidos oriundos do ensino médio.

A formagio de professores de Matematica, inicial ou continuada, precisa levar em conta as dificul-
dades dos estudantes em contetidos especificos, porque imagens de conceitos (Tall e Vinner, 1981),
construidas ao longo da escolarizagio desses estudantes, podem conflitar com defini¢des que lhes
sdo apresentadas nos respectivos cursos, constituindo-se em uma fonte de erros que vao prejudicar
a sua futura pratica profissional.

BISOGNIN; BISOGNIN; LEIVAS, 2016, p. 363

Bisognin et al. (2016) afirmam que sequéncias numéricas sdo conteudos basilares para
a compreensdo da Matemdtica e, portanto, as dificuldades dos estudantes nesse campo do co-

nhecimento deveriam ser enfrentadas por meio de investigacdo aprofundada. Os autores entdo,
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propuseram investigar seguindo as seguintes questdes norteadoras®: “Quais as dificuldades apre-
sentadas por professores de Matematica em formacao inicial, em rela¢do ao contetido ‘sequéncias
numéricas’? Como essas dificuldades se situam em relacao aos trés Mundos da Matematica,
conforme Tall (2004, 2013)?*(ibid., p. 363-364). Os autores apresentam a parte inicial da pes-
quisa, e contard com a andlise das dificuldades encontradas por licenciandos em Matematica ao
resolverem uma questdo sobre sequéncias numéricas.

Para Bisognin et al. (2016), sequéncias numéricas poderiam ser ensinadas em diversas fases da
vida académica, sendo introduzida quando os estudantes comeg¢am a aprender padrdes, podendo
posteriormente ser abordada ao se entender progressoes aritméticas e geométricas até se chegar
no ensino superior, quando estas serdo o alicerce para o estudo de séries. Os autores entao
levantam a questdo: Como apresentar e quais metodologias de ensino utilizar nas diferentes fases
da vida académica? “E o que os professores precisam saber sobre sequéncias para entender as
necessidades de diferentes propostas de ensino desse conteido?” (BISOGNIN; BISOGNIN;
LEIVAS, 2016, p.362).

Os autores entdo trazem a defini¢do de sequéncias numéricas de acordo com diversos autores.
Como um representante de autores que utilizam apenas de palavras para definir sequéncias
numéricas, Bisognin et al. trazem Malta, Pesco e Lopes (2002, p.95) uma vez que esses definem
que “uma sequéncia de nimeros reais € uma lista de nimeros ordenados pelos naturais, isto
€, uma sequéncia nos dd um numero real que € o primeiro termo da sequéncia, um numero
que € o 2 termo da sequéncia e assim por diante” (apud BISOGNIN et al., 2016, p.364). Para
contrastar, os autores trazem a definicdo em Stewart (2001, p.693) por estar algebrizada como
“uma sequéncia pode ser pensada como uma lista de nimeros escritos em uma ordem definida:
ai, az,az O nimero a; é chamado de primeiro termo, a, € o segundo termo, e em geral a,, € o
n-ésimo termo” . Em Lima (1999, p.22), um texto de anélise real, a definicdo € “uma fungao
de: N — R, que associa a cada nimero natural n um nimero real z,,, chamado n-ésimo termo
da sequéncia” (apud BISOGNIN et al., 2007, p. 364). Nesse mesmo livro, Lima (1999, p.23)
traz um nuimero real “é o limite da sequéncia (z,, ) quando, para todo nimero real ¢ > 0, dado
arbitrariamente, pode-se obter ny € N tal que todos os termos x,, com indice n > ny cumprem a
condi¢do |x,, — a| < €” (apud BISOGNIN et al., 2007, p. 364). Bisognin et al. (2016) defendem
que durante o curso de licenciatura, os professores em formagao t€ém a oportunidade de conhecer
conceitos como sequéncias numéricas, limites e convergéncias de sequéncias e limites no infinito.
Para esses autores € necessario que o estudante da licenciatura compreenda esses conceitos
pois eles podem ser tteis para o estudo de conceitos presentes no ensino bésico. Bisognin et
al. (2016) utilizam a ideia de Tall (2004, 2013) sobre os Trés Mundos da Matemaética como
aporte tedrico para sua pesquisa. Para Tall (2004, 2013) “o desenvolvimento cognitivo de um
sujeito, em Matematica, envolve trés mundos: mundo conceitual corporificado, mundo proceitual
simbdlico e mundo formal axioméatico” (BISOGNIN et al., 2007, p. 364-365). Bisognin et al.

(2016) relacionam o mundo conceitual corporificado com as nossas experiéncias no mundo real.

8 A pesquisa foi submetida a um edital do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq)
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Segundo os autores “por meio da reflexdo e do uso da linguagem, podemos enfocar aspectos
da nossa experiéncia sensorial, que nos levam a imaginar elementos provenientes da nossa
visualiza¢do ou da nossa imagina¢cao” ( BISOGNIN et al., 2007, p. 365). Bisognin et al (2007)
interpretam que o mundo conceitual corporificado também diz a manipulagcdes de objetos na
mente do individuo.

Ja o mundo proceitual simbdlico estd relacionado ao uso de simbolos para indicar nog¢des pre-
sentes no mundo corporificado. Esses simbolos podem tanto se referir a conceitos quanto a
operacdes. Uma distingao apresentada por Gray e Tall (1994) € entre procedimento, que diz
respeito a algoritmos especificos, e processo, que € “usado em termos gerais, como quando se
menciona o processo de adi¢do” (BISOGNIN; BISOGNIN, LEIVAS, 2007, p. 365). Gray e Tall
(1994) conceituam a nog¢do de proceito, que € um amalgama entre processo e o objeto (resultante
do processo) combinados em uma tinica no¢do representada por um mesmo simbolo. Bisognin
et al. (2016) exemplificam com a expressao “5+4” que diz respeito tanto ao processo de adicao
de 5 com 4, quanto o seu resultado “9” .

Bisognin et al. (2016) definem o mundo formal axiomético como aquele construido a partir
de defini¢bes, axiomas e teoremas, ou seja, ¢ o mundo formado por um sistema axiomatico. A
partir desses trés mundos Tall (2013) concebe um esquema e trés processos nao hierarquicos de
desenvolvimento dos conhecimentos denominados: matematica pratica, matematica tedrica e
matematica formal.

Para Tall (2013) a matemadtica prética diz respeito a percep¢ao e descricao de determinadas
propriedades de figuras, mas sem uma percep¢ao mais avancada sobre as relagdes entre elas.
Pode envolver calculos aritméticos e experiéncias com forma e espago. Tall (2013) afirma que a
matematica tedrica “inclui os niveis mais sofisticados de incorporagao e simbolismo”(TALL,
2013, p. 19). A matemaética formal engloba o desenvolvimento de demonstracdes formais utili-
zando axiomas e baseadas em defini¢des provenientes da teoria de conjuntos.

Bisognin et al. (2016) afirmam que a experiéncia de cada individuo com os trés mundos pode ser
diferente, uma vez que sofrerdo influéncia do meio, da sua formacao escolar e das dificuldades
enfrentadas ao longo da sua vida académica. Os autores trazem Lima (2007) e Tall e Vinner
(1981) quando estes afirmam que cada individuo cria sua propria imagem de um conceito e que
essa ndo € estdtica, mas que vai se modificando a partir de novas experiéncias. Bisognin et al.
(2016) afirmam que os estudantes de licenciatura, durante sua formacgao, precisam transitar por
todos os mundos, e para tal, € necessdrio que recorram a conhecimentos anteriores que Tall
denomina “met-before” e que foi traduzido por Lima (2007) como “jd encontrado” . Bisognin
et al. (2016) trazem Lima e Tall (2008) quando tratam da ambiguidade da influéncia dos “ja
encontrados” , uma vez que podem ser tanto positivos quanto negativos. Explicam essa ambigui-
dade por meio de um exemplo, sendo positiva quando o individuo € capaz de resgatar conteidos
anteriores para auxiliar na resolucdo de novos problemas, mas negativa quando os procedimentos
ndo sdo compreendidos corretamente o que pode gerar procedimentos incorretos no decorrer da

resolugdo.
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Bisognin et at. (2016) afirmam que embora por vezes os licenciandos sejam capazes de identificar
dificuldades enfrentadas no decorrer da sua vida académica, eles ndo sdo capazes de modificar
suas préaticas a fim de nao replicar os quadros que os levou a essa situagdo, ou por nao terem
tempo de estudo suficiente, ou por falta de orientacdo. Os autores defendem entdo que um cami-
nho para auxiliar a mudanca de praticas que ndo mais perpetuardo as dificuldades ja encontradas
¢ analisar qual dos Trés Mundos da Matemadtica s@o mais proeminentes € quais os elementos
“ja encontrados” que influenciam essas respostas para sanar as dificuldades dos licenciandos. A
pesquisa realizada por Bisognin et al. (2007) teve um caricter qualitativo onde foram analisadas
as respostas de 15 estudantes de Licenciatura em Matematica. Os alunos, oriundos de duas
Institui¢cdes de Ensino Superior do Estado do Rio Grande do Sul, responderam uma questao
sequéncias numéricas. Os participantes ja haviam cursado a disciplina de andlise matematica e,
portanto, os estudantes ja haviam estudado sobre sequéncias numéricas. Os autores representam

a questdo como a seguir:

Figura 2 — Questdo apresentada por Bisognin et al.
- n o) i Ta 4
A sequencia [{?” = — ) J[L‘ITI. 0S S5€Us primeiros termos repre SL‘HtEdOS na llglllﬂ
R+

abaixo.

(a) A figura permite concluir que a sequéncia é convergente? Por qué?

(b) Considere, também, a defini¢do do seu termo geral e determine qual € o limite desta
sequéncia quando n — +w0.

Fonte: Bisognin et al., 2016, p. 367 .

Bisognin et al. (2016) consideram duas respostas corretas para a primeira questao. Uma
delas € usando linguagem natural, ou seja, falando que os termos da sequéncia estdo se aproxi-
mando de zero conforme o valor de n cresce. A outra possibilidade apresentada pelos autores
¢ utilizando a linguagem simbdlica, a sequéncia (a,,) converge para 0 porque, para cada ¢ > 0,
existe ng € N tal que n > ng => |a,| < €. Os autores classificaram como parcialmente corretas
quando os estudantes afirmaram que a sequéncia era convergente mas sua justificativa utilizava

argumentos incorretos e incorretas quando o estudante considerou que a sequéncia ou nao era
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convergente ou nao sabia argumentar sobre a convergéncia.

Para a segunda questao os autores esperavam que os alunos, por meio de cdlculos, concluissem
que nh_}rrolo +2-7 = 0 e essa foi considerada a resposta correta. Os autores consideraram a resposta
parcialmente correta caso o estudante tenha escolhido a estratégia adequada para o cdlculo do
limite mas tenha cometido um erro de linguagem matemdtica, e incorreta quando o cdlculo do
limite estivesse errado ou quando a resposta foi apresentada sem desenvolvimento. Os autores
consideraram a resposta em branco quando o estudante ndo demonstrou uma tentativa de solugdo
ou quando apenas copiou os dados do enunciado.’

Das respostas corretas na letra a) os autores informam que todos utilizaram da linguagem natural
para justificar sua resposta, e, segundo eles, nesse contexto os estudantes acabam por mostrar
certa impropriedade. Para os autores esse fendmeno representa uma visdo do mundo conceitual
corporificado, uma vez que simbolos e definicdes formais estdo ausentes. Das respostas parcial-
mente corretas, ambos estudantes tentaram utilizar calculos para chegar a resposta certa, o que
segundo os autores mostra tracos do mundo corporificado e simbdlico. Das respostas incorretas,
alguns consideram que a fun¢@o ndo era convergente, outros afirmaram nao ser possivel afirmar
com base nos dados apresentados. Um estudante apenas afirmou que “sim” , a sequéncia era
convergente, mas nio justificou sua resposta. Os autores afirmam em sua andlise que as respostas
indicam uma visao do mundo corporificado, uma vez que os participantes ndo sio capazes de
fazer generalizacOes com base nos dados apresentados.

Para a questdo b) as andlises se iniciaram a partir das questdes parcialmente corretas, uma vez
que ndo houve respostas corretas. Os estudantes que tiveram sua resposta categorizadas como
parcialmente correta, em geral, tinham nocao dos procedimentos a serem realizados a fim de se
calcular o limite, entretanto falhavam ao aplica-los. Quatro dentre os estudantes que tiveram suas
respostas parcialmente corretas utilizaram ferramentas algébrica e um deles respondeu a questao
usando linguagem natural sem se ater ao termo geral da sequéncia numérica. Segundo Bisognin
et al. (2016) esses estudantes eram capazes de trabalhar tanto no mundo corporificado quanto
no mundo simbdlico, mas ndo conseguiam transferir essas informacdes para o mundo formal.
Segundo Bisognin et al. (2016) as respostas dos oito participantes que erraram tém caracteristicas
do mundo corporificado. Algumas delas inclusive incluiam simbolos, o que sugere, segundo
Bisognin et al. (2016), que seus autores t€ém a propensao a passear pelo mundo simbdlico, mas
falham ao tentar fazé-lo.

Bisognin et al. (2016) afirmam que sdo as respostas para o item a) que indicam que a maioria
participantes nao sabem expressar em linguagem simbdlica a definicdo de convergéncia de
sequéncia, uma vez que nenhum dos entrevistados utilizou € para demonstrar o limite. Com
relacdo a resposta ao item b) os pesquisadores afirmam que os dados mostram que os estudantes
ainda estdo restritos a matematica pratica uma vez que nenhum deles apresentou uma demonstra-

cdo formal.

9 Os autores apresentaram os dados sobre erros e acertos em um quadro, que mostrou que para a letra a) houve 4 acertos, 2 questoes

parcialmente corretas, 4 incorretas e 5 em branco. J4 para a letra b) ndo houve acerto, 5 questdes estavam parcialmente corretas, 8 incorretas
e 2 em branco. Os autores em sua andlise ressaltam que ndo houve nenhum acerto na letra b) e como o corpo de dados era muito limitado, os
erros ndo foram separados em categorias, mas uma andlise foi feita em todas as respostas.
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Para os autores € possivel detectar “ja encontrados™ nas respostas para ambos itens, como por
exemplo, quando no item a) um dos pesquisados responde que € possivel analisar o limite pela
direita mas ndo pela esquerda, o que demonstra um regaste da nocdo de limite trabalhada no
célculo. Como exemplo de “ja encontrado” na questdo b) os autores trazem as respostas do estu-
dante que justificou corretamente a convergéncia da sequéncia, considerando que o denominador
€ sempre maior que o numerador, indicando assim um resgate do conhecimento “de que o valor
de uma frac@o com numerador e denominador positivos € denominador maior que o numerador
estd entre 0 e 1”7 (BISOGNIN et al., p.372).

Bisognin et al. (2007) afirmam também que uma das razdes possiveis para as dificuldades
dos estudantes e que podem se perpetuar na pratica deles € relacionada ao sinal de igualdade.
Os autores trazem Ponte, Branco e Matos (2009) por sua contribui¢do ao indicar o sinal de
igualde tem pelo menos trés significados. O primeiro significado € o operacional, onde o sinal de
igualdade atua como ““separador” entre dois raciocinios. O segundo significado estd associado
a no¢ao de equivaléncia, onde os individuos operam um lado da igualdade para determinar a
resposta, como por exemplo, quando o estudante € solicitado a resolver a equagdo 5 + x = 3,
onde se pergunta qual o valor de x que fard com que as duas expressdes sejam equivalentes. O
terceiro estd associado a relacdo de dependéncia entre duas varidveis, como € o caso da equacgdo
y =%+ 2.

Bisognin et al. (2016) discutem também o uso do sinal de igualdade que estudantes fazem
como apenas uma conexao entre diversos passos, o que leva a diferentes erros. Bandar6 e
Lima (2011) fazem uma andlise baseada nos Trés Mundos da Matematica dos significados da
igualdade. Para eles, quando o sinal de igualdade estéd sendo utilizado para relacionar a coisas
concretas como, por exemplo, ao resultado de uma contagem, essa situacao estaria enquadrada
no mundo corporificado. Como representacdo do mundo simbdlico os pesquisadores usam a
notacao ILm a, quando os estudantes a entendem tanto como processo como também como
conceitoleo(? mundo formal o sinal de igualdade deveria ir além do mundo simbdlico, sendo
entendido como a indica¢do de uma verdade (BISOGNIN et al.; 2016), o que ndo aconteceu em
nenhuma resposta.

Bisognin et al. (2016) sintetizam que os dados indicam que os 15 licenciandos ainda estdo no
estdgio da matematica pratica uma vez que justificam suas afirmacdes baseados em elementos
corporificados. Outro ponto ressaltado pelos autores € que os estudantes apresentaram dificulda-
des relacionadas tanto a linguagem matematica, quanto o simbolo de igual e o simbolo de limite
e suas funcgdes

Por fim trazemos o trabalho de Miriam Ferrazza Heck e Helena Noronha Cury intitulado “Uma
anélise de respostas de estudantes de licenciatura em matemaética a uma questdo sobre sequéncias
numéricas, a luz dos registros de representacdo semidtica” . Assim como o trabalho de Bisognin
et al. (2016), Heck e Cury (2018) analisa as respostas de estudantes de licenciatura a uma questdo

sobre sequéncias numéricas, adotando a perspectiva dos registros de representagio semiética. '’

10" A pesquisa relatada no artigo faz parte de um projeto apoiado pelo Edital do CNPq.
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Os autores notam que os estudantes pesquisados tinham muita dificuldade em converter diferen-
tes representacdes em linguagem simbolica de sequéncias.

Heck e Cury (2018) afirmam que o contetido de sequéncias numéricas estd em presente em tanto
no ensino fundamental quanto médio; no primeiro, apresentado na forma de representacdes figu-
rais e no segundo quando sdo estudadas progressdes aritméticas (P.A.) e progressdes geométricas
(P.G.)."

Segundo Duval (2006) € necessario que se entenda os processos, que envolvem registros de
representacao, pelo qual os individuos passam ao tentar compreender a matematica. Heck e
Cury (2018) retomam a visdo de Duval (2006) quando este afirma que ao se fazer matematica é
necessario que o individuo converta uma representacdo semiotica em outra. Heck e Cury (2018)

utilizam a defini¢do dada por Duval (2012a) para representagdes semidticas:

as representa¢des semiéticas sio produgdes constituidas pelo emprego de signos pertencentes a
um sistema de representagdes que tem inconvenientes proprios de significacdo e de funcionamento.
Uma figura geométrica, um enunciado em lingua natural, uma férmula algébrica, um grafico sdo
representacdes semidticas que exibem sistemas semiéticos diferentes.

(2012a, p. 269, grifo do autor)

Para Duval (2012) é importante que ao se ensinar, se utilize de diferentes represen-
tacdes semiodticas (graficos, lingua natural, simbolos) pois, segundo ele, para que se aprenda
conceitualmente sobre um objeto (noésis) € necessdrio que se aprenda os diferentes registros de
representacdes (semiose). Heck e Cury (2018) apresentam Duval (2009) quando este explica as

trés atividades cognitivas da semiose que sao:

formac@o (identificacdo do objeto matemadtico representado), tratamento (operagdo cognitiva que
vai compreender uma transformagdo do registro representagao no interior do mesmo sistema
semidtico de representacdo em que foi formado) e conversio (transformacdo de um dado registro de
representacdo, pertencente a um sistema semidtico em outro registro, pertencente a outro sistema
semiotico).

(HECK; CURY, 2018, p. 4-5)

Apoiando-se em Duval, Heck e Cury (2018) defendem que os objetos matematicos s
podem ser acessados através de representacdes semidticas, o que ndo € o caso de disciplinas como
quimica e fisica. Ainda apoiando-se em Duval (2012), retomam sua questdo sobre como seria
possivel reconhecer que diferentes registros de representacdes sao na verdade representacdes do
mesmo objeto se ndo existe um meio diferente do semidtico para alcangéd-los. Para Duval, isso é
possivel quando o individuo é capaz de converter um registro de representacdo em outros, nao

importando o sentido da conversdo. '?

1" Os autores afirmam que uma vez que tal contetido estd presente nas diversas fases da escolaridade, é necessdrio que o professor tenha sélidos

conhecimentos conceituais e procedimentais desse contetdo.
Como exemplo Heck e Cury utilizam uma equago linear da forma y=ax+b, que pode ser representada no plano cartesiano por uma reta. Por
outro lado, uma reta ndo vertical no plano cartesiano pode ser representada utilizando termos algébricos.
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Heck e Cury (2018) afirmam que os erros cometidos pelos estudantes sdo importantes para
representar o seu conhecimento sobre a matematica. Os autores apontam para os dois tipos de
erros apresentados por Duval, que s@o os erros recorrentes ou transitorios. O primeiro diz respeito
aos erros relacionados a um conteddo especifico. Ja os erros recorrentes nao estio relacionados a
um contetddo especifico, mas sim, ?a maneiras de definir, de raciocinar? (HECK; CURY, 2018,
p.5).1

Segundo Heck e Cury (2018):

Para Vale (2009), fazer uma generalizagio algébrica consiste em tomar uma caracteristica comum
que € notada em alguns elementos de uma sequéncia, perceber que se aplica a todos os termos
dessa sequéncia e ser capaz de usd-la numa expressao que traduza qualquer termo. Segundo Vale
(2012), um padrio serd de repeti¢cdo quando hd um motivo identificdvel que se repete de forma
ciclica, indefinidamente, e serd de crescimento quando cada termo muda de forma previsivel em
relagdo ao anterior.

HECK; CURY, 2018, p. 5

Heck e Cury (2018) concordam com Duval (2012b) quando ele afirma que um dos meios
de entender o que os estudantes sabem de matemética, é por meio das respostas deles. Ao analisar
as respostas dos alunos, os autores concluiram, assim como Bisognin et al (2016), que muitos
licenciandos possuem diversas defasagens com respeito a conceitos matematicos e processos
matematicos. Os autores afirmam também que os dados da amostra mostram que os estudantes
“tem dificuldades em realizar transformagdes dos registros de representacdo em linguagem
natural e em figuras para registros simbolicos e, em especial, para realizar tratamentos dentro do
registro simbdlico” (HECK, CURY; 2018, p.12). Heck e Cury (2018) concordam com D’ Amore
(2005) uma vez que acreditam que existem trés processos que o estudante deve se engajar para
aprender os conceitos matematicos e sao eles: representar os conceitos, tratar as representacoes e
converter as representacdes. Heck e Cury (2018) defendem que o mais importante processo € o
de conversdo pois “somente quando um estudante consegue converter uma representacdo de um

registro para outro é que se apropria do conhecimento sobre aquele conceito” (p. 13).'

13 Heck e Cury (2018) trazem a visio de Duval que professores em formagio deveriam desenvolver a habilidade de analisar os erros dos

estudantes e serem capazes de elaborar atividades que ?permitam o acesso ao seu pensamento? (p. 5). Os autores afirmam entdo que a questdo
apresentada aos participantes da pesquisa envolvia um padrdo que se repetia. Para os autores padrdes sdo estabelecidos matematicamente
quando se é possivel determinar uma regra que define os termos. Os autores afirmam que uma das consequéncias do trabalho € que os dados
apresentados nele podem ser usados por professores para conscientizar seus licenciandos de suas dificuldades conceituais e procedimentais.
Heck e Cury (2018) defendem que nas aulas que o professor foca em termos algébricos no tratamento desse tipo de registro, ele esta
privando os estudantes de um conhecimento que vai os acompanhar ao longo de suas trajetdrias académicas. Segundo os autores, uma forma
de se trabalhar os conceitos de sequéncia seria inicialmente trabalhar padrdes de figuras e suas conversdes, o que serviria para auxiliar as
discussdes do conceito nos seus diferentes registros.
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4 Metodos da Pesquisa

4.1 Sobre a metodologia

A pesquisa é de cunho qualitativo, por seu cardter exploratdrio e caracteristicas da
questdo a ser respondida, tendo o ambiente natural como campo de investiga¢do. Encontramos
na etnografia (MATTOS, 2011) ferramentas para estudar fatos e eventos menos previsiveis em
contextos interativos determinados entre as pessoas ou grupos. Desta forma, essa metodologia nos
permite investigar e analisar diversos aspectos que podem interferir no processo de aprendizagem,
apoiando a inten¢do da pesquisa. De acordo com Mattos (2011) a pesquisa etnografica tem por
objetivo documentar, monitorar e encontrar o significado da acao. Por ser essa uma metodologia
que € guiada preponderantemente pela intui¢ao do pesquisador, isso permite que a utilizacio de
técnicas e procedimentos etnograficos nao siga padroes rigidos ou pré-determinados, mas que a
forma com que a pesquisa vai ser desenvolvida a partir de determinado instante seja orientada
pelo conhecimento do pesquisador ou por resultados que podem emergir sugerindo uma forma
diferente de se pesquisar. Como a forma com que cada individuo aprende é diferente, esse
tipo de pesquisa permite que se possa estudar individuos que ndo se enquadram em modelos

pré-estabelecidos.

As ferramentas metodoldgicas para producdo de material empirico consistem em re-
gistros de campo provenientes do acompanhamento das aulas supracitadas, as respostas dos
estudantes as questdes das avaliacdes elaboradas pelo professor, e transcricao na integra de uma
entrevista em grupo, semi-estruturada e planejada no formato de uma atividade. Nossa hipotese
de pesquisa € a de que os individuos aprendem de formas diferentes e que representagdes visuais
e diagramas auxiliam no processo de aprendizado de conceitos matemdticos formais. Nosso
objetivo € analisar de que modos tais objetos - representacdes visuais e diagramas, podem
permear, apoiar ou obstruir os processos de aprendizagem de conceitos matematicos formais.
Desse modo, e utilizando métodos etnogréficos planejamos acompanhar as aulas em uma turma
de terceiro ano de um curso de matematica em uma universidade, no periodo em que, na maioria
dos curriculos, as disciplinas que abordam a matematica formal passam a ser oferecidas. A
intencao do pesquisador € a de que, mesmo como observador ndo participante, sua presenca se
torne familiar ao grupo.

Para o planejamento da atividade da entrevista foi utilizado como plano de fundo, o caso de
Chris, um estudo de caso apresentado por Pinto (1998) em sua tese de doutorado.

Ap6s a escolha do tema de pesquisa para a dissertacdo, e o planejamento geral da pesquisa,
a outra questdo importante de fazer era onde seria realizado o trabalho de campo. Dentre as
institui¢des e disciplinas em que o campo de pesquisa atenderia aos propositos da pesquisa e

cujo acesso ao campo seria possivel, escolhemos a disciplina de Introducdo a Topologia, que é
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apresentada como a primeira parte do curso de andlise real, na Universidade Federal do Estado
do Rio de Janeiro.

Para andlise do material empirico produzido, utilizaremos Thematic Analisys (andlise tematica -
TA) uma vez que esta € uma metodologia para identificar, analisar e reportar padrdes (temas) em
dados (BRAUN; CLARKE, 2008, p.6), o que pode permitir responder a questdo de pesquisa
colocada. Braun e Clarke defendem que a TA deveria ser o primeiro método qualitativo de
andlise que pesquisadores deveriam aprender, uma vez que este fornece diversas habilidades que
sdo uteis para diversas outras formas de andlise quantitativa (BRAUN; CLARKE, 2008, p.4).
Além disso, os autores defendem que a TA fornece uma ferramenta de pesquisa util e que pode
prover uma andlise rica, detalhada e complexa dos dados.

Braun e Clarke (2008) argumentam também que ao mesmo tempo que a TA tem alto grau de
flexibilidade, € necessdrio que se estabelecam diretrizes para uma utilizag@o efetiva do método.
Portanto alguns termos que serdo utilizados sao definidos tais como: Corpo de dados, que se
refere a todo material coletado para um projeto de pesquisa especifico; conjunto de dados, que se
refere a todo material do corpo que esta sendo utilizado em uma andlise especifica; item de dado,
que € utilizado para descrever um pedacgo individual do material coletado. Juntos, formarao o
conjunto de dados ou corpo de dados e a extracao de dados se refere a todo pedaco de material
codificado que foi identificado em ou extraido de um item de dado. Em nosso texto usaremos a
expressdo material produzido para a analise como sendo o conjunto de dados usado na andlise
buscando responder a questao de pesquisa.

Braun e Clarke afirmam que ndo héd consenso acerca do que € a andlise temadtica e de que forma
esta deve ser conduzida. Entretanto eles afirmam que apesar de muitas vezes ndo informado,
diversas andlises sdo, em sua esséncia, andlises tematicas (BRAUN; CLARKE, 2008, p. 6-7). Os
autores seguem afirmando que uma clara exposi¢ao acerca de quais suposi¢des guiaram suas
andlises e de que forma esta anélise foi feita sdo essenciais para que outros pesquisadores sejam
capazes de avaliar os dados da pesquisa e realizar projetos relacionados no futuro (BRAUN;
CLARKE, 2008, p. 7). Braun e Clarke (2008) defendem ainda que autores como Singer e Hunter
(1999) falam da emergéncia de temas a partir dos dados, em uma perspectiva proxima a da Teoria
Fundamentada em dados (Grounded Theory). Para Braun e Clarke (2008), tal perspectiva nega o
papel ativo do pesquisador, que identifica e seleciona os temas e padrdes de interesse da andlise.
Enfim, que produz os dados, para andlise. Ely et al. (1997) afirmam que a emergéncia de temas
pode ser mal interpretada como algo que € intrinseco ao material empirico coletado, quando, na
verdade, este estd de fato na cabeca de quem analisa os dados e cria relagdes para entendé-lo
(ELY et al., 1997).

Braun e Clarke (2008) afirmam que andlise tematica € um método mais acessivel para pes-
quisadores que estdo iniciando suas pesquisas qualitativas uma vez que esta ndo requer um
conhecimento tedrico e tecnoldgico da teoria como € necessdrio, por exemplo, para andlise do
discurso e para a teoria fundamentada nos dados (BRAUN; CLARKE, 2008, p. 9). Além disto,

Braun e Clarke afirmam ainda que a TA ndo € associada a nenhuma teoria pré-existente, e por-
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tanto, pode ser utilizado em diferentes referenciais tedricos. Braun e Clarke (2008) reconhecem
que a TA pode ser um método essencialista ou realista, que reporta experiéncias, sentidos e
a realidade dos participantes, ou pode ser um método construcionista quando se examina de
que formas eventos, realidades, significados, experiéncias sdo o efeito de diversos discursos
operando na sociedade (BRAUN; CLARKE, 2008, p. 9). Uma vez que a TA pode ser utilizada
com diversas finalidades, € importante que o ponto de vista tedrico seja explicitado para trazer
a tona suposicdes sobre a natureza dos dados, o que eles representam em termos de ‘mundo’,
‘realidade’ e assim sucessivamente (BRAUN; CLARKE, 2008, p. 9).

Dentre os topicos importantes que devem ser considerados antes mesmo do inicio da andlise
dos dados devem estar, por exemplo, a consideracdo do que se entende por um tema. Braun e
Clarke (2008) consideram que um tema captura algo importante acerca dos dados com relacdo a
questdo de pesquisa, e representa alguns niveis de resposta ou significado padronizado no escopo
do conjunto de dados. Ao se realizar a codificacdo, um ponto importante a ser analisado é o
que € considerado um tema e qual tamanho ele precisa ter. Uma vez que a TA trata de andlise
qualitativa, a quantidade de vezes que a evidéncia de um tema aparece no conjunto de dados
ndo serd relevante para determinar se este deve ou ndo ser considerado como tal. Um tema pode
ter um espaco considerdvel em alguns itens de dados, e pouco ou nenhum em outros, ou pode
aparecer pouco no conjunto de dados (BRAUN; CLARKe, 2008, p.10). Braun e Clarke (2008)
defendem que € necessaria certa flexibilidade ao se julgar o que pode ser considerado um tema e
que um dos principais aspectos a ser considerados € que para ser considerado um tema este deve
capturar algo importante com relacdo a questdo de pesquisa. Além disso outro ponto a ser obser-
vado € a prevaléncia. Segundo Braun e Clarke nao existe forma certa ou errada de determinar
a prevaléncia, mas o que é necessdrio é que haja consisténcia na forma que vocé determina a
prevaléncia na andlise realizada. Autores como Meehan et al. (2000), Braun, Gavey e McPhilips
(2003), Taylor e Ushher (2001) representam prevaléncia como ‘a maioria dos participantes’,
‘diversos participantes’, ‘alguns participantes’; desta forma nao atribuindo caricter quantitativo
ao conceito. Braun e Clarke (2008) defendem que ainda se faz necessdria uma discussao acerca
do como e porque nds poderiamos representar a prevaléncia dos temas em um dado, e, de fato,
se, e porque a prevaléncia € importante (BRAUN; CLARKE, 2008, p.11).

E preciso determinar o tipo de andlise que ser4 feita e quais alegacdes que se deseja fazer, em
relacdo ao conjunto de dados (BRAUN; CLARKE, 2008, p.11). Diferentes tipos de andlise
podem ser realizados; por exemplo, pode-se fazer uma descri¢do de todo seu conjunto de dados.
Neste caso, ndo serd possivel ter um alto grau de complexidade e profundidade nos seus dados,
mas tal abordagem se faz ttil em estudos exploratdrios, quando se estd realizando uma pesquisa
num campo relativamente pouco pesquisado ou quando ndo se sabe a visdo dos participantes
acerca do topico. Outra possibilidade € utilizar a TA para fornecer uma visao mais detalhada
de um tema particular, ou conjunto de temas, dentro de um dado. Isto pode relacionar a uma
questdo especifica ou drea de interesse em um conjunto de dados, ou de um tema que se destaque
em sua maior parte (BRAUN; CLARKE, 2008, p.11).
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Braun e Clarke (2008) reconhecem duas formas iniciais de identificar temas e padrdes nos dados,
que sdo a forma indutiva, também denominada ‘de baixo para cima’! ou a forma dedutiva ou
tedrica, também denominada ‘de cima pra baixo’2.(BRAUN; CLARKE, 2008, p-XX)

Na andlise indutiva os temas identificados sdo ligados fortemente aos dados. Nesta abordagem
os temas identificados podem ter pouca conexdo com a questdo feita aos participantes, além
de ndo serem guiados pelo interesse tedrico do pesquisador na drea ou topico. Sendo assim,
codificar os dados seguindo esta vertente significa codificar sem tentar fazer seus dados fiquem
adequados a estruturas de codificac@o preexistentes, ou seja, a codificacdo é determinada pelo
material produzido para anélise.

A andlise tedrica é guiada pelo interesse do pesquisador na drea e, portanto, é determinado pelo
analista. Tal forma de andlise ndo tem uma boa explicacdo do quadro geral, mas apresenta de
forma mais detalhada alguns aspectos do material empirico.

Outra decisao que Braun e Clarke (2008) apontam ser necessaria € sobre o nivel em que os
temas serdo identificados: se serdo identificados no nivel seméntico ou explicito, ou no nivel
latente ou interpretativo. A TA tipicamente se foca consistentemente no primeiro nivel. A andlise
semantica identifica diretamente o que o participante disse, sem se aprofundar. Idealmente, o
processo analitico progride da descricdo, que a organiza¢do dos dados resumidos a fim de mostrar
padrdes no conteddo semantico, para a interpretacdo que € a tentativa de teorizar o significado
dos padrdes e seus sentidos e implicagdes mais amplos, frequentemente relacionados a literatura
preexistente (BRAUN; CLARKE, 2008, p.13).

Por outro lado, a TA no nivel latente vai além da semantica dos dados. Ela busca analisar e iden-
tificar ideias, suposi¢des, conceitualizacdes e ideologias que moldam ou informam o contetdo.
O uso dos dois niveis de andlise é exemplificado em Braun e Clarke (2008) usando o exemplo de
uma metafora. Se o objeto de estudo fosse uma massa de gelatina, a abordagem semantica iria
buscar descrever a superficie da gelatina, sua forma e significado, enquanto a abordagem latente
buscaria identificar as caracteristicas que deram a massa de gelatina sua forma e significado.
Segundo Braun e Clarke (2008) a TA pode se inserir tanto no paradigma realista/ essencialista
quanto no paradigma construtivista. A abordagem essencialista/ realista pode ser utilizada para
teorizar motivagdes, experiéncias e significados de forma direta, porque nesta vertente € assumida
uma relacdo unidirecional entre experiéncia e linguagem (BRAUN; CLARKE, 2008, p.14). A
andlise conduzida sobre a abordagem construtivista busca teorizar o contexto sociocultural e
condigdes estruturais que levaram as percepcdes do individuo.

Os passos necessdrios para se realizar a TA nao sdo exclusivos. Pelo contrério, sdo parecidos
com os passos de outras pesquisas qualitativas. A andlise se inicia quando o analista comeca a
notar e buscar por padroes de significados e dreas de potencial interesse no material empirico. O
ponto final € a descri¢ao do conteido e significado dos padrdes (temas).

Braun e Clarke (2008) apresentam um guia para ajudar no processo de andlise, ressaltando que

I Tradugdo do termo, em inglés, bottom up.

2 Tradugdo do termo, em inglés, top down
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um guia para uma pesquisa qualitativa ndo sdo regras, mas caminhos que podem ser seguidos
de forma flexivel para tornar-se adequado tanto a questdo de pesquisa quanto aos dados. Além
disso, a andlise nao € um processo linear, mas um processo que requer avangar e revisitar o que
ja foi feito diversas vezes. Os passos sdo: se familiarizar com os dados, gerar c6digos iniciais,
procurar por temas, rever os temas, definir e nomear os temas e produzir o relatério. (BRAUN;
CLARKE, 2008 p.16)

Segundo Braun e Clarke (2008) € vital que o analista esteja imerso nos dados ao ponto de estar
familiarizado com a profundidade e extens@o do conteudo. Essa imersdo comumente envolve a
leitura repetida dos dados, muitas vezes buscando significados e padroes (BRAUN; CLARKE,
2008 p.16). Braun e Clarke (2008) sugerem que € importante que se leia os dados na integra
pelo menos uma vez antes de comecar a codificar. Esta é uma das razdes pelo qual pesquisas
qualitativas usam amostras menores, uma vez que ler e reler os dados requer tempo. Braun
e Clarke (2008) afirmam ainda que nesta fase ¢ bom que se comece a tomar notas € marcar
ideias para a codificac@o que ocorrerdo nas proximas fases e € apds esta fase que o processo de
codificacdo formal terd seu inicio (BRAUN; CLARKE, 2008 p.17).

Ao se trabalhar com dados verbais, como entrevistas ou programas de televisao por exemplo, se
faz necessdria a transcri¢io para a forma escrita para poder ser feita a andlise temdtica. Apesar de
constituir uma fase demorada, a transcricao pode ser uma 6tima oportunidade de familiarizacdo
com os dados (BRAUN; CLARKE, 2008 p.17). Existem algumas conveng¢des para a transforma-
cdo de textos verbais para textos escritos como Edwards e Lampert (1993) e Lapadat e Lindsay
(1999). Braun e Clarke (2008) afirmam que a TA nao requer o mesmo nivel de detalhes na
transcricdo como a andlise da conversa¢do, do discurso ou da narrativa. Entretanto € necessaria
uma transcri¢ao ‘ortografica’ rigorosa e minuciosa, que considera todos os enunciados verbais e
ndo verbais.

A segunda fase consiste em gerar os codigos iniciais e tem inicio quando o analista j4 esta
familiarizado com o texto e ja criou uma lista inicial de ideias sobre o que sdo os dados e o que
eles tém de interessante. Os codigos tém por objetivo identificar a caracteristica do dado (con-
teido semantico ou latente) que lhe parece interessante, e que refere ao “segmento ou elemento
mais basico dos dados ndo tratados ou informagdo que pode ser avaliada de forma significativa
com respeito ao fendmeno”(BOYATZIS 1998, p.63 APUD BRAUN; CLARKE, 2008 P.18).
O processo de codificacdo constitui parte da anélise, mas os dados codificados diferem das
unidades de andlise (temas) que comumente sdo mais amplos. Os temas que serdo desenvolvidos
na préxima etapa constituem o material que serd utilizado para a andlise interpretativa e como os
argumentos sobre os fendmenos serdo examinados (BRAUN; CLARKE, 2008, p.18).

A codificacdo serd impactada pelo tipo de andlise que esta sendo feita, se esta € determinada
pelos dados ou determinada pela teoria. Outro ponto que impactara a codificacao € se o foco
¢ analisar todo o dado ou identificar caracteristicas especificas do conjunto de dados. Existem
programas que podem auxiliar na codificagdo, mas a mesma pode ser feita de maneira manual.

Uma dica importante na fase de codificacdo dada por Braun e Clarke (2008) € que o analista
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codifique quantos temas/padrdes forem possiveis, pois algo pode vir a se tornar relevante no
futuro; codifique extratos de dados de forma inclusiva, uma vez que o contexto pode se mostrar
bastante relevante; extratos de dados podem ser codificados em diferentes temas aos quais este
pertenca, ou seja, um extrato de dado pode ndo ser codificado, codificado uma tnica vez ou
codificado diversas vezes.

A terceira fase consiste em procurar por temas e se inicia quando todos os dados foram co-
dificados e organizados de acordo com a codificac@o e portanto o analista tem uma lista de
diferentes codigos que foram identificados no conjunto de dados. Esta fase consiste em organizar
os codigos em potenciais temas e organizando os extratos de dados relevantes dentro dos temas
identificados (BRAUN; CLARKE, 2008, p.19). O processo entdo consiste em analisar os c6digos
e considerar como diferentes c6digos podem ser combinados para formar tema abrangente. Braun
e Clarke (2008) sugerem que neste momento, a utilizagdo de esquemas visuais pode ser util para
identificar como diferentes cédigos podem ser organizados em temas. E nesta fase também que
se inicia o processo de reflexdo das relagdes entre cddigos, entre temas e entre diferentes niveis
de temas. (BRAUN; CLARKE, 2008, p.20). Neste momento, alguns c6digos podem formar
alguns temas principais, outros podem formar subtemas e outros serem descartados. Podem
existir ainda aquele que parecem ndo se encaixar em nenhum dos anteriores € podem compor
um grupo chamado miscelania que possivelmente temporariamente ndo se enquadram (BRAUN;
CLARKE, 2008, p.20).

A quarta fase consiste na revisao dos temas e tem seu inicio quando os grupos de temas criados
sdo refinados. Segundo Braun e Clarke (2008) € nesta fase que se torna evidente que alguns
dos temas ndo sdo de fato temas (nem sempre ha informacao suficiente para suportd-los, ou
os dados sdo muito diversos), enquanto outros podem se juntar para formar um tnico tema.
Outra possibilidade é que temas precisem ser divididos em temas separados. Segundo Braun e
Clarke (2008) “os dados dentro dos temas devem se unir significativamente, enquanto deve haver
distin¢des claras e identificdveis entre temas”’(BRAUN; CLARKE, 2008, p.20).

Esta fase envolve dois niveis de revisdo e refinamento dos temas, onde o primeiro envolve rever
no nivel de extrato de dados codificado, que significa analisar os extratos para verificar se existe
uma coeréncia entre eles. E o segundo, que € posterior ao primeiro, corresponde a determinar a
validade dos temas individualmente com relagc@o ao seu conjunto de dados, além de analisar se
seu projeto de mapa temadtico reflete de forma correta os significados evidentes no seu conjunto de
dados. Nesse momento pode ser necessdria a releitura dos dados, para analisar e codificar partes
que ndo foram consideradas no primeiro momento. “A necessidade de codificacdo do conjunto
de dados € esperada, uma vez que a codificacdo € um processo organico continuo”’(BRAUN;
CLARKE, 2008, p.21).

Caso o mapa tematico represente os dados de forma adequada, entdo o analista pode passar
para a préxima fase. Caso contrdrio, serd necessdrio rever e refinar a codificagdo até que o mapa
montado represente fidedignamente os dados. Ao final desta fase € esperado que o analista tenha

uma nocao de quais sdo os diferentes temas, como eles estao relacionados e as informagdes que
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se pretende passar dos dados.

A quinta fase consiste em definir € nomear os temas e tem seu inicio quando o analista ja possui
uma clara ideia do mapa de dados. Nesta fase que se definem os temas e os refina para analisar
os dados neles. Braun e Clarke (2008) definem definir e refinar como identificar a ‘esséncia’ do
que o tema € sobre, e determinar quais aspectos dos dados cada esquema captura. Braun e Clarke
afirmam ainda que € importante nesta fase que nao apenas se parafraseie o contetdo dos dados,
mas que os organize de forma coerente e consistente internamente, identificando os pontos de
interesse, justificando-os (BRAUN; CLARKE, 2008, p.22).

E necessério conduzir e produzir uma anélise detalhada para cada tema. E necessario também
analisar cada tema com relagcdo aos dados e a relacdo entre os diferentes temas. Neste momento
¢ importante que se comece a pensar nos nomes que serdo utilizados na andlise, uma vez que
precisam ser concisos, fortes e deem ao leitor uma nogdo do que o tema trata.

A ultima fase consiste na produgdo do relatério e para que essa fase tenha inicio, € importante
que os temas estejam desenvolvidos. Braun e Clarke (2008) afirmam que é importante que a
andlise forneca um relato conciso, coerente, 16gico, nao repetitivo e interessante da historia que
os dados contam, tanto dentro como por meio dos temas. No relatério devem estar presentes
evidéncias suficientes dos temas, ou seja, extratos de dados suficiente para mostrar a prevaléncia
do tema. Tais extratos devem ser identificados facilmente como exemplos do problema. Braun e
Clarke (2008) afirmam ainda que o texto precisa ser mais do que apenas um apanhado de dados,
mas devem estar incorporados na narrativa analitica que convincentemente ilustra a histdria que
voce estd contando sobre os dados. “Sua narrativa analitica precisa ir além da descri¢ao dos
dados, e fazer um argumento em relagdo a sua questdo de pesquisa”’(BRAUN; CLARKE, 2008,
p-23, em itdlico no original).

Braun e Clarke (2008) afirmam que € relativamente facil conduzir uma andlise temdtica uma vez
que esta nao requer profundo conhecimentos técnicos e tedricos mas que existem alguns erros
que tornam pobre a andlise. Eles citam como primeiro exemplo como sendo a andlise dos dados
com pouca ou nenhuma narrativa analitica ou extratos de dados com comentdrios analiticos que
simplesmente parafraseiam o contetdo. Segundo Braun e Clarke (2008) os extratos em uma
andlise sdo ilustragdes dos pontos que o pesquisador que fazer dos dados (BRAUN; CLARKE,
2008 p.25). Outro erro apontado por Braun e Clarke é utilizar as questdes norteadoras, das
entrevistas por exemplo, como temas. Tal acdo € considerada um erro uma vez que nenhuma
analise dos dados foi feita, nem uma tentativa de fazer sentido dos padrdes de resposta. Um
terceiro problema relatado por Braun e Clarke (2008) é uma andlise fraca ou pouco convincente.
Neste caso uma das coisas que pode acontecer € que ou os temas parecem nao funcionar, ou ha
muitas sobreposi¢des entre temas, ou temas que nao sao internamente coerentes nem consistentes.
Braun e Clarke (2008) apontam que todos os aspectos dos temas devem convergir para a ideia
ou conceito central. Uma andlise fraca pode ser fruto também da falha em apresentar exemplos
adequados dos dados; ou seja, uma falha na producdo do material a ser analisado.

O quarto erro é uma incoeréncia entre dos dados e as alegacdes analiticas feitas sobre eles. Isto
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acontece quando os dados ndo suportam as alegacdes ou 0s extratos sugerem outra andlise ou
uma contradi¢@o entre as alegacdes. O quinto erro apresentado por Braun e Clarke (2008) diz
respeito a uma falta de coeréncia entre a teoria e as alegacdes analiticas ou entre a questao
de pesquisa e a forma como a TA € utilizada. Uma boa TA busca uma consisténcia entre o

framework da teoria e as interpretacdes dos dados.

4.2 Planejamento e solicitacao de campo

A proposta inicial da pesquisa de campo € presenciar o dia a dia da sala de aula de
uma disciplina que introduza a matematica em sua abordagem formal, para analisar modos e
intengdes com que visualizag@o e diagramas sdo utilizados no decorrer do semestre. Conhecendo
as possibilidades e limitacdes de imersdo em sala de aula nas universidades devido a exigéncias
do campo para pesquisar o espago da sala de aula, nesse momento, o planejamento foi de a
pesquisadora atuar como observadora nao participante, coletando os dados por meio de dudio,
anotagdes e fotos do quadro da sala de aula e sem fazer qualquer interferéncia na apresentacao
do contetido pelo professor. Nos momentos de avaliaciao, planejamos solicitar a permissao dos
estudantes e do professor para analisar as provas feitas pelos alunos, com o objetivo de buscar
indicios do uso de representacdes graficas e qual o seu papel no desenvolvimento das solucdes.
Préximo ao final do curso, planejamos uma entrevista com um grupo voluntdrio de estudantes
da turma, com o objetivo de envolvé-los em atividades que permitam uma andlise do papel das
representacdes graficas na compreensao dos conceitos matematicos envolvidos em um tema
especifico da disciplina, a ser determinado. Em particular, esses procedimentos tém por objetivo
analisar o papel das representagdes visuais na constru¢ao do conhecimento matematico formal.
A Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro (UNIRIO) foi escolhida como campo de
pesquisa por uma série de fatores. Um deles € o fato da pesquisadora ser uma aluna egressa do
curso de licenciatura, e, portanto, ter conhecimento sobre o funcionamento daquela universidade,
além de estar familiarizada com o curriculo e os diretores, coordenadores e técnicos do curso,
fato este que facilitaria o contato e a abertura da escola para campo. Decidido o local onde a
pesquisa seria feita, a pesquisadora entrou em contato com a coordenacdo da UNIRIO para
expor a sua pesquisa e saber se a universidade aceitaria abrir suas portas para ser o campo de
investigacdo. Apds receber uma resposta positiva o proximo passo foi submeter a pesquisa ao
comité de ética de pesquisa (CEP) da UFRIJ. O comité de ética em pesquisa (CEP) é um 6rgao
institucional que tem por objetivo proteger o bem-estar dos individuos pesquisados. E um comité
interdisciplinar e independente, responsdvel pela avaliacdo e acompanhamento dos aspectos
éticos de todas as pesquisas que envolvam a participacdo de seres humanos. A UFRJ possui oitp
comités de ética de pesquisa. O comité que avaliou e aprovou esta pesquisa foi o do Hospital
Universitario Clementino Fraga Filho/HUCFF/UFRIJ situado a R. Prof. Rodolpho Paulo Rocco,
n.° 255 - Cidade Universitaria/[lha do Fundao - 7° andar, Ala E. O comité€ se coloca a disposi¢ao

para consultas e esclarecimentos, para tal, basta ir pessoalmente ao comité, ou entrar em contato
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pelo telefone 3938-2480, de segunda a sexta-feira, das 8 as 16 horas, ou por meio do e-mail:
cep @hucff.ufrj.br.

O processo de submissao ao comité de ética se iniciou com a inscri¢do na pesquisa na Plataforma
Brasil (plataformabrasil.saude.gov.br) envolvendo diversos documentos como: o projeto da
pesquisa, cartas da universidade a ser pesquisada autorizando a pesquisa a ser realizada, uma
carta de compromisso de divulgagdo de resultados, no qual a pesquisadora se responsabiliza por
divulgar os dados proveniente da pesquisa, o termo de consentimento livre e esclarecido que foi
apresentado e assinado pelos entrevistados, entre outros. Todo esse procedimento foi necessario
para assegurar a responsabilidade ética da pesquisa e a integridade de todos os participantes.
As cartas de encaminhamento da solicitacdo de campo e o Termo de Consentimento Livre e

Esclarecido estdo no Anexo A a esse texto.

4.3 O contexto e os participantes

4.3.1 Anstituicao

A pesquisa relatada neste trabalho foi realizada na Universidade Federal do Estado do
Rio de Janeiro - UNIRIO. A escolha desta instituicdo para o desenvolvimento da pesquisa se deu
também pelo fato da mesma contar com turmas da disciplina Introdu¢do a Topologia em todos os
semestres, 0 que permitiu uma adequagdo da proposta de pesquisa ao cronograma de trabalho. A
UNIRIO oferece vagas para o curso de Licenciatura em Matemadtica desde 2010, sendo portanto
um curso com menos de 10 anos. O programa do curso de Licenciatura passou por duas grandes
alteragdes, entretanto a disciplina Introdu¢do a Topologia ndo teve nenhuma mudanga registrada.
De suas caracteristicas institucionais, a Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro
(UNIRIO) € uma fundacio de direito publico integrante do Sistema Federal de Ensino Superior.
Originou-se da Federacdo das Escolas Isoladas do Estado da Guanabara (Fefieg), criada pelo
Decreto-Lei n° 773 de 20 de agosto de 1969, que reuniu estabelecimentos isolados de ensino
superior, anteriormente vinculados aos Ministérios do Trabalho, do Comércio e da Induistria; da
Satude; e da Educagdo e Cultura.
A criacdo da Fefieg propiciou a integracao de instituicdes tradicionais, como a Escola Central de
Nutri¢do, a Escola de Enfermagem Alfredo Pinto, o Conservatério Nacional de Teatro (atual
Escola de Teatro), o Instituto Villa-Lobos, a Fundacio Escola de Medicina e Cirurgia do Rio de
Janeiro e o Curso de Biblioteconomia da Biblioteca Nacional.
Com a fusao dos estados da Guanabara e do Rio de Janeiro, em 1975, a Fefieg passou a
denominar-se Federacdo das Escolas Federais Isoladas do Estado do Rio de Janeiro (Fefierj).
Dois anos mais tarde, foram incorporados a Fefierj o Curso Permanente de Arquivo (do Arquivo
Nacional) e o Curso de Museus (do Museu Histérico Nacional).
Em 5 de junho de 1979, pela Lei n° 6.655, a Fefierj foi institucionalizada com o nome de
Universidade do Rio de Janeiro (UNIRIO). E, em 24 de outubro de 2003, a Lei n® 10.750 alterou
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o nome da Universidade para Universidade Federal do Estado do Rio de Janeiro, mas a sigla foi
mantida.

Atualmente a UNIRIO conta com cinco unidades Académicas e sdo elas: Bioldgicas e da Saude,
Exatas e Tecnologia, Humanas e Sociais, Juridicas e Politicas e Letras e Artes. No campo da
Graduacdo, a instituicdo oferece 34 cursos. No campo da pds-graduacdo a UNIRIO oferece
cursos stricto sensu (mestrados académicos, mestrados profissionais e doutorados) e lato sensu

(especializacdo).

4.3.2 A escola de matematica da UNIRIO

A Escola de Matematica foi criada pela Resolu¢cao UNIRIO no 3.823, de 12 de dezem-
bro de 2011, com o objetivo de abrigar os Cursos de Matematica - Licenciatura presencial
e a distancia, oferecidos pela UNIRIO. A Escola atualmente oferece trés cursos: licenciatura
em matematica (presencial), licenciatura em matematica a distancia e o mestrado profissional
(PROFMAT). Em 2006, em consécio com o CEDERJ, Centro de Educacio a distancia do Rio de
Janeiro, a UNIRIO passou a oferecer o curso de licenciatura em matemadtica na modalidade a dis-
tancia, sendo responsdavel pela diplomacdo dos estudantes dos polos Belford Roxo, Magé, Miguel
Pereira, Petropolis, Sio Gongalo e Trés Rios. A licenciatura presencial comegou a ser ofertada
em 2010. Além disso a universidade oferece também o PROFMAT (Mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional) desde 2011. Este € um programa de mestrado semipresencial
na drea de Matematica com oferta nacional. E formado por uma rede de Instituicdes de En-
sino Superior, no contexto da Universidade Aberta do Brasil/Coordenacdo de Aperfeicoamento
Pessoal de Nivel Superior (CAPES), e coordenado pela Sociedade Brasileira de Matemadtica
(SBM), com apoio do Instituto Nacional de Matemdtica Pura e Aplicada (IMPA). A escola de
matemadtica possui 33 docentes, que se encontram em dois departamentos: o departamento de
matemadtica (DMat) e o departamento de métodos quantitativos (DMQ). Atualmente o departa-
mento de matematica possui 25 professores, sendo 18 doutores e 7 mestres. Dos doutores, 12 tem
seus titulos em dreas da matematica, 5 no campo da engenharia e 1 em estatisticas. Existem 4
mestres em matematica e 2 mestres em Ensino de matemdtica. Um dos professores tem mestrado
em modelagem computacional. Desta forma, existe uma predominancia de docentes que sao
doutores em matematica e engenharia. O departamento de métodos quantitativos € constituido

por 8 professores com formagdo na drea de estatistica.

4.3.3 A licenciatura

O curso de Licenciatura em Matemdtica foi criado no final de 2009 por intermédio da
Resolucao UNIRIO n° 3215 de 10/11/2009, e teve sua primeira turma ingressando no primeiro
semestre de 2010. O processo de reconhecimento foi finalizado em agosto de 2012, com a visita
da Comissao de Avaliacdo in loco, que atribuiu o conceito 4 ao curso, em uma escalade 1 a

5. A proposta do curso € formar professores em sintonia com as novas praticas em educacao,
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com apurada visdo interdisciplinar e dominio das novas tecnologias, sem abrir mao, claro, de
uma solida formacado matematica. O curso oferece 30 vagas por semestre e funciona em horario
noturno, com as aulas comecando as 18 horas, exceto os Estdgios Supervisionados, que aconte-
cem durante o dia. A forma de acesso a esse curso se da através do SISU (Sistema de selecao
unificada) ou pelos editais de transferéncia, revinculagdo ou reingresso. Em 2017 o curso de
Licenciatura em matematica alcangou a nota maxima (nota 5) no ENADE (Exame Nacional de

Desempenho dos Estudantes).

4.3.4 O curso de Introducéo a Topologia

A disciplina de Introducdo a Topologia atualmente estd situada no oitavo periodo no
fluxograma presente no site do curso, entretanto, no momento da pesquisa, ele estava situado no
quinto periodo. Isso porque no segundo semestre do ano de 2018, o curso passou por um processo
de atualizacao do seu Projeto Pedagdgico. Com essa modificacdo, algumas disciplinas foram
removidas, outras modificadas e outras acrescentadas. A disciplina de Introdugdo a Topologia
sofreu apenas uma modifica¢do, passando a se chamar Introduc¢do a anélise real, mas mantendo
sua carga hordria, programa e textos de referéncia.

Segundo o programa Pedagdgico do curso que regia a disciplina no momento da pesquisa, esta
disciplina deveria fornecer ao estudante os elementos necessdrios a compreensao da topologia
do conjunto dos numeros reais e ferramentas para tratar problemas de convergéncia de séries
e sequéncias de nimeros reais. Além disto, seria nesta disciplina que o estudante deveria
ser apresentado ao rigor matemadtico utilizado da producdo do conhecimento cientifico na
atualidade. Os contetdos abordados nesta disciplina sd@o: conjuntos finitos e infinitos, nimeros
reais, sequéncias e séries de nlimeros reais e a topologia da reta. As aulas aconteciam duas vezes
na semana, e cada aula possuia duas horas de duracao. A bibliografia utilizada pela professora
era o livro Anadlise real volume 1, do professor Elon Lages Lima.

As aulas acompanhadas foram expositivas, e a professora utilizava majoritariamente o quadro
para apresentar as defini¢des, teoremas, provas e demais assuntos que deveriam ser abordados.
Os estudantes eram incentivados pela professora a fazer perguntas, entretanto esta nao era uma
pratica comum a todos os alunos.

Quanto a forma de avaliacdo, a composicao da nota dos estudantes era em sua grande parte
proveniente das provas. Foram duas ao longo do periodo. Além disso, a professora produzia
listas de exercicios informando que em determinada aula ela pediria para alguns estudantes
irem ao quadro resolver as questdes, e que eles seriam contemplados com pontos que seriam
acrescentados a nota da disciplina. Um semindrio com tema definido com antecedéncia também
compOs as notas dos alunos.

Outro ponto a ser ressaltado € que a professora da turma pesquisada ndo era membro do
corpo docente da universidade quando a pesquisadora era uma discente do curso e, portanto, a

abordagem utilizada pela professora ndo era conhecida pela pesquisadora.
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Uma vez que o conteddo abordado na disciplina € muito extenso, foi feita a op¢do de focar o
topico sobre limites de sequéncias para andlise nesta pesquisa. Tal escolha se deu pela importancia
do tema na matemadtica para licenciatura, principalmente na constru¢ao dos nimeros reais, €
pelo interesse da pesquisadora e de sua orientadora em investigd-lo. Haviam tido contato com a
literatura de pesquisa em educa¢ao matemadtica sobre o assunto, fato entendido como podendo

auxiliar de alguma forma no desenvolvimento da pesquisa.

4.3.5 A turma pesquisada

Os participantes da pesquisa sdo estudantes voluntarios das turmas de Introducdo a
Topologia. Foram excluidos da pesquisa estudantes que ndo comparecerem a todas as aulas e
avaliacOes aplicadas pelo professor. Inicialmente a proposta era de convidar alguns estudantes
para entrevistas individuais a fim de pedir que os mesmos explicassem como eles desenvolveram
as demonstracdes nas provas da disciplina, entretanto, uma vez que diagramas e representacoes
visuais ndo foram encontrados a partir da segunda avaliacdo, essa opcao foi descartada. Ao
invés disso, préximo ao final do curso os estudantes foram convidados para uma entrevista
semi-estruturada proposta como uma atividade ou tarefa a ser explorada pelo grupo, com a
expectativa de explicitar modos com que as representagdes visuais e diagramas associados
pelos participantes aos conceitos envolvidos no contetido de limites de sequéncia. As questdes
norteadoras da entrevista se encontram em se¢do especifica. A turma pesquisada consistia de 10
alunos, sendo 3 mulheres € 7 homens, e faixa etaria estava entre 20 e 50 anos.

Todos se mostraram bastante confortdveis com a presenga da pesquisadora. Um dos motivos para
a aceitacdo, além da presenca da observadora em todas as aulas do curso, pode ser o fato de os
estudantes ja conhecerem a pesquisadora em diversos momentos na universidade, uma vez que
ela € egressa dessa instituicao.

A tnica intervencao feita pela pesquisadora na aula foi no primeiro dia de aula ao se apresentar a
turma e expor a intencdo da pesquisa. Nesse momento os estudantes foram informados que a
participacdo na pesquisa era voluntaria e que caso eles optassem por participar, eles poderiam
sair a qualquer momento. A assinatura do termo de consentimento livre e esclarecido aconteceu

nesse mesmo dia.

4.3.6 O material empirico produzido para analise

A pesquisadora assistiu a todas as aulas do semestre, sempre observando mas sem fazer
interferéncias. Algumas aulas foram gravadas em dudio. No inicio, as anotacdes feitas pela
professora no quadro foram copiadas. Para evitar interferéncias provenientes da compreensao
da pesquisadora sobre os fatos discutidos em aula, fotos do desenvolvimento da aula no quadro
foram feitas, mantendo assim os registros fieis ao exposto em sala de aula. As duas provas
aplicadas pela professora foram copiadas e arquivadas para serem analisadas, com o de acordo

dos participantes. As entrevistas foram gravadas em video, e transcritas para serem analisadas. A
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preparacdo do material transcrito foi dividida em episddios de acordo com temas identificados

como de interesse para responder a questao colocada.

4.3.7 A preparacao das atividades para a entrevista

O planejamento da entrevista, semi-estruturada, previu sua realizacdo em grupo, enquanto
os participantes desenvolviam atividades sobre sequéncias numéricas. A elaboragdo do roteiro
para as atividades teve como seu plano de fundo o estudo de caso sobre Chris, apresentado em
Pinto (1998), e sua releitura em termos dos processos de contextualizacdo, complementarizagao
e complexificagdo (SCHEINER, 2016, SCHEINER; PINTO, 2019). O material produzido sobre
Chris e sua andlise em Pinto (1998) constitui um caso porque de sua anélise emergem resultados -
em especial, aqueles relacionados ao uso de diagramas e representacdes visuais, que tangenciam,
mas ndo sao explicados satisfatoriamente pelos referenciais disponiveis até entdo. Dito de outro
modo, ao focar prioritariamente abstracdes a partir de acdes em detrimento de abstracdes a partir
de objetos, tais referenciais nao exploram o potencial das representacdes graficas e visuais ao
longo do processo de producao/construcao do conhecimento.

Para exemplificar, em uma das entrevistas, quando pedido para escrever a defini¢ao formal de

convergéncia de sequéncia, Chris afirmou:

Eu penso nela [na defini¢do formal de limite de sequéncia] ... graficamente ... Eu penso sobre
ela ... tipo vocé tem o gréfico 14 ... e vocé tem tipo a funcéo 14, e eu penso que... ... Tem o limite
14 [fixando a posi¢do da linha do meio no eixo vertical] .... e entdo o epsilon [marcando as suas
posicdes laterais], uma vez assim... vocé€ pode desenhar continuando [desenhando as trés linhas] e
af ... todos os ... pontos depois de IV 14... ... E que ... err quando eu inicialmente ... pensei nisso, foi
dificil entender, entdo eu pensei nisso assim, tipo .. € o n indo pra ld e aquele é 0 a, ...

Pinto, 1998.

A definicao apresentada por Chris e o diagrama utilizado em sua resposta sdo apre-
sentados na Figura 3 O exemplo de Chris foi utilizado, uma vez que evidencia o uso de uma
representacao visual como um alicerce para a escrita e o entendimento da definicao formal.
Além disto a representacdo visual apresentada, além de usada genericamente por Chris em sua
argumentacao, tem caracteristica que permitem reconhecé-la como genérica, como objeto. De
fato, ela ndo é nem crescente, nem decrescente, evidenciando que antes da posicao N ela pode
“fazer qualquer coisa”. Uma conjectura € a de que Chris teve contato com uma diversidade de
exemplos de sequéncias convergentes, que sintetizou nesse recurso que utiliza em sua argumenta-
¢do. Scheiner e Pinto (2019) consideram que tais processos podem ser pensados como envolvidos
na abstragdo matemadtica, e os descrevem como contextualizacdo e complementarizacio. Vale
observar que a representacdo de sequéncia numérica utilizada por Chris, em um sistema de
coordenadas cartesiano, ndo € comum em nossas salas de aula e portanto provavelmente nao
€ conhecida pelos estudantes brasileiros. Portanto, uma primeira parte, ou parte introdutéria

da entrevista consistiria de uma atividade para apresentar aos estudantes tal possibilidade de
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Figura 3 — Representacdo de Chris da convergéncia de sequéncia.
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Fonte: Pinto, 1998.

representar uma sequéncia numérica no plano cartesiano, momento que poderia criar a oportuni-
dade de rediscutir o conceito formal de sequéncias numéricas como fun¢des do conjunto dos
nimeros Naturais no conjunto dos nimeros Reais. Uma segunda atividade teria como objetivo
oferecer aos estudantes um catdlogo de exemplos, como proposta de contextualizagdo do objeto
de sequéncias numéricas convergentes. A diversidade nos exemplos busca atender o processo
de complementarizac@o. A terceira e ultima etapa da primeira entrevista seria solicitar que os
entrevistados apresentassem uma representacdo geral de uma sequéncia convergente, utilizando

para tal o plano cartesiano. O roteiro utilizado na primeira entrevista estd apresentado na Figura
4.

Em sintese, o plano de atividades para a entrevista € apresentar aos entrevistados uma
forma diferenciada de representar uma sequéncia, utilizando recursos graficos e visuais para
investigar modos com que os participantes fariam uso desse material para produzir conhecimento
sobre sequéncias numéricas, que foi apresentado formalmente em sala de aula. Para isto, era
esperado que fosse necessario retomar que uma sequéncia real € uma funcdo com dominio
no conjunto dos nimeros naturais com imagem no conjunto dos nimeros reais. Tal retomada
poderia decorrer de discussOes sobre representacdes de sequéncias numéricas em sistemas
de coordenadas cartesiano, que é o usual para representar fungdes reais. Em seguida foram
apresentadas representacdes gréificas de sequéncias diversas com o objetivo de fornecer aos
entrevistados diferentes exemplos como contextualizacdes do objeto matemadtico, para investigar
se eles proporiam, assim como Chris, uma representacao grafica genérica de uma sequéncia

numérica convergente, indicando complementarizacao das diferentes representacdes..
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Figura 4 — Roteiro utilizado na primeira entrevista.
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mostrar que a sequénciz € uma fungdo e pode ser representada no plano cartesiano.

- Pensando na sequénciz como umaz fungEa, vocd poderiz desenhar uma
representagao do compertamento da funcio no plano cartesiano?
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Para cada sequéncia, perguntar: 0 gue esta imagem esta representanda?
Perguntar a que eles podem dizer sobre a sequénciz apresentzda na grifico.

32 ninguém disser, perguntar 5= eles podem dizer algums coisz sobre 3 convergéncia dz
sequéncia.

E perguntar se eles podem desenhar uma representagdo que agregue todas essas ideias.

Apos discutir cada sequéncia separadaments mostrar todas as representacdes juntas e pedir
que os slunos comparem oz exemplos.

- 0 que eles tém de diferent=?

- O que eles tém em comum?

- Dentre a5 imagens, gqual & maiz geral?

- Amalize 25 jdeas apresentadas para cada representacio. Vo consegue criar uma
representagdo que sejz mais geral que as demais?

- Yocé pode desenhar uma representacdo que agregue todas as diferentes
representagdes?

Fonte: Arquivo pessoal.

4.3.8 A realizacao da entrevista

Como planejado, no fim do semestre, realizamos as entrevistas. A professora da turma nio pode
comparecer as aulas durante uma semana, e a pesquisadora se ofereceu para resolver alguns
exercicios com os alunos. Na semana que aconteceria a ultima prova, a pesquisadora entao
propds a seguinte alternativa: como os estudantes ndo teriam aulas, ela propds dois encontros na
Universidade durante o horario da aula. Na primeira hora de aula ela tiraria dividas, resolvendo
questdes da lista de revisdo fornecida pela professora aos alunos, e na segunda hora ela proporia
algumas atividades relacionadas a pesquisa que estava desenvolvendo, que seriam gravadas. Os
estudantes se mostraram muito felizes com a proposta e se comprometeram a comparecer.

A pesquisadora esteve presente nos dois dias combinados. No primeiro dia a aula ocorreu como

planejado, uma hora de resolucio de exercicios e uma hora de entrevista que foi video gravada. O
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segundo encontro contou com alguns estudantes que estavam no primeiro encontro e alguns que
nao haviam comparecido. Desta forma, por entender que a dinAmica que havia sido planejada
seria prejudicada, a pesquisadora optou por apenas fazer os exercicios com os alunos. Os motivos
para desisténcia dos demais estudantes pode ser decorrente do fato de que a abordagem das
atividades para a entrevista divergia da abordagem do contetido em sala de aula, que afinal seria

cobrada na prova para a qual estavam se preparando.
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5 Apresentacao do material empirico

Nesta se¢do abordaremos o material produzido durante os seis meses de pesquisa realiza-
dos nas aulas de Introducdo a Topologia ofertada pela UNIRIO no segundo semestre do ano de
2017.

5.1 As aulas sobre sequéncias e limites de sequéncias

Durante a pesquisa, a pesquisadora participou das aulas da disciplina. Os dados coletados
desta participacdo foram o diario de campo e imagens do quadro. A pesquisadora iniciou copi-
ando as anotagdes da professora no quadro, entretanto entendeu que ao copiar estaria adicionando
muito da sua prépria perspectiva ao material, uma vez que a disposi¢do do texto no quadro, e
figuras, nem sempre eram reproduzidos como estavam sendo apresentados. Passou a tirar fotos
das anotacdes feitas no quadro pela professora, pois assim, os dados seriam fidedignos ao que
aconteceu em sala.

Durante as aulas a professora utilizou de alguns diagramas no momento da explica¢do de concei-
tos como enumerabilidade e conjuntos compactos. Entretanto a mesma nao utilizou qualquer
tipo de diagrama ou representacdo visual ao explicar o conteddo de sequéncias. Tipicamente o

quadro da professora no tdpico de sequéncias apresentava-se como na Figura 5.

Figura 5 — Exemplo de aula sobre sequéncias.
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Fonte: Arquivo pessoal.

5.2 As provas

Fotos das provas feitas pelos estudantes foram tiradas. Nosso objetivo era buscar nessas
avaliacdes indicacOes de uso de diagramas ou representacdes visuais que auxiliassem de alguma

forma na demonstragdo formal exigida pela professora.



Capitulo 5. Apresentagdo do material empirico 77

Dentre as avaliacdes identificamos que nas questdes que tratavam de injetividade, em quase
todas as avaliagdes pudemos notar a presenca de diagramas para auxiliar nas demonstragdes. A

figura 6 traz modos utilizados pelos alunos.

Figura 6 — Exemplo de solucdo que apresenta o uso de diagramas.

Fonte: Arquivo pessoal.

Por outro lado, na avaliagdo que tinha como objetivo analisar a compreensdo dos estudan-
tes com relagcdo ao conteudo de sequéncias, em nenhuma das avaliacdes foi utilizado qualquer
tipo de diagrama. Uma conjectura € que isto tenha ocorrido uma vez que no contetido abordado
na primeira prova, a professora utilizou diagrama nas demonstracdes, 0 que ndo ocorreu com o
conteddo abordado na segunda prova.

Na figura 7, temos a cOpia do material escrito pelos alunos.

Figura 7 — Exemplo de uso de solucdo de questdo sobre sequéncias.
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Fonte: Arquivo pessoal.

5.3 A entrevista

Aqui apresentaremos a elaboragdo das atividades para a entrevista com os estudantes da
turma, como parte do acordo feito entre a pesquisadora e os alunos. O combinado havia sido que
durante a semana que a professora da disciplina ndo poderia ir a Universidade, a pesquisadora se

propds a as aulas e essas seriam divididas em dois momentos: na primeira hora, a pesquisadora
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tiraria ddvidas dos estudantes e resolveria alguns exercicios a fim de ajuda-los a estudar para a
prova que ocorreria na semana seguinte, € no segundo momento a pesquisadora traria algumas
atividades que tinham seu cerne voltado para a pesquisa que estava sendo desenvolvida com
a turma. A pesquisadora esteve presente nas duas datas. No primeiro dia, compareceram 5
estudantes e a aula ocorreu como planejado, na primeira hora a pesquisadora resolveu alguns
exercicios, tirou algumas duvidas e revisou conceitos chave da disciplina. Na segunda entrevista,
inicialmente estavam presentes 4 alunos, dos quais 3 estavam presentes na primeira entrevista.
Por volta de vinte minutos depois do inicio da entrevista, outro estudante que nao estava presente
no primeiro encontro chegou. Esta configuracido se manteve até o momento em que a segunda
entrevista deveria ser iniciada, mas como quase metade dos presentes ndo havia estado na pri-
meira entrevista, a pesquisadora optou por dar prosseguimento a aula de resolu¢@o de exercicios,
uma vez que entendia que a dindmica preparada para a segunda entrevista estava prejudicada.

A entrevista foi planejada para trazer elementos para responder a questao De que modos os dia-
gramas e outras representagoes visuais se apresentam durante a aprendizagem do conhecimento
matemdtico formal, cuja produgdo parece considerar os processos de abstracdo como centrais?
Interessa-nos analisar, em particular, que estratégias sdo utilizadas pelos estudantes para relacio-
nar o conhecimento teérico formal com representagdes visuais, que no caso investigado foram
pouco abordadas em sala de aula. Como plano de fundo para elaborar as atividades, utilizamos
os dados apresentados por Pinto (1998) em seu caso de estudo sobre o estudante Chris, no qual o
mesmo utiliza de uma representacdo grafica para escrever a definicao formal do limite de uma

sequéncia numérica.

Figura 8 — Representacdo de Chris da convergéncia de sequéncia.

Fonte: Pinto, 1998.

A primeira entrevista consistiu de dois principais momentos. Inicialmente solicitamos
aos entrevistados que coletivamente, representassem no plano cartesiano a sequéncia % Essa
atividade foi proposta porque a professora nao apresentou aos estudantes representacdes gréficas

de sequéncias. Além disto, na maioria dos textos didaticos brasileiros, sequéncias sao representa-
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das em uma reta real, e ndo no plano cartesiano. Queremos dizer, ¢ comum identificarmos, nesse
caso, a sequéncia, que €¢ uma funcio do conjunto dos nimeros naturais, com sua imagem, na reta
real. Por um abuso de linguagem, confundimos a sequéncia com suas imagens. Nosso interesse
seria ainda abrir a possibilidade para discutirmos o conceito de sequéncia como uma fun¢ao ao
solicitar sua representacdo no plano cartesiano.

No segundo momento foram entregues diversas representacoes de sequéncias para os entrevis-
tados e foi solicitado que a partir daquelas representacdes eles fizessem conjecturas acerca de
propriedades das sequéncias e sobre sua convergéncia. As figuras 9a 15 trazem as sequéncias

que foram utilizadas na atividade.

Figura 10 — Segunda sequéncia traba-
Figura 9 — Primeira sequéncia traba- lhada.

lhada.

Figura 12 — Quarta sequéncia traba-

Figura 11 — Terceira sequéncia traba- lhada.

lhada.

Figura 14 — Sexta sequéncia traba-
Figura 13 — Quinta sequéncia traba- lhada.

Ihada.
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Figura 15 — Sétima sequéncia traba-
lhada.

Fonte: Arquivo Pessoal.
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6 Analise do material produzido

Complementando o material ja analisado e produzido a partir das observagdes em sala
de aula e leitura dos exames sobre o conceito de sequéncias numéricas, passamos a analisar
as transcricdes dos videos gravados durante as duas entrevistas. O material produzido a partir
das transcri¢des encontra-se no Anexo B a este documento, subdividido em episddios e com
anotagdes e andlise inicial para identificagao de temas.

A primeira entrevista teve inicio as 19 horas e terminou, como programado, as 20 horas. Acon-
teceu em uma sala cedida pela Instituicdo, contando com quadro branco, mesa do professor e
carteiras para os alunos. Participantes foram em nimero de 05. As carteiras foram posicionadas
em semicirculo, para facilitar a comunicac@o entre os participantes, uma vez que a proposta
era o de desenvolvimento de uma atividade coletiva sobre o conteido de sequéncias reais e
sequéncias reais convergentes. O ambiente era de amizade entre participantes e pesquisadora,
uma vez que alguns dos participantes ja haviam encontrado a pesquisadora na Universidade. A
pesquisadora iniciou a atividade buscando deixar todos a vontade, como havia sido programado,
e € bem sucedida. Como acordado previamente, a entrevista foi gravada em video e em audio,
e foi transcrita na integra para ser analisada. A fim de manter o anonimato dos participantes,
escolhemos os nomed-los por An, onde n representa a sua posi¢ao no entorno da mesa, iniciando
na esquerda, e indo para a direita.

Para a segunda entrevista, a entrevistadora compareceu como acordado com os participantes,
entretanto diversos participantes que haviam estado na primeira entrevista ndo compareceram
e estavam presentes outros estudantes que ndo haviam participado das discussdes iniciais. Por
entender que a dindmica para a segunda entrevista estava comprometido, a entrevistadora entdao
decidiu ndo seguir a diante com as atividades propostas. Uma das justificativas da auséncia
de diversos estudantes € que eles haviam informado ter uma prova de outra disciplina no dia
da segunda entrevista e podem ter optado por utilizar o tempo que seria dedicado a aula e a
entrevista para estudar.

Nessa dissertacdo trazemos a andlise e apresentacdo da primeira entrevista, que estd organizada
em nove episodios. Cada episddio delimita uma discussdo do grupo de participantes que pode

ser pensada como especifica e contemplando um tépico ou um tema ao longo da atividade.

6.1 Primeiro Episodio

A pesquisadora retoma a proposta do projeto de pesquisa. Reforga as questdes éticas
envolvidas reiterando o anonimato dos participantes e sua possibilidade de sair a qualquer mo-

mento da pesquisa sem qualquer prejuizo. Inicia a atividade segurando uma das folhas colocadas
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em cima da mesa (Figura 16). No plano cartesiano entregue pela entrevistadora, a parte negativa
do dominio estava presente na representacdo, mas era consideravelmente menor que a parte
positiva. Foi proposto deste modo para sugerir o dominio da funcdo que seria investigada; mas o
desenvolvimento da atividade confirma que a “dica” visual ndo funcionou como era esperado.

A pesquisadora propde que o grupo represente graficamente uma sequéncia dada pela sua ex-

~ Ll 1 . . .
pressdo algébrica x, = -, ao que segue o seguinte didlogo:

E - Eu quero que vocés discutam como grupo, td? Como vocés poderiam representar,
graficamente Eu quero que vocés pensem numa representacdo grafica para a sequéncia [de termo

geral] % . Vocés podem colocar nessa folha de papel, uma...
A fala da pesquisadora € interrompida pela fala de A3:

A3: Esqueci minha lapiseira.

E: Ah, tem uma aqui .

Figura 16 — Folha entregue aos entrevistados

Fonte: Arquivo pessoal.

A3 comega dizendo que esqueceu a lapiseira, talvez, expressando um desejo de se asse-
gurar da ndo participagdo na atividade produzindo respostas escritas. A pesquisadora entrega
uma lapiseira ao estudante A3, retomando o turno de fala. Reitera que a proposta € a de trabalhar

em grupo, explicando mais uma vez do que se trata a atividade.

A4: Mas como assim?
E: [a questdo é] Como vocés podem representar graficamente a sequéncia 1 .
A4: 1/x € assim né? [fazendo um gesto com o brago esquerdo que se assemelha ao grafico da

funcdo exponencial]
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Nao fica claro o que A4 perguntava no inicio, qual seria sua divida, realmente; por outro lado
ele ndo contesta a resposta da pesquisadora e refere-se a fungao %, utilizando-se de gestos para
comunicar uma ideia uma curva no plano descrita pelo movimento continuo da ponta de seu
dedo. Nomeando a variavel como z, ao invés de n, € movendo seu dedo de modo continuo no
ar, A4 sugere estar se referindo a uma func¢io de uma variavel real, em contraste com a funcao
definida em N que a sequéncia proposta representa. Assim, a principio A4 evoca a funcdo real
que coincide com a sequéncia caso seu dominio seja restrito aos naturais. Ha professores de
ensino médio que se referem a essa func@o como ““a fungdo que carrega a sequéncia” .
Respondendo a questdo de pesquisa, destacamos em nossa andlise um primeiro modo com que
ferramentas visuais sdo utilizadas na aprendizagem, a saber, gestos para comunicar uma ideia ou
expressar um pensamento. Em seguida, destacamos o fato de o estudante evocar a fungdo % nesta
atividade. Como ja mencionamos, ndo é comum na literatura adotada no pais representar uma
sequéncia numérica em um sistema de coordenadas cartesiano. Nao foi assim que o conceito foi
apresentado em sala de aula, e nem no livro texto adotado. Uma vez que coordenadas cartesianas
sao amplamente utilizadas para representar funcdes reais, % ¢ relacionada a tarefa solicitada, ao
invés da sequéncia % Este fendmeno € analisado em Pinto (1998), que o identificou em dois
dentre seis casos analisados. Apesar de essa ser uma forma comum de representacdo de uma
sequéncia numérica no pais onde o material empirico fora coletado, o trabalho com fungdes reais
parece ser familiar a esses estudantes e predominar em atividades envolvendo o plano cartesiano.
Nas Figuras 17 e 17, os dois casos mencionados em que a “fun¢do que carrega a sequéncia” foi
representada, ao invés da funcdo correspondente 2 sequéncia. A esquerda, a representacio de
Chris, que se autocorrige. No caso de Colin, na figura 18, as especificidades sobre o dominio da
funcdo a ser representada nao sdo percebidas.

Como Colin, os participantes da entrevista que estd sendo analisada ndo percebem inicialmente
que A4 estd se referindo a uma funcgio real ao invés de uma sequéncia numérica e mantém a

representacio da funcdo como uma fungdo real.

Figura 17 — Chris, primeira entrevista. Figura 18 — Colin, primeira entrevista.

pudh hat f_‘“"

Fonte: Pinto, 1998.

Para uma anélise que explicita e explica equivocos ou erros que cometemos ao vivenciar experi-
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éncias matemadticas novas, retomamos a no¢ao de imagem conceitual (TALL; VINNER, 1981)
relacionada a sistemas de coordenadas cartesianos. Na experiéncia anterior dos alunos, coorde-
nadas cartesianas se relacionam predominantemente a representagdes de graficos de fungdes de
varidveis reais. De outro modo, podemos interpretar que A4 contextualiza (SCHEINER; PINTO,
2018) a atividade no contexto de fungdes reais, que lhe € familiar, e no qual representacdes e
recursos sdo produtivos no sentido de serem eficientes para resolucdo da grande maioria dos
problemas com que tiveram contato até entao.

Sem perceber que ndo se tratava de uma fungdo de varidvel real, A3 passa a representar em um
grafico no plano cartesiano a curva continua que A4 representou gestualmente. A partir de tais
representacdes (gestual e grafica), o grupo propde os seguintes sentidos (ou ideias) para o objeto
Yy = % chegando no zero, indo para mais infinito préximo do zero, ndo corta o eixo horizontal.
Aqui, entendemos que as ferramentas visuais, jd em fase de sua elaboracdo, constituem-se como

recurso para explorar propriedades e para formulacdo de hipoteses.

A3: Mas ta chegando no zero, né?
A5: E, é.
A4: Indo pra mais infinito A3: Mas, pra baixo?

A4: Nio, 1sso aqui. [apontando no grafico que estéd sendo feito]

A2 e Al acompanham a discussdo dos colegas, concordando com as representacdes de
ambos. A pesquisadora intervém buscando garantir a continuidade da atividade. Os estudantes A4,
A3 e A2 continuam a discussdo da sequéncia proposta pela pesquisadora - mesmo entendendo-
a como func¢do de varidvel real, evocando outros sentidos e trazendo ideias sobre assintotas
horizontais, limites no infinito valendo zero neste caso. Estas ideias sdo recuperadas, assim, a
partir da atividade e da utilizacdo de recursos visuais.

A3 relaciona caracteristicas encontradas e pergunta se o grafico representado € o grafico de
y = In(x).[sic] Os demais colegas A2 e A5 dizem que ndo; e A4 justifica representando a
fungdo [n(x) com um gesto. Novamente, o gesto é utilizado para representar um conceito e para

comunicar uma ideia ou expressar um pensamento.

A3:Eo grafico da In de x, ndo € isso? A2: Nao.

AS5: Nao.

A4: Nao, In de x € assim (gesticula com a mao a forma que teria a funcao In(x).
A2 relembra que a funcdo € 1/x (e ndo In x).

A2: E um sobre x.

A fala de A2 chama a atenc@o de Al e AS para o fato de que a proposta era representar 1 sobre n

e ndo 1 sobre x.
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Al: E um sobre ene.
AS: Um sobre ene.

Al: Isso. Um sobre ene.

Nesse momento, a consciéncia de um conhecimento novo parece emergir na interagdo entre Al
e AS. Por fim os estudantes Al e AS percebem o objeto sequéncia numérica, relacionado na
imagem conceitual a funcdo 1 sobre x, ou, dito de outro modo, contextualizado no conjunto de
funcgdes reais de variaveis reais o que se explica pela familiaridade em atividades como a que
foi proposta pela pesquisadora ? construir grifico (de uma sequéncia numérica) em sistemas de
coordenadas cartesianas. Ainda ndo estd explicita na fala dos estudantes a questdo dos nimeros
naturais serem o dominio das fun¢gdes que denominamos sequéncia numérica, nem da definicdo
formal de sequéncias reais como uma funcdes real cujo dominio € o conjuntos dos nimeros
naturais. Inferimos a consciéncia sobre estes conhecimentos, correspondendo a denominagao

“um sobre ene” , foi proposta pelos estudantes Al e AS.

6.2 Segundo episddio: a definicao de sequéncia real

As interagdes que se seguem sdo um exemplo da diferenca de tempos em tomada de
consciéncia de novos objetos. A3 permanece registrando na folha o grafico proposto na atividade
e todo o grupo discute como fazé-lo. No entanto ndo incorporam a observacao feita por Al e AS,
que constataram que o grafico a ser feito € da funcdo 1 sobre n e ndo da fungdo real 1 sobre z. Al
e A5 ndo impde sua “descoberta” mas se envolvem ativamente na discussdo iniciada, trazendo

observacoes e refor¢cando afirmacdes dos outros colegas, quando estdo de acordo com elas:

A3: Onde que € o x cara?

A4: Aqui 6, botaram o X aqui. [apontando o eixo vertical]

A3: Nao cara, esse € 0y.

A4: Nao vai para zero. [explorando a figura]

A3: Esse € 0y e esse € o x cara. [Nesse momento A3 refor¢a que o x, que representa o dominio
estd representado no eixo horizontal, e 0 y, que presenta a imagem, estd representado no eixo
vertical]

Al: E, cuidado com o zero.

A3: Vai para l4.

AS: Ele esté indo pra zero.

A3: T4 indo pra zero, s6 que nunca vai chegar. AS: E.

A4: E aqui também.

A3: Aqui também?

2

A4: E
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A3: Pode escrever?

Destacamos aqui, novamente, a fase de elaboracdo da representacdo que em si torna-se
recurso para explorar ou explicitar propriedades do objeto que estd sendo representado, bem
como para formulacdo de hipoteses.

A entrevistadora intervém, ao perceber que participantes estavam revendo a representacao
esbocada e pareciam se preparar para modificd-la. Abaixo apresentamos o esboco recolhido pela
entrevistadora nesse momento. Embora haja a menc¢do de que o zero ndo deveria estar incluido,

esta observagao nao parece ter sido verificada.

Figura 19 — Esboco inicial da representacao em sistemas cartesianos da sequéncia %

Fonte: Arquivo pessoal.

Nesse esbo¢o podemos notar que o dominio utilizado pelos participantes se mantém
como o conjunto dos nimeros reais. Vale ressaltar que tal representacao é proposta mesmo com
os eixos rotulados como n € a,,.

A pesquisadora, vendo que os estudantes iam desmanchar com borracha o gréifico iniciado,

intervém:

E: Cés querem outro? Podem usar... NAO! Nio! Pode deixar esse af e pega outra. Faz outra, nio

tem problema.

A3:Ihh
A3: Mas ele ndo [TRECHO INAUDIVEL]
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A4: E um. Passa no um.

A3: No um. E aqui [apontando no gréfico o ponto correspondente a (0,1)]
AS: Ele passa no um.

A4: Nao!

A4 percebe o equivoco de A3 ao interpretar incorretamente a sua mengao ao “passa no

29

um

A3: No um [TRECHO INAUDIVEL]

A4: Isso, agora [TRECHO INAUDfVEL]

A3: Eu falei que ndo mas fiz o gréfico da In.

A4: Niao, o da In € assim. [fazendo um gesto com as maos]

A3: Nao, o da exponencial. A exponencial € assim. [denominando, erradamente, o grafico de 1
sobre x como grafico da exponencial].

A1l: Cuidado com isso. Quando o x for negativo o y tem que ser negativo também.

O grupo decide fazer outro desenho da mesma sequéncia porque no primeiro desenho
eles colocam o gréfico interceptando o eixo y, passando por (0, 1), uma vez que identificam
o grafico de 1 sobre z como o gréafico da fun¢do exponencial. Continua a discussao sobre os
gréficos do logaritmo e da exponencial. Ao trazer novamente a forma do grafico da exponencial
observacdo de Al sobre o sinal da expressdo 1 sobre x quando z € negativo, o participante A4 se
conscientiza do conflito entre a resposta que estdo elaborando para a atividade e a proposta dessa
ultima.

A4: T4, mas pera ai. Esse n ai t4 pertencendo a que?

Al: E uma boa pergunta! E natural?

Nesse momento a pesquisadora intervém e reforca a proposta de que havia sido pedido
que os participantes representassem graficamente a sequéncia um sobre n, uma vez que quando
se trata de uma sequéncia numérica real, o dominio é sempre o conjunto dos nimeros naturais.
Apos a fala da entrevistadora, quase todos os participantes concordam que o dominio vai ser

natural. Ao seguir com o desenho, A3 € interrompido por A4 dizendo:

A4: Calma, entdo... Nao tem... Ele vai diminuir, aqui ndo tem essa parte. [indicando no grafico o
trecho da curva que fora desenhado entre 0 e 1]

A3: Nao tem?

A4: Porque o primeiro elemento é um, o segundo € meio, ele vai subindo pra cd entendeu? Nao

tem essa parte.
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Nesse momento, usando a representacdo para localizar valores especificos e fazer infe-
réncias sobre a funcdo, A4 utiliza gestos para transmitir/comunicar uma informagdo /ideia, a

forma com a qual o grafico vai parecer. Em seguida, os participantes conversam.

AS: O que ele tem que fazer?
A4: Nao, ele ndo vai pra antes de um. Nao € uma sequéncia?

A pesquisadora intervém, confirmando a observacio de A4:

E: E uma sequéncia.

Os participantes prosseguem usando o grdfico para explorar propriedades da expressao

algébrica da fungao:

A4: Entdo, ele ndo vai para menos de um. Ele comeg¢a no um.
Al: Sim.

A4: Entdo comeca no um.

A3: Comeca daqui pra ca.

A4: Nao. Ele comeca aqui e vem pra ca.

E: Por que?

A4: Porque quando n cresce,

A3: Pode crer, ele tende a zero.

Al interfere, para confirmar o entendimento do dominio da fun¢@o que estd sendo trabalhada:

A1l: Como n é natural.
A3: Exato.

Grupo murmura frases de concordancia.

Ao se explicar novamente A4 utiliza gestos para indicar uma informagao / ideia, rela-
cionada ao dominio da fun¢do que querem representar. Mesmo que A4 ndo tenha terminado
sua afirmac¢do verbalmente, ao concordar com a afirmacao verbal de A3, ele o fez gestualmente,
utilizando gestos para concordar com uma ideia. Durante a discussao, tanto A3 quanto A4
recorreram ao diagrama presente no papel entregue a eles para expressar suas ideias e opinides,
inclusive avalia¢des sobre limites quando n cresce. Podemos dizer assim que o uso do gréfico
elaborado pelos participantes juntamente com seus gestos teve como objetivo transmitir ideias,

reforcar hipoteses e sustentar argumentagdo. Em seguida, A3 menciona o uso de diversas folhas
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de papel:

A3: P06, vai acabar as folhas aqui.

E: Nao! Eu trouxe bastante justamente por isso.

Mais uma vez A3 levanta um ponto, que é o uso demasiado de folhas de papel. Discurso
esse que parece reforcgar a inferéncia em andlise anterior, no primeiro episddio, de um distancia-
mento da atividade, como proposta pela pesquisadora. Neste episddio ressaltamos a tomada de
consciéncia pelos participantes de mais um aspecto da fun¢do a ser trabalhada na atividade, que

define uma sequéncia real e portanto o dominio € o conjunto dos nimeros naturais.

6.3 Terceiro Episodio: explorando representacoes

Os participantes retomam a questdao do dominio da func¢do a ser estudada, uma vez que

entraram em acordo quanto ao seu significado.

A3: ele comeca no 1 e vem para ca [apontando o ponto n=1 no grafico que esta sendo elaborado]
A4: € s0, 1sS0.

A3: fechado no um.

A4: ¢

Al: é

A3: fechado no um

A4 faz uma colocacdo a respeito da representacdo grifica, que ainda ndo tinha sido feita:

A4: €, Tecnicamente vocé nao teria nem a linha vocé teria sé as bolinhas
A2: €, sim
A3:¢é.% 2, meio, 3 um terco,

A3: Certo, é faz sentido

Assim, a representagdo visual reforca, ou faz emergir, aspectos do conceito importantes
de serem levados em considerac¢ao. Implicitamente A4 afirma verbalmente que uma vez que a
sequéncia é uma fun¢do com o dominio nos nimeros naturais entdo o grafico ndo seria uma
curva continua, mas sim, um grafico discreto constituido de pontos. Um modo semelhante a
autocorrecao que o estudante Chris faz apds recuperar a defini¢do de limite de sequéncia a partir
do grafico que desenhou, também usando uma linha continua para representar uma sequéncia

(PINTO,1998). Ao notar que A3, entrevistado que estava com a folha de papel e lapiseira, ndo
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havia esbogado nenhuma reag@o no sentido de registrar o grafico no papel, A4 pega a lapiseira
de A3 e desenha no papel. Nesse momento interpretamos que A4 utilizou diagramas para
representar visualmente um objeto que todos haviam se declarado de acordo. E uma forma de
uso da representacdo visual ? a posteriori do compartilhamento do objeto, para representd-lo de

um outro modo.

6.4 Quarto Episéddio: ressignificando propriedades

E a partir da representacio visual proposta pelos participantes que entrevistadora tem
acesso aos aspectos construidos pelos estudantes sobre o objeto matematico, que € a definicao
de sequéncias reais como fungdes reais, que por um momento parecia consolidada mas ndo era o
caso. Para o professor, portanto, uma representacao visual apresenta-se como uma oportunidade
para conhecer elementos da construgcdo que estd sendo feita pelos seus alunos, inferindo elemen-
tos em sua imagem conceitual.

Ao analisar a transcri¢ao da entrevista podemos notar que A4 anteriormente havia apresentado
indicios de que estava utilizando os eixos de forma incorreta, invertendo dominio da fungao
com sua imagem. Foi ao representar graficamente a sequéncia solicitada que, ele explicita esse
equivoco. Dessa forma podemos notar o uso da representagdo grdfica como forma de acessar
conhecimentos.

Entdo, com a expectativa de resgatar o conhecimento dos estudantes sobre planos cartesianos e
funcdes reais, a entrevistadora intervém fazendo uma série de perguntas que buscam associar os

conhecimentos prévios com o contetido abordado na entrevista.

E: E mas olha s6 pode mandar [os termos da sequéncia] para c4 [apontando o eixo a,,]
A3: Ai caraca?

A4: E po...

E: Vocés estdo vendo que os €ixos estao ...

A3: Estdo desproporcionais

E: Nao estdo desproporcionais nao

A3: Nao, desproporcional ndo, o y € o x estd muito grande

A3: Tem alguma coisa para ca

E: Olha s6 eles estdo... descritos

A3: A sequéncia paracd e

E: Isso

A4: Aqui € o dois fica no meio.

A2: E, isso.

E: Aqui eu fago também outra pergunta né ?

A2: Vai para 14

A4: E, isso aqui € assim, € assim [associando os valores no grafico como usualmente fazemos ao

representar funcdes].
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Ao notar que os entrevistados estao equivocados com relagao as propriedades de uma
sequéncia, a pesquisadora intervém em uma tentativa de auxilid-los a representar graficamente a
sequéncia em um contexto familiar, que € o da representacdo de funcdes reais. Como a identifi-

cacgdo parecia ndo ter sido completa, a pesquisadora busca explicitar o ponto em questao.

E: uma sequéncia vocés acham que uma sequéncia € uma funcao...
A2: sim.
E: Sim?

No que segue, A2 evoca uma imagem que ele associa a sequéncias reais definidas como

funcdes, que precisa ser discutida. O desvio da proposta incial da atividade provocou a discussao:

A2: Uma funcdo bijetiva

E: Bijetiva?

A2: Uhum

E: Ta. Por que ela € bijetiva?

A4: Nao, bijetora nao é

E: Toda sequéncia é uma func¢ao bijetiva?

E: Sim?

A2: Por defini¢do.

E: Por definicao? Qual a definicao de sequéncia?

A2: Uma bijecdo de ene em ene.

Nesse momento os entrevistados estdo menos falantes que nos outros momentos, podendo
isso ser uma evidéncia da falta de conviccao a respeito da abordagem dos conceitos. Quando se
diz bijec@o de ene em ene, ele estd se referindo a uma bijeciao do conjunto dos nimeros naturais

no conjunto dos nimeros naturais.

E: Bijecdo de ene em ene?

A3: Nao.

A2:E.

A4: Nao necessariamente. Vocé tem a sequéncia 1 sobre ene.
E: Entdo vocé tem por exemplo a sequéncia xis ene.

A2: Ah, ndo, desculpa. De ene em erre, né?

A4: é.

E: Ok.
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A2: De ene em erre, verdade.

De ene em erre, se quer dizer uma fun¢do cujo dominio é o conjunto dos ndmeros
Naturais e o contradominio € o conjunto dos nimeros reais. Enfim, a definicdo de uma sequéncia
real, expressa por um dos estudantes € compartilhada entre os participantes.

Nesse momento os entrevistados entram em um consenso de que uma funcao € bijetiva quando
cada elemento do dominio estd associado a apenas um elemento no contradominio. A entrevista-
dora, acreditando que os entrevistados sabiam a defini¢do de funcao injetiva, mas que estavam
equivocados por talvez terem uma imagem de conceito muito restrita, apresentou exemplos que

pudessem gerar conflitos com as imagens de conceito dos presentes.

E: Ok, de ene em erre. Beleza

E: Entdo a sequéncia que leva todos os xis enes no elemento um entdo ela nao € uma sequéncia?
A4: Nao, é uma sequéncia sim

E: E uma sequéncia

AS5: E constante

A4: E nido é bijetiva. E s6 injetiva.

E: Injetiva? Hum.... isso aqui € injetivo?
A4: E, todas os enes tem alguém.

A3: Tem alguém

E: Qual a defini¢cao de injecao?

Al: S6 pode ter um!?

A4: S6 pode ter um correspondente...

Inicialmente, para A4 a defini¢do de funcdo injetiva € identificada com a de uma fungdo
real definida em N. Nesse momento a entrevistadora percebe que o equivoco estava na defini¢ao
do conceito de fungdes injetivas ? e talvez de func¢do. Sendo assim, a entrevistadora intervém
apontando a inconsisténcia. O tempo de resposta ndo € imediato nesse momento; corroborando
a hipétese de que falta aos participantes familiaridade e dominio das defini¢des abordadas.
Este momento remete a inimeros resultados de pesquisas sobre dificuldades dos estudantes
com o conceito de fungdo muito presentes na literatura (NASSER, 2017). Neste caso, duvidas
persistem mesmo apds terem cursado as disciplinas de cdlculo na universidade, como € o caso
dos participantes desta pesquisa. Apds o esclarecimento da entrevistadora, A1 apresenta uma

definicao formal de uma funcdo injetiva.

Al: Para cada xis um diferente de xis dois efe de xis um diferente de efe de xis dois, € isso.
AS: Verdade, é, é.
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Em seguida a entrevistadora utiliza o exemplo da sequéncia constante para mostrar que,
segundo a defini¢do apresentada por A4, a sequéncia € uma fun¢do cujo dominio é os niimeros
naturais ndo obrigatoriamente injetiva.

Vale observar que todas estas dividas e questdes estdo emergindo a partir de uma proposta de
representar visualmente, em um grafico, uma sequéncia especifica. O que vai de encontro a uma
andlise ja feita anteriormente: de que, para o professor, a visualizagdo pode ser utilizada para ter

acesso a concepcoes dos estudantes.

6.5 Quinto Episodio: explorando a definicao de sequencias
numericas

A entrevistadora retoma a questdo inicial que pedia que os participantes representassem
visualmente a sequéncia 1 sobre n. Esclarecidas todas as questdes evocadas sobre a defini¢do de
uma sequéncia como fungao que surgiram por conta da necessidade de se criar uma representa¢ao
grafica, a entrevistadora retoma a ideia inicial, de buscar na representacdo de uma fungao
? a fungdo que “carrega a sequéncia” - elementos que auxiliem a representacdo grafica de
uma sequéncia numérica. Desta forma podemos entender o uso de representacoes grdficas
como problematizadoras de conceitos trabalhadas na disciplina. Novas folhas de trabalho sao

distribuidas.

E: [...] Vocés estao dizendo para mim que uma sequéncia pode ser vista como uma funcao de
ene em erre.

Al: Certo.

E: Como vocés representariam essa funcdo nesse papel ai (Fig. 12)? No caso, eu estou falando
agora, né, da fung¢do um sobre n.

A2: Bem, no caso € injetiva.
A entrevistadora intervém, e a resposta de A2, contradizendo sua classificacdo, € correta.

E: Nesse caso aqui, sim. Vocé pode ir até um pouco mais né? E bijetiva.
A2: Nao, ela nao cobre os reais todos.
A3: Alguém quer tentar, eu ndo faco a menor ideia.

A2: Nao, ela ndo cobre os reais todos.
A3 retoma o turno de fala, iniciando a atividade:

A3: E a mesma coisa, s6 que pra ca?
A4: Pracaé.
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E: E verdade. T4 certo
A3: Um, um meio, um terco, um quarto.

A2: Nao tem como cobrir os reais todos. De ene em erre.

Em seguida A3 estende a lapiseira a A4 indicando para ele tentar o registro escrito. [A4 j4 tinha
mencionado anteriormente e de forma equivocada que o eixo vertical representava o dominio e o
eixo horizontal era a imagem, o que ndo corresponde a pritica comum.] Em seguida A4 pega a
lapiseira de A3 e comega a escrever sobre o papel que estd sobre a mesa de A3.

Nesse momento A4 desenha no papel entregue pela entrevistadora, A3 se entorta na cadeira
para ver o que estd sendo escrito e A5 se debruga em sua carteira para ter uma melhor visao
do que estd acontecendo. Al e A2 seguem olhando a distincia. Em seguida A3 retoma a folha
que A4 estava escrevendo e comeca a escrever. Os demais entrevistados permanecem hora de
cabeca baixa, hora olhando o que estava sendo feito. Os entrevistados buscam na entrevistadora
uma validag@o para o trabalho até entdo realizado. A3 entdo entrega o trabalho finalizado para a
entrevistadora.

Em seguida, a pesquisadora pede que os entrevistados representem graficamente a sequéncia
(="

n b

ap = com intuito de adicionar mais exemplos as imagens de conceito de representagcdes
visuais de sequéncias numéricas em planos cartesianos; uma vez que tal tipo de representacao nao
¢ muito frequente nos cursos da universidade. Logo apds a pesquisadora fazer a solicitacdo A3 e
A4 comecam a fazer gestos sobre o papel com a representacdo do plano cartesiano utilizando
tais gestos para representar ideias. A2 expressa sua opinido utilizando apenas palavras e Al e

A5 olham sem interferir na nova producao.

6.6 Sexto episodio: contextualizando

Ap6s a finalizac@o do segundo modelo, a entrevistadora com a inten¢do de analisar os
aspectos levantados pelos participantes a partir de diagramas, apresentou ao grupo, representacoes
gréficas de sete sequéncias numéricas diferentes. (Figuras 20, 21, 22, 23, 24, 25 e 26) A inteng¢do
€ a de trazer a nocao de limite de sequéncia e de convergéncia contextualizando tais objetos
matemdticos por meio do uso de representagoes visuais. Sequéncias convergentes sao escolhidas
como contexto que expde uma diversidade de aspectos. Ao contextualizar o mesmo objeto (o
conceito de limite de sequéncia) em diferentes situacdes ou contextos (sequéncias convergentes
distintas e diversas), promovemos valores epistemoldgico diferentes para conhecer o objeto que

estd sendo representado (Scheiner e Pinto, 2016) .

Para cada representacdo apresentada, a pesquisadora coloca as seguintes perguntas: “O
que a imagem estd expressando?” e “O que vocés podem dizer sobre a sequéncia apresentada no
grifico?” .

A intencdo € a de inferir aspectos da imagem conceitual sobre limite de sequéncias dos alunos,
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evocada pela representacdo visual. (na perspectiva de Frege (Scheiner, 2016; Scheiner e Pinto,
2017), inferir os pensamentos evocados a partir do objeto representado visualmente). O repertorio

completo de sequéncias utilizado na entrevista contou com sete sequéncias diferente.

Figura 21 — Segunda sequéncia traba-
Figura 20 — Primeira sequéncia traba- lhada.
Ihada.

Figura 23 — Quarta sequéncia traba-

Figura 22 — Terceira sequéncia traba- lhada.
lhada.
Figura 25 — Sexta sequéncia traba-
Figura 24 — Quinta sequéncia traba- Ihada.
lhada.

A primeira sequéncia apresentada aos participantes foi a sequéncia a,, = k, onde £ > 0,
representada geometricamente na figura 22. Imediatamente os participantes buscam a representa-
cao algébrica equivalente. Podemos entender como natural a reac@o dos estudantes. Afinal, em
sala de aula, a professora ndo usou o recurso visual em sala de aula sobre sequéncias numéricas.
A pesquisadora intervém explicando que nio era a inten¢do fazer a conversao da representacao
visual para a algébrica. Corroborando uma cultura que privilegia representacdes numéricas e

algébricas em detrimento de outros recursos, como destacado em (MATOS, 2016)

A3: Vixi... E a gente tem que dizer qual é.

E: Nio, a gente ndo vai olhar para a... pra férmula algébrica dela ndo. Eu s6 quero que vocés me
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Figura 26 — Sétima sequéncia traba-
lhada.

Fonte: Arquivo Pessoal.

digam o que que voc€s acham que essa sequéncia estd representando. A sequéncia ndmero 3.
Ad4: Trés?

A entrevistadora esclarece o porqué de sua €nfase:

E: E. Trés s6 pra eu poder saber quando eu tiver fazendo a andlise do dudio, saber a que que eu

t6 me referindo aqui com voces.
A3: T4. Tem como [TRECHO INAUDIVEL]?

A discussao prossegue, com A4 retomando o turno de fala:

A4: € uma constante.

A5: E, vai ser constante.

Novamente surgem as dividas a respeito do conceito de sequéncia numérica, e de sua

defini¢do como funcao.

A3: E uma constante, mas seriam sO os naturais. Né?
A4: Nao sei. Nao necessariamente. Pode ser pi...

A3: Verdade. Ndo, mas af vai ser constante.

Novamente a discussdo entre A3 e A4 expde dividas que pareciam ja ter sido resolvidas.

E: Sequéncia constante?
A4: Quando n... nimero [TRECHO INAUDfVEL].
E: Nao entendi o que vocé quis dizer.

A4: Levando n naturais, em um nimero qualquer constante.
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A4 nao foi contestado pelos demais participantes; o que sugere o entendimento do as-
pecto por ele compartilhado.
No momento que A4 enuncia “Quando n... nimero [TRECHO INAUDIVELY].” , ele faz apenas o
gesto com as maos de entrelacar os dedos. Entretanto quando a pesquisadora coloca que nao
entendeu o que ele quis dizer, abrindo assim uma oportunidade para que ele explicasse sua
afirmacdo, A4 se explica utilizando a mao e gestos como recursos. Inicialmente utilizando o dedo
indicador aponta para o quadro onde a pesquisadora havia escrito anteriormente; em seguida com
o mesmo dedo desenha no ar a letra N maitiscula enquanto fala “ene naturais” , uma seta quando
fala “em” e utiliza ambas as mdos, com as palmas voltadas para dentro, em um movimento
que faz parecer que ele estava desenhando parénteses quando fala “um ndmero constante” .

Ou seja, nesse momento, A4 usa gestos como recurso para explicar/ tornar uma ideia mais clara.

E: Todos os elementos da sequéncia
A4: Vao em um s6.

E: Vocés podem dizer mais alguma coisa sobre essa sequéncia?
A3: Eu nio sei se existe mas...

E: Ha?

A2: Converge.

E: Converge

A1: Mais infinito quando k positivo
E: O1?

Al: ou k positivo.

E: Com k positivo?

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

N3o foi possivel fazer sentido da interagdo acima. Inferimos a partir do didlogo varios
conflitos na intervengdo de Al, envolvendo nocdo de convergéncia (mais infinito quando k é
positivo, de limite (converge para infinito). Para retomar a discussao, a entrevistadora intervém,
porque nao houve contribui¢do dos participantes a partir da fala de A3. No didlogo a seguir, A3
reconhece o conflito com a representagdo grafica, que a visualizagdo evidenciar diividas sobre os

conceitos que ndo foram expostas quando trabalhando algebricamente.

E: O que que vocé acha que define graficamente a convergéncia de uma sequéncia?

A5: [TRECHO INAUDIVEL] constante

A3: Tipo, eu ndo sei lidar quem € o x e quem € 0 y. Sei 14, parece que tem que se aproximar de
um certo y.

A4: E, vocé consegue achar um nimero... um nimero muito grande assim... vocé consegue achar
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um menor ou maior

A3:E

A4: [TRECHO INAUDfVEL] no outro também.

E: Vocés conseguem dizer mais alguma coisa dessa sequéncia?
A3: E ai? [TRECHO INAUDIVEL]

N3o sei mais nada

A2: Limitada né?

A3: Limitada?

E: Uhum...

E: Por que vocé acha?

A2: Mon6tona.

A5: E verdade.

A2: Mondétona crescente e decrescente.

AS5: Mas ndo pode ser monétona porque €, porque estd dizendo que € constante.
Al: [TRECHO INAUDIVEL] constante.

A3: Sim, e constante. Por isso € monoétona, limitada.

E: Mas qual € a definicdo de monétona?

A3: Ta, se é constante é limitada.

Aqui a leitura do gréafico sugere propriedades das sequencias representadas; temos entio

um uso da visualizagcdo para sugerir propriedades do conceito. Segue o didlogo:

A2: Ela € oscilante né?

E: Oscilante?

A2: E, tem uma parada assim. ... Constante é um caso particular... de oscilante.
E: Constante € uma para... Constante € um caso particular ..?

A2: Da oscilante.

E: Por que vocé acha isso?

A2: Nao, ainda eu nao acho. Tinha um exercicio disso.

A3: Cé € louco. Pra que falar disso cara. O cara j4 sabe o exercicio.
A4: Para de chorar cara

E: aqui ndo tem certo e errado gente. Pode botar pra fora.

A3: € mas...

E: Ele falou que era monétona...

A fala de A3 provoca uma reflexdo a partir da leitura da visualizacao, para confirmar

propriedades:
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A5: [TRECHO INAUDIVEL] se ela oscila néo seria monétona né? Uma hora estd em cima e

outra esta em baixo.

No momento que A5 fala que para ser oscilante, ela ndo poderia ser mondtona, a pessoa
utiliza a mao para fazer um gesto de cima para baixo repetidas vezes, fazendo uma leitura da
representacio grafica para confirmar propriedades e utilizando entdo gestos para reforcar uma

ideia.

E: E, vocé falou que ela era monétona e agora vocé falou que ela era oscilante. Ela pode ser as

duas coisas?

Nesse momento a entrevistadora faz essa indagacao a fim de tentar utilizar informa-
¢oOes presentes no discurso de A2 que possam auxiliar na identificagdo das sequéncias que ele

denomina como oscilantes.

A2: Afi nao sei. Ela ndo vai ser mondtona nao. N3o sei.

A4: Mono6tona € que s6 cresce?

Ao indagar se mondtonas sdo aquelas sequéncias que apenas crescem, A4 utilizou
a mao para indicar um movimento ascendente, utilizando portanto gestos para representar

comportamentos.

A5: E, sé cresce, €.

A4: [TRECHO INAUDIVEL]

AS5: Ou entdo, entdo...

A3: E, a constante é montona, ndo é?

A2: E,
AS: Ela pode ser também cons... Pode ser também...

A5 também utiliza mao para representar a ideia de que constante seria algo que nao tem
variagdo, e para tal ela faz um gesto com a mao no sentido horizontal, o que mostra uma no¢ao
da representacgdo grafica de fungdes reais constantes. Ao notar nos participantes tracos de um
comportamento que busca no pesquisador sinais para validagao ou reprovacao das informagdes

apresentadas, a pesquisadora reafirma:

E: Gente, ndo adianta olhar pra mim que eu ndo vou dizer se ta certo ou ta errado.
A4: Nao, mas ai da uma dica.
E: Agora, agora nao estou mais dando aula. Agora eu s6 estou entrevistando voces.

A4: A mondtona € a que nao muda né? A direcdo do...
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-

A2:E

A4: do crescimento.

A2: Pois €.

A4: Entdo, [TRECHO INAUDIVEL]. Nesse caso seria aqueles casos particulares. Tipo, vazio.
A2:E.

A4: Tipo, é tudo mas nao € nada.

A2: E crescente e é decrescente

E: Certo.

Nesse momento a pesquisadora utiliza um vocabulério que levou ao entendimento dos
participantes que havia uma validacao por parte da entrevistadora acerca das informacgdes discu-
tidas. Sendo assim, a entrevistadora mais uma vez reforca que durante toda entrevista ela nao
classificard os pensamentos como certo ou errados, mas que apenas esté ali para coletar o dados

sobre o conhecimento deles.

A3: At

E: Certo € s6 que € certo que eu entendi o que voc€s queriam. Nao € certo de estd certo, porque
eu ja falei, eu ja falei que hoje agora, a partir de agora

A4: Entdo fala ok assim

E: Ok, é ok. Obrigada

A2: Supimpa.

Em seguida a entrevistadora propde explorar a sequéncia nimero 5, que é uma represen-

tacdo da sequéncia a, = 1 — % como na Figura 24.

E: Supimpa! Entao vamos 14! A sequéncia nimero cinco.
A3: Ixie.

E: Qué que vocés podem falar dessa sequéncia?
A4: Ah, essa sequéncia.

A2: Essa ai € o In de x.

Al:Elndex.

A4: A mesma coisa. Tem... Ela é...

A3: Mas tem um espago bem grande aqui.

A2: Ln converge ou vai para mais infinito?

A3: Mas € convergente também.

E: Néo foquem

A2:E

E: Na forma algébrica. Eu quero é que vocés digam o que vocés estdo vendo e o que que vocés



Capitulo 6. Andlise do material produzido 101

em...
A2: Parece que converge.

E: Parece que converge, por que?

Uma vez que a um dos objetivos era analisar a percep¢ao dos entrevistados acerca da
convergéncia de sequéncias, a pesquisadora solicitou que os participantes elaborassem um pouco
mais suas respostas sobre a andlise da convergéncia da sequéncia apresentada. Proximo gesto ou

uso de representagdo visual por A3 provoca a seguinte reflexdo em A2:

A2: Parece que converge.
E: Parece que converge, por que?

e .9 £ :

A3: Parece porque ela estd indo e mantendo o y. [aqui 0 “y” € uma posicdo constante]

Nesse momento A3 faz um gesto todo com a mao representando o comportamento da
funcdo, expressando uma assintota ao gréfico da qual a sequéncia se estabiliza, para comunicar
sua leitura de propriedade visual sugerida no grdfico. Nesse momento A3 estd utilizando o gesto

para reafirmar uma ideia. Por outro lado temos o seguinte relato de A2:

A2: Eu achava muito estranho
E: Assim...

A2: uma pardbola ir para mais infinito porque parece que ela vai...

Nesse relato podemos identificar que para A2, por vezes as representacoes visuais podem
induzir a um pensamento equivocado. Seu gesto com a mao € de uma funcdo que vai crescendo,
sempre, mas em sua fala, afirma que € dificil entender que a pardbola vai pra infinito. Talvez na
verdade sua dificuldade seja em entender que a funcio possua uma imagem real para todo z, seja

ele qual for. A3 retoma a fala:

A3: Abrindo né? E porque, assim olhando pra figura.

E: Aqui vocés tém que se prender ao que vocés estdo vendo. Vocés ndo vao pensar na forma
algébrica. SO na parte grafica

A3: Olhando pra figura eu diria que tem um assintota aqui.

A2: Parece que € convergente.

Nesse momento A3 desenha com a mao sobre o papel utilizando o gesto para reforcar

uma ideia. O didlogo segue:
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Figura 27 — Sequéncia com linha desenhada pelo participante.

A3: E que esté se aproximando dela, mas que ndo vai encostar nunca.

A4: Mas vocé ndo pode afirmar né? A3: Claro!
A4: Vocé tem que ver... A...

E: Onde voceé acha que essa assintota estaria?

A4: Ela pode ser s6 uma pardbola que esta de lado

A3: Sei 14, aqui.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Aqui elementos da imagem conceitual evocados revelam o conhecimento matematico

em construcdo. O desenho feito por A3 € apresentado a seguir.

O didlogo prossegue com a discussdo sobre a convergéncia ou nio da sequéncia, expli-

citando um descontentamento sobre a auséncia da representacao algébrica daquelas fungdes.

Afinal, como ja mencionamos, durante a apresentacdo do contetido na sala de aula de andlise a

representagdo trabalhada foi a linguagem algébrico-formal. As propriedades foram deduzidas

algebricamente e conjecturas forma demonstradas.

A2:E, talvez ela seja y=ax
A4:E.
A3: Sei 14, por aqui.

A2: L de xis mais um.

E: [TRECHO INAUDIVEL] passando por esse ponto aqui?

A3: Acho que...

A4: Nao depende do crescimento que for né? Tem coisas que convergem e nao convergem.

A2: In de xis menos um.
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A3: ¢, eu acho que seria algo desse tipo.

Podemos ver que novamente os participantes retomam a questdao da forma algébrica
da sequéncia o que pode indicar um uso de representagdes visuais como uma representa¢do

alternativa a representacdo verbal-simbélica.

6.7 Sétimo episddio: reafirmando praticas

A pesquisadora busca retomar a proposta inicial da atividade, que € explorar a represen-

tacdo visual.

E: O que eu estou falando € o seguinte: pegando o desenho, voc€s acham o que dessa sequéncia?
A3: Eu acho que seria...

A2: converge

A3: ... uma assintota assim e ela convergindo pra 14, entendeu? [ Fazendo gesto com a mao
representando uma curva que se assemelha ao grafico apresentado]

A4: Nio, sim, mas... eu t0 falan...

A2: Fala!

A4: Nao, € isso. Eu também acho isso. Mas eu também acho que também depende.

A3: Do que?

A4: Se, dependendo do tipo, de.... de... Porque a gente estd vendo s6 o desenho. Entendeu?
A3: Ah sim, nao.

Neste instante A4 reitera a cultura a que vem sendo introduzido no curso de Andlise Real,
e na universidade, de um modo geral. Ao trazer a tona essa prética que estd sendo introduzido,
explicita aspectos da sua aprendizagem, como enculturacdo em uma nova pritica matemaética.

No entanto, para retornar a atividade, a pesquisadora intervém novamente:
E: Aqui, agora, € para se focar no desenho.
A4 reafirma e esclarece seu entendimento:

A4: Mas tem desenhos parecidos com isso que vao para mais infinito. SO isso que eu queria falar.
A3: Ah, sim, é. Ta.

A4: O desenho em si ndo fala nada entendeu?

A3: Ta.
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Em sintese, nesse trecho podemos mais uma vez notar o discurso de que por vezes 0s
desenhos podem levar a pensamentos equivocados. Vale ressaltar que A4 afirma ainda que: “o
desenho em si ndo fala nada” , o que mostra um detrimento do uso de diagramas quando compa-
rado a representacdo verbal-simboélica. Aqui pode haver uma relativizacdo: o que o desenho ou a
visualizacdo falam, para futuros matemaéticos, e principalmente para futuros profissionais que se
preparam para lecionar na escola bésica?

A pesquisadora provoca os estudantes novamente:

E: O que mais vocés podem falar dessa sequéncia?

A4: E monétona, crescente.

A3: Crescente. PO, ¢ mondtona também porque so cresce?
A2: E limitada.

Nesse momento, ao falar que a sequéncia € crescente A4 utiliza a mao para fazer um
gesto, que acompanha o desenho da sequéncia, o que mostra que apesar de A4 afirmar que o
desenho ndo diz nada, o uso de representacdes visuais faz parte do seu repertorio de estratégias
para fazer e dar sentido ao conhecimento matematico. A3 ao afirmar que a sequéncia é mondtona
também utiliza a mao para fazer um desenho no ar que se assemelha ao desenho da sequéncia

apresentada no papel, utilizando o gesto para confirmar/questionar uma ideia.

A3: Ela é limitada. Tipo eu posso afirmar, que por baixo pelo zero e por cima pela assintota que
a gente ndo sabe quem €?

E: Nio vou dizer se esta certo.

A interagdo a seguir torna mais clara a incorporacio de valores relacionados ao fazer

matematica.

A3: Nao, eu td perguntando se tipo, olhando pro desenho eu posso afirmar isso? Porque aqui niao
da pra afirmar se ela para, se comeca do zero.

AS5: Porque nao sabe se veio inferiormente né?

A3:E.

E: Vocés tem que deduzir isso do desenho.

A3: E, do desenho parece que sim.

AS: é.

A4: E, parece que sim.

A3: E ai? Em todas as paradas, nisso eu concordo.
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Nesse trecho podemos ver que mais uma vez os estudantes relativizam a “inducdo de
informacgdes” por incorporarem a impossibilidade de “deducdo de informacdes” a partir da
representacoes graficas. Estes s@o elementos de aprendizagem das regras e normas da matema-
tica nas universidades. A incorporagdo de tais valores e regras se devem a um repertorio vasto
de exemplos com caracteristicas que moldam, suas visdes nesse sentido. E o que nos sugere
desenvolvimento a seguir.

Posteriormente A4 reafirma as dividas expressas pelos colegas narrando um fato ocorrido em

sua vida académica.

A4: Porque assim, o meu primeiro professor de matematica desenhou um tridngulo, e falou
assim: o que € isso aqui? Ai todo mundo falou que era um triangulo. Ele falou que ndo, é um
quadrado. Ai todo mundo falou: por que? Af ele falou assim, é um quadrado [fazendo gesto
com a mao como se representasse o professor escrevendo no quadro]. Pronto, entendeu? O que

importa € o que esta escrito, ndo o desenho.

Nesse relato o discurso do professor que ensina matemética de valorizagcdo da represen-
tacao verbal-simbdlica desautoriza os sentidos, em particular o visual, o que pode explicar a
necessidade incorporada por A4 de analisar a representacdo verbal-simbdlica da sequéncia.
A entrevistadora entdo reforca que por vezes € possivel desenhar representacdes visuais que
sugerem caracteristicas que os objeto ndo possuem, mas que essa nio foi a inten¢do no caso dos

exemplos apresentados. Apds a explicacdo da entrevistadora, ela retoma a proposta da atividade.

E: ... Mas nesse caso aqui a gente s6 quer analisar o que que a gente pode dizer do compor-

tamento da sequéncia a partir desse gréafico. T4? Entdo vocés conseguem dizer mais alguma coisa?

Entrevistados 2 e 3 falam mas nao € possivel distinguir o que. Os demais evocam o que

lhes parece ser sugerido pelas representagcdes apresentadas pela pesquisadora.

AS5: Eu notei que ela é limitada inferiormente, né? E o que parece.
A3: E, pensei nisso. E superiormente também.

A5: Nio, ai vocé nao sabe.

A4: E.

A3: Mas olhando para o desenho

A4: O desenho ndo rebate.

Depois dessa fala os participantes permanecem em silencio. Por entender que os entre-

vistados haviam esgotado o debate sobre a funcdo, a entrevistadora decide entdo seguir para



Capitulo 6. Andlise do material produzido 106

a proxima sequéncia. A folha apresentada a seguir foi a representacdo gréfica da sequéncia
1+
-1

se n € par
Qy = P . O griéfico é o apresentado na figura 25.

se n € impar

Sl= 3=

E: Agora a sequéncia nimero 6.

A3: O, ihhh, pb, essa daqui parece aquela que a gente desenhou. S6 que seria o contrario.

A3: Nio, nao faz sentido.

E: O que vocés podem dizer dessa sequéncia?

A4: Olha, esse aqui é o maior nimero, esse aqui € 0 menor. Agora nao consigo ver se esta

chegando mais préximo do zero.

Ao fazer tal inferéncia, A4 utiliza o 1apis para mostrar no papel os pontos que estd se
baseando para fazer tais afirmacdes, nesse momento podemos entender que A4 utilizou do

diagrama para justificar uma afirmacdo.

A3: Cara, parece que ndo. Parece que ela estd mantendo uma constante, ta ligado? Do terceiro
[TRECHO INAUDIVEL] em diante.

A1l: Parece que daqui para ca estd decrescendo, mas

A3: E, parece que parou nesse terceiro niimero né? E de baixo pra cima também esta...

A2: A partir de algum momento ela € oscilante.

E: O que vocé quer dizer com oscilante?

Como nao havia ficado claro anteriormente qual o conceito de sequéncia oscilante, a

entrevistadora pede que o estudante explique o que € uma sequéncia oscilante.

A3: E, oscilante, é isso que eu ia te perguntar? Eu posso desenhar uma onda tipo seno?

Aqui A3 retoma, novamente, a ‘“funcdo que carrega a sequéncia’ que ele quer discutir.
A fala de A3 pode ser um indicio que nem os outros participantes estavam cientes do que A2

denominava sequéncia oscilante.

A2: Eu diria que para todo ene natural, existe pé€ natural tal que xis ene mais pé igual a xis ene.
A3: E muita informagio.
A2: Circulo.

E: Eu ndo... escreve aqui para mim.

Com intuito de entender melhor o que A2 estava dizendo, a pesquisadora pediu que
o participante escrevesse numa folha de papel o que havia sido dito. Ao ler, a entrevistadora

entendeu que na verdade estava se referindo as sequéncias periddicas.
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Figura 28 — Definicdo apresentada por um estudante para sequéncia oscilante.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Vale ressaltar que na defini¢do apresentada, podemos notar uma grande quantidade de
simbolos matematicos, e auséncia de palavras para explicar. O que pode ser outro indicio do
forte apelo a matematica verbal-simbdlica ao qual os licenciandos sdo apresentados durante
a graduacdo. Enquanto A2 escrevia, os demais colegas olhavam o que estava sendo feito. Ao
finalizar a escrita, A3 segurou o papel e comecgou a fazer perguntas sobre aquela defini¢do. A
discussao se segue com A3 tentando fazer sentido da defini¢do, e A1, A2 e A4 tentam explicar.
Um exemplo dado pelos participantes foi a fun¢do f(z) = seno(z), um vez que essa funcdo é

comumente apresentada como um primeiro exemplo de sequéncia periddica.

6.8 Oitavo episddio: evocando construgdes tedricas

Finalizada a discussao, a entrevistadora busca retomar a proposta da pesquisa, ao pedir

que os participantes falassem o que eles poderiam falar sobre as propriedades daquela sequéncia.

E: E agora? O que que vocés podem dizer?

A3: T4, essa aqui...

A4: Nao converge.

E: Ha?

A4: Nao converge...

E: Nao converge?

A3: Nao.

E: Por que vocé acha?

A4: Duas subsequéncias aqui... indo para lugares diferentes... [ Aqui fala mostrando com o lapis

os caminhos seguidos pela sequéncia]

Podemos notar nesse momento, que mesmo que a fala esteja sendo baseada no desenho,

em sua justifica existem tracos da defini¢cdo verbal-simbdlica como critério para nao convergéncia
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de uma sequéncia, a saber o fato que duas subsequéncias convergindo para valores diferentes
implica na ndo convergéncia da sequéncia. Aqui, um outro elemento indicando aprendizagem
do que fora trabalhado em sala de aula: argumento dedutivo, fundamentado nao na defini¢ao de
convergéncia e de limite, mas em um teorema estudado. O que quer dizer que a representacao

visual pode ser recurso para evocar resultados tedricos.

-

Al: E
A2: E, tipo, um, zero, um, Zero
Ad4: Exato.

No momento que A4 afirma que a sequéncia ndo converge, ele utiliza de um gesto
para corroborar uma hipotese. Novamente ap6s a fala dos entrevistados, a entrevistadora busca
retomar o ritmo da discussdo perguntando se havia mais alguma coisa que os participantes

poderiam falar sobre a sequéncia.

E: Mais alguma coisa que vocés podem dizer sobre ela?

A2: E, como se fosse menos k a k.

E: Eu ndo entendi.

A2: Em médulo ela é constante, né? Parece.

E: Em médulo ela parece constante.

Al: Isso af eu j4 ndo posso dizer.

A3: Cara, € o que eu acho.

A4: Como € aquela parada do médulo? Tinha uma parada do médulo? Que converge.

A2: E, de série. E.

A4 E, totalmente... E, como €?

A2: Série absolutamente convergente.

A3: Isso!

A3: Ela converge em mddulo.

A4: Converge para isso aqui. Para esses aqui, para esses nimeros aqui. [Fala isso fazendo um
gesto com o l4pis sobre o papel]

A3: Af no caso seria absolutamente convergente? Por conta disso? Se o mddulo é convergente.
A4: Mas ndo € convergente.

A3: E, se fosse 0 médulo talvez sim.

A4: S6 0 médulo.

A3: Enfim.... [Fala entregando a folha para a entrevistadora]

E: E tudo o que vocés podem dizer dessa sequéncia? Vocés falaram que ela ndo converge, né?
[Pergunta mostrando a sequéncia para todos].

A2: Nao é mondtona.
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E: Nao é mondtona. Mais alguma coisa?

A3: E limitada

A4: E o0 médulo dela... converge.

E: O médulo dela converge.

A3: Com toda certeza € limitada. Tanto inferior quanto superiormente.
A2: Sim.

Em seguida, mais uma vez a entrevistadora faz um uso equivocado de palavras que faz
com que os entrevistados acreditem que ela estava validando as informag¢des dadas por eles,
entretanto mais um vez ela reitera que as informacdes fornecidas nio seriam categorizadas como
certas ou erradas, mas que apenas compdes o corpo de dados da pesquisa. Em seguida, informa

que vai apresentar o ultimo exemplo.

E: Olha s6. Agora vou apresentar o dltimo exemplo.

A3: Ixie... Ih caraca.

A4: Calma, ndo tem dois.

A3: Nao, coloca uns dois dedos aqui, v€, 6, 0 médulo converge.
E: Hum? O médulo converge? Mas e essa sequéncia?

A2: Nao.

E: Mais alguma coisa que vocés podem dizer sobre ela?

A3: Oscilante.

E: Oscilante. O que mais?

A3: T6 pegando.

A4: [TRECHO INAUDIVEL]

E: Limitada.

A3: Cara, 1sso parecia, parece, tipo, eu chutaria tipo menos n elevado a n.
A2: Ha?

A4: Nao.

A3: E cara.

A4: Menos n elevado a n...

Ao falar menos ene elevado a ene, podemos interpretar A3 utiliza as maos para sinalizar
que o segundo ene a que se referia estaria numa posi¢cdo mais acima na notagdo, uma vez que se
encontraria no expoente Podemos notar que novamente os entrevistados voltam a questao da
forma algébrica. Isso pode ser interpretado como um sinal da importancia atribuida a representa-

¢do verbal-simbodlica.

A3: E.
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A4: Nao.

A3: Que ai quando for impar ta no negativo.

A2: Elevado a uma parada que cresce absurdamente.

A4: Nao cara, ele ia crescer... Bizarramente. Ia ser menos um elevado a n. [A4 faz gesto com a
mao, um movimento crescente, com a ponta do dedo descrendo uma trajetéria que se parece que
o grafico de fun¢do exponencial no ar]

A2: Cresce mais do que fatorial.

A3: P06, show, isso.

Podemos aqui ver mais uma vez a tentativa por parte dos participantes de retornar a forma
algébrica da funcio, apesar de para reforcarem suas hipéteses, utilizarem gestos e desenhos. Vale
notar que todos os participantes ao explicarem suas ideias e hipéteses utilizaram de alguma forma

de representagdo diferente da verbal-simbdlica. Resultados tedricos se articulam a argumentacio.

E: Gente, sem pensar na forma algébrica.

A4: Mas ele perguntou.

A3: Nao, é, €, eu falei ene mas deveria ser uma constante qualquer. E...

41E: Sem pensar na forma algébrica.

A3: Tu entendeu o que eu quis dizer?

A2: Cara, menos ene € ene.

A3: Mas ndo necessariamente menos ene, tipo, ele falou menos um. Daria. Por que ai se fosse
menos um elevado a um nimero impar d4 negativo, td ligado? E a um par estd em cima que é
positivo. E eles aparentemente tem a mesma distancia

A2: Ah... menos um elevado a ene vezes k.

A3: E.

A4: E.

A3: Af o que eu pensei. Aparentemente tem a mesma distancia do eixo x. Entdo por isso.

A2: Xis.

A3: ¢, enfim. Por isso também que o modulo converge. Vai estar aqui em cima. E ai?

Mais uma vez os participantes utilizam a forma algébrica da fun¢do para fundamentar
suas hipoteses e ideias. Em seguida os participantes engajam em uma discussdo que no momento
ninguém percebe estar incorreta. Os participantes confundem o conceito de série absolutamente
convergente. Elon (2017) define que uma séria )  a,,é absolutamente convergente quando a séria
> |a,| é convergente, ou seja, uma série é absolutamente convergente quando a série formada
pelo valor absoluto dos termos da série também € convergente. Tal conceito nao se aplica ao
conceito de sequéncias. A entrevistadora ndo interveio, a menos quando solicitaram dela uma

validac¢do e ela informou que naquele momento nao responderia se as afirmacoes feitas estavam
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matematicamente corretas ou nio.

6.9 Nono episddio: complementarizando

Em seguida a atividade proposta teve a intencao de promover reflexdes dos participantes
sobre as representacdes de sequéncia exploradas para reelaborar, ao complementarizar (Scheiner
e Pinto, 2018) caracteristicas dos contextos diversos ? as sequéncias convergentes, aspectos da
noc¢do de limite de sequéncia. Os processos que buscamos explorar foram o de provocar os estu-
dantes para evocarem identidades parciais entre os diferentes contextos estudados, para projetar
gradativamente e seletivamente estes dominios conceituais como um contexto hibrido novo,
refletindo a estrutura do conceito de limite de sequéncia. Para iniciar a atividade, a entrevistadora

informou que apresentaria todas as sequéncias abordadas naquela entrevista.

E: T4. Agora eu vou apresentar para voc€s todos os exemplos que a gente viu agora.
A3: Tem a forma algébrica ai? Delas?
E: Nio vou falar. Eu tenho, em outro momento eu até posso apresentar para voces. No momento,

por questdes de pesquisa,

Mais uma vez os participantes retomam a questdo da forma algébrica, talvez como forma
de validagdo ou de busca por informagdes anteriormente apresentadas (como a forma visual das
sequéncias ndo foi apresentada, talvez os participantes estivessem buscando formas alternativas
de acessar o conhecimento anteriormente abordado com outros professores € em outras disci-
plinas). Nesse momento, a entrevistadora foi interrompida por A3, quando esse a informa que
uma sequéncia ndo havia sido apresentada anteriormente (a sequéncia 4). Ao confirmar com os
demais participantes, a pesquisadora removeu as demais representacdes de sequéncias e deixou

apenas a que os entrevistados ainda nao haviam analisado.

A3: Bom, é convergente.

A4: E.

A5:E.

E: Por que ela é convergente?
AS: Parece.

A3: Porque tanto por baixo quanto por cima estd indo pro mesmo lugar.

Ao fazer tal afirmacdo, A3 utiliza a lapiseira que estd em sua mao para descrever sobre o
papel (mas sem escrever) o que ele percebe o comportamento da sequéncia e estabelece relagoes
entre objetos, ou seja, que os termos da sequéncia estio se agrupando em determinada regidao do

gréifico. Trazendo aqui uma nogdo geométrica relacionada a acumulacdo de pontos no plano, ou
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seja a limites:

A2: Assintota.

A3: Tem uma assintota aqui no meio, td ligado?

A2 ao mencionar assintota também realiza com a mao um gesto. Tal gesto consiste na
mao descrevendo uma trajetdria retilinea, que podemos interpretar como sendo um gesto para
reforcar uma ideia/hipotese. Novamente, a0 mencionar a assintota, A3 utiliza gestos com a mao
e com a lapiseira para descrever o comportamento da fun¢do, ou seja, ele estd utilizando gestos

para reforcar uma ideia/hipotese.

A4: E ela é absolutamente convergente porque o médulo dela converge pro mesmo lugar, inclu-

sive.

A4 faz um gesto com a mao que podemos identificar como sendo uma forma de represen-
tar uma reflexdo com relagdo ao eixo x, um vez que o gesto com os dedos dé a ideia de reflexdo
horizontal. Podemos entdo entender que A4 esta utilizando gestos para representar/reforcar uma

ideia/hipotese.

A3: Mddulo?
AS:E.
A4: Nao, aqui € zero.

A3: Aqui é zero.

Nesse momento A4 percebe que sua afirmagao nao € verdadeira, uma vez que toda a

sequéncia estd na parte positiva do eixo a,,.

A4: Mas tudo bem cara.
A3: O mddulo vai ser ela mesma.
A4: Nao, pera. Ndo € negativo, por isso eu to...
A5: E, ndo [TRECHO INAUDIVEL]
A4: Nio é negativo filho. E positivo.
A3: Sim cara.

A4: Mas o mddulo ndo vai fazer crescer, nao.

A4 fala novamente fazendo gesto com a mao que parece representar uma reflexao hori-

zontal. |
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A3: T4, vai continuar sendo ela.
A4: Ta bom.
A1l: Nao deixa de ser.
A3: Entdo continua... Voc€ estd certo.
A4: E, t0 certo.
A2: Vocé pensou que isso fosse o zero.
A4: E.

A2 ao falar fez um gesto com a mao sobre o papel que podemos entender como gesto
para representar uma ideia/hipotese. Da mesma forma, A4 faz também um gesto para corrobo-
rar uma hipotese com a mao. A fim de reforcar ainda mais sua afirmacdo, A4, toma da mao de
A3 alapiseira e mostra no papel, dessa vez utilizando a lapiseira como instrumento para apontar,
a que se referia como sendo a linha que para ele estaria representado o eixo das abscissas e em

seguida devolve a lapiseira.

A3: Entendi, arrasta aqui... T4, é limitada inferiormente e superiormente. Convergente. Nao é
mondtona. Nao € isso?

A4: Isso

A2: Isso.

A4: Nao é mondtona.

E: T4, o que mais vocés podem dizer?

A3: Convergente, nao € mondtona.

Nesse momento os participantes estdo apenas falando sem realizar quaisquer movimentos
que pudessem ser interpretados como tendo qualquer impacto nas suas respostas. Os participan-
tes passam entdo a discutir se a sequéncia poderia ser periddica, mas que nesse momento eles

estavam denominando por oscilante.

A2: Mas também nao € oscilante.

A3: Ah é, isso que eu ia falar. Também ndo parece oscilante. Nao sei.... E, pode ser...

Ao falar que ndo sabe, A3 faz gestos com a mao que contém a lapiseira para cima e
para baixo, se assemelhando a uma curva senoidal. Podemos interpretar que nesse momento A3

estava utilizando gestos para verificar propriedades.

A4: O que?
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A3: Oscilante.
A2: Creio que ndo.
A3: Parece...

A4: Nao nao, se converge...

Nesse momento a um longo momento de pausa, que parece ser causado pelo pensamento
introspectivo dos participantes. Nesse momento, varios conceitos foram evocados, revisitados e

trazidos em discussao.

A4: Porque ndo tem como

A4 fala fazendo um movimento com as maos em formato de C, se mantendo a mesma

altura da esquerda para direita, mas tem sua fala interrompida por A3 que fala mais alto.

A3: Se eu limitasse até aqui [fala apontando para o papel, mas ndo € possivel identificar no
video a qual parte da representacdo estava se referindo] por exemplo, eu poderia falar que ela é
monatona.

A4: Oi?

Al: Nao pelo seguinte, se voc€ somar o pé€ aqui

A3: Nio, nao vai voltar

A1l: Nao vai voltar para o0 mesmo lugar.

Al fala utilizando o dedo mindinho para apontar a que pontos na representacio estava se
referindo. Dessa forma podemos entender que Al estava utilizando gestos para justificar uma

hipotese assim como para reforcar uma ideia.

A3: E, pode crer.

A2: Nunca volta.

A1l: Nunca volta.

A ndo ser que vocé chega ao... ao limite.
A2:E.

A3: E ai?

A4: isso ai.

A3: Acabou?

A1l: Eu acho que sim.

E: Ok.

Ao falar que a sequéncia nao poderia ser oscilante (periddica) porque ela é convergente,
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podemos ver que os participantes utilizaram o diagrama para explorar propriedades e verificar
ideias. Em seguida a pesquisadora retoma o encaminhamento anteriormente feito, que era o de
apresentar todas as sequéncias que haviam sido trabalhadas durante a entrevista. A pesquisadora

entdo faz a seguinte proposta:

E: Olha s6, agora olhando para todas essas representagcdes, o que vocés podem falar sobre elas?

As sequéncias trabalhadas foram, nessa ordem, a,, = 1/n; a,, = %; an, = 2; a, =
_1\n 1+1 senépar
14+ 50, ==Lt 1, = n P = ()
—1— 2 senéimpar

A3: E, todas sao limitadas.

E: Uhum...

A3: hum...

A4: Eu ainda t6 bolado com aquela ali.
A3: Com essa?

A4: Com a trés, é.

E: O1?

A4: A trés para mim nao significa nada.

Nesse extrato podemos mais uma vez os participantes utilizando a representagao grafica
para verificar propriedades. Como as sequéncias haviam sido expostas na mesa, e ainda ndo havia
sido formalizada uma ordem, A4 chamou de sequéncia trés a sequéncia a,, = _71 + 1. Notado
esse problema, a pesquisadora entdo mostrou aos participantes qual era a ordem que deveria ser
utilizada, para que as informagdes dadas pelos participantes coincidisse com a nomenclatura
previamente feita pela entrevistadora. A discussdo segue com os entrevistados fazendo sentido

da organizac¢do proposta pela pesquisadora.

A4 E, eu estava falando do cinco.

A5: E limitada [TRECHO INAUDIVEL].

A3: Dois, trés, quatro, cinco. E...

E: No que elas sdo semelhantes? Podem falar o que vocés quiserem.
A3: Eu ia falar [TRECHO INAUDIVEL]

A4:Fala

E: Poe pra fora.

Com objetivo de relaxar o grupo e descontrair, pois ja estavam sendo entrevistados por

volta de trinta minutos a entrevistadora falou em tom de brincadeira “pde pra fora” .
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A3: Todas sao pontinhos.

A4: Todas sdo pontinhos. E.

E: Todas sdao pontinhos, isso ndo € idiota.

A4: Nio, isso é verdade. Vocé pode [TRECHO INAUDIVEL]

A3: E, nio é uma funcio continua né? Continua no é aquela que escreve sem tirar a caneta do

papel?

Nesse momento A3 foi capaz de resgatar parte da discussao feita no inicio da entrevista
sobre a questdo do dominio da “fun¢do que carrega a sequéncia” , que nesse caso € o conjunto
dos nimeros naturais. Além disso, podemos ver na fala de A3 o uso de diagramas visuais para
verificacdo de propriedades e para resgatar conhecimentos prévios.Quando A3 fala “Continua
nao € aquela que escreve sem tirar a caneta do papel” o entrevistado faz um gesto com a mao
como se desenhando no ar, talvez utilizando gestos para estruturar uma conjectura. Além disso

podemos ver também o uso de uma justificativa grafica para uma propriedade verbal simbdlica.

AS: Mas e aquele intervalo? Quer dizer, quer dizer que tem intervalos af entao?

A3: €.

A4: Todas elas sdo limitadas inferiormente. Isso eu posso garantir. Agora eu ndo posso garantir
que essa aqui € limitada superiormente. E eu vou ser chato com isso.

A3: Eu ia falar que é.

E: Pelo desenho vocé acha que vocé ndo pode dizer isso?

A4: Nao, claro que ndo.

Nesse momento podemos ver um esfor¢o dos participantes em buscar somente através
das representacdes gréficas da sequéncia apresentar algumas propriedades das sequéncias, ou
seja, nesse momento podemos notar nos participantes o uso de diagramas e representacoes
visuais para verificacdo de propriedades. Por outro lado, podemos ver ainda intrinseco no
discurso de A4 uma certa ressalva com relacdo ao que se pode afirmar baseado nos graficos
por conta do que acontece com o grafico da fun¢cdo quadrética, onde o grafico por crescer
de forma bastante acentuada faz parecer que a fun¢do tem um comportamento assintético.
Em seguida a entrevista € brevemente interrompida por um estudante da universidade pedindo

um carregador de celular emprestado. Em seguida a pesquisadora retoma a entrevista como segue.

E: Quais sdo as similaridades? Vocés podem falar o que vocés quiserem.
A3: Quais sao o que?

E: Quais sdo as similaridades? O que que elas, o que tem em comum.
A3: Tem em comum?

Al: todas elas?
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E: O que vocés quiserem. Se vocés quiserem selecionem um exemplo...
A3:Eudiriaqueal,a?2,a4,eal convergem para um determinado k.
A2: Essa ndo? [Fala apontando para o papel]

A3: Eu falei, € a 4.

AS: Essa aqui € a 4 ndo?

A2: Essa aqui

A3: Ah, ndo, pode crer. A 3 também.

Apesar de as sequéncias terem uma numeracao escrita, podemos notar que a organizagao
ainda gera um pouco de divida nos entrevistados. Mais uma vez os entrevistados sdo capazes de
extrair das representacdes visuais mais algumas propriedades das sequéncias, e nesse momento
o que surge € o uso de diagramas e representagoes visuais para verificar a convergéncia de

sequéncias.

A4: Aquela ali a gente ndo sabe.
A3: Qual.

A2: Como assim?

A4: A 6 é. Nao sabe
A3:Nio,a6ea7nio.

E: Nao o que?

A3: Nao converge.

A4: E a 5 também nio.

A3: A 5 vou ser chato e fala que converge.

As sequéncias 5, 6 e 7 foram apresentadas nas figuras 24, 25 e 26.

Mais uma vez A4 acredita que o grafico da sequéncia 5 ndo converte por seu grafico se
assemelha com o grafico da fungdo f(x) = 2. J4 A3 afirma que a fung@o vai ser convergente
talvez por acreditar que todos os pontos estdao se aproximando de um determinado valor. No-
tando uma diminui¢do na fala dos participantes, a pesquisadora retoma o turno de fala a fim de

incentivar os participantes.

E: T4. Vocés podem dizer mais alguma coisa? O que elas t€ém de diferente?

A3: Ah velho.

A4: Algumas s6 s@o com relacdo ao médulo

A3: Cara, eu posso ser abusado e falar que essa parece a inversa daquela? A inversa ndo mas,
mas essa parece ser o modulo dessa. [Fala apontando para as sequéncias 1 e 5]

AS5: A inversa ndo.

A4: Nio, nao.
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A2: Nio.
A3: Nio, nio. Pode crer. As duas sio positivas. Pensei que... E porque o risco que eu fiz estava

me confundindo. [A3 estava se referindo a linha feita na Figura 27].
A5: E.

Apesar de tanto A3 quanto os demais colegas concordarem que a afirmacao foi equivo-
cada, podemos notar que A3 utiliza de diagramas e representagées visuais para analisar/verificar

propriedades.

A1l: Uma € crescente e a outra decrescente.
A3: €, isso.
AS: €.

A3: Isso eu posso afirmar.

Al fala se referindo as sequéncias 1 € 5. Podemos notar na fala de Al o uso de diagramas

e representagoes visuais para explorar propriedades.

A4: Tem alguma [TRECHO INAUDfVEL] os dois.
A3: Cara. As duas parecem e essas duas também. [Fala apontando para as sequéncias 2 e 4].

A1l: Parecem que sao um deslocamento da funcao;

Novamente podemos ver na fala de Al o uso de diagramas para explorar propriedades.
Apesar de até o momento nada ter sido falado sobre o topico, A1 menciona uma translagao da
sequéncia, o que pode ser confirmado através da forma algébrica mencionada anteriormente. O

didlogo continua.

AS5: Aquelas duas 14 nao sdo iguais, sdo diferentes.

A2: Nio.... sdo... parece que deslocou para cima entendeu? No caso essa daqui foi deslocada
para cima, entendeu?

A5: Sim, sim.

A3: Vamos supor que aqui fosse, sei 14, menos trés. Deslocou trés pra cima.

AS: T6 entendendo.

Enquanto A3 explica para A5 o porqué de achar que as sdo uma a translagdo da outra,
ele sempre aponta para o papel, talvez utilizando as representacéoes visuais como uma base para

explicagao.
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A4: E verdade. Ali, naquela ali a gente tem uma que é absolutamente convergente. [TRECHO

INAUDfVEL] nao necessariamente. Na outra também. Ai, saco.

A4 fala de longe e a pesquisadora nota que depois seria dificil interpretar sobre quais
funcdes A4 estava se referindo, ela entdo pede que A4 utilize a numeracao escrita nas sequéncias
para auxiliar na anédlise de dados. Em seguida, A3 mostra novamente de que forma as sequéncias
estdo organizadas. Talvez por conta da intervengdo da pesquisadora, A4 ndo fala mais sobre a

sequéncia e quem retoma o turno de fala € A2.

A2: Essa aqui parece uma coisa maluca, tipo o nimero de ouro. [Fala apontando para a sequéncia
ndmero 4]

A3: Entdo o 7 para cé que af os impares estdo aqui. Qual o nimero de ouro?

A2: Essa parece aquela coisa maluca 14, nimero de ouro, sequéncia de Fibonacci que converge
para um ndmero que ela vai fazendo assim e pa.

E: Gente, sem pensar na forma algébrica.

A3: Mas nao tem como.

Novamente os participantes recorrem para a forma algébrica, e quando pedidos para que
nao o fizessem, A3 afirma nao ser possivel. Podemos interpretar tal comportamento como um
refligio, uma vez que como representacdes visuais de sequéncias nao foram muito utilizadas pela
professora, os estudantes ndo se sintam tdao confiantes em fazer afirmacdes nesse ambito, o que
nao acontece com as formas verbais-algébricas, que foram amplamente utilizadas em diversas

disciplinas.

E: S6 na forma gréfica.
A2: Mas eu ndo falei a forma algébrica, s6 falei um exemplo.
Podemos notar na fala de A2 a relevancia, que ndo € notada, dada a representagcdo verbal-
simbdlica, uma vez que os participantes de forma talvez involuntdria acabam voltando a ela.
A4: O que elas tém de diferente.
Al: A 4 parece a 3 deslocada, a gente [TRECHO INAUDIVEL] para cima..
A2: Essa aqui parece essa [Fala apontando para as sequéncias 6 e 7]
A5: E, parece.
A3: Cara, essa parece que foi espelhada e deslocada. [Fala apontando para a sequéncia 5]
AS5: Nio, ndo essa aqui € constante essa dai, estd vendo? Essa aqui € constante. [Fala apontando
para a sequéncia 5]
A4: E, ela faz assim. [Faz um gesto enquanto fala de zig zag na vertical com a méo]

A2: E, a menos desses iniciais aqui.
A5 E.

N
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Apo6s a retomada do turno de fala por A4 voltando para a questdo proposta naquele
momento, 0s participantes se engajam no processo de analisar as representacdes visuais € nesse
momento podemos notar que os participantes foram capazes de descrever propriedades a partir
das representagoes visuais/diagramas. Nesse momento todos os participantes tiveram um turno
de fala, o que pode ser um sinal de maior confianga para falar. Ao notar que os participantes ndo
tinham mais nada a acrescentar, a entrevistadora entdo muda o foco das perguntas da questao

da convergéncia para o que os participantes identificariam como sendo uma sequéncia mais geral.

E: Tem uma dessas representacdes que voc€s acham que é mais geral do que outras?
A3:Como assim?
A4: Como assim, mais geral?

E: Que ela seja uma representacdo de sequéncia mais geral.

Esta foi uma questdo que ndo foi bem formulada. Nesse momento os entrevistados
demonstraram certo desconforto com a questdo da entrevistadora, uma vez que o conceito de
sequéncia mais geral ndo foi muito explicado pela pesquisadora. Essa foi uma escolha feita a fim
de evitar qualquer viés que pudesse comprometer a resposta dos entrevistados. Sendo assim, a

pesquisadora prop0s a seguinte questao.

E: Tem uma dessas representacdes que voce€s acham que €é mais geral do que outras?
A3:Como assim?
A4: Como assim, mais geral?

E: Que ela seja uma representacdo de sequéncia mais geral.

A expressdo dos participantes demonstra certa divida nesse momento, mas alguns parti-

cipantes decidem tentar.

AS: Essa daqui. [Fala apontando para a sequéncia 1]
A2: E.

A3: Ah... Qual?

A4:€é,a3eal. Alias,

AS5: Essa aqui.

Ad: ASeal.

A3:5eal.

E: A 5eal sdo mais gerais?

A4: E, elas tém mais caracteristicas.
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Ter uma caracteristica comum € um bom entendimento como “geral” . Esta caracteristica
poderia ser, por exemplo, a existéncia de assintotas horizontais, ou os termos da sequéncia se
aglomerando em um ponto no plano, a partir de certo momento. Mas ai neste caso nao haveria
uma, dentre as sequencias exploradas, com esta caracteristica. Os participantes fazem afirmacdes,
mas sem demonstrar muita confianca. Ao notar um traco de uma informacao subjacente que
justificaria a resposta dos alunos, a pesquisadora volta as suas perguntas a fim de explicitar esses

pontos.

E: Quais caracteristicas?

A4: Uma € decrescente, converge.

A entrevistadora entende que neste momento A4 estd buscando exemplos de generalidade
em cada um dos exemplos, quando na verdade a entrevistadora estd pedindo um exemplo que

seja mais geral que os demais.

E: Nao, eu quero que vocé dé um exemplo que seja mais geral. Me dé um exemplo que vocé
ache que seja mais geral que os outros?

A3: A Constante?

Al: [TRECHO INAUDIVEL] as monétonas.

A3: Eu pensei na constante. Eu diria a constante.

E: Por que?

A3: Mon6tona, convergente, limitada, se ela ¢ mondtona ndo € oscilante.

A4: Mas as outras também sdo

A3: Sim, mas ela pediu um exemplo geral. A que possui mais coisa € ela.

A fala de A3 indica que para ele, a func@o mais geral é a constante, uma vez que agrega

diversas caracteristicas diferentes.

A4: Mais geral, mais geral?

E: Vocés podem discordar dele.

A4: Eu discordo de A3.

E: Qual vocé acha que € mais geral?

A4: A1eal. Euacho mais geral.

A3: T4, mais um exemplo. Eu vou ser chato com isso.
A4: Como assim um exemplo? Eu ndo entendi.

A3: Ela quer um. Das sete que tem, que vocé fale um que vocé acha
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A4: Vocé quer que eu escolha [TRECHO INAUDIVEL] mas tem que escolher s6 um.
A3: é.

A4: Ah t4, entdo a um eu acho mais geral.

E: Vocés podem discordar. A2, vocé concorda?

A1l: Eu acho que a mais geral seria a 2.

E: 2?

A3:2?

A4: Dois € aquela 14.

A3: A 2, porque voce juntou a 1 com a 3.

Al: E a que tem mais variacio. Aqueles exemplos que vocés escolheram sdo muito.... especificos.
A3: Pode crer.

Nesse momento os participantes estdo voltados a entender o que em suas concepcoes
torna uma representagdo mais geral que outras. Os participantes verificaram, apds incentivo da
pesquisadora, que as visdes do que seria uma representacdo mais geral poderia ter diferentes

baseadas nas concepcdes do individuo.

A2: Ndo é monotona, ndo é...

Al: Sim, exatamente.

A2: S6 é convergente.

A1: S6 nao pode ser aquelas mesmas coisas.

A3: E, me sinto convencido.

A2: Nao é mondtona, nao € oscilante.

Al: Vocé tem a parte negativa, [TRECHO INAUDIVEL] convergir.
A4: Eu sei agora, vocé tem que ter duas caracteristicas, né?

A3: Sim, mas ele conseguiu juntar a 1 e a 5 como vocé queria em uma so.
A4: Ndo, mas nao tem as mesmas caracteristicas.

A2: E, e essa aqui né? [Fala apontando para a sequéncia 4]

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

A1l: Porque eu, ainda falando da 2, porque ela tem negativos.

A2: A, sim.

Ao explicar seu ponto de vista, A1 mostra para os participantes uma versao de mais
geral que talvez fosse diferente das que tinham antes, o que € sugerido pelas frases de confir-
macao feita pelos colegas. Para A1 uma representacdo mais geral seria aquela que agregasse
uma maior quantidade de caracteristicas, o que segundo ele, ndo acontecia com as represen-

tacoes selecionadas anteriormente pelos colegas. Nesse momento A5 se atenta para um outro fato.
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AS5: Uma coisa também, ndo sei se tem a ver, os espagcos. A4: Como assim?
A3: Entre

AS: Os intervalos

A1l: Para mim eles parecem igualmente espagados.

A4: A, talvez uma divisdo, assim... ndo faz diferenca.

A3: E, tipo, aquelas primeiras estio mais perto.

A4: Nao, é impressao sua. A 14, € ilusao de 6tica.

A3:E.

A2: Vamos brincar de ligar os pontos.

A3: Calcular a distancia.

A distancia no eixo horizontal € a mesma, afinal o dominio de uma sequéncia € o con-
junto dos nimeros naturais que sao igualmente espacados, mas talvez por conta das distancias
variarem de acordo com cada sequéncia, a representacdo visual pode ter levado A5 a acreditar
que o espacamento fosse diferente. Os colegas verificaram que tal fato ndo era verdade, mas
nao utilizaram nenhum método verbal ou visual para justificar o porqué a afirmagio ndo era
verdadeira. Entendendo que os participantes apresentaram suas ideias de forma satisfatoria e
que ja possuiam um arsenal de ideias e representacdes, a pesquisadora iniciou a parte final
da entrevista. O objetivo era que os participantes, em grupo, produzissem um diagrama que

representasse, na visao deles, uma sequéncia mais geral.

E: Nao? Entdo agora, € a tltima coisa que eu vou pedir para vocés fazerem hoje, vocés conse-
guem criar para mim uma sequéncia que vocés definam como mais geral?

A3: Putz.

E: Que agora voces falaram que, vocé disse que a 1

A3: Mas eu ndo sei qual seria a defini¢do de mais geral. Ele me convenceu quando disse que

tipo, se eu fosse fazer uma sequéncia qualquer eu chegaria mais préximo daquela.

Mais uma vez os participantes se deparam com um conceito que nao estd muito claro
para eles que € a de uma sequéncia mais geral, e novamente, existe um pouco de hesitacdo ao

falar ou produzir um registro.

E: Entdo t4, vou mudar a minha pergunta. Vocés conseguem fazer uma representacido que junte
todas as ideias de todas essas aqui?

A2: Nao,

A3: Af ndo.

A2: Porque nio tem como ser [TRECHO INAUDIVEL] do que isso.

E: Nao? Mas vocé acha que vocé nao consegue juntar as ideias de forma nenhuma?
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A2: Sim, talvez com a constante, por exemplo.
A4: Pode desenhar todas juntas né?

Nesse trecho ha tragos na fala de A4 que podem indicar que em sua visao a representacao
grafica de uma sequéncia que serd mais geral serd aquela que agregard mais caracteristicas. Como
por diversas vezes os participantes se voltaram a forma algébrica, a entrevistadora decidiu intervir
de forma a tentar quebrar com essa ligacdo, explicando que pensar na forma algébrica poderia
estar limitando as possibilidades de representacdes por conta da falta de uma representacao

algébrica Unica.

E: Pensa no seguinte:
A4: Botar o primeiro ponto da 1, o segundo da 2, o terceiro da 3.
E: Nem toda sequéncia ela tem uma férmula geral. Algébrica. Perdendo isso de vista.

A4: Aqui aqui.

A4 que anteriormente havia mencionado que uma representacao mais geral poderia ser
uma que fosse formada por pontos que pertencessem a todas as sequéncias, continua com sua

ideia.

E: Tirando isso, falando s6 da sequéncia na representacdo grafica. Vocés ndo acham que, pode
deixar depois eu pego, vocés acham que vocés conseguem juntar todas essas ideias numa unica
sequéncia?

A4: Eu consigo.

E: Consegue?

A3: Ele consegue.

A4: O primeiro ponto

E: Nao! Desenha ai! Pode desenhar, por favor.

A4: Vou desenhar.

A4 foi o Unico participante que demonstrou qualquer menc¢ao de produzir um registro

baseado na solicitagdo da pesquisadora. Os demais estudantes ficaram apenas olhando.

A3: Sinta-se a vontade.

A4: Me dé todas as sequéncias.
AS5: Quer todas aqui?

A4: Quero?

A3: Tu vai pegar um ponto de cada?
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A4: Um ponto de cada. Af cada subsequéncia vai ter todas as caracteristicas possiveis. E a coisa
mais geral possivel.

A3: E, faz sentido, mas...

Al: Isso se os valores de x forem diferentes.

A3: Em cada unidade.

Al: Em cada um dos pontos.

A4: Nio, mas af vocés estd [TRECHO INAUDIVEL]

A5: [TRECHO INAUDIVEL]

Al: Tipo, xis 1 do gréfico 1 se diferente do xis 1 do grafico 2

A4: Mas quando vocé estd lidando com as subsequéncias vocé€ ignora os outros. Vocé so lida
com os da subsequéncia que vocé escolheu.

Al: Ok.

A4: Ai tem todas as caracteristicas possiveis. Quando vocé€ vé como um todo € uma bagunga. T6
com preguica de desenhar.

A3: Ah, para.

A4 entdo passa a desenha uma sequéncia que tem como elementos pontos de todas
as sequéncias trabalhadas. Para A4 a sequéncia mais geral serd aquela que agregard o maior
nimero de caracteristicas, mesmo que olhando ao todo ndo se possa notar isso. Em sua fala
podemos notar que para A4 basta selecionar determinados pontos, seguindo um padrdo, para que

as caracteristicas sejam percebidas.

Enquanto A4 desenha AS auxilia organizando as sequéncias que haviam sido apresen-
tadas pela pesquisadora, Al e A2 olham a distancia e A3 mexe no celular. Alguns momentos

depois, A1 questiona o que estava sendo feito.

Al: O que esté esperando ele desenhar?

E: Um exemplo, uma representacao que traga, una todas as ideias de todas as sequéncias que
foram apresentadas.

A4: Ai a minha ideia foi, botar o primeiro do primeiro, o primeiro do segundo, tarard. E assim
pra sempre. Af vai ter todas as caracteristicas.

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

A4: [TRECHO INAUDIVEL] a dois e a um.

A2: Essa daf ndo vai ter nenhuma cara.

A4: Nao, vai ter subsequéncias que vao ter, vocé pode escolher qual subsequéncia vocé quer e
tirar todas as caracteristicas.

A2: Mas a sequéncia em si nao tem.

A4: Em si ndo tem nenhuma. O que torna mais geral ainda. Porque além de ter todas as caracte-
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risticas ndo tem nenhuma.
A2: Mas serd que nao vai ser convergente?
Al: Como é que vocé vai conseguir...

A4: Nao, ndo vai ser convergente.

A4 retoma um ponto discutido anteriormente, que € o da convergéncia da sequéncia. Aqui
podemos ver o uso de diagramas para resgatar conhecimentos anteriores e para exploragdo de

propriedades.

A2: Nao porque com oscilante.

A4: Mas as subsequéncias vao ser.

Al: Exatamente.

A4: O1?

Al: Mas...

A2: A menos daquela vai ser [TRECHO INAUDIVEL]. A menos daquelas duas oscilantes vai
ser convergente.

A3: Entendi.

A fim de concluir o que os participantes entenderam como critério de convergéncia de
uma sequéncia graficamente, a entrevistadora utiliza a representacdo grafica feita pelos estudantes

para questionar qual seria graficamente o critério de convergéncia para a sequéncia produzida.

E: O que que vocés acham que deveria acontecer ali naquele desenho para que elas convergissem.
Para que ela convergisse. A gente estd falando agora dessa sequéncia.

A2: Existe um épsilon.

E: Nio, falando no desenho.

A3: Maior que zero.

A2: Para todo.

E: Esquece que a gente sabe dlgebra.

A4: O, nesse desenho, ndo, nio converge.

Al: A gente vai ter que.... Falando pelo desenho

E: Voltamos a cinco séculos atras.

A1l: Pra convergir tem que que passar uma reta paralela a x

A4: Cara, tecnicamente, olha s6, tecnicamente vocé pode vocé pode

A3: E todas elas se aproximarem

Al: E todas elas irem se aproximando cada vez que

A4: Olha s6, calma, todas elas, calma, todas elas t€m um ponto, €, sdo limitadas superiormente,
voce concorda?

A3: Certo
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A4:

Figura 29 — Sequéncia mais geral produzida pelos participantes.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Se vocé escolher o mesmo ponto para ela ser limitada superiormente elas vao convergir para

esse ponto maximo.

A3:
A2:
A3:
A2:

Mas inferiormente também
Nao, elas podem convergir para um outro ponto também. Mais em baixo
E. Acabou contigo.

Pode convergir para dois lugares diferentes. Eu acho.

A4: E, se eu pegar [TRECHO INAUDIVEL] elas vio para lugares diferentes entdo, nio converge.

Se eu pegasse... sei la

Al:
A3:
Ad4:
Al:
Ad4:
Al:
A4:

Vocée ia ter que limitar o dominio para ela ser convergente pro lugar que vocé quer.
[TRECHO INAUDIVEL]

Calma

Se conseguir.

E isso.

Pra x um e x dois vocé€ consegue, mas pro resto... Talvez.

Af a cinco

E: Vocés conseguem dizer alguma coisa dessa sequéncia?

A2:

seja épsilon maior que zero.
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A3: Para todo épsilon maior que zero existe um... Fala af cara.

A2: n zero.

A4: Aqui eu t6 falando, se vocé for, todas elas convergem para o algum lugar. O teu ponto
superior. Se voce...

Al: [TRECHO INAUDIVEL]

A4: €, porque tem as negativas né? Que ndo convergem at all, assim...

A1l: Tipo assim, se vocé pegar essa daqui

A4: Se vocé pegar o médulo delas

Al: estd convergindo para onde?

A3: Pra nada.

Al: S6 pegar essa parte aqui.

A4: T4, voce esta falando, vocé pega as oscilantes entdo e voce pega o mddulo delas.

E: A gente pode pegar pedacgos e falar que nesse pedago a sequéncia converge? AS5: Pode ser
uma subsequéncia?

Al: E, se for uma subsequéncia... Mas nem toda subsequéncia convergindo pro mesmo lugar
entdo....

A3: A sequéncia ndao converge.

A4: E, mas vocé pode forgar isso.

Mais uma vez vemos no discurso dos participantes um argumento verbal-simbdlico
sendo utilizado. Ao falar que nem toda subsequéncia convergindo pro mesmo lugar fard com que
a sequéncia ndo seja convergente € um argumento verbal-simbdlico utilizado para justificar a
nao convergéncia de uma sequéncia. Além disso, podemos inferir também que o uso do termo
modulo vem erroneamente sendo usado, uma vez que se referem ao médulo quando querem

fazer um reflex@o horizontal de alguns pontos, mas nem sempre com relagdo ao eixo .

E: Forcar como?

A4: Ué, vocé movendo.

A1: Como forcar essa, esse ponto xis um e xis dois convergirem pro mesmo lugar dessa xis trés
e Xxis cinco?

A4: Vocé pega todas que convergem e leva pro mesmo lugar, e as que ndo convergem que so as
que, s30 mais € menos, mais € menos, vocé pega o modulo delas. Vocé pde o ponto, convergindo.
E: Sem falar em algebra.

A4: Mas eu nao estou falando em édlgebra.

E: Vocé estd falando médulo.

A4: Quem, eu falei em médulo?

E: Falou.

A3: Falou em que?

E: Mdédulo
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A5: Médulo.

Talvez os participantes pudessem ter a ideia de que o médulo faz uma reflexdao com o
eixo das abscissas, mas ao utilizar o termo moédulo ao invés de reflexdo eles estdo fazendo a

escolha de utilizar termos algébricos a geométricos.

A1l: Que sendo seria, a mesma coisa que dizer que voc€ consegue fazer aquela sequéncia... Posso?
[Pergunta se pode pegar uma das sequéncias apresentadas anteriormente]
E: Claro.
Al: Que nessa...
A3: Vamos falar menos ela quando ela € negativa e ela quando € positiva.
Al: .... aqui converge.
E: Qual é essa?
Al: Ahhh.... sete.
A4: Nao, essa ndo converge.
Al: Entdo, eu t6 dizendo que vocé conseguiria fazer a mesma coisa para ela convergir.
A4: Nao, so td6 usando a um.
A3: [TRECHO INAUDIVEL]
Al: Entdo, olha s6. Da mesma forma vocé consegue manipular essa daqui pra fazer ela convergir.
A4: Sim, sim. Mas [TRECHO INAUDfVEL] uma regra, nao da pode roubar.
A3: [TRECHO INAUDIVEL]
A4: E, pera, tem alguma caracteristica daquela
E: Como € que vocé quer roubar? Desculpa, ndo entendi.
A4: Nao, usando algebra, €.
A3: Usando élgebra
E: Nao, usando, esquece a dlgebra.
A4: ¢, entdao. Exato.
3:

A3: E, porque a regra do jogo é assim.

Nesse momento os participantes ndo deixam claro de que forma eles pensaram que
poderiam manipular a sequéncia de forma a fazé-la convergir, mas talvez ndo tenham se dado
conta que na verdade estavam utilizando estratégias geométricas para fazé-la, uma vez que nao
tinham a forma algébrica das sequéncias e portanto ndo seriam capazes de fazer manipulagdes

algébricas da forma correta para fazer com que a sequéncia convergisse.

E: A gente conseguiria fazer essa aqui convergir? [Fala apontando para a sequéncia criada]
A3: Eu acho que ndo

A4: Se vocé pegar s os pares dessa aqui e botar aqui sim.



Capitulo 6. Andlise do material produzido 130

E: Botar aqui onde?

A4: Botar nesse gréfico aqui. Por exemplo, esse aqui, € esse aqui .

E: Mas como voceé vai fazer isso? Repetindo isso aqui e depois colando isso aqui depois? Ou
vocé colocando isso aqui depois?

A4: Nao, olha s6. Eu ndo entendi o que vocé falou.

E: Entdo fala para mim como vocé pretende fazer ela convergir porque eu ndo entendi.
A4: Olha s6... Todos os.... 0s... as....

E: Os pares aqui, que estdo acima do gréfico.

A4: Exato. Vocé vai botar nesse grafico. Os impares voc€ ignora. Por construgdo.

E: T4.

A4: Os outros sao os que convergem, voc€ constréi de uma maneira que eles convirjam a um
ponto que vocé escolheu, esse ponto que vocé escolheu.

E: Vocé consegue desenhar? O que vocé estd pensando, aqui?

A4: Cara, mais ou menos

E: E que fica mais fécil pra eu entender.

A1l: No caso vocé quer selecionar o X que vOoc€ vai querer usar.

A4: é, vocé vai selecionar.

E: Entdo, desenha ai pra mim.

Al:Nocasoon

A4: Vocé s6 pode ter um de cada um né, entio... E tipo... é estranho

E: S6 pode ter um de cada um por qué?

A4: Um ponto de cada vez porque... como a parada €.... uma funcdo, vocé ndo pode ter um n
com dois valores. [TRECHO INAUDfVEL]

E: Pensa que vocé estd querendo fazer convergir uma sequéncia.

A4: Cara, vocés, vocés entenderam o que eu quis dizer?

E: Tenta desenhar

A3: Mais ou menos

E: Por favor

Ad4: Fica dificil. [TRECHO INAUDfVEL] fica muito grande

E: Faz mais juntinho os pontos, ao invés de fazer tao separado.

A3: Usa os quadrinhos pequenos.

A4: T4, eu vou fazer meio que... De qualquer jeito mas...

Os participantes ainda discutem um pouco enquanto A4 faz uma nova tentativa, dessa

vez criando uma sequéncia que seja convergente.

A4: Téa bem bizarro.
E: T4, mas explica pra mim o que vocé fez por favor.

A4: Olha s6, eu botei, eu botei meio que a moda... que eu quis.
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A3: Ald vonte.

A4: A ld vonté.

E: aham.

A4: Todas as sequéncias que vocé€ mostrou

E: Aham.

A4: Eu botei aqui.

E: Aham.

A4: E as que ndo convergem, eu exclui os pontos que... eu achei que iam.... é...

A3: Dar problema.

A4: E, ndo... Fazer dar.... é, [TRECHO INAUDIVEL], exato. E eu escolhi um ponto... €, no caso
o 1... agora ndo, cinco

A3:yigual aum, sei la

Al:n.

A4: Tanto faz, n. Para ser o ponto de convergéncia. E todos os que s@o constantes eu botei nesse
ponto. E todos que estao crescendo eu botei pra variar pra esse ponto e todos que estdo fazendo
assim, eu botei pra ir pra esse ponto e todos que estdo fazendo assim. Mesmo que a... [TRECHO

INAUDIVEL] chato, estio convergindo pra esse ponto.

A sequéncia produzida é apresentada na Figura 30.

Figura 30 — Sequéncia mais geral convergente produzida pelos participantes.

Fonte: Arquivo Pessoal.

A pesquisadora entdo agradece a participacdo de todos e refor¢a o combinado de se
encontrarem novamente na préxima aula. E interessante perceber a tentativa dos estudantes ?
excluindo o que poderia “dar problema” e incluindo o que € “permitido acontecer” , e propondo
uma estrutura para o conceito de limite de sequéncias contextualizado na sequéncia convergente
da Figura 30. Se retomarmos a proposta do estudante Chris quando escreveu sua defini¢ao formal

de limite de sequéncias, arriscamos a dizer que ha similaridades.
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6.10 Sintese dos resultados da analise

A andlise do material produzido € sintetizada utilizando procedimentos metodolégicos
da Andlise Temadtica, ja iniciado nas sessdes anteriores. Ao longo da apresentacdo da transcri¢do
das entrevistas, rétulos ou categorias foram destacadas em itdlico, identificando modos como
os participantes usavam modalidades de representacdo dos objetos matematicos distintas da
algébrico simbdlica, Destacamos o uso de representagdes visuais e de gestos. Na tabela a seguir,

temos a categorizacao inicial, a partir de 50 rétulos ao longo do texto analisado.
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Modalidade de W Modalidade de o

i Rétulos ou categorias iniciais Comunicar ideias
representacbes representagoes
R“epre.esentagées Sugenrl propriedades (a serem Gestos Expressar pensamento
visuais conhecidas)

Contextualizar

Recurso para evocar sentidos

Recurso para explorar propriedades

Recurso para formulagéo de
hipoteses

Recurso para explicitar propriedades
{conhecidas a priori)

Recurso para particularizar (localizar
pontos especificos)

Recurso para fazer inferéncias

Explorar propriedades da expressao
algébrica

Reforga aspectos do conceito

Faz emergir aspectos do conceito

Representacido a posteriori do
compartilhamento do objeto

Acesso aos aspectos construidos
pelo outro sobre o objeto matematico

Oportunidade para conhecer
elementos da construgéo

Acesso a concepgbes do outro

Inferir aspectos da imagem conceitual

Evidenciar davidas que ndo emergem
ao trabalhar com a representacao
algébrica

Sugerir propriedades

Confirmar propriedades

Leitura de propriedades visuais

Oportunidade para conhecer
elementos da construgao

Dar sentido ao conhecimento

Recurso para transmilir ideia

Reforgar hipéteses

Sustentar argumentagao

Representar um objeto

Justificar uma afirmagao

Verificar ideias

Base para explicagao

Problematizadora de conceitos
trabalhados na disciplina

Transmitir/comunicar
informacgao/ideia

Apoiar hipdteses

Sustentar argumentagao

Explicar

Tornar ideia mais clara

Representar comportamento

Representar ndo variagao

Representar curvas

Apoiar uma idéia

Recurso para representar ideias

Reforcar uma ideia

Representar uma propriedade

Questionar uma ideia

Explorar propriedades

Justificar uma hipotese

Estruturar uma conjectura

Confirmar propriedades

Representar um conceito

A segunda etapa da metodologia € reagrupar os rétulos de modo a constituir subtemas
que correspondam a modos como os estudantes fizeram uso de visualizacdo. Isto porque além
de muitos rétulos terem sido idénticos, alguns podem ser agrupados por corresponderem a uma
mesma forma de uso do recurso visual. A estratégia que vamos utilizar € a de produ¢do de uma
nova tabela identificando com cores o que consideramos um mesmo modo de uso. Feito isto,

produzimos uma segunda tabela:
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Modalidede de
representacoes
Representagoes
wisuais

Rétulos ou categoriss
iniciais

Sugerir propriedades (a
serem conhecidas )
Contexquslzar

Recrso para evocar
sentidos

Reorso para explorar
propriedades

Recurso para formulacio
de hipoteses

Recurso para exdplicitar
propriedades
{conhecidas a priori)
Recurso para
particular izar {localizar
pontos especificos )
Recurso para fazer

infer éncias

Explorar propriedades da
express 3o sigébrica
Reforca aspedios do
oconoeito

Faz emergr sspectos do
oconoeito

Representacdo 5
posteriori do
compartihamento do
obieto

Acesso 808 sspectos
ostruides pelo culro
sobre o objsto
matematico

O portunidade para
conhecer elementos da
construcio

Acesso a concepcdes do
outro

Evidenciar dividss que
néo emergem ac
trabalhar coma
representacso slpebrica
Sugerir propriedades
Confrmar propriedades
Leitura de propriedades
visuais

O portunidade para
conhecer elementos da
construceo

Dar sentido ao
conhecimento

Recirso para trans mitir
ideis

Reforcar hipdtes =
Sistentsr srgumentacio
Representar um obisto
Justificar uma afirmacio
Verificar ideiss

Base para explicacio

Gestos Rotuls ou categorias iniciais

Comunicar ideiss
Expressar pensamento
Trans mitir/comunicar
informacacideis

Apoiar hipoteses
Sustentar argumentacda
Explicar

Tornar ideia mais clara

Repres entar comportamento
Repres entar ndo varisgio
Repres entar curves

Confirmar/guestionar ideias

Recwrs o pars representar ideiss

Reforcar uma ideis

Repres entar uma propriedade
Questionar ums ideia
Explorar propriedades
Justificar uma hipdtes e

Confemar propriedades

Por fim utilizamos o Excel para agrupar os rétulos por cores. A partir de cada agrupa-

mento por cor identificamos subtemas e determinamos a partir desses os temas identificados. A

tabela final é apresentada a seguir.

Os temas identificados foram recurso para comunicar/transmitir ideias, recurso para

representagcdo dindmico continua, recurso para argumentar e recurso para explicar. Esta al-

tima tabela sintetiza a andlise do contetdo das entrevistas que foi realizada, e torna possivel

respondermos a questdo de pesquisa colocada. Que serd feiro no capitulo a seguir.
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Modalidade de
representagdes
Representagdes
visuais

3 .. Modalidade de

Rétulos ou categorias iniciais =
representacoes

Sugerir propriedades (a

serem conhecidas)

Recurso para evocar

sentidos

Recurse para formulagéo de

hipéteses

Recurso para fazer

inferéncias

Gestos

Recurso para transmitir ideia

Representar um ohjeto
Acesso aos aspectos
construidos pelo outro solre
o objeto matematico

Oportunidade para conhecer
elementos da construgdo

Acesso a concepgdes do
outro

Infenr aspectes da imagem
conceitual

Oportunidade para conhecer
elementos da construgdo
Reforgar hipoteses
Sustentar argumentagdo
Base para explicagao
Recursc para explicitar
propriedades (conhecidas a
priofi)

Justificar uma afirmac&o
Contextualizar

Recurso para explorar
propriedades

Faz emergir aspectos do
conceito

Sugerir propriedades

Recurso para particularizar
(localizar pontos especificos)

Evidenciar duvidas que néo
emergem ao trabalhar com a
representagio algébrica

Explorar propriedades da
expressao algébrica
Reforga aspectos do
conceito

Representagdo a posterioni
do compartithamente do
objeto

Confirmar propriedades
Leitura de propriedades
visuais

Daar sentido ao
conhecimento

Verificar ideias

Problematizadora de
conceites trabalhados na
disciplina

Rotulos ou categorias iniciais
Comunicar ideias

Expressar pensamento
Transmitirfleemunicar informag dofideia
Apoiar hipoteses

Sustentar argumentagdo
Confirmariquestionar ideias

Reforgar uma ideia

Estruturar uma conjectura

Explicar

Tornar ideia mais clara

Justificar uma hipotese

Representar comportamento
Representar néo varagao
Representar curvas

Recurso para representar ideias

Representar uma propriedade
CQuestionar uma ideia

Explorar propriedades

Confirmar propriedades

Representar um conceito

Temas
Recursos para comunicarftransmitir
idetas
Recursos para argumentar
Recursos para explicar

Representacio dindmico-continuas ou
dindmico-discretas
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7 Conclusao

Ao longo do desenvolvimento desse trabalho pude notar que a matemaética constitui uma
area de pesquisa importante em diversos aspectos. Acredito que ainda ha tanto a se pesquisar
nessa darea quanto havia quando Aristételes e Platdo fizeram suas primeiras indagagdes acerca
dessa complexa e majestosa disciplina. Buscando responder a questdo “de que modos diagramas
e outras representacoes visuais podem auxiliar na producao/constru¢cdo do conhecimento mate-
matico formal em que a abstracio € reconhecida como desempenhando um papel central?” iniciei
uma revisao da literatura sobre o que se sabia sobre a producio do conhecimento matematico e
sobre a abstracdo, e projetei uma pesquisa empirica, que foi desenvolvida.

Pode-se notar que entre diversos autores (SPINELLI, 2011; DAVIS; HERSH, 1986, MITCHEL-
MORE; WHITE, 2008; NOGUEIRA; PAVANELLO, 2008) ndo existe uma definicdo tnica e
definitiva do que € abstracdo; mas todos concordam que a abstragdo esta presente no aprendizado
e producdo do conhecimento matematico, mesmo que implicitamente. Hiebert e Carpenter
(1992), por exemplo, usam estratégias que se assemelham a processos de abstracdo embora ndo
as denomine usando esse termo. Tais decisdes podem se dever a incompreensoes e conflitos no
entendimento do termo abstracdo; por exemplo, esse ter sido utilizado equivocadamente como
sindnimo de generalizacdo. A literatura de pesquisa destaca que fazer tal afirmag@o é no minimo
focar apenas um dos aspectos de um processo muito mais complexo.

Seguindo a vertente proposta por Scheiner (2016) e Scheiner e Pinto (2019) no que se refere ao
entendimento de processos envolvidos na constru¢do do conhecimento matematico, propusemos
uma pesquisa empirica para investigar e analisar o uso de diagramas e representacdes visuais.
Seu objetivo € entender os diversos processos em que os estudantes se engajam ao extrair sentido
e dar sentido aos conceitos matematicos. Visando conhecer e analisar modos com que diagramas
e outras representagdes visuais podem auxiliar na produ¢do/constru¢do do conhecimento mate-
matico formal, a pesquisa empirica planejou observagdo em sala de aula, anélise dos exames
escritos, apresentacdes feitas pelos estudantes em sala, e uma entrevista coletiva, em que o
objetivo foi o de analisar de que formas o uso de representacdes visuais permeou o conhecimento
matematico que emergia. A andlise tematica foi utilizada para responder a questao de pesquisa
colocada a partir do material empirico produzido.

Da observacdo em sala de aula destacamos que, na prética investigada, diagramas e visualizagdo
foram usadas pela professora poucas vezes. O uso de diagramas e representagdes visuais foi um
pouco explorado ao se abordar enumerabilidade de conjunto, onde por vezes a relagdo entre os
conjuntos era primeiramente apresentada na forma de diagrama para em seguida ser demons-
trada. Ao abordar esse tema, os estudantes reproduziram diagramas similares ao apresentado
pela professora em suas avaliagOes escritas, como mostrado na Figura 6. Nos demais topicos

trabalhados pela professora, o uso de diagramas e representagdes visuais foi quase nenhum, e
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isso se refletiu nas demonstracdes produzidas por ela e pelos alunos, que nao langaram mao de
tais recursos.

Quanto as entrevistas realizadas, as atividades propostas promoveram o uso de visualiza¢do, ndao
s6 como representacao alternativa a linguagem simbolica algébrica e ilustragdo, mas de multiplas
formas, que passamos a descrever. Destacam-se os gestos, que também estdo bastante presentes
quando estudantes estdo engajados em diferentes momentos da produgdo de conhecimento
matematico.

Da andlise temdtica do material produzido ao longo da entrevista, destacamos 48 momentos
em que representacdes visuais e gestos se colocaram na producao do pensamento matemaético,
de diversos modos que organizamos em dois eixos (representacdes visuais e gestos) e quatro
temas. Os temas identificados no primeiro eixo, o das representacdes visuais, foram: uso de
diagramas e representacOes visuais para comunicar/transmitir ideias, como recurso para explorar
propriedades e para a formulac@o de hipéteses, como recursos para elaborar a argumentacao
e para explicar. No caso dos gestos, além dos modos anteriores, identificamos seu uso como
recurso para representacdo dindmico-continua, acrescentando as representacdes anteriores a
possibilidade de movimento.

O uso de representacdes visuais e de gestos como recurso para comunicar/transmitir ideias surge
em diferentes momentos e formas durante a entrevista. E utilizada como modo de expressar
0 pensamento, representar objetos matematicos, utilizando uma representacio alternativa a
simbdlico algébrica e possibilitando inclusive, com gestos, representacdes dindmicas e continuas.
Por exemplo, foi utilizado para representar a ideia de “ndo variacdo” de forma visual, ou seja de
funcdes constantes; para comunicar ideias, como sobre o comportamento de fun¢des no infinito
ou préximo de um ponto. Gestos foram utilizados para representar um conceito e para comunicar
uma ideia ou expressar um pensamento quando os utiliza para mostrar que uma afirmacao feita
por um dos colegas ainda no primeiro episddio. Em sintese, € o uso de visualiza¢io ou de gestos
na comunicagdo, como representagoes alternativa as expressoes algébricas para curvas, por vezes
apresentadas posteriormente ao compartilhamento do conceito matematico formalizado, como
uma ilustragdo ou uma representagdo a posteriori. Diagramas visuais e gestos foram usados
também como recurso para explorar propriedades e para a formulacao de hipéteses. Neste caso,
diferente do anterior, as representacdes sdo ponto de partida ou mediam o entendimento do
conceito matemdtico. Para exemplificar, em um instante inicial e surpreendente pelo obstaculo
que representou nos dois primeiros episddios, os participantes da entrevista se envolvem em
debate sobre a representacao de a,, = % . Apesar da sequéncia ser representada como funcao real,
tal representacdo permitiu inferéncias sobre o comportamento da fun¢do mostrando os estudantes
engajados em processos de exploracdo das propriedades da representacao feita. Assim, a partir
da visualizagdo, o objeto a ser entendido foi contextualizado pelos participantes, que sugeriram
propriedades das sequéncias estudadas, fizeram emergir aspectos do conceito, evocaram sentidos,
fizeram inferéncias. Por exemplo, ao mencionar o fato de que o grafico ndo deveria ser uma linha

continua, o diagrama utilizado contribuiu para reforcar aspectos do conceito de sequéncias. A
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tomada de consciéncia pelos participantes de mais um aspecto da funcao a ser trabalhada na
atividade, que define uma sequéncia real e portanto o dominio € o conjunto dos niimeros naturais.
Em sintese, esse modo diz respeito ao uso da visualizagdo ou de gestos como contexto para
fazer sentido da matemadtica a partir de exploracdes, inferéncias, relagdes entre propriedades
representadas visualmente ou por meio de gestos.

Por fim, a visualizacdo e gestos foram utilizada como recurso para elaborar argumentacdo e
explicar. Foram utilizados ao longo da entrevista para apoiar e estruturar hipdteses e conjecturas,
sustentar a argumentacdo, confirmar ou questionar ideias, tornar ideias mais claras. Houve instan-
tes em que a teoria estudada foi evocada a partir da visualizagdo, para justificar a interpretacao
a ser atribuida de acordo com a teoria, ou também estabelecer relacoes. Este modo requer ser
tratado com cuidado, pois destacamos momentos em que ideias foram verificadas visualmente,
diagramas foram usados para justificar afirmacdes e explicacdes possam ter sido identificadas
com demonstracdes. Em sintese, o uso de visualizacdes e gestos dessa forma € um modo de
estabelecer relagdes entre conceitos e suas propriedades; modo dentre os que costumamos nos
referir como intuitivos, para elaborar argumentagdes a serem formalizadas posteriormente.
Antes de concluir vale comentar alguns resultados que emergem na pesquisa. Primeiro, a partir
das representacgdes feitas pelos participantes, a pesquisadora teve acesso a aspectos construidos
pelos estudantes sobre os objetos matematicos. Esse pode ser utilizado por um professor como
forma alternativa de acesso ao conhecimento do estudante e suas imagens de conceito. Além
disso, a produgdo de representacdes visuais de conceitos pode fazer emergir diversos questi-
onamentos acerca do conteido. Portanto, o uso de representagdes visuais pode ser utilizado
também como um recurso para problematizar conceitos. O uso das representacdes pode servir
para salientar dividas que nao haviam surgido ou sido expostas quando trabalhada apenas de
forma algébrica.

Em segundo, o uso de representacdes visuais como forma de complementarizag¢do se deu quando
a apresentadora apresentou todas as sequéncias trabalhadas na entrevista até aquele momento
e pedia que eles refletissem acerca das caracteristicas notadas ao longo da proposta. Ao fazer
iss0, a pesquisadora permitiu que participantes estabelecessem relacdes entre as sequéncias
apresentadas, sendo capaz de produzir uma hipétese geométrica de sequéncias representadas no
plano cartesiano que poderia representar uma sequéncia convergente.

Terceiro, o uso de gestos e representacdes visuais foi utilizado pelos participantes desde o
primeiro momento da entrevista. Ao serem solicitados a apresentar uma representacdo gréfica
para a sequéncia a,, = %, em uma das primeiras interacdes dos entrevistados com a pesquisadora
relacionado ao tema da entrevista, um dos participantes j4 inicia sua fala utilizando de gestos; o
que pode ser entendido como uma tentativa de dar sentido como proposto por Pinto (1998).

Ao adotar a perspectiva de Frege, quando apresentei aos estudantes diferentes formas de repre-
sentar uma sequéncia (a representacdo utilizando o plano cartesiano) houve um rompimento com
o0 que havia sido aprendido anteriormente, ou seja, ao se mudar o pensamentoz, os estudantes

por vezes ndo reconheceram a referénciap. Esta inferéncia € devido as dificuldades em resgatar
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as propriedades do objeto que os estudantes tiveram. Em sintese, a partir da andlise temética dos
dados provenientes da entrevista que o uso de representacdo visuais e diagramas esteve presente
em diversas fases do processo de constru¢do do conhecimento. Os dados mostram que o uso
de tais recursos pode servir tanto como introdu¢do, onde os estudantes sdo capazes de analisar
caracteristicas superficiais, como pode engajar os estudantes em discussdes mais complexas, que
foi o caso da discuss@o da forma do grafico, se deveria ser formado por pontos ou se deveria ser
uma linha continua, onde nio apenas discute a caracteristica de fun¢des continuas e discretas,
como também faz uma andlise acerca do dominio das sequéncias.

Por fim, sabe-se que o rigor matemadtico € necessario para mostrar que resultados sdo verdadeiros
dentro da cultura matemadtica que permanece até hoje. Nao estamos aqui defendendo que repre-
sentacdes visuais substituam as demonstragdes formais, nem sejam equiparadas a elas, uma vez
que como abordado no sexto episodio, representacdes podem levar a pensamentos equivocados,
dependendo de sua construcao. Defendemos, por outro lado, que o uso informal de gestos e
representacdes visuais sdo utilizados nas mais diversas etapas da construcdo do conhecimento
matemadtico e que portanto deve ter seu valor reconhecido. Talvez por nao ser explicitamente
utilizado, pudemos notar certa resisténcia dos participantes em fazer inferéncias a partir apenas
das representacdes visuais das sequéncias, uma vez que eles sempre tentavam discutir sobre a
forma algébrica das mesmas. Tal fato pode ser um indicativo de que as representacdes visuais
podem ser uma representagdo alternativa a representacao verbal-simbolica.

Entretanto nao se pode deixar de analisar o peso que lhe tem sido reservado em detrimento de
modos intuitivos de investigacdo e comunicacao, nos diferentes niveis da educa¢do matematica.
Embora diagramas ndo representem em sua totalidade os conceitos mateméticos em contextos
formais, ou nao correspondam a modelagem dos fendmenos em sua totalidade, eles atuam e
sdo recursos em diversos niveis do processo de construcao do conhecimento matematico. No
espaco pedagdgico da sala de aula, por vezes explicitam aspectos do pensamento matemético
que os estudantes por vezes tém dificuldade em expressar com palavras. Sendo entdo um recurso
importante para os professores conhecerem seus alunos.

Historicamente, o rigor mateméatico como conhecido hoje é extremamente recente, sendo de-
senvolvido a partir do século XIX. Entretanto muito do que se estuda atualmente data de uma
época muito anterior a essa. Desta forma, € possivel que um enfoque dado as praticas rigorosas
que utilizam apenas representacdes simbdlico-algébricas e demonstra¢des formais completas
estejam extinguindo a capacidade de novos matematicos produzirem novos conhecimentos nao

sO para si quanto para todo o campo da matemética?
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MINISTERIO DA EDUCAGAO
UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
PROGRAMADE POS GRADUACAO EM ENSINO DE MATEMATICA

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Prezados alunos:

Meu nome ¢ Ana Clara Bucard Teixeira. Estou realizando uma pesquisa vinculada
a minha dissertagao que tem como objetivos: entender de que modo os diagramas e outras
representacdes visuais podem auxiliar no processo de producdo do conhecimento
matematico formal, além de servir de aporte para a elaboragao de propostas de ensino que
proporcionem uma melhor compreensdo dos contetidos matematicos.

Para sua realizagdo, sera necessaria a observacao das aulas da disciplina de
Introducdo a topologia, andlise das avaliacdes aplicadas pelo professor da disciplina e
entrevistas semi-estruturadas..

Neste sentido, gostaria de contar com a sua participacao. Se vocé tiver alguma

duavida em relacao ao estudo antes ou durante seu desenvolvimento, ou desistir de fazer
parte dele, podera entrar em contato comigo pessoalmente ou através do e-mail
ana.teixeira@uniriotec.br. Se vocé estiver de acordo em participar, posso garantir que as
informagdes fornecidas serdo confidenciais, sendo que os nomes dos/as participantes
nao serao utilizados em nenhum momento. As informagdes coletadas poderdo ser
utilizadas em publica¢des como livros, periddicos ou divulgacdo em eventos cientificos.

Sua participagdo poderd contribuir para a melhoria no processo ensino-
aprendizagem de conteidos matematicos.

Atenciosamente,

Ana Clara Bugard Teixeira

Consentimento Pés-informacio
B, , fui esclarecido(a) sobre a
pesquisa realizada pela mestranda Ana Clara Bugard Teixeira e concordo em

participar da mesma. Nome do participante

Nome do participante:
Assinatura do participante:

Assinatura da responsavel:
Local e data:




ANEXO B - Transcricao



Audio

Descricdo dos fatos

Entrevistador: Gente, aquele mesmo
esquema, ta. Podem ficar tranquilos, o que
acontece aqui fica entre eu, a cdmera e a
minha orientadora. Se qualquer coisa sair vai
ser tudo... tudo... an6bnimo, a menos que
vocés falem Ana pde meu nome la. Eu
ponho o nome.

A3: Claro que ndo mané.

E: Se vocés quiserem eu ndo tenho o menor
problema com isso, mas eu prometi para
voceés que ia...

A1: Vai fazer [TRECHO INAUDIVEL]

A3: E, exatamente!!

Al: [TRECHO INAUDIVEL] ninguém fala que
vai querer [TRECHO INAUDIVEL]

A2: [TRECHO INAUDIVEL]

E: Olha sé pessoal. Agora a primeira
pergunta que eu vou fazer para vocés

A3:Isso é para a gente?

E: N3do, é para fazer como um grupo. Eu
quero que vocés discutam como grupo, ta?
Como vocés poderiam representar,
graficamente

A3: Ja estd gravando isso?

E: J4. N3o cara, relaxa, fica tranquilo,

A3: T6 zuando.

E: tranquilo.... Que é o que eu falei, vai ficar
entre a gente

A3: Ta suave..

Primeiro momento
A pesquisadora retoma a proposta do
projeto.

A3 comeca a rir e olha para alguns colegas.
Em seguida A4 da um tapinha no ombro de
A3.

E: E ndo tem problema. Eu quero que vocés
pensem numa representacao grafica para a

A 1 n
sequéncia [de termo geral] - Vocés
coloquem nesse pedaco de papel, uma...

A3: Esqueci minha lapiseira.
E: Ah, tem uma aqui .
Mas é para pensar como um grupo, ta?

Segurando uma das folhas colocadas em
cima da mesa, a pesquisadora propde
representar graficamente uma sequencia
dada pela sua expressao algébrica. A fala da
pesquisadora é interrompida pela fala de A3.

A3 comeca dizendo que esqueceu a lapiseira
—querendo talvez se assegurar da sua
impossibilidade de trabalhar, participar da
atividade. A pesquisadora entrega uma
lapiseira ao aluno A3, retoma o turno de




A4: Mas como assim?
E: Como vocés podem representar
graficamente a sequéncia 1/n

A4: 1/x é assim né?

A3: Mas ta chegando no zero, né?
AS:E, é.

A4: Indo pra mais infinito

A3: Mas, pra baixo?

A4: Nao, isso aqui.

E: Ai olha sd, vocés podem ir fazendo ai,
A3: Vai passar no um.

E: .... que eu tenho mais folhas aqui.
A2: Assintota horizontal

A4: E. Vai passar no um, vai para mais
infinito, ai vai para zero.

A3: E o gréfico da In de x, ndo é isso?
A2: N3o.

A5: Nao.

A4: N3o, In de xis é assim

A2: E um sobre x.

Al: E um sobre ene.

A5: Um sobre ene.

Al:Isso. Um sobre ene.

fala, e coloca novamente a proposta de
trabalhar em grupo.

N3ao fica claro o que A4 perguntava. No
entanto ele ndo contesta a resposta da
pesquisadora.

A4 faz um gesto com o braco esquerdo que
se assemelha ao grafico da funcdo
exponencial. Fazendo um gesto com a mao,
A4 questiona a forma da representacgdo 1/x.
Sugere estar se referindo a uma funcao real,
em contraste com a fungdo definidaem N
gue a sequéncia proposta representa. A3
esta representando em um gréfico o que A4
representou gestualmente. Com esta
representacdo (gestual e grafica), o grupo
propde os seguintes sentidos (ou ideias) —
chegando no zero, indo para mais infinito
proximo do zero. Sem cortar o eixo
horizontal.

A2 e Al acompanham a discussdo dos
colegas, concordando com as
representacdes de ambos

A pesquisadora intervém buscando garantir
a continuidade da atividade. Os alunos A4,
A3 e A2 continuam a discussao da sequéncia
proposta pela pesquisadora, trazendo as
ideias de assintotas horizontal, limites no
infinito valendo zero neste caso.

A3 relaciona as caracteristicas encontradas e
pergunta se é o grafico de y = In. Os demais
colegas A2 e A5 dizem que ndo e A4 justifica
com um gesto representando a funcao In x,
graficamente.

A2 relembra que a funcdo é 1/x (e ndo In x)
Sua fala chama a atengdo de Al e A5 para o
fato de que a proposta era representar 1
sobre enee nao 1 sobre x.




A2: Que é a derivada de In.

A3:E, a derivada.

A4: N3o, vocé [TRECHO INAUDIVEL]

E: Quem queria o In conseguiu né? Para
agradar todo mundo.

A3: Onde que é o xis cara?

A4: Aqui 6, botaram o xis aqui.
A3:N3ocara,esseéoy.

A4: N3o vai para zero.

A3: Esse é oy e esse é o xis cara.
Al: E, cuidado com o zero.

A3: Vai para la.

A5: Ele esta indo pra zero.

A3: Td indo pra zero, s6 que nunca vai
chegar.

A5: E.

A4: E aqui também.

A3: Aqui também?

A4: E

A3: Pode escrever?

E: Cés querem outro? Podem usar.. NAO!
N3o! Pode deixar esse ai e pega outra. Faz
outra, ndo tem problema.

A3: lhh

A3: Mas ele n3o [TRECHO INAUDIVEL]

A4: E um. Passa no um.

A3: No um. E aqui

A5: Ele passa no um.

A4: N3o!

A3: No um [TRECHO INAUDIVEL]

A4: Isso, agora [TRECHO INAUDIVEL]

A3: Eu falei que ndao mas fiz o grafico da Ln.
A4: N3o, o daln é assim.

A3: Ndo, o da exponencial. A exponencial é
assim.

Al: Cuidado com isso. Quando o xis for
negativo o y tem que ser negativo também.

A2 justifica para o A3 porque o grafico que
estavam fazendo nao era o grafico de In.

A3 registra na folha o grafico que todo o
grupo discute como fazer. No entanto, ndo
incorporam a observacao j4 feita por Al e A5
de que o grafico era de 1 sobre ene e ndo 1
sobre x.

O grupo decide fazer outro desenho da
mesma sequéncia porque no primeiro
desenho eles colocam o grafico
interceptando o eixo y, passando por (0,1).
Continua a discussdo sobre os graficos do
logaritmo e da exponencial. Ao trazer
novamente a forma do grafico da
exponencial observacdo de Al sobre o sinal
da expressao 1 sobre xis quando xis é
negativo

A4: T4, mas pera ai. Esse ene ai ta
pertencendo a que?
Al: E uma boa pergunta! E natural?

E: Eu pedi para vocés representarem
visualmente a SEQUENCIA um sobre ene. O
qgue, qual vocés acham..?

O grupo se olha e dizem todos mais ou

menos ao mesmo tempo que vai ser natural.

Apds a afirmacgdo de Al que se xis for
negativo entdao y tem que ser negativo
baseado na suposicao de ser uma funcao
real, leva os alunos a dialogarem sobre a
natureza do dominio da fungao, onde todos
se engajam para tentar resolver.




A4: Calma, entdo... Ndo tem... Ele vai
diminuir, aqui ndo tem essa parte

A3: N3o tem?

A4: Porque o primeiro elemento é um, o
segundo é meio, ele vai subindo pra ca
entendeu? N3o tem essa parte.

A5: O que ele tem que fazer?

A4: Ndo, ele ndo vai pra antes de um. Nao é
uma sequéncia?

E: E uma sequéncia.

A4: Entdo, ele ndo vai para menos de um. Ele
comega no um.

Al: Sim.

A4: Entdao comega no um.

A3: Comeca daqui pra ca.

A4: N3o. Ele comega aqui e vem pra ca.
E: Por que?

A4: Porque quando ene cresce,

A3: Pode crer, ele tende a zero.

Al: Como ene é natural.

A3: Exato.

Grupo murmura frases de concordancia.

A3: P9, vai acabar as folhas aqui.
E: Nao! Eu trouxe bastante justamente por
isso.

A3: ele comeca no 1 e vem para cd
A4d: és0, isso.

A3: fechado noum.

A4: é

Al: é

A3: fechado no um

A4: é, Tecnicamente vocé ndo teria nem a
linha vocé teria s as bolinhas

A2: é, sim

A3: é.% 2, meio, 3 um terco,

A3: Certo, é faz sentido

E: é mas olha sé pode mandar para ca

A3: aicaraca...

A4:E po...

E: vocés estdao vendo que os eixos estdo ...
A3: estdo desproporcionais

E: Ndo estdo desproporcionais nao

A3: Nao, desproporcional ndo, oy e o xis
estd muito grande

A3:tem alguma coisa para cd

Nesse momento A3 entrega a entrevistadora
a folha de niumero dois que contém a
discussdo até esse momento.

Mais uma vez A3 levanta um ponto, que na
sua visdo é contrdrio ao bom
desenvolvimento da entrevista, que é o uso
demasiado de folhas de papel. Discurso esse
gue parece reforcar a inferéncia feita
anteriormente.

A4 retoma a discussao feitaem ___ de que
ene é natural e portanto o grafico buscado
ndo é uma linha como antes se pensava, mas
o fato do dominio ser natural implica que
seu grafico é formado por pontos.

A entrevistadora percebeu que os alunos
estavam interpretando os eixos de forma
errada, pois os dados que estavam sendo
pontos no eixo horizontal eram as imagens
da sequéncia, entdo, na expectativa de
resgatar o conhecimento dos alunos sobre
planos cartesianos, a entrevistadora faz uma
série de perguntas que buscam associar os




E: Olha s¢ eles estdo... descritos
A3:asequéncia paracde

E: Isso

A4: Aqui é o dois fica no meio.

A2: E, isso.

E: aqui eu fago também outra pergunta né ?
A2: Vai para la

A4: E, isso aqui é assim, é assim

conhecimentos prévios com o contetddo
abordado na entrevista.

E: uma sequéncia vocés acham que uma
sequéncia é uma fungdo

A2:sim.

E: Sim?

A2: uma funcdo bijetiva

E: Bijetiva?

A2: uhum

E: T4. por que ela é bijetiva?

A4: ndo, bijetora ndo é

E: toda sequéncia é uma funcao bijetiva?
E:sim?

A2: por definicdo .

E: por definicdo?

qual a definicdo de sequéncia?

A2: uma bijecdo de ene emn

E: bijecdo de ene em n?

A3: Nao.

A2:E.

A4: ndo necessariamente. Vocé tem a
sequéncia 1 sobre ene.

E: Entdo vocé tem por exemplo a sequéncia
Xn

A2: Ah, ndo, desculpa. De ene em erre, né?
A4: é.

E: Ok.

A2: De ene em erre, verdade.

E: Ok, de ene em erre. Beleza

E: entdo a sequéncia que leva todos os xis
ene s no elemento um entdo ela ndo é uma
sequéncia?

A4: ndo, é uma sequéncia sim

E: é uma sequéncia

A5: E constante

A4: E n3o é bijetiva. E sé injetiva.

E: Injetiva? Hum.... isso aqui é injetivo?
A4: E, todas os ns tem alguém.

A3: Tem alguém

E: qual a defini¢cdo de injecdo?

Al:S6 pode ter um I?

A4:S6 pode ter um correspondente

Notando que os entrevistados estdo
equivocados com relagdo as propriedades de
uma sequéncia, ela comeca a fazer
perguntas par auxilia-los a representar
graficamente a sequéncia utilizando como
plano de fundo a representacgdo de fungoes.

Nesse momento os entrevistados estdo
menos falantes que nos outros momentos,
podendo isso ser uma evidéncia da falta de
convicgao dos conceitos abordados.

Quando se diz bijecdo de ene em ene, ele
esta se referindo a uma bijecdo do conjunto
dos numeros naturais no conjunto dos
numeros naturais.

De ene em erre, se quer dizer uma fungao
cujo dominio é o conjunto dos nimeros
Naturais e o contradominio é o conjunto dos
numeros reais.

Nesse momento os entrevistados entram em
um consenso de que uma juncao é bijetiva
guando cada elemento do dominio estd
associado a apenas um elemento no
contradominio.




E: Essa é a definicdo de funcao.

Al:E.

A3: Isso

A4: Certo.

Al:E..

A3:Cada um tem um ndo é isso?

Al: Para cada xis 1 diferente de X2 f de xis 1
diferente de f de xis 2 é isso

A5: Verdade, é, é.

E: Entdo, X1 diferente X2 implica f de x1
diferente de f de xis 2

Novamente os alunos demoram a
responder, o que corrobora com a hipétese
anterior de que os mesmos ndo possuem
dominio das defini¢des abordadas.

Nesse momento A2 comeca a falar em voz
baixa com Al, mas devido aos demais ruidos
da entrevista ndo é possivel determinar o
assunto da fala.

A entrevistadora escreve a definicdo dada
pelos entrevistados no quadro.

E: beleza, ta. Entdo essa aqui é definicdo de
injecdo. entdo isso aqui deixa de ser uma
sequéncia? porque isso aqui é injetivo?

A2: Nao.

A5: Nao.

E: Ndo, porque nl e n2, um é diferente de
dois mas os dois estdo indo no um. entao
isso aqui ndo é injetivo Entdo ndo é
necessariamente é injetivo também. T4? E
s6 uma fungao.

A2: E s6 uma funcdo né?

E: E s6 fungdo de ene em erre.

A2: T6 confundindo com conceitos de
enumerabilidade.

E: H3?

A2: Estou confundindo com a enumerdavel.
enumeravel que é uma bijecdo.

E: E uma bijecdo com N

A2: N3o precisa ser uma bijegado.

E: Isso. Exatamente.

A2: Mas sobrejetiva nunca vai ser. Porque é
de ene em erre, ndo tem como ser
sobrejetiva. Porque R ndao é enumeravel

E: Sim, s6 que.... Eu tenho a ligeira
impressao que vocé consegue cobrir por
exemplo o zero um.

A2:S6 com os naturais?

E: Ndo, ndo. Calma. Esquece. estou falando
besteira. Deixa eu pensar e depois eu falo
melhor. Entdo olha sd. vocés estao
dizendo para mim que uma sequéncia
pode ser vista como uma funcdo de ene
em erre.

Neste momento os entrevistados param de
discutir e focam a atengdo na fala da
entrevistadora. Apds a escrita da definicao
de funcado injetiva, a entrevistadora escreve
no quadro a definicdo da sequéncia
constante xn=1.

Os demais entrevistados permanecem em
siléncio analisando a fala da entrevistadora e
de A2.




A1l: Certo.

E: Como vocés representariam essa funcao
nesse papel ai? No caso, eu estou falando
agora, né, da funcdo um sobre ene.

A2: Bem, no caso é injetiva.

E: Nesse caso aqui, sim. Vocé pode ir até
um pouco mais né? E bijetiva.

A2: Nao, ela ndo cobre os reais todos.

A3: Alguém quer tentar, eu ndo faco a
menor ideia.

A2: N3o, ela ndo cobre os reais todos.

A3: E a mesma coisa, sé que pra ca?

A4: Pracd é.

E: E verdade. T4 certo

A3: Um, um meio, um ter¢o, um quarto.
A2: Ndo tem como cobrir os reais todos. De
ene em erre.

A3: Quanto é5?

A2: N3o entendi.

A3: cinco tergos da quanto? [TRECHO
INAUDIVEL]

A3: E isso mesmo?

E: N3o sei.

A4: Ué?

E: Nao tem certo e errado ndo gente.
A3: Ah.. para... tem que ter.

E: Ndo, ndo tem certo e errado. Nesse caso
aqui ndo tem certo e errado.

A3:0k.

Esclarecidas as propriedades de uma
sequéncia, a entrevistadora retoma a ideia
inicial, de buscar na representagdo de uma
funcdo elementos que auxiliem a
representacao grafica de uma sequéncia.
Ap0ds a pergunta da entrevistadora, A4 pega
um dos papéis entregues, olha e faz um
comentario para A3. Em seguida A3 estende
a lapiseira a A4 indicando para ele tentar.
Em seguida A4 pega a lapiseira de A3 e
comega a escrever sobre o papel que esta
sobre a mesa de A3.

Nesse momento A3 retoma a folha que A4
estava escrevendo e comega a escrever.

Os demais entrevistados permanecem hora
de cabeca baixa, hora olhando o que estava
sendo feito. Os entrevistados buscam na
entrevistadora uma validagao para o
trabalho até entdo realizado.

Os entrevistados esbocam sorrisos.

E: Agora vou perguntar para vocés o
seguinte: vocés conseguem fazer a
sequéncia... Fagam essa sequéncia aqui 0.

E: A sequéncia menos um elevado a ene
sobre ene.

[TRECHO INAUDIVEL]

A3: Sempre tendendo a zero. Sendo, tipo,
A2: N3o, comega no negativo. Comeca no
negativo.

A3: Desculpa.

A4: menos meio. Menos um terco. Um
quarto

E: Nada que vocés queiram mudar?
A3: Calma, deixa a gente pensar.

E: Ja falei que ndo existe certo e errado
nesse negocio aqui nao.

Al: Pensar melhor né?

A entrevistadora se levanta para escrever no
guadro. A sequéncia apresentada foi

o = =D
n n
Quem comeca a escrever no papel o esbogo

do grafico é A3.

Os demais, com excec¢do de A4 n3do
demonstram interesse em opinar acerca da
producao.

Nesse momento a entrevistadora levanta do
esboco que foi entregue e pergunta se
alguém quer mudar alguma coisa. Todos os
entrevistados analisam




E: E que no outro voceés fizeram varias
versdes. Aqui vocés acham que essa ja esta
boa?

A3: T3, eu acho que sim. Faz sentido.
Quando for impar vai ser negativo

A5: [TRECHO INAUDIVEL] for par.

A3: E, vai ser isso mesmo.

E: Beleza. Entdo nada a ser alterado?

A4: Isso é um teste de personalidade?

E: H3?

A4: Isso é um teste de personalidade?

E: Ndo! Nao! Meu objetivo aqui é sé ver a
compreensdo de vocés a convergéncia de
sequéncias. S6 isso. Entdo olha so,

Nesse momento a entrevistadora guarda o
esboco entregue pelos entrevistados e pega
algumas folhas. Uma delas é colocada na
mesa numa parte que ficaria o mais proximo
de todos os entrevistados ao mesmo tempo.

A3: Ai vai virar e falar [TRECHO INAUDIVEL]
assim?

A4: N3o, vai chegar com um boleto assim:
qual a sequéncia é essa aqui?

E: Agora vou apresentar para vocés uma
sequéncia

A3: Vixi... E agente tem que dizer qual é.

E: N3o, a gente ndo vai olhar para a... pra
féormula algébrica dela ndo. Eu sé quero que
vocés me digam o que que vocés acham que
essa sequéncia esta representando. A
sequéncia nimero 3.

Todos riem

A entrevistadora anuncia colocando uma
folha no centro do lado da mesa mais
proximo a todos os alunos.

A4: Trés?

E: E. Trés s6 pra eu poder saber quando eu
tiver fazendo a analise do audio, saber a que
gue eu t6 me referindo aqui com vocés.
A3: T4. Tem como [TRECHO INAUDIVEL]?
A4: é uma constante.

AS5: E, vai ser constante.

A3: E uma constante, mas seriam s 0s
naturais. Né?

A4: Ndo sei. Ndo necessariamente. Pode ser
pi...

A3: Verdade. N3o, mas ai vai ser constante.
E: Sequéncia Constante?

A4: Quando ene... numero [TRECHO
INAUDIVEL].

E: Ndo entendi o que vocé quis dizer.

A4: Levando ene naturais, em um numero
qualquer constante.

E: Todos os elementos da sequéncia
A4:Vao em um so.

E: Vocés podem dizer mais alguma coisa
sobre essa sequéncia?

A3: Eu ndo sei se existe mas...

E: H3?

A2: Converge.

E: Converge

Al: Mais infinito quando k positivo

Os entrevistados comegam a se questionar a
cerca dos possiveis valores para a imagem
da sequéncia.




E: Oi?

Al: ou k positivo.

E: Com k positivo?

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

E: O que que vocé acha que define
graficamente a convergéncia de uma
sequéncia?

A5: [TRECHO INAUDI’VEL] constante

A3: Tipo, eu ndo sei lidar quem é o xis e
guem é o y. Sei |3, parece que tem que se
aproximar de um certo y.

A4: E, vocé consegue achar um ndmero... um
numero muito grande assim... vocé
consegue achar um menor ou maior

A3:E

A4: [TRECHO INAUDIVEL] no outro também.
E: Vocés conseguem dizer mais alguma coisa
dessa sequéncia?

A3: E ai? [TRECHO INAUDIVEL]
N3o sei mais nada

A2: Limitada né?

A3: Limitada?

E: Uhum...

E: Por que vocé acha?

A2: Mondtona.

AS5: E verdade.

A2: Monétona crescente e decrescente.
A5: Mas ndo pode ser mondtona porque é,
porque esta dizendo que é constante.

Al: [TRECHO INAUDIVEL] constante.

A3: Sim, e constante. Por isso € mondtona,
limitada.

E: Mas qual é a definicdo de mondtona?
A3: T3, se é constante é limitada.

A2: Ela é oscilante né?

E: Oscilante?

A2: E, tem uma parada assim. ... Constante é
um caso particular... de oscilante.

E: Constante é uma para... Constante é um
caso particular ..?

A2: Da oscilante.

E: Por que vocé acha isso?

A2: N3o, ainda eu ndo acho. Tinha um
exercicio disso.

A3: Cé é louco. Pra que falar disso cara. O
cara ja sabe o exercicio.

A4: Para de chorar cara

E: aqui ndo tem certo e errado gente. Pode
botar pra fora.

A3: é mas...

E: Ele falou que era mondtona...

Nesse momento A3 vira o rosto para A2 a
fim de falar com ele, entretanto ndo e
possivel compreender o que ele fala. Mas a
fala dos entrevistados demostra o inicio da
uma racionalizagdao do que seria a indicagdo
grafica da convergéncia de uma sequéncia.

Nesse momento o entrevistado ndo
esclarece o que é uma sequéncia ocilante,
abrindo margem para diferentes
interpretagdes.




AS5: [TRECHO INAUDIVEL] se ela oscila ndo
seria mondtona né? Uma hora estda em cima
e outra esta em baixo.

E: E, vocé falou que ela era monétona e
agora vocé falou que ela era oscilante. Ela
pode ser as duas coisas?

A2: Ai ndo sei. Ela ndo vai ser mondotona ndo.

N3ao sei.

A4: Mondtona é que sé cresce?

AS: E, s6 cresce, é.

A4: [TRECHO INAUDIVEL]

A5: Ou entdo, entao...

A3: E, a constante é mondtona, ndo é?
A2:E,

A5: Ela pode ser também cons... Pode ser
também...

E: Gente, ndo adianta olhar pra mim que eu
nao vou dizer se ta certo ou td errado.

A4: N3o, mas ai da uma dica.
E: Agora, agora nao estou mais dando aula.
Agora eu s0 estou entrevistando vocés.

A4: A mondtona é a que ndo muda né? A
direcdo do...

A2:E

A4: do crescimento.

A2: Pois é.

A4: Entdo, [TRECHO INAUDIVEL]. Nesse caso
seria aqueles casos particulares. Tipo, vazio.
A2:E.

A4: Tipo, é tudo mas ndo é nada.

A2: E crescente e é decrescente

E: Certo.

A3: Ail

E: Certo é so que é certo que eu entendi o
gue vocés queriam. Ndo é certo de esta
certo, porque eu ja falei, eu ja falei que hoje
agora, a partir de agora

A4: Entdo fala ok assim

E: Ok, é ok. Obrigada

A2: Supimpa.

A4 fala isso colocando a mdo sobre o ombro
de A3.

Nesse momento A3 e A4 comegam a discutir
sobre alguma coisa que esta no papel mas
gue ndo pode ser ouvido no audio.

Novamente os entrevistados olham para a
entrevistadora em busca de pistas ou
validacBes para as afirmativas apresentadas.
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E: Supimpa! Entdo vamos la! A sequéncia
numero cinco.

A3: Ixie.

E: Qué que vocés podem falar dessa
sequéncia?

A4: Ah, essa sequéncia.

A2: Essaai éoInde x.

Al:EIndex.

A4: A mesma coisa. Tem... Ela é...

A3: Mas tem um espac¢o bem grande aqui.

Pergunta levantando o desenho recém
entregue aos entrevistados.




A2: Ln converge ou vai para mais infinito?
A3: Mas é convergente também.

E: Ndo foquem

A2: E

E: Na forma algébrica. Eu quero é que vocés
digam o que vocés estdo vendo e o que que
vocés em...

A2: Parece que converge.

E: Parece que converge, por que?

A3: Parece porque ela estd indo e mantendo
oYy.

A4; N3do mas o...

A2: Mas as vezes ela vai [TRECHO
INAUDIVEL] (acertando?)

A4: Oi?

A2: Eu achava muito estranho

E: Assim...

A2: uma parabola ir para mais infinito
porque parece que ela vai...

A3: Abrindo né? E porque, assim olhando
pra figura.

E: Aqui vocés tém que se prender ao que
vocés estdo vendo. Vocés ndao vao pensar na
forma algébrica. S6 na parte grafica

A3: Olhando pra figura eu diria que tem um
assintota aqui.

A2: Parece que é convergente.

A3: E que esta se aproximando dela, mas
gue ndo vai encostar nunca.

A4: Mas vocé ndo pode afirmar né?

A3: Claro!

A4:Vocé tem que ver... A...

E: Onde vocé acha que essa assintota
estaria?

A4: Ela pode ser sé uma parabola que estd
de lado

A3: Sei 13, aqui.

A2:E, talvez ela seja y=ax

A4:E.

A3: Sei |3, por aqui.

A2: L de xis mais um.

E: [TRECHO INAUDIVEL] passando por esse
ponto aqui?

A3: Acho que...

A4: Ndo depende do crescimento que for
né? Tem coisas que convergem e nao
convergem.

A2: In de xis menos um.

A3: é, eu acho que seria algo desse tipo.

E: O que eu estou falando é o seguinte:
pegando o desenho, vocés acham o que
dessa sequéncia?

A3: Eu acho que seria...

A2: converge

A3: ... uma assintota assim e ela convergindo
pra |3, entendeu?

A4: N3o, sim, mas... eu to falan...

Nesse momento A3 faz um movimento com
a mao com uma curva que se assemelha ao
grafico da funcdo In (x).

A2 faz o movimento com a mao que se
assemelha a parte positiva da funcdo x*2

A3 faz um movimento com a mao de uma
linha sobre o diagrama entregue.

Pergunta olhando para A4.

E comeca a desenhar na folha que havia sido
entregue.




A2: Falal

A4: N3o, é isso. Eu também acho isso. Mas
eu também acho que também depende.
A3: Do que?

A4: Se, dependendo do tipo, de.... de...
Porque a gente estd vendo sé o desenho.
Entendeu?

A3: Ah sim, n3o.

E: Aqui, agora, é para se focar no desenho.
[TRECHO INAUDIVEL]

A4: Mas tem desenhos parecidos com isso
gue vao para mais infinito. Sé isso que eu
queria falar.

A3: Ah, sim, é. Ta.

A4: O desenho em si ndo fala nada
entendeu?

A3: Ta.
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E: O que mais vocés podem falar dessa
sequéncia?

A4: E mondtona, crescente.

A3: Crescente. PO, é mondtona também
porque so cresce?

A2: E limitada.

A4: E tem aquela parada quando...

A2: N3o, nao

A2: E limitada.

A3: Ela é limitada. Tipo eu posso afirmar,
que por baixo pelo zero e por cima pela
assintota que a gente nao sabe quem é?

E: N3o vou dizer se esta certo.

A3: Ndo, eu to perguntando se tipo, olhando
pro desenho eu posso afirmar isso? Porque
aqui ndo da pra afirmar se ela para, se
comeca do zero.

A5: Porque ndo sabe se veio inferiormente
né?

A3:E.

E: Vocés tem que deduzir isso do desenho.
A3: E, do desenho parece que sim.

A5: é.

A4: E, parece que sim.

A3: E ai? Em todas as paradas, nisso eu
concordo.

A4: [TRECHO INAUDIVEL] O seguinte,
guando vocé vé o desenho, pode nao
significar nada.

A5: Que é limitada inferiormente o desenho
mostra né? Pelo menos é o que parece, né?
E: T4, o meu papel é sé analisar a
interpretacdo do desenho.

Nesse momento A2, A3 e A4 falam ao
mesmo tempo.

Quando fala assintota faz gesto com a mao
simulando aspas. E pergunta olhando para
entrevistadora.

Pergunta olhando para todos os colegas.
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A4: Porque assim, o meu primeiro professor
de matematica desenhou um triangulo, e




falou assim: o que é isso aqui? Ai todo
mundo falou que era um triangulo. Ele falou
gue ndo, é um quadrado. Ai todo mundo
falou: por que? Ai ele falou assim, é um
guadrado. Pronto, entendeu? O que importa
é o0 que estd escrito, ndo o desenho.

E: Nesse caso aqui a gente s6 quer olhar
para o desenho. Que tipo de informacdo a
gente consegue

A3: Tu quer ser polémico.

A4: Eu ndo quero ser polémico.

E: N3do, olha s, é que existem desenhos,
principalmente na parte de geometria que
eles confundem mais do que te ajudam. Isso
acontece de fato. Vocé faz um desenho de
acordo com aquilo que vocé quer que
aconteca e o desenho te induz a acreditar
gue aquilo é verdade quando nem sempre é.
Mas nesse caso aqui a gente s6 quer analisar
0 que que a gente pode dizer do
comportamento da sequéncia a partir desse
grafico. T4? Entdo vocés conseguem dizer
mais alguma coisa?

Nesse momento faz gesto como se estivesse
escrevendo num quadro.

A3 fala olhando para A4.
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Entrevistados 2 e 3 falam mas nao é possivel
distinguir o que.

A5: Eu notei que ela é limitada
inferiormente, né? E o que parece.

A3: E, pensei nisso. E superiormente
também.

A5: Ndo, ai vocé ndo sabe.

A4:E.

A3: Mas olhando para o desenho

A4: O desenho ndo rebate.
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E: Agora a sequéncia numero 6.

A3: 0, ihhh, po, essa daqui parece aquela
gue a gente desenhou. Sé que seria o
contrario.

A3: N3o, ndo faz sentido.

E: O que vocés podem dizer dessa
sequéncia?

A4: Olha, esse aqui € o maior niUmero, esse
aqui é o menor. Agora ndo consigo ver se
estd chegando mais proximo do zero.

A3: Cara, parece que nao. Parece que ela
estd mantendo uma constante, ta ligado? Do
terceiro [TRECHO INAUDIVEL] em diante.
Al: Parece que daqui para cd estd
decrescendo, mas

A3: E, parece que parou nesse terceiro
numero né? E de baixo pra cima também
estd

Entrevistadora pega o desenho de volta e
entrega uma nova folha
Fala olhando para A4.

Fala utilizando um lapis para mostrar no
papel.
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A2: A partir de algum momento ela é
oscilante.
E: O que vocé quer dizer com oscilante?

Como ndo havia ficado claro anteriormente
gual o conceito de sequéncia oscilante, a




A3: E, oscilante, é isso que euiate
perguntar? Eu posso desenhar uma onda
tipo seno?

A2: Eu diria que para todo ene natural,
existe p natural tal que xis ene mais pé igual
a xis ene.

A3: E muita informac3o.

A2: Circulo.

E: Eu ndo... escreve aqui para mim.

A2: Para todo n natural existe p tal que xis
ene mais pé igual a xis ene.

E: ta.

A2: Que no caso da constante né, tipo p é
igual a zero.

E: Consegue explicar para A3 o que vocé
entendeu, do que A2 falou?

A1l: T4, vocé pode pegar uma sequéncia xis
ene e sempre somar um pé de tal forma

A3: Pé é constante?

Al:Pé....

A2:E.

Al: E, pegar um pé constante de tal forma
gue toda vez que vocé vai somar esse p
sempre volta no valor de xis ene.

A3: Isso ndo faz sentido nenhum. Eu entendi
0 que vocé quis dizer, mas sé ndo consigo
imaginar isso sabe?

A4: Ele esta falando se somar esse nUmero
sempre vai voltar

A3: E, vai voltar pra ca. T4 ligado? Eu ndo
tinha pensado num exemplo pratico disso.
A4: E isso ndo acontece aqui por exemplo.
A3:E, e nos primeiros ndao acontecem.

E: Vocés conseguem pensar num exemplo
pratico disso?

A2: E, de tempos em tempos aquele valor se
repete. A cada p minutos entendeu? A cada
p vocé

A3: Ah, t6 ligado. Nao vai ser sempre. Vai ser
a cada,

A2: A cada p... isso. Tipo seno.

A3: Poderia pensar por exemplo no.. é.. no
seno? Tipo, ele vai voltar sempre no zero.
A2: Sim.

A3: Depois de um determinado....

A2: O ponto estd sempre no mesmo periodo
de tempo.

A3: entendi. E, faz sentido. Agora foi.

entrevistadora pede que o aluno explique o
gue é uma sequéncia oscilante.

Falando enquanto escreve.

Entrevistadora fala olhando para Al.

A2 e A3 aqui utilizam as mao para fazerem

gesstos que indicam continuidade e ciclos.
??

Aqui A2 utiliza a mdao num movimento de ir
pra cima e para baixo, representando uma
onda. A3 também faz um gesto aqui
voltando do final para o inicio
(horizontalmente).

Pergunta olhando para A2.
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E: E agora? O que que vocés podem dizer?
A3: T4, essa aqui...

A4: N3do converge.

E: H3?

A4: N3o converge...

E: Nao converge?

A3: Nao.

E: Por que vocé acha?




A4: Duas subsequéncias aqui... indo para
lugares diferentes...

Al:E

A2:E, tipo, um, zero, um, zero,

A4: Exato.
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E: Mais alguma coisa que vocés podem dizer
sobre ela?

A2: E, como se fosse menos k a k.

E: Eu ndo entendi.

A2: Em mddulo ela é constante, né? Parece.
E: Em médulo ela parece constante.

Al: Isso ai eu ja ndo posso dizer.

A3: Cara, é 0 que eu acho.

A4: Como é aquela parada do médulo? Tinha
uma parada do mdédulo? Que converge.

A2: E, de série. E.

A4: E, totalmente... é, como é?

A2: Série absolutamente convergente.

A3: Isso!

[TRECHO INAUDIVEL]

A3: Ela converge em maédulo.

A4: Converge para isso aqui. Para esses aqui,
para esses nimeros aqui.

A3: Ai no caso seria absolutamente
convergente? Por conta disso? Se o mddulo
é convergente.

A4: Mas ndo é convergente.

A3: E, se fosse o médulo talvez sim.

A4:S6 o mddulo.

A3: Enfim....

E: E tudo o que vocés podem dizer dessa
sequéncia? Vocés falaram que ela ndo
converge, né?

A2: N3o é mondétona.

E: Ndao é mondtona. Mais alguma coisa?
A3: E limitada

A4: E o médulo dela... converge.

E: O mddulo dela converge.

A3: Com toda certeza é limitada. Tanto
inferior quanto superiormente.

A2:Sim.

A4 utiliza o lapis para mostrar no papel.
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E: Certo.

A3: Certo certo, ou certo ok?

E: Certo ok.

A4:E ok.

E: Certo ok. Sempre que eu falar certo é ok
gente. Nao tem certo e errado aqui. Ja falei
isso.

A3: ta. Beleza.

A4: E, ndo tem certo.

E: Olha sé. Agora vou apresentar o ultimo
exemplo.
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A3: Ixie... Ih caraca.
A4: Calma, ndo tem dois.




A3: Ndo, coloca uns dois dedos aqui, V&, 6, o
madulo converge.

E: Hum? O médulo converge? Mas e essa
sequéncia?

A2: Ndo.

E: Mais alguma coisa que vocés podem dizer
sobre ela?

A3: Oscilante.

E: Oscilante. O que mais?

A3: T6 pegando.

A4: [TRECHO INAUDIVEL]

E: Limitada.

Aqui A3 utiliza o dedo para medir a distancia
dos pontos ao eixo.
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A3: Cara, isso parecia, parece, tipo, eu
chutaria tipo menos ene elevado a ene.

A2: H3?

A4: Ndo.

A3: E cara.

A4: Menos ene elevado a...

A3: E.

A4: Nao.

A3: Que ai quando for impar ta no negativo.
A2: Elevado a uma parada que cresce
absurdamente.

A4: N3o cara, ele ia crescer... Bizarramente.
la ser menos um elevado a ene.

A2: Cresce mais do que fatorial.

A3: P06, show, isso.

E: Gente, sem pensar na forma algébrica.
A4: Mas ele perguntou.

A3: N3o, é, é, eu falei ene mas deveria ser
uma constante qualquer. E...

E: Sem pensar na forma algébrica.

A3: Tu entendeu o que eu quis dizer?

A2: Cara, menos ene e ene.

A3: Mas ndao necessariamente menos n, tipo,
ele falou menos um. Daria. Por que ai se
fosse menos um elevado a um numero
impar da negativo, ta ligado? E a um par esta
em cima que é positivo. E eles
aparentemente tem a mesma distancia

A2: Ah... menos um elevado a ene vezes k.
A3:E.

A4:E.

A3: Ai 0 que eu pensei. Aparentemente tem
a mesma distancia do eixo xis. Entdo por isso
A2: Xis.

A3: é, enfim. Por isso também que o mdédulo
converge. Vai estar aqui em cima. E ai?

A4: [TRECHO INAUDIVEL] eu esqueci.
A3:Eai?

A4: Eu sei que isso significa alguma coisa,
nao lembro o que. Esta escrito no caderno.
A3: o0 que?

A4: O médulo converge e vocé pode falar
alguma coisa

Faz barulho de foguete com a boca e faz
uma curva subindo muito rapidamente.

A3 fala gesticulando em diregdo a A4.

A3 fala olhando para A2

A3 fala olhando para A5
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A3: O que a gente pode falar quando o
madulo converge? Eu ndo sei.

Pergunta para a entrevistadora.




E: Agora ndo posso dizer nada.

A4: Ela ndo vai falar nada cara. Para de
chato.

A3: P6, mas é uma pergunta da nossa
matéria.

E: Eu ndo posso, ndo, ndo posso. Agora nao.
A5: Ndo é absolutamente convergente?

E: Agora, agora ndo. Quarta feira vocés
respondo o que vocés quiserem.

A4: Seria, mas teria que ser convergente
para voce falar que é absolutamente
convergente.

E: Quarta feira eu deixo vocés usarem todo

meu conhecimento de topologia. Agora nao.

Mais alguma coisa?
A3: Eu ndo. Vocés tém?
A2: Nao.

A3: Alguém da mais?

Respondendo a AS.

A3 pergunta olhando para todos os outros
colegas.
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E: T4. Agora eu vou apresentar para vocés
todos os exemplos que a gente viu agora.
A3: Tem a forma algébrica ai? Delas?

E: Ndo vou falar. Eu tenho, em outro
momento eu até posso apresentar para
vocés. No momento, por questdes de
pesquisa,

A3: Esse aqui a gente nao viu.

A4: E, ndo viu.

E: Esse aqui?

A3: E.

E: Nao?

A3: Ndo.

E: Eu pulei o exemplo 4?

AS5: E, ndo viu esse n3o.
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A3: Bom, é convergente.

A4: é.

AS: E.

E: Por que ela é convergente?

A5: Parece.

A3: Porque tanto por baixo quanto por cima
estd indo pro mesmo lugar.

A2: Assintota.

A3: Tem uma assintota aqui no meio, ta
ligado?
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A4: E ela é absolutamente convergente
porque o modulo dela converge pro mesmo
lugar, inclusive.

A3: Mddulo?

A5: E.

A4: Ndo, aqui é zero.

A3: Aqui é zero.

A4: Mas tudo bem cara.

A3: 0 médulo vai ser ela mesma.

A4: Ndo, pera. Nao é negativo, por isso eu
to...

A5: é, ndo [TRECHO INAUDIVEL]

Neste momento os alunos ja havia sido
apresentados ao conceito de séries e séries
absolutamente convergentes. Aqui A4
confunde as defini¢des de sequéncias
convergentes com séries convergentes e
absolutamente convergentes.




A4: N3o é negativo filho. E positivo.

A3: Sim cara.

A4: Mas o médulo ndo vai fazer crescer.
A3: T4, vai continuar sendo ela.

A4: T4 bom.

Al: N3do deixa de ser.

A3: Entdo continua... Vocé esta certo.
A4: é, to certo.

A2: Vocé pensou que isso fosse o zero.
A4: é.

A3: Entendi, arrasta aqui... T3, é limitada
inferiormente e superiormente.
Convergente. Nao é monétona. Nao é isso?
A4: Isso

A2: Isso.

A4: Ndo é mondtona.

E: T4, o que mais vocés podem dizer?
A3: Convergente, ndo é mondtona.

A2: Mas também nao é oscilante.

A3: Ah é, isso que eu ia falar. Também nao
parece oscilante. N3o sei.... E, pode ser...
A4: O que?

A3: Oscilante.

A2: Creio que nao.

A3: Parece...

A4: N3o ndo, se converge...

A4: Porque ndo tem como

A3: Se eu limitasse até aqui por exemplo, eu
poderia falar que ela é mondtona.

A4: Oi?

Al: N3o pelo seguinte, se vocé somar o p
aqui

A3: N3o, ndo vai voltar

A1l: N3o vai voltar para o mesmo lugar.
A3: E, pode crer.

A2: Nunca volta.

Al: Nunca volta.

A ndo ser que vocé chega ao... ao limite.
A2:E.

A3:Eai?

A4:isso al.

A3: Acabou?

Al: Eu acho que sim.

E: Ok.

25

A3: Ok

E: T6 aprendendo.

A4: Boa, boa.

E: Viu? Até o fim da pesquisa eu sabia que ia
conseguir. Agora estdo todas as que a gente
viu.

A3: Sera que tem algum [TRECHO
INAUDIVEL] ?
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E: Olha s6, agora olhando para todas essas
representacoes, o que vocés podem falar
sobre elas?

A2: [TRECHO INAUDIVEL]

A3: E, todas sdo limitadas.




E: Uhum...

A3: hum...

A4: Eu ainda t6 bolado com aquela ali.

A3: Com essa?

A4: Com a trés, é.

E: Oi?

A4: A trés para mim ndo significa nada.
A3: Qual é a trés?

E: Trés? A trés é essa aqui 0.

A3: Ndo, é a que eu desenhei.

A4: Nao.

E: T4, deixa s6 eu arrumar a ordem aqui.
A5: [TRECHO INAUDIVEL] T4 vendo?

E: Quatro é aqui. E sé porque a ordem estd
assim 6, um, dois, trés,

A4: limitada inferiormente?

A5: Limitada inferiormente entendeu?

A4: Ah ta. N3o, dois, trés.

E: Quatro, cinco,

A3: Ndo, isso aqui é um trés.

A4: Ah, esse € o cinco.

E: Seis, sete.

A4: E, eu estava falando do cinco.

AS5: E limitada [TRECHO INAUDIVEL].

A3: Dois, trés, quatro, cinco. E..

E: No que elas sdao semelhantes? Podem
falar o que vocés quiserem.

A3: Euia falar [TRECHO INAUDIVEL]
A4:Fala

E: PGe pra fora.

A3: Todas sao pontinhos.

A4: Todas s3o pontinhos. E.

E: Todas sdo pontinhos, isso ndo é idiota.
A4: Ndo, isso é verdade. Vocé pode [TRECHO
INAUDIVEL]

A3: E, ndo é uma func¢do continua né?
Continua ndo é aquela que escreve sem tirar
a caneta do papel?

E: Eu ndo respondo nada.

A3: T6 falando... com eles.

E: E que vocé estd olhando para mim e de
mim ndo vai sair nada.

A3: E uma rea¢do. Mas é sério, continua n3o
é aquela que escreve sem tirar do papel?
A5: Mas e aquele intervalo? Quer dizer,
qguer dizer que tem intervalos ai entdo?
A3: é.

A4: Todas elas sdo limitadas inferiormente.
Isso eu posso garantir. Agora eu ndo posso
garantir que essa aqui é limitada
superiormente. E eu vou ser chato com isso.
A3: Euiafalar que é.

E: Pelo desenho vocé acha que vocé nao
pode dizer isso?

A4: Nao, claro que nao.

Nesse momento tanto entrevistadora
guanto entrevistados ndao entram num
consenso a cerca da posi¢ao das
representagles, entdo a entrevistadora
reorganiza as representacdes seguindo a
numeragdo escrita em cada uma delas.

Falando das representacdes apresentadas.

Entrevistadora fala em tom amistoso

Fala de forma amigavel.

Fala rindo. A3 por diversos momentos
demonstrou buscar na entrevistadora,
entretanto, a fim de manter a integridade da
pesquisa, a pesquisadora optou por se
responder apenas o essencial. Nesse
momento a confusdo da nocado de
continuidade se dd pois 0 mesmo esta
confundindo o conceito de continuidade
guando o dominio é o conjunto dos nimeros
reais e quando o dominio é um conjunto
discreto (como é o caso de sequéncias, cujo
dominio é o conjunto dos numeros naturais)
A4 fala essa aqui se referindo a sequéncia 5




27 | Estranho: Licenga e desculpa incomodar,
mas algum de vocés tem carregador de
iphone para me emprestar urgente?

A3: Cara, eu até tenho mas vou usar ele
daqui a pouco.
Estranho: Valeu.
28 | E: Quais sdo as similaridades? Vocés podem
falar o que vocés quiserem.
A3: Quais s3ao o que?
E: Quais sdo as similaridades? O que que
elas, o que tem em comum.
A3: Tem em comum?
Al: todas elas?
E: O que voceés quiserem. Se vocés quiserem
selecionem um exemplo...
A3:Eudiriaqueal,a2,a4,eab
convergem para um determinado k.
A2: Essa ndo?
A3: Eu falei, é a 4.
A5: Essa aqui é a 4 nao?
A2: Essa aqui
A3: Ah, ndo, pode crer. A 3 também.
29 | A4: Aquela ali a gente nao sabe.
A3: Qual.
A2: Como assim?
A4: A6 é. Ndo sabe
A3:N3o, a6ea7nao.
E: Nao o que?
A3: N3o converge.
A4: Ea5também ndo.
A3: A5 vou ser chato e fala que converge.

30 | E: Ta. Vocés podem dizer mais alguma coisa?
O que elas tém de diferente?

A3: Ah velho.

A4: Algumas sé sdao com relagdo ao médulo
A3: Cara, eu posso ser abusado e falar que Se referindo as sequéncias 1 e 3
essa parece a inversa daquela? A inversa ndo
mas, mas essa parece ser o médulo dessa.
A5: A inversa ndo.

A4: N3o, ndo.

A2: Nao.

A3: N3o, ndo. Pode crer. As duas sdo
positivas. Pensei que... E porque o risco que
eu fiz estava me confundindo.

AS: E.

31 | Al: Uma é crescente e a outra decrescente.

A3: é, isso.

A5: é.

A3: Isso eu posso afirmar.

A4: Tem alguma [TRECHO INAUDIVEL] os

dois.

A3: Cara. As duas parecem e essas duas Fala apontando para as sequéncias 2 e 4.
também.

32 | Al: Parecem que sdao um deslocamento da

funcao;
A5: Aquelas duas |4 ndo sdo iguais, sdo
diferentes.

A5 fala apontando em direcdo das
sequéncias 2 e 4.




A2: N3o.... sdo... parece que deslocou para
cima entendeu? No caso essa daqui foi
deslocada para cima, entendeu?

A5: Sim, sim.

A3: Vamos supor que aqui fosse, sei 13,
menos trés. Deslocou trés pra cima.

A5: T6 entendendo.

A4: E verdade. Ali, naquela ali a gente tem
uma que é absolutamente convergente.
[TRECHO INAUDIVEL] n3o necessariamente.
Na outra também. Ai, saco.

E: SO tenta falar para mim de qual vocé esta
falando para depois quando eu for fazer a
transcri¢do eu saber de qual diagrama vocé
esta falando.

A3: Estaassim, 1, 2,3,4,5,6, 7.

A4 fala apontando inicialmente para a
sequéncia 2 para em seguida apontar para a
sequéncia 3

A3 explica a ordem das representacdes
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A2: Essa aqui parece uma coisa maluca, tipo
0 numero de ouro.

A3: Entdo o 7 para cd que ai os impares
estdo aqui. Qual o nimero de ouro?

A2: Essa parece aquela coisa maluca |3,
numero de ouro, sequéncia de Fibonacci que
converge para um numero que ela vai
fazendo assim e pa.

E: Gente, sem pensar na forma algébrica.
A3: Mas ndo tem como.

E: S6 na forma gréfica.

A2: Mas eu ndo falei a forma algébrica, so
falei um exemplo.

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

Aqui os entrevistados recorrem a forma
algébrica, talvez como forma de validagdo de
suas hipoteses.
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A4: O que elas tém de diferente.

Al: A 4 parece a 3 deslocada, a gente
[TRECHO INAUDIVEL] para cima..

A2: Essa aqui parece essa

A5: E, parece.

A3: Cara, essa parece que foi espelhada de e
deslocada.

A5: Ndo, ndo essa aqui é constante essa dai,
estd vendo? Essa aqui é constante.

A4: E, ela faz assim.

A2: E, a menos desses iniciais aqui.

A5: E.

A2 fala apontando para os diagramas 6 e 7

Apontando para o diagrama 5

Apontando para o diagrama 5 e em seguida
para o diagrama 6.

Faz movimento para cima e para baixo com
o dedo indicador.
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E: Tem uma dessas representacdes que
vocés acham que é mais geral do que
outras?

A3:Como assim?

A4: Como assim, mais geral?

E: Que ela seja uma representacdo de
sequéncia mais geral.

A5: Essa daqui.

A2:E.

A3: Ah... Qual?

Ad:é,a3eal.Alids,

A5: Essa aqui.

A4:A5eal.

A3:5eal.

E: A5 e alsdo mais gerais?

A5 fala e aponta para a sequéncia 1.

Novamente A5 aponta para a sequéncia 1.
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A4: E, elas tm mais caracteristicas.

E: Quais caracteristicas?

A4: Uma é decrescente, converge.

E: Ndo, eu quero que vocé dé um exemplo
gue seja mais geral. Me dé um exemplo que
vocé ache que seja mais geral que os outros?
A3: A Constante?

Al: [TRECHO INAUDIVEL] as mondtonas.
A3: Eu pensei na constante. Eu diria a
constante.

E: Por que?

A3: Mondtona, convergente, limitada, se ela
é mondtona ndo é oscilante.

A4: Mas as outras também sdo

A3: Sim, mas ela pediu um exemplo geral. A
gue possui mais coisa é ela.

A4: Mais geral, mais geral?

E: Vocés podem discordar dele.

A4: Eu discordo de A3.

E: Qual vocé acha que é mais geral?
A4:A1leab. Euacho mais geral.

A3: T4, mais um exemplo. Eu vou ser chato
com isso.

A4: Como assim um exemplo? Eu ndo
entendi.

A3: Ela quer um. Das sete que tem, que vocé
fale um que vocé acha

A4: Vocé quer que eu escolha [TRECHO
INAUDIVEL] mas tem que escolher sé um.
A3: é.

A4: Ah t3, entdo a um eu acho mais geral.
E: Vocés podem discordar. A2, vocé
concorda?

Al: Eu acho que a mais geral seria a 2.

E: 27

A3:2?

A4: Dois é aquela la.

A3: A2, porque vocé juntoua 1l coma 3.
Al: E a que tem mais variacdo. Aqueles
exemplos que vocés escolheram sdo
muito.... especificos.

A3: Pode crer.

A2: N3o é mondtona, ndo é....

Al: Sim, exatamente.

A2:S6 é convergente.

Al: S6 ndo pode ser aquelas mesmas coisas.
A3: E, me sinto convencido.

A2: Ndo é mondtona, ndo é oscilante.

Al: Vocé tem a parte negativa, [TRECHO
INAUDIVEL]Xconvergir.

A4: Eu sei agora, vocé tem que ter duas
caracteristicas, né?

A3: Sim, mas ele conseguiu juntaraleab
como vocé queria em uma so.

A4: Nao, mas nao tem as mesmas
caracteristicas.

A2:E, e essa aqui né?

A entrevistadora entende que neste

momento A4 estd buscando exemplos de
generalidade em cada um dos exemplos,
quando na verdade a entrevistadora esta
pedindo um exemplo que seja mais geral
gue os demais - A3 fala olhando para Al.

Nesse momento a entrevistadora acena
positivamente com a cabeca para responder
A4,

A3 pergunta apontando para a sequéncia
mencionada, talvez como uma tentativa de
confirmacao

A2 fala apontando para a sequéncia 4.




A3: [TRECHO INAUDIVEL]

Al: Porque eu, ainda falando da 2, porque
ela tem negativos.

A2: A, sim.

A5: Uma coisa também, ndo sei se tem a ver,
0S espagos.

A4: Como assim?

A3: Entre

A5: Os intervalos

Al: Para mim eles parecem igualmente
espacados.

A4: A, talvez uma divisdo, assim... ndo faz
diferenca.

A3: E, tipo, aquelas primeiras estdo mais
perto.

A4: Ndo, é impressdo sua. A 13, é ilusdo de
Otica.

A3:E.

A2: Vamos brincar de ligar os pontos.

A3: Calcular a distancia.

A2 fala isso enquanto pega uma lapiseira
para comegar a escrever sobre um dos
diagramas apresentados.
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E: Algo mais que vocés queiram acrescentar?
A3: Ndo. Eu ndo.

E: Ndo? Entdo agora, é a Ultima coisa que eu
vou pedir para vocés fazerem hoje, vocés
conseguem criar para mim uma sequéncia
gue vocés definam como mais geral?

A3: Putz.

E: Que agora vocés falaram que, vocé disse
queal

A3: Mas eu ndo sei qual seria a definicdo de
mais geral. Ele me convenceu quando disse
que tipo, se eu fosse fazer uma sequéncia
qgualquer eu chegaria mais préximo daquela.
E: Entdo ta, vou mudar a minha pergunta.
Vocés conseguem fazer uma representagdo
gue junte todas as ideias de todas essas
aqui?

A2: N3o,

A3: Ai ndo.

A2: Porque nao tem como ser [TRECHO
INAUDIVEL] do que isso.

E: Ndao? Mas vocé acha que vocé nao
consegue juntar as ideias de forma
nenhuma?

A2: Sim, talvez com a constante, por
exemplo.

A4: Pode desenhar todas juntas né?

E: Pensa no seguinte:

A4: Botar o primeiro ponto da 1, o segundo
da 2, o terceiro da 3.

E: Nem toda sequéncia ela tem uma férmula
geral. Algébrica. Perdendo isso de vista.

A4: Aqui aqui.

Entrevistadora fala vocé apontando para A3

A3 fala ele apontando para Al.

Fiz besteira dando esta instrucdo? Guiei os
entrevistados para aquilo que eu esperava
que acontecesse?
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E: Tirando isso, falando sé da sequéncia na
representacao grafica. Vocés ndao acham
gue, pode deixar depois eu pego, vocés




acham que vocés conseguem juntar todas
essas ideias numa Unica sequéncia?

A4: Eu consigo.

E: Consegue?

A3: Ele consegue.

A4: O primeiro ponto

E: Ndo! Desenha ai! Pode desenhar, por
favor.

A4: Vou desenhar.

A3: Sinta-se a vontade.

A4: Me dd todas as sequéncias.

A5: Quer todas aqui?

A4: Quero?

A3: Tu vai pegar um ponto de cada?

A4: Um ponto de cada. Ai cada subsequéncia
vai ter todas as caracteristicas possiveis. E a
coisa mais geral possivel.

A3: E, faz sentido, mas...

Al: Isso se os valores de xis forem
diferentes.

A3: Em cada unidade.

Al: Em cada um dos pontos.

A4: N3o, mas ai vocés estd [TRECHO
INAUDIVEL]

A5: [TRECHO INAUDIVEL]

Al: Tipo, x1 do grafico 1 se diferente do x1
do grafico 2

A4: Mas quando vocé estd lidando com as
subsequéncias vocé ignora os outros. Vocé
so lida com os da subsequéncia que vocé
escolheu.

Al: Ok.

A4: Ai tem todas as caracteristicas possiveis.
Quando vocé vé como um todo é uma
baguncga. T6 com preguica de desenhar.
A3: Ah, para.

A4 comeca a batucar em A3, demonstrando
certa ansiedade.

A4 comega a descrever como ele imagina a
gue serd a sequéncia, entretanto a
entrevistadora o interrompe para pedir que
ao invés de falar, que ele apresente no
pedaco de papel fornecido o que ele imagina
da sequéncia

Al diz ok, entretanto sua expressao nao
demonstra grande concordancia.
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E: Por favor. E a tltima coisa de hoje.

A3: Bora que a gente tem teste ainda. A
gente tem teste do XP.

E: Eu faco o que vocés pedirem na préxima
aula.

A3: Ele ndo vai dar aula hoje vai?

Al: Vai. Por isso que ele vai dar os temas das
palestras.

E: J4 estd acabando. E sé isso e a gente
encerra por hoje.

A3: De boa.

A4: trés é.

E: As duas sdao minhas?

A3: Sdo

A entrevistadora pergunta sobre duas
lapiseiras
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A5: Essa aqui é 5. Quer pegar a sequéncia?
A4: Vou colocar uma de cada assim, ta bom?
A5: Essa aqui é quatro. Dois, quatro.

A4: Dois, trés, quatro.

A5:Ea6

A4: Seis ai em baixo.

A5: Seis.

A5 oferece as sequéncias apresentadas pela
entrevistadora e quando obtem resposta
positiva, comeca a colocar as sequéncias de
forma que A4 possa ver. A5 fala olhando
para as sequéncias e enquanto escreve, A4
também olha para as sequéncias, como se
em busca de um referencial.




A4: De baixo é o que?

A5: Sete.

A4: A sete é aqui em cima.

A2: [TRECHO INAUDIVEL]

A4: Ai aum, a segunda ndao da com um. Pega
a segunda

Enquanto A4 desenha, os demais olham a
distancia e A3 mexe no celular.
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Al: O que esta esperando ele desenhar?

E: Um exemplo, uma representagdo que
traga, una todas as ideias de todas as
sequéncias que foram apresentadas.

A4: Ai a minha ideia foi, botar o primeiro do
primeiro, o primeiro do segundo, tarara. E
assim pra sempre. Ai vai ter todas as
caracteristicas.

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

A4: [TRECHO INAUDIVEL] a dois e a um.
A2: Essa dai ndo vai ter nenhuma cara.

A4: Ndo, vai ter subsequéncias que vao ter,
vocé pode escolher qual subsequéncia vocé
quer e tirar todas as caracteristicas.

A2: Mas a sequéncia em si ndo tem.

A4: Em si ndo tem nenhuma. O que torna
mais geral ainda. Porque além de ter todas
as caracteristicas ndo tem nenhuma.

A2: Mas sera que ndo vai ser convergente?
Al: Como é que vocé vai conseguir...

A4: Nao, ndo vai ser convergente.

A2: N3o porque com oscilante.

A4: Mas as subsequéncias vao ser.

Al: Exatamente.

A4: Oi?

Al: Mas...

A2: A menos daquela vai ser [TRECHO
INAUDIVEL]. A menos daquelas duas
oscilantes vai ser convergente.

A3: Entendi.

A4: [TRECHO INAUDIVEL]

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

A2: N3o, é porque [TRECHO INAUDIVEL]
entdo

A1: [TRECHO INAUDIVEL]

Nesse momento os trés entrevistados
comecgam a falar ao mesmo tempo, o que
impossibilita a compreensao.
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E: O que que vocés acham...

A2: [TRECHO INAUDIVEL]

E: O que que vocés acham que deveria
acontecer ali naquele desenho para que elas
convergissem. Para que ela convergisse. A
gente estd falando agora dessa sequéncia.
A2: Existe um épsilon.

E: N3o, falando no desenho

A3: Maior que zero.

A2: Para todo.

E: Esquece que a gente sabe algebra.

A4: O, nesse desenho, ndo, ndo converge.
Al: A gente vai ter que.... Falando pelo
desenho

E: Voltamos a cinco séculos atras.

Nesse momento a entrevistadora da énfase,
em sua fala, ao fato de que agora o foco é a
sequéncia geral criada por eles.

A entrevistadora faz uma brincadeira com os
entrevistados, na tentativa de reforgar a




Al: Pra convergir tem que que passar uma
reta paralela a x

AA4: Cara, tecnicamente, olha so,
tecnicamente vocé pode vocé pode

A3: E todas elas se aproximarem

Al: E todas elas irem se aproximando cada
vez que

A4: Olha s6, calma, todas elas, calma, todas
elas tém um ponto, €, sdo limitadas
superiormente, vocé concorda?

A3: Certo

A4: Se vocé escolher o mesmo ponto para
ela ser limitada superiormente elas vao
convergir para esse ponto maximo.

A3: Mas inferiormente também

A2: Nao, elas podem convergir para um
outro ponto também. Mais em baixo

A3: E. Acabou contigo.

A2: Pode convergir para dois lugares
diferentes. Eu acho.

AA4: E, se eu pegar [TRECHO INAUDIVEL] elas
vao para lugares diferentes entdo, ndo
converge. Se eu pegasse... sei la

Al: Vocé ia ter que limitar o dominio para
ela ser convergente pro lugar que vocé quer.
A3: [TRECHO INAUDIVEL]

A4: Calma

Al: Se conseguir.

A4: E isso.

Al: Pra xis um e xis dois vocé consegue, mas
pro resto... Talvez.

A4: Ai a cinco

ideia de que as propostas nao deveriam se
basear em ferramentas algébricas, mas
puramente graficas
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E: Eu sé estava olhando porque ela tem
problema na tomada e a bateria ndo dura
muito. Se mexer um pouquinho ela pode
parar de gravar. E ai eu ia ficar muito triste.
Se essas informacgGes preciosas que vocés
estdao me dando...

A1: [TRECHO INAUDIVEL]

E: ha?

A3:Nem eu

E: O que que foi?

A3: Isso ndo vai para o curriculo.

E: Por que ndo gente?

A3: Po, as besteiras que eu falei...

E: Vocés podem estar revolucionando ....
Al: depois dessas besteiras.

A4: Aqui, essa é a subsequéncia de todas as
subsequéncias.

A1: [TRECHO INAUDIVEL]
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E: Vocés conseguem dizer alguma coisa
dessa sequéncia?

A2: seja épsilon maior que zero.

A3: Para todo épsilon maior que zero existe
um... Fala ai cara.

A2: ene zero.

A2 fala em tom de brincadeira




A4: Aqui eu t6 falando, se vocé for, todas
elas convergem para o algum lugar. O teu
ponto superior. Se voce...

A1: [TRECHO INAUDIVEL]

A4: é, porque tem as negativas né? Que nao
convergem at all, assim...

Al: Tipo assim, se vocé pegar essa daqui,
A4: Se vocé pegar o médulo delas

Al: estd convergindo para onde?

A3: Pra nada.

Al: S6 pegar essa parte aqui.

A4: T4, vocé estd falando, vocé pega as
oscilantes entdo e vocé pega o mddulo
delas.

E: A gente pode pegar pedacos e falar que
nesse pedago a sequéncia converge?

A5: Pode ser uma subsequéncia?

A1l:E, se for uma subsequéncia... Mas nem
toda subsequéncia convergindo pro mesmo
lugar entdo....

A3: A sequéncia ndo converge.

A4: E, mas vocé pode forcar isso.

E: Forcar como?

A4: Ué, vocé movendo.

A1l: Como forgar essa, esse ponto xis um e
xis dois convergirem pro mesmo lugar dessa
Xis trés e xis cinco?

A4: Vocé pega todas que convergem e leva
pro mesmo lugar, e as que ndo convergem
que sao as que, Sa0 mais e menos, mais e
menos, vocé pega o médulo delas. Vocé pde
o ponto, convergindo.

E: Sem falar em algebra.

A4: Mas eu ndo estou falando em algebra.
E: Vocé estd falando médulo.

A4: Quem, eu falei em mdodulo?

E: Falou.

A3: Falou em que?

E: Médulo

A5: Médulo.

Fala apontando para a sequéncia criada por
A4 como exemplo de sequéncia mais geral e
gue no momento da fala estava em sua mao

Fala apontando para um pedaco da
sequéncia que foi feita, mas devido a
posicdo da cdmera e do papel, ndo é possivel
ver a que parte ele estava se referindo.

XIS um, xis dois, etc se referem aos pontos
da sequéncia criada
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Al: Que senao seria, a mesma coisa que
dizer que vocé consegue fazer aquela
sequéncia... Posso?

E: Claro.

Al: Que nessa...

A3: Vamos falar menos ela quando ela é
negativa e ela quando é positiva.

Al: .... aqui converge.

E: Qual é essa?

Al: Ahhh.... sete.

A4: Nao, essa nao converge.

Al: Entdo, eu t0 dizendo que vocé
conseguiria fazer a mesma coisa para ela
convergir.

A4: N3o, s6 t6 usando a um.

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

Sinaliza que quer pegar as sequéncias que
haviam sido apresentadas no inicio do
segundo momento.




Al: Entdo, olha s6. Da mesma forma vocé
consegue manipular essa daqui pra fazer ela
convergir.

A4: Sim, sim. Mas [TRECHO INAUDIVEL] uma
regra, ndao da pode roubar.

A3: [TRECHO INAUDIVEL]

AA4: E, pera, tem alguma caracteristica
daquela

E: Como é que vocé quer roubar? Desculpa,
nao entendi.

A4: Nao, usando algebra, é.

A3: Usando dlgebra

E: N3o, usando, esquece a algebra.

A4: é, entdo. Exato.

A3: E, porque a regra do jogo é assim.
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E: A gente conseguiria fazer essa aqui
convergir?

A3: Eu acho que ndo

A4: Se vocé pegar s os pares dessa aqui e
botar aqui sim.

E: Botar aqui onde?

A4: Botar nesse grafico aqui. Por exemplo,
esse aqui, é esse aqui .

E: Mas como vocé vai fazer isso? Repetindo
isso aqui e depois colando isso aqui depois?
Ou vocé colocando isso aqui depois?

A4: Ndo, olha sé. Eu ndo entendi o que vocé
falou.

E: Entdo fala para mim como vocé pretende
fazer ela convergir porque eu nao entendi.
A4: Olha sé... Todos os.... 0s... as....

E: Os pares aqui, que estao acima do grafico.
A4: Exato. Vocé vai botar nesse grafico. Os
impares vocé ignora. Por construcao.

E: Ta.

A4: Os outros sdo os que convergem, vocé
constréi de uma maneira que eles convirjam
a um ponto que vocé escolheu, esse ponto
gue vocé escolheu.

Fala se referindo a sequéncia criada.

Fala apontando para, possivelmente, a
sequéncia 7 (A7 pegou a sequéncia do bolo
de sequéncia apresentadas)

Falando primeiro da sequéncia feita por eles
e depois da sequéncia mencionada por A4.
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E: Vocé consegue desenhar? O que vocé esta
pensando, aqui?

A4: Cara, mais ou menos

E: E que fica mais facil pra eu entender.

Al: No caso vocé quer selecionar o xis que
vocé vai querer usar.

A4: é, vocé vai selecionar.

E: Entdo, desenha ai pra mim.
Al:Nocasoon

A4:Vocé sé pode ter um de cada um né,
entdo... E tipo... é estranho

E: SO pode ter um de cada um por qué?

A4: Um ponto de cada vez porque... como a
parada é.... uma fung¢do, vocé nao pode ter
um enecom dois valores. [TRECHO
INAUDIVEL]

E: Pensa que vocé esta querendo fazer
convergir uma sequéncia.

Al e A2 respondem que sim com a cabeca.




A4: Cara, vocés, vocés entenderam o que eu
quis dizer?

E: Tenta desenhar

A3: Mais ou menos

E: Por favor

A4: Fica dificil. [TRECHO INAUDIVEL] fica
muito grande

E: Faz mais juntinho os pontos, ao invés de
fazer tdo separado.

A3: Usa os quadrinhos pequenos.

A4: T4, eu vou fazer meio que... De qualquer
jeito mas...
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A3: [TRECHO INAUDIVEL]

E: H3?

A3: Muito cotcholi.

E: Muito o que?

A3: Cotcholi.

E: O que que é isso?

A3: Chabi.

E: Ndo conheco esse vocabuldrio, essa
lingua. Eu sei um pouco de espanhol, falo
inglés, t6 aprendendo francés, mas essa
lingua ai ndo entrou no meu dicionario.
A3: Cotcholi, o nome ja é meio, né....

A1l: [TRECHO INAUDIVEL]

E: E... Me diz, me da depois onde eu posso
aprender essa lingua ai. Por favor. Essa ai, eu
ndo tenho conhecimento nenhum.

A3: O cotcholi é.... existe o he, she, it

E: Aham...

A3: Entendeu? O cotcholi éoit.

E: Boa!

Al: [TRECHO INAUDIVEL]

A3: Exatamente.

E: Ta timo.

A3: Essa parte tu exclui.

E: Ahhh.... certamente. Gente, eu vou ter
que transcrever, eu vou escolher com muito
carinho o que eu vou transcrever entao
podem ficar tranquilos

Al: Ahhh que bom....

A3: Mano, eu quero muito aprender inglés
velho. Quero ir pra Califérnia.

A3: Maneiro cara...

E: Sabe qual o melhor jeito de vocé
aprender? Falando.

A3: T4, mas...

A4: Vendo video, acho que é a melhor coisa.
Al: Tem uns sites

A3: Eu s6 assisto videos

E: E, filme eu sé vejo legendado.

Al: Tem sites... que vocé consegue
conversar com pessoas de outros paises.
E: Oi?

Al: Tem sites que vocé conversar com
pessoas de outros paises. Quando eu estava
aprendendo inglés eu usava muito isso.




A3: Mas é falado?

E: Eu usava o livemocha.

Al: Falar... vocé pode ver a pessoa.

A4: é mas tem aquele problema né? Tem
pessoas que ficam peladas

Al:E.

A3: Ai é ruim.

Al: Mas tem site que esta censurando isso.
E: Eu usava o livemocha, que é um site pra
se aprender outras linguas

A4: 0,

E: E ai vocé conversava.
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A4: T4 bem bizarro.

E: T4, mas explica pra mim o que vocé fez
por favor.

A4: Olha s6, eu botei, eu botei meio que a
moda... que eu quis.

A3: Alavonté.

A4: Al vonté.

E: aham.

A4: Todas as sequéncias que vocé mostrou
E: Aham.

A4: Eu botei aqui.

E: Aham.

A4: E as que ndo convergem, eu exclui os
pontos que... eu achei que iam.... é...

A3: Dar problema.

A4: E, n3o... Fazer dar.... é, [TRECHO
INAUDIVEL], exato. E eu escolhi um ponto...
é, no caso o 1... agora ndo, cinco
A3:yigualaum, seild

Al: ene.

A4: Tanto faz, ene. Para ser o ponto de
convergéncia. E todos os que sdo constantes
eu botei nesse ponto. E todos que estao
crescendo eu botei pra variar pra esse ponto
e todos que estdo fazendo assim, eu botei
prair pra esse ponto e todos que estdo
fazendo assim. Mesmo que a... [TRECHO
INAUDIVEL] chato, estdo convergindo pra
esse ponto.

Fazendo gesto com a mao pra cima e para
baixo e movendo para esquerda do video

Faz gesto com a mao crescendo e indo pra
esquerda do video.
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E: Hdm? Otimo, muito obrigada, pela
paciéncia de vocés hoje. Por hoje é isso.
Muito, muito, muito obrigada de verdade
mesmo, assim. Vocés ndo tem nocao.

Al: Muito de nada.

E: O quanto eu agradeco por vocés estarem
aqui, e quarta feira de novo. Pretendo, e ai
vocés escolhem.

A3: Ai quarta vocé traz o Bis né?

E: H3?

Al: Oi?

A3: 1 ndo, essa parte ndo podia falar.

E: Que?




A3: Falei quarta feira tu traz o Bis né? | ndo,
essa parte ndo era.

E: Ndo, mas eu posso.

A3: N3o! E brincadeira.

A5: Depois de [TRECHO INAUDIVEL].

Al: N3o, mas se quiser....

E: E permitido pelo comité de ética que eu
ressarca vocés de alguma forma. Isso é
permitido.

Al: Hummm....

A3: Ai eu vi vantagem.

E: Mas olha sé. E... Eu quero saber de vocés.
Vocés preferem, para vocés assim ta bom...
Ou vocés querem inverter a ordem?

Al: Acho que assim no final é melhor.

A4: E melhor, vai chegar gente atrasado.
Tipo eu.

E: Entdo...

A3: Ai eu venho direto do estagio também.
E: Entdo estd 6timo. Entdo comeco a aula
fazendo exercicios e quem chegando vai
entrando no bonde. Agora por favor.
Estudem defini¢do, porque quando eu
chegar na sala, quarta feira, vou comecar
dai.

Al: ok.

E: Gente, muito obrigada de coracdo.

A5: Obrigada vocé.
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