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RESUMO 

Neste trabalho desenvolveu-se um programa de elementos 

finitos para para cálculo de deslocamentos e tensões no ma­

ciço e nos elementos de suporte de túneis. A análise foi rea 

lizada em estado plano de deformação e comportamento elasto­

plástico para o material do maciço. são também abordadas as 

caracteristicas básicas dos demais métodos de dimensionamen­

to de túneis. 

Paralelamente, deu-se ênfase ao estudo da teoria da 

plasticidade e ao comportamento tensão-deformação dos solos, 

tendo sido escolhido o modelo elasto-plástico de Drucker­

Prager para idealizar o comportamento inelástico do maciço . 

Na análise por elementos finitos utilizou-se o elemen­

to isoparamétrico quadrático no método dos deslocamentos e, 

para reproduzir a não-linearidade fisica, o método das "ten­

soes iniciais" (incremental e iterativo). O programa permite 

simular as diversas fases construtivas de túneis. 

Com o objetivo de demonstrar a validade plástica do mo 

delo elasto-plástico e do processo de simulação adotado, o 

programa foi aplicado a túneis de seções tipicas, tendo sido 

obtidos resultados satisfatórios, os quais o credenciam para 

utilização em projetos de túneis. Este programa, como elabo­

rado, permite ser utilizado em outros problemas geotécnicos 

nos quais possa ser admitido estado plano de deformação. 
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ABSTRACT 

In this paper a finite element program for the elasto­

plastic plane strain analysis was developed. Its purpose is 

to compute the displacements and stresses in soil and rock 

masses, and in tunnel supporting elements. Basic characteris 

tics of other tunnel design methods have also been discussed. 

At the sarne time, emphasis was given to the study of 

plasticity concepts and stress-strain behavior of soils. 

Drucker-Prager's model has been chosen to simulate theinelas­

tic behavior of the medium. 

In the finite element analysis the isoparametric quai 

ratic displacement method was used. In order to reproduce 

the physical non-linearity, the "initial stress" method 

(incremental and iterative) was applied. The program permits 

to analyse each step of excavation according to the con­

struction methods. 

In arder to show the validity of both the elasto-pla~ 

tic model and the simulation process used, the program was 

applied to typical tunnel cross-sections. Since reasonable 

results were obtained the program will be seemingly useful 

in tunnel design. The program could also be used in other 

geotechnical problems where the plane strain condition is 

valid. 
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C A P ! T U L O I 

INTRODUÇÃO 

l 

I-1- Importância e necessidade do estudo 

De forma ampla, túnel pode ser definido como uma cavida­

de subterrânea destinada a transportes, condução de água ou ex 

ploração de recursos minerais. 

No primeiro caso, temos os túneis rodoviários e ferroviá 

rios; no segundo, os destinados à alimentação e descarga de 

usinas hidrelétricas e obras subterrâneas de abastecimento d'á 

gua; finalmente, os diversos tipos de túneis cte mineração 

De acordo com o tempo de duração, Panet (1973) distingue 

dois tipos de obras subterrâneas: as temporárias, da alçada 

da engenharia de minas, e as permanentes, que dizem respeito à 

engenparia civil. A construção de uma mina se estende, usual­

mente, por todo o período de exploração, findo o qual, a exis­

tência da obra passa a ter sentido secundário. Por esta razao, 

admite-se trabalhar em condições próximas da instabilidade, e 

o método construtivo é modificado de acordo com o comportamen­

to observado. O engenheiro civil, encarregado do estudo de uma 

escavação permanente, tem um enfoque diferente, pois deve ass~ 

gurar grande duração à obra, o mais rápido tempo de escavaçao 

possível, e riscos de colapso praticamente nulos. 

Como se vê, o engenheiro civil e o de minas abordam o es 

tudo de estabilidade de obras subterrâneas com pontos de vis­

tas bastante diversos. Neste trabalho nos preocuparemos ape­

nas com o estudo de obras subterrâneas de engenharia civil. 

O projeto de obras subterrâneas apresenta sensível dife-
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rença em relação aos demais projetos de engenharia civil, face 

às dificuldades nas determinações de cargas atuantes, proprie­

dades geomecânicas e estado inicial de tensões entre outros as 

pectos descritos no item II-1 deste trabalho. 

Até pouco tempo, os métodos de estudo de estabilidade de 

túneis e dimensionamento dos elementos de suporte eram ainda 

empíricos e pouco satisfatórios. Isto resultava em um projeto 

pouco econômico, de difícil e lenta execução, ou em um proje­

to inseguro, colocando em risco a estabilidade da obra. Por 

vezes estas situações ainda ocorrem atualmente. Por outro la­

do, a solução túnel era encarada excepcionalmente em projetos, 

sendo mais comum, por exemplo, atravessar um maciço através de 

cortes. 

Hoje em dia assiste-se ao aperfeiçoamento simultâneo dos 

métodos construtivos e de projeto de túneis. Somente no Bra­

sil existem atualmente cerca de 300 quilômetros de túneis em 

estudo, projeto ou construção, incluindo obras metropolitanas 

(Rodovia, n9 324, 1976) . 

Em nosso país, algumas obras em túneis têm surgido nos 

Últimos anos, como as da rodovia Rio-Santos e as da rodovia 

dos Imigrantes. Os onze túneis escavados nesta Última rodovia, 

com extensão total de 3818 metros, introduziram consideráveis 

inovações nos métodos construtivos neste tipo de obra (Constr~ 

ção P.esada, n9 65, 1976). Novos projetos em andamento, como o 

da Ferrovia do Aço, somam-se aos túneis metropolitanos em pro­

jeto e execuçao nas principais cidades do país. 

A exigência crescente de transportes, comunicações,água, 

esgotos e outros serviços públicos, e a preocupação de evitar 

a degradação do meio ambiente, colocam as obras subterrâneasco 
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mo solução apropriada para preservar os espaços ainda disponí­

veis. 

A necessidade cada vez maior destas obras foi salientada 

numa conferência internacional promovida pela "Organization 

for Economic Cooperation and Development" (O.E.e.D.), realizada 

em Washington em 1970, na qual ficou internacionalmente estabe­

lecido que: "túnel refere-se à construção por qualquer método, 

de uma cavidade aberta, de geometria pré-dimensionada, cuja lo­

cação e usos finais estão na superfície, e cuja área de seçao 

transversal é maior do que 2 2., 
m (Souto Oliveira, 1970). 

Esta conjuntura justifica o interesse de intensificar os 

esforços de pesquisa sobre a análise da estabilidade de túneis, 

para os quais este trabalho se propõe contribuir. 

I-2- Objetivos do trabalho 

O objetivo deste trabalho é desenvolver um programa de 

computador, utilizando o método dos elementos finitos, para cál 

culo de tensões, deslocamentos e deformações no maciço e nos e­

lementos de suporte de túneis. 

No desenvolvimento do trabalho e na elaboração do progr~ 

ma dá-se ênfase ao comportamento tensão-deformação do maciço e 

as características construtivas peculiares à obra, essas atra­

vés da simulação de escavação utilizada. Com relação ao primei­

ro aspecto, considera-se apenas a não-linearidade física do ma­

terial do maciço e sua plasticidade, pois, no estudo de túneis, 

a não-linearidade geométrica tem importância secundária. 

O trabalho volta-se principalmente para túneis em maci­

ços terrosos, nao obstante serem considerados, por vezes, al­

guns aspectos relativos a túneis em maciços rochosos.O progra­

ma desenvolvido, no entanto, pode ser aplicado a túneis em so-
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los, e rochas desde que observadas as condições citadas em pa­

rágrafos seguintes. 

No capítulo II sao comentados alguns dos aspectos consi­

derados mais importantes no projeto de túneis; ali será justi­

ficada a utilização do método dos elementos finitos neste tra­

balho. 

O capítulo III aborda conceitos de plasticidade para a­

plicação à mecânica dos solos, necessários ao entendimento dos 

modelos elasto-plásticos de comportamento dos solos. 

O capítulo IV faz uma revisão dos modelos tensão-deforma 

çao utilizados no método dos elementos finitos. Descrevem-serro 

delos elásticos lineares e não-lineares e modelos elasto-plás­

ticos. Por fim, justifica-se a escolha do modelo elasto-plást! 

co de Drucker-Prager, utilizado neste trabalho. Este modelo in 

corpora uma generalização do critério de Mohr-Coulomb, utiliza 

a coesão e o ângulo de atrito como parâmetros plásticos e o mf 

dulo de elasticidade e coeficiente de Poisson como parâmetros 

elásticos. 

O capítulo V expoe os fundamentos teóricos utilizados p~ 

ra o desenvolvimento do programa de computador correspondente 

à análise elasto-plástica. Inicialmente é efetuada uma breve r~ 

visão da literatura sobre o método dos elementos finitos apli­

cado a túneis. são descritas as características do elemento fi 

nito utilizado e detalhados o modelo elasto-plástico e a técn! 

ca de análise não-linear incorporados à formulação global. Fi­

nalmente é explanado o processo de simulação da escavação em­

pregado. 

O capítulo VI descreve a estrutura do programa de compu-

tador desenvolvido e o fluxograma de sub-rotinas. 

O capítulo VII apresenta aplicações do programa a túneis 
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revestidos e nao revestidos utilizando análises elástica linear 

e elasto-plástica, e os resultados são comentados. 

No capítulo VIII são apresentadas as conclusões do traba­

lho e feitas sugestões para pesquisas futuras. 

Em apêndices comparam-se soluções teóricas disponíveis 

com análises elástica linear e elasto-plástica desenvolvida.São 

apresentados ainda o manual de utilização do programa, exemplo 

de codificação de uma rede de elementos finitos e listagem do 

programa. 

O programa de computador desenvolvido permite a simulação 

de qualquer seqüência de escavação e utilização de elementos de 

suporte, como: revestimento de concreto, camboteamento metálico, 

estroncas e churnbadores. Considera-se o maciço como um meio con 

tínuo, o que é perfeitamente admissível em túneis escavados em 

solos e em maciços rochosos sem descontinuidades. 

Nos maciços rochosos com descontinuidades (diáclases, fa­

lhas, etc.), essas são muitas vezes responsáveis pela deformabi 

lidade destes maciços. Para este Último caso, quando as dimen -

soes dos blocos ou espaçamento entre juntas são desprezíveis em 

face do tamanho da abertura, o meio pode ser considerado como 

contínuo. 

Alguns especialistas em túneis (ver,p. ex.,Ferreiral976), 

sugerem duas hipóteses para o meio ser considerado contínuo e­

quivalente: a) espaçamento médio entre diáclases inferiora ]/10 

do diâmetro ou da dimensão característica (outros reduzem esse 

valor para 1/50); b) espaçamento superior a 1/3 da dimensão ca­

racterística. 

Para regiões do maciço onde se preveem concentrações de 

tensões e existam descontinuidades isoladas ou com uma resistên 
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eia ao cisalhamento muito baixa, a consideração de meio contí­

nuo deixa de ser válida, sendo necessário um modelo de cálculo 

que simule as descontinuidades. O modelo de Drucker-Prager po­

de também ser utilizado para a análise elásto-plástica de rnaci 

ços rochosos, conforme mostram, por exemplo, Reyes e 

(1966) e Baker e outros (1969). 

Deere 

Corno a variável tempo não entra na formulação do modelo 

utilizado, a deformação lenta do revestimento não pode ser le­

vada em conta. Por esta mesma razão, na simulação construtiva 

do túnel não se pode abordar de forma direta, simultaneamente, 

revestimentos provisório e permanente. Esta técnica construti­

va, característica de métodos modernos, corno o novo método aus 

tríaco de abertura de túneis (NATM), pode ser considerada de 

forma indireta conforme é sugerido na item V-4. 

Relativamente à utilização dos parâmetros do solo, po­

dem ser efetuadas análises a pressões totais e efetivas. A aná 

lise a pressões totais pode ser feita, a curto prazo, com par~ 

metros não drenados. A análise em termos de pressões efetivas, 

com parâmetros drenados, pode ser efetuada desde que sejam co­

nhecidas as pressões neutras. Estas podem ser determinadas a­

través de análise em separado de percolação, no caso de regime 

estacionário, ou de medidas experimentais. Essas duas análi­

ses devem ser efetuadas principalmente no caso de materiais de 

baixa permeabilidade e alta compressibilidade. A situação in­

termediária, onde ocorre dissipação de pressões neutras, nao 

pode ser diretamente considerada, necessitando de análise, em 

conjunto, de tensões e de dissipação de pressões neutras, atra 

vés de formulação adequada. 
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C A P f T U L O I I 

ALGUNS ASPECTOS ENVOLVIDOS NO PROJETO DE TONEIS 

II-1- Aspectos relativos ao maciço e ao túnel 

Em projetos de túneis o comportamento mecânico do maci­

ço tem importância, mas, outros aspectos, não menos relevante~ 

devem ser abordados. 

Esses aspectos serao discutidos a seguir, para os casos 

de túneis em solos, apesar de, por vezes, serem efetuadas con­

siderações relativas a túneis em maciços rochosos. 

Il-1-1- Dimensões e forma da cavidade 

A forma e as dimensões da cavidade têm importância sig­

nificativa com relação ao estado de tensões em suas vizinha~~ 

ças. Quanto a forma, cavidades de contornos suaves (circular 

ou elíptica) sao preferíveis quando comparadas às de conto:rnos 

quebrados (retangular ou em forma de ferradura). Nestas Últimas 

existirão concentrações de tensões nos pontos angulosos. 

Pode-se concluir, com base na teoria da elasticidade,que, 

para um coeficiente de empuxo no repouso (K0 ) menor que 1, a 

melhor forma de seção é a elíptica, com o maior eixo na .dire­

ção da maior tensão inicial (Fig. II-1). 

Para túneis revestidos, é também vantajoso que a seçao 

transversal se aproxime da circular. No caso de maciços de 

pouca resistência, sua baixa capacidade de carga impõe a cons-



0 t 
0

r 

">~ o 
y G: xo 

= o yo 

X 

a) cavidade circular 

o xo 
a 

G.] 

2, 7 5 a 
yo 

0,25 o yo 

a 
xo 

a 

2 ,08 o yo 

0,25 

Ponto A 

a 
r 

2a 3a 

Ponto A 

l. 
A 

ºyo 

b 

a 

b 
= 1, 5 

o yo 

o 
XO 

b) cavidade elíptica a 2a 3a 

Fig. 11-1-Distribuição de tensoes ao redor de cavidades 

AbÕbada 

+-- Tirantes 

Concreto projetado 

Pé-direito 

Arco invertido 

Fig. 11-2-Seção transversal de um túnel revestido 

r 



9 

trução de um arco invertido (Fig. II-2). A curvatura dos pés­

direitos contribui para o melhor funcionamento destes, com res­

peito à mobilização do atrito no contato revestimento-maciço.~ 

sim, o comportamento do túnel com relação ao estado de tensões 

melhora quando são utilizados em conjunto o encurvamento dos 

pés-direitos e, se necessário o arco invertido. Não é essenci 

al que a seção do túnel seja circular. As características de 

fundação indicarão a necessidade de um arco invertido, de es­

troncas ou sistema de ancoragem. Quando o maciço ao redor do 

túnel for completamente auto-suportante com um adequado fator 

de segurança, e o revestimento tiver apenas objetivos secundá­

rios, será possível dispensar o arco invertido (Howells, 1971). 

I!-1-2- Profundidade do túnel e estado de tensões iniciais do 

maciço. 

As soluções teóricas disponíveis com base na teoria da 

elasticidade (Terzaghi e Richart, 1952), consideram as tensões 

iniciais constantes ao redor da cavidade. Kulhawy (1975 a) v~ 

rificou, através do método dos elementos finitos,que a consid~ 

ração de tensões iniciais geostáticas é importante para profu~ 

didades menores que 150 metros, no caso de rocha. 

Para um maciço com superfície horizontal, a tensão ver­

tical num ponto (o ) e proveniente do peso do terreno sobrej_a vo 

cente. 

o = Jho dz vo y (II-1) 

onde y é o peso especifico do terreno eh a profundidade abai­

xo do nível do terreno. 
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Considerando o maciço como um material homogêneo, elás­

tico e isotrópico, de coeficiente de Poisson v, a razao entre 

as tensões horizontal e vertical será igual a 

K 
o = 

o vo V = 
1-v 

(II-2) 

De acordo com Terzaghi e Richart (1952), entre as condi 

çoes de validade da eq. II-2 se incluem: camadas depositadas 

horizontalmente sem variação horizontal de dimensão, e com tem 

peratura constante desde o início do tempo de deposição; e ca­

madas que nunca tenham sido submetidas a qualquer carga tempo­

rária. Entretanto, não sendo os solos e rochas materiais e­

lásticos, o valor de K é função da história geológica do maci 
o 

ço, sendo, portanto, de difícil determinação. 

As correlações mais utilizadas para areias e argilas nor 

malmente adensadas são respectivamente K = 1 - sen ~· e 
o 

K = 0,95 - sen ~·. Para argilas sobreadensadas utilizam-se 
o 

outras correlações empíricas nas quais entra a razão de pré-a-

densamento e o índice de plasticidade (Brooker e Ireland,1965). 

Para rochas profundas é usual a consideração de tensões 

iniciais hidrostáticas (K =l), partindo-se da consideração que, 
o 

para uma lenta relaxação das rochas, os desvios de tensões se 

dissipam pouco a pouco (Panet, 1973). No entanto, medidas lo­

cais de tensões iniciais mostram que estas nem sempre podem ser 

explicadas pela gravidade. As tensões de origem tectônica, de 

difícil determinação, podem ser enquadradas neste caso. 

Visando ao cálculo de tensões iniciais para o caso de 

escavações subterrâneas, Panet (1973) analisou o estado de ten 

sões iniciais em talude infinito. Foram examinadas três hipó­

teses: meio elástico, meio próximo do estado de equilíbrio li­

mite e meio sob relaxação completa de tensões a volume constan 
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te. Panet (1973) observou diferenças sensíveis de orientação 

e valores de tensões principais para os três casos examinados. 

Foi analisado também o estado de tensões iniciais sob uma mon­

tanha elástica em estado de deformação plana. 

Do que foi dito fica visível a dificuldade de determina 

çao do estado inicial de tensões antes da escavação. As medi­

das in situ se apresentam como a melhor forma de estimativa do 

estado de tensões, sendo sua técnica e interpretação delicadas 

e de pouco uso entre nós. são mais utilizadas as correlações 

empíricas, ensaios de laboratório nos quais são impedidas as 

deformações laterais, e análise do ponto de vista geológico. A 

utilização de ensaios de laboratório em materiais não normalmen 

te adensados é incorreta, pois, ao se retirar a amostra doso-

lo, suas condições são alteradas às vezes de forma 

vel. 

II-1-3- Reologia dos materiais 

irreversí 

O comportamento reológico do solo torna-se muito compl~ 

xo devido à sua característica trifásica, às heterogeneidades, 

à presença de descontinuidades (juntas e falhas), à ~nisotro­

pia e à influência do tempo nas deformações (fluência). As de­

formações e tensões. no revest.i_mento, mesmo após a execução des 
- - --- .. - . --- - . - ··- . - -

te, podem mui tas vezes aumentar com o tempo, em ntensidade depen-:_ 

dente do tipo de solo ou ro~ha e do nível de tensões. 

Os comportamentos tensão-deformação-tempo dos materiais 

do maciço e do revestimento têm influência marcante no estado de 

tensões e deformações decorrentes da escavação e na escolha do 

método construtivo utilizado. Adicionalmente os parâmetros do 
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solo sao função do método e velocidade de execuçao, o que tor­

na iterativo o processo do projeto. 

A reelogia dos materiais atravessados pela escavaçao e 

de difícil ou mesmo impossível consideração nos métodos clássi 

cos de cálculo de pressões em túneis (ver item II-2). O método 

dos elementos finitos se apresenta como de utilidade muito 

grande, pois permite considerar o comportamento reológico do 

solo de forma mais completa. 

t importante, segundo as possibilidades, que nos ensaios 

se apliquem trajetórias de tensões tão próximas quanto possí­

vel das que existirão no campo, e que o estado de tensões ini­

cial seja anisotrópico. 

II-1-4- Método construtivo 

o tempo utilizado na escavaçao e instalação dos supor -

tes constitui aspecto da maior importância e que influirá de 

forma direta no carregamento a que o túnel estará submetido. 

Considerando que o solo tem comportamento não linear, o estado 

de tensões decorrente da escavação será determinada pela seque~ 

eia em que esta se realiza (ver item V-4). Os métodos de rupt~ 

ra (item II-1) consideram este fator de forma indireta e empí­

rica, mas sempre incompleta e simplista. o método de escavação 

influirá nas deformações induzidas ao maciço, que condicionarão 

a mobilização da resisténcia na vizinhança da cavidade. 

A intensidade do carregamento a que o túnel esterá sub-
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metido dependerá ainda da ocasião de colocação do revestimen­

to, de sua rigidez e do possível vazio que exista entre este e 

o terreno. 

Devido aos aspectos descritos acima, o carregamento que 

atuará sobre o revestimento não é um valor pré-determinado e 

fixado a priori, conforme considerado nos métodos de ruptura. 

II-1-5- Efeitos tridimensionais na frente de escavaçao 

t normal a consideração de que um túnel de grande exte~ 

sao possa ser dividido, para efeito de cálculo, em trechos tí­

picos. Cada uma dessas seções transversais típicas será anal! 

sada bidimensionalmente, admitindo-se estado plano de deforma­

çao. Na frente de escavação,contudo, ocorre uma transformação 

radical no estado de tensões, e não será possível um equilíbrio 

que nao seja em tres dimensões (Fig. II-3). As tensões cisa­

lhantes que atuam em planos perpendiculares ao eixo do túnel 

podem ser consideradas nulas adiante e atrás da frente de esca 

vaçao. Por razões de assimetria, porém, isto não ocorrerá nas 

proximidades da frente de escavação (Lombardi, 1975). 

Para uma seção transversal a uma distância d da frente 

de escavaçao, a parede do túnel terá sofrido deslocamentos ver 

ticais o, que atingem um valor máximo o a uma determinada dis 
m 

tância da frente. Para o caso de túnel de seção ciTcular(diâ-

metro D), a análise tridimensional através do método dos ele-

mentas finitos conduz à variação de. 
8 

-0-
m 

d 
com D conforme 

tra a Fig. II-4 (Daemen e Faihurst, 1972, citados por 

mos-

Rocha, 

8 1976). Observa-se o rápido crescimento de ~, o que demons-
m 

tra a vantagem da. colocação do suporte a uma pequena distância 
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da frente de escavaçao. 

II-1-6- Presença de agua 

Túneis abaixo do nível d'água, com revestimento impe~ 

meável, estarão submetidos à pressão de água no revestimento, 

conforme mostra a Fig. II-5. A pressão de água deve ser adi~ 

cionada à pressão externa do maciço, no caso de túnei·s abaixo 

do nível d'água. 

Se o túnel atravessa uma camada permeável,ele atuará co 

mo um dreno subsuperficial e a água percolará em direção ao tú 

nel, se nao existir revestimento ou se este for permeável (Fig. 

II-6). Se a parte inferior do túnel não for revestida, e o gr~ 

diente hidráulico se aproximar do gradiente crítico, poderá o­

correr diminuição ou perda total da capacidade de carga das sa 

patas do túnel. No caso da força de percolação por unidade de 

volume ser de valor suficiente para vencer o atrito entre as 

partículas, poderá ocorrer a erosão interna, com o conseqüente 

carreamento do solo para dentro do túnel. (Terzaghi, 1946). 

Devido às razoes acima, torna-se importante o controle 

de água em obras subterrâneas. 

O rebaixamento do nível d'água é um dos métodos usados 

para evitar problemas de água, principalmente nos casos de tú­

neis pouco profundos. Esse procedimento tem como vantagens a 

realização da escavação a seco e menores empuxos atuantes. Ne~ 

te caso pode-se contar com as pressões neutras negativas (suc­

ção), provenientes das pressões capilares, para a estabilidade 

provisória da escavação. Uma desvantagem é a ocorréncia de 

recalques em prédios vizinhos. Outras soluções utilizadas, 



Nível do terreno 

Nível d'âgua 

h 

m 

\___ 
---.::. (h+m) y 

L-..L......J........L--J w 

Fig. 11-5-Pressão de agua atuante sobre revestimento impermeável 

Nível do terreno 
.... ' . ~-:······· 

Nível d'âgua original 

Fig. 11-6-Influência da percolação em túnel em material granular. 



17 

principalmente junto às fundações"vizinhas, sao o oongelarrento do !'Q 

lo(para solos finos~injeções químicas, ou ar comprimido, para 

solos nao permeáveis ao ar. 

No caso de utilização de ar comprimido, a pressao do ar 

deve ser igual ou maior que a pressão de água, para que nao o-

corra fluxo. Podem acontecer problemas em túneis altos onde 

existe diferença sensível entre as pressões de água do chão e 

do teto do túnel, e a pressão de ar comprimido é igual em toda 

a cavidade. Este problema é particularmente crucial quando a 

pressao de água precisa ser limitada em razão do perigo de 

ruptura por levantamento do solo, além dos limites 
. . ~ 

perm1ss1-

veis de pressão, com vistas ao trabalho humano dentro da esca 

vaçao. 

II-1-7- Presença de solos ou rochas com capacidade de inchamen 

to. 

Sob certas condições, alguns solos e rochas aumentam de 

volume em presença de água. O fenômeno de inchamento pode ser 

encontrado em argilas e alguns tipos de rochas alteradas e de­

compostas. 

Terzaghi (1946) foi um dos primeiros a se preocupar com 

o fenômeno de inchamento associado a escavações subterrâneas.A 

pós a escavaçao,a âgua é drenada das partes do maciço mais car 

regadas para as regiões da cavidade com menor intensidade de 

carga, como a parte inferior e, em menor extensão, as laterais. 

Esta migração de água tem como conseqüência o aumento da umi­

dade dos solos ou rochas e o inchamento desses materiais, além 

da diminuição da resistência ao cisalhamento. 
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Se este inchamento é contrariado com a colocação do re­

vestimento, podem desenvolver-se grandes pressões de expansão, 

de grandezas dificilmente calculáveis. Essas pressões serao 

tanto maiores quanto mais rígido for o revestimento e mais rá­

pida sua colocação. O inchamento está fortemente associado a 

natureza· físico-química dos materiais escavados. 

Terzaghi (1946) sugere, como medida de proteção contra 

o inchamento, deixar um espaço vazio entre o solo e o revesti­

mento definitivo. 

Einstein e Bishoff (1975) realizaram um trabalho bastag 

te interessante e completo relativo ao inchamento em túneis.~ 

crevem eles pormenorizadamente o fenômeno do inchamento com to 

das as suas características físico-químicas, particularizando­

º para anidritos, folhelhos e margas. A seguir descrevem o me 

canismo do inchamento associado a túneis, o procedimento a u­

sar em projeto (baseado em ensaios de laboratório) e os proce­

dimentos construtivos que reduzem o inchamento, relatando, in­

clusive, alguns c-asos estudados. 

Baldovin e Santovito (1973) relatam os estudos efetua­

dos para a construção de um túnel em argilas com alta capacid~ 

de de inchamento. Alguns trechos apresentaram materiais argi-

losos com quantidade significativa de bentonita. Os ensaios 

de laboratór±o e as correlações entre pressão de inchamento e 

parâmetros geotécnicos do solo, propostas na literatura, nao 

foram adequados para definir quantitativamente o fenômeno. A­

penas a utilização de ensaios in situ tornou possível prever 

pressões de inchamento reais, que alcançaram 35 kg~/cm
2 

no ca­

so estudado. 

Silva Filho (1976) relata resultados de estudos realiza 
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dos para determinar as causas da alta expansibilidade manifes­

tada por algumas formações sedimentares da Região Sul do .. Brasil. 

Concluiu que a causa reside na presença de argila montmoriloní 

tica. O autor apresenta algumas soluções para combater o pro­

blema, como a proteção da superfície da rocha com gunitagem,m~ 

dida adotada com sucesso em túneis e taludes da região. 

II-1-8- Critérios de segurança 

Para o dimensionamento dos elementos de suporte ou para 

se concluir que a cavidade aberta é estável sem a necessidade 

de suportes, é necessária a adoção de determinado critério de 

segurança. Com esse objetivo devem ser fixados valores de des 

locamentos, tensões e deformações que não devem ser excedidos. 

Restringir os deslocamentos das paredes do túnel e uma 

forma de limitar os recalques da superfície do terreno, princ! 

palmente para túneis a pequena profundidade. Os deslocamentos 

e deformações admissíveis podem ser fixados a partir da exper! 

ência adquirida em· casos reais, em conjunto com resultados de 

ensaios triaxiais dos materiais constituintes do maciço. 

Rocha (1976) recomenda que o dimensionamento dos eleme~ 

tos de suporte seja feito com relação à ruptura, fixando-se o~ 

valores das tensões admissíveis. Sugere também que não sejaa::,g 

siderada a coesão no contato revestimento-maciço. Assim, qua~ 

do se utiliza o método dos elementos finitos, é interess.ante 

que o contato seja simulado através do elemento de junta, com 

atrito igual ao do maciço. 

Com relação aos coeficientes de segurança a serem adot~ 

dos para os materiais do maciço, o mesmo autor sugere que, na 

falta de maiores informações, sejam adotados os seguintes valo 
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res: para suporte inicial - 2 para o módulo de elasticidade e 

coesao e 1,5 para o ângulo de atrito; para suporte final - 3 

para o módulo de elasticidade e coesão e 1,5 para o ângulo de 

atrito. 

Nos casos em que a escavaçao., é efetuada com a utiliza­

çao de explosivos (rochas resistentes), o autor sugere que se 

adotem, para o maciço na vizinhança da cavidade, 1/2 a 1/4 do 

módulo que seria atribuido ao maciço intacto. 

II-2- Métodos de dimensionamento de túneis 

A classificação dos métodos de dimensionamento de túneis 

proposta abaixo procura abranger as proposições de Kovari(l972) 

e Zagottis (1975). 

- Métodos de ruptura 

- Métodos de apoios elásticos 

- Método das zonas plásticas 

- Método dos elementos finitos 

II-2-1- Métodos de ruptura 

Para os métodos de ruptura, o carregamento atuante so­

bre o túnel é proveniente do peso do volume de rocha que se se 

para do maciço. Está implícita em tais métodos a hipótese de 

que, durante a construção, surgem deslocamentos do maciço cap~ 

zes de permitir o aparecimento dos estados de ruptura corres­

pondentes a cada método. Consideram, desta forma, apenas os 

esforços decorrentes da deformação do maciço (esforços ativos), 

admitindo que o revestimento permaneça indeformâvel e indeslo-
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cável apos a construção. Esta situação é válida apenas para os 

túneis com revestimentos rígidos, executados pelos sistemascl~ 

sicos. Os métodos de ruptura não consideram os esforços decor­

rentes da interação maciço-revestimento (esforços reativos), o­

riundos das deformações e dos deslocamentos do revestimento a­

pós a construção. Por esta razão esses métodos são atualmente 

pouco utilizados em projetos, principalmente no caso de túneis 

com revestimentos flexíveis. Entre esses métodos existem os 

que consideram o efeito da profundidade, como as teorias de 

Terzaghi (Terzaghi, 1943) e Bierbaumer (ver Szechy, 1966). A 

teoria de Terzaghi, mais utilizada, é particularmente adequada 

para materiais granulares (Fig. II-7). Os métodos que despre­

zam o efeito da profundidade, como os de Protodyakonov e Ko.mrrerell 

(ver Szechy, 1966), são mais adequados para túneis profundos.~ 

tros métodos de ruptura são descritos por Szechy (1966). 

Markovic e Popovic (1970) compararam resultados de ins­

trumentação de um túnel rodoviário com vários métodos de rupt~ 

ra e concluíram que a teoria de Protodyakonov foi a que propo~ 

cionou resultados mais aproximados. Observaram também os au 

tores acima que o carregamento atuante no revestimento é radi­

al, e nao horizontal e vertical como assumido pelas teorias. 

Os esforços finais para o dimensionamento do revestimen 

to podem ser calculados utilizando-se os conceitos de resistên 

dia dos materiais, considerando a estrutura submetida ao car­

regamento atuante (esforços ativos). 

II-2-2- Métodos de apoios elásticos 

Como a tendência atual e a utilização de revestimentos 
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flexíveis, é importante a consideração dos esforços provenien­

tes da interação maciço-revestimento (esforços reativos). Es­

ses esforços podem ser considerados através da hipótese de 

Winkler, que·e a principal característica dos métodos de apoios 

elásticos, entre os quais se destacam os de Zurabov-Bougayeva, 

Davidov e outros descritos por Szechy (1966). A consideração 

da deformação do revestimento através de apoios elásticos dimi 

nui em média os esforços solicitantes no revestimento. Em ge­

ral tais métodos consideram apenas molas normais à superfície 

externa do revestimento, as quais procuram simular o comporta­

mento do maciço. Não são consideradas molas situadas na zona 

superior, pois não é permitido que apareçam tensões de ·tração 

nas mesmas. 

Os métodos de apoios elásticos podem ser calculados ma­

nualmente ou através de computador, utilizando-se procedimentos 

da análise matricial de estruturas, que tornam os cálculos rá­

pidos e simples. Isto permite também uma análise geral, isto 

e, para qualquer forma de revestimento e para qualquer esforço 

ativo. Os esforços ativos aplicados ao sistema podem ser cal­

culados a partir dos métodos de ruptura, ou mais corretamente, 

considerando o diagrama de cargas proporcional às deformações 

do revestimento, como nos métodos de Davidov e Zurabov-Bougaye-

va. 

A utilização de programas de computador permite também 

a consideração de apoios elásticos tangenciais, o que melhora 

sensivelmente o comportamento estrutural do revestimento. Em 

geral se adotam para os apoios elásticos tangenciais 30% da 

rigidez dos apoios elásticos normais (Zagottis, 1975). 

Dixon (1971) analisou a interação do maciço com a estru 
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tura de suporte através de um pórtico plano poligonal com a­

poios elásticos (Fig. II-8). A idealização estrutural do meio 

foi efetuada de forma a aproximá-lo de seu comportamento real; 

' d@finindo para oi elemento de suporte, o maciço e a rnnexão entre eles , ti-

pos diferentes de elementos que simulam seus comportamentos. 

II-2-3- Método das zonas plásticas 

O método das zonas plásticas utiliza a teoria introduzi 

da por Fenner e desenvolvida por Kastner para aplicação a pro­

blemas de estática de túneis. O sistema estático considerado 

é um cilindro circular submetido a pressões interna e externa 

constantes. A pressao externa é proveniente do maciço e a p~ 

são interna se relaciona à resistência oferecida pelo revesti 

mento. Essa hipótese de carregamento é justamente uma limita­

ção do método, que só se aproxima razoavelmente do real quan­

do a profundidade do túnel é muito maior que sua altura (Zagof!_" 

(tis, )975). 

o material do maciço é considerado elasto-plâstico per­

feito. No domínio elástico o estado de tensões é determinado 

de acordo com as equações da teoria da elasticidade para cavi­

dades circulares. No domínio plástico o material obedece ao 

critério de escoamento de Coulomb. 

A partir das considerações acima, é calculada afrontei 

ra das regiões elástica e plástica no maciço. Para um estado 

de tensões iniciais hidrostático, a zona plástica terá forma 

circular, cujo raio pode ser determinado analiticamente, assim 

como as tensões no contorno da cavidade (ver Szechy, 1966),r~ 

presentadas na Fig. II-9. 
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Fig. II-9-Metodo das zonas plásticas 

Como a extensão da zona plástica depende consideravel­

mente da relação entre as tensões iniciais horizontalfe'vêrti 

~ • -~-. - • - 'I • -·-----------... .( 
cal, Kastner tambem desenvolveu uma teoria de forma a levarem 

- - . ·"· ~- ,,_ ··- --- . . - -~ --- . 

[consià.Êiraçã;, va-lg~es de ){o -9-_éi,f_erentes )de 1. 
l / .,. 

Apesar das criticas que podem ser feitas ao método das 

zonas plásticas, o mérito de Kastner no estudo do problema de 

túneis é reconhecido, pois ele chamou a atenção de alguns as­

pectos interessantes a considerar nos maciços rochosos e com 

isto mostrou o caminho para os mais recentes desenvolvimentos 

(Kovari, 1972). 
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II-2-4- O método dos elementos finitos 

O método dos elementos finitos é um processo de cálculo 

numérico para a obtenção de soluções aproximadas de certos pr2 

biemas físicos. Trata-se de uma técnica de interpolação que 

permite aproximar qualquer função contínua por um modelo de cál 

culo discreto, que consiste na definição de um conjunto deva­

lores da função num número finito de pontos do seu domínio(po~ 

tos nodais), e de um conjunto de subdomínios (elementos fini-

tos), onde se aproxima a função 

finito a definição da função é 

a estudar. Em cada 

feita unicamente em 

elemento 

relação 

aos valores da função no numero discreto de pontos nodais exis 

tentes nesse elemento (Fig. II-10). são estudadas condições 

para que a função adotada nos subdomínios atenda a condições de 

convergência,. o que garantirá que refinando-se a malha a solu 

çao convirja para a solução exata. 

O método possibilita a idealização satisfatória da se­

qüência de escavação e construção o que possibilita a compara­

çao entre os valores calculados e observados para cada etapa. 

Esta análise mais elaborada tem,todavia,a inconveniência de 

maior numero de dados de entrada, com o consequente acrésci­

mo de custo e tempo para interpretação dos resultados. Este 

procedimento, no entanto, é bastante racional e de grande va­

lia principalmente quando estão em jogo importantes decisões de 

projeto. 

Uma vantagem do método é possibilitar, com facilidade, 

o estudo paramétrico para o problema. ~ necessário para tal 

que os dados de entrada combinados sejam os mais significati­

vos, de forma que o número de casos estudados esteja dentrodos 
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Fig. II-10-Discretização do maciço e túnel para cálculo pelo método dos 

elementos finitos. 
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limites práticos. 

Outra vantagem do método é permitir a consideração de 

materiais anisótropos e heterogêneos e comportamentos não-line 

ares. 

O insuficiente conhecimento das leis constitutivas dos 

materiais (e não a impossibilidade de as incluir no método), bem 

como a imprecisão decorrente dos parâmetros de entrada dos ma­

teriais do maciço, são as maiores limitações do uso do método 

dos elementos finitos no projeto de túneis. ~ importante fri­

sar que os métodos anteriores, de hipóteses mais simples, uti­

lizando os mesmos parâmetros, terão imprecisões conseqüenteme~ 

te maiores. Existem também limitações devidas ao equipamento 

computacional disponível e eventualmente ao custo de certas a 

nálises. Isto acontece principalmente ao simular as etapas de 

escavação, como descrito acima, e quando se utilizam leis cons 

titutivas mais complexas que o comportamento elástico linear. 

Em qualquer caso é necessário que as análisesfde c6mpu-
1• • ... ~ .. 

;tagor:, Jnstrlllt!entação e con.'"Iec:i,l}lento prát_ico de túneis~ se com-

plementem, e que a importância da obra e os resultados justif~ 

quem o custo despendido. 

Pelas razões expostas acima pode-se verificar as vanta­

gens do método dos elementos finitos sobre os anteriores, ra­

zao pela qual o utilizaremos neste trabalho. 

No Capítulo V são descritos os aspectos básicos da teo­

ria do método dos elementos finitos para aplicação a túneis. 
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CAP 1 TU LO III 

CONCEITOS DE PLASTICIDADE APLICADOS À MECÂNICA DOS SOLOS 

Os problemas de mecânica dos solos são usualmente trata 

dos através das teorias da elasticidade linear e da plasticid~ 

de. 

A teoria da elasticidade linear é utilizada em problemas 

relacionados com a determinação de tensões e deformações dos~ 

lo quando não existe ruptur~ envolvida. são exemplos destes , 

o cálculo de distribuição de pre.ssões sob fundações em cargas 

de trabalho, a determinação de tensões e deformações ao redor 

de cavidades e escavaçoes e o cálculo de recalques de fundações. 

A teoria da plasticidade é utilizada para a soluçãodep~ 

blemas de estabilidade em geral, como os de capacidade de car­

ga de fundações, estabilidade de taludes e empuxos de terra.E~ 

ses problemas caracterizam-se pela determinação das condições 

de ruptura da massa de solo. 

Como outros ramos da mecânica dos sólidos, a teoria da 

plasticidade requer a consideração de equações de equilíbrio, 

equaçoes de compatibilidade e relações entre tensões e deforma 

ções. As equações de equilíbrio e de compatibilidade sao inde­

pendentes das propriedades dos materiais e,portanto, sao váli­

das para comportamentos elásticos e plásticos. A diferença en­

tre as duas teorias está na relação entre tensões e deforma -

çoes, ou lei constitutiva dos materiais. 

A teoria da elasticidade linear é baseada na lei de Hooke, 

que estabelece uma relação linear entre tensões e deformações. 

Na teoria da plasticidade, as relações entre tensões e deforma 

çoes são mais complexas. 

Deve-se observar que a análise em separado dos problemas, 



30 

como descrito acima, é artificial, pois, no campo, o solo se de 

forma continuamente, a partir do seu estado inicial até a rup 

tura, passando pelas fases elástica e plástica. A análise con­

junta dos comportamentos elástico e plástico torna-se possível 

com a utilização do método dos elementos finitos. 

Como os conceitos da teoria da elasticidade sao do conhe 

cimento dos engenheiros em geral, o resumo a seguir se limita­

rá a conceitos básicos da teoria da plasticidade para aplica­

çao a mecânica dos solos. 

Essa colocação de conceitos e necessária para um melhor 

entendimento dos modelos elasto-plásticos que adiante serão r~ 

vistos, assim como para a utilização da teoria da plasticidade 

no método dos elementos finitos. 

III-1- o comportamento tensão-deformação dos solos. 

Para a esplanação dos conceitos da teoria da plasticida­

de é de grande auxilio a descrição prévia do comportamento teg 

são-deformação de um solo genérico submetido a um estado de ten 

são uniaxial, como o ensaio de compressão simples. Posterior -

mente será efetuada a generalização de conceitos para estados 

de tensão complexos. 

A Fig. III-1 representa uma curva tensão-deformação para 

um ensaio de compressão simples. No início da aplicação da caE 

ga, as tensões e deformações permanecem proporcionais até o pog 

to A, chamado de limite de proporcionalidade. O domínio elást~ 

co estende-se geralmente até B, a partir de onde se iniciam as 

deformações plásticas ou irreversíveis. Até B as equações da te 

oria da elasticidade são válidas, embora de A a B o material se 

ja elástico não linear, devendo-se, portanto, considerar ava­

riação do módulo de elasticidade. A tensão correspondente ao 

ponto B é chamada de tensão de escoamento inicial. A partir de 
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Fig. III.1-Curva tensão-deformação genérica de um solo com encruarnento. 

("S t r ain-hardening") 

Fig. III-2-Curva tensão-deformação de um solo com amolecimento. 

("Strain-softening") 
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B inicia-se o escoamento do material ou o domínio plástico. Se 

a partir de um ponto c, nesta região, descarregamos o corpo de 

prova, a curva seguirá a linha descendente CD. No final do de~ 

carregamento obtém-se a deformação plástica OD. Recarregando­

se o corpo de prova a partir de D, obteremos uma trajetória 

que se desvia da anterior. O laço nas trajetórias de descarre­

gamento e recarregamento é invariavelmente negligenciado nas a 

nálises, sendo substituído por uma linha reta. Neste caso, o 

módulo elástico de descarregamento-recarregamento E é sensi-ur 

velmente maior que o módulo elástico inicial E. Com a continu-

ação do carregamento, a curva se apresenta como um prolongamen - -
to de BC, com a tensão de escoamento aumentando. No ponto Fé 

atingida a máxima tensão, ocorrendo a ruptura ou colapso dom~ 

terial. O aumento das tensões após o início do escoamento é cha 

mado de encruamento ou endurecimento ( strain-hardening ). 

A forma da curva tensão-deformação dependerá do tipo do 

solo, do tipo de carregamento aplicado e de sua velocidade, e 

de outros fatores inerentes aos ensaios. Outra curva tensão-

deformação típica. de solos é mostrada na Fig. III-2, onde se 

observa uma diminuição de tensões após a resistência de pico . 

Este comportamento é chamado de enfraquecimento ou amolecimen 

to ( strain-softening). 

t importante analisar as energias em jogo nos domínios e 

lástico e plástico. O trabalho realizado por unidade de volume 

para o carregamento de O até B e dado pela área OBG (FIG,III-1). 

Ao se efetuar o descarregamento, o mesmo trabalho é restituía~ 

nao havendo dissipação de energia no processo. Quando se efet~ 

a o carregamento até c, o trabalho correspondente será fornecl 

do pela área OACH. Quando se realiza o descarregamento, o tra­

balho restituído pelo material é dado pela área CDH, dissipan-
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do-se no processo o trabalho correspondente à área OACD._ Pode­

se concluir que, com o aparecimento de deformações plásticas, a 

dissipação de energia passa a ser diferente de zero. 

Pelo exposto acima observa-se que o comportamento do solo 

e de um modo geral elástico não-linear e plástico. 

Na teoria da plasticidade clássica o solo é idealizado co 

mo elasto-plástico perfeito ou rígido plástico (Fig. III-3). Pa 

ra o comportamento rígido-plástico o módulo de elasticidade tem 

valor infinito. 

a 
a 

E 

a) b) 

Fig. III-3-Modelos elasto-plásticos utilizados em aplicações clássicas da 

teoria da plasticidade: 

a) elasto-plãstico perfeito; b) r~gido-plástico. 

Como vimos, em tração ou compressao simples, o limite e­

lástico do material é representado apenas pelo valor da ~ensão 

de escoamento. Entretanto, no caso de estados de tensões multi­

axiais, um simples valor de tensão não pode ser usado para def! 

nir a fronteira-limite da região elástica. Assim, é necessária 

uma generalização da condição de escoamento do estado de tensão 

uniaxial para o multiaxial,_que veremos a seguir. 

O comportamento plástico de um material pode ser definido 

completamente quando se especifica: 
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a) uma condição de escoamento inicial, definindo o limite e­

lástico do material; 

b) uma lei de endurecimento ou enfraquecimento, usada para 

estabelecer as condições dos estados plásticos subseqüe~ 

tes, necessária para materiais com endurecimento ou enfra 

quecimento; 

c) uma lei de escoamento plástico, relacionando os incremen 

tos de deformações com as tensões e incrementos de ten­

soes. 

Para materiais elasto-plásticos perfeitos nao e necessa­

ria a definição do item b, pois a condição de escoamento inici 

al será suficiente. 

III-2 Condição de escoamento (yieZd condition) 

~ necessário caracterizar a transição da fase elásticapa 

ra a fase plástica. Isto será efetuado através de uma condição 

de escoamento inicial. 

Coulomb, em 1773, propos, a partir de observações em em-

puxos de terra, a seguinte equação, correlacionando 

normais cr e cisalhantes T na ruptura: 

T= c+crtg~ 

tensões 

(III-1) 

onde e e~ são a coesao e o ángulo de atrito interno do solo. 

Mohr, em 1880, baseado em vários tipos de ensaios, obteve uma 

envoltória curva no plano T, a. Para um intervalo limitado de 

pressões, a envoltória de Mohr pode ser considerada uma reta. 

Assim, denomina-se de critério de Mohr-Coulomb a utilização da 

equação de Coulomb para representar a envoltória de Mohr 

(Fig. III-4). 

O critério de Mohr-Coulomb é, na realidade, um critério 

de ruptura, pois considera apenas o estado de colapso final do 

material. Pode ser definido como um critério de escoamento ap~ 
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Fig. III-4-Critêrio de Mohr-Coulomb 

Superfície de 

escoamento 

F(aijl= O ---~ 
• 

F(Gij)<O 

Fig. III-5-Representaçao da função de escoamento no espaço das tensoes Oij 
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nas para materiais plásticos perfeitos, nos quais a ruptura e o 

início do escoamento coincidem. 

O critério de Mohr-Coulomb pode ser também representado 

por: 

(III-2) 

onde cr 1 e cr 3 são as tensões principais maior e menor,respectiv~ 

mente. Este critério independe, portanto, da tensão principal 

intermediária cr 2 • Soares (1971) discute a aplicação do critério 

de Mohr-Coulomb aos solos. 

A condição de escoamento pode ser definida através da fun 

çao de escoamento F, dependente do estado de tensões q, onde o 

til significa notação matricial. O escoamento plástico ocorrerá 

quando· 

F(~)= O (III-3) 

Estados de tensões para os quais F(q)<O correspondem a compor­

tamentos elásticos, e F(q)>O não tem significado. 

Como o estado de tensão em um ponto fica definido através 

dos seis componentes do tensor das tensões, temos para a,condi­

çao de escoamento 

F(cr ,cr ,cr ,T ,T ,T ,·=o 
x y z xy xz yz 

Estando ligada ao comportamento físico do material, a função de 

escoamento deve independer do referencial adotado e, portanto, 

pode ser representada em função das tensões principais 

F ( cr , cr , cr ) = O, ou, ainda, em função dos invariantes das 
1 2 3 

ten-

soes F (I , I , I ) = O. 
1 2 3 

Quando representamos a função de escoamento no espaço das 

tensões q, temos a superfície de escoamento ( yield surface). 

Ela é o lugar geométrico dos pontos que representam estados de 

tensões correspondentes ao início das deformações plásticas e 

constitui a fronteira do domínio que limita internamente esta -
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dos de tensões correspondentes as deformações elásticas (Vello­

so, 1967). Os pontos sobre a superfície (Fig. III-5) represen -

tam a fase plástica (F=O) e os pontos internos representam a fa 

se elástica (F<O). 

Uma interpretação geométrica muito útil da superfície de 

escoamento foi sugerida por Westergaard e Haig, independentemeg 

te, em 1920. Nessa interpretação, as tensões principais formam 

o sistenade coordenadas de um espaço tridimensional, e qualquer 

ponto neste espaço corresponde a um estado de tensão. O vetorde 

posição em qualquer ponto P (o ,o ,o) pode ser dividido em uma 
1 2 3 

componente OA ao longo da reta OZ, a qual faz ângulos iguais com 

os eixos coordenados (reta hidrostática, o
1
=0 2=0

3
), e em uma 

componente OB no plano perpendicular a oz, que passa através da 

origem (plano 11). A componente OA representa tensões hidrostá-

ticas, e a componente OB representa tensões desviatórias 

III-6). 

I 
I 

I 

P(ol ºz 03) , , 
/1 

/ \ 

/ \ 
I \ 

A 

plano 11 

Fig. III-6- Espaço de Haig-Westergaard 

(Fig. 
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O critério de Mohr-Coulomb pode também ser representado 

no espaço das tensões principais o ,o ,o. Obteremos desta for 
l 2 3 -

ma uma pirâmide hexagonal reta igualmente inclinada em relação 

aos trés eixos o , o e o (Fig. III-7b) . A base da pirâmide é um 
1 2 3 

hexágono irregular de lados iguais, pois que as tensões de es-

coamento na tração diferem da correspondente na compressao. 

Os critérios de Tresca e Von Mises são também usados em 

mecânica dos solos e se aplicam, por exemplo, a argilas satura 

das sob condições não drenadas. 

Em 1913, Von Mises sugeriu o critério da energia de dis­

torção máxima, dado pela equaçao 

F=J 
2 

02 
_e_= O 

3 
(III-4) 

onde J
2 

e o segundo invariante dos desvios das tensões, e ºe e 

a tensão de escoamento na tração ou compressao simples. 

também ser representado por 

F= (o -o /+(o-o )2+(o- o )2 
-20

2 = o 
13 12 23 e 

Pode 

(III-5) 

Tresca, em 1864, propôs o critério da tensão cisalhante 

máxima, expresso em sua forma mais geral 

F = [ ( O - o ) 
2 

- o 
21 [,( o - o ) 2 

- o 2 J 
1 3 e_ 2 3 e 

por 

[ (o -o /-02] 
1 2 e 

=O (III-6) 

O critério de Tresca é um caso particular do critério de 

Coulomb para </l = O , e é representado no espaço das tensões pr~ 

cipais por um prisma reto de base hexagonal regular (Fig. III-7b), 

tendo por eixo a reta hidrostática. O critério de Von Mises e 

representado nesse mesmo espaço por um cilindro reto regular de 

base circular. 

Para incluir a influência da pressao hidrostática nos cri 

térios de escoamento, Drucker e Prager (1952) e Drucker (1953) 

propuseram os critérios de Von Mises e Tresca estendidos.O pr! 

meiro, também chamado de critério de Drucker-Prager, é repre -
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Fig. III-7-Algumas superfícies de escoamento no espaço das tensoes prin­

cipais: a) Drucker-Prager e Von Mises; b) Mohr-Coulomb e Tres 
ca. 
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Fig. III-8- Seção do Plano TI com as superfícies de escoamento 

de Drucker-Prager, Tresca estendido e Von Mises 
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sentado no espaço das tensões principais por um cone reto circu 

lar igualmente inclinado em relação aos três eixos 

(Fig.III-7à.) e 

F = C! I 
1 

cuja equação e 

-J%_k=O 
2 

principais 

' (III-7) 

onde I 
1 

= cr + cr + cr 
X y Z 

é o primeiro invariante das tensões e 

J2= ~ [<cr-cr /+ (cr-cr /+(a-a/]+·/ +T2 +T2 
x y y z z x xy yz zx 

e o segundo invariante dos desvios das tensões, e a e k sao 

constantes físicas que, para o caso de estado plano de deforma-

çao, se expressam por 

tg cj> 
e 

3 e 
k = -;::::::::::::==== 

V9+12tg
2

cj> 

(III-8) 

onde c e cj> são a coesao e o ângulo de atrito do material. 

O critério de Tresca estendido é uma pirâmide reta de ba­

se hexagonal regular. 

A Fig. III-8 mostra a interseção das superfícies de esco­

amento de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager e Tresca estendido com o 

plano~- Bishop (1966), observando os três critérios através de 

dados experimentais, concluiu que o critério de Mohr-Coulomb e 

o que melhor prevê a ruptura ou o escoamento do solo. Apesardis 

so, o critêrio de Drucker-Prager é muito usado por sua simplic! 

dade, pois é função apenas de dois invariantes das tensões, en­

quanto o critério de Mohr-Coulomb necessita de ser definido em 

função de três invariantes. Entretanto, pode ser mostrado (Chen, 

1975) que, para o caso de deformação plana na ruptura, os crité 

rios de Drucker-Prager e Tresca estendido reduzem-se ao crité -

rio de Mohr-Coulomb em duas dimensões. 

III-3 - Lei de endurecimento 

Para um material que apresente uma curva tensão-deformação 
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com endurecimento apos o início do escoamento, corno a da Fig.III-!, 

haverá urna nova tensão de escoamento para um novo carregamento , 

que será representado por outra superfície de escoamento. Defi -

nem-se assim as superfícies de escoamentos subseqüentes, corres­

pondentes aos diversos carregamentos ocorridos. Para este caso 

e usual chamar a função e a superfície de escoamento de função 

e superfície de carregamento. 

No caso geral, então, pode-se dizer que a posição da super 

fície de escoamento será dependente do valor instantâneo de um 

parâmetro h de endurecimento, que pode ser a deformação plástica 

volumétrica ( strain-hardening), o trabalho plástico realizado 

( work-hardening), ou o índice de vazios, como é usual em solos. 

Em outras formulações mais complexas, a função de escoamento po­

de também ser dependente da deformação plástica. Portanto, no ca 

so geral 

(III-9) 

Para um material elasto-plástico perfeito a função de esco 

amento depende apenas do estado de tensões (eq. III-3). 

De um modo geral, no entanto, a superfície de escoamento va 

ria em tamanho e forma, de acordo com o estado de tensão. O aumen 

to em tamanho significará um endurecimento do solo com a deforma­

ção ( strain-hardening) e urna diminuição em tamanho significará 

um enfraquecimento do solo com a deformação ( strain-softening). 

Em aplicações de plasticidade à mecânica dos solos, admite-se que 

durante o escoamento plástico a superfície de carregamento expan­

de-se ou contrai-se em relação à origem, mantendo a mesma forma, 

centro e orientação da superfície de escoamento. Esse comportame~ 

to é chamado de endurecimento ou enfraquecimento isotrópico (Fig. 

III-9a). Outra consideração menos comum é a de que, durante o es­

coamento, a superfície de carregamento translada-se, mantendo o 



a) 

L4LJ 

superfícies de 

escoamento 

subsequentes 

b) 

Fig. III-9-Leis de endurecimento: a) isotrÕpico; b) cinemático. 

p 
L\Eij 

/ 
F(Oij)= O 

Fig. III-10-Representação da lei do escoamento plástico associada no espa-
• 

ço de tensões Oij 
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tamanho, forma e orientação da superfície de escoamento. Isto e 

chamado de endurecimento cinemático (Fig. III-9b), o que permi­

te a consideração do efeito Baushinger. 

Análises teóricas e experimentais mostram que, se uma a­

mostra é tracionada além de seu ponto de escoamento, sendo de­

pois descarregada e a seguir comprimida, a tensão de escoamento 

em compressão será menor do que a tensão de escoamento original 

em tração. Este fenómeno e conhecido como efeito Baushinger. Na 

maioria das situaç6es esse efeito é1desprezado. azado. 

III-4- Lei do escoamento plástico ( fZow ruZe) 

Em sua forma mais geral (equação III-9), o critério de es 

coamento estabelece as condiç6es de transição não só do estado 

elástico para o estado plástico, mas também do estado plástico 

para outro. Informaç6es adicionais na forma de relaç6es consti­

tutivas entre incremento de deformaç6es plásticas, tens6es e ig 

crementos de tens6es, são necessárias para descrever o comport~ 

menta plástico de um material. Essas relaç6es são fornecidas pe 

la lei do escoamento plástico que veremos a seguir. 

Como Drucker (1950), suporemos agora que temos um dado es 

tado de tens6es. Aumentamos então as tens6es e, lentamente, as 

retiramos. Drucker postulou que, para um material com endureci­

mento, o trabalho plástico por unidade de volume realizado em 

todo o ciclo de aplicação de tens6es é zero ou positivo, ou 

d:'., d ~p ~ O (III-10) 

onde o sinal de igualdade é usado apenas para d e: P = O, e d cr é o 

incremento de tensão a partir do estado de tensão z que produz 

um incremento de deformação plástica d~P. Da mesma forma, o tra 

balho realizado por um material plástico perfeito será 

da (III-11) 
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Pelas considerações acima e postulando a existência deu 

ma função de carregamento e a lineariedade entre elementos infi 

nitesimais de tensões e deformações plásticas, chega-se a lei do 

escoamento plástico 

•P • 3F 
E = À-- (III-12) (III-12) 

ªª 
relacionando velocidades de deformações plásticas com o gradi­

ente da função de escoamento. Nessa equação X é um fator de pr~ 

porcionalidade escalar maior que zero que varia durante o pro­

cesso de deformação. A equação pode também ser apresentada em 

termos dos incrementes de deformação plástica, visto que 
. 

e À l'lt=À' decorre 

(III-13) 

As equaçoes III.10 e III.12 formam o postulado da estabi­

lidade de Drucker, para o qual os dois requisitos seguintes de­

vem ser satisfeitos (Fig. III-10): 

a) as superfícies de escoamento e carregamento devem ser con 

vexas com respeito à origem dos espaços das tensões; 

b) o incremento de deformação plástica deve ser normal à su­

perfície de escoamento no espaço de tensões instantâneo e 

estar situado entre normais no caso de ser um ponto sing~ 

lar (ponto A da Fig. III-10). 

Uma descrição mais detalhada do postulado de Drucker e das 

condições de convexidade e normalidade pode ser vista em Drucker 

(1950), ou ainda em Velloso (1967) ou Zagottis(l974). 

Apenas para os materiais elasto-plásticos perfeitos e en­

cruáveis, chamados por Drucker de materiais estáveis, e que de­

ve ser aplicado o postulado de Drucker e as condições de convexi 
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dade e normalidade. Os materiais que apresentam amolecimento 

sao ditos materiais instáveis e para eles as p:ropriedades descri 

tas anteriormerite não são válidas. 

A lei do escoamento plástico como originalmente definida 

parte da hipótese da existência de uma função de potencial plá~ 

tico g(~). Esta função representa a superfície de potencialpl~ 

tico, a qual tem sempre os vetores de deformação plástica per -

pendiculares a ela. Define-se assim a lei do escoamento plásti­

co não-associada por 

À~ 

a º 

Quando as funções F e g sao idênticas, temos a lei de es­

coamento associada, que corresponde à equação III-12, como po­

de ser visto em Bland (1957). 

Uma das conseqüências da lei de escoamento plástico asso­

ciada, quando se utiliza qualquer extensão do critêrio de Cou­

lomb juntamente com um modelo elasto-plástico perfeito, é a di­

latância que acompanha o cisalhamento de um solo com um ângulo 

de atrito <P > O. 

O conceito de dilatância é explicado por Chen (1975), ut! 

lizando modelo físico análogo ao ensaio de cisalhamento direto. 

Com o mesmo modelo são exemplificadas as leis de escoamento as­

sociada e não-associada. 

Seja uma camada de solo granular denso submetida à açao de 

duas forças: uma normal (N) ao plano l-l, e outra tangencial (T) 

ao mesmo plano. A força N permanece constante e a força T aumen 

ta gradativamente até um valor que provocará o deslizamento do 

bloco. Neste momento uma parcela da resistência ao cisalhamento 

' mobilizad~ )decorre da coesao e a outra decorre do ângulo de~ 

trito, a qual se divide em duas partes: a primeira corresponde 



N 

l 

a) 

Fig. 111-11- a) cisalhamento plástico (~/O); 

b) cisalhamento por atrito· 

T 

Fig. 111-12- Critério de Coulomb e ilustração de 

cisalhamentos plástico e por atrito 

N 

b) 

-, deslocamento 
__I_ ~ 

l 

atrito 

cJ 
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ao atrito propriamente dito entre partículas, e a segunda resul 

ta do entrosamento { interlocking) entre partículas. t esta 

Última parte que acarreta um aumento de volume durante o cisa -

lhamento. Nessa situação o vetor deslocamento fará um ângulo a 

com o plano de cisalhamento {Fig. III-lla). 

Se o solo for idealizado como perfeitamente plástico com 

o critério de escoamento de Coulomb, e se representarmos, narres 

mo gráfico de tensões { ,, cr) de Coulomb, as deformações plás­

ticas normal { 8P) e tangencial { yP) nas direções correspo~ 

dentes às tensões, teremos a Fig. III-12. Quando os eixos cor -

respondentes são superpostos,pela lei do escoamento plástico a 

deformação plástica resultante deve ser perpendicular à curva de 

escoamento. Podemos concluir, então, que 8=$. 

Se agora idealizarmos um solo que tenha apenas atrito en­

tre partículas, sendo o entrosamento ignorado { a =O) ,teremos 

um cisalhamento por atrito, representado na Fig. III-llb. Nesse 

caso, a lei de Coulomb continuará ainda válida; mas, como exis­

te apenas yP, não haverá normalidade do vetor deformação plást~ 

caem relação à superfície de escoamento, exceto para um desli­

zamento sem atrito {$=O). A variação de volume nesse caso 

será nula. Para a situação da Fig. III-12, em que a=$, teremos 

uma lei de escoamento associada, e, quando a= O, uma lei de es 

coamento não associada. 

Se um escoamento plástico nao associado é considerado, u­

tiliza-se em geral a mesma forma de descrição para as superfí -

cies de escoamento e de potencial plástico, mas coloca-se um â~ 

gulo a em lugar de$ para a definição da Última. Se utilizarmos, 

por exemplo, o critério de Mohr-Coulomb e desejarmos um escoa -

mento que não apresente varia~-· · de volume, a superfície usada 

para a função de potencial plástico g será a utilizada pela e-
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quaçao de Mohr-Coulornb com~'= O, ou, seja, o critério de Tres­

ca (Fig. III-7b). Se oor outro lado utilizarmos o critério de 

Drucker-Prager, para'. ~ = O teremos o critério de Von Mi ses ('Fig. 

III-7a) . 

Os solos reais nao sao puramente plásticos ( = ~ ) nem 

trabalham apenas por atrito ( =O). Assim, a comparação de 

experiências práticas com os modelos descritos acima fornecerá 

algumas diferenças, como, por exemplo, a dilatação excessiva que 

a teoria prevê quando comparada com a observada na prática. Por 

outro lado, alguns solos diminuem de volume ao invés de aumen 

tar durante o processo de cisalhamento (areias fofas e a maio -

ria dos solos argilosos). 
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CAPÍTULO IV 

REVISÃO DOS MODELOS TENSÃO-DEFORMAÇÃO PARA USO NO MJ;;TODO 

DOS ELEMENTOS FINITOS. 

Diversos modelos tensão-deformação têm sido propostos na 

literatura. As formulações são baseadas em conceitos clássicos 

da mecânica dos meios continues, como as teorias da elasticid~ 

de e plasticidade. Tais teorias não sao novas, mas a adaptação 

destas à análise numérica fazem-nas mais poderosas e versátei~ 

são vários os fatores que influem no comportamento ten­

sao deformação dos solos. Duncan(1972) os divide em dois gru­

pos descritos a seguir. 

Os fatores composicionais, que exercem influência funda­

mental sobre o comportamento do solo, incluem: umidade, granu­

lometria, composição m~neralÓgica, arranjo das particulas, de~ 

sidade, etc. Esses fatores são normalmente considerados apenas 

a nivel de ensaio para determinação dos parâmetros e não dire­

tamente na formulação do modelo. Já os fatores ambientais, en­

tram algumas vezes na formulação e incluem todos aqueles res­

ponsáveis pelo tipo e condições do carregamento a que o solo 

está sujeito, tais como a grandeza, a variação de tensões (car 

regamento primário, descarregamento ou recarregamento), ave -

locidade de aplicação da carga e assim por diante. 

Devido à complexidade do comportamento tensão-deformaçro, 

existem numerosos trabalhos sobre o assunto. Um modelo apropr~ 

ado a determinado tipo de solo e problema pode ser inadequado 

em outra situação. 

o objetivo deste capitulo, cujo desenvolvimento julgamos 

Útil esquematizar no quadro a seguir, é fazer um breve resumo 

dos principais ou mais representativos modelos tensão-deforma-



Modelos 

Elásticos 

Modelos 

Elas to-

-Plásticos 

Modelos elásticos lineares 

Modelos iterativos 

Modelo bilinear 

Modelos Modelo multilinear 

elásticos 
R':presentaçã~ hiperbÕlica da ten Ajuste curva - -nao- com sao-deformacao 

-lineares 
Modelos 

E 
de curvas Representaçso hiperbÕlica do coeficien e V -

incrementais atraves de te de Poisson 

funções Representação exponencial do coeficien -
te de Poisson 

Representação da curva tensão-deforma-
ção através de funções spline 

com K constante e G variável 

G e K K G . - determinados independentemente e var1.aveis e 

Modelo elas to-plástico perfeito com lei de escoamento associada 

Modelos elas to-plásticos com encruamento ou amolecimento e lei de escoamento as sociad; 

Modelos elasto-plásticos com encruamento ou amolecimento, lei de escoamento associada 
e suoerficie de escoamento fechada 
Modelo elas to-plástico encruável com lei de escoamento não-associada 

Modelos ':lasto-plãsticos com encruamento ou amolecimento e lei de es coarnento assoei-
ada ou nao associada 

IJ1 
o 
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çao; na descrição de cada modelo é dada ênfase às característi 

cas teóricas básicas, número de parâmetros e ensaios para defi 

nir o modelo, além dos tipos de aplicações realizadas. 

IV-1- Modelos elásticos 

IV-1-1- Modelos elásticos lineares 

O comportamento elástico linear constitui, sem dúvida,o 

modelo mais simples. Verifica-se que é uma aproximação sufici­

ente, do ponto de vista prático, para grande número de proble­

mas, muitas vezes em face da pouca informação geotécnica disp~ 

nível. Devido à sua simplicidade, este modelo foi aplicado a 

grande maioria dos problemas de engenharia geotécnica. 

Em razão do comportamento não-linear apresentado pelos 

solos e rochas, a análise elástica linear, na falta de um mode 

lo mais elaborado, pode servir para estudo paramétrico, obten­

ção de dados para projeto e interpretações simples de observa­

ções de campo, consideradas as suas limitações. 

IV-1-2- Modelos elásticos não-lineares 

Alguns modelos elásticos propostos na literatura procu­

ram levar em consideração a nao linearidade observada nas cur­

vas tensão-deformação dos solos. Como os programas de elementos 

finitos são formulados com base no comportamento elástico lin~ 

ar, a análise elástica não-linear deve ser aproximada,utiliza~ 

do-se sucessivas análises elásticas lineares. Existem dois gr~ 

pos distintos de modelos elásticos não-lineares: os iterati­

vos, que utilizam módulos secantes, e os incrementais. Estes 

últimos podem ser formulados com base no módulo de elasticida­

de E e coeficiente de Poisson v, ou utilizando os módulos de e 

lasticidade transversal G e volumétrico K. Em qualquer caso, a 

não-linearidade é introduzida através dos termos da matriz de 

elasticidade, que passam a ser dependentes cb estado de tensão. 
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As características básicas de cada um desses modelos se­

rao descritas a seguir. 

IV-1-2-1- Modelos elásticos iterativos 

Para aplicações a elementos finitos, escolhe-se inicial -

mente um conjunto de valores de módulos secantes para todos os 

elementos. Aplica-se então todaacarga à estrutura e calculam-se 

os valores das tensões e deformações para cada elemento. Estas 

são testadas para verificar se satisfazem à relação especifica­

da entre o valor do módulo secante utilizado e o nível de ten -

sões alcançado. Caso a relação não se verifique, novos valores 

de módulos são calculados em cada elemento, de acordo com os no 

vos valores das tensões, que retornam ao valor nulo. A carga e 

aplicada novamente e o processo se repete, até que os valores 

dos módulos de uma iteração sejam aproximadamente iguais aos da 

Última (Fig. IV-la). o valor do coeficiente de Poisson utiliza­

do na análise é normalmente considerado constante. 

Para a aplicação desse modelo, devem ser definidos parame 

tros empíricos adicionais que possibilitem o cálculo do valor do 

módulo secante para um determinado nível de tensões, em função 

da curva apropriada da familia de curvas tensão-deformação. 

Hoyaux e Ladanyi (1970) utilizaram um modelo iterativo pa 

ra a análise do estado de tensões ao redor de um túnel circular 

em argila mole normalmente adensada. Com relação ao comportame~ 

to tensão-deformação, foram considerados dois tipos de argila: 

uma insensível, com comportamento elástico bilinear, e uma sen­

sível, também com comportamento elástico bilinear mas com queda 

brusca de resistência após o pico (Fig. IV-2b). Admitiu-se ain­

da que a resistência não drenada Sue controlada pelo critério 

de Tresca, e cresce linearmente com a profundidade. A resistén-
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Fig. IV-1- Modelos elásticos não-lineares: 

a) iterativos; b) incrementais. 
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eia pós-pico S' da argila sensível foi considerada igual à me­
u 

tade da resistência indeformada S . Para simular a incompress_!. 
u 

bilidade da argila em comportamento não drenado foi utilizado 

o valor de 0,48 para o coeficiente de Poisson. O valor 0,5 se­

ria mais rigoroso, mas acarreta uma divisão por zero nos ter­

mos da matriz de elasticidade para estado plano de deformação. 

Girijavallabhan e Reese (1968) aplicaram um modelo iter~ 

tivo para a análise de sapata circular sobre argila mole. A 

formulação foi desenvolvida para tensões e deformações no pla­

no octaédrico, de acordo com sugestão de Newmark (1960). Se o ' 
1 

o
2 

e o
3 

são as tensões principais,num ponto temos: 

o = (01 oct 
+ o 2 + 0 3 )/3 

1 
T = 
oct 

3 
[ (01 - o,)2+ (o, - 03)2+ (03 - 01l2] 

(IV-1) 

1/2 

onde a tensão normal octaédrica o é a componente responsável 
oct 

Pela variação de volume, e a tensão cisalhante octaédrica, 
oct' 

a componente responsável pela variação de forma. 

Sendo s 1 , s
2 

e s
3 

as deformações principais, temos: 

E 
o ct 

1 

2 
y = 

oct 
1 

3 

3 

+ E 
3 

(IV-2) 

1/2 

As deformações octaédricas s e y se relacionam 
oct oct 

~ 

as 

tensões octaédricas o e, por: 
oct oct 

a 
oct 

3 K E 
oct 

T = G y 
oct oct 

onde K = 

G = 

E 

3 (1-2_\!) 

E 

2 (l+v) 

(IV-3) 

(IV-4) 
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Para ensaio de compressao triaxial nao drenado em argila 

mole (v ~ 0,5), obtemos a partir de (IV-1), (IV-2) e (IV-4) as 

relações 

e 

T = oct 
12 

3 

yoct - l2 Si 

-E 3 G 

(IV-5) 

( IV-6) 

A partir do gráfico (cr 1 -cr 3 ) x e: 1 , obtido em laboratóri~ 

e utilizando a equação (IV-5), pode-se calcular a relação entre 

T e Y 
oct oct 

Calcula-se,assim, a variação de G·para um de-

terminado y e coloca-se em gráfico. 
oct 

Desta forma, estabelecido o estado de deformação yoct 

num elemento, são calculados o valor de G e, a partir da equa­

çao (IV-6), o valor do módulo secante E. 

Com esse procedimento alcançou-se,para a relação pres­

são-recalque da sapata, boa concordância entre os valores calcu 

lados e experimentais. 

Girijavallabhan e Reese analisaram também, de forma ana 

loga, problemas de muros de arrimo em areias compacta e fofa. A 

concordância entre os resultados numéricos e experimentais de 

laboratório foi satisfatória. 

IV-1-2-2- Modelos elásticos incrementais 

Nesses modelos, a carga a ser aplicada é dividida em in 

crementos, realizando-se uma análise elástica linear para cada 

carregamento aplicado. Os parâmetros elásticos são calculados 

com base nos valores das tensões do Último incremento. O valor 
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a) Elástico linear 

E' 
2 

E' 
1 
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c) Elástico bilinear incremental­

d'Appolonia e Lambe (1970) 

e) HiperbÕlico 

Duncan e Chang (1970) 

Fig. IV-2- Modelos elásticos 
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b) Elástico bilinear iterativo 

Hoyaux e Ladanyi (1970) 

E:, 

d) Elástico trilinear - Lo e 

Lee (1973) 

f) "Spline" 

Desai (1972) 
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do módulo para cada elemento é calculado determinando-se a tan­

gente à curva tensão-deformação hipotética, a partir do estado 

de tensões do incremento anterior, no caso de modelo puramente 

incremental (Fig. IV-1). 

Quando se deseja acompanhar uma curva tensão-deformação 

que demonstre comportamento plástico perfeito ou amolecimento a 

pós o pico, a utilização deste modelo introduz dificuldades. Is 

to acarretaria a utilização de módulos tangentes nulos ou nega­

tivos, e conseqüentemente de coeficientes de rigidez nulos ou 

negativos, o que carece de significado físico 

Modelos elásticos incrementais com módulo de elastici­

dade tangente (E) e coeficiente de Poisson (v). 

Modelo bilinear 

d~Appolonia e Lambe (1970) analisaram recalques imedi~ 

tos de sapatas assentes sobre argila mole utilizando um modelo 

elástico bilinear. Pretendiam, assim, cobrir todo o domínio de 

aplicação de cargas, desde a fase elástica até a plástica. Nes­

se modelo, definem-se parâmetros elásticos E e v antes e depois 

do escoamento (Fig. IV-2c). Adicionalmente pode-se definir uma 

variação do módulo de Young com a profundidade. Desta forma,sà:) 

necessários cinco parâmetros para a análise. Para cada incre­

mento de carga devem ser verificados os elementos que apresen­

tam escoamento. Para estes elementos o módulo de Young é redu­

zido para 0,0001 vezes o valor inicial. O coeficiente de Pois­

son foi modificado de 0,499, antes do escoament~; para um valor 

de 0,4999995, após o escoamento, com o objetivo de manter cons­

tante o módulo volumétrico. Se fosse utilizado um coeficiente 
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de Poisson de 0,5, o módulo volumétrico seria infinito. O mode 

lo foi testado comparando-se curvas tensão-deformação, obtidas 

em ensaios de deformação plana na extensão e compressão, compr~ 

visões numéricas. 

Dunlop e Duncan (1970) utilizaram um modelo análogo ao 

de D'Appolonia e Lambe para a análise do desenvolvimento de ruE 

tura ao redor de taludes escavados em argilas, sob condiçõesnã:i 

drenadas. 

Modelo multi linear. 

Lo e Lee (1973) aplicaram um modelo trilinear para a a­

nálise do estado de tensões em taludes com comportamento ( s·trai!!:_ 

softening, idealizado de acordo com a Fig. IV-2d. 

Inicialmente são aplicadas as forças equivalentes para 

a simulação da escavação, considerando o material elástico line 

ar com módulo E{· As tensões cisalhantes calculadas são comp~ 

radas com o valor da resistência de pico de cada elemento,e são 

localizados os elementos em que a resistência foi ultrapassada 

-, - -.-·· . Nesses casos as tensoes em excesso sao removidas. Calculam-se for 
~ ~ -

ças nodais equivalentes a essas tensões, as quais são aplicadas 

em sentido oposto. Na nova matriz de rigidez utilizada, os teE 

mos correspondentes aqueles elementos têm módulo de elasticida­

de igual a E : (positivo) • Se a análise fosse efetuada com o va 
2 

lor -~i (negativo), os deslocamentos e deformações seriam neg~ 
~L , 

tivos no sentido das forças aplicadas, o que não tem significa-

do. O incremento de tensões calculado deve ser diminuído does 

tado de tensões anterior para que se situe sobre a parte descen 

dente da curva tensão-deformação. Calculam-se as forças nodais 
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equivalentes a esse excesso de tensões e assim subseqüentemente 

até que as tensões a serem redistribuidas tornem-se desprezi­

veis. Caso o nivel de tensões após várias redistribuições caia 

abaixo do valor residual, deve-se calcular o excesso de tensões 

que corresponderão a novos valores de forças nodais. Dai por 

diante se utilizará o módulo de elasticidade Í'i·, com procedime~ 
', / 

to semelhante ao anterior. 

Lo e Lee utilizaram um procedimento análogo para uma 

curva tensão-deformação com queda brusca de resistência após o 

pico (strain-softening), semelhante a de Hoyaux e Ladanyi (1970). 

As análises conjuntas de elementos finitos e de estabi­

lidade de taludes convencional proporcionaram resultadoSJ:~oáveis 

quando comparadas a casos reais publicados por outros autores. 

Ajuste de curvas através de funções. 

As curvas tensão-deformação de laboratório podem ser 

expressas por funções matemáticas, tais como hipérboles, paráb~ 

las, funções exponenciais, etc. Essas funções podem ser utili­

zadas também para expressar a variação da deformação radial com 

a deformação axial, o que possibilitará o cálculo do coeficien­

te de Poisson. Tais procedimentos foram utilizados para <lese~ 

volver modelos de comportamento dos solos propostos por vários 

autores, os quais serão vistos adiante. 

Outra forma de incorporar o comportamento tensão-defor­

maçao não linear em um programa de elementos finitos é utilizar 
. 

diretamente os pontos das curvas obtidos em laboratório. A for-

ma digital, como esta é chamada, substitui a curva de laborató­

rio por segmentos de reta, unindo aqueles pontos. Assim, por 
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exemplo, os parâmetros E e v, podem ser obtidos através de 

tais curvas por interpolação linear. Utilizando-se várias pres 

soes confinantes nos ensaios, deve-se também interpolar os val~ 

res desejados entre duas curvas, para diferentes pressões confi 

nantes. 

a) Representação hiperbólica da curva tensão-deformação. 

Kondner e Zelasko (1963) verificaram que as curvas ten­

são-deformação de vários solos podiam ser bem aproximadas atra­

vés de hipérboles expressas pela equaçao 

onde E. é o módulo 
l. 

sintático da curva 

1 

E 
i 

+ 

E: 

E: 

tangente inicial e (o 1 - o 3 ) 
ult 

tensão-deformação (Fig. IV-2e). 

(IV-7) 

o valor as-

Duncan e Chang (1970) desenvolveram uma formulação a 

partir desta idéia, com base em ensaios em vários tipos de so-

los. Foi incluída no modelo a variação de ~~Ji com a 

confinante o 3 , representada por 

-E 
( 

.POa3 )º = K pa 
l. 

pressao 

(IV-8) 

onde K e n 

talmente e 

sao números adimensionais determinados experime~ 

é a pressão atmosférica, introduzida na equação 

para tornar o valor de n adimensional. 

Define-se ainda um parâmetro Rf por 

(01 03) f 
(IV-9) 

(01 - o3)ult 
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sendo (cr
1 

- cr 3 )f definido pelo critério de Mohr-Coulomb. 

Derivando a eq. IV-7 com relação as e substituindo as 

eqs. IV-8 e IV-9 juntamente com o critério de Mohr-Coulomb, eh~ 

ga-se ao valor do módulo tangente instantâneo E para a curva 
t 

tensão-deformação no carregamento primário. 

E 
t 

r l 1 -

Rf (i-sencj,) (cr 1 - cr 3 ) 

2 e coscj, + 2cr
3 

sencj, 

Os comportamentos no descarregamento e recarregamento 

sao independentes da resistência mobilizada, sendo definidos p~ 

la equação 

E K (IV-lOb) 
ur ur 

onde o valor de n é igual ao correspondente do carregamento 

primário e K é determinado a partir de ensaios envolvendo 
ur 

um ou mais ciclos de descarregamento-carregamento. O fator 

determinante quanto à utilização de E ou E está no cálculo 
t ur 

do valor anterior de (a
1 

- cr
3
)/2 máximo. Se este valor au-

mentar, deve-se usar o módulo E ; se diminuir utiliza-se E 
t ur 

Estudos adicionais de Duncan eco-autores mostraramque 

um melhor ajuste da curva tensão-deformação à curva de ensaio 

é obtido quando são utilizados os pontos onde 70 e 95% da re-

sistência (cr
1 

- cr
3
)·f são mobilizadas. 

Hansen (1963) propôs duas equações parabólicas adiei~ 

nais para a curva tensão-deformação, análogas à eq. IV-7. Uma 

delas é válida para variação parabólica da curva tensão-deforma 

ção para pequenas deformações, e a outra possibilita o comport~ 

menta strain-softening. 
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b} Representação hiperbólica do coeficiente de Poisson, 

Kulhawy e Duncan (1970) acrescentaram ao modelo anteri­

or uma relação empirica para o coeficiente de Poisson tangente, 

que reflete a sua não-linearidade e a dependência da pressao 

confinante durante o carregamento primário. Para tal foi consi­

derada hiperbólica a variação da:deformação radial E 3 com a de­

formação axial E
1

, expressa pelá eq~açao 

E 1 = 

onde v. e o coeficiente de Poisson para a deformação nula e 
i 

d um parâmetro representando a variação do coeficiente de Pois 

son com a deformação radial. 

A variação de vi com a pressao confinante cr
3 

foi re­

presentada por 

V. = 
1 

G - F loglO ( crpa
3 

) 

onde G é o valor de v. 
1 

para a =l atm e F e uma constante 
3 

que exprime a variação de v. 
1 

com a 3 • 

Pelas equaçoes acima pode-se chegar a equaçao do coefi 

ciente de Poisson tangente, expressa por 

= 

onde 

= 

G - F log 10 (cr 3/pa) 

(l-d.E)
2 

a 

ai - a 3 

( ::r [ 
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O modelo nao considera a variação do coeficiente de 

Poisson para o descarregamento. Os parâmetros e,~. Rf, K e- n 

são os mesmos da eq. IV-10 e os parâmetros d, F e G sao deter­

minados a partir de medidas de variação de volume em ensaios 

triaxiais. Com a variação do coeficiente de Poisson incorpor~ 

da ao modelo de Duncan e Chang são necessários nove parâmetros 

(os oito descritos acima mais o valor de K ) . Todos esses p~ 
ur 

râmetros são de fácil determinação em ensaios triaxiais conven 

cionais. Wong e Duncan (1974) explicam detalhadamente como o~ 

tê-los em ensaios de laboratório, mostrando inclusive a avalia 

ção de +, 
l. 

e E , a partir de ensaios de adensamento. 
ur 

Esses au 

tores consideram também a curvatura da envoltÓria de Mohr qua~ 

do se utiliza um grande intervalo de pressoes. Adicionalmente 

comentam sobre os fatores que afetam a obtenç~o dos parâmetros 

para as condições drenada e não-drenada. 

c) Representação exponencial do coeficiente de Poisson 

Outra formulação utilizada para a representação do coe 

ficiente de Poisson tangente é a exponencial, proposta por 

Lade ( 19 7 2) . 

m-1 
= E 

1 

Os parâmetros L, me q sao obtidos através de gráficos 
',, 

-E 
3 

X \,'I' / e p X 
v' 1 I (o

3
/pa), ambos em escala duplo-logarítmica. o 

pa~âmetro p e o valor da deformação radial E
3 

para a deformação 

axial E
1 

= 1%, e L é o valor de p para o 3 = Pa· Os expoentes 

me q expressam a variação de E
3 

com E
1 

e de p com (o 3 /pa), re~ 

pectivamente. Observa-se que o valor de m é praticamente inde­

pendente de o 
3 

• 
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Lacerda e outros (1974) utilizaram as formulações hiper 

bélica e exponencial para a análise do comportamento de solos 

compactado e indeformado em ensaios triaxiais rápidos não dre­

nados. Com relação ao comportamento tensão-deformação, obser­

varam que, embora a formulação hiperbólica funcione bem para 

quase todos os tipos de solos, nem sempre é satisfatória, pri~ 

cipalmente para pequenas deformações. Com relação ao coefici­

ente de Poisson, a formulação exponencial proporcionou resulta 

dos superiores aos da formulação hiperbólica. 

d) Representação da curva tensão-deformação através de 

funções spHine. 

Desai (1971) utilizou uma função expu1'!lnciã1' cúbica pa-. , 

ra aproximar a curva tensão-deformação de um solo coesivo e 

comparou previsões de recalques de sapatas por elementos fini­

tos com dados experimentais. A função polinomial proposta p~ 

lo autor é baseada no conceito matemático de interpolação usa~ 

do funções spZine, que representam analiticamente uma curva.Pa 

ra tal, deve ser fornecido um determinado conjunto de pares de 

pontos da curva a ser representada. Para cada pressao confi­

nante deverá ,haver então um conjunto de pontos da curva tensão 

deformação, que definirá a função sp~ine. L1Jtilizadà a sub-ro­

tina para resolução de equações simultâneas, que sempre existe 

em um programa de elementos finitos, a função sp"l'iine e sua 

primeira derivada podem ser completamente definidas. A prime~ 

ra derivada da função polinomial permitirá obter a variação do 

módulo de elasticidade tangente para cada pressão confinante de 

ensaio. Para uma pressão confinante intermediária, o valor do 
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módulo poderá ser obtido através de interpolação linear. 

Desai (1971) ajustou funções polinomiais a curvas ten­

são-deformação de areias densa e fofa, e folhelho, este inclu­

sive com comportamento strain-softening. Em todos os casos ob 

teve um ajuste perfeito. o autor não considerou curvas tensão 

deformação com descarregamento e recarregamento, pois devem e­

xistir dificuldades matemáticas para tal representação. Para 

a utilização desse modelo são necessários, além dos pares de 

pontos da curva tensão-deformação (Fig. IV-2f), um valor para 

o coeficiente de Poisson, considerado constante na análise. 

Modelos elásticos incrementais com módulos volumétricos 

(K) e de elasticidade transversal (G). 

Em muitas situações o valor de K é aproximadamente inde 

pendente da deformação, enquanto o valor de G diminui com o au 

mento da deformação. Portanto, em análises em que o valor de 

E é reduzido enquanto o valor deve mantido constante, ambos 

os valores de G e K são reduzidos na mesma proporção do valor 

de t. Assim, a análise através do módulo de elasticidade tan­

gente, mesmo quando se utiliza um coeficiente de Poisson próx~ 

mo de 0,5, não garante uma representação precisa da compressi­

bilidade do solo. 

A utilização dos módulos G e K tem como vantagem pri~ 

cipal sobre a utilização de:t'.e v a melhor representação da 

compressibilidade volumétrica do solo, principalmente após a 

ruptura. 
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K constante e G variável. 

Clough e Woodward (1967) partiram da lei de Hooke gene­

ralizada para estado plano de deformação em termos de E e v: 

1-v 

E = V 
(l+,>) (l-2v) 

o 

V 

1-v 

o 

o 

o 
l-2v 

2 

onde o 1 , o 3 e TM denotam as tensões principais, maior e menor 

e a tensão cisalhante máxima, respectivamente, e E 1 , E 3 e yM 

as deformações correspondentes. 

Através de operações convenientemente realizadas nesta 

equaçao matricial, na qual introduziram as relações 

e 
2 2 

sendo 

chegaram à expressão para K e G em função de E e v 

K 
E (IV-11) 

2(1+v)(l-2v) 

G = E (IV-12) 
2 (1 +v) 

Passaram então a utilizar a seguinte relação em termos 

de K e G: 

º1 [ 
K+G K-G o 

l "} o, = K-G K+G o E3 

TM o o G YM 
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O módulo volumétrico foi considerado constante durante 

toda a análise, tendo sido calculado a partir dos valores do 

módulo de elasticidade e coeficiente de Poisson iniciais. 

A não linearidade foi considerada modificando-se o valor 

de G, para cada incremento e substituindo-o na matriz de elas­

ticidade anterior. 

O valor de G para um determinado incremento foi calcula 

do em função do coeficiente de Poisson do incremento anterior 

através da eq. IV-12. Isto foi feito resolvendo a eq. rv~11, 

para o coeficiente de Poisson, em função do móculo de elastici 

dade tangente Et. 

A utilização deste modelo para a barragem de OtterBrook 

conduziu a urna cond.ordância razoável entre os valores de deslo 

camentos calculados e medidos. 

K e G variáveis e determinados independentemente 

A partir de vários ensaios triaxiais em areias D::rnashuk 

e Wade (1969) propuseram um modelo em que os valores de G e K 

são determinados independentemente, a partir de ensaios apro­

priados. Para a determinação do módulo volumétrico K foram u­

tilizados ensaios de compressão isotrópica, nos quais existem 

apenas tensões normais. O módulo volumétrico foi calculado pa­

ra cada valor de tensão média cr , sendo idealizado pelo autor 
m 

através de dois segmentos de reta com diferentes inclinações, 

por meio da expressão: 
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K = K. + m CJ 
l. rn 

onde K. e o módulo volumétrico inicial e rn é a inclinação da 
]. 

reta que dá a variação do módulo volumétrico com a tensão me-

dia (m = d K/d CJ). Para cada inclinação da curva idealizada 
m 

deve ser fornecido um par de valores me K .• 
]. 

Foram reali 

zados 'ensaios para várias densidades relativas da areia, e os 

autores observaram que os valores acima dependem também desta 

característica. 

O módulo de elasticidade transversal G foi obtido a PªE 

tir de ensaios triaxiais drenados, com a média das tensões nor 

mais mantida constante, nos quais ocorrem apenas tensões cisa­

lhantes. 

A resultante dos desvios das tensões sd, que para o en­

saio triaxial é definida pelos autores por 

foi representada em função dos desvios das deformações 

t = 212 
d 13 

através de equaçao hiperbólica similar a proposta por Kondner 

e Zelasko (1963): 

G. 
]. 

= 

onde Gí é o valor inicial da tangente à curva relacionando Sd 

e Ed' e b e o inverso do valor último de Sd. A inclinação ins 

tantânea desta última curva foi obtida derivando-se a equação 

anterior em relação a Ed ; 



69 

Observou-se que o valor de b depende da densidade rela­

tiva e da médja das tensões normais. 

As equações analíticas para os valores de G e K foram 

verificadas com as curvas experimentais dos ensaios, obtendo­

se boa concordância. 

Para a utilização deste modelo sao necessários nove pa-

* râmetros: Kil' Ki 2 ' m1 , m2 e 3 constantes c 1 , c 2 e cr, para o 

cálculo do módulo volumétrico; e b e Gi para o cálculo do mo­

dulo de elasticidade transversal. 

IV-2- Modelos elasto-plásticos 

Os modelos elasto-plásticos procuram levar em consider~ 

çao o comportamento não linear e inelástico observado nosso­

los e rochas. Nas aplicações do método dos elementos finitos à ge_2 

tecnia com base na elastoplasticidade são utilizados dois en­

foques: a teoria de Hencky, usada nas primeiras aplicações, e a teoria 

incremental, atualmente mais empregada (Desai e Abel, 1972). Na pr_!. 

meira, as deformações plásticas são unicamente definidas atr~ 

vés do estado de tensões, enquanto na última, mais geral, as 

deformações plásticas dependem de uma combinação de fatores, 

tais os increrrentos de tensões e deformações e o estado de ten -

sões. A teoria incremental pode adicionalmente considerar a de 

pendência da trajetória de tensões, dilatância e amolecimento 

(strain-softening). Em qualquer dos casos acima observa-se que 

as deformações plásticas são dependentes do nível de tensões, 

enquanto as deformações elásticas fornecidas pela lei de Hooke 

são dependentes apenas dos incrementes de tensões. Evidências 

teóricas e experimentais indicam que o comportamento não line-
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ar dos solos pode ser melhor representado quando se utilizam re 

lações tensão-deformação elasto-plásticas nas quais sao conside 

rados os dois tipos de deformações (Duncan, 1972). 

Os modelos elasto~plásticos sao mais variados e 

complexos que os modelos elásticos, podendo ser caracterizados 

pelo tipo de função de escoamento, pelos comportamentos encrua­

vel, plástico perfeito ou com amolecimento, e pelo tipo de lei 

de escoamento utilizada (associada ou não associada). Nos itens 

a seguir serão descritos alguns tipos de modelos elasto-plásti­

cos mais importantes. 

IV-2-1- Modelo elasto-plástico perfeito com lei de escoamento as­

sociada. 

Dos modelos elasto-plásticos este é, possivelmente, ornais 

simples aplicável a solos e rochas. Suas bases foram estabeleci 

das por Drucker e Prager (1952) e Drucker (1953). 

O modelo considera que o material tem um comportamento e­

lasto-plástico perfeito (Fig. IV-4a). O domínio plástico é def! 

nido através do critério de escoamento de Drucker-Prager, repr~ 

sentado por um cone no espaço das tensões principais (Fig .III-7), 

cuja equaçao e 

1/2 
F= a I + J 

l 2 - k (III-7) 

onde a e k são constantes físicas dependentes da coesao e do 

ângulo de atrito, e para estado plano de deformação se expres -

sam por 

tg cp 
a= 

V9+12 tg2 cp 

e 

k= 3c 

V9+12tg 2 cp 
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r
1 

e J 2 sao, respectivamente, o primeiro j .. nvariante das tensões 

e o segundo invariante dos desvios das tensões. 

Este modelo conduz necessariamente a um aumento de volume 

com as deformações plásticas para materiais com ângulo de atri­

to maior que zero. Com efeito, utilizando-se a equação da lei do 

escoamento plástico associado, escrita abaixo em notação ind'ici 

al 

d E~. 
1] 

= d À--1.!..._ 
ôa . . 

1] 

e aplicando-a ao critério de escoamento de Drucker-Prager (eq . 

III-7), obtemos para deformação plástica volumétrica 

d E~.= 3 a À (IV-13) 
11 

Quando <j, >o, a >o, e sendo À urna constante positiva, conclui -

se que a deformação plástica deve ser acompanhada por um aumen­

to de volume, propriedade conhecida por dilatância, corno já vi­

mos. 

Provavelmente, a primeira aplicação deste modelo ao méto­

do dos elementos finitos foi feita por Reyes e Deere (1966) a 

túneis circulares profundos em rocha. Baker e outros (1969) e 

Shieh e Sandhu (1970) também aplicaram-no à análise de túneis e 

taludes. Zienkiewicz e outros (1969) aplicaram este modelo pa­

ra a análise de túneis revestidos, não-revestidos e sapatas cor 

ridas, comparando o resultado da Última ao cálculo pela análise 

limite, o qual se situou próximo ao limite inferior (Z0u1er bound). 

IV-2-2- Modelos elasto-plásticos com encruamento ou amolecimen­

to, lei de escoamento associada e superfícies de escoa­

mento abertas. 

Hõeg (1972) analisou fundações axi-sirnétricas em argilas 

marinhas mui to moles através de modelo elas to-plástico com lei de 

escoamento associada. Foram considerados comportamentos elasto-
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plástico perfeito e elas to-plástico com amolecimento (Fig. IV-4b). 

O fator de capacidade de carga resultante da análise,para oco~ 

portarrento elasto-plástico perfeito, foi comparado com o valor~ 
.,-·f------,, ---· 
[vencional mostrando, boa concordância. Para o comportamento strain:-

softening a análise foi realizada para vários parâmetros de am~ 

lecimento. Observou-se que um moderado grau de strain-softening 

acarreta grande aumento da deformação e uma redução no: wÍor teórico 

capacidade de carga, que para um determinado caso chegou a 40%. 

Foi também analisado um aterro sobre argila marinha levemente 

pré-adensada, e os resultados comparados com os da instrumenta 

ção foram satisfatórios. Para o estudo acima foi utilizado o 

critério de escoamento de Von Mises. Análises com o critério de 

Tresca proporcionaram resultados bastante parecidos. 

Ebecken e outros (1976) realizaram estudo similar, utili­

zando no entanto elementos finitos isoparamétricos serendipity. 

Verificaram diferenças nos valores da capacidadede carga para 

os critérios de Tresca e Von Mises, ressaltando a conveniência 

do elemento utilizado para a análise elasto-plástica, em que a 

plastificação é verificada nos pontos de integração}11er itan V-l), 

Gates (1972) propôs o modelo representado graficamente na 

Fig. IV-4c para a análise de materiais com comportamentostrain­

softening. O comportamento não-linear inicial da curva tensão­

deformação e considerado elástico bilinear. O primeiro ponto de 

mudança de inclinação da curva tensão-deformação é calculado rom 

o critério de Drucker-Prager, a partir de c
1 

e $
1

. Em seguida, 

o módulo de elasticidade diminui e os valores de c
2 

e $
2
são au­

mentados levemente em relação a c
1 

e $
1

. O mesmo critério de es 

coamento é usado para determinar a transição da fase elástica 

para o domínio plástico onde ocorre uma diminuicão brusca de re 
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sistência (strain-softening). Neste momento as tensões caem p~ 

ra uma nova superfície de escoamento representativa da resistên 

eia residual, na qual a coesão é nula e o ângulo de atrito re­

duz-se consideravelmente. Para este novo nível de tensões o ma­

terial tem comportamento plástico-perfeito. Qualquer descarrega 
. -

mente na análise é considerado como elástico. 

A queda da resistência de pico para a residual significa 

a passagem de uma superfície de escoamento para outra situadaig 

ternament-2. àquela. Ambas as superfícies têm a forma d-: um cone, oog 

fome o critério de Drucker-Prager. A nova superfície terá seu 

vértice na origem, pois a coesão nula não permite que se desen­

volvam tensões de tração. 

Para a passagem de uma superfície para a outra interna 

Gates fez algumas considerações para tornar a trajetória Única. 

Prevost e Hõeg (1975a) desenvolveram um modelo com endu­

recimento e enfraquecimento considerados simultaneamente. Foi 

utilizado o critério de escoamento de Von Mises e lei de escoa 

mente associada (Fig. IV-4 d) .. 

O modelo foi aplicado ao problema de expansao não-drena­

da de cavidade cilíndrica em meio saturado para estado plano 

de deformação. Para um estado de tensões iniciais considerado 

hidrostático, a cavidade é submetida a pressões internas. Os 

autores, após desenvolverem uma solução analítica para o proble 

ma, realizaram uma aplicação numérica, obtendo resultados sem a 

preocupação de comparações experimentais. 

Apesar de as deformações elásticas entrarem na formulação 

global do modelo, na aplicação acima foram consideradasdesprezi 

veis. 
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IV-2-3- Modelos elasto-plásticos encruáveis com lei de escoamen 

to associada e superfície de escoamento fechada (modelo 

de Roscoe ou m.odelo do estado crítico). 

Quando se submete, por exemplo, uma amostra de argila sa­

turada a um estado de tensão hidrostático sob condições drena -

das, observa-se urna variação de volume não recuperáve~ e um co~ 

portamento encruável. A partir da constatação acima, Drucker e 

outros (1957) sugeriram um modelo elasto-plástico e.ncruável com 

superfícies de escoamentos subseqüentes e fechadas, representa­

das por cones no espaço das tensões principais e limitadas por 

calotas esféricas. Desta forma, um ponto em escoamento sobre o 

eixo hidrostático estará também sobre a superfície de escoamen­

to. Assim, conforme o solo endurece, o cone e a calota se expa~ 

dem. Os autores obtiveram boa concordância qualitativa da teo­

ria com o comportamento de urna argila em ensaios triaxiais. Em 

trabalho posterior, Drucker (1966) observou que superfícies de 

escoamentos subseqüentes não se aproximam da superfície de rup­

tura. 

Os trabalhos acima deram origem a estudos desenvolvidos 

na Universidade de Cambridge, impulsionados, sobretudo por 

Roscoe, visando a um modelo mais realístico para os solos. O i 

nício destes estudos data de 1958, e até os dias de hoje este 

modelo tem sido objeto de pesquisas experimentais e estudos teó 

ricos aprofundados (ver por exemplo, Parry, 1971). O modelo de 

Cambridge foi desenvolvido, de forma mais ampla, para argilas 

normalmente adensadas (aam-aZay), e também para areias. Neste re 

sumo serao apresentadas as características básicas do modelo de 

senvolvido para argilas, de acordo com o trabalho de 

Shofield e Wroth (1958). 

Roscoe, 
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o conceito de estado crítico, no qual se sustenta o rnode 

lo de Roscoe, baseia-se na constatação experimental de Hvorslev 

de que um solo, quando carregado distorcionalrnente a grandesde 

formações, alcança urna linha de estados críticos na qual o ín­

dice de vazios passa a ser constante, ou seja, não existem va­

riações adicionais de volume. 

O Índice de vazios crítico e definido pela equaçao 

e= e 1 - À lnp 

para cornpressao virgem, sendo e 1 o índice de vazios para p= 1, 

p= À urna constante do solo. Pode-se demonstrar 

que esta equação relaciona deformações plásticas volumétricas 

e tensões volumétricas, sendo, portanto, urna lei de escoamento 

empírica e diferente da usada na teoria da plasticidade clássi 

ca. Para descarregamento e recarregamento define-se urna equa -

çao similar à anterior, em que a constante À é substituída por 

k. Assim, k é urna constante que define as deformações volumé­

tricas recuperáveis (Fig. IV-3a). 

O modelo admite que apenas as deformações volumétricas 

sao parcialmente recuperáveis, ou seja, as deformações distor­

cionais elásticas são nulas. Conseqüentemente, nos pontos que 

estão em estados de tensão elásticos, a Única deformação que 

ocorre é a volumétrica. 

t postulado que existe apenas urna Única superfície de 

estados-limite (state boundary surface), no espaço tridimen­

sional p , q e e, conforme mostra a Fig.IV-3 c. A linha de es­

tados críticos corresponde a estados de ruptura, e a função 

que define a ruptura não é urna superfície de escoamento nem 

uma seqüência de superfícies de carregamento, sendo definida 

pela expressão: 
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q= M p 

onde q= cr 1 - cr 3 e M e a inclinação da linha de ruptura no espa­

ço bidimensional q, p. Conforme descrito acima, o modelo faz 

distinção entre escoamento plástico e ruptura. O critério de 

escoamento é similar ao de Drucker-Prager, sendo no.entanto re­

presentado como uma elipse no espaço p , q, com um dos eixos prl._!! 

cipais da elipse coincidente com o eixo hidrostático .P, confor 

me mostra a Fig. IV-3 b . 

Embora o modelo de Drucker-Prager e o modelo de Roscoe 

incorporem ~func;i~es de ruptu2 similares, para o primeiro ~xi.s-; 

diÚitaçiio duri:, ·na ruptura,;..,, enquanto que para o Último a dilata -
·"~ ·=---

ção é nula. 

Para a formulação do modelo o solo foi considerado est~ 

vel de acordo com os postulados de Drucker, sendo o princípio 

da normalidade também incorporado ao modelo. 

Para a definição do modelo devem ser determinados À, k e 

M, o que pode ser realizado através de ensaios triaxiais. 

No modelo de Roscoe, para aplicações a estados de ten -

sao tridimensionais em an~lise numérica, em lugar de p e q 
1 / 2 

podem ser usados I 1 e J,, , conforme sugerido por Roscoe e 

Burland (1968). 

vários autores, como Smith e Kay (1971), Zienkiewicz e 

Naylor ( 19 71) e Prevost e_ l:lõeg(l975b)~ realizado aplicações do 

modelo do estado crítico ao método dos elementos finitos, se~ 

do que o primeiro apresentou o modelo com lei de escoamento 

não-associada aplicada aos CO!lt>Ortarrentos dilatante e contr'átiL 

Foge ao âmbito deste trabalho a descrição global dos modelos 

baseados nos conceitos desenvolvidos inicialmente em Cambridge. 

Acredita-se que tais modelos sejam os que o comportamento re-' 

:al dos solos.' real dos solos . 
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IV-2-4- Modelo elasto-plástico encruável com lei de escoamento 

não-associada 

Baseados em resultados de ensaios triaxiais cúbicos em a­

reias, Lade e Duncan (1975) desenvolveram uma formulação que in 

corpora um novo critério de escoamento, um novo critério de rup 

tura, uma lei de escoamento não-associada e uma lei de encrua -

menta empírica. 

Os critérios de escoamento e ruptura sao expressos por 

f= para escoamento 

para ruptura 

As superfícies de escoamento correspondem a 
3 

e 

I 1 
a superfície de ruptura a~-= k

1
• O valor da constante k 1 de 

I 3 

pende da densidade da areia. Tanto as superfícies de escoamen-

to como a de ruptura são cônicas, com o vértice na origem do 

espaço das tensões principais, e a evolução das superfícies de 

escoamento para a de ruptura e gradual e simétrica em relação 

ao eixo hidrostático. 

As deformações elásticas sao calculadas através da lei 

de Hooke generalizada, utilizando o módulo E 
ur 

definido por 

Duncan e Chang (1970) e dado pela equação IV-lOb (Fig. IV-4 e). 

As deformações plásticas são calculadas utilizando uma lei de 

escoamento não-associada, com a função de potencial plástico 

dada por uma expressão similar ao critério de ruptura. 

t utilizada uma lei de encruamento isotrópica que re-

_. .,. - 3 
laciona o trabalho plastico ao nivel de tensoes f= I 1 /I 3 , 

Para a completa descrição do modelo são necessários nove 

parâmetros, que podem ser determinados a partir de ensaios tri 

axiais convencionais. 

Foram comparadas as curvas tensão-deformação e deformação 
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volumétrica-deformação axial, calculadas através da formulação 

e obtidas de ensaios triaxiais cÚbicos, e observou-se concor -

dância bastante razoâvel. Para os ensaios de cisalhamento por 

torção, as deformações volumétricas calculadas se afastaram um 

pouco dos resultados de ensaio. Uma das justificativas de al­

gumas diferenças observadas foi o critério de escoamento nao 

refletir variações do ângulo de atrito de acordo com o nível 

das pressões confinantes. 

IV-2-5- Modelo elasto-olástico com amolecimento ou encruamento 

e lei de escoamento associada ou não. 

Nayak e Zienkiewicz (1972) apresentaram os conceitos de 

elasto-plasticidade de forma bastante ampla para aplicação ao 

método dos elementos finitos. A formulação permite optar pelos 

critérios de escoamento de Tresca, Mohr-Coulomb, Drucker-Prager 

ou Von Mises. Podem ser utilizados estados planos de tensão, de 

deformação ouaxi-simétrico. Foram comparadas diversas técnicas 

de cálculo para análise não-linear, incluindo Newton-Raphson, 

Newton-Raphson modificado, rigidez tangente e outros (ver item 

V-3-2). Foi utilizado o elemento isoparamétrico quadrático no 

qual a plasticidade é registrada nos pontos de integração. O mo 

dela permite a análise de materiais elasto-plásticos perfeitos, 

com encruamento e amolecimento (Fig. IV-4 f), e leis de escoa­

mento associada e não-associada, embora não tenham sido apre -

sentados exemplos de aplicação de lei de escoamento não-assoei 

ada. Os autores não incluíram aplicações do modelo à mecânica 

dos solos, embora tenham deixado claro que isto possa ser feito. 

Comparações entre leis de escoamento associadas _e nao­

associadas foram um dos objetivos do trabalho apresentado por 

Zienkiewicz e outros (1975). Para urna sapata corrida flexível 
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foram observadas pequenas diferenças para as cargas de colapso 

nas duas situações acima, utilizando-se o critério de escoamen 

to de Mohr-Coulomb. A aplicação do modelo do estado críticoccm 

o critério de escoamento de Mohr-Coulomb ao exemplo acima tam­

bém proporcionou resultados semelhantes ao anterior. Foram i­

gualmente analisados um aterro e uma escavação e obtiveram-se 

as mesmas conclusões. Para o aterro foram calculados fatores de 

segw;ança. de acordo com os vários métodos de equilíbrio-limite. 

O fator de segurança obtido com o método dos elementos finitos 

foi inferior aos anteriores. Os autores apresentaram ainda e­

xemplo de túnel idealizado como visco-plástico associado e não­

associado. Foi observado que a utilização da lei de escoamento 

não-associada acarreta, no revestimento, deslocamentos e ten­

sões menores do que a da lei de escoamento associada. 

IV-3- Comentários sobre os modelos de comportamento do solo e 

escolha do modelo a ser utilizado. 

Neste capítulo foram revistos os mais importantes mode -

los de comportamento do solo. As tabelas IV-1 e IV-2 apresen -

tam um sumário destes modelos, descrevendo suas característi -

cas básicas, parâmetros necessários para definição e aplicações 

realizadas. Os modelos não devem ser comparados com base no nu 

mero de parâmetros apenas, porque alguns são mais gerais que ou 

tros e requerem, portanto, número maior de parâmetros. Dentre 

os descritos, os modelos elásticos não-lineares são os que têm 

tido aplicação mais ampla em mecânica dos solos. Embora se te­

nham obtido resultados satisfatórios em diversos tipos de apl1 

cações, algumas objeções podem ser levantadas quanto à valida­

de de esses modelos simularem o comportamento do solo. Por e­

xemplo, o processo de deformação seguido durante o carregamen-

- - --. 
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Reese (1968) 
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( 19 70) 
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(1970) 

Lo e Lee 
(19 7 3) 

Dur,can ·e 
Chang (19 70) 

Desai 
(19 70) 

Clough e 
Woodward 

(196 7) 

Domashuk e 
Wade (1969) 

Tabela IV-1- Modelos elásticos não-lineares 

Descrição do Modelo 

Modelo elástico iterativo (E secante e V constante). Valores de 
terminados indiretamente da curva de laboratório, a partir de 
G= T /y 

oct oct 

E de 

Modelo elástico iterativo bilinear, para argilas sensíveis e insensí­
veis (V= O, 48) 

Modelo elástico incremental bilinear (tipo E,v), com E variando com 
a profundidade e \! igual a O, 499 antes da ruptura e igual a O, 4999995 
apôs a ruptura 

Modelo elastico incremental trilinear (3 valores de E um para cada 
trecho da curva tensão-deformação, V=constante), para análise de ma­
teriais com enfraquecimento 

Modelo elástico incremental com ajuste hiperbÕlicó da curva tensao­
deformação. Descarregamento elástico e efeito da pressão confinante 
incluída(\!= constante) 

Modelo elástico incremental (tipo E e v=constante). Polinõmios spline 
usados para ajuste da curva tensão-deformação e para variaçao de E 
com cr 3 

Modelo elástico não-linear (tipo G e K= constante). G calculado em 
função de E e V 

Modelo elástico não-linear (tipo G e K). G e K dependentes da pres­
são confinante e determinados independentemente 

Parâmetros 

E , \) 

E,v,s ./YH u 
mais S' /yH pa 

u -
ra argilas sen 
~ . -

s1ve1.s 
2 valores de E, 
2 valores de v, 
coeficiente de 
variação do E 
com a profun­
didade 

Aplicações 

Sapata circular em 
argila e muro de 
arrimo(experimen­
tais de laborató­
rio) 

Túneis 
dos em 
les 

nao revesti 
. -argilas mo-

Análise de recal 
ques iniciais de 
sapatas assentes 
sobre argila mole 

3 valores de E, Analise de estabi 
v=constante lidade de taludes 

K, Rf' n,cj),V 

Conjunto de pon 
tos do ensaio­
e polinômio 
spline 
Eo , Vo inici­
ais e Et 

9 parâmetros 

Várias aplicações 

Análise de recalques 
de sapatas !ê!m argilas 
e comparação com da . . -
dos experimentais 
An'álise da constru 
ção incremental de 
barragens e compara­
ção com observações 
de campo 

Solos arenosos 

00 

"' 



Ta b ela IV-2- Modelos elasto-olast1cos 

Autores Descrição do Modelo 

Reyes e Deere 
Modelo elasto-plastico perfeito, incremental com lei de escoamento 
·associada e critério de escoamento de Drucker-Prager estado 

(1966) 
para 

plano de deformação. 
Baker e outros 

(1969) 

Modelo elasto-plastico associado, com amolecimento, ou plástico-
Hl:leg (19 72) perfeito, para carregamento axi-simêtrico com critérios de escoa -

menta de Von Mises e Tresca para analise não-drenada de argilas. 

Modelo elasto-plastico associado enfraquecime~ Prevost com endurecimento e e 
to considerados simultaneamente, critério de escoamento de Von Mises 

Hl:leg (1972) e estado plano de deformação. 

Modelo elástico bilinear, e strain-softening com plasticidade per-
Gates (1972) feita com lei de escoamento associada e critério de Drucker-Prager. 

Modelo elasto-plastico com encruamento, com superfície de escoamen 
Roscoe e to elíptica na região anterior à ruptura e lei de escoamento asso-
Burland ciada. 

(1968) 

Lade e Duncan Modelo elasto-plastico encruável para areias com critérios de esco 
(19 75) amento e ruptura independentes e lei de escoamento não-associada. 

Nayak e Modelo elasto-plastico com amolecimento e encruamento, com lei de 
Zienkiewicz escoamento associada ou não, e alternativa para vários critérios 

(1972) escoamento. 

·Parâmetros 

E 
' 

\) 

c 
' <f> 

E \) 

-s e param~ u 
metro de amole -cimento H. 

2 constantes ex -
perimentais 
mais parâmetrcs 
de endurecimen-
to e enfraqueci_ 
menta. 

E1, cl ' <f> l 

E2, c2 ' <!>2 

<f,3 e \/ 

M 
' 

À 
' 

k 

9 parâmetros de . -terminados em en 
saios 

.-
triaxiais 

convencionais 
E, v-c,<f> (ou cres c) 
e parametro de 
endurecimento 

Aplicações 

Túneis circula--res nao revesti -dos, taludes es -cavados 

Fundações e a 
terras axi-simé -tricos em argi-
la marinha leve 
mente 
"'-,rio 

pre-aden=-

-Expansao nao-
drenada em cavi 
dade cilÍndricã 
em meio satura-
do 

Ruptura progre~ 
siva em taludes 

Descrição de 
compgrtamento 
t!cnsao-deforma 
çao de argilas 
normalmente a-
densadas 

Ensaios triaxi-
ais e de torçao 

Varias aplica -
çÕes numéricas 

o, 
w 
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to primário do solo é, em geral, irreversível e,portanto, elást! 

co não-linear e plástico (Fig. III-1). Por outro lado, todos os 

modelos elásticos não-lineares devem prever um comportamento co~ 

trátil quando o coeficiente de Poisson é mantido menor que 0,5. 

Os modelos elasto-plásticos podem variar de contráteis a dilatan 

tes. 

Com relação ao modelo elástico incremental hiperbÓlico,um 

dos que tem sido mais utilizado entre nós, Lade e Duncan(1975) 

observaram ser ele inadequado para a previsão:do comportamento 

do solo em altos níveis de tensão, da influência da tensão princi­

pal intermediária,da dependência da trajetória de tensões e: do a~ 

to de volume devido a tensões cisalhantes. Realmente, num mate-

rial elástico as deformações volumétricas são causadas apenas 

por tensões volumétricas, enquanto,na realidade,perto da ruptu­

ra ocorrerão variações de volume devidas a aplicações de ten -

sões cisalhantes. Este processo, que nao pode ser corretamente 

representado num modelo elástico não-linear, é mais acentuado em 

areias densas e argilas pré-adensadas, pois que as tensões eis~ 

lhantes acarretarão um aumento de volume ao invés de diminuição. 

A utilização de um módulo volumétrico negativo num material e­

lástico não-linear para simular este comportamento nao teria sen 

tido físico. 

Não obstante as várias objeções, previsões feitas com os 

modelos elásticos não-lineares têm concordado ·razoavelmente com 

observações experimentais, conforme relatado anteriormente. 

Os modelos elasto-plásticos são os que tratam mais rigorlD~ 

rrente as várias facetas do comportamento dos solos, especialmente 

o rrodelo de Roscoe e B_urland (196 8) , apesar de se restringir a ar­

gilas normalmente adensadas. 
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Uma das deficiências dos modelos elasto-plásticos é a e­

xistência de poucas observações experimentais, a não ser o mo­

delo de Roscoe e Burland, que tem sido exaustivamente testado. 

De uma forma geral,pode-se dizer que os modelos elásticos 

não-lineares podem ser defendidos por sua simplicidade de apli­

cação prática, enquanto os modelos elasto-plásticos seriam jus­

tificados dos pontos de vista teórico e experimental. 

Neste trabalho escolheremos o comportamento tensão-defor­

maçao elasto-plástico devido aos altos níveis de tensões que 

muitas vezes ocorrem em escavações subterrâneas. Isto visa tam 

bém a uma maior divulgação deste modelo entre nós, o qual tem si 

do objeto de poucas aplicações. 

Dentre os modelos elasto-plásticos descritos'pdtaremos r:e 
~ . -

lo de Drucker e Prager (1952). Este tem sido aplicado a túneis 

por vários autores, como Reyes e Deere (1966), Zienkiewicz e o~'. 

tros (1969), Baker, Sandhu e Shieh (1969), e Chang 

(1972). 

e outros 

A escolha deste modelo simples é um primeiro passo para a 

adoção de modelos elasto-plásticos mais completos como o de Rosooe 

eco-autores. 

Algumas críticas têm sido levantadas na literatura com re 

lação ao modelo escolhido. Pariseau e outros (1970) fazem res­

salvas quanto à dilatação excessiva prevista pelo modelo, conse 

qüência do princípio da normalidade e da lei de escoamento asso 

ciada, os quais aqueles autores acreditam serem pouco apropria-

das. DiMaggio e Sandler (1971) observam que a histerese em 

carregamento e descarregamento hidrostástico, verificada expe -

rimentalmente~;; pode ·ser'"lprevista usando o mesmo módulo volu-
1 

métrico no carregamento e descarregamento, e uma superfície de 
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escoamento que nao atravessa o eixo hidrostático. Adicionalmen 

te, o modelo não reflete variações do módulo de elasticidade e 

do ângulo de atrito com a pressão confinante. 

Não obstante as objeções levantadas acima, acreditamos 

ser este modelo elasto-plástico simples apropriado para a ana­

lise de túneis e escavações subterrâneas, principalmente em 

projetos. Com efeito, na maioria das situações, devido à gran­

de extensão da obra, as informações obtidas com relação aoco!!!_ 

portamente dos materiais do maciço são relativamente escassas, 

não justificando a utilização de modelos mais elaborados. Os 

parâmetros elásticos e plásticos necessários à aplicação deste 

modelo (E,v,c,~) são facilmente obtidos em ensaios convencio­

nais de laboratório, e em número inferior aos necessários pa­

ra os modelos elásticos não-lineares mais elaborados, como o 

hiperbólico. 
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C A P Í T U L O V 

O MtTODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A TÚNEIS. ANÁLI -

SE ELASTO-PLÁSTICA. 

Este capitulo tem por objetivo descrever os aspectos con­

siderados para o desenvolvimento do programa de elementos fini­

tos para cálculo de túneis com modelo elasto-plástico para o ma 

ciço. 

Após uma breve revisão da literatura sobre o método dos e 

lementos finitos aplicado a túneis, é descrito o elemento fini 

to utilizado e são detalhados o modelo elasto-plástico escolhi­

do e a técnica utilizada para a simulação da escavaçao. 

V-1- o método dos elementos finitos aplicado a túneis. Revisão 

da literatura. 

Não sendo muitos os trabalhos sobre aplicações do método 

dos elementos finitos a túneis, serão a seguir mencionados aqu~ 

les que, a nosso ver, sejam os mais importantes. 

Reyes e Deere (1966) foram os pioneiros na utilização do 

método dos elementos finitos na análise elasto-plástica de tú­

neis. O modelo elasto-plástico perfeito de Drucker-Prager foi~ 

colhido para estudar a distribuição de tensões e deslocamentos 

no contorno de cavidades circulares não revestidas em maciços~ 

chosos infinitos. Foram utilizados valores diferentes de ten­

soes iniciais e parâmetros plásticos para comparações. 

Goodman (1966) analisou a distribuição de tensões em tú­

neis circulares em maciços rochosos heterogêneos. Observou que, 

quando um túnel circular é escavado através de contato vertical 

entre duas rochas com módulos elásticos diferentes, as tensões 

aumentam na rocha mais rigida e diminuem na rocha mais fraca.Os 
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resultados mostraram também as variações de tensões e desloca­

mentos para várias orientações do contato. 

Zienkiewicz e outros (1968) analisaram o comportamento 

de um túnel revestido a pequena profundidade, admitindo o ma­

ciço não .suportar quaisquer tensões de tração. Por processo e­

lástico iterativo as tensões de tração são eliminadas redistri 

buindo-se forças equivalentes àquelas tensões. O orocesso é r~ 

petido até que as tensões de tração sejam desprezíveis. Esta a 

nálise foi comparada à análise elástica linear, na qual e per­

mitida a ocorrência de tensões de tração. Os resultados da prl 

meira análise, na qual ocorrem zonas fissuradas, foram compar~ 

das à análise elástica linear com as regiões tracionadas, ob­

servando-se diferenças sensíveis nos estados de tensões paraos 

dois casos. 

Baker e outros (1969) utilizaram o modelo de Drucker-Pr~ 

ger para o estudo de problemas em mecânica das rochas. Foram 

analisados um talude, e um túnel igual ao de Reyes e Deere. Foi 

utilizada' técnica numérica diferente visando a acelerar o pro­

cesso iterativo. 

Hoyaux e Ladanyi (1970) analisaram a distribuição de teg 

soes e deslocamentos em túneis não revestidos escavados em so 

los argilosos, com o objetivo de avaliar a necessidade de su­

portes de acordo com as deformações esperadas. O modelotensão­

deformação idealizado para o material do maciço está descrito 

no item IV-2-1. A análise foi efetuada aplicando-se forças de 

massa ao maciço com a cavidade já escavada. Foi estudada a in­

fluência da profundidade do túnel e observada urna profundidade 

crítica na qual a plastificação alcança a superfície do terreno. 

Kulhawy (1974) estudou cavidades em rochas homogéneas e­

lásticas lineares utilizando elemento quadrilátero de deforma-
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çao linear. A escavaçao foi simulada de acordo com o procedime~ 

to de Clough e Duncan (1969). Foram investigados o número de e­

lementos finitos necessários e as dimensões da rede, de forma a 

fornecer resultados dentro de limites razoáveis. Para este últi 

mo caso, o autor concluiu, com base em comparações com a teoria 

da elasticidade, que uma distância mínima de seis vezes o raio 

da abertura é suficiente, fornecendo um erro menor que 10% do v~ 

lor teórico, tanto em termos de deslocamentos como de tensões. 

Em trabalho subseqüente, Kulhawy(1975a) investigou o sign! 

ficado de alguns fatores influentes na escavação de cavidadesem 

rocha homogênea, elástica linear e não-linear. Os resultadosrros 

traram que os fatores mais importantes que afetam as tensões e 

os deslocamentos finais são: a forma da abertura, a grandeza e a 

orientação das tensões iniciais, a variação destas em relação â 

profundidade, o módulo elástico da rocha e sua dependência do ni 

vel de tensões. 

Em outros trabalhos, Kulhawy (1975 b e c) estudou maciços 

rochosos contendo descontinuidades elásticas e inelásticas. Foi 

mostrada a necessidade de avaliar a orientação das descontinui­

dades e a rigidez relativa da descontinuidade. 

Chang eco-autores (1972 e 1974) têm se dedicado ao desen 

volvimento de programa de computador que permite a consideração 

de aspectos importantes em escavações subterrâneas. O modelo de 

cálculo considera o material elasto-plástico com critério de es 

coamento de Drucker-Prager, não resistente a tração, dependente 

do tempo ( creep) e com descontinuidades. O modelo tem sido a­

plicado principalmente a escavações subterrâneas em rochas en­

tre as quais se incluem casas de força e metropolitano deWashin~ 

ton, proporcionando inclusive resultados consistentes com obser 
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vaçoes de campo. 

Rocha (1976) concluiu a partir de vários cálculos através 

do método dos elementos finitos que as solicitações internas no 

revestimento (momentos fletores e esforços normais) e os deslo­

camentos crescem à proporção que o módulo elástico do maciço d~ 

cresce. Esse crescimento é em regra relevante apenas para módu­

los inferiores a 10.000 kg;cm2 . Essas conclusões referem-se ao 

módulo de elasticidade do revestimento de concreto de 150.000 

kg;cm
2

, espessuras do revestimento de 10 e 20 cm, valores de K0 

de 0,5, 1,0, 2,0 e 5,0 e profundidades de 20,40 e 80 m. Com re­

lação à espessura do revestimento, observou-se que um aumentono 

seu valor de 10 para 20 cm acarreta um incremento muito grande no 

valor dos momentos fletores e um aumento moderado no valor dos 

esforços normais. O valor de K0 influenciou de forma significa­

tiva tanto as solicitações internas e externas quanto os deslo-

camentos. Com relação às condições da parte inferior do túnel 

(soleira), a articulação ou engastamento do arco invertido aos 

pés-direitos proporcionam situações bem diversas com relação 

aos momentos fletores no revestimento. 

Nos itens seguintes serão considerados os diversos aspe~ 

tos inerentes à utilização do método dos elementos finitos no 

projeto de túneis, conforme proposto nesta tese. 

V-2- o êlemento isoparamétrico 

Neste item descrevem-se algumas características básicas 

do elemento utilizado, necessárias àqueles que se utilizarão do 

programa de computador desenvolvido. Para um estudo mais deta-

lhado do método dos elementos finitos indicamos Zienkiewicz 

(1971), Desai e Abel (1972), Cook (1974) e Brebbia e Ferran 

te (1975). 
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Neste trabalho será utilizado o elemento isoparamétrico 

quadrático da família serendipity. Este elemento foi desenvol­

vido visando a urna melhor representação de geometrias cornple -

xas, o que facilita a discretização do problema a ser analisa­

do. Por esta razão, o emprego deste elemento no projeto de tú­

neis torna-se extremamente atraente, devido aos contornos cur­

vos apresentados pelos mesmos. são poucos, no entanto, ostra­

balhos relativos a túneis nos quais é utilizado~ elemento .Ls.2_ 

paramétrico, sendo de nosso conhecimento apenas os de 

(1971) ,Zienkiewicze Corrneau (1974) e Pereira (1977). 

V-2-1- Resolução do problema global. 

LNEC 

Em.linhas gerais, são as seguintes as etapas de cálculo 

realizadas em urna análise de elementos finitos utilizando o me 

todo dos deslocamentos: 

a) idealização do contínuo em um modelo discreto para análi 

se; 

b) cálculo das matrizes de rigidez e das forças nodais equi­

valentes dos elementos; 

c) montagem da matriz de rigidez e do vetor de forças glo-

bais; 

d) introdução das condições de contorno em termos de desloca 

rnentos; 

... ~-
e) calculo, ébs deslocarrentos através da resolução do sistema de 

equaçoes; 

f) cálculo de tensões e deformações; 

g) interpretação dos resultados. 

A primeira e a última etapas são realizadas pelo homem e 

necessitam de bom senso e experiência. As etapas restantes são 

efetuadas pelo programa de computador anteriormente desenvolvido. 

Com relação à primeira etapa, não existe urna regra geral 
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para a concepçao de uma malha de elementos finitos. Podem ser da 

das algumas sugestões. 

Em regiões de altos gradientes de tensões deve ser concen 

trado maior número de elementos.Devem ser evitados elementos de 

formas muito irregulares, principalmente naquelas regiões. 

Quando as variações de deslocamentos no contínuo são deor 

dem igual ou inferior à ordem das funções que definem os campos 

de deslocamentos nos elementos, estes poderão ser mais irregula­

res e em menor número. 

J;; interessante que um problema seja resolvido utilizando-se, 

por exemplo, duas malhas com números de pontos nodais diferentes, 

sendo a malha mais refinada proveniente da,subdivisão da malha 

grosseira. Se as diferenças dos resultados numéricos forem pequ~ 

nas, a solução aproximada estará perto da solução exata.Caso con 

trário, uma malha mais refinada será necessária. 

Em meios semi-infinitos, nos quais se situam os problemas 

geotécnicos é importante a pesquisa das fronteiras que definirão 

a extensão do maciço a ser modelado. Tal pesquisa deve ser feita 

por tentativas, conforme descrito acima,ou cnnparando-se a:xn soluções 

teóricas como no item VII-1. 

são também valiosos os testes de convergência para probl~ 

mas com soluções exatas conhecidas.A curva de convergência para 

a solução numérica, em função do número de nós, deverá tender assin­

toticamente para a solução exata por baixo, quando se utiliza um ele­

mento conforme no método dos deslocamentos. (ver apêndice I). 

Escolhida a malha, nós e elementos devem ser numerados para 

identificação.J;; importante uma numeração adequada dos pontos no­

dais,de forma a se obter uma largura de banda menor tamanho pos­

sível. A largura da banda dependerá da maior diferença entre os 

nós extremos de um elemento. Sendo D a maior diferença existente 

entre todos os elementos da estrutura, a largura de banda é então 
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dada por 

B = (D+l)g 

onde g é o número de graus de liberdade de cada nó (igual a 2 

para o presente estudo). A minimização da largura de banda condu 

zirá a um tempo de solução menor. 

V-2-2- Características básicas do elemento. 

O nome isoparamétrico deve-se à representação da geometria 

do elemento, em termos das coordenadas naturais~. n dos seusp::,~ 

tos nodais, usando as mesmas funções que definem os deslocamen -

tos no interior do mesmo. 

Um elemento bidimensional retangular pode ser mapeado de fo_E 

ma distorcida, no espaço cartesiano x, y, usando as funções de in­

terpolação definidas em termos das coordenadas naturais, intrín­

secas ou normalizadas, ~. n, como mostra a Fig. V-1. 

O mapeamento consiste em utilizar as funções de interpola­

çao para a obtenção de qualquer ponto no interior do elemento em 

termos das coordenadas nodais que, traduzido em notação matrici­

al, fica 

(V-2) 

onde x e y sao as coordenadas de um ponto no interior do elemen­

to em função das coordenadas nodais x. e y., e 
-1 -1. 

(V-3) 

os valores das funções de interpolação foram obtidos por 

Zienkiewicz por inspeção. 
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Nós 
Ni = (l+i;i;.) (l+riri.) (i;i;. +riri. -1) / 4 i=l,2,3,4 

1 1 1 1 

Ni = (l+i;i;.) 
1 

(l-ri 2 )/2 i=6,8 (V-4) 

Ni = (1-1;2) (l+riri.) i=5,7 
1 

Pode-se observar que as funções dadas pela equaçao V-4 

têm o valor 1 para o nó considerado e zero para os demais. 

As funções de interpolação acima satisfazem os critérios 

de convergência necessárias para aplicação do método, conforme 

pode ser visto em Zienkiewicz (1971). 

As funções de interpolação podem também ser utilizadas 

para exprimir leis de variações das propriedades do materiais 

e das forças de massa,no interior do elemento, e das forças de 

superfí~ie, no contorno do elemento. 

t importante observar que na geração do elemento distor 

cido haja uma correspondência biunívoca entre pontos do elemen 

to original e do isoparamétrico correspondente. Como mostra a 

Fig.V-2, todos os pontos do segmento tracejado no elemento ori 

ginal se reduzirão a um único ponto no espaço x, y. Esta nao 

correspondência biunívoca acarretará problemas ao se verificar 

os critérios de conformidade e completidade do elemento. 

V-2-3- Matriz de rigidez do elemento. 

A partir da aplicação do princípio de energia potencial 

total mínima, utilizado no método dos deslocamentos, obtemos a 

expressão da matriz de rigidez do elemento. 

~e= Jv ~T D B d(vol) (V-5) 

onde D é a matriz de elasticidade definida no item V-2-6, e B 

é a matriz que relaciona deslocamentos e deformações, dada pe­

la eq. V-6, cuja dedução será vista no item V-2-6. 
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(V-6) 

onde a vírgula na notação indica derivada em relação ao índice 

Como N e definida em termos das coordenadas ç, n, e para a 

eq. V-6 as derivadas são relativas às coordenadas globais xy, 

e necessária uma transformação. 

Empregando a regra da cadeia podemos escrever 

{:::} . (V-7) 

onde J e o jacobiano da transformação. Fazendo-se as substitui-

çoes x = N .X. e Y = N y., conforme mostra a eq. V-2, obtém-se .. 1 ... .... ]. 

xl Y1 

N 
l,ç N2,ç .... N 

B,ç x2 Y2 

J= (V-8) 

N N 2 .... N 
l,n ,n B,n 

{ :::r:r;::do ú:~} v-, 

obtemos: 

(V-9) 

Com a eq. V-9 podemos exprimir a matriz Bem função de ç 

e n· Para obtenção da matriz de rigidez através da eq. V-5, o 

elemento de volume sobre a qual a integração será realizada ne 

cessita de ser expresso em termos de coordenadas naturais. Pa 

ra tal, deve ser efetuada uma modificação adequada nos limites 

de integração. Na elasticidade bidimensional o elemento devo­

lume se reduz ao elemento de área de espessura t, que pode ser 

escrito em termos de ç e n por 

d(vol) =d(área) t =dx dyt=det J dç dn t 



97 

No estado plano de deformação a integração é realizada p~ 

ra uma espessura t unitária, e a expressão da matriz de rigidez 

(eq. V-5), fica 

l l 

~e = J J f ~ B det J dê; dn 

-1-1 

(V-10) 

Devido à dificuldade de integração explícita da eq. V-10, 

utiliza-se o método de integração numérica de Gauss-Legendre,r~ 

comendado por Zienkiewicz e que sera visto no item V-2-5. 

As matrizes de rigidez de cada elemento ke devem ser arran 

jadas devidamente para a montagem da matriz de rigidez global K. 

A relação entre os sistemas de numeração dos elementos e da es­

trutura determina a localização em~· das contribuições dos co­

eficientes de ke. As matrizes de rigidez dos elementos podem ser 

adicionadas, para a formação da matriz de rigidez global, desde 

que sejam expandidas. A expansão consiste na adição apropriada 

de linhas e colunas de zeros às matrizes ke, de fonna a transfor 

má-las na mesma ordem de~- Todo este processo, chamado de ex­

pansao e acumulação, explica analiticamente a montagemda matriz 

de rigidez. Para efeito de programação, no entanto, a contribui 

- e çao ~em~ e direta sem necessidade de expansao. 

V-2-4- Forças nodais equivalentes. 

Através da minimização da energia potencial total, a ~ ni-

vel de elemento, chega-se às forças equivalentes de cada elemen 

to, dadas pelas equações abaixo: 

NT p d(área) (V-lla) 

BT ~o d (vo 1) (V-llb) 

(V-llc) 

NT b d(vol) (V-lld) 

onde 
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Fe = forças equivalentes a forças de superfície p 
-P 

Fe = forças equivalentes a tensões iniciais a 0 -<1 o 
e 

FE = forças equivalentes a deformações iniciais ~o 
- o ·-
Fe 
_b = forças equivalentes a forças de massa~ 

As forças equivalentes acima são calculadas para cada ele 

mento e da estrutura. 

A energia potencial total da estrutura é a soma da energ! 

a potencial total de cada elemento. Nesse estágio deve ser ex­

plicitamente incluída a energia potencial das cargas concentra­

das I, aplicadas diretamente aos pontos nodais da estrutura. A­

través deste procedimento chega-se ao sistema de equilíbrio da 

estrutura 

K o = F (V-12) 

onde K é a matriz de rigidez global da estrutura, e cuja monta­

gem foi abordada no item anterior, o é o vetor de deslocamentos 

nodais incógnitas da estrutura, e Fé o vetor de forças global 

F = F + F + Fo: + Fe: + Fb _ _ _p _ o _ o _ 

A montagem de Fé efetuada através das contribuições das 

forças equivalentes dos elementos, acrescentando-se as forças~ 

plicadas diretamente aos pontos nodais F. 

Em elementos refinados como o isoparamétrico, e interes­

sante introduzir variações de !: , ~ 0 , : 0 e ~ no interior do ele­

mento. Para as variações de ~0 e ~ no interior do elemento, ut! 

liza-se função de interpolação de um grau menor que a lei deva 

riação dos deslocamentos, por questões de consistência. Para o 

elemento isoparamétrico quadrático, esta lei será linear, pode~ 

do ser dada pela função de interpolação do elemento isoparamé -

trico linear. Para!: e~ é usual se utilizar a lei de variação 

dada pelas funções de interpolação que descrevem o campo de des 
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locamentos. 

Exemplificando', para forças de superfície p 

temos: 

' . { :: ) = 

N. 
-1 

o 

o 

N. 
-1 

{

p -·} 
-Xl 

p .. 
-y1 

onde p . e p. sao os valores das forças nodais conhecidas a 
- Xl -Y l 

priori. 

Para espessura unitária o elemento de área d(área)se trfill§. 

forma no elemento de linha ds, e a eq. V-lla fica 

, ' 

Fe = !· NT !" ds 
-p '1 --

s [ 
N. O l T [N. O l { p .} -1 -1 -x1 

o ~i o ~i ~yi 

Quanto à integração de linha tem-se: 

ds = V dx2 + dy2 

Para os lados de n = ± 1 

Para os lados de !; = ± 1 

ds = V x~ n + y~ n d 
n 

Devem-se fazer as substituições 

x,I; = ~ 
l 

N. X. 
1, /; l 

e = ,: 
i 

N. y. 
1, /; 1 

ds 

e analogamente com relação a x e y onde x. e y. sao as 
'n 'n ' 1 1 

coordenadas dos pontos nodais e os N. particularizados para o 
1 

lado de interesse. 

Para efeito de programaçao é interessante que o carrega­

mento seja fornecido isoladamente para cada lado. Isto tem o ob 



101 

jetivo de evitar confusão para os pontos nodais do canto, com 

cargas verticais de um lado e horizontais de outro adjacente. 

Para o elemento utilizado, as forças nodais equivalentes 

às forças de massa e de superfície constantes, são distribuídas 

de forma consistente de acordo com o esquema da Fig. V-3. 

V-2-5- Integração numérica 

Para os cálculos da matriz de rigidez e cargas nodais e­

quivalentes vistas anteriormente, são necessários os cálculos 

das integrais dadas pelas eqs. V-10 e V-11. Zienkiewicz recomen 

da que estas sejam calculadas numericamente pelo método de Gauss 

Legendre. Detalhes matemáticos da integração por tal método po­

dem ser achados em Sheid (1968) e aplicações a elementos finitos 

isoparamétricos encontram-se em Zienkiewicz (1971) e Cook(l974). 

O objetivo deste ítem é tecer algumas considerações necessárias 

para aqueles que se utilizarão do programa de computador desen­

volvido. 

O processo de integração de Gauss-Legendre baseia-se na 

adoção de determinados pontos de integração no interior do ele 

mento, cujas coordenadas naturais e fatores de peso sao tabela 

dos. 

A determinação do numero adequado de pontos de integração 

é de certa importância e requer alguns comentários. Normalmente 

utiliza-se o mesmo número de pontos de integração nem cada di 

reção, sendo portanto o esforço computacional proporcional a 

n 2 para análises bidimensionais. Os integrandos das equações 

V-10 e V-11, bem como todos os coeficientes necessários à sua 

obtenção, são calculados em todos os pontos de integração ado­

tados. 

Devido à dificuldade de determinação da ordem dos inte­

grandos que ocorrem nas equações V-10 e V-11, para um elemento 
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destorcido, o número de pontos de integração nao pode ser mate­

maticamente definido para uma integração exata (Mahler e outros, 

1976). Se o sistema~ n é ortogonal e paralelo ao sistema x y, 

o integrando é um polinômio do segundo grau. Neste caso, porta~ 

to, bastam dois pontos de integração em cada direção para que 

se obtenha uma integração exata. Para elementos destorcidos de 

forma suave, como o da Fig. V-1, são suficientes três pontos de 

integração em cada direção. Para elementos mais destorcidos 

maior número de pontos de integração serão necessários. 

o programa de computador desenvolvido permite a escolha de 

2, 3, 4.e 5 pontos de integração no elemento. A Fig. V-4 mostra 

a distribuição dos pontos de integração no elemento. 

Zienkiewicz (1971) recomenda que o sinal do jacnbiano seja 

testado nos pontos de integração. Se o jacnbiano for negativo em 

qualquer ponto de integração, um erro devido à não-únicidade do 

mapeamento e indicado, o que ocorrerá por exemplo na Fig. V-2. 

O programa de computador acusa este erro através de mensagem. 

V-2-6- Cálculo de deformações e tensões 

Resolvendo o sistema dado pela eq. V-12, obtemos os deslo 

camentos nodais de toda a estrutura (ô). 

Os deslocamentos dos pontos nodais de um elemento ôe 

podem ser convenientemente agrupados sob a forma 

~l 

u. 
• 1 

V. 
: 1 

~o 

V -o 
i 1,2, ..... ,8 (V-13) 

onde u. e o deslocamento do.nó i na direção x, e v. é o desloca 
1 1 
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menta do nó i na direção y. 

Para efeito de programação os deslocamentos u. e v. do no 
1 1 

i sao reunidos, e o vetor óe fica 

u. 
1 

V. 
1 

~o 
= 

~o 

1=1,2, ..• ,8 (V-14) 

Entretanto, visando a formulação descrita a seguir, uti­

lizaremos a eq. V-13 por apresentar maior simplicidade no de­

senvolvimento. 

Através do conceito de isoporametria podemos escrever a 

eq. V-,-15, anál,oga à eq. V-2. 

{:} [: o l { ::} (V-,-15} 
N 

onde N é dado pelas eqs. V-3 e V-4, eu e v sao os deslocamen­

tos num ponto qualquer do elemento. 

No estado plano de deformação, pode-se escrever para um 

determinado ponto do elemento 

E 
X 

E = E 
y 

Yxy 

= 

u, 
X 

u ':X: + v, 
X 

Substituindo (V-15) em (V-16) obtemos 

E N, o 
X - X 

'"y o N' - y 

Yxy N, 
- y 

N, 
- X 

A equaçao V-17 pode ser escrita 

E = B óe 

(V-16} 

~o 
(V-17) 

~o 
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sendo B a matriz que relaciona deslocamentos nodais a deforma -

çoes em qualquer ponto do elemento. 

A relação entre tensões e deformações é dada pela lei de 

Hooke generalizada, que pode ser escrita na forma matricial 

a=D1c:+a-
-o 

(V-18) 

onde a e o vetor das componentes das tensões iniciais e D e a 
-o 

matriz de elasticidade. 

Para material elástico isotrópico e estado plano de defor 

maçao, a equação acima expandida fica 

a 1-v \J o a .--· X 
XQ E 

a 
(l+v) (i-2v} \J 1-v o + a (V-19) y 

Yo 
T o o 1- 2\J T xy 

2 xyo 

sendo a tensão a calculada em termos de a e a por z X y 

a =v(a+a) 
z X y 

E e o módulo de elasticidade e v coeficiente de Poisson. 

Para parâmetros E e \J obtidos a partir de ensaios triaxi­

ais, deve-se utilizar diretamente a equação acima. Caso os par~ 

metros sejam obtidos em ensaios de deformação plana, a equaçao 

acima deve ser utilizada com os seguintes valores de E e v: 
,,..~ 2 

E =--._i, (1- \J ) 
- dp dp 

v = \J (1-v ) 
dp dp 

onde Edp e \Jdp sao os parâmetros obtidos em ensaio de deforma -

çao plana. 

Como o campo de deslocamentos é quadrático, as deformações 

e, conseqtientemente, as tensões, sendo obtidas das derivadas pr.!:_ 

meiras dos deslocamentos, serão funções lineares. 

Sendo conforme o elemento utilizado, existirá continuida­

de de deslocamentos entre elementos. No entanto, as deformações 
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e tensões serao descontínuas entre elementos. Assim, para a de 

terminação destas nos pontos nodais, torna-se necessária a de­

terminação das médias obtidas em um ponto comum a dois ou mais 

elementos. 

Cook (1974) recomenda que, para maior precisão no cálcu­

lo das tensões, estas sejam calculadas nos pontos de integra­

çao, em vez de o serem nos pontos nodais, como usualmente é fei 

to. 

Para efeito de cálculo no programa, as tensões sao consi 

deradas positivas quando de tração, e negativas quando de com­

pressão, convenção oriunda da teoria da elasticidade, e contrá 

ria à utilizada em Mecânica dos Solos. 

v-3-1- Determinação de tensões para análise elasto-plástica 

O incremento de deformação total pode ser dividido nas 

parcelas elástica e plástica 

(V-20) 

O incremento de deformação elástica e dado pela lei de 

Hooke generalizada 

d e -1 
d e = D (J (V-2la) 

o que também pode ser escrito 

d (J = D d E -
que expandido fica 

dcr 1-v \) o o 
X 

d E e 
X 

dcr \) 1-v o o de e 
y 

E 
y 

= dcr 
(l+v) (l-2v) 

\) \) o o 
z 

di;:e=O 
z 

dT o o o l-2v 
xy 2 

dye 
xy 

(V-2lb) 
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O incremento de deformação plástica será fornecido pela 

lei de escoamento plástico associada (eq. III-13) 

dE:p = À 
3F 

À 

ªº 
= a -

onde 
T 

L3F/3ox 3F / ao 3F/3o 3F / dT J a = - y z xy 

e Fé a função de escoamento de Drucker-Prager, representada em 

estado plano de deformação pela eq. III-7 e Fig. V-5 

F = a I + J l/ 2 - k 
1 2 

(III-7) 

onde 

a = 

e 

tg <P 

k = 3c 

/9+12 tg 2 <j, /9+12tg 2 <j, 

J 1/2 
2 

= 1 [ ( o -o ) 2 + 
6 X y 

(o -o ) 2 
+ 

X Z 

a 
X 

+ o 
y 

( o -o ) 2 
y z 

+ o 
z 

J + T2 
xy 

A eq. V-20 carbinada com as eqs. V-21 e V-22 fornece 

dE: = D-l do+ À a - - - (V-23) 

Pré-multiplicando ambos os lados da eq. V-23 por ar D e 

simplificando obtemos 

T T T a D dE: = a do+ a D a À (V-24) 

Para o critério de Drucker-Prager, F = F{o) e a diferenci 

açao total da função de escoamento durante a deformação plástica 

produz dF = ( :; ) T do T do o (V-25) a = -
Substituindo V-25 em V-24 temos 

T D dE: 
T D À a = a a - -

o que fornece o escalar À 

À 
1 T D dE: 

1 T D dE: (V-26) = a = a 
T 

a D a B -
Substituindo V-26 em V-23 temos 

dE: 
-1 do 1 T D dE: = D + a a 

B 
Pré-multiplicando ambos os lados por D - e rearranjando ob-

temos 
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da = [ ~ - ~ D a a T ~ J dE: 

/ 

' 1 • 

Y--~=--~ 
• / º2 

l 
-a) representaçao no espaço das 

,-­
/ 

= Dep dE: (V-27) 

tensões principais b) curva tensão-deformação idealizada 

Fig. V-5- O modelo elasto-plástico perfeito de Drucker-Prager 

Para o caso da função de escoamento de Drucker-Prager(eq. 

III-7) 
3F 

Ct + S /2 J2 
1/2 

ão X 
X 

3F + S /2 J2 
1/2 

ão Ct y 
a = y = (V-28) 

3F + s /2 J2 
1/2 

ão Ct z 
y 

3F 
' I J2 

1/2 
a:r- xy 

xy 

onde s = a - 11/3 s = a - 11/3 s a - 11/3 
X X y y z z 

Substituindo a e D dados pelas equaçoes V-28 e V-2lb 

em V-27 obtemos 



onde 

e 

do 
X 

do 
y 

do 
z 

dT 
xy 

0
11 

0
21 

= 
º31 

º41 

= 2G (l-h
2
-2hl 

= o 

o 
y 

108 

0
12 

0
22 

º32 

º42 

- h 
3 

- h 
3 

0
13 º14 

º23 º24 

0
33 

0
34 

0
43 D44 

0 12 = 0 21 = - 2 G [ h2+hl (ox+oy) + h3ox 0 y] 

0 13 = º31 - 2 G [ h2+hl (ox +oz) + h3ox ºz] 

0 14 = D41 = - 2 G [ hlTxy + h3 ºx Txy] 

0 23 = 0 32 = - 2 G [ h2+hl (oy+oz) + h3 °y 0 z] 
D 2 4 D 4 2 = - 2 G [ h l T xy + h 3 o y T xy J 
D34 = 0 43 = - 2G [ hlTxy + h3 ºz Txy] 

dE 
X 

dE 
y 

dE = z 

dyxy 

[ J 2 
112 

(1+9c/ 

-I /6J 1/2 

eh= 3Ka/2G - I /6J 
112 

O 1 2 

h = 
2 

· 1 2 
3 V K k 

(1+9a
2 

K/G) 

[ 2J 2 (1+9a
2 

K/G) J 

V-3-2- Técnica utilizada para análise nao linear 

o 

Basicamente sao três as técnicas utilizadas para análises 

nao linear geométrica e física: processos incrementais, proces­

sos iterativos e processos incrementais e iterativos ou mistos. 

Estas técnicas são descritas com algum detalhe em Cook (1974), 
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Desai e Abel.(1972) e Zienkiewicz (1971). A análise elasto-plá~ 

tica para pequenas deformações é um problema de não-linearidade 

física. As técnicas descritas a seguir são enfocadas deste pon­

to de vista. 

No domínio elástico haverá uma relação linear entre o 

carregamento aplicado e os deslocamentos ocorridos, e o incre 

mento de tensões será elástico. Quando a estrutura começar a 

plastificar, os incrementas de tensões serão elasto-plásticos e 

calculados a partir da eq. V-22. Observa-se que a matriz ela~ 

to-plástica D é dependente do estado de tensões e, portanto, 
-ep 

a relação entre o carregamento aplicado e os deslocamentos se-

rá não-linear no domínio plástico. Por esta razão é necessário 

que o carregamento seja aplicado em incrementas, preferencial­

mente pequenos.Devido ao exposto acima, na análise elasto-plá~ 

tica são normalmente utilizadas apenas as técnicas incremental 

e mista. 

Na técnica puramente incremental ou de rigidez tangente 

a cada incremento é efetuada uma análise linear, utilizando-se 

matriz de rigidez tangente K . correspondente a.configuração do -ti . ' 

sis.tema no início do incremento i. Esta técnica é esquematizada 

graficamente na Fig.V-6a através das linhas tracejadas. 

Pode ser efetuada uma melhoria no cálculo acima aplica~ 

do uma carga corretiva ~F . ao início de cada incremento i.Es­
- C:1 

ta técnica é chamada de incremental com uma ite"ração e é·esqu~ 

matizada na Fig.V-6a através de linhas contínuas. 

Nas técnicas mistas descritas a seguir, a carga é aplic~ 

da incrementalmente, mas após cada incremento são realizadas vá 

rias iterações, até a convergência. Tais técnicas proporcionam 

maior precisão às custas de maior esforço computacional. 

O método incremental com uma iteração, visto anteriormen 



F 

~t 3 / 
/ 

/ 
/ ;-

a) incrementais 

o 

o 

e) "tensões iniciais" (mista) 

F 

b) Newton-Raphson modificado 

(mista) 

o 

o 

a°) Chang e outros (1974) (mista) 

Fig. V-6- Têcnicas para análise não-linear 
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te (Fig. V-6a), pode ser melhorado se, para cada incremento,f~ 

rem realizadas várias iterações. Uma matriz de rigidez tangen­

te Kt. pode ser calculada no início do incremento i e utiliza-
- 1 

da nas iterações subseqüentes deste incremento. Este método,têl!!! 

bém chamado de Newton-Raphson modificado, é esquematizado na 

Fig. V-6b. Nayac e Zienkiewicz (1972) sugerem, para efeito de 

redução no tempo computacional, que a nova matriz de rigidez 

tangente de cada incremento seja calculada na primeira ou se­

gunda iteração. Neste caso, a matriz de rigidez do início de 

cada incremento será igual à da última iteração do incremento 

anterior. 

Neste trabalho utilizaremos a técnica na qual calcula­

se a matriz de rigidez elástica !o uma única vez, para o pri­

meiro incremento, e a mesma é utilizada no decorrer de todo o 

cálculo. Este método, de rigidez constante nos incrementes e 

iterações, é chamado de método das "tensões iniciais" ( Zienkiewicz 

e outros, 1969). t também uma particularização do método de 

Newton-Raphson modificado, necessitando, porém de um maior nú­

mero de iterações para que seja alcançada a convergência. Uma 

vantagem desta técnica é que o descarregamento em um ponto no 

estado plástico é considerado automaticamente como 

(Fig.V-6c). 

elástico 

Outra técnica interessante é a proposta por Chang e ou­

tros (1974) e aplicada a análise elasto-plástica de túneis. t 

uma técnica mista e considera o descarregamento automaticamen­

te como elástico, como no caso anterior. A técnica é ilustra­

da na Fig. V-6d. Para cada incremento é utilizada a matriz e­

lástica inicial (~0 ), obtendo-se uma solução elástica. As for­

ças corretivas são aplicadas utilizando-se a matriz de rigidez 
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calculada para a primeira iteração do incremento (!t1), em fug 

ção do estado de tensão atual. Esta matriz de rigidez é utili 

zada nas iterações subseqüentes do incremento. 

V-3-3- Análise elastOa ·· SeguênciaJqÜência de cáÍculo usada p~ 

ra programaçao 

Inicialmente deve-se dividir o valor de forças~ a ser 

aplicado em um determinado número de incrementas. t interessan 

te que seja alcançado o domínio plástico com o menor numero de 

incrementos possível. A partir do momento em que se inicia a 

plastificação, é necessário que os incrementos sejam pequenos, 

conforme foi justificado no item anterior. Assim, os valores 

dos incrementos de força 6F devem diminuir à medida que novos 

incrementos vão sendo aplicados. 

A seguir será descrita a seqüência de cálculo para um 

incremento genérico de força 6F. 

Conforme comentado no item anterior, será utilizado o 

método das"tensões iniciais"ou de Newton-Raphson modificado,no 

qual a matriz de rigidez é mantida constante em toda a análise 

(incrementos e iterações). Desta forma será necessário o cál­

culo da matriz de rigidez apenas uma Única vez (no primeiro in 

cremento). 

O algorítmo descrito a seguir é basicamente o proposto 

por Zienkiewicz e outros (1969). são acrescentados a ele melho 

ras no cálculo sugeridas por Nayak e Zienkiewicz (1972), para 

utilização do elemento isoparamétrico. Neste algoritmo as ten 

sões e deformações devem ser calculadas diretamente nos pontos 

de integração. 
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1 - Aplicar nF. e calcular os incrementes de deslo 
- 1 

camentos M. 
-1 

e atualizar deslocamentos 

2 - Calcular a norma dos deslocamentos, conforme se 

rá visto na subseção A a seguir. 

3 - A partir dos deslocamentos no., calcular os in­
- 1 

crementos de deformações e tensões elásticas 

nos pontos de integração, nE'. e na'. • Atuali­
- 1 - 1 

zar deformações e tensões: E! = E' +nE! 
-1 -1-l - 1 

G ! 
-1 

= + na! 
- 1 

e 

4 - Para cada elemento, calcular, nos seus pontos 

de integração, a função de escoamento corres­

pondente ao nível de tensões atual: F(cr!) = F. 
-1 

A função de escoamento correspondente 

vel de tensões anterior será denotado por 

F(cr! )=FO 
-1-l 

5 - Percorrer os pontos de integração (P.I.) de ca 

da elemento nos quais são realizados os se­

guintes testes: 

a) se F < o, o P.I. está no domínio elástico, 

e as deformações e tensões calculadas es­

tão corretas. Testar outro P.I. 

b) se F ~ O, o P.I. está em estado plástico, e 

existem duas alternativas: c) e d) 

c) se F ~ O e FO = O, vá para e) 

d) se F > O e FO < O, calcular o valor da ten 

são intermediária (cr!) para a qual o escoa-
-1 

mento começa; este cálculo será visto na sub 

seçao B a seguir. 
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e) calcular a matriz D = D (a!) e na.=D nE! 
-ep -ep -1 - 1 -ep - 1 

f) calcular as tensões desequilibradas neces-

g) 

h) 

sárias para o posterior cálculo das forças 

residuais: na'.' = na! - na. 
- l. -l. -1. 

atualizar tensões ç. = a'. - tia~· Para o 
~1 -1 -1 

caso a) ncr '.' 
-1 

= o e então a. = a'. 
-1 -1 

fazer a correçao de tensões a.= a! + óa; 
-1 -1 

cálculo de óa sera visto na subseção c 

seguir. 

o 

a 

6 - Caso a norma dos deslocamentos seja superior 

a uma tolerância pré-fixada, calcular as for 

ças residuais para os elementos em que existem 

P.I. com tensões desequilibradas (na1), atra 

ves 

d , e ~ d f d 1 1 on e uF e o valor a orça ague e e emento e 

nF é o valor de forças global. Voltar para 1. 

7 - Repetir as etapas de 1 a 6 o número de vezes 

necessárias a que a norma dos deslocamentos se 

ja inferior a tolerância pré-fixada. 

8 - Caso a norma dos deslocamentos seja inferior a 

tolerância pré-fixada, calcula-se ny a aplicar 

no próximo incremento e voltar para 1. 

9 - Repetir as etapas de 1 a 8 para todos os incre 

mentos. 

A) Cálculo da norma dos deslocamentos 
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Será utilizada a norma euclidiana modificada, fornecida 

pela expressao 

2 1/2 

1 
t::,8. 

1 
m /::,o. 

1 l 1 y = = 
m o. m i=l ô. 

1 1 

onde t::,8. e o. sao os incrementos de deslocamentos e o desloca~ 
1 1 

mento total acumulado, em o número de graus de liberdade da 

estrutura. A norma é 'chamada de modificada devido a introdu 

çao do termo m, para que o valor obtido independa do número to 

tal de graus de liberdade da estrutura. O valor de 11 y 11 de 

ve ser comparado com uma tolerância pré-estabelecida ou com u­

ma percentagem da norma 11 ªi \ 1 dos deslocamentos. Para as 

aplicações realizadas utilizou-se uma tolerância de 0,0005 a 

0,004. 

B) Cálculo das tensões intermediárias 

mento se inicia. 

cr ! 
-1 

para a qual o escoa 

Durante transição da fase elástica para a fase plástic~ 

deve ser determinado o ponto onde o escoamento se inicia. 

Caso seja ultrapassado o ponto de transição de uma ite­

raçao ou incremento i para o seguinte, teremos 

= FO < O 

F (~i) = F (~i-1 + /::,o!) = F > O 
-1 

Deve ser calculado um fator r de tal forma que 

F(qi-1 + r /::,o ! ) = o 
-1 

O fator r define o ponto de transição da fase elástica 

para a plástica e pode ser calculado de forma aproximada(r=r
1

) 
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através de interpolação linear 

r = - FO/F-FO 
1 

Devido a não-linearidade da função F, teremos 

F (?:i-1 + r Licr '. ) = F 
l -1 2 'f o 

Pode-se obter uma melhor estimativa der considerando a 

diferenciação da função de escoamento 

dF = ( :; ) T dcr 

introduzindo para a condição de estado plano de deformação 

T 
= ( :: ) T a 

considerando 

dcr = iir 1 Licr ' -

e para pequenas variações 

dF = - F 
2 

obtem-se 

l aF aF 
= 

acr :-. acr 
X y 

e uma melhor aproximação der é obtida por 

T 
r = r - F / a Licr' 1 2 -

C) Cálculo da correçao de tensões 

3F ~J 3cr d'[ 
z xy 

Nayak e Zienkiewicz (1972) propoem que as tensões to­

tais calculadas no fim de um incremento ou iteração sejam cor­

rigidos por 

ocr = a p 
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onde p e um escalar. 

De acordo com consideração análoga a da subseção anteri 

or, pode-se fazer 

dF = -F 
3 

T 
= a ocr 

T 
= a a p 

onde F
3 

= F(cr). Obtem-se então 

,,--,(,:'.) 
V-4- Simulação da escavaçao 

Túneis e cavidades subterrâneas sao escavados através de 

diversos procedimentos, que dependerão principalmente do tipo 

de material do maciço e do tamanho da abertura. Para a simula 

çao de etapas de escavação deve-se dispor de técnica numérica 

que permita o acompanhamento de tipos de escavação variados . 

são três os tipos de métodos mais usados em elementos finitos 

para simulação de escavaçoes: método da escavação instantânea, 

método da relaxação e métodos incrementais. 

No método da escavação instantânea ou gPavity tuPn on ~ 

plicam-se inicialmente forças de massa â malha de elementosfi 

nitos sem abertura. Na segunda etapa as mesmas forças sao a­

plicadas â malha de elementos finitos com a abertura. Os des­

locamentos, tensões e deformações resultantes da escavação são 

fornecidas pela diferença entre as duas análises. Este proce~ 

so não segue a seqüência de escavação, o que é uma falha no 

caso de escavações com mais de uma etapa. Ishihara (1970) de­

monstrou que as análises para as escavações instantânea e se­

quencial somente são equivalentes para materiais isotrópicos 

elástico-lineares, cujas tensões iniciais principais são relacionadas 
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pelo coeficiente de Poisson (eq. II-2). 

No método da relaxação, a geometria final da aber 

tura e usualmente estabelecida na malha inicial de elementosfi 

nitos. Os elementos do maciço ao redor da cavidade são tensio 

nados e subseqüentemente relaxados de forma a alcançar um equi 

llbrio final no estado de tensões. Este método não segue a se 

qüência construtiva e só considera as tensões existentes nos 

elementos remanescentes da escavação. 

Basicamente são dois os métodos de escavaçao incremen­

tal, os quais permitem seguir a seqüência de escavaçao. A si­

mulação da escavação é efetuada aplicando-se forças de escava­

ção na fronteira de escavação ao mesmo tempo em que é anulada 

a rigidez de cada elemento removido. A diferença entre os 

dois métodos reside em como são calculadas as forças de escava 

çao em cada etapa. 

No método proposto por Clough e Duncan (1969), a partir 

das tensões atuantes na fronteira potencial de escavação sao 

calculadas as forças equivalentes nos pontos nodais dos eleme~ 

tos da fronteira. Essas forças são aplicadas à malha com os! 

nal invertido. Os deslocamentos, tensões e deformações calcu­

lados são então adicionados aos existentes anteriormente. Para 

a fronteira seguinte novas forças de escavação são calculadas 

a partir do novo estado de tensão. Este processo é repetidopa 

ra as diversas etapas de escavação. Apesar deste método ter 

sido utilizado largamente durante algum tempo, proporciona re­

sultados dependentes do número de etapas, para um material iso 

trópico e elástico linear (Christian e Wong, 1973). Por esta 

razão, está atualmente em desuso, desde a apresentação da té­

cnica proposta por Chandrasekaran e King (1974), que indepen-
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de do numero de etapas, para o material referido acima. Esteúl 

timo método, descrito a seguir, será utilizado neste trabalho. 

Suponhamos, por exemplo, o túnel da Fig. V-7a que se­

ra escavado em duas etapas delimitadas por kj. A partir does 

tado de tensões do maciço calculam-se as forças F e F 
-1 -2 

equi-

valentes às tensões iniciais correspondentes às etapas 1 e 2 

(Fig. V-7b), 

Para a primeira etapa de escavaçao aplica-se -~
1
aos pog 

tos nodais da fonteira respectiva, anulando-se a rigidez dos e 

lementos retirados (Fig. V-7c). A seguir são calculadas as va 

riações de forças em todas as fronteiras subseqüentes de esca­

vaçao. No exemplo da Fig, V-7 deve ser calculada a variação de 

1 força ~~ 2 correspondente a fronteira 2. As componentes de 

~F 1 sao calculadas efetuando-se o produto das matrizes de rig_i 
-2 

- -dez dos elementos da fronteira de escavaçao, que serao retira-

dos, pelos deslocamentos dos pontos nodais do elemento. Exem-

plificando: 1 a componente de ~~ 2 no nó i será obtida multipli-

cando-se as linhas apropriadas das matrizes de rigidez dos el~ 

mentas a e b pelo vetor deslocamento de cada elemento, corres 

~ pendente a primeira etapa de escavaçao. 

Calcula-se ~~= ~ 2 + e, para a segunda etapa de 

escavação, aplica-se -~ 2 na fronteira 2, desprezando-se a rig! 

dez dos elementos escavados. As tensões, deformações e deloca 

mentas resultantes de cada etapa vão sendo acumulados de forma 

a se obterem os valores finais do processo de escavação. 

Para n etapas de escavação o procedimento acima será a 

plicado sucessivamente até a etapa n. 

Para o cálculo das forças equivalentes às tensões ini­

ciais, ~l e ~2 no exemplo acima, deve ser efetuada a integra-
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de escavação 
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<l) escavaçao da 2a. etapa aplicando-se 
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-F = - (F + óF ) 

..... 2 ~2 -2 

Fig. V-7- Simulação de escavaçao em duas etapas de túnel nao revestido 
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çao dada pela eq. V-llb. Este cálculo deve ser efetuado tanto 

para o elemento interno como para o externo à escavação. Ob­

serva-se que o valor correto da força de escavação será forne­

cido pela média das forças equivalentes às tensões iniciais dos 

~ -elementos interno e externo a escavaçao (elementos e e d da 

Fig. V-7a). Deve-se frisar que o ponto nodal pertencente a 

duas fronteiras consecutivas (ponto nodal j, Fig, V-7a) terá 

sua força de escavação proveniente da primeira etapa aplicada 

na segunda. 

Caso se deseje simular a construção de um túnel reves­

tido, com camboteamento metálico ou estroncas, a técnica de es 

cavação permanece a mesma, mas deve-se dar a rigidez apropria­

da aos elementos que passarão a trabalhar como cada um daquele 

materiais. A aplicação de chumbadores ou tirantes pode ser s! 

mulada de forma aproximada pela aplicação de carga concentrada 

correspondente. A Fig. V-8 ilustra um exemplo ficticio de um 

túnel escavado em três etapas com construção do revestiment6. 

por partes e utilização de chumbadores. Para este caso admite 

se que a instalação do revestimento não é imediata, mas ocorre 

posteriormente como, por exemplo, na etapa seguinte de escava-

çao. 

Se o revestimento for instalado imediatamente apos a 

escavaçao, o procedimento para simular este fato pode ser efe­

tuado como ilustra a Fig. V-9, no caso de duas etapas de esca­

vaçao. Túneis escavados através de couraça (shield) seriam s! 

mulados desta forma pois que o revestimento é instalado imedia 

tamente após a escavação, a qual é efetuada usualmente em uma 

etapa (Fig. V-10). 

Os casos descritos acima dizem respeito a revestimento 
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Fig. V-8- Túnel aberto em etapas com execuçao do revestimento 

por partes e utilização de chumbadores. 
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Fig. V-10- Túnel escavado em uma etapa com instalação imediata do reves­

timento apÕs a escavação. Escavação por couraça ( 11 sh i e 1 d 11
) • 
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único, ou seja, situações em que, apos a instalação do revesti 

menta, sua espessura não é aumentada. Para túneis com revesti 

mentas provisório e: permanente, a simulação construtiva torna­

se mais complexa. Este processo construtivo é, inclusive, uma 

das caracterlsticas de métodos modernos de abertura de túneis 

como o novo método austrlaco de escavação de túneis (NATM}, i~ 

traduzida por~Rab~wiczÍ(l964}. Uma análise aproximada seria 

aplicar parte da força de escavação quando da instalação do re 

vestimenta provisório e o restante da força para o revestimen­

to definitivo. As percentagens da força total a serem aplica­

das em cada etapa seriam estimadas com base nas espessuras dos 

revestimentos provi~Ório e permanente e comportamento do mat~ 

rial do maciço, inclusive com relação ao tempo (deformação-len 

ta}. Com relação a este Último aspecto, a análise seria mais 

rigorosa se considerasse modelos visco-elástico ou visco-plás­

tico para o material do maciço e, eventualmente, do revestimen 
' -

to. Este assunto, no entanto, está aberto à pesquisas, com r~ 

lação a experiência de campo e, também, com vistas à aplicação 

de métodos de dimensionamento. 
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VI-I- Apresentação do programa 

O programa TUNELPLAST foi desenvolvido para análises ela~ 

tica linear e elasto-plástica de túneis pelo método dos elemen 

tos finitos. 

Codificado em linguagem FORTRAN IV-G, pode ser utiliza 

do em computadores BURROUGHS 6700, IBM 360 e 370 e similares. 

Procurou-se estruturá-lo em forma modular, o que possib! 

lita maior flexibilidade para a inserção de sub-rotinas especi 

ficas. Esta versatilidade permite, também, aplicações a funda 

çoes e escavações em geral e continuidade de pesquisas no ramo 

da engenharia geotécnica. 

Apresenta-se neste trabalho documentação suficiente para 

utilização e entendimento pelo usuário. O programa consta de 

vinte e cinco sub-rotinas com objetivos especificos, cujas fi­

nalidades vão descritas no item seguinte. Para o melhor en­

tendimento do programa, os diversos grupos de operações reali­

zadas ao longo deste são explicados através de comentários. O 

manual de utilização do programa, exemplo de codificação de uma 

rede e listagem do programa são apresentados nos apêndices II, 

III e IV, respectivamente. 

Para boa utilização do programa e necessário que o usuá­

rio tenha conhecimento do método dos elementos finitos e este­

ja a par do conteúdo deste trabalho. 
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VI-2- Estrutura do programa 

O fluxograma do programa principal e sub-rotinas'é apre­

sentado na Fig.:'v-1; A seguir são explicados sucintamente os 

objetivos de cada uma destas partes. 

Programa principal - inicializa variáveis e chama sub-ro 

tinas. 

ENTRA lê e imprime dados da malha de elementos fini-

tos e propriedades dos materiais; calcula a largu­

ra de banda da matriz de rigidez; 

GERAUT - faz geração automática de todos os pontos nodais 

para o caso particular de rede circular de elemen­

tos finitos; 

TENIN calcula, lê e imprime tensões iniciais; 

NIVESC - lê e imprime características das etapas de esca 

vaçao; 

ESCAVA - lê e imprime características adicionais de cada 

etapa de escavaçao; 

MUDRIG - lê e imprime elementos que têm rigezas modifica 

das em cada etapa; 

CARGAS - lê e imprime cargas concentradas e forças de su 

perfície (cargas distribuídas) em cada etapa; 

FORMK - monta matriz de rigidez global e introduz condi 

ções de contorno de deslocamento; 

DECOB - decompõe a matriz de rigidez em banda triangu­

lar superior pelo mêtodo de Choleski; 

RESOB - resolve o sistema de equaçoes para cálculo dos 

deslocamentos a partir da matriz tringular obtida 

pela sub-rotina DECOB; 
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TENS - calcula tensões e deformações em pontos nodais 

para análise elástica linear; 

SAIDA - imprime deslocamentos, tensões e deformações a 

cumulados para cada etapa de análise; 

MASSA - calcula forças equivalentes a forças de massa; 

EQLOAD - calcula forças equivalentes a tensões (forças 

de escavação e forças residuais); 

DLOAD - calcula forças equivalentes a forças de superff 

cie; 

ISOPA - calcula matriz de rigidez do elemento isoparamf 

trico; 

INTEG - calcula coordenadas naturais e fatores de peso 

dos pontos de integração do elemento (opção para 2, 

3, 4 e 5 pontos de integração); 

FUNIN - calcula jacobiano, determinante do jacobiano e 

matriz deslocamento - deformação para os pontos no 

dais ou pontos de integração do elemento; 

FMOD - modifica forças de escavação para as etapas se­

guintes; 

TINPI - interpola tensões de pontos nodais para pontos 

de integração; 

COPIN - calcula coordenadas globais dos pontos de inte­

graçao para saída dos resultados; 

EPLAST - algoritmo incremental e iterativo para análise 

elas to-plástica; 

TENSP - calcula tensões elásticas em pontos de integra­

çao para análise elasto-plástica; 

MATEP - calcula matriz elasto-plástica e incrementas de 

tensões elasto-plásticas; 
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COPON - calcula as coordenadas dos pontos nodais do ele­

mento; 

As sub-rotinas EPLAST, TENSP, MATEP, GERAUT, TENIN,TINPI, 

COPON, COPIN, CARGAS, SAÍDA, e INTEG foram codificadas pelo au 

tor. As sub-rotinas FMOD, NIVESC, ESCAVA e MUDRIG foram elabo­

radas por Tsutsumi (1975) e modificadas pelo autor. As sub-ro­

tinas TENS, ISOPA, FUNIN, MASSA, ENTRA e CARGA têm por origem 

Wilson (1963) e foram modificadas por Tsutsumi e pelo autor de~ 

te trabalho. A sub-rotina FORMK é de autoria de Zienkiewicz 

(1971). No trecho referente a condições de apoio, esta foi mo­

dificada pelo autor para incluir a restrição total dos pontos 

nodais internos à escavação. Como os coeficientes de rigidez 

destes pontos são nulos, aquela medida deve ser tomada para que 

a matriz não seja singular. As sub-rotinas EQLOAD e DLOAD fo­

ram extraídas de Ebecken (1973), sendo que a primeira foi modi 

ficada por Pereira (1977) para o cálculo de forças de escava -

çao e pelo autor deste trabalho para o cálculo de forças resi­

duais para análise elasto-plástica. DECOB e RESOB são oriundas 

de Weaver (1967). 
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Fig.VI-1- Fluxograma de subrotinas 
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CAPÍTULO V I I 

APLICAÇÕES DO PROGRAMA 

Este capítulo apresenta aplicações do programa desenvo! 

vido para análises elástica linear e elasto-plástica de túneis 

revestidos e não revestidos. Os resultados obtidos sao comen 

tados e alguns comparados com os de outros autores. 

No apêndice I são apresentadas comparações de resulta:ios 

do método dos elementos finitos com soluções teóricas disponí­

veis, para viga em balanço com carga aplicada na extremidade(~ 

nálise elástica linear) e para um cilindro submetido à pressão 

interna (análise elasto-plástica). 

VII-1- Efeito da localização das fronteiras 

Como o método dos elementos finitos envolve uma aproxi­

maçao do comportamento físico real do sistema, a localização de 

fronteiras finitas necessita de ser pesquisada, de forma a 

proporcionar resultados dentro de uma aproximação aceitável. 

Nesta pesquisa analisaremos os deslocamentos e tensões 

provenientes da abertura da cavidade circular mostrada na Fig. 

VII-1, utilizando malhas com fronteiras variando de 3 a 9 ve­

zes o raio da cavidade. 

Os resultados do método dos elementos finitos sao comp~ 

rados com a solução da teo~ia da elasticidade fornecida por 

Terzaghi e Richart (1952), para tensões, e por Kruse (1970),p~ 

ra deslocamentos. 
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3R 4R SR 6R 

o =o = -1 
xo yo 

E: 1000 

\J=0,2 

7R 

fronteira externa 

fixa ou livre 

SR 9R 

Fig. VII-1- Rede de elementos finitos utilizada para a análise da 

influência das fronteiras 

Como os deslocamentos radiais u sao usualmente medidos 
r 

e têm maior interesse prático, serão utilizados para compara-

çao. No cálculo dos deslocamentos da cavidade circular, utili 

za-se a equação de deslocamentos da placa submetida a um esta­

do de tensão biaxial. 

u 
r 

l-v 2 

E 

(J -(J 
X y 

2 
cos 

r 



v(l+v) [ E 

G +G 
X y 

2 
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( r ;
2
)-

0

x:
0

Y ( r - ;: ) cos 20] 

(VII-1) 

onde r e 0 sao coordenadas polares, E e v parâmetros elásticos, 

as tensões iniciais no maciço e a o raio da abertu 

Os deslocamentos radiais no maciço induzidos pela esca­

vaçao (u) serão fornecidos pela diferença entre os deslocamen 
e 

tos da placa com a abertura (u) e os deslocamentos da 
a 

sem a abertura (u) 

u 
e 

o 

u - u 
a o 

placa 

(VII-2) 

Para o contorno da cavidade (r=a) os deslocamentos se­

rao dados por 

(l+v) ( 1 
2 

a 
2 
r 

(
·1· ª2 

(l+v) + 2 
r 

cos 20 ) 

cos 20) 

+ 4(1-v
2

) cos 20] 

- 4(1-v
2

) cos 20 J 

Para o exemplo analisado (Fig. VII-1) o deslocamento r~ 

dial teórico será igual em todos os pontos do contorno da cavi 

dade e 

= 0,012 

Foram analisadas duas situações de restrição de desloca 

mentos dos pontos nodais da fronteira externa: 

a) pontos nodais fixos; 

b) pontos nodais livres. 

Os resultados em termos de tensões verticais G e cisa y 

lhantes T no contorno da cavidade para a situação a sao mos xy 

tradas nas Figs. VII-2 e VII-3. Pode-se observar que a locali 
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zaçao da fronteira da malha influi significativamente nos re­

sultados e que, para fronteiras com raios maiores, as diferen­

ças aumentam de forma suave enquanto que, para raios menores,as 

diferenças aumentam menos suavemente. 

Admitindo-se como razoável um erro relativo manor que 

10% entre a solução teórica e a numérica, pode-se concluir que 

um raio de fronteira maior ou igual a seis vezes o raio da ca­

vidade é satisfatório. A Fig. VII-4 ilustra esta conclusão,r~ 

presentando a relação entre os valores de a ,T eu máximos y xy r 

calculados pelo método dos elementos finitos e teoricamente. 

Para a situação b foram efetuados cálculos semelhantes, 

observando-se resultados de tensões verticais e cisalhantes e 

de deslocamentos sensivelmente melhores. Na Fig. VII-4 apr~ 

senta-se a relação entre os valores máximos numéricos e teóri­

cos, onde é ilustrada esta conclusão. Para um erro relativo rre 

nor que 10%, pode-se concluir que uma fronteira com distância 

igual ou maior a 5 vezes o raio da cavidade é satisfatória, e 

proporciona valores maiores que o teórico e, portanto, a favor 

da segurança. 

Esta última conclusão só é válida para idealização es­

trutural da Fig. IV-1, na qual o sistema é auto-equilibrado e 

não existe a necessidade de se fixar nenhum ponto da rede. Es­

ta situação ocorre no caso de túneis profundos (com mais de 150 

m de profundidade), na qual é pouco importante a consideração 

de tensões iniciais geostáticas, como demonstrado por Kulhawy 

(1975 a). 

Para túneis em maciços nos quais e necessária a conside 

raçao de tensões geostáticas, nao existe dupla simetria da re­

de como no exemplo analisado e, portanto, deve ser utilizado 
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um sistema com no máximo uma simetria,como no exemplo do próx! 

mo item. Para esta situação devem ser fixados os pontos nodais 

da fronteira externa. 

A Fig. VII-5 representa as tensões vertical cr e hori­
Y 

zontal cr ao longo da seção horizontal da cavidade, na 
X 

qual 

comparam-se resultados teóricos e numéricos, para as duas situ 

açoes mostradas na figura. 

Acreditamos que as conclusões acima podem ser estendidas 

de forma bastante satisfatória a túneis revestidos e a ·situa 

çoes em que se utilizam outras leis constitutivas que nao a e­

lástica linear. Para túneis próximos da superfície do terreno, 

um estudo análogo deve ser efetuado, mas o qual provavelmente 

fornecerá conclusão próxima à obtida acima. 

VII-2- Um exemplo de estudo paramétrico 

são vários os estudos paramétricos que podem ser efetua 

dos com o método dos elementos finitos. Como citado no item 

II-2-4, devem ser combinados parâmetros mais significativos. 

No exemplo a seguir será analisada a influência das va~ 

riações do módulo de elasticidade do maciço (E) e da espessura 

do revestimento (t) nos estados de tensões do maciço e do .tú­

nel. A idealização do maciço e do túnel através de elementos 

finitos e os parâmetros utilizados na análise são apresentados 

na Fig. VII-6. 

Os resultados obtidos estão representados na Fig. VII-7, 

onde as tensões no revestimento e no maciço sao normalizadas 

em relação à tensão vertical inicial (cr ) , e a espessura do vo 

revestimento é normalizada em relação ao raio da cavidade (a). 

Observa-se que as tensões no maciço são aproximadasmente inseg 

síveis às variações da espessura do revestimento e do módulo e 
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lástico do maciço. As tensões no revestimento, no entanto,são 

fortemente dependentes do valor do módulo elástico do , maciço 

(conforme este diminui as tensões no revestimento aumentam) e 

também da espessura do revestimento, principalmente para módu­

los baixos do maciço. 

Pode-se concluir que o fator importante é a tensão de 

compressão no revestimento, a qual será, também, dependente da 

profundidade do tú.,el, sendo essa dependência outro estudo pa­

ramétrico a ser realizado. Para o exemplo em questão a tensão 

de compressão máxima no revestimento permaneceu bem abaixo da 

resistência à compressão do concreto, o que pode não ocorrer p~ 

ra maiores profundidades. 

VII-3- Análise elasto-plástica de cavidade circular 

Este exemplo foi selecionado para comparar resultados o~ 

tidos por outros autores além de propiciar conclusões signifi­

cativas com relação a diferenças entre a adoção de comportame_Il 

tos elástico linear e elasto-plástico. 

Trata-se de um túnel profundo cuja geometria e propri~ 

dades do maciço são apresentadas na Fig. VII-8. Na análise e 

lasto-plástica foi utilizada uma tolerância de 0,004 para a 

norma dos deslocamentos, e dividiu-se as forças de escavação em 

1 7 incrementas. 

As tensões radial e tangencial ao longo da seçao 

·zontal do túnel, para o caso de K igual a O ,4 , sao 
o 

hori 

aprese_Il 

tadas na Fig. VII-9, juntamente com soluções de outros autores 

para comparaçao. As diferenças nos resultados podem ser pro-

venientes das peculiaridades de cada técnica de análise nao-
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linear e dos tipos de elementos finitos adotados. Por outro 

lado, existem também diferenças com relação ao ponto que sao 

calculadas as tensões dependendo do elemento finito utilizado: 

no centro do elemento, em seus pontos nodais, ou nos pontos de 

integração, como no elemento isoparamétrico. 

Na mesma figura são representadas as tensões elásticas 

tangencial e radial. Observa-se que as altas tensões tangen-
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ciais previstas na análise elástica linear sao redistribuidas 

devido ao comportamento elasto-plástico. A diferença entre as 

duas soluções representa o reajuste de tensões resultante do 

escoamento local. 

A região plastificada do maciço para este caso é apre -

sentada na Fig. VII-lOb, juntamente com a obtida por Reyes e 

Deere (1966) para efeito de comparaçao. Pode-se observar que 

a tensão tangencial de pico situa-se dentro da zona plástica. 

Na mesma figura mostra-se a região plastificada do túmel em 

função do valor de K adotado. A diminuicão do valor K acar-o , o 

reta maior extensão da zona plastificada, abrangendo, no en -

tanto, menor região no entorno da cavidade. 

Em outra análise, para K
0

igual a 1, foi estudada a ex­

tensão da zona plastificada em função da variação dos parâme­

tros dos materiais (Fig. VII-lOb). Verifica-se que a variação 

do ãngulo de atrito tem maior influência na plastificação do 

que a variação da coesão, o que é de esperar quando se adota 

uma extensão do critério de Mohr-Coulomb como o de 

Prager. 

Drucker-

A Fig. VII-11 mostra os resultados de deslocamentos das 

análises elástica linear e elasto-plástica dos pontos ao lon 

goda face da cavidade para K
0 

igual a 0,4. Como era previsto, 

o escoamento resulta em deslocamentos consideravelmente maio­

res, particularmente no entorno da região plastificada. Esta 

variação de volume acentuada é proveniente da dilatância do ma 

terial plastificado como indicado pela lei de escoamento ado­

tada (eq. IV-13). 

A redução das tensões tangenciais e o aumento dos deslo 

camentos laterais com relação aos previstos pela análise elás 

tica linear têm sido observadas em túneis reais. Baseadoemob 

servaçoes práticas em numerosos túneis, Willman (ver Szecky, 
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1966) apresenta uma distribuição de tensões semelhante à mos-

trada na Fig. VII-9. Willman concluiu que a tensão de pico 

seria aproximadamente 50% maior que a tensão inicial do maci­

ço, e que a largura de influência corresponderia a três vezes 

a largura do túnel. Szecky (1966) refere-se ao aumento de des 

locamentos observados em muitos túneis como ".intrusão plásti-

ca 11
• 

estaria 

/ indeformado 

1- - - - - -

elástico 

e las to-plâs tico 

º·º º·º 1 
m 

o,o o.o l o,o 2 OJ) 3 
ft 

Escala de deslocamentos 

L 

\ 
\ 

\ 
~ 

Fig. VII-11- Comparação entre deslocamentos para análises elástica line­

near e elasto-plástica da cavidade circular (K0 =0,4) 
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VII - 4 - Túnel Revestido 

Neste item será analisado um túnel revestido semelhante 

ao de Zienkiewicz e outros (1969) . Este exemplo é mais real!sti­

co em relação aos anteriores na forma da seção do túnel e no es­

tado de tensões iniciais (geostático). A geometria do problema 

e os parâmetros adotados são mostrados na Fig. VII - 12. o tú­

nel será analisado para as condições de escavação em uma e duas 

etapas. 

Para escavaçao e instalação do revestimento em uma etapa, 

nao são necessários os elementos internos ao túnel, como mostra 

a figura supracitada. Neste caso, tais elementos apenas acarre­

tarão um maior tempo de processamento, devido ao aumento do nú­

mero de graus de liberdade da estrutura idealizada. A escavação 

do túnel em duas etapas (calota e rebaixo) e a instalação do re­

vestimento da etapa correspondente têm por fronteira a linha AB 

da Fig. VII - 13. Nesta situação os elementos internos â esca­

vação são necessários, como mostra a mesma figura (ver também 

Fig. II - 10). 

Para a análise elasto-plástica admitiu-se um comportamen­

to elástico-linear para o material do revestimento. Foi utili­

zada uma tolerância de 0,0005 para a norma dos deslocamentos e 

as forças de escavação foram divididas em nove incrementas. 
r- ~- - .... 

As Figs. VII - 14 a e VII - 15 apresentam, 1respectivame_!1_ 

te, as regiõeiI plasti.;ícàda~fdà_ ;.e tracionada do_ maciço;- ãs 

as guai_s, são comparadas com as de Zienkiewicz e outros ( 1969) • As 

diferenças dos resultados podem ser atribu!das aos elementos de 

caracter!sticas distintas utilizados nas duas análises (isopara­

métrico quadrático e triangular linear - CST), ás peculiaridades 

de cada técnica de análise não-linear e à insuficiência de dados 
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Fig. VII-13 - Elementos internos ao túnel para escavaçao em duas etapas 

geométricos fornecidos por aquele autor. Acreditamos ser a pri­

meira razão a mais forte, pois no elemento CST o estado de de­

formação, como o de tensão é constante ao longo de todo o ele­

mento. Logo a plastificação na malha ae--eiementos:csT é feita 

por elemento e nao puntualmente. 

No elemento isoparamétrico as tensões sao calculadas nos 

pontos de integração e a plastificação se dará em cada um destes 

pontos, o que é, sem dúvida, mais preciso. No exemplo em ques­

tão os valores da função de escoamento, para os pontos de inte­

graçao dos elementos adjacentes ao pé-direito, foram próximos de 

zero sem que, no entanto, fosse acusada a plastificação destes 

pontos. 

Para a escavaçao do túnel em duas etapas foram observadas 

as regiões plastificadas indicadas na Fig. VII - 14 b. Verifi-
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Fig. VII-15- Regiões tracionadas do maciço: a) anâlise elástica 

linear; b) análise elasto-plástica 
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ca-se que a região plastificada para a primeira fase construti­

va abrange justamente o entorno do contato da base do revesti -

mento com o maciço, na parte a ser escavada. Com este resultado 

pode-se concluir a insuficiente capacidade de carga do maciço 

subjacente à base do revestimento, o que justifica o aumentodas 

dimensões da base, conforme utilizado na prática de execução de 

túneis (vide Fig. V-9 para ilustração). 

Os deslocamentos do revestimento para as análises descri­

tas acima são apresentados na Fig. VII-16. Ao contrário do exem 

plo anterior (túnel circular não revestido), observa-se que as 

diferenças de deslocamentos para as análises elástica linear e 

elasto-plástica sao pequenas. Este resultado é, provavelmente , 

conseqüência de uma menor plastificação do maciço e da absorção 

pelo revestimento do excesso de tensões dos elementos plastifi­

cados. Como já foi dito anteriormente, os deslocamentos emaná­

lises elásticas lineares, utilizando diferentes etapas de esca­

vação, são iguais apenas no caso de K = v/1-v e quando não são 
o 

instalados elementos de suporte em qualquer etapa de escavação. 

Como este caso nao ocorre no exemplo em questão, existem dife -

renças de deslocamentos para as duas situações. Para análise e­

lasto-plástica de um problema utilizando diferentes etapas de es 

cavação, os deslocamentos serão diferentes para qualquer situa­

ção. No exemplo analisado, as diferenças foram de magnitude se­

melhante as da análise elástica linear. 

Já a comparaçao de tensões no revestimento para as análi­

ses elástica linear e elasto-plástica proporciona resultadosbaê_ 

tante diversos. Para a escavaçao em uma etapa, por exemplo, ar~ 

lação entre as tensões para as análises elástica linear e elasto­

plástica no topo da abóbada é de aproximadamente 1,5, sendo am­

bas as tensões de tração. Na parte inferior do arco invertido, no entanto,as 

tensões elásticas são de tração ,enquanto que as elasto-plásticas de,-- -
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CAP! TU LO VIII 

CONCLUSÕES E SUGESTÕES 

VIII - 1 - Conclusões -· . -- --'---'--'--"-'---

O elemento isoparamétrico quadrático quadrilateral per­

mite boa delineação de contornos irregulares e a discretização 

do continuo com relativamente poucos elementos. No entanto, 

para efetuar transições e gradações na malha, sua utilização 

nao e tão simples quanto a de elementos triangulares quadráti-

cos. 

Para que sejam obtidos resultados de deslocamentos eten­

soes 10% inferiores aos exatos deve-se, na discretização do ma­

ciço por elementos finitos isoparamétricos, limitar o maciço 

com uma distância do centro do túnel igual a seis vezes a seu 

raio. Esta conclusão refere-se a túneis profundos, túneis não 

revestidos e a comportamento elástico linear, mas acreditamos 

possa ser estendida satisfatoriamente a túneis revestidos e a 

análise não-linear. Para túneis próximos à superfície, estu­

do semelhante deve ser efetuado, mas cuja conclusão, provavel­

mente, não serâ muito diferente da acima. 

Na análise não-linear física o método das "tensões inici­

ais" se mostrou satisfatório. Este método se baseia no cálculo 

de tensões que, como subproduto do cálculo de deslocamentos, a­

presenta erro numérico maior. Logo a malha a ser utilizada pa­

ra a resolução de um problema elasto-plástico deve ser um pouco 

mais refinada que a que proporciona resultados satisfatórios na 

análise elástica linear. 

Como seria esperado, o tempo computacional da análise 
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elasto-plástica é sensivelmente maior do que o da análise elás­

tica linear. Este tempo dependerá principalmente da região 

plastificada do maciço: quanto maior esta região mais lenta e 

a convergência dos resultados. Como ilustrado nas aplicações, 

a região plastificada dependerá do tipo de túnel (forma, dimen­

são, se revestido ou não), dos parâmetros (c e~) e do valor de 

K do material do maciço, bem como da tolerância utilizada para 
o 

as iterações. No túnel revestido do item IV-4, para uma tole-

rância de 0,0005 a relação de tempos entre as análises elásti­

ca linear e elasto-plástica é de aproximadamente 8 vezes e pra­

ticamente independe de ser a escavaçao em uma ou em duas etapa~ 

A mesma relação para a cavidade circular do item IV-3, e uma 

tolerância de 0,004 é de 45 para K = 0,4, 30 para K = 0,5 e 
o o 

varia de 3,5 a 5,0 para os casos analisados de K = 1. o 

Os valores de tolerância adotados, entre 0,0005 e 0,004, 

e o número de incrementas em torno de 13 foram satisfatórios 

para os exemplos analisados. são necessários, no entanto, maio­

res estudos neste sentido, em função do problema a ser analisa­

do. Propomos que sejam feitas comparaçoes entre soluções numéri­

cas utilizando o programa desenvolvido no presente trabalho com 

resultados de observações práticas. 

Uma conclusão interessante com relação aos aspectos co­

mentados acima é que, devido ao elevado tempo computacional, a 

análise elasto-plástica deve ser precedida de análises elásti­

cas lineares, que permitam um pré-dimensionamento dos elementos 

de suporte, bem como melhor definição da malha a ser utilizada 

na análise elasto-plástica. 

A técnica desenvolvida para simular as etapas de escava­

çao e instalação dos materiais de suporte possibilita acompa-
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nhar vários métodos construtivos utilizados na execuçao de tú­

neis. A relação entre os tempos computacionais para a execu­

çao em duas e uma etapas, para o túnel revestido do itemIV-4, 

é de aproximadamente 1,6 e independe, no caso, de ser a análi­

se elástica linear ou elasto-plástica. Para túneis escavados 

em uma etapa são necessários apenas os elementos internos ao 

túnel imediatamente adjacentes à fronteira de aplicação das 

forças de escavação. Os elementos restantes apenas influirão 

no aumento do número de graus de liberdade da estrutura, o que 

repercutirá no tempo computacional. Caso se deseje, no entan­

to, calcular as tensões iniciais no maciço, aplicando-se for­

ças de massa, devem ser utilizados todos os elementos internos 

à escavaçao. 

O modelo elasto-plástico de Drucker-Prager parece tradu­

zir de forma satisfatória o comportamento tensão-deformação de 

solos e rochas. tum modelo simples e necessita de poucos pa­

ràmetros para sua definição. o modelo pode ser melhorado a­

crescentando-se a variação do módulo de elasticidade com a pres­

são confinante, o que é tarefa relativamente simples. Apesar 

deste modelo ter sido aplicado à análise elasto-plástica de vá­

rios problemas geotécnicos, principalmente túneis, carece ain­

da de constatações experimentais para que seja verificado o 

quanto se aproxima do comportamento real de solos e rochas. 

A diferença nos resultados em tensões e deslocamentos 

para as análises elástica linear e elasto-plâstica indica a im­

portância da consideração de um modelo elasto-plâstico coerente 

com o comportamento do maciço. 

Os resultados obtidos credenciam o programa desenvolvido 

a ser utilizado em projetos de túneis. Este programa é Útil 
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para a determinação dos locais mais adequados à colocação de 

instrumentação, a qual tem grande irnportància no estágio de 

desenvolvimento atual dos métodos de projeto e construção de 

túneis. O programa, corno elaborado, permite também aplica­

çoes em outros problemas geotécnicos em estado plano de defor 

rnaçao corno escavaçao a céu aberto escorada ou não, e proble­

mas de fundações. 

VIII-2- Sugestões para pesquisa 

VIII-2-1- Relativas à aplicação do método dos elementos fini 

tos a túneis. 

1 - Estudo do comportamento de túneis admitindo-se a 

nao resisténcia à tração do maciço, o que e razoá­

vel para solos e principalmente em maciços rocho -

sos com nurnerosoas familias de descontinuidades. 

2 - Estudo de túneis com maciços idealizados por mode­

lo descontínuo com elementos de junta, que caract~ 

rizarão as descontinuidades existentes sobretudoem 

maciços rochosos. 

3 - Estudo de túneis utilizando modelo reológico (vis­

co-elástico ou visco-plástico), de forma a conside 

rara relaxação e a deformação lenta do maciço e 

do túnel e também simular de forma mais correta a 

construção de revestimentos provisório e permanen­

te (novo método austriacode abertura de túneis). 

4 - Análise da interação dos elementos de suporte do tú 

nel com o maciço, associando à cada tipo de supor­

te um determinado tipo de elemento (e. g., elemen­

to de junta para o contato do revestimento com o 

maciço e barras articuladas para as cambotas). 
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5 - Análise da influência de chumbadores no estado de 

chumbadores no estado de tensões e deformagões ao 

redor do túnel. Verificar diferenças entre simula­

ção de chumbadores através de cargas concentradas 

aplicadas aos nós de elementos bidimensionais e a­

través de cargas concentradas aplicadas aos nós de 

elementos de barra' (treliça),. ;;seria mais co1:ioto. 

6 - Extensão do presente programa ao cálculo de momen­

tos fletores, cortantes e esforços normais nos el~ 

mentes de suporte (revestimento, cambotas, etc.). 

7 - Estudo sobre os critérios de segurança a adotar em 

um projeto de túneis, com fixação de coeficientes 

de segurança relativos aos parãmetros do solo e do 

revestimento. 

8 - Estudo, com relação à análise elasto-plástica, so­

bre a tolerância e número de incrementes a serem a 

dotados em função do tipo de túnel e da precisão d~ 

sejada para projetos. 

9 - Implementação da técnica da rigidez tangente nas i 

terações - proposta por Chang e outros (1974)- com 

o programa desenvolvido no presente trabalho, obj~ 

tivando diminuir o tempo computacional. 

VIII-2-2-Relativas ao comportamento tensão-deformação do solo 

1 - Estender o modelo utilizado neste trabalho para os 

casos de endurecimento (strain-hardening) e enfra­

quecimento (strain-softening). 

2 - Comparação dos diversos modelos de comportamento 

dos solos com resultados de ensaios com diferentes 

trajetórias de tensões, nos equipamentos de com -
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pressao triaxial, de deformação plana, e se possiveltr! 

axial cÚbico. Assim, seria discretizado o corpo de pro­

va do ensaio e simulado em computador o carregamento e 

condições do ensaio, e comparado com os resultados des 

te. Essas comparações seriam efetuadas principalmente 

nos modelos elasto-plásticos, que carecem de estudos ex 

perimentais. 

3 - Estudos experimentais e teóricos do modelo de Roscoe 

(que parece ser um dos mais completos) aplicado aos so­

los brasileiros. 

4 - Verificar experimentalmente as diferenças quando se con 

sidera o solo com leis de escoamento associada e nao as 

saciada. 
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A P ~ N D I C E I 

COMPARAÇÕES DE VALORES OBTIDOS PELO ~TODO DOS ELEMENTOS 

FINITOS COM SOLUÇÕES TEÔRICAS 

A-I-1- Viga em balanço com carga aplicada na extremidade 

Para ilustrar o comportamento do elemento isoparamétrico 

utilizado, serão apresentadas comparações de resultados de de2 

locamentos, obtidos pelo método dos elementos finitos com aso 

lução da teoria da elasticidade (Mac Leod, 1969), para a viga 

em questão. A geometria da viga e os parâmetros utilizados na 

análise são mostrados na Fig. A-I-1. 

Para a análise da convergência dos resultados neméricos 

foi empregada uma seqüencia de quatro redes refinadas monoto­

nicamente, conforme indicado na figura supracitada. Observa-se 

o resultado bem próximo do exato mesmo quando se utiliza ape­

nas um elemento , e que os resultados convergem inferiormente 

para a solução exata, o que era de esperar para o elemento iso 

paramétrico conforme utilizado (Fig. A-I-2). Nesta mesma figu­

ra é representada a eficiência (E) de cada malha, a qual é de­

finida como inversamente proporcional ao erro relativo e ao tem 

pode processamento (tempo da unidade central de processamento­

CPU). 

Constata-se que a malha 3 é a que proporciona a melhor~ 

ficiência. o gráfico permite ainda a conclusão de que, a partir 

de uma determinada malha, o refinamento melhora muito pouco o 

resultado numérico, enquanto que o tempo cresce mais rapidameg 

te. 
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a) Viga em balanço 

solução teórica 
3 

0= p,f + l,2Pl =115,2 
3EI AG 

b) Malha 1 

1 elemento 

8 pontos nodais 

o= 114,00 

e) Malha 2 

2 elementos 

13 pontos nodais 

o= 114, 79 

d) Malha 3 

4 elementos 

21 pontos nodais 

o= 114,84 

e) Malha 4 

8 elementos 

37 pontos nodais 

o= 114,s1 

Fig. A-I-1.- Viga em balanço; comparaçao entre solução teóri­

ca e solução pelo método dos elementos finitos 

(E= 1, V= 0, t= 1, P=l) 

ó= deslocamento do ponto médio da extremidade livre 
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da eficiência (E) e do tempo 
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A-I-2- Análise elasto-plástica de um cilindro submetido à pres­

são interna. 

A solução desenvolvida por Prager e Hodge (1951), para a 

análise elasto-plástica de um cilindro submetido à pressão in­

terna, com critério de escoamento de Von Mises, será utilizada 

para verificação do modelo adotado. 

Com relação ao limite de escoamento no cisalhamento puro 

(k 1 ), o critério de Von Mises pode ser expresso por 
2 

J2 -kl = o , 

onde k1 = o e J..ff e o e e a tensão de escoamento na tração ou com­

pressão simples (ver eq. III-4). 

Pode-se demonstrar facilmente que o critério de Von Mises 

e um caso particular do critério de Drucker-Prager quando cj>= O, 

e que k 1 = k= c, sendo k a constante física do critério de 

Drucker-Prager e c a coesão do material (ver eq. III-8). 

Na Fig. A-I-3 apresentam-se a idealização do cilindro por 

elementos finitos e os parâmetros do material. 

Foram utilizados oito incrementes de carga e tolerânciade 

0,001 para a norma dos deslocamentos. A tabela A-I-1 indica o 

número de iterações, o numero de pontos de integração plastifi­

cados e a press~o aplicada em cada incremento. Foram utilizados 

3x3 pontos de integração em todos os elementos. 

Os resultados da análise são apresentados nas Figs. A-I-4 

a A-I-6, onde se observa a boa concordância entre a solução de 

elementos finitos e a solução de Prager e Hodge (1951). As ten­

sões axial (oz) e tangencial (0
8

) foram calculadas nos pontos 

o 
de integração da linha que faz aproximadamente 2 com a horizon 

tal, enquanto a solução daqueles autores é para a horizontal. 
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Tabela A-I-1 

INCREMENTO PRESSÃO N9 DE N9 DE P.I. 

APLICADA ITERAÇÕES PLASTIFICADOS 

1 O, 75 k o o 
2 0,90 k 6 30 

3 1,00 k 7 45 

4 1,10 k 10 75 

5 1,20 k 14 105 

6 1,25 k 16 120 

7 1,30 k 20 150 

8 1,32 k 25 165 

deslocamento horizontal nulo 

p 

1 

1 

1 

I_ 
-----a= R 

E= 100.000 psi(7030 kg}cm2 ) 

V = 0.3 

e = 100 psi(7 ,03 kg'7cm2 ) 

~ = o 

R = 5in(l2, 7cm) 

96 pontos nodais 

25 elementos 

deslocamento ~-~--~-~--~JJ vertical nulo 

-------;;,, -
!E------------ b = 2R ----------'3'1 

Fig. A-1-3- Rede de elementos finitos para a análise elasto-plâstica 

do cilindro sub~etido à pressão interna (b=2a). 
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solução de Prager e Hodge (1951) 
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Fig. A-I-4- Deslocamentos radiais u(a), u(b) versus p/a para 

o cilindro submetido ã pressão interna 
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• 19 incremento 

• - 39 incremento - pia 1, 18 

.. - 59 incremento - pia 1,42 

O- 79 incremento - pia 1,62 

solução de Prager e Hodge (1951) 

D 
Pia 1,62 

o I .. r o 

Pia • = 1,6 o 

o 

• 
• / Pia 1,42 

• 
r .. .. 

P/a = 1,4 .. 

• P/a -1,18 • ./Pia·= 1,2 

• 

1,0 

• 
raio da fronteira elasto-plãstica 

.. 

• 
0,2 '--~~~~--'-~~~~----'~~~~~-'-~~~~-'-~~~~--' 

1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

ria 

o ojo o o ajo o o 

pontos de integração dos elementos 

Fig. A-I-S- Distribuição de tensões tangenciais 0 8 para o 

cilindro submetido à pressão interna 

Obs.: Devew ser comparadas curvas com o mesmo p/ a. 

Os picos das curvas representam as frontei­

ras entre as regiões elâst~_cas e plásticas. 
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D D D D D D 

tP/a=l,6 
P/a=l,42 

O, 15 .. .. .. .. .. .. ,/ .. .. 
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-.0,05 
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Fig. 

- de Prager e Hodge (1951) 

• 19 incremento 

• 39 incremento - p/a l, 18 
O, 10 .. - 59 incremento - p/a 1,42 

D - 79 incremento - p/a 1,62 

0,15 
p raio da zona plástica 

0,20 

1, O 1 , 2 1 , 4 1 , 6 1 , 8 

ria 

/o o o/o o o/o o o/o o o/o o 
pontos de integração dos elementos 

A-I-6- Distribuição de tensoes ax1a1s (a) para 
z 

o cilindro submetido ã pressão interna 

2, O 

o/ 

Obs.: Devem ser comparadas curvas com o mesmo p/a. 
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APtNDICE II 

MANUAL DE UTILIZAÇÃO DO PROGRAMA TUNELPLAST 

A finalidade deste programa é calcular deslocamentos e 

tensões em túneis simulando a sequência construtiva desta 

obra. A análise é efetuada pelo método dos elementos finitos, 

para a condição de estado plano de deformação e com alternati­

vas para análises elástica linear e elasto-plástica, como des­

crito nos capítulos V, VI, VII e VIII. 

Para boa utilização do programa recomenda-se ler com a­

tenção o manual de entrada de dados, além dos capítulos acima. 

Desenvolvido em linguagem FORTRAN-G no computador BURROUGHS / 

6700 do Núcleo de Computação Eletrônica da UFRJ, o programa p~ 

de também ser utilizado em outros computadores de grande porte 

que aceitem aquela linguagem. 

O programa pode também ser aplicado a outros problemas 

geotécnicos em estado plano de deformação, como escavaçoes a 

céu aberto, escoradas ou não, e fundações corridas. 



a) 

b) 

Cartão 

1-78 

Cartão 

1-5 

6-10 

11-15 

16-20 

21-25 

26-30 

31-35 

36-40 

41-45 
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ENTRADA DOS DADOS 

título (78 Al) 

HED título do problema a ser analisado, uni-

dades adotadas, etc. 
, 

das características do problema (16 I5) ~--
NUMNP - fi!Ç> de pontos nodais da rede 

' 
NUMEL - n9, de elementos da rede 

1 
NUMSOL no' - • \ de solos ou rochas diferentes (numera-

n9_io de 1 a 9) 
' 

NSUPOR - n9 de materiais de suporte (revestimento, 

estronca, cambotas, etc.) - máximo de 

seis 

NPCE - tipo de análise 

o - elástica linear 

1 - elasto-plástica 

5X - branco 

IGERA - geraçao automática para rede circular 

o - nao há geração automática 

NB 

1 - há geração automática 

- número de pontos nodais com restrição de 

deslocamentos 

LEITU - indica se há leitura ou cálculo de ten-

sões iniciais 

o - tensões iniciais geostáticas calcula-

das pelo MEF 

1 - tensões iniciais lidas (iguais em to-

da a rede) 

2 - tensões iniciais geostáticas calcula-

das para terreno homogêneo 

3 - tensões iniciais lidas para cada nó 
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No caso de LEITU = O o maciço deve ser discretizado com to­

dos os elementos internos à escavação. Este procedimento toE 

na-se necessário para o cálculo de tensões iniciais, pois to 

do o maciço será carregado por forças de massa. Para os ca­

sos de LEITU = 1, 2 e 3, apenas deverão ser fornecidos os e 

lementos adjacentes a escavaçao. Os elementos internos res 

tantes são desnecessários. 

e) Se NPCE = 1 - Cartões para análise elasto-plástica 

c.1) (IS, FlO.O) 

1-5 NINCRM - numero de incrementos para análise elasto­

plástica 

6-15 TOLER - tolerância para a norma dos deslocamentos 

c.2) Cartão(s) para definição das percentagens da força to 

tal aplicada. 

1-5 PERC ( 

6-lo PERC( 

- percentagem para o 19 incremento 

- percentagem para o 29 incremento 

Obs: Deverão existir tantos valores de PERC quantos forem 

os incrementos (NINCRM) 

d) Cartões das características do(s) solo(s) ou rocha(s) 

d.1) (IS, 20 Al) 

1-5 MTYPE - numero do tipo do material (1 a 9) 

6-20 HED 

d.2) (6Fl0.0) 

- nome do solo ou rocha 

1-10 YOUN2(MTYPE) - módulo de elasticidade (E) 

11-20 POIS2(MTYPE) - coeficiente de Poisson (v) 

21-30 GAMA(MTYPE) - peso específico (y) 

31-40 COELAT (MTYPE) - coeficiente de empuxo no repouso (K ) o 
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41-50 COESAO(MTYPE) - coesão do solo ou rocha (c) 

51-60 ATRITO(MTYPE) - ângulo de atrito do solo ou rocha ($) 

(em graus) 

Para análise elástica linear (NPCE=O) nao é necessário for­

necer os valores de c e$, no entanto, se forem fornecidos, 

serao ignorados. Para os casos de LEITU = 1 e 3, é desneces 

sário fornecer y e K
0

• 

Os cartões d.l) e d.2) devem constar para cada solo ou ro­

cha, sendo o numero de pares de cartões igual à NUMSOL (má­

ximo de nove) . 

e) Se NSUPOR ~ 1 - Cartões das características dos materiais de 

suporte 

e.l) (78Al) 

1-78 HED - tipo do material de suporte 

e .• 2) (IS, 7Fl0.0) 

1-5 MTYPE - n9 do tipo do material de suporte (11 a 16) 

6-15 YOUN2(MTYPE) - módulo de elasticidade (E) 

16-25 P0IS2(MTYPE) - coeficiente de POISSON (v) 

26-35 GAMA(MTYPE) - peso específico (y) 

Os cartões e .1) e e. 2) devem ser fornecidos para cada ma·t~ 

rial de suporte e o número de pares de cartões deve ser i­

gual a NSUPOR (máximo de seis). 

f) Cartões das coordenadas dos pontos nodais 

f.1) Se IGERA = O (I5,5X,2Fl0.0) 

1-5 N - número do ponto nodal 

6-10 SX - branco 
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11-20 R(N) -'Jloordenada na direção X 
C, 

21-30 Z (N) -~oordenada na direção y 

Deve ser adotado o sistema de eixos da Fig. A-II-1. 

y 

X 

fig. A-11-1- Sistema de eixos a ser adotado. 

Estes cartões devem ser fornecidos em ordem seqüencial 

crescente, um para cada ponto nodal. 

Existindo, sobre um trecho reto pertencente à rede, al­

guns nós igualmente espaçados, o programa permite que se 

utilize geração semi-automática. Neste caso é suficiente 

fornecer apenas os cartões referentes aos nós inicial e 

final do trecho reto·, sendo os números e as coordenadas 

dos nós intermediários gerados automaticamente pelo pro­

grama, conforme ilustra o exemplo do apêndice III. 

f.2) Se IGERA = 1 - cartões para geraçao automática de 

pontos nodais para rede circular 

(Fig. A-2) 

f.2.1) (I5) 

1-5 NR - número de raios em que existem pon­

tos nodais (inclusive pontos nodais 

intermediários) 
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g) 

f.2.2) 

1-5 

6-15 

16-25 
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(IS, 2Fl0.0) 

NPR 

RA 

,. \ 

Número de pontos existentes no 19 raio 
' ' 
Valor do 19 raio 

' ' 
DANG - . I_ncremento de ângulo entre nos consecuti 

vos do mesmo raio. 

Deverão existir tantos cartões f.2.2) quantos forem os 

raios (NR). A Fig. A-II-2 exemplifica a codificação dos 

cartões f. 2) . 

Cartões das condições de apoio (2I5) 

1-5 NBC() - ·Número do ponto nodal com restrição 

6-10 

A Fig. 

y 

' . ,. ' 
NFIX( ) - . ~ipo de restrição do ponto nodal 

. ' 
=10 - Deslocamento impedido em x e livre em 

y 

' .... 
=01 - • .Qeslocamento impedido em y e livre em 

X 

=11 - :~slocamento impedido nas direções x 

y 

A-II-3 exeinJ~ifica a codificação dos cartões g). 

~ Ar A 
X 

NFIX= 10 NFIX=Ol NFIX= 11 

Fig. A-II-3- Restrição dos nos 

h) Cartões das incidências dos pontos nodais nos elementos 

(10 IS) 
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1-5 -M número do elemento 

6-10-IX (M, 1) - ponto nodal I 

11-15-IX(M,2) - ponto nodal J 

16-20-IX(M,3) - ponto nodal K 

21-25-IX (M, 4) - ponto nodal L 

26-30-IX(M,5) - ponto nodal M 

31-35-IX(M,6) - ponto nodal N 

36-40-IX(M,7) - ponto nodal o 

41-45-IX (M, 8) - ponto nodal p 

46-50-IX (M, 9) - numero do material deste elementol(MTYPE) 

51-55-IX(M,10) - número de pontos de integração deste ele 

menta ( 2' 3, 4 ou 5) 
ver Fig.A-II-4 

N K----------~J 

o • • M 

L~-----+------.1 
p 

Fig. A-II-4- Incidência dos nós no elemento 

Se para o primeiro cartão lido ~o~ vy}oF IX (]'1,io~ .for :isp~- ~ 

cificado, esta variável assumirá o valor 3' (defaÜlt) .-- ' 
' ' ,. 

' 
-· ' Quan,to;;, elementos consecutivos tiverem o mesmo número de 

pontos de integração, é suficiente que se forneça apenas ova­

lor de IX(M,10) do primeiro elemento, o qual será assumido até 

que apareça um novo campo IX(M,10) preenchido. 

Também é possível utilizar geração semi-automática, sen­

aõ os elãitentos- )nternediários c:iiµtidos, gerados cem o mesrro material ão e 
........,__ . - .... - --- --- --..-'""-'- ~ -~ . -- ... -

lemento precedente. Neste caso é essencial que a numeração dos elementos 
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seja no mesmo sentido da numeraçao dos pontos nodais. Se toda a 

estrutura for CC111pJsta por apenas um material,é suficiente fornecer o 19 e­

lemento de cada camada ou seqüência de elerrentos. Sanente na Última camada 

ou sequência é necessário fornecer o último elemento. HavendoéJ!. 

ferentes materiais na rede torna-se necessário fornecer o 19 elemen-

to do novo material. 

i) Cartão(s) de leitura das tensões iniciais. 

i.l) Se LEITU=l-(tensões iniciais iguais em todos os PºQ 

tos nodais)- (3Fl0.0). 

1-10 - tensão normal inicial na direção x (ax
0

) 

11-20 - tensão normal inicial na direção y (ay
0

) 

21-30 - tensão cisalhante inicial no plano xy (Txyo) 

i. 2) Se LEITU=2-(tensÕes iniciais .._ geostáticas para ter­

reno homogêneo) - (Fl0.0). 

1-10-ZH - distância entre o nível do terreno e a origem 

do eixo y 

i.3) Se LEITU=3-(tensões iniciais sao lidas em todos os 

pontos nodais) - (3Fl0.0). 

1-10 - tensão normal inicial na direção x (ax
0

) 

11-20 - tensão normal inicial na direção y (a ) 
yo 

21-30 - tensão cisalhante inicial no plano xy (T ) xyo 

Deverão existir tantos cartões i.3) quantos forem os pOQ 

tos nodais da rede (NUMNP). 

j) Cartão do número de níveis ou fronteiras de escavação(IS) 

k) 

1-5 - NNIVEL - numero de níveis ou fronteiras de esca-

vaçao 

Se na análise não existir escavaçao, NNIVEL=O. 

Se NNIVELfO - Cartões de descrição da escavação. 

k.l) Cartão das características dos níveis de escavação 

(16I5) 
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1-5 - NPOINT - numero de pontos nodais na fronteira de 

escavaçao 

6-10 - NJUSTB - número de lados da fronteira pertencen -

tesa dois elementos adjacentes 

11-15 - NJUSTA - número de elementos que têm apenas 1 pon 

to nodal na fronteira 

Para melhor compreensão destas variáveis vide exemplo do 

apêndice III. 

k.2) Cartão(s) com os números dos pontos nodais da fron -

teira de escavação. 

1-5 - NPONTO() - numero do 19 no da fronteira de esca­

vaçao 

6-10 - NPONTO() - numero do 29 no da fronteira de esca­

vaçao 

Deverão existir tantos NPONTO quanto for o numero de nos 

da fronteira de escavação (NPOINT). 

k.3) Cartões de descrição dos elementos que têm lado na 

fronteira (4I5) 

Estes cartões devem ser fornecidos alternadamente (19 

o elemento interno à escavação e em 29 o elemento externo 

a escavação, pertencentes ao mesmo lado). 

k.3.1) Elemento interno à escavação (2I5) 

1-5 - JUSTB - número do elemento interno à escavaçao 

6-10 - LSIDE - número do lado, pertencente a este ele -

menta, que se situa na fronteira (verFig. 

A-II-5). 

k.3.2) Elemento externo à escavaçao (4I5) 

1-5 - JUSTB - número do elemento externo a escavaçao 

6-10 - LSIDE - número do lado, pertencente a este elemen 
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. 11:...15 - NPC 

. 16--20 - NPSI 
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to, que situa na fronteira (ver Fig. A­

II-5) 

- numero do ponto nodal (na numeraçao de 

NPONTO} pertencente a duas 

consecutivas . 

fronteiras 

- numero do ponto nodal (na numeraçao loca~ 

1 a 4) pertencente a duas fronteiras con­

secutivas. 

Os ~s;NPC e NPSI serão deixados em branco quando o ele-

menta não possuir ponto pertencente a duas fronteiras de escava 

çao consecutivas. 

k- 4) Se NJUSTA;,!O - Cartão (s) de descrição dos elementos que 

têm apenas 1 ponto nodal na fronteira (16 IS) 

1-5 - JUSTA( ) -número do elemento que tem apenas 1 nó na 

fronteira 

6-10 - JUSTA ( ) - número do elemento que tem apenas 1 no na 

fronteira 

Deverão existir tantos JUSTA quanto for o número de elemen­

tos com apenas 1 ponto nodal na fronteira (NJUSTA). 

Dever"ao existir tantos cartões k)quantos forem os níveis ou 

fronteiras de escavação (NNIVEL). 

1) Cartão de descrição das operaçoes a ser·em realizadas na e­

tapa de análise (16 IS) 

1-5 - JCODIG - = O, nao existem operaçoes na etapa; fim 

da execuçao 

= 1, existem operaçoes na etapa 

6-10- JESCAV - = o, nao há escavaçao nesta etapa 

= 1, há escavaçao nesta etapa 



11-15 

6-20 
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JCCONC - = O, nao existem cargas concentradas 

nesta etapa 

= 1, existem cargas concentradas nes 

ta etapa 

JRIGID - = O, nao existem elementos com rigi­

dez modificada 

= 1, existem elementos com rigidez 

modificada 

21-25 JCDIST - = O, nao existem cargas distribuídas 

= 1, existem cargas distribuídas 

Obs.: Para finalizar a execuçao deve ser colocado um cartão em 

branco (JCODIG =O). 

m) Se JESCAV;é O e NNIVEL;,! O - Cartões adicionais que defi -

nem as características da etapa de escavaçao. 

m.l) (16 IS) 

1-5 NRETI - número de elementos retirados nesta e-

6-11 - NPRET 

tapa 

número de. pontos nodais internos a esca 

vaçao, incluindo os desta etapa e ante 

riores 

m.2) Cartão(s) com os numeras dos elementos retirados na 

etapa (16 IS) 

1-5 - NELRET ( )- número do 19 elemento retirado 

6-10 - NELRET( )-número do 29 elemento retirado 

Deverão existir tantos NELRET quanto ~or o número de ele 

'tos retiradosina etapa 1pa (NRETI). , 

m.3) Cartão(s) com os números dos pontos nodais internos 

à escavação na etapa (16 IS) 
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6-10 - NBC( 
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- numero do 19 no interno a escavaçao 

- numero do 29 nó interno a escavaçao 

Deverão existir tantos NBC quanto for o número de pontos 

nodais internos à escavação (NPRET), incluídos os desta etapa 

e das anteriores. 

Não devem ser incluídos os nos que fazem parte de eleme~ 

tos que terão a rigidez modificada na mesma etapa (estroncas, 

revestimentos, cambotas, etc). 

n) 

o) 

Se JRIGID;o! O - Cartões de descrição· dos elementos que 

têm a rigidez modificada na etapa 

n.1) (IS) 

1-5 NRIG - número de elementos que têm a rigidez mo 

n.2) (2I5) 

1-5 KL 

dificada 

- número do elemento cuja rigidez será mo 

dificada 

5-10 - IX(KL,9) - número do tipo de material (fornecido an 

Fe-iTormente ··, 

O número de cartões n.2) deve ser igual a NRIG. 

Se JCCONCf O - Cartões de descrição das cargas concentra -

das da etapa 

o.l) (IS) 

1-5 NCONC - numero de pontos nodais com carga concen 

trada 

0.2) (IS, 7Fl0.0) 

1-5 NPC 

6-15 - FX( 

16-25 - FY( 

- número do ponto nodal com carga concen -

·trada 

- carga concentrada na direção x 

- carga concentrada na direção y 
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O número de cartões 0.2) deve ser igual a NCONC. 

Se JCDISTt O - Cartões de descrição dos carregamentos dis-

tribuídos da etapa 

p.l) (I5) 

1-5 NCDIST - número de elementos com carregamento~ 

tribuído na etapa 

p.2) (2I5, 6Fl0.0) 

1-5 KL 

6-10 - LADO 

11-20 - PP (1) 

21-30 - PP(2) 

31-40 - PP (3) 

41-50 - PP ( 4) 

51-60 - PP(5) 

61-70 - PP(6) 

- número do elemento em que atua o carre­

gamento distribuído. 

- número do lado em que atua o carregameg 

to distribuído (Fig. A-II-5) 

- intensidade do carregamento nos pontos 

- nodais do lado do elemento (ver Fig. 

- A-II-5) 

O sinal do carregamento (PP) deve estar de acordo com a o­

rientação dos eixos x e y. 

Os valores de PP deverão ser fornecidos na seqüência indi-

cada pela seta do lado do carregamento, conforme mostra a Fig. 

A-II-5 b) para o lado 3. PP (2) PP(4) PP(6) 

lado 1 

t l l 6 PP(l) PP(3) PP (5) 
3 2 -
1 1 

y 

7 r~ 5 

lado 2 
lado 3 

X 

4 1 b) 
8 

lado 4 a) 

Fig. A-II-5- Carregamento distribuído no elemento. 
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OBSERVAÇÕES FINAIS 

O programa analisa apenas um problema de cada vez. Caso 

seja conveniente analisar vários problemas, deve-se introduzir 

um teste na variável ICODIG para voltar para o início do progr~ 

ma. 

A saída dos resultados imprime deslocamentos e tensões, 

estas em pontos nodais para análise elástica linear e em pon­

tos de integração para análise elasto7plástica. Caso se deseje 

imprimir também deformações, estas são fornecidas nos pontos de 

integração através da variável DEFT. Para impressão das defor­

maçoes nos pontos nodais deve-se criar uma variável para fazer 

a acumulação nos pontos nodais dos elementos e tirar a média p.~ 

ra impressão nos pontos nodais da rede. 

As variáveis utilizadas no programa foram dimensionadas 

com vistas à aplicação e problemas práticos. A seguir são de~ 

critas as dimensões que devem ser observadas para a aplicação 

do programa. Caso seja necessário maiores dimensões para algu­

mas variáveis, deve-se modificar devidamente as dimensões das 

referidas variáveis no programa. 

número de pontos nodais (NUMNP) - 450 

numero de elementos (NUMEL) - 130 

largura de banda (MBAND) - 70 

número de nós com restrição, incluídos os internos a escavaçao 

(NBC) - 130 

número de etapas de escavaçao - (IFRON) - 8 

número de pontos nodais em cada fronteira de escavaçao 

(NPOINT) - 30 

número de lados adjacentes a dois elementos em cada fronteira 

de escavação (LSIDE) - 30 

número de pontos nodais pertencentes a duas fronteiras, para ca 

da etapa de escavação (NPC) - 30 

número de incrementes para análise elasto-plástica (NICRM) -20 
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34 f t -

(10,36m) 

"ª • 
25 

29 
,. 

deslocamentos hori ZO!!_ 

tal e verti.cal nulos. 
deslocam,~ 

horizontal 

V nulo i':I 13 

" I< 88 ft (26,Sm) ~ 
Fig. A-III-1 - Exemplo para utilização do programa. 
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AP~NDICE III 

,. EXEMPLO DE UTILIZAÇÃO DO MANUAL DE ENTRADA E SAfDA 

RESULTADOS 

DOS 

A Fig. A-III-1 apresenta o maciço e o túnel discretiza­

dos que serve para exemplo de utilização do programa. A linha 

que liga os pontos nodais 143 a 94 delimita duas etapas de es­

cavação do túnel. Os comportamentos do maciço e do túnel sao 

considerados elásticos lineares. 

De acordo com o Apêndice II foram codificados os dados 

de entrada do programa, os quais são apresentados nas páginas 

194 a 198. 

Na Fig. A-III-2 é apresentada a rede dos elementos fin! 

tos desenhada pelo PLOTTER através de um programa desenvolvido 

pela COPPE. Este programa utiliza os próprios dados topológi­

cos da rede utilizados pelo programa desenvolvido neste traba­

lho, o que torna simples detectar erros na codificação de car­

tões. O programa para PLOTTER não representa os lados curvos 

dos elementos como pode ser observado no contorno da cavidade. 

Nas páginas 200 a 205 são apresentadas partes da impre~ 

sao dos resultados. 
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'10DFLO P,\R/\ UT',l LI ZAC All DO PROGRAMA 
150 4 3 1 l o 1) 35 2 

1 ROCHA FRATURADA 
1'14000000. o.? \',O.o 0,2 
PEVESTIMENTO DE C0'1CRtTO 

11?88000000, O, 1 5 150.() 
l () • <l 88, 

r.; 5 0, 0 88, 
7 88, O 811 , 

1 1 88,0 o. 
\ 3 48 ··º o. 
19 () ' 1) o. 
20 º·º 8,,6 
?? 42,6 81 , O 
23 69, O 76,6 
?4 72.8 42,6 
25 67.4 l O. 8 
?.6 4 l , (l 8,8 
29 o. o B.O 
30 o.(} 79.2 
32 !fl. 7 6 • 4 
'>4 3"i,2 74,0 
36 r:,o. u &S, 2 
58 'i 7, 6 4 l , 2 
40 46,8 21 • 6 
42 34, fl l7. 6 
48 (l • () 16,0 
49 o. o 74,0 
50 15.o "/1 • 6 
e; l 29, o 6 8, O 
52 Ll0,4 59. '> 
53 i, 6. 6 40., 
',4 58. /j 26,2 
55 .$0,0 22,8 
e; 8 o. o ? 1. o 
',9 (). o 6'1.?. 
61 l?.O 66.H 
63 2?,8 6?,Q 
65 50,8 e; 3, 4 
67 35.6 .$9. ll 
69 5 o, o '>O. 8 
7 1 26.0 28, o 
77 ll • ll 26,0 
78 o. o t,'i,6 
7"1 1 O , O l,'. 8 
80 1 CJ , li :,9, O 
81 26,ll 50.7 
A2 29,8 .,8. 9 
fl 3 ?7,0 52,4 
84 2 .... 'i '> l. 2 
87 U,0 .$0,0 
88 o . () 1,2. O 
89 ü. 0 6 ! , 6 
q () H,O 60.8 
q1 1 2 , 4 5 8. /\ 
92 l h • () '>6. n 

~--- -- .. '0 19,U ':, 2 • ;, 
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<ll./ 2? • 11 IJ/l • () 
q5 ? 3. li 43.b 
<l6 211. 11 :rn. i1 

98 ?. i.i • o ,a.o 
l {! o . ? 1. () 3 i.i. O 
1112 l l./ • o 311.0 
1 0 JJ 7,.?B 3 li • o 
1116 o • 1) 311.11 
1 O 7 o • (1 6/J. O 
108 8 • O S8 .. 2 
109 1 5. o ::ili • (1 

1 l O 20.0 l./ 7 • o 
1 l 1 22. O "3H.2 
l 12 2 o. 6 5 6 • O 
11 5 13.8 36.0 
ll 4 7,2 36.0 
11 5 o • o 36.0 
1 1 & o. o ::i8. o 
11 7 ~.9 57.6 
1 1 8 7.8 56,4 
1 l 9 11. ::i 4 • 6 
120 1 4. O ':i?. o 
1 2 l 16.? 4 9. li 
122 18. li l./ 6. () 
123 19.4 42.? 
!?4 20. IJ 58.0 
!?6 13.6 38.0 
128 7.2 3 8 , o 
1, O o" o 38.0 
l 3 1 (1 • o 54,8 
l 3?. 7,6 ':,,. a 

135 13.2 50.h 
1 3 lj 1 ', • 4 4 6 • O 
\3':, !, • (1 42.0 
1 31., 7 • li 42,0 
1, 7 u • () 11?.o 
138 o. o 51. h 
1 4 U 7. b ':,O. 8 
142 12.4 49,2 
144 12.8 l./ b • li 
l l./6 7,6 46.0 
[ lj 8 o • () l./ b • (1 

1 l! 9 7.6 48. IJ 

1 'i O o. li l./ 8. 8 
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1 i o . -

7 1 O 
8 l () 
9 1 O 

1 O 1n 
1 1 1 1 
1 2 1 ! 
1.3 1 1 
1 li l 1 
15 11 
16 1 l 
1 7 1l 
1 8 l \ 
1 9 1 1 
20 1 1) 

,:q 10 ,o 1 O 
48 1 () 
49 1 O 
58 1 O 
':, 9 1 (1 

77 1 ll 
78 1 () 
p, 7 111 
88 1 o 

1 O 6 111 

1 O 7 · 1 o 
115 l (1 

l l (> 1 o 
130 lo 
l 31 10 

1,7 1 1) 

138 1 O 
lll8 1 (J 
ISO 1 O 

l 32 3 ,o 21 2 20 3 ! l 
l u 61 32 3 (\ S9 s 1) 3 1 49 hO 1 
1 9 9 (1 61 'i9 88 79 60 78 89 1 
25 l l 8 90 88 11 6 108 89 107 l 1 7 1 1 
,2 9 ll 96 124 1 O O 97 1 1 1 1 1 ? 99 1 1 
,3 1 O O 124 126 102 1 1 2 125 l 1, 1 O l 1 1 
36 1 4 O 118 116 138 132 l.1 7 ! 31 139 1 

39 1 ?. li 122 1 4 4 126 12, 1 , 4 135 l?S .1 
40 126 1 4 il 14h 1?8 1 3 'i 14S 1 .3 b 127 1 
42 144 142 140 \46 143 1 ll 1 149 J IJ 5 1 
43 146 ! 4 Ü_ 158 1118 149 1,9 150 147 1 

---- -



88, 
2 
7 ' fl 8 lj 9 q 1) 'll '12 g3 94 

28 1 
1 9 3 
?9 1 
20 3 
30 1 
?! 3 7 
1 .s t, 1 
94 95 '16 97 98 qq l () o 1 O 1 102 1 O 3 l O 4 105 106 

'1 1 

22 3 
32 2 
?3 3 
32 '.I 
2 LI 3 
,3 3 
?5 ' 1-' 

34 3 "' -.J 

26 :1 
,5 3 
27 3 
? 1 

1 1 
~) 1 1 

36 37 38 42 11 3 
UI 132 1,, 1 3 fl U9 \40 1 4 1 142 143 \49 1 '>o 

3 
?8 1 1 
29 li 
30 1 1 

l 1 l 
3 ?. o 

39 40 4 1 
1 31 132 133 158 1,9 \ lj () jli l 1 4?. 143 149 150 134 135 136 1,7 144 
145 J l.lb 147 148 

'i ! 3 1 1 l 
3? 1 1 
33 t 1 
34 1 1 
3 ~1 1 l 



' 198 1 
---~· 
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110DELO PARA UTIL!l.ACAO DO PROGRAMA 

NUMERO DE PONTOS NODAIS••-•·---------150 
NUMERO OE PONTOS NODAIS C/ RESTRICAO- 35 
NUMERO DE ELFMFNTUS-------------•-••• 43 
NUMERO DE SOLOS OU ROCtlAS------------ 1 
NUMERO DE MATERIAIS DE SUPORTE•·----- 1 
TIPO DA ANALISE---------------------- O 
GERACAO AUTOM. PI REDE CIRCULAR-••••• O 
~ENSOES INICTAIS·-------------------- 2 

ANALJSF ELASTICA·LINEAR • PLANO DEFORMACAO 

--------------------------------------------------------------------
TIPO•••• ROCHA FRATURADA 

NUMERO DO SOLO OU ROCHA----­
MDDULO DE YOUNG------------­
COEFICIENTE DE POISSON•••••• 
PESO ESPECIFico------------­
COEF. DE EMl'lJxO LAlERAL----.-

1 
.lll4000Et09 
.200000[+00 
.ISOOOOE+03 
.200000f:.t00 

COESAO•••••••••••••••••••••• O, 
ANGULO DE ATRITO INTERNO•••• u. 

CARACTERISTICAS DOS MATERIAIS DE SUPORTE 
--------------------------------------------------------------------------------

REVfSTlMENTO DE CO~CRETO 

NUMERO DO MATf:.RlAL·---------------·-··•••· 
MODULO OE YOIJIJG--------·••••••••··--------
COEFIC IENTE DE POISSON-·•-•·•••••••••••••• 
PESO ESPECIFICO·-------·•-•••·•-·-------·• 

1 l 
.288QE+09 
.150UE+OO 
.ISOOE+D3 



COORDU!ADAS [)0 S pn11TOS 1rnnA IS 

=========-===========--=--~-. e o ri D I e o E s D F. A p o I o 
PONTO rrnDAL ABCISSA ORDENADA =============--===~============== 1 º·ººº B8,000 

2· 12.soo 88,000 PONTO rrn D A L APOIO RECAl[J. X HECALQ,Y 
-~ 2'>, 01)0 88. ººº 1 1. n o • o o o º·ººº li .n.soo 88,000 7 1 () 1.1 , [I U 0 0,01)0 
5 so.ooo 88, Oúíl 8 1 O [I • o o ú ·o • o o o 
6 ô'l,000 88,000 9 10 º·ººº º·ººº 7 88.000 88.000 1 O 1 () o • o o () n.ooo 
ll fl8,000 66,000 1 1 l l o • l) o o º·ººº 9 88. ()1.)(1 111.1,000 12 1 1 º·ººº º·ººº 1 O IJH,000 22,0\lO 1 3 1 \ ll. ºº o º·ººº 11 88,000 º·ººº 1 4_ 1 1 o • o o íl O. o úO 

l 2 68.000 º·ººº 1 5 1 1 º·ººº o • () o o 
1 3 tj/l,000 º·ººº 1 b 1 l º·ººº o • () o 1) 
1 l.j 411.000 º·ººº 1 7 1 \ o • () o o o • o o o 
15 32,000 º·ººº 1 8 1 l º·ººº () • () o o 
1 6 24.000 () • (l o o 19 l 1 o • li o o º·ººº 1 7 16.000 o • o () o 20 1 () 1) • 1) o o () • o o () "' o 
1 8 fl.000 o • o o () 29 1 1) o • () o o º·ººº o 
1 CJ º·ººº º·ººº 30 1 O º·ººº º·ººº 20 º·ººº 83.600 IJ8 1 O º·ººº o • o o () 
2 l 21.300 82.300 49 1 () 1) • o o o li • o o o 
2;, 42,601) 81.000 'i 8 1 o li, O 00 º·ººº 23 69,000 76.600 59 · l O º·ººº º·ººº 24 72.Buo 112.600 77 1 n º·ººº º·ººº 25 b 7 • li O O .10.800 78 1 () 1) • o o o o • o o o 
26 lll.000 8,800 87 1 1) o • o o o º·ººº 27 27.333 8.S33 ll fl 1 (1 o • () o o o • o o () 
28 11,bó7 8,267 1 O 6 1 O º·ººº o • o o () 
29 o. o ()(1 8,000 1 o 7 1 li () • o o o 0,llüi) 
3 1) º·ººº 79.200 1 l ':> J I) º·ººº o • o o li 
3\ 9. O 00 77,800 1 16 1 o º·ººº º·ººº 32 18.000 76,400 1 3 O 1 o 0,001) º·ººº 33 26.600 75.200 1 31 1 1) 11.000 o • o o o 
311 35.?00 74,(100 137 lo º·ººº º·ººº .S5 4?.600 69,600 1 3 ll 1 O ll • o o o o • o o o 
3ó ':,(),000 6':>. 20 O 148 1 () () • o o () º·ººº 37 53.800 53,200 

" 
1 5 o 1 () º·ººº 1),000 

38 57.600 41.200 
39 52,?00 .31 ,400 
4 () IJb,800 21,hOO 1 
li t 40.40() [9,600 
42 34.000 17,600 



ELf:.M[IJTQ ~10 • 

1 
? 
1 

' 5 

• 
7 
A 
g 

1 U 
li 
12 

" 1. 
15 ,. 
17· 
18 

\ 

" .-t 
2u 

o 21 

N 
22 

" 24 

" ,. 
" 2' 
2' 
JO 
31 
,e 

" J4 
35 ,. 
37 
J8 

" '° " '12 

' 1 

JliCIDt.tJ(!I or15 ~or,109 NODAIS 110S [lEMENTOS 
========================================== 

tJP1 ~iP;, MP3 NP• ~JI.' 'j NP. NP7 

" ' 1 30 " ? ,o ,. ,. 
' " 2? ' 21 ,. 7 5 34 23 • 22 

'" q 7 ,. 2• ' " "° li q l8 25 IO 2, 

" " li •o ,. 12 é5 

"" " 1' ., 27 " 
,. ,. 17 " 

., 28 •• 27 
08 " 17 ,. 2' 18 28 
61 " 'º 50 so 31 

,. 
., '" '2 •• 51 " so 
b5 ,. " bl S2 " 51 
b7 " ,. •5 5' 51 52 

•• '° " b1 5• ,, 53 
71 '2 ''° ., ;s " 5' 
73 ., ,, 71 5b ,, S5 
7S 4h " " 57 " ,. 
77 " 

,. 75 58 " 57 
90 •• ,, 88 " . ,, 78 ,, nl •• qo 80 b2 

.,, 
" b5 ., ., 81 •• 80 

" b7 b5 " 82 •• AI 

" " 67 .. " •• 62 
1 u O 71 •• QA '" 70 " IU2 73 71 ,00 85 72 •• 
IU4 " " 1 02 •• '" 85 
100 /7 7S l º'' e7 7b •• 
11• ... •• ,, . ,08 •• ,07 
120 ., '" 11 R '" .. '°" 122 " 

., 
''° 110 q3. '" 124 .. .,, 12?. 111 ., 11 o ., 

" 121.1 IOO " 111 li?. 
IOO 12, 12• IO? '" 125 1" 
1 O 2 12b 12• 1 °" 1" 127 '" 
1 °" 121- "º ,o• "' 12' 115 
1 4 O 118 11 • ll8 l 32 117 131 

'" 120 118 "º IH 11' 132 

'" 122 120 142 "' 121 "' 12, 122 \.:JIJ 12b '" '" 135 ,,. 1.:IIJ 14ó 128 135 ,., ,,. 
128 \ Ili:, "' "º 136 '" '" !illl 1'2 \ 411 140 1 'J '" 14• , .. 1 /10 '" '" 14• "' 150 

NPB HATfRlAl. "l(!. ot: P(JNHlS º' lNTt.GRACA.O 

" H ' ,s l • " l ,. ' " 
. 1 

" ' ,5 l 
•7 J 
bO J 
b2 ' ., 

' • • ' b8 ' 70 ' 72 ' '" ' 1b ' .. ' " J 

" ' '5 J 
•1 ' •• ' IOI 1 ' '" 1 ' 1 OS 1 l 

117 li l 
.11q li ' "' li ' '" li ' •• 11 ' IOI 11 ' 1 °' li ' 105 11 l 

'" 1 
., 

"' 1 ' '" ' 125 l 
127 ' 12' ' 'u; ' 1"7 ' 
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• 

==-=============================================================== 
E T A P A N U ~ E R O 

==-================================-===================-----=--==-
• 

NUMERO DF PONTOS t,n0A1S DA ~-POtHEIRA--••••----•-••• 7 
NO. O[ uons ()A FR()·JTFH:A PERTf:!1CEtHf:S A 2 E.LEMs.-- 3 
NO.DE ELtMEtiTOS C/ APENAS t P 0 N0 ,~A FRO.~TEIRA••-••• O 
NO. DF fLE.Mfl1TQS A SFRFH ~rrIRAUOS !JFSSA ETAPA·---- 5 
NO.DE P 0 rJ 0 1~TFRIJ0S A ff10riT[[IIA DE E.SCAVACAO••••••- 11 

lb 

, 1, 

H 

Píll·JTPS i10IH!S f>tRT(l;([llTf.S A FI./OtnfJRA 

"' 

,,, 

•,o. DOS Pn:,ToS NOQ.\IS PHER•ios A ESCAVI\CA(J 

132 !31 138 1JQ 1~!) '" l ,O 

[lF'1E:.rJT0S fWt. TE[M L./,0:J '.JA FROIHF.IRA 

fLt HEriTrJ LAÜÍ/ 

c8 l 

'" ' 2q. l 
2U 3 
30 1 
21 ' 

Fl!N(i',S D[ fSCAVACAO f)A F'ROIITE IRA MQ 0 

p. /~. RB r> • -.2'i7920E:.+OJ FY • -.SlltJótJ7E.•Oll 
p. /,. 80 FX • • • 6Llll t,IJ 1IE. +ll3 " • •.20S0!3E.H15 
p " _q() " • -

0
h97 HJt+o'3 ,, • -.12sna+os <u: ql ,, • -.28'3t:,q6E.+oa FV • -. 225 7 31 E. +fl'j 

P. ri. n " • •,.?!6t1ll8E.+OI.I " • ·.120381E.+05 
p ,IJ, º' Fx • -,5771?.oE+O/J " • •,lqqqtOE+05 
P.•,1. º" f X • •,ll.llJ27E.+UlJ " • -. 7oqql 7E-t04 

SO:tF >:: •.13787flF:+OS SOMF '(: -,10022.?F+lló 

:111{•Ali(A DF RJG1DU DOS MATE.J.lJAJS 

tJl/~l~!líl [)E. ELE.M(flfOS COM RIGIDEZ AllMfNTADA : 3 

2K 

lO 

TIPo DE MnERJAL 

1l 

11 

11 



ílESUlC AMF Nl' OS é T t.t,J SílE S DA E:. TAP A 

--------------------------------
PN D[SL nCt-< nt.sLncv S l GM A)( 5tGMAY TAuX'I' 5IGMAl 51Gl'1 A1 5IGMA.~ ANG 

l () . •. lb1l?df-O? -.4b8?lf+04 -.36053t+o, .37t8Uf +ll.\ • • 1 úOASf_ ·Hl4 -.4713Bt+f'!4 -, ,2877ft03 •,486E+Ol 
2 -. )0511.iE:•03 -. \1ll.3Sf•O?. -.27AAbttfl4 .r;q213E+02 .21234f:+113 - • ',4':188F + 03 •.2A044E:.tol.l • 7l.lQl'jHf+02 -.42t1E+Ol , -.t.10'724F·11·s - • 111•.!1\t,E: -02 -.b4?<nr+n> -.231?qF+03 • 4',4bP..f +02 •.t7~U4f:+O'\ ·.bLioAóF+n.> -.2?tdb~ +O'!. -.bt8t+01 
4 -.uu1A.>F-o.s -.07,,qbf-113 .8\'\Q?t+Ol., 0 17úQbE:+O'\ -.1sg'l4t+o3 • lqbg8f+o:,, .13)~St+o-S .8',t ,bf+O.) ,7b6E+O? 

' -.31it'7üf. .. O!, ... 1~n!,AQf.•(1!, .15q)2ttll!J .2?08Aftfl3 "'• t5gtbf..i'O!, 0 3t>2Alt_+o1, .êo?b7E+iJ3 .16114t+04 ,83'>Ec+02 
h -.lb71~E.-ll) ·.1A':i51t.•l1,5 .12gQ1Jftf14 -. \Cjq20f+03 -.z44Q3r..-02 .?2QA"it:_tn3, •. \',Ohtf+n.) .12_QqgE:+{l4 .agoE+o2 
7 " . -.1tl37E•tl3 .128n7f+ou 0

\123üf:+O) • .bOSQJf' +nê' ;2lBSqf'+t1!, .1nq1ht+n3 .1251,B[+flU .A7Qft02 
8 " . -.9h1il'IF-ll4 -. 3QQ28E: +05 ... 3.BHbt.+61.i -.2tql.l3E.+112 -.t>1~<:>8f+01, •.Y\'\HAE:tol.l -.3gqt2f+03 .Bgbt-"+02 
Q u. -.tlb'HRf•04 ... lgl)Qq[+/)4 -.b77ii';,F.:+'01.1 .sq7qr.,E.+n1 -.11~72gt_+().4 •

0
b7 fl.i';,E+'n4 .. , lqugQt +01.1 -.AqQft02 

lo ü • •.b'\i)12t .. lll.l • • 252 t I.IE_ tOIJ ·.10.B2f+O'., ... ,~2B83f+OO -.?\7Utif-+OI! ... 1 ll'33n +o<:> -.25214t+04 • qOOE •02 
20 o • .... l ti2HOE-02 -.3i;71.1qfH)4 ... <:>1294E+o'\ .2g?t lf+tl'\ -.80.>lbE.+n3 "'• 3tq.)5ht +'OLi ...':,41J21[+03 •.'>~bf+OI 
21 -.;Q,,8':JE:-03 ... l 17"1,3E:•02 •.1fl)82f+,14 •.11b28f+OI.I .9A908Ftll.) •.4000Uf_H13 -.20Q1bt_t()4 -.1091.17f+03 -.Llb8tt02 
2? -.26bh<:>f-()) "'. f)301l8E -n3 .':i0017E:tll'\ -.ll'\7l)E:.t04 .2P.3{)Qf+03 •.A<:>3',Qf+O? -. 11 A1!',ftn4 ,51.l774f t03 •,605Ec+O? 
23 •

0
81J877f-01.1 -. toS77f•íl3 .3bb87tt-03' -. lb45qE:+04 • .)QA18t+n2 -. tB 742f ,r13 -.1 b4h7ft,14 •. H,7b'1t +03 •.A89ft02 

20 .':ll 7in!,f-n4 • 0 l \QA]f-u3 -. tB547Etlll.i ... hQ857[+()LI • \7787E.+03 - • 1 uq<:>Jt toa -.b9Q1Qf+nll •,lBl.lP.'it:..+04 -.880f+02 
2', • 51--12P.!lf- .. o~ -.Shl'irlf•\ll.i -.2bg34F.t01.i -.t?3Qof+O<:> .2C,1.192f+03 -.2,,)1.1E.+'04 •. \239M_to':i -.2b8h7E+Oti -.BB'St..-o? 
2ó .u44R2t -11 11 -.ôP.2UflE-ll4 -.27uQl.iftf14 -.t.',49?t-t05 • '\b38Qf +n.) -.27o51f+ou ... t 3r,01.1t + n5 -.2t:,97,tft04 •,88lE+O? 
27 .24CJ~7f:_-04 ... qq:18?.E-nl.l -.?'lb70ft•ll.l - .1 SH25E:. +05 • tB377E +03 ""•280\7ftOIJ •. J 31i2Hf+11':, - • 2SbU8t + 01.l •,8•lE+02 
2A .2hdO:\E•!lS, -.8P.t-?°7E-n4 -.2h884E:+(]4 •• l .>bb3t+05 •.57434E+02 -.;nq\qF+Uli -.1:\hbSf+(I':, -.2ól:H~\f:+04 ,8"7E +02 
2q C.) • •. l':i"Sf\qE•t\4 • 0 ?A01.J3f+'ll.l -.13470E:+OS .-.?.Q3llh~+li1 -.2771l8f+fll.\ -.13470F+n5 -.2e.ntnf+04 .goot:+O? 
30 l). -. lfi~ALIE.-()2 ... ;i:,91.ll)f: tl.\ú -.85\07f:.+Q", • 2U'":>':)2f +11 3 • 0 ti\h2\ft(I~ ... 262.,qf+,14 -.817l5f+03 • 0 7A7t.+Ot 
,1 -.12117qF-ll.S -. 1,s-,qr-112 •.lgOJGf:.t\!4 •. lQljQl,lf:tOU .gnh95[+ll3 -.r,·.s2?0E: tl)3, -.2481.iQ~ tll4 -.4A2tJU +03 •,12~E+02 

"" 32 -.l~Q',(if:•!1!, -.12q1.1;t_-1.12 -.11un2r +n4 -.21UlJ7E+OLi • lb703t t04 -.S7Q!,Qt +O!, - •. P16 l iif +o4 .11b07f"t03 •,51lE+02 
"' ~ 

,, -.1 Q1Jf11)E:_ •t)!, -.QFIIJ(lgE-03 • 0 51.16A\t+03 ·.22428C+OIJ. • 1 1 7 ':, 1.1 E:. + O Li -.4A\12t+o3 ... 2RUU1Ftn4 .<:>t1.',SC1E t02 •,b2QE:+02 o 
1 

34 -. tbllQ1,[-0!, -. 70Qn2E-o!, -.2f\t'43EtO!, -.26274Et04 .7tl7bt+o!, • 0 l.1QR37t+03 ---2~2hff+(l4 -.w::11<:>Br+o2 •,744ft02 w 
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COPPF / UFRJ 

TESf DE MESTRADO• JUNHO/J977 

~APC]O DE SOUZA SOARES DE ALMEIDA 

PROGRAMA TUNELPLAST 

ANALISE FLASTO-PLASTICA DE TUNEIS PELO 
MFTODO DOS FLEMFNlOS FINITOS 

C************•****************k*********************************k 
FILF 5:R[ADFR,UNIT=RfADFR 
FILE 6:PRINTER,UNIT=PRINTER 
FILE 11:FILEl!,UNIT:DlSKPACK,RECORD:512,ARtA:5U,BLOCKING:15 
FILF 12:FILE12,UNIT:DISKPACK,RfCORD:400,ARtA:130 

IMPLICIT REAL*8CA-G,O-Z) 
INTEGER SINAL 
COMMON/UM/NUMFL,NUMNP,NPCE,NINCRM,LEITU 

· · -COMM0N/EHH-S-/SlGTD(450,4),DtSLOC(í',4!>0),lG(4,4'>0l 
COMMON/TRES/NPOINT(BJ,NPONT0(3U,8J,NJUSTB(8),NJUSTA(8), 

* JUSTBl30,8,21,LSIDE(30,8,2l,NPRET,IFRON 
C0MM0N/QUATRO/IX(!30,10),IU(Q50l,KL,IL 

COMMON/C[NCO/R(4501,Zl450),UX(450),UY(45U),R!(9QO),R2(900), 
lMBAND . 

CO~MON;NOVE;YOUN2(16),POIS2(16),GAMA(16),COFLAT(16),S1NAL 
COMMON/DEZ/NNIVEL,JFSCAV,JCCONC,JCDIST -
COMMON/DOzEITOLtR,PERC(20l,SM,IPI(25l,IRESI,ITERA,IFORC 
C0MM0N/QUJNZE/ZJ(4,251,DEFOR(3,?5l,F(25),FOC251,DEFT(3,25) 
CoMHoN/VINJEIRfC(t30,2),NBCl!30),NFIX(J30),NB 
COMMON/TRINTA/NDF,NCN,NSZF 
DIMENSION ZT14,2S),FORCAX(50,8J,FORCAYC50,8J,A(2,25) 

1,SK(900,70J 
DATA L.R,L>l/"i,6/ 
r1DF:2 
tJCN=8 
S!NA.L=O 
JfSCAV:o 
ITERA=O 
IRtSl=O 

C**** Lt CARACTERISTICAS DO PROBLEMA ••••••••••*•*****"****** 
CALL ENTRA 
NSZF=NDF•NUMNP 

C**** INICIALIZACAO *********º*****"*'***************< 
DO 40 K=!,NUMNP 
DO 10 J=l,2 

10 DfsLoC(J,K):O. 



e 

DO 30 J=l,4 
30 STGTD(K,Jl=O. 

UX(K)::Q. 
40 UYCK):o. 

2 08 

C**** LEITURA OU CALCULO DE TENSOES INICIAIS 
CALL TtNIN(SK,ZT,AJ 

C**** 

C**** 

"'º 

DEFINE CARACTERISTICAS DOS NlVtIS D[ ESCAVACIO************ 
CALL ~IVESC(FORCAX,FORCAY,ZT,AJ 
SINl,L::1. 
l.EITURA DAS OPERACOES DA tlAPA *******'*'*****'********** 
RFAO (LR,150) JCODIG,JESCAV,JCCONC,JR[GID,JCDIST 
IFCJCODIG.EQ.o) WRITt (LW,160) 
JF(JCODIG.Eíl.OJ STOP 
DO 60 J::!,NUMNP 
UX(J):O. 

60 UY(I):O, 

C**** 

YiRlTE(L~,170) SINAL 
IF(JtSCAV.tQ.OJ GOTO 70 

IMPRIME CARACTERJSTICAS Dt fSCAVACAO DA FTAPA 
CALL ESCAVA(FORCAX,FORCAY) 

70 IF(JRIGID.EQ.O) GOTO 80 
C**** MUOANCA DE RIGIDEZ DOS ELEMENTOS Df SUPORTE•********'**•*• 

CAl.:L +1tJBRiG(/q· · · · ·· · ·· ··· ·· · 
80 IFCJCCONC.EQ.O.AND.JCOIST.EQ.OJ GOTO 90 

C**** LE CARGAS CONCENTRADAS ********************º****'****'"** 
CA.LL CARGAS 

90 DO 110 J=!,NB 
IF[NFIXcJJ.EQ.11) 
IF(NFIXCJJ.EQ.10) 
IF(NFIXCJJ.fQ.01) 
GOTO 110 

GOTO 100 
UX(NBC(J)J:O. 
UY(NAC(J)):O. 

100 

1 1 O 

11 5 

C•••• 

11 7 
C**** 

C*** 

UX(NHC(J)J:O. 
UY(NBC(JJ)=O. 
CONTINUE 
DO 115 J=l,NUMNP 
RI C2•J~J ):UX(JJ 
Rl c?•JJ::UY(JJ 
IF(NPCf.EQ.jJ GOTO 120 
MONTA MATRll DE RIGIDEZ E lNTRoDuZ CoND. Dt CONTORNO •••••• 
CALL FORMK(SK,A) 

CALCULO DE DESLOCAMENTOS 
CALL DECOB(SKJ 

**********~*~******************* 

CALL RESOB (SKJ 
DO 117 N:\,NUMNP 
DESLOC(1,NJ:DESLOC(1,NJ+R1(2•N-1) 
DfSLOC12,N)::DESLOCC2,NJ+R!(2*N) 

CALCULO DE TFNSOES t DEFORMACOES 
CALL TE"JS(ZT,AJ 
GO TO 130 
ANALISE ELASTO-PLASTICA 

* *' * ~ * * * * * * * * * * *. * ~ ** * * * * 
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l?.O CALL EPLAST(ZT,SK,Al 
C•••• SAIDA DE RESULTADOS ••••••*******º******º****º****' 

130 CALL SAIDAIZT,Al 
IF(JESCAV,EG,Ol GOTO 140 
KFRON:IFRON+l 
lF(KFRON,GT,NNIYELl GO HJ' 140 

C•••• MODIFICA FORCAS PARA OS NIVFIS SEGUINTtS Dt tSCAVACAO **' 
CALL FMOD(FORCAX,FORCAY,KFRON,A) 

140 S!NAL=SINALtl 
GOTO '50 

1:,0 FORMAT(1615) 
160 FORMAT (///,3QX,'FIM DO PROGRAMA') 
170 FORMAT(//////,120('='),/,40x,'E TAP A NU 1-1 E R o·.1~. 

l/, 120( '=' ),/) 
CALL EXIT 
t"ID 

e********,*********,*********·******* •. *** k* t * * * * ** * * * ~ * * * * * * * ** **+ 
SUBROUT!NE ENTRA 

C*********k*********~**********************************•****~**** 
IMPLICIT REAL*8(A-G,0-ZJ 
INTEGER SINAL 
CílMMQN/UM/NUMEL,NUMNP,NPCE,NlNCRM,LE]TU 

---C-OMMON/GlUA-TRD/ T X ( 1~0 ,-10), J. U ( 450), KL, I L 
COMMON/ClNCO/R(450),Z(450J,UX(4'50),UY(450),Rl(900J,R2(9UO), 

lMBAND 
CDMMON;SETE;COESAO(!Ol,ATRITO(lOJ 
CDMMON;NOVE;YOUN2(16l,PO!S2(16),GAMA(16l,COfLAT(16J,SINAL 
COMMON/OOlEITOLER,PtRC(20J,SM,IP1(~5),IRtSl,ITERA,IFORC 
CílMMON/vlNTf/REC(130,2),NBC(l30),NFlxl130l,NB 
DIMENSION t1ED(78) 
DATA LR,L..;/:,,6/ 
WRr TE (Li., ?.0007) 
WRITE (LW, 102?) 

C ••• CARACTFRISTICAS DO PROBLtMA A ANALISAR ***************•• 
READ (LR,1000J [HED(IJ,!=!,78J 
wRllE (L~,1500) IHED(Il,I=l,781 
READ(LR,1004) NlJMNp,NUMEL,NUMSDL,NSUpOR,NpçE,lGfRA, 

* N9,LEITU . 
IF[NUMNP,EG,OJ STOP 
WRITf(LW,J~03lNUMNP,NB,NUMlL,NUMSOL,NSLJPOR,NPCE,IGtRA,LE!TU 
IFCNPCc.1:.a.01 GOTO 10 
WRITF (L,1, 67 l 
REaD(l.R,635) NINCRM,TDLER 

WRITE(LW,539) TOLER,NINCRl-1 
JINCR:NINCRM+l 
PERC(ll=l. 
RtAD(LR,634) ( ptRC(Il,1=2,JINCRl 
WRIJE(LW,540) ( PERC(J),1:2,JINCRJ 
GOTO 20 

l O wRITE (ll-1,651 



e 210 

C•••• CARACTERISTICAS DOS SOLOS t ROCHAS *****"****º**•******~** 
20 JF(NU~SOL,EQ,0) GOTO 40 

~RITE CLW,68) 
DO ~O M=l,NUMSOL 
READILR,7000) MTYPE,CHEDCil,I=l,20) 
READ(LR,7002) YOUN2(MTYPtJ,P0IS2(MTYPfJ,GAMA(MTYPEJ, 

* COFLAT(MTYPEJ,COESAO[HTYPEJ,ATRITO(MTYPEJ 
nRJTE[LW,4002) (HfD(lJ,I=!,20),MTYPf,YOUN2(MTYPEJ, 

* P0!S2(MTypE),GAMACMTYPEl,COELAT(MTypf),COtSA0CMTyPEI, 
• ATRJTO(MTYpEJ 

30 ATRrTO(Ml=ATRJTO(M)•3.)4[5q?b5/J8o, 
ao IF(NSUPOR.EQ,0) GOTO 55 

C**** CARACTERISTICAS DOS MATfRIAIS DE SUPORTEIREVEST,ESTRONCAJ 
~RITt[LW,1710) 
DO 50 M:1,NSUPOR 
RFAD(LR,!000) (HED(IKJ,IK=l,78) 
READ(LR,!707JMTYPE,YOUN2[MTYP[J, POIS2(MTYPEJ,GAMA(MTYPE) 
~RITECL•,1500J(HED(KLJ,~l=l,78J 
~RITE(LW,1751JMTYPf,YOUN2(MTYPEJ, POIS2(MTYPEJ,GAMA[MTYPEJ 

50 COELAT(MTYPEJ:O. 
C•••• LEITURA E IMPRESSAO DOS DADOS DOS PONTOS NODAIS ********** 

5~ IF(IGERA.EO.IJ GOTO 120 
WRITE(L~.~9-00)-
WRITE (LW,2004) 
L=O 

60 READ ILR,1006) N,R(N),Z(N) 
NL:L+l 
zx=N-L 
Ir(L,EQ.Ol GOTO 70 
DR=(RINJ-q(Lll/ZX 
DZ=CZINJ-ZCLIJ/ZX 

70 L=L+I 
C*º* GfRACAO AUTOMATICA DE P,N, NAO LIDOS •••*******"*****º**** 

IFcN·LJ 100,90,80 
80 R(L)=RcL-lJ+DR 

ZCLl=ZCL•ll+DZ 
GOTO 70 

90 WRlTt (LW,2002) (K,R(KJ,Z(K),K:NL,NJ 
JF(NUMNP-N) 100,110,60 

100 WRITE (LW,2009) N 

GOTO 110 
C••••••• GtRACAO AUTOMATJCA DE PONTOS NODAIS P; R~Dt ClRCUl.AR *** 

120 CALL GtRAUT 
wRITt(L~.1qooJ 
~RITE CLW,2004) 
WRITE(6,2002J (N,R(N),Z(NJ,N:t,NUMNP) 

(************ LEITURA DAS CONDICOES DE APOIO******************** 
110 wRITE(LW,104) 

IF(IGERA,EQ.11 GOTO 127 
READ(LR,4J(NBC(!J,NFIX(IJ,REC(I,1J,~EC(I,2),J:1,NBJ 
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1 2 7 ,, RI T F ( L w, 5 ) ui H C ( J l , N F l X ( T l , I< E C ( I , 1 J , R t C C I , 2 l , 1 : 1 , NB ) 
Cº*** LEITURA t lMPRtSSAO aos DADOS oos ELtMENTOS ••••••••••••• 

;,RJTF(LW,2000) 
W R l T t ( l. w, 2 O O 1 l 
N:O 

130 READ(LR,1001) M,(IX(M,Il,1=1,10) 
IF(M.NE.!J GOTO 135 
lF(IXCl,10).EG,OJ IX(l,10):3 
GOTO 140 

135 IF(IX(M,10).EG,0) JX(M,10):lX(N,lOJ 
140 N:N+J 

IF (M•N) 170.170,150 
e•••• GFRAcAO AUTOMATicA DOS ELEMENTOS NAO LIDOS •••••••••••••• 

150 lX(N,lJ=!X(N·l,1)+2 
IX(N,2):JX(N-1,2)+2 
JX(N,3l=JX(N·1,3)+2 
JX(~,u):JX(N•\,4)+2 
!X(N,5l=IX(N·l,5)+J 
JXCN,6)=JXCN·l,6)+2 
!X(N,7l=IX(N•l,7l+J 
JX(N,8l=IX(N•l,8)+2 
IX(N,q):JX(N-1,9) 

· i X ( N , l O l : t- X-( N • l , 1 O ) 
170 WRITF(LW,2003) N,CIX(N,Il,I=l,!Ol 

Jf-(M•NJ 180,180, 1110 
180 IF CNUMFL-Nl 190, lq0, 130 

C**** DfTERMJNACAO DA LARGURA DA BANDA ******º******"********* 
1 qo ,J=o 

DO ?.30 N:J,NUME:L 
DO 230 I=l,8 
DO 230 L=1,8 
KK=IX(N,IJ-IX(N,LJ 
IF(KK.LT,0) KK=-KK 
!F(KK-JJ ?.5o,230,2JO 

210 J:KK 
230 CONTINUE 

MBAND:2*J+2 
WRITE (LW,10013) MHAND 

4 F0RMAT(?I5,2f10.0) 
5 F0HMAT(I8,7X,I5,8X,f10.3,8X,Fl0.3) 

hS FoRMAT(//3X'ANALisE ELASTICA-LINEAR • PLANO DEFoRMACAo'//) 
h7 F0RMAT(//1X'ANAL1SE ELASTO•PLASTICA - PLANO DEFORMACAO'I 

*• 3X,4?.( '·' )//J 
68 FoRMAT (/,!OX,'CARACTERISTICAs Dos SOLOS t RQCHAs',J 

•IOX,34( ':' )!) 
.104 FílRMATC;;8X,'C O N D I COES D F. A P O l 0';8X,33(':'J; 

* I 3 X, ' PONTO NO D A l. ' , 4 X , ' A P O l O ' , 9 X, ' R E.CAL Q. X ' , 1 O X, ' R E CAL Q. Y ' ) 
539 rORMATU, 

1 45H TOLERANCIA DA NORMA DOS DtSLOCAMENTOS----- Fl0.6/ 
2 45H NO. DE INCREM.PI ANAL. ELAST~PLASTICA••·•- 13/) 
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540 FORMATl//lSX'PERCFNTAGtNS DA FORCA TOTAL APLICADA' 
•/l(JX,8(FJ0.4ll///) 

634 FORMAT(Af!O.O) 
635 FORMAT(TS,FJ0,0) 

1000 FORMAT (78A!) 
1003 FORMAT (1615) 
1004 FORMAT(Sl5,5X,315J 
1006 FORMAT (15,5X,2F!O,OJ 
1022 FORMAT (Jll!,2X,ll9('*'1,//J 
1500 FORMAT (!OX,7AA!) 
1503 FORMAT (///, 

! 4DH NU~ERO Ot PONTOS NODAIS-------------- 13 / 
2 40H NUMERO DE PONTOS NODAIS CI RESTRICAO• 13 / 
3 40H NUMERO DE FLEMfNTOS------------------ 13 / 
4 40H NUMERO DE SOLOS OU ROCHAS--·-•·-·---- 13 / 
5 40H NUMERO DE MATERIAIS DE SUPORTt------- 13 / 
6 40H TIPO DA ANALTSF---------------------- 13 / 
7 40H GERACAO AUTOM, PI REDE CIRCULAR•··--- I3 / 
8 üOH TENSOFS INICIAIS--------------------- I3 / 

1707 F0RMAT(I5,7FID,O) 
1710 f0RMAT(//7X, 'cARAcTERISTI(AS DOS MATERIAIS DF SUpORTC', 

*/7X,IJO( ':' 1/l 
1 7 5 1 F OR MA T (/ , -

! 3X,'NUMERO DO MATERIAL•••·-~------------------ ',I3/ 
2 3x,'MODULO DF YOUNG--------------------------- ',E12,4/ 
3 3X,'COEFICIENTf Dt POISSON•·------------------ ',El2,4/ 
4 ~x,'PESO éSPFCIFICD--------------------------- ',E12,4/ 
~,/ / /) 

1900 f0RMAT(// 4X,'COORDtNADAS DOS PONTOS NOOAIS'/SX,29(':')) 
?DOO FoRMAT(///!7X,'INCIDENCIA Dos PONTOS NODAIS NOS ELfMENTOS'I 

*l7X,42(':')) 
2001 fílRMAT(;;;;5X,'ELFMENTO N0.',2X,'NPl ',SX,'NP2 1 ,3X,'NP3',3X, 

* 'NP4',3X,'NP5',3X,'NP6',3X,'NP7',3X,'NPA',4X, 1 MAH_R!AL', 
* 4X, 'NO. DE PONTOS DE INTEGRACAO'/l 

2002 pORMAT II!2,2Fl2,3) 
2003 fÜRMAT(I 12,4X,8I6, I8, 120) 
?004 FrJRMATl!H-,.IX,'PoNTO NODAL',4X, 'ABCJssA','iX,'oRllENADA'l 
2009 FORMAT(/3X, 1 ERRO NO PONTO NODAL N0,',1Sl 
4002 f0RMAT(;6X, 'TIP0----' ,20Al; 

! 11H NUMERO DO SOLO OU ROCHA----- 13 / 
3 ]IH MOOLILO DE YOUNG------------- E!3.6 / 
4 SIH COEFICIENTE DE PDISSON------ f13.6 / 
5 31H PESO ESPECIFICO------------- E13,6 / 
6 ~IH COEF, OE EMPUXO LATERAL----- E13,6 / 
7 31H COESAO--------------------~- E13.6 / 
8 31H ANGULO DE ATRITO INTéRNO---- E!3,6 / 

7000 FORMATII5,20AI) 
7002 FORMAT (6f10,0,20A!) 

10013 FORMAT(//IOX, 'LARGURA OE BANDA::',13//J 
20007 FORMAT(!Hl.JX,120('•'),///9X,'C O ORDENA C A O D 0 1 , 
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1' S PR O G G R AH AS D E P Os-GRADUA C A O', 
2' D f f N G EN H AR l A'l//40X,'UNIVERSIDADE FEDERAL', 
3' DO RIO OE JANEIRO'll/25X, 'PROGRAMA DE ENGENHARIA CIVIL', 
4'1X, 'AREA DE MF.CANICA DOS SOLOS'//SOX, 'TESE [)f ~ffSTRADO', 
5' - JUNHO/l977'l/20x,'ANAL1SE tLASTO-PLASTICA DE TUNtIS ' 
6'PELO HETODO DOS [LEHfNTOS FINIT0S',l/20X, 
7'MARCTO DF SOUZA SOARES DE ALMEIDA'/I/IX,120('*'11 

RETURN 
tND 

(*****~***~********************~***************~***********•***** 
SUBROUTINE GERAUT 

IMPLICIT REAL*8(A-G,0-ZJ 
COHHQN/lJH/NUHEL,NUMNP,NPCF,NlNCRH,LFITU 
COHMON/CINCO/R(450),z(450l,Ux14SOl,UY(450),R!(900l,R2(900), 

lMRMJD 
COMMON1VINTF1REC(130,2l,NBCC130J,NFIXl1301,NR 
DATA LR,Ll'l/5,61 

C******* GERACAO AUTOMATICA DE PONTOS NODAIS P/ REDE CIRCULAR*** 
N=O 
RE:.AD (LR, 51 l•R 
"RlTE(Ll·,,aol NR 

-- 5 -FDR MA T ( r-5-l -
DO 30 I=l,NR 
READ(LR,101 NPR,RA,DANG 
~RITEIL~,60) I,NPR,RA,DANG 

10 FORMAT(I5,2Flü,OJ 
ANG:O. 
DO 30 J=t,NPR 
N:IH 1 
IFCJ.EQ,11 GOTO 15 
ANG=ANG+DANG 

15 ALF=ANG/57,29577951 
R(Nl=RA•DSIN(Alf) 
Z(Nl=RA•ocOS(Alfl 
IF(J,EQ.l,OR,J,fQ,NPRI Go TO 17 
GOTO 30 

17 L=L+! 
t,BC CL) :N 
RE.C(L,ll=O, 
RECCL,21:0, 
IF(J,EO.l) NFIXCLJ:10 
IF(J,EQ,NPR) N~IXIL):01 

30 CONTINUE 
NB=L 

. 40 FORMAT(//!OX, 'GERACAO AUTOMATICA DE PONTOS NODAIS PARA', 
1' REDE ClRCULAR'/IOX,53('='1///JOX,'WJME.RO Dt RAIOS DA', 
2'RFDE CIRCULAR--',I3/4x,'RA10 N0.',3x,'NO, DE. PN',Sx,'RAIO' 
3,lox,'DANG') 

60 F0RMAT(2I1D,2El5,5) 
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REfURN 
t:ND 

?. 1 4 

C*****************************k*~*********A*********~************ 
SUBROUT!IIE TENJN(SK,ZT,Al 

C****************************************'~*********************' 
C*******•*** CALCULO OU LEITURA DAS TENSOES INICIAIS************ 

IMPLICIT REAL*B(A-G,0-Z) 
JNTEGER SINAL 
COMMON/UH/NUMEL,NUMNP,NPCE,N!NCRM,LFITU 
COMMON;DOIS;SIGTD14~0,4l,DESLOCC2,450J,ZG(4,450l 
COMMON/QUATRO/IX(130,IO),IU(450),N,1L 
COMMON/CINCO/R(4~0J,z(4501,UX(4501,UY(450l,H(900),R21900), 

lMRAND 
CílHMON/NOVE/YOUN2(16J,POIS2C16l,GAMA(l6J,COELAT(l6),SINAL 
COMMON/DEZ/NNJVtL,JESCAV,JCCONC,JCDIST 
COMMON/QUINzE!z) (4,25l,DEFOR(3,?5l,F(2Sl,F0(?5l,DEFT(3,2Sl 
C0MM0N/VINTE/REC(130,2l,N5Cll3Ul,NFIX(1301,N9 
COMMON/TRINTA/ND~,NCN,NSZF 
COMMQN/VINTUM/MA 
D!MENSION ZTC4,25l,A(2,25l,SK(900,7U) 
DATA LR,LW/S,6/ 
IF(L~ITU.EQ.01 GOTO 50 
GO TO {,50,-SS0,61-0·l,·lFI-TU 

C"*'* CALCULO OE TENSOES INICIAIS ATRAVES DO MFr (LflTU=O) ***1'.·*** 
so n.=o 

MA:O 
DO 100 N=!,NUMEL 
MTYPE:IX(N,9) 
IF(MTYPE.EQ.10) GOTO 100 

C************* CALCULA FORCAS Dt MASSA 
CALL MASSA(A) 

100 CONTINUE 
DO 200 N=l,Nl:l 
IF(NFIX(Nl.EQ 0 lll 
IF(NFIX(NJ.EQ.10) 
!F(Nf[X(N),tQ.011 
GOTO 2UO 

150 UX(N8C(N)l=O. 
UYCNBC(N) J:O. 

200 UlNTJNUE 
DO 220 N::1,NUMNP 
BC2>111-1 J:UX (Nl 

220 B(2*NJ=UY(N) 

GO TO 150 
UX(Nl:lC(Nll=O. 

UY (Nl:lC (N) ):o. 

.-, RI T F ( L w, 1 2 O b 1 ( N, B (? * N- 1 J , R ( 2 »i 1 , N = 1 , NUM N 1-' ) 
1206 fORMAT (I5,2E15.5) 

C**** MONTA MATRIZ DE RIGIDEZ E INTRODUZ COND. DE CONTORNO•••••• 
CALL FoRMK(sK,A) 

C•*** CALCIJLO DE DESLOCAMENTOS 
CALL DECOB(SK) 
CALL RESOB(SKl 

**********~********~*******~**** 
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WRITE(LW,121l6l(N,B(2*N-1),8(2*Nl,N=l,NUMNP) 
DO 300 N=l,NUMNP 
DFSLOCC1,N):DESLOCC1,N)+BC2*N-IJ 

300 DESLOC(2,Nl=DESLOCC2,Nl+BC2•Nl 
C**** CALCULO D[ TFNSOES E DEFORMACOES ******'****************• 

CALL TENS(ZT,AJ 
DO 3Qfl N=l,NUMNP 
B(2•N•l):O, 
B(2•NJ=O. 
DESLOC(l,Nl=O. 
DESLDC12,N):O, 
UX(Nl=O. 

340 UYCNl=O, 
GOTO 800 

C**** Lt TENSíltS INICIAIS CTtS. fM TODO O CONTINU!l(LtITll=ll ••••• 
350 READcLR,65qJ P,Q,T 

DO 380 K:l,NUMNP 
SIGTD(K,IJ:f' 
SIGTDCK,4):P 
SIGTDCK,2J:Q 

380 S1GTD(K,3J:T 
IF[NPCE.EQ,OJ GOTO 800 
DD-450 ~:~1NUMEL 
NPI2:[XCN,10)**? 
DO 420 K=!,NPI2 
ZT(l,Kl=P 
Zr(a,KJ=P 
ZTC2,KJ:Q 

420 ZTC3,KJ=T 
aso CO~TINUE 

GOTO 620 
C*'*CALCULA TENSOES INICIAIS P/ TERRENO HOMOGtNFO [ HOR,(LEITU:2) 

S50 MTYPE=Ixl!,91 
REAO(LR,634) ZH 
WRITE(LW,636JZH 
DO 600 K=!,NUMNP 
SIGTDCK,2):•(ZH•ZCKJ)*GAMA(MTYPEJ 
SIGTD(K,1J=SIGTDcK,2J•COtLAT(HTYPEJ 
SIGTDCK,3)=0, 

600 SIGTDIK,nJ=SIGTD(K,1) 
IFINPCtl 800,800,620 

C•••• LE TENSOFS INICIAIS FM TODOS OS PN DA RfDE CLEITU=3J ••••• 
610 RfAD(LR,63QJ((SJGTDII,JJ,J:1,G),!=1,NUMNPJ 

lF(NPCEJ 800,800,620 
620 DO 7SO N:1,NUMEL 

CALL TINPICA,ZT) 
NPI?=IX(N,10)••? 
DO 650 K=1,NPl2 
DO 650 J:1,3 

650 DfrJ(J,KJ=O. 



e 

750 WRITE(!2•NllT,DtFT,F 
800 WRITE (LW,603) 

216 

WRITF (LW,2011) (l,(SIGTD(l,JJ,J:1,4),l:1,NUHNP) 
b O 3 FORMA T ( / / 3 2 X, ' T E. N S O E S I N l C l A I S ' / 3 2 X, 3 U ( ' : ' l / / 

*óX,'PN',13X,'SIGMAx',17X,'SIGMAY',17x,'TAUXY',17x,'SlGMAZ'/ 
*) 

63Q FORMAT(Bfl0.5) 
636 FÜRMAT(//RX,'DISTANcIA VERTICAL ENTRE A ORIGFM DOS FIXOS'/ 

1 8 X, ' E o N l V E L D O T f llR EN O ' , ? 5 ( ' • ' l , t 1? • 4 / / / l 
2013 FORHAT (I5,4E22,&l 

RFTURN 
EtJD 

(****************************************•**'******************** 
SUBROUTINF TtNS(ZT,AJ 

C*********k*****************-*************************~**~******* 
C*** CALCIJLA TtNSOES E DEFS. EM PN PI ANALISE ELASTICA·LINFAR *** 

IMPLICIT REAL•BIA-H,O•zl 
INTFGER SINAL 
CílMMON/UH/NUMEL,NUMNP,NPCE,NlNCRM,LtITU 
COMMON/OOIS/SIGTD(450,4J,DESLOC(2,4SO),lG(4,4SOJ 
C Q;M-1 O N /QUATRO/ l X ( l 5 O , 1 O J , I U ( li S O J , N, 1 L 
C01MON/CINCO/R(450),z(450l,Ux(~5D),UY(450),8(9UO),R2(900), 

l MRAN[) ·------ ------ -------- --- - ---- --·----··--· -
COMMON/NOVE;YOUN2(16J,POIS2(16),GAMA(16),COELAT(l6l,S1NAL 
COHMON/ONZE/Cl,C2,C1,C4,C5,C6;ALF,CK,H,HO,IMAT,ITFP 
COMMQN/TREzEIFIN(2,81,Tl(2,2),T(2,2),fix(2,8),xF(8,2), 

1 W(2'i) ,f-l (8) 
COMMON/ílU1NZt/Z!(4,2S),D[FOR(],25l;Fc2sl,F0(25l,DEFr(3,?5) 
COl-1MON/\I l tflUM/MA 
COMMON/MARIA/PL(l6l,1TC?,8),PP(6J,LAD0 
DIMFNSION ZT(4,25J,A(?,25) 
LW:6 

C***** INICIALIZACAO 
!MAT:(J 
IL=O 
MA=! 
DO 42 I=l,NUMNP 
IU(IJ:o 
D042L=!,4 

42 ZG(L, Il=O. 
Do 404 N=l,NUMEL 
IHYPF=IX (N, 9) 

If(MTYPE.EQ,10) GOTO 404 
C**"* COORDENADAS E DESLOCAMENTOS DO ELEM, ******""*"********** 

DO 74 I=l,8 
J=IX (N, I l 
XE(I,ll=R(JJ 
XE(I,2):Z(J) 
TT(l,l)=DESLOC(l,J) 

74 TT(2,Il=DESLOC(2,JJ 
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C***** CALCULO DAS COORDFNADAS DOS PN DO íLtMfNTO *******'**** 
CALL COPON(A) 
IF(JMAT.Eíl.O) GOTO 75 
IF(IX(N,9).EO.IX(IMAT,9)) GOTO 77 

C********* COFFICS. DA MATRIZ DF FLATICIDADE DEF. PLANA ********* 
75 cn:(j,tPOJS?(MfYPFll*(l,-2*POIS2(MTYPE)) 

C1=YOUN?(MTYPE)*(!,-POIS2IMTYPE))/CU 
C?=YOIJN2IMTYpE)/(2.•l1.+P01S?.CMTYPFlll 
C3=YOUNz(MTYPf)•P01S2(MTYPtl/Co 
IMAT:N 

77 NPI2=1l 
DO 87 l=\,NP12 
DO 87 J:1,S 

87 DEFOR(J,T):0, 
DO 200 K:1,NPI2 

C***** CALCULO DA MATRIZ QUE RELACIONA DESL. A DEFORM. ******** 
CALL FUN!N(DET,K,AJ 

C******* CALCULA DEFORMACOES **********'º***************'* 
DO 88 I=l,8 
DEFORCi,Kl=DEFOR(l,Kl+FIX(l,ll•TTll,ll 
DEFoRC2,Kl=DEFoRl2,K)+FIX(2,Il*TTl2,Il 

88 DtFORl3,Kl=DEFOR(3,KJ+FIX(2,IloTTll,ll+FIXC1,IJ•TTC2,IJ 
C******* CAt~U~A TENSOES ••••••*••••******"*~************~ · 

l l ( l, K l =e 1 •ílEFOR ( 1, K J +C3•DF.FOR (?, K) 
21 (?,Kl=C3*DEFOR(1,Kl+Cl*DEFORl?,Kl 
Zl (3,Kl=C2*DEroRC3,Kl 
li ( 4 , K l = P O J. S 2 CM T Y P E ) • ( Z 1 ( l , K ) t Z 1 ( 2 , K J l 
IF(SINAL.NE.OJ GOTO ?00 

C***** CALCULA TENSQES INICIAIS •••••••••••••••••••••******~** 
90 lllt,Kl=Z!C2,K)*COELAT(MTYPEl 

21(3,K)=O, 
Zl (IJ,K)=Zl 11,Kl 

92 IF(NPCE.EO.ol GO ,o 200 
DO gil J=l,3 

94 DUTCJ,K):0, 
DO 96 J=l,ll 

96 ZTCJ,Kl=Zt(J,KI 
200 CONTINUE 

IF(NPCE.EQ.O) GOTO 220 
CALL TINPT (A,ZT) 

210 ~RITE(l2•NJZT,DEFT,F 
C•***** CALCULO DE TENSOfS INICIAIS NOS P.N, *********"****** 

220 DO 4US J:J,ll 
I=IX(N,J) 
IU<I1=1u111+1 
DO 405 K=l,4 
ZG(K,Il=ZGCK,Il+ZlCK,Jl 

405 CONTINUE 
404 CONTINUE 

Díl iJOA I:1, NUMNf' 
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H(!UC!l.EG,Ol IUCJJ:t 
DO LI08 K=1, ij 

ZGCK,Il=ZGCK,I)/IUC!l 
IF(S!NAL.EQ,O) SI~TDCI,K)=ZG(K,J) 
IFCS!NAL.NE.Ol ZGCK,JJ:ZG(K,Il+SIGTDCI,K) 

ll08 CONTINUE 
RI:' TllRN 
fND 

C***~~*********************J*********jA************************** 
SUBROUTINE fORMK(SK,A) 

C***********************~'**********************f*****~********** 
C**•**'*'*** MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDtZ EM BANDA***********•* 

IMPLICIT REAL*8(A•G,0-ZJ 
INTEGER STNAL 
CílMMON/UM/NlJMEL,NUMNP,NPCE,NINCRM,LEITU 
COMM0N/TRES/NPOINT(8J,NPONT0(30,8J,NJUSTBC8),NJl1STAC8), 

* JUSTB(30,8,2),LSJDF(l0,8,2J,NPRET,IFRON 
COM MO N /QUATRO II X C 1 3 O , 1 O ) , I U ( 4 5 O) , N, I L 
COMMON/CINCO/R(450),l(450),UX(450),UY(45Ul,R1(900),R2(90UJ, 

!MfJAND 
COMMON;NOVE1YOUN2C16l,POJS2(16J,GAMA(l6),COELAT(16),SINAL 
COMMON/D[Z/NNIVEL,JESCAV,JCCONC,JCDIST 

· CDMMON / EJNz E/ C 1-, C2·, C ~-,1:; 4·, C'i·, C 6, AL F·, C-K ,-H, HO, 1 MA T ,!-TE p-
COMMON /CATO z EIS ( 16, 16) . 
C0MM0N/VINTE/RlcCt30,21,NBC(t3ol,NFJX(130l,NR 
CoMMQNITR!NTAINDF,NCN,NSZF 
DIMENSION AC2,25),SK(q00,70J 
L,l=ó 
ITEP=O 

C************** JNICIALJZACAO ********~j***~****•**************• 
Do 300 N=l,NsZF 
on 100 "l=l,MBANO 

300 SK(N,M):Q, 
!L=O 
KFRON=IFRON+l 

C••••••••••• ARMAZENAMENTO DE S tM SK •••**********"*"**º*'***** 
DO 320 N:1,NUMfL 
CALL ISOpA(A) 
JFC SJNAL,Eíl.O.OR,JESCAV.fQ.Ol Gü TO 165 
IFCKFRON,GT.NN!VELJ GOTO 165 
DO 600 NFRON=KFRON,NNIVEL 
JUST:NJUSTB(NFRONJ+NJUSTA(~FRON) 
00 1>00 JB=l,JUST 
IFIN,NE.JUSTBIJB,NfRON,?ll GOTO 600 
JA=JUsrBCJB,NFRoN,2) 
WRITE (ll'JA)S 

600 CDNTINUt 
165 CDNT!!JUE 

DO 320 JJ:l,NCN 
NROWB=( lXCN,JJJ-l)•NOF 
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DO ,20 J:t,NDF 
NROwB=NROwl:J+l 
l= (JJ-l J HJDFtJ 
Dr) 320 KK=l, NCN 
NCOLB:( IX(N,KKJ-ll*NDF 
DO .320 K:1,NDF 
L:(KK-l)*NDF+K 
NCOL=NCOLB+K+I-NROWB 
1F(NC0Ll320,320,510 

219 

310 SK(NROW9,NCOLl=SKCNROWg,NCOL)tSCI,Ll 
320 CDNrrNUE. 

C************º* INTRODUCAO DAS COND!COES·DE FRONTEIRA********** 
!FC SI~AL.Eíl.O.OR,JESCAV.tíl.Ol NP=NB 
IF( SINAL.EQ.O.OR.JFSCAV.EQ.Ol GOTO 140 
Nl-':NB+NPRET 

340 DO 500 N=!,NP 
NX=t O** CNDF-1 l 
I=NBC(Nl 
NPOwB= C I-1 l •NllF 
NRES=NFIX(NJ 
DO 500 M:t,NDr 
NROWB:NRO~B+J 

-I-CON=NRE-S-IH-x- · 
If(!CONl450,450,420 

420 SK(NROWe,Jl=l. 
110 430 J=2,MBAND 
SK(NROvHl,J):O. 
tiR=NRO;iB+ 1 ",J 
IF(NRJ430,41D,425 

425 !F(REC(N,K))9?1,922,921 
921 Rl(NRJ:Rl[NRJ-SK(NR,JJ•REC(N,MJ 
922 SK(NR,J):O, 
430 CONTINUE 

NRES:NRES-NX•ICDN 
450 'JX:NX/10 
5110 CONTINUE 

RFTURN 
END 

C******************************~**k***~*'************************ 
SUBROUTINE DECOB(RE) 

(*************~************************************************** 
C*••• SUBROTINA DfCOMPOSITORA DA "ATRIZ FAIXA TRIANGULAH SUPtRIOR 
C•••• QUt MULTIPLICADA PELA SUA TRANSPOSTA ~ORNACF A PRIMtIRA 

IMPLJCIT REAL*BCA-G,0-ZJ 
COMMON/CINCOIR(450J,Z(A~O),lJX(450J,UY(450J,0[900J,V(900),LB 
COMMON/TRINTA/NDF,NCN,LL 
DIMENS10N RF(900,7Dl 
DO 100 I=l,LL 
IP=LL-I+! 
IF CLs-lPl 101, 10?, 102 
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101 IP=LB 
102 DO 100 J=l,TP 

IQ=LB-J 
IFCI-1-IQJ lOll, 105, 10:, 

104 ICJ:T-1 
10':i SUM=RF.(I,JJ 

IFCIQ-1)106,107,107 
107 DO 108 K;;l,JQ 

p:J-K 
JA:J+K 

;> 2 () 

108 SUM=SUM-RE(IA,K+ll•RE(IA,JA) 
106 IF(J-1)109,110,109 
109 RfCI,Jl:SUM•TFMP 

GO TD 100 
110 IF'CSUMl111,111,i12 
111 WRITt:(6,11.5)!,J,SIJM 
113 FORMAT(//,5X, 'ATE N C A O - SISTEMA Df t:QUACOES NAO PODt' 

l,' SER RESOLVIDO DEVIDO A ERRO DE DAD0S'/19X,'SUH:',F10,4, 
2'L1NHA I=',I3,'COLUNA J=',I3ll5X,'P AR E'J 

STOP 
112 lF(SUM-0,001)114,11~,115 
114 WRITE(6,116JSL1H,I,J 
116 FORMAT(//,-5-X,'-SUM---::',F8,5,' -1-**0·PE-QUF.·NO -VAL.OR DESTA VARI' 

*, 'AVEL PODE TER INTRODUZIDO ERRO NI RESOLUCAO DO SISTEMA•' 
* 11 O X , ' LINHA I = ' , I 3, :, X , ' COLUNA . J: ' , I 3, e; X , ' RE ( I , J J = ' , f 2 O • 1 O l 

115. TEMP=l,/DSQRT(SUM) 
RE(1,Jl=TEMP 

100 CONTINUE 
RETURN 
END 

C*******************************~*****t*•*****•****************** 
SUBROUTINE RfS05 (REJ 

C****j******************************************•***~i*********** 
JMPLICIT REAL*B(A•G,O•lJ 
COMM0N/ClNCOIRc4':iOJ,Z(D~OJ,UX(450J,UY(45UJ,Q(9UO),V(900J,L8 
CO~MCJN/TRINTA/NDF,NCN,LL 
DIMFNSION REl900,70J 
DO 120 T=l,LL 
J=I·L[J+l 
1F(I+l•LBl121,121,1?.2 

121 J=l 
122 SUH:Q(IJ 

II=T·l 
If' (J-Il J 124,124,120 

124 DO 125 K=,J, 11 
KA=l•K+l 

!?5 SUM=su~-RE(K,KAl•V(K) 
l?O V(ll=SUH•RE(l,ll 

DO 130 IA=l,LL 
I=LL-IA+l 



e 221 

J=I+L.B-1 
!F (,l-1.Ll 128,128,127 

127 J:U. 
128 S1JM=V ( I l 

lT=I+! 
I F C I I -J ) 1 29, 1? <J, 1 3 O 

129 Díl 13'1 K=II,J 
Kh=K-1+1 

111 SUM=SUH-RECI,KAl•VIK) 
130 V(rl=SUM•RE(I,ll 

DO 140 N=!,l.L 
Q("J):V("J) 

140 V(N):0, 
RFTURN 
END 

SUBROUTINE ISOPA(AJ 
C*******************************-*************t*~*******~*~****** 
C************ CALCULA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMtNTO ****'******** 

IMPLICIT REAL•8cA-G,O-lJ 
I N TE G E R S Ifl A l. 
COMMUN/UM/NUMEL,NUMNP,NPCE,NINCRM,LEITU 
CO-MHON ;Q·U A T RO /IX ( 13 O , t O ) , I U (-4 5 O)-, K L, I L 
CílMHON/CINCOIR(ü50),Z(450J,UX(450J,UY(450J,R1(900J,R2(900J, 

lMBAND 
CílHMON/NOVEIYOUN2116l,POIS2(lbl,GAMA(lbl,COELAT(l6),SINAL 
CílMM0N/DOZE/TOLER,pERC(20l,SM,lpil25l,IRES1,ITERA,lf0RC 
CoMMoNITRElE/FINl2,Rl,T1(2,2),T(2,~l,FIX(2,8),XE(8,2), 

JW(25J,fl(8) 
COM~ílN/CATOl[/5(16,lbl 
COMMO~/QUINZE1Zl(4,25J,DEFOR(1,25J,F(25J,f0(2S),DEFT(3,25) 
COM'10N/VINTUM/MA 
e o M MO N; Q u A; e 1 1 e 2 ~ l • e 2? e 2 s l , e 3 3 e? r, l , e 1?. e 2 r, 1 , e 1 3 e 2 s 1 , e 2 3 e 2 s J 
DIMfNSION Al2,?.SJ,7Tl4,25),ZD(4,25l 
LW=6 

C••*********** INICIALIZA MATRIZ D~ RIGIDEZ DO FLEHENTO ••••••••• 
DO 12 I=!,16 
DO 12 ,J:J,lb 

12 S(l,J):O. 
MTYPF=IX(KL,9) 
If(MTYPE,E0.101 RFTURN 
IF(IL.EQ,OJ GOTO 16 
IF(IX(Kl,IOJ.f-:Q,IX(Tl_,Jü)) GOTO 19 

C••••• CALCULO DAS COORDENADAS DOS PI DO ELE~tNTO *****'****** 
16 MA:O 

CALL INTf.G(AI 
IL=KL 

19 NP1?:1XCKL,lOl••2 
DO 21 I=l,8 
J:IX(KL.,IJ 
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XE(l,!l=R(Jl 
?! XE(I,2l=Z(Jl 

C0:(1.+POTS2(M1YPE))•(1.-2•POIS2CMTYPE)l 
D1l=YOUN2(MTYPEJ•(l.-P01S2(MTYP[JJ/CO 
1Jt2:yOUN2(MTyp[)*POIS2(MTypf)ICO 
D5S=YOUN2(MTYpE)/(2.•C1.+pOIS2(MTYpFll) 

24 DO 27 K=J,NPI2 
C''**** CALCULO DA MATRIZ GUt RFLACIDtlA DéSL.. A DEFOl~M. *'**'*** 

CALL FUNIN(DtT,K,A) 
DFT=DET•~(KJ 

C••••***** COEFICS. DA MATRIZ DE tLATICIDADf Dtr. PLANA*****'*** 
C!!CK)=Dll 
C?2(Kl:Cll (Kl 
C33(K):D3S 
C12(KJ:D12 
CIS(i'J:o. 
C?.3(KJ:O. 

C•••• COtFICIENTES DA MATRIZ Dt RIGIDEZ DO éLEMtNTO *******'*'** 
2'., DO ?b I=l,15,2 

DO 26 ,J = 1, 1 5, 2 
II=Il?.+1 
JJ=Jlé'+I 

------s- ( -1 , J J :: S ( T , J -)+( C l 1 -( K-) * F- I -X ( 1 , l I l •-F I X- (1 , J ·,J l + C 1 S (- K- l * F I X ( ?. , I I- l • 
*FIX(l,JJ)+C13CK)*FIX(!,1JJ•f!X(2,JJltC35(Kl*FIX(2,1Il 
• •F rx (2, JJ l l •DFT 
SC!tl,J):S(I+l,J)+(CJ2(Kl•FJX(2,Ill•FIXC1,JJ)+Cl5(Kl• 

*FIX(l,llJ•FIX(l,JJl+C23(Kl•FJX(2,!ll*FIX(2,JJl+C331K)• 
*FIX(l,IIJ*FIX(2,JJJJ*DET 
S(l,J+IJ=S(I,J+lJ+cCl2(KJ*FlX(1,IIJ*FIX(2,JJ)+C23(KJ* 

'F!XC2,1Tl•FJX(2,JJJ+Ci31Kl*FIX(!,I!l•FIX([,JJ)+C33(Kl• 
*F!Xl?,IIl*FIX(l,JJll•DtT 

2& SII+!,Jtll=S(Ttl,J+l)+(C22CKJ•FIXl?,!Il*FIX(2,JJJ+C23(KJ• 
•FtX(!,IIl•FIX(2,JJl+C23(KJ•FJX(2,l!l•FIX(\,JJl+C33(K)* 
*F IX ( t • I J J •F IX ( J • JJ) l •DEl 

27 CONTPJUE 
RETURN 
[ND 

C***************k~***'**********~**k*~*************************** 
s li B R ou T Itff N I V E se ( F o ff e A X ' F o R e A y • z T , A ) 

e*********************************~***********************.**~**** 
C***''***"' CARACTERISTICAS DOS NJVFJS DAS FSCAVACOFS **'****'**' 

lMPL!CIT REAL•8(A-G,O-Zl 
COHMON/UM/NUMEL,NUMNP,NPCF,NlNCRM,LtITU 
COMMON/TRES/NPOINT(8J,NPONT0(30,8J,NJUSTB(8),NJUSTA(8l, 

• JUSTB(30,8,2J,LSIDE(30,8,2J,NPRE1,IFRON 
COMMON/GUATRO/IX(130,!0l,IUC450l,KL,1L 
COM MO N; C I NC O/ r, ( 4 'i O l , Z C 4 5 O l , U X C 4 5 O l , lJ Y ( 4 5 O ) , R l ( 9 O II l , R 2 C 9 o O l , 

lNRAt,0 
COMM0N/0ITO;FEG(6,2l,FNCXC40,7),FNCY(40,7l,NPC,NPS!,KP,KV 
CílMMON/DEL/NNIVtL,JESÇAV,JCCONC,JCD(ST 
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Cfl~IMON/DDZE/TOLER,PERC (20), SM, IPI (2:i), JRt.Sl, ITERA, IFDRC 
CílMMON/QUINZEIZl(4,2:il,DfrOR(3,?S),F(2:i),F0(2S),DFFT(3,2:i) 
CDMMON/VINTUMIMA 
C(lMMQNIMARJA/PL(16),V(16l 1 PP(6),LADO 
DIMENSION FORCAX(:i0,5),FORCAYl:iO,A),ZT(4,25),AC2,25) 
DATA 1.R,LW/5,ó/ 
JFRON-=O 
RFAD(LR,10D3JNNIVEL 
IF(NNIVEL.EQ.O) WRITEILW,83001 
Ir ("INIVfL,ED,Ol l<ETURN 
WRIT[(LN,8200INNIVEL 
MA=O 
IL=0 
DO 6000 IFRON=l,NNJVFL 
wR!TE(Lw,8360) IFRON 
READ(LR,1003) NPOINT(IFRON),NJUSTB(IFRON),NJUSTA(IFRON) 
NPOIN=NPOINTCIFRONJ 
JUST= 1,J!JST8 ( IFRON) 
JUST&:NJUSTA(IFRON) 
READ CLR,10031 (NPONTOCI,IfRONl,I=l,NPOJN) 
IF(IFRON,EQ,NNIVt.Ll GOTO 2000 
DO 1000 I=l,NPOIN 

- -- -HvCl<C I, tFRON·)=-0. 
1000 fNCYCI,!FRON):0, 
?000 DO 3000 KP=l,JUST 

DO 3000 KV:l,2 
READ(LR,802:i)JUSHl(KP, IFRON,KVJ ,l.SIDE:.(i<P, IFRON,KV) ,NPC,NPSI 
KL=JUSTB(KP,lFRON,KV) 
LADO=LSIDE(KP,IFRON,KVJ 

C**** CALCULA fORCAS DE fSCAVACAO ••••••••••••••****'"*''****** 
IF(NPCE.EQ,11 READCl2'KL)ZT,DEFT,F 

3000 CALL EQLOADCZT,Al 
IF(JUSTA,FR,0) GOTO 4000 
JUSTO:JUST+JUSTA 
JllSTF=JUST+l 
READILR,8031) (JUSTB(l,lfRON,21,I=JllSTF,JUSTO) 

400() CQtJTINIJF 
SOMFX:O, 
SOMFY:O, 
00 SOOO IJK:J,NPOIN 
KJI:NPONTO(JJK,IFRON) 
FClRCAXClJK,IFRONJ=O. 
FORCAY(IJK,IFRON):O, 
FORCAX(IJK,IFRON):UX(KJI) 
fORCAY(IJK,IFRONl=UY(KJI) 
SOMFY=SOMFY+FORCAY(IJK,IFRON) 
SDMFX=SOMFX+fORCAX(IJK,IFRONI 
WRlTf CLW,óOOOOJ KJI,FORCAX(lJK,IFRON),fORCAYIIJK,IFRON) 
UX(KJI):0, 

5000 UY (KJI) =O, 
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WRITE(LW,8040l50MFX,S0MFY 
6000 CONTINUE 

IFRON=O 
1003 FORMAT(l615J 
8025 FORMAT (4J5J 
8031 FORMAT(2ISJ 

?.24 

80110 FORMAT(/!4X,'SOMFX=',Fl3.6,5X,'S0Mf-Y=',E13.6/l 
8200 FORMAT(///15X, •NO, DE NJVtIS DE ESCAVACAO =•,I2,/15X, 

130('='),/J 
8300 f-ORHAT(/15x, 'PARA ESTA ANALIS~ NAO tx!STE ESCAVACA0'/1':ix, 

138('-'l///) 
8360 f-ÜR'\ATC//lOX,'NIVE.L DE EScAVAcAO N0~',13,/[0X,2:i('-')/) 

60000 F-oRMAT (SX,'N=',,13,SX,'FoRCAX =',E13.o,5X,'foRCAY =',E:.13,ol 
RETURN 
END 

(************~*******'***********************~************'**~*** 
SUBROUTINE ESCAVA(FDRCAX,FORCAYJ 

(************************************************~*************** 
C****** LE E IMPRIME CARACTERISTICAS 00 NIVEL Dt tSCAVACAO ****** 

IMPLICIT REAL*8(A•G,O-ZJ 
COMMON/TRES/NPOTNT[8J,NPONT0(30,8J,NJUSTB(8J,NJUSTA(8J, 

* JUSTB(30,8,2l,LS1DE(~0,8,21,NPRET,Jf-RON 
CDM"ION / QLJ A-TROII-X-( 1 3-0-d O-) ,-I1J (-4 5 O l, l(L, I L 

COMMONICJNCO/R(a5o),Z1450l,UX(450l,UY(450l,8(900),R2(900), 
lMRAND 
COHMON;OJTO;FEQ(b,2),FNCX(40,J),FNCY(ao,7),NPC,NPS1,KP,KV 
COMMON/DEZ/NNJVEL,JESCAV,JCCONC,JCDIST 
COMMON/yINTEIREC(l30,2l,NBC(13Ul,N~IXC130),NB 
DlHENSION F0RCAX(50,8l,F0RCAY(50,8),NELRtT(30) 
DATA LR,LW/5,o/ 
IFRON=IFRON-tl 
WRIH (LN,8009) 
NPOIN=NPO!NT(IFRONJ 
JUST=NJUSTBIIFRONI 
JUSTA=NJUSTA(If-RONJ 
RFADILR,1003) NRtTI,NPRtT 
WRITf(LN,8003)NPOINT(IFRONJ,NJUSTB(IFRONJ,NJUSTA(IFRONJ, 

• NRFTI,NPRET 
wRITf (LW,8006) 
WRITF (LW,1003) (NPONTO(I,IFRONl,I=l,NPOIN) 
IF(NRETI.EQ,oJ GOTO 1100 
"'RIH_ (LW,800QJ 
RFAD(LR,1003) (NELRET(IJ,l=l,NRETIJ 
~RI T f ( L", 1 O O 3 ) (tJE l. R F T C I J , I: 1 , NR E TI J 
DO 1000 KK=l,NRFTI 
KL=NFLRET(KKJ 

1000 IX(KL,91=10 
1100 IF(NPRET,EQ.OJ GOTO 1800 

L=NB+l 
J=NB+NPRET 
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READ(LR,1003) INBC(Il,I=L,J) 
wRITE.(Lll,8005) 
~RITE(LN,I003l (NBCCil,I=L,Jl 
DO 1500 J:!,NPRET 
,J:NB+I 

1500 NflX(J)=ll 
1800 WRlTE' (Lw,8030) 

(ln ?.000 J=l,JUST 
2000 ~RITE(Lw,8026l(JUSTB(I,1FRON,Ml,LSIDEII,IFRON,Ml,M=t,?l 

IF(JUSTA.EG,Ol GOTO 2500 
WRITE(Lw,g105J 
JIIS TO:J\JS T +JUSTA 
JUSTE=JUST+I 
~RITf(L~,8031) (JUSTB(I,IFRON,2l,l=JUSTt,JUSTOl 

C•**** DEFINE FORCAS DO NIVEL D~ ESCAVACAO ************"*"****º 
?SOU ~RITE(LW,60001) IFRON 

SOMFX=O. 
SOMFY=O, 
DO asoo I=l,NPOIN 
J:NPONTO ( I, If RON l 
UX(JJ:-FDRCAX(I,IFRONl 
UY(JJ:-FORCAYCI,IFRON) 

-~Ft~FRON•E~;tJ GOTO 40BO 
NPO:NPOINT(JFRON-1) 
DQ 3000 M=l,NPO 
L=NPONTOIM,JFRON-ll 
IFIL.NE.Jl GD TO 3000 
UX(J):UX(Jl-FNCX(M,IFRoN•ll 
UY(Jl=UYCJ)-FNCY(M,IFRON-1) 
rlRITt(LW,Soool J,FNCX(M,IFRON-1),FNCY(H,lFRON-1) 
FNCX(H,IFRON-1)=0, 
FNCY(H,lFRON-lJ=O • 

.3000 CONTINUE 
IF(IFRON,EQ.21 GD TO 4000 
NPl:NPOINT(IFRON-2) 
on 3'i00 K=l,NPI 
N=NPONTO IK,lFRON-21 
IFIN.NE.J) GOTO 3500 
UX(JJ=UX(Jl-FwCX(K,JFRow-2) 
UY(J):UY(Jl-FNCY(K,IFRON-2) 
wRITFCLw,'iOOO) J,FNCX(K,IFRON-?J,FNCY(K,IFRON-2) 
FNCX(K,IFRON-2)=0. 
FNCYIK,IFR0N•2l=U. 

3500 CONTINllF 
4000 SOMFX:SOMFXtUX(J) 

SílMFY=SOMFY+UY(Jl 
WRITF (LW,60002) J,UX(Jl,UY(Jl 

ll500 CílNTl'.Uf 
WR1Tf(LN,8040JS0MFX,SOMFY 

1003 FílRHAT(l6T5l 
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e; O ll O f-º O R MA T C 1 O X , ' N P O N T O= ' , I 2 , 3 x , ' F N C X = ' , f 1 3 • 6 , lj X , ' 1- N C Y = ' , f 1 3 • 6 J . 
80113 FORMAT (// 

151H NUMERO Dt PONTOS NODAIS DA FRONTtlRA-··------------ 13/ 
25~H NO. DE LADOS DA f-RONTElRA PERTENCENTtS A 2 ELEMS.•• 13/ 
35311 NO,DE ELEMENTOS C/ APENAS 1 P,N. NA fRONTEIRA------ I3/ 
Q53H NO. DE ELEMENTOS A StREM RtTIRADDS NESSA tTAPA··--- 13/ 
553H NO.Dr P.N. INTERNOS A FRONTFIRA OE tSCAVACAo--~---- 13 
*li) 

8004 FORMAT (//,IOX, 'NUMERO DOS ELFMENTOS A SEREM RETIRADOS',/) 
80115 FORMAT(///lOX, 'NO, DOS PONTOS NODAIS INTERNOS A ESCAVACA0 1 / . ) 
8006 FORMAT (///JOX, 'PONTOS NODAIS PERTENCENTES A FRONTEIRA'/) 
8009 FoRMAT(//,25X,'r s CAVACA o',l,?.SX,17(':'),//) 
8026 FORMATC19X,I5,5X,I5) 
80~0 FílRMAT(///lOX, 'ELFMENTOS QUE TEEM LADO NA FRONTEIRA';lOX, 

*36( '·' J//19X, 'E:.LEMENT0 1 ,4X, 'LADO'/) 
80,t rORMAT(2I5J 
8040 FÜRMATC/20X, 'S0MFX=',E1~,6,3X, 'SO"if-Y;',Els,6/) 
8105 FORMAT(///\OX, 'NO, DOS flfMS, fHJE TFE:.M APENAS 1 P,N, NA FR' 

•, 1 0NTEIRA 1 /l 
bOOO! FORMATC///20X, •FORCAS DE ESCAVACAO DA FRONTEIRA N0,•,13/J 
60002 FORMt,T ( l0X,'P,N,',I3,SX,'FX :',FJ3,ó,5X,'FY :',1:13.6) 

--RE-HJRN- - -- ---- -- - --· --- -
1:. i,o 

SUBROUTTNE FMOD(FORCAX,FORCAY,KFRDN,AJ 
(************'***********************************************'*** 
C**** MODIFICA FORCAS A SEREM APLICADAS NOS NIVEIS SE:.GUlNTtS **** 

IHPLlCIT REAL*B(A•G,0-ZJ 
(Of>MON/UM/NUMEL,NUMNP,NPCf,NlNCRH,LEITU 
COMMON/1RES/NPO!NTC8),NPQNT0(30,8),NJUSTB(8),NJUSTAl8l, 

* JUSTsC,0,8,2l,LSIOFC30,8,2J,NpRET,IFR0N 
CnMMaNIGUATRo/JX(!3D,10),IU(45U),KL,IL 
COMMON/CINCO/R(450),Z(450l,UX(450J,UY(450J,B(900),R?l90U), 

1 MBt,ND 
COMMON/DEZ/NNIVfL,JESCAV,JCCONC,JCD!ST 
COMMON/DOZE/TOLFR,PERCC20J,SM,1PI(25l,IRESI,ITE:.RA,lf-ORC 
COMMON/CATOlE/5116,16) 
COMMON/ílUINZE:.IZl (4,25J,DEFOR(3,25),F(?.5J,F0(2Sl,DFFTC3,25l 
COMMON/V!NTUM/MA 
COMMON/MARIA/DFC!6),V(16),PP(ó),LAOO 
DIMENSION FQRCAX(SU,8),FORCAYC50,8l,AC2,25J 
MA=ll 
Lrl:6 
11.::0 
DO 608 NFRON~KFRON,NNIVEL 
NPOIN;NPOINT(NFRONJ 
JUST=NJUSTB(NFRONJ+NJUSTA(Nf-RON) 
DO 608 ,JB:1, JUST 
JA;JUS1R(JB,NFRON,2) 
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601 READ(ll'JAlS 
604 Do bO:, 1=1,8 

II=IX(JA,Il 
V(2*l•!l=R(2*II-IJ 

605 V(?*I):R(?•III 
DO 606 1=1,tb 
DF(I):u, 
DO 606 J=l,16 

606 DF(IJ:DFC!)+SCI,J)•VCJJ 
DO 608 I=t,8 
IT=IX(JA,Il 
DO 608 JO:J,NPOIN 
IF(Il.Nf,NPOIJTO(JO,NíRONI) GOTO 608 
fORCAX(JO,NFRON):FORCAXCJO,NFRONJtOF(?•I-1) 
FORCAY(JO,NFhONJ=FORCAY(JO,NFRONJ+DFc2*1J 

608 COIHINUE 
RETUR•, 
t. ND 

C***********************'******•********************~***•**'***** 
SUBROUTINE MASSA(A) 

C*****************************************************~********** 
C************"***"** CALCULA FORCAS DE MASSA*'****************** 

-{-t+PL I e I T--RE-AL•B e A--G, o-2-J -
HJ1 EGER SINAL 
COM MO N / QLJ A T R O/ I X ( 1 3 O , 1 O J , I U C li S O J , K L, I L 
COMMON/CINCO/R(450J,ZC45ül,UXC450J,UY(45ül,RlC9UOJ,R2(900J, 

lMAAND 
COH~ON/NQVf/YOUN2(!&l,POIS2(16l,GAMA(!6l,COELATl16l,SINAL 
C0MM0N/TRFZEIFINl2,81,T1(2,2),T(2,?l,FlXC2,Hl,XE(8,?), 

1W(25l,FI(8) -
COMMON/MARlA/PLC16J,VC16),PP(6),LADO 
DIMENSION SNN(2,16l,AC2,25J 
LW:6 
DO 1 o I=! .!6 

10 Pl.C!l=O, 
MTYPt_=IX(KL,9) 
lF(MTYPE.EQ,JOJ RFTURN 
rF(rL.Eíl,O) GOTO 20 
IF(TXCKL,IOJ,Eíl,IX(JL,lOJJ GOTO 30 

C••••• c•LCULO DAS COORDENADAS DOS PI DO ELtMENTD ************ 
?O CALL !NTt.GCA) 

IL=KL 
10 NPI?=IXCKL,10J••2 

1)0 40 I=! ,8 
J=IX(KL,Il 
XECI,tJ:R(J) 

ao XFCI,2J:Z(JJ 
DO AO K:!,NPI2 
Fl( 1):(!,+A.(l,K))*(l,-A(2,KJJ*CA(l,K)-A(2,KJ-1,J/4, 
fl( ?l=C!,tA(l,Kll•(l,+A(?,K))*(A(l,K)+A(?,Kl-1,)/4, 
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Fl( 31=(!,•A(l,Kl)*(l,tA(2,Kll•l•A(1,Kl+Al2,Kl·t,J/4, 
Fl( q):(1,•A(!,K))•(t,•A(2,KJJ•(•A(t,K)-A(2,KJ•1.l/4, 
Fr( 5):(J,tAll,KIJ•lt,·A(2,Kl••2l/2, 
FI( 6):(J,tA(2,KJJ•l1,•A(1,Kl*•2J/2, 
FI( 7J=(l.·A(l,KJJ*C1,•A(2,KJ**2J/2, 
FII 8)=(1,•A(?,Kll•Cl,•A(l,Kl*•2)/2, 

C***** CALCULO DA MATRIZ 0Uf RtLACIONA OfSL. A DEfORM, ******** 
CALL FUNIN(DET,K,A) 
DE:.T=DET•lHKJ 
DO 50 l=l,2 
Díl ':,(1 J:1,16 

50 SNN(I,.JJ:O. 
DO 60 LI:1,8 
S'sN( 1,2*LI·l J:FI Cl.l J 

60 SNN(2,2•LIJ=FI(Ll) 
DO 70 1=2, 16,2 
Dn. 10 J=1,2 

70 PL(IJ:PL(IJ+SNN(J,IJ*(•GAMA(MTYPtJJ*DET 
80 CONTINUE 

DO 90 J=l,8 
NP:IX(Kl,JJ 

90 UYCNPJ:UY(NPJ+PL(2•JJ 
... C ..iRJTEcLw,H0-0·) ·Kb·(Pl(lJ·, !=2,16,2·) 

800 FDRMATC/' FORCAS DE:. MASSA p/ O FLE:.MENTO ',I3/8(3X,E12,SJJ 
RETURN 
E. ND 

C*****************~********************************~*A********~** 
SUBROLJTINE FUN!N(DET,K,AJ 

[*******'*******************************~***"*********~*****~**~** 
JMPLICIT REAL•BIA•G,O•Zl 
COM MO N / r,u A T R O/IX ( 1 3 O, 1 O J , I U ( 4 5 O ) , N, I L 
COMMON/TREZE/flN(2,8),T1(2,2J,TC2,2l,FlX12,8J,XFCB,2l, 

1W(25J,FI(8) 
DJMENSION A(2,25J 
LW=6 

C******* DERIVADAS DAS FUNCOFS DE INTERPOLACAO 
F1NC!,ll=(l,•AC2,Kll•(2,•All,KJ•A(2,K))/4, 
FIN(t,2)=11.+A(2,K))o(2,*A(l,K)tA(2,K))/a, 
FTN1t,3l=Ct,+A(2,KJJ•(2,•AIJ,Kl•AC?,K))/4, 
FJN(l,Q):(l,•A(2,K)l*(2,•A(l,K)tA(2,KJ)/4. 
F(N(l,5)=(1,-A(2,KJ**2J/2, 
F!N(l,b)=•(1.+A(2,Kll•A(l,Kl 
FIN(l,7l=•ll,•A(2,KJ••2l/2, 
FTN(J,8):•(1,•A(2,Kll•AC!,Kl 
FTN(2,tl=lt,+A(! 1 KJJ•C2,•AC?,K)•A(t,KJ)/4, 
FIN(2,2):(!,+A(l,K))*(2,*A(2,K)tA(l,K))/4, 
~ ! IH 2, 3) : ( l • • .A ( 1 , K ) l * ( 2, * A (?, K J ~ A ( 1 , K ) ) / 4 , 
~IN(2,4):(!,•A(l,KJJ•(2,•A12,K)tA(l,K))/4, 
~INl2,5l=•(J,+Al!,Kll•AC2,Kl 
fIN12,6l=Ct,•A(t,KJ••2ll2, 
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FIN(2,7J:•(!.•AC1,KJJ•AC2,KJ 
FTNC?.,8J:-Ct.-AC!,K1••21/2. 

C**** CALCULA JAC0BIANO, SEU DETERMINANTE E INVERSA DO ,JACOBI.ANO 
Do 62 r=i,2 
DO 6? J=l,2 
T(l,JJ:O. 
1)0 62· M:t ,8 

62 TCl,JJ:T(l,JJ+FIN(I,MJ*XE(M,JJ 
OET=T(l,ll*Tl2,21-T(l,2l*TC?,1 J 
IFCOEI.Gl.O) GOTO 6~ 
wP.ITF(Lw,64) N,K,OET 

64 FORMAT(///IX,'ATENCAO: O DETERMINANTE DO JACOBIANO PARA O 1 

*,'ELEMENTO ',I3,' NO PONlO OE INTEGRAC:AO ',12,' E OfT=', 
*r.20.6, 1 • ';IOX, 'O VALOR NtGATIVO OU NllLO ENCONTRADO SIGNI', 
•'FICA GRANDt DISTORCAD DO ELEMENTO OU ERRO NA INCIDENCIA 1 

*'DOS P.N.'//30X,'P AR E') 
CALL. EXIT 

65 11 (l,ll=Tl2,2)/DET 
T 1 ( 1 , ?. J = - T ( l , 2 J /Dr T 
T1(2,l):•TC?,111DFT 
Tl(?.,?J=T(l,lJ/DtT 

C**** COEf. DA MATRIZ QUE RELACIONA DESL.•DEFORM. *•**********' 
D O· 6 6 J = 1 , 8-
D O 66 I=t ,2 
FIX(I,J)::o.o 
Do 66 M:1,2 

66 fIXCl,J):FIXCI,J)+Tl(I,Ml•FIN(M,J) 
RfTURN 
tND 

C**********************************************************~***** 
SUBROUTINE INTtG(AJ 

(**•****~*******************************~************************ 
C*"**** CALCULA COORD~NADAS E FATORES DE PESO DO ELFMtNTO ••••••• 

lMPLICIT REAL*BcA-G,0-ZJ 
COMMQN/QUATRO/IX(!30,10J,IU(45DJ,Kl,Il 

COMHON/TREzEIFIN(2,8),T1(2,2),T(2,21,Fix(2,8),xF(8,2), 
1 W(25) ,FI (8) 
e OMMOtj/ VI NT UM/MA 
DIMENSION A(2,2~) 
NJrH:IXCKL, 101 
GOTO (ll5,20,30,40,50),N!NT 

C•***********• PARA 2•2 PONTOS DE INTFGRACAO '"***********'***" 
?U Q=0.577350269189626 

A(l,1):Q 
A(2,1):-Q 
A(l,2):íl 
A(2,2):Q 
A(!,3):-Q 
A(2,3J=(J 
A(!,Q):-Q 
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A(2,4l= -Q 
lF(MA.[Q.l) GOTO 135 
DO 22 K=J,ll 

22 ~IKl=1.oooooonooo-00000 
GO TO 135 

230 

C************* PARA 3•3 PONTOS DE INTEGRACAO *****"***********" 
10 Ql=D.77Q596h692QJQ83 

Q2=n.ooooooooooooooo 
A ( 1, 1) :Q 1 
A(2,ll=-Ql 
A(1,2J=Ql 
A(2,2):()1 
A(l,3):-QJ 
A(2,3J=Qt 
A(l,llJ:•QJ 
A(2,4l=•Q! 
A(l,5):Q! 
A(2,5l=Q2 
A(l,h):Q2 
A(2,6J=Ol 
A(l,7):-QJ 
A(2,7J=Q2 
A(1,8J:Q2 --- · 
A(2,8):-Qt 
A(!,9):Q2 
A(2,9J=Q2 
H(Mi,.EO.ll Go TO !3S 
Dt =o.555555555555556 
D2 =D.888888888888889 
DO 32 I=!,q 

12 W(Il=Dl•Dl 
DO 3ll 1=5, 8 

34 11Cil=Dl•D2 
rH9l=O?•O? 
GO rO 135 

C*•*****'****' PARA q,q PONTOS DE lNTEGRACAO '***************** 
ao ílt=-o.ll6J t3631159aoss 

Q2=-o.3,998104358485h 
Dl=0,347854845137454 
D2=D.&52105l541l&2S46 
03=02 
D4=D1 
DO a2 I:1,4 
A(J,IJ:Ql 
A(1,l+4J:Q2 
ldl,!+8):-(J2 
AC1,I+12l=-Q1 
I1=4•(I-ll+l 
A(2,I1l=Q1 
1?=4• ( 1-1 lt?. 
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A(2.I2)=Q? 
I3::ll•(I-ll+3 
A(2,13J::-Q2 
14::1,. ( 1-1) +11 

42 A(2,Il1):-QI 
IF(t1A.E.íl,ll Go TO 135 
~C1l=01•D1 
W(2):W(1) 
W(3):W(l) 
W(4)::W(l) 

w(5J::D2•D1 
W(6J:r'(':,) 
wC7J=wC5l 
,;(8):i,1(5) 

w(9l=D3*Dl 
W(!O)::;,i(')) 

w(Jt)=w(9l 
W(j;>)::w(9) 
11C13J::Dll•D1 
W(l4):w(l3) 
v1(15):,J(t3) 
W(16):W(l3) 

C*******-****'* ---P-AR-A 5•5 PONHlS DE INTE-GRM:AO **'****·********''*•-
50 Q!=0,906)79845938664 

íl?=0,538469310105ó83 
cn=o. nooooooorioooooo 
Do "í8 I=l,21,5 
A(l,Il=-Ql 
I.C 1, I+l l=-Q2 
A(l,I+2J=Q3 
A(l,!+3)=Q2 
A ( 1 , I + 11 ) :: Q 1 
J:(I+ll)/5 
t,(2,JJ=-01 
,11(2,J+':i)::-CJ2 
A(2,J+IO)::Q3 
Al2,Jtl5):(l2 

58 A(2,J+2íl)=Ql 
!FCMA,Eíl,1) Go TO 135 
o 1=o,z~ó92&BB5115&\89 
D2=0,478628670499366 
D3:0.5ó88BBB88888889 
ri(IJ::Dl•D1 
fJ(SJ=W()) 
wC21l=wC!l 
n(25)=W(!) 
W(2)=Dt•D2 
l'l(lj):,i(?) 

"(ó)::W(?.J 
"(10)::W(2) 
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W(\6):W(2) 
!'i(2Q):W(2) 
ti(22)=r<(2) 
W(24):W(2) 
/'/C3J=D!*D3 
>'l(l!):w(3l 
>'1(15):W(3l 
ri(23):W(3) 
W(7l:D2*D2 
w (9) :lq 7) 

w<t7l=wC7l 
W(19):W(7) 

w(8)=D2*D3 
n(!2):W(8) 
.-<J4l:w(8l 
>'i(18):W(8) 

w(l."1):03*03 
1 35 RE:_ TllRN 

END 
(*******~*************~****************************"************** 

SIJBROllT l 1\JE COPON (A) 

C**************k*******~*********~********************~**J******* 
· ---·C-* * *·H **·* * *"* •· ·C::-A-l:C UL·A · C·OOR-Bfl}AD A·S- L-8 C A· I ·S ··DO f: L E 11-[ IH O··•** •·H·* * •· *"* •· 

IMPLICIT REAL•8cA-G,0-ZJ 
DIMENSION A(2,2SJ 
A ( l , 1 ) = 1 , 
A(2,1J=-í. 
A(l,2)=1. 
A(2,2l=!. 
A.C!,3)=-1. 
A(2,3l=!. 
A(l,4)=-1. 
A(2,4l=-!. 
A(!,5):1, 
A(2,Sl=O. 
A(l,6l=O. 
A(2,6l=l. 
A(l,7)=-1. 
A(2,7J=O, 
A(l,8):0, 
A(2,8)=-1. 
RE TIJi<N 
f:ND 

C***********************************'**************************** 
Sl1BROUTIHE TINPI(A,SIJ 

(*******~*'******************************************~*********** 
C*****"* INTtRPOLA Tf:NSOES DOS PONTOS NODAIS PARA OS P,I, ******" 

IMPLICIT REAL•8(A-G,0-ZJ 
CílMMON/UH/NUMFL,NUMNP,NPCE,NJNCRM,LEITU 
COMHON/DOTS/SIGTO(ü50,4),0~SLOC(2,Q~Ol,ZG(4,450) 
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COMMON;QUATRO;IX(l30,10J,IU(450l,N,IL 
CílMMON/QUINZEIZ1(4,25J,DEFOR(3,25),FC25J,F0(2~l,DEFTC3,?5J 
DIMENS!ON FIL(4),AC?,?.5l,S1(4,25l 
L'"=6 

C***** CALCULO DAS COORDENADAS DOS PI DO ELEMENTO ********'*** 
IFILFITU,fQ,O,OR,LfITU,EQ,3) GO 10 40 
DO 30· J:1,4 
r.P::IXCN,Jl 
ll(l,JJ =SIGTDCNP,11 
Z1(2,Jl ::SIGTDCNP,21 
Z1(3,J) :SlGTD(NP,31 

30 Zl[ll,J) :SIGlD(NP,4) 
40 CALL INTEGCAl 

IJPl2=IX(N, 10l••? 
C************ FUNcOES DE INTtRpDLAcAO LINtARtS •••••••••••••••••• 

DO 80 K=!,NPI? 
~IL(ll=(!,+All,Kll*(l.-6(2,Kll/4, 
f I L ( 2 l : C 1 , t A ( 1 , K l ) • C1 • t A ( 2 , K J ) / 4 , 
F!Lf3l=(l,-A(1,K))*(l,+A(2,K))/4, 
f!L(4)=(1,-AC!,KJJ•(l,-A(2,KJ)/4, 
DO 58 J=l,4 
SI(J,K)::Q, 
DO 58 L=l ,-4--

58 SJ(J,KJ::SI(J,KJ+FIL(L)*Zl(J,L) 
80 CONTINUE 

REltlRN 
tND 

C**'***~**********************~*****************t*******~******** 
SUBROUT!NE EGLOAD(lT,AJ 

C******************~****************~******k**~************~***** 
IMPL.ICIT REAL*BcA-G,0-ZJ 
INTEGER SINAL 
COM r1 O N / LI M / N IJ Mf l., N IJ M NP, N PC E, N l N C R M, L 1: I TU 
COMMON/TRES;NPOINT(8J,NPONT0(30,8J,NJUSTB(8J,NJUSTA(8), 

• JUSTB(30,8,2J,LSJDE110,8,2),NPRET,IíRON 
COMMON/QUATRO/IX(l30,10J,IU(450J,Kl,IL 
COMMON/CINC0/R(450l,z(450),1Jx(450l,UY(ü50),R1(900l,R2(900), 

1 MBAND . 
COMMON;OITO;FEQ(b,2l,FNCX(40,7),FNCY(40,7l,NPC,NPSI,KP,KV 
COMMONINOVE/YílUN2(16J,POIS2(16),GAMA(l6),COELAT(16J,SINAL 
C O 11 MO N / DO l E/ T íl L E R , P E fl C C 2 O l , S M, IP I C 2 ~ l , IR t SI , I TER A , If OR C 
CílMM0N/TRE.ZflFIN(2,8l,T1(2,?l,T(2,2),FlX(2,R),Xf(8,2l, 

1,1(?5l,f.I18l 
e o MM ON/ VI N rur;, /MA 
COMMON/MARIA/PL(16J,V(16J,PP(6l,LAD0 
DIMENSION B(3,16),FE(\6J,LM(4,3),A(2,25J,Zl(4,25) 
DATA LM/3,l,2*4,6,5,8,7,2*2,1,5/ 
LW::6 
on t 6 I = 1, 16 

16 FF(I)::0,0 
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IFIIL,EQ.n) GOTO 20 
lFIIX(KL,10),fQ,IX(IL,10)) GOTO 30 

C***** CALCULO DAS COORDENADAS DOS Pr DO ELEMENTO ******•••••• 
20 MA::O 

CALL HJTEG U J 
IL=KL 

30 NP12=1X(KL,1Dl•*2 
IF(SINAL.EQ,0,AND,NPCE.EQ.O) GOTO 35 
GOTO 40 

3:i LE:ITU::2 
CALL TINPI(A,ZTJ 

40 DO 54 I=l,8 
UP:IX(KL,11 
XECI,ll=IHNP) 

'14 Xé(I,?J::l(NP) 
DO P,2 K::!,NPI2 

e••••• CALCULO DA MATRIZ QLJt RELACIONA DESL. A DFrORM, •••••••• 
CALL FUNIN(DtT,K,A) 
DfT=DfT•W(KJ 
DO 71 I=l,5 
DO 71 J:1,16 

71 BCI,JJ:0,0 
DO· 7 li J·: t ,·8· ·· 
M::2• (J-1) 
B ( 1, IH 1) :F IX ( 1, J) 

B12,M+2l=FIX(2,J) 
B(5,MttJ=F!X(2,J) 

74 B(5,M+2)::FJX(l,J) 
C•••••• CALCULO DE FORCAS EQUIVALENTES •••••••••••••••••••l•• 

DO 78 I=l,16 
DO 78 J::1,3 

78 FF(TJ:FE(IJ+B1J,IJ*ZTcJ,KJ*DET 
82 CONTINUE 

C•••• CALCULA FORCAS DE ESCAVACAO ••••••••••••••••••••••******** 
IF(lRESI.Gt.lJ GOTO 105 
00 98 J:1,3 
JJ:LM(LADO,,J) 
NP=IX(KL,JJ) 
rf0(2•J-t,KVJ=Fr(2•JJ-t) 
f[Ql2•J,KV)::fEl2•JJI 
IFIJJ,Nf,NPSIIGO TO 9a 
FNCX(NPC,JFRONJ=FNCX(NPC,IFRONJ+(ftQ(2*J•l,2)-FtQ(2•J-1,1)) 

*lê. 
rNCY(NPC,IFRONJ=FNCY(NPC,IFRON)+CFEQ(2*J,21-FfQl2•J,l)l/2, 
WRJTE(LW,6)Np,NpC,NPS1,FNCX(Npc,IfRON),fNCY(NpC,IrRON) 

6 FORMATl5X, 'N=',r3,3X, 1NPC=',I2,3X, 1~IPSr=',I2,3X, 'FNCX=', 
ll13.6,3X, 1 FNCY=' ,E13.6J 

94 IF(KV.NE.2)GO TO 98 
UX(NPJ=UXINP)t(FEAl2•J-1,?)-FEQC2•J-l,l)J/2. 
UYcNP1=UYcNPJ+1FtQ(?•J,?J-FEQ(?*J,lJ)l2. 
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98 CONTINUE 
GO TO 135 

(**** 
1 0 5 

CALCULA FORCAS RtSIDlJAIS 
DO 120 J=1,B 

1?0 
135 

NP=IXCKL,Jl 
R?(2•NP-tl=R212•NP-\)+FEC2•J-1l 
R2(2•NPJ=R2(2•NP)+FE(2oJJ 
RETURN 
END 

C****•********************'***'*•****************,*************** 
SUBRDUTINE DLCJAO 

Ct*************************k*************~***********k*****'***** 
C*** DtT. FORCAS NODAIS CONSISTFNTES AS CARGAS Ot SUPfRFICif **** 

IMPL!CIT REAL*8(A-G,O-Z) 
COMMON/AUATRO/IX(13D,10l,1U(450l,KL,1L 
CoMMoN/CINCQIR(U50),Z(450l,uX(45U),uY(q5ul,R1(900),R2(900), 

tMBAND 
COMMON/TRFZE/D12,8J,T1C2,2l,DDC2,2l,A(2,8l,X~C8,2l, 

1W(25),Q(8) 
COMMON/MARIA/PL(l6J,V(l6),PP(6),LADO 
D1MfNS10N LM(4,3),MP(16),FFC2,Bl,SNN(2,6),x(3,2),SN(3), 

\pN(2l,F(2,3l,QQ(6l 
·---DA.TA LM/3,l-,2•Q, 6,5, 8,7,2•2, 1, 3/ 

DATA FF/1.,-1.,2•1.,-1.,1,,2•-1,,l,,2•0.,l.,-1.,2•0.,-l./ 
DATA MP;l,2,5,6,3,4,7,8,-1,1,j,-1, 1,1,-1,-1/ 
Lw=ó 
Ae=0.577350269189626 

C********* D(FJNE COORDENADAS GLOBAIS DOS P.N, DO [LEHENTO ****** 
DO 41 I=l,B 
J=IX(KL,Il 
XFII,ll=RCJ) 

41 Xt(l,2l=ZIJJ 
C*********COOROENADAS LOCAIS DOS P.l. NOS LADOS Dll ELEMENTO***** 

DO ,o J=l,4 
L=MP(J) 
K=MP (,J+i. l 
AC1,Ll=AB•MP(J+Bl 

30 A(l,Kl=MP(Jt12) 
DO ,1 J=l,B 
I:9-J 

31 A(2,IJ=-A(l,JJ 
DO IS I=l,6 

1s GGCil=o. 
LLL=2*LAD0-1 
KKK=2•LADO 
DO 72 r<=LLL,KKK 
DO 16 1=1,6 
00 1.6 J:1,2 

16 SNN(J,1):0. 
C**** COORDENADAS LOCAIS E GLOBAIS DOS PN DO LADO ílE INTERESSf•• 
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DO 2 J=l,3 
JJ:[_M (!_ADO, J) 
X(,J, 1 J=XF.CJJ, 1) 
X(J,?.J:XE(J.J,2) 
F(l,JJ::FT(l,JJJ 
FC2,JJ::FF(2,JJJ 

236 

C••••••••• ~UNCOES DE INTERPOLACAO E DERIVADAS CORRESPONDENTES** 
GOTO (7,7,7,1,8,<J,8,9J,JJ 

7 SN(JJ:(1.+A(l,KJ*F(l,JJJ*(l .+A(2,KJ*F(?,JJJ*(A(l,KJ*~(1,JJ+ 
1A(2,Kl•FC2,J)•ll•0,25 

DO 13 !=1,2 
N=3-I 

13 D(I,J):((!,+A(N,Kl*F(N,J))*f(I,J)•(2,•A(I,Kl* 
* F ( l , J l t A ( N , K l • F ( ,, , ,J ) ) ) / 4 • 

GOTO 2 
8 SN(J)::(1,+A(l,Kl•F(!,Jllo(1.-A(?.,KJ.o2)o0,5 

D(l,JJ::(l,•A(?.,KJ**2J•F(l,JJ/2. 
D(2,J)::-((1.+A(!,K)•FC1,J))*A(2,K)l 
GOTO 2 

9 SN(JJ:(1,•A(1,K)**2l*(1,+AC2,K)•F(2,JJ)*0,5 
Dcl,JJ=·cct,+Ac2,KJ•Fc2,JJJ*A(l,KJJ 
0(2,JJ:(1.•A(l,Kl*•2J•FC2,JJ/2, 

2 Co1JTÚJU( - - - - --
C••••• FUNCAD DE JNTERP. P/ VARIACAO QUADRATICA DE CARRREGTO,••• 

DO, J=l,3 
SNN(1,2•J•1):SN(J) 

3 SNN[?.,2•J1=SN(J) 
(*****i***************** CALCULA JACO~IANO ~***************'**~** 

Do 17 "l::t,2 
DO 17 N::t,2 
DD("l,NJ::O, 
DO 17 L=l,3 

17 DD(M,NJ::DD(M,NJ+D(M,L)*X(L,N) 
G22=(DD(l,ll••2+DD(l,2)**2l••0.5 
Gll=(DD(2,1l••2•DOl2,2l••2J••0.5 
íllll=G22 
Q(2J=G22 
Q(5J::G11 
Q'4l=711 
Q(5l=G22 
íl(6J=G22 
Q(7l=G11 
(H8J =G1 t 

C•*** CALCULO DAS FORCAS EQUIVALtNTtS POR INTEGRACAO NUMERICA ••• 
DO 20 [:\,2 
PNC!J=O. 
DO 20 L=l,6 

20 PN(IJ:PN(!J+SNN(l,LJ*PP(L) 
002t'II=l,6 
DO 21 KK=l,2 
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21 QQ(JIJ:QQ(IIJ+SNN(KK,lil•PNIKKl•íl(K) 
72 CONTINUE 

C WRITEl6,68fl) KL,([lQ(Il,I=t,ól 
688 FORMAT(/1X,•FORCAS Df SUPFRFICIE NO ELEM. 1 ,I3/6tl8.6) 

DO 2'i Jd ,3 
JJ:L•1(LAD0,J) 
JJJ:IXCKL,JJJ 
UX(JJJ)=UX(JJJJ+QQC2•J-I) 
UYcJJJJ=UY(JJJJ+QQ(2*J) 

C wRITE(b,666) JJJ,UX(JJJ),Uy(JJJJ 
666 FoRMAT(/!X,'PN=',I3,'UX=',r!S.6,'UY~',I:-15.6) 

25 30NTqNU5 
RETURN 
END 

SUBROUTINE CARGAS 
C*********************************•*-*~*•***************i******** 
(**********"***** LE CARGAS CONC~NTRADAS E DISTRIHll!DAS ******** 

IMPLJCIT REAL*8(A-G,O-ZJ 
COM •I O N / Q U .\ T R O/ 1 X ( 1 3 O , 1 Q J , l U ( 4 ', !J J , K L, .l L 
COMMON/ClNCO/R(450),z(4SO),Ux(450),LJY(450l,R!(900),R2(90Ul, 

IHBAND . 
-e (]);j M ON / D 1:-Z /NN i (1 É: L' J E se A V, J e e b NC, J e D Is T 
COMM0N/MARIA/PL(16J,V(16),PP(6),LADO 
DATA LR,LW/'i,6/ 
IF(JCCONC.EQ.O) GOTO 25 

e••••••••••••• LI:- CARGAS çüN[ENTRADAS *****************'******* 
READ(LR,195':iJNCONC 
WRlTF.(Lw,15) NCONC 
DO 21 llA:!,NCONC 
READ CLR,195'i)NPC,FX,FY 
WRITE(LW,!016JNPC,FX,FY 
UX(NPCJ:UX(NPCJ+FX 

21 UY(NPCl=UY(NPC)+FY 
25 IF(JCDIST.EQ.O) GD TO 35 

C•••••••••••••••i DEFINE CARREGAMENTO D1sTR!BU1Do ••••••••••••• 
RtADILR,!q5SJNCDIST 
WR!TECL~,510)NCD1ST 
DO 30 M:l,NCDIST 

READILR,S!S)KL,LADO,(PPCil,I:1,6) 
WRITf(LW,565JKL,LADD,(PP(IJ,I:l,6) ,o CALL DLOAD 

15 FORMATl////•3DX,'C AR G AS C O N C t N T R A D A S',1, 
130X,37(':'),// 
2//15X,'NO. OE p0N30S NODAIS COM CARGA CONCENTRADAS=',Il// 
35X,' P."1.NO,' ,sx, 'FoRCA. HoRIZotHAL', lOX, 'l'oRCA VERTICAL' /J 

':,!O FORMAT(//l5X, 'CARREf;AMtNTO DISTRJBUJDü'/!5X,24(':')//IOX, 
*'NUMERO DE ELEMfNTOS COM CARGA DISTR1BUIDA= 1 ,13///2X, 
*'ELEM',2X,'LAD0',12X,'INTl:NSIDADC DO CARREGAMl'.NTO NOS PN'/J 

515 F0RMAT(2I5,6E1D.O) 
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565 FORMAT(I5,2X,I5,6EJ5,5l 
1016 FOR'1AT(7X,I3,\5X,E!i,6,12X,E15,6) 
t9SS FORMAT(I5,7F1o.ol 

35 RETURN 
E::ND 

SUBR00TINE MUDRIG(AJ 
C*''******i****************************************************** 
C***********'*** MUDANCA D[ RIGIDEZ DOS MATERIAIS ••••••••••••••• 

IHPLICIT REAL*8CA-G,O-ZJ 
COMMON/QUATR0/1X(l30,10),IU(450J,KL,IL 
CO~MON/NOVEIYOUN2116),POIS211bl,GAMÁ(l61,COELAT(l61,SINAL 
C0M"10N/V!NTUMIMA 
DIMENSIOII A(2,25) 
DATA LR,L,.,/5,6/ 
RFAD(LR,1003) NRIG 
WRITEILW,502) NRIG 
IL=O 
MA=O 
DO 501 I=l,NRIG 
READ(LR,JU03lKL,IXIKL,91 
MTYPE=IXIKL,91 
W R I TE C L ,, ; 8 o 2 T K L , J X CK L , 9l 

(*********"**" CALCULA FORCAS Dl MASSA *********••••••••••***** 
IF(GAMA(MTYPEJ.Nt,OJ CALL MASSA(A) 

301 CONTINUE 
302 roRMAT(;;20X, 'MUDANCA DE RIGIDEZ DOS MATERIAIS';20X, 

132(':')///l2X, 'NUME:.Ríl DE ELFMENTOS COM RTG!DFZ AUMENTADA=' 
2,I3///20X,'NUMERO DOS l:.LEME:.NTOS ',IOX,'TIPO DE:. MATE:.RIAL'll 

802 FoRMATl29X,I3,24X,I3/J 
1003 FORMATlt6151 

RETURN 
!:.ND 

(***********•***"'*******************~*~***************•*****'**** 
SlJflROUT INE F.PLAS T ( lT, SK, A) 

C**************************************************************** 
C************ ALGORITMO PARA ANALISE ELASTO PLASTICA ***"******** 

IMPLICIT REAL*8(A-G,0-ZJ 
COMMON/U•I/NUMEL, NUMNP, NPCf., NINCRM, u:r TU 
COM MO N / QU A T R O II X C 1 3 O, 1 O) , I lJ C 4 5 O ) , N, l L 
(ÜMM0N/(lNC0/R(4SOl,Z(450),UX(aso),UY(45Dl,B(90U),R2(900), 

lMBA_ND 
COMMON/DOZE/TOLER,PERCC2Dl,SM,IPIC25),IRESI,IT!:.RA,IFORC 
COMMON/QUINlElz!C4,251,DFFOR(3,25},F(?5l,FOC25),DEFT(3,25) 
C0MM0N/VINT[/RfC(!30,2),NsC(l30J,NrIX(130l,Ns 
CoMMoN/rRINTAINDF,NCN,NSZF 
DJMENSJON ZT(4,25l,AC2,25l,DB(9!0l,SK(9D0,70) 
L>l:6 
DO 900 1:1,NSlF 
l:l(l):0. 
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900 Dt,(I):o, 
DO 3000 Kp:t,NINCRM 
"'RI TE ( L W, l O O O ) K P, PER C ( 1~ P + t ) 

1000 FORMAT(/,lOX, 'I N C R f M [ N TO N0.',I2/10X,26(':')/ 
$bX, 'PERCENTAGEM DA FORCA TOTAL APLICADA=',Fl0.5) 

C*********'*** FORCAS DO INCREMENTO **************************' 
DO 94'9 N: l, NUMNP 
UX(N)=UX(Nl* PFRC(KP+!l/ PfRCIKPl 
UY(Nl=UY(Nl• PfRC(KP+l)/ PERCIKP) 
BC2•'J-!l=UX(Nl 
BC2•'J):UY(Nl 

949 CONTINUE 
ITERA:0 
GOTO 948 

925 ITERA:ITFRA+l 
C *******************"* FORCAS DA ITERACAO ******'************* 

DO 932 N:J,NSZF 
932 B(N):R2(N) 

D0940"l=l,NB 
If('JFIXCN),EQ.111 GOTO 935 
IF(NF!X(Nl ,E(l,!O) B(2*f.JflC(N)-1 ):(), 
IFC~F!X(NJ.EQ,D1l B(2•NBC(N)):O, 
c;o ro 9i.fo-- - -

935 Bc2•NBC(NJ-1J:0, 
8(2HJ8C(N))=O, 

9ll0 CONTINUE 
C***** CALCULA MATRIZ DE RIGIDEZ PARA O PRIMEIRO JNCREMfNTO ***•• 
C****• OU PARA a PRIMEIRA ITERACAO DE CADA INCREMENTO ••••• 

948 I~[KP.fQ.l.AND.JTtRA.EQ.O) CALL FORMK(SK,AJ 
lF(KP,EQ.J.AND,lTERA,EQ.OJ CALL DfCOBcSKJ 

990 CALL RESOB(SK) 
C********* CALCULO DA NORMA DOS DESLOCAMfNTOS ***'************* 

M=O 
SM=O. 
DO 1200 N=l,NSZF 
DB(Nl=D8(Nl+8(NJ 
IFCDBCNJ.EQ.Ol GOTO 1200 
11:M+I 
SM=SM;(BCNJ;DB(NJJ••2 

1200 CONTINUE 
SM:(SM;MJ••0.5 
CALL TENSP(ZT,AJ 
DO 1300 N=l,NS2f' 

1300 B(N):O, 
11,ESI=O 
IF(SM.GT.TOLER.AND.IFORC.EQ.l) GOTO 925 
wRITE(L"', 1500) ITFHA 

1500 FORMAT(//!3X,'NO. Dr. ITERACOES:',I3/I/' ELEM',30X,'VALORtS' 
1, 1 OA FUNCAO DE ESCOAMENTO NOS P.I •. DO ELf~tNTO'//) 

DO 2000 N=!,NUMEL 
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lf(Ix(N,9).EQ.101 GOTO 2000 
READ112'NlZT,OEFT,F 
NPI2=IXIN, 10)**2 
WRITE(L~.23oolN,(K,F(Kl,K=1,NPI2l 

2300 FORMATCI3,1X,9(I3,1X,El0.4)/7X,9(!3,IX,El0.4)l 
2000 CONTINUE 
3000 CO'JT(NUr 

DO 4000 N:.1,NSZF 
4000 B(N):DB(Nl 

RETUR!\I 

C************************•******j****~***i•*****'**************** 
SUBROUTINE TENSP(ZT,A) 

C************************~**********************************k**** 
C*** CALCULA TENSOES E DE~S. tM PI P/ ANALISE ~LASTO-PLASTICA**** 

IMPLICIT REAL•81A-H,O-z) 
PHEGER SINAL 
COMMON/UM/NlJMEL,NUMNP,NPCE,NINCRM,LfITU 
C O MMO N / Q U A T R O/ l X ( l 3 O, 1 O J , l U 145 O l , N, l L 
COMMQN/CINCO/R(45DJ,Z(45UJ,UX(450),UY(450J,B(9QO),R2(900), 

l "18AND 
COMMON;SETE;COESAO(!Ol,ATR!TO(!O) 
C tfMM(J N /NÓ vr-;Y (füN2TlbT, PO I s-2-( f6); G"Mik( i6) , COE LA T C1 b ), Sl NA L 
COM"10N/ONZE/Cl,C2,C3,C4,C5,Cb,ALF,CK,H,HO,IMAT,!TtP 
C0MMON/DOzEITOLFR,PlRC(20l,SM,IPI125l,IRESI,!TERA,It0RC 
C0MMONITRFZEIFIN(2,8),T1(2,2l,T12,2l,tIX(2,8),XE(8,2l, 

1•t(25l,FJC8l 
COMM0N/QUINZEl2t14,25l,D[FORl3,25J,F(25l,F0(25l,D[Ff(,,2Sl 
C(JMMON/VJNTUH/MA . 
COMM0N/MARIA/PL(lbl,TT(2,8J,PP(6l,LAD0 
DIMENSION ZT(U,25J,lD(4,25J,A(2,2SJ 
LW:b 
MA:O 

C***** INICIALIZACAO ****~**•*******~**~**'****~***•~****** 
IFORC=O 
IMAT=O 
ITEp:O 
lL=O 
DO 404 N=l,NUMEL. 
Mlyp[:IX(N,9) 
IF(MJYPE,EG.10) Go TO 404 

C*•** COORDFNADAS E DESLOCAM~NTOS DO ELEM, ***************'**** 
DO 74 I=l,8 
J:IX(N,lJ 
XE(I,ll=RIJl 
XE(I,2l=Z(Jl 
TT11,ll=B(2*J~t) 

74 TT(2,IJ::Bc2•JJ 
lF(lMAT.EQ.OJ GOTO 75 
IF(JX(N,9).EG,IX(JMAT,91) Go TO 77 
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C********* COfFICS. DA MATRil DE FLATICJDADE DEF. PLANA••••••••• 
75 CO=(l.•POIS2(MTYPfJJ*(l,-2*P0lS2(MTYPEJJ 

Cl=yOUN2(MTYPEl•CI.RPO!S2(MTYPEll/CU 
C2=YüU~2(MTYpEJ/(2.•ll,tpOJS21MTYpflll 
C3=Y0UN2(MTYP[l•POrS2(MTYPtJ/Cu 
IFCHTYPE.GT.101 GOTO 76 
CDE:~SQRT(9.+12.*(DTAN(ATRITO(HTYPEJJ)**2J 
ALF=DTAN(AlRITO(MTYPEl)/CDf 
cK=~.•cOESAO(HTYpfJ/cDE 

76 JMAT:N 
77 IF(IL.F.O.Ol GOTO 81 

JF(!XIN,101.EO,tX(IL,IDll GQ TO 82 
C••••• CALCULO DAS COORDENADAS 005 PI 00 tLEMENTO •••••••••••• 

81 CALL !NTEGCAl 
!L:N 

82 ~PJ2:JX(N,10l**2 
DO 87 I=l,NPI2 
DO 87 J:t,3 

87 DEFoR(J,rl=o. 
READ(12'NJZT,DEFT,F 
IRtSI:O 
00 200 K:t,NP12 
FO(K):F(Kl 

C***** CAt.CULO DA MATRIZ QUE RELACIONA DFSL, A DEFORM, ******** 
CALL FUNINIDET,K,Al 

C******* CALCULA DtFORMACOES ••••••••••••••••••••••••••••• 
DO 88 I=!,8 
DF~OR(l,Kl=DEFOR(l,Kl+FIX(i,Il•TT(l,Il 
DEFoR(2,Kl=DEFoRl2,K)+FIX(2,Il•rr(2,Il 

88 DEFORC3,Kl=DEFORC5,K)tF!XC2,Il•TTC1,IJ+FlX(l,I)•TT(2,Il 
C******* CALCULA TENSOES **************º****************** 

21 (l,~J=Cl*DEFOR(l,KJ+C3•0EFOR(2,KJ 
Z!C2,Kl=C3*DEFOR(l,KltCl*DEFORC2,Kl 
Zl (3,Kl=C2•DEFoR{3,Kl 
Zl(U,K):POIS2(MTYPE)•(21(1,Kl+Zl(2,K)) 

C•••••••••• ATUALIZA TENSOES F DlFORMACOfS *'***'**************** 
DO 140 J=i,3 

140 DEFT(J,Kl=DEFT(J,Kl+DfFOR(J,Kl 
Do 1~0 J:1,4 

150 ZT(J,K):ZT(J,KJtZIIJ,KJ 
IF(MTYPE.GT.10) GOTO 200 
IPI(Kl=U 
SIGM:(lTl!,Kl+ZTC2,KJ+lT(4,K))/3. 
SX:lT(l,KJ~SIGM 
SY=ZT(2,KJ-S1GM 
S2=7T14,Kl-SIGM 
sIG8AR=D5QRT((5X••2+sY••2+sZ••2l/2,tlT(3,Kl••2l 
F(K):3,•ALF•SIGM+SIGRAR-CK 
!F(F(KJ,LT,O) GOTO 200 
IF(FOCK),GE.Ol IPI(KJ:l 
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IF(FO(K),LT.0) IPI(K):2 
IRfSI=IRESI+IPICKl 

200 CONT!NUt 
If(MTYPE.GT,10) GOTO 403 
If(IRES1l401,403,30D 

300 CALL MATEP(lT,ZO) 
IF(SM~TOLERJ403,403,35D 

C**•****'**** CALCULO DAS FORCAS RESIDUAIS(PI ITERACAO)********* 
350 CALL EQLOAD(ZD,Al 

IFORC=l 
403 wRITE(l2'Nl ZT,DEFT,~ 
404 CQNTJNUE 

fffTURN 
END 

e***************************~***** k * ** * * * * * * ~ * * * * ~ *. ~ * * * * * *. * * * * * * 
SLJ8ROUTINF MATEP (ZT,lDJ 

C***********k********************'************************t****** 
C**** CALCULA MATRIZ ~LASTO-PLASTICA t INCREMtNTOS DE TENSOES ••• 

IMPL!CIT REAL•8CA-H,0-ZJ 
INTFGER SINAL 
COMMON/QUATRO/IX(130,10l,IU(450l,N,IL 
COMMON/SETE/COESAOCIOJ,ATRITO(ltl) 
C b"Mi.iü"N/NÕ vT1YtfüN2Tf 6") ; j>"ô"! s·2·c r6 J ~ G

0

A j,fi\"( f 6) , C Ot 1.. ÃT C16 l, SI N AC 
C0MM0N/ONLE/Cl,c2,c3,C4,c5,C6,ALF,CK,H,H0,lMAT,ITFp 
COMMONIDOZEITílLfR,PERC(20),SM,IPil2Sl,IRtSI,ITERA,J~ORC 
COHMON/QU!NZE/Z1(4,25l,DEFOR(3,2SJ,FC?5J,F0(25J,DEFT(3,25J 
C OMMON/ V l N T Ut~ /MA 
COMMON/QLJA/CJ1(25),C??(?Sl,C33(?5l,C1?125l,C13(25l,C23125l 
OIMENSION ZT(4,25l,ZD(4,25l,AF(4J,ZSC4J,ZA(4) . 
L W:;;6 

IF(ITEP.tQ,OJ GOTO 3 
IFC!X(N,9J.EQ.IX(ITEP,9JJGO TO 5 

C••••••••••••••• CONSTANTES DA MATRIZ Df PLASTICIDADE •••••••• 
3 MTYPE=IXCN,9) 

Cb=2.*C2 
C4=YOUN2(MTYPt)/C3.*C1,-2,•POIS2(MTYPEJJ) 
C5=Pü1S2(MTYPEJ/YOUN2(MTYP[) 
H:(5,*C4•ALFJIC?.•C2J 
HO=l,+(9,*ALF••2•C4)/C2 
IT[p:oN 

5 NPI2=IX(N,I0)•*2 
Do 300 K=1,NPI2 
IFCIPI (KJ ,EQ.OJ GO TO 'jO 
IF(!PI(K).EQ,2) GOTO IS 
DO 10 J:1,4 

10 ZDCJ,KJ:ZTCJ,KJ•Zl(J,KJ 
GOTO 30 

IS RX =-FOCKJ;(FCK)-FO(Kll 
00 20 J=!,4 

20 ZDCJ,Kl=lT(J,KltZt (J,K)*CRX•!l 
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SIGM:(ZD(l,Kl+ZD(2,K)+ZD(4,K)l;3. 
SX:ZD(l,K)-SIGM 
SY=ZD(2,KJ-S1GM 
SZ=2D(4,Kl-SIGM 
sIGBAR=DsQRT((sX**2+sY**2+sZ••2)/2,+ZD(3,KJ••2) 
AF(3l=ZDC3,K)/SIGRAR 
AF(lJ~ALF+SX/(2,•SIGBARl 
AF(2J=ALF+SY/(2.*5IGBARJ 
Af(4)=ALF•SL/(2,*S1GBARJ 
F2=5.*ALF•5IGM+s1GBAR-CK 
DR=O. 
DO 22 J=l,4 

22 DR:OR+AF(JJ•Zl(J,K) 
DR=-F21DR 
RX=RX+DR 
Do 25 J:t,4 

25 ZD(J,Kl=ZT(J,K)+ZlCJ,Kl•(RX-ll 
(***"********CALCULA INVARIANTES DAS TENSOfS NOS P.I. ********** 
* 

30 CONTINUE 
SIGM:(2D(1,K)+ZD(2,KJ+ZD(4,K)J;3, 
sx=lD(l,Kl-SIGM 

--- $Y-= 'lb ( 2 ~Kr;.-$1 GM 
SZ=lD(ll,KJ-S1GM 
S!GBAR=DSQRT((sx •• 2+sv •• 2+sz,.2J12.+ZD13,KJ •• 2J 
IF(SIGBAR.NE.Ol GOTO 3S 
WRITE(L>'l,.38) 

38 FORMAT(I/' O PRIMEIRO lNCRtMENlO ESTA PLASTIFICANDO ALGUNS' 
1,' PONTOS'l/lx, 'DF UM VALOR "IENOR OE Pf.RC PARA [JUE O_,, 
2'PRIMflR8 INCREMENTO StJA ~LASTICO'l 

STOp 
35 Hl=CH-SIGM/(2.•SIGRARJ)/(SIGBAR,HOJ 

H?:((ALF-SJGM/(2.*S!GBAR)l*(2.•H-S1GMISIGBARJ/HOJ-
1((3.•C4•CK*C5J/(SIGBAR•HOJl 

ii3=1.IC2.•SIGBAR••2•HOI 
C************** cOEF!ClENTES DA MATRil ELASTicO-pLASTlcA •••••• 

ClJ(Kl= C&•CJ,-H?-2.*Hl•ZDIJ,Kl-H3•ZD(J,Kl••2) 
C22(KJ= C&•(l,•H?-2,•Hl•ZD(2,K)-H5•lD(2,K)tt2l 
C33CKJ: Có*(0.5•H3•ZD(3,Kl**2l 
C12(KJ= -C6*(H2+Hl*(ZDcl,KJ+Z0(2,KJJ+H3•ZD(l,KJ*lD(2,KJ) 
Cl31Kl= -C6•(Hl•ZD(3,K)+H5*ZD11,Kl*ZDC.3,Kll 
C23(Kl= •C6•1Hl•ZD(3,KJ+H3•ZD(2,Kl•LD(3,K)l 
IF(MA.tD.l) GOTO 300 
C\4: •C6•CH2+Hl*ClD(l,KJ+ZDC4,Kll+H3•ZOCl,KJ*lD(4,KJJ 
c2a= •C6•cH2+Hl*cZD(2,KJ+ZD(4,KJJ+HS*ZPc2,K)•ZDc4,KJJ 
C34= •C6•(H1•ZDC3,K)+H3•ZD14,Kl•l0(3,Kll 

(*********** INCRlMENT0S DE TENSDES NOS P.N. DO ELFMENJO *'****** 
zsc1J=C11cKJ•DEFOR(!,K)+C12cKJ•DEFOR(?,K)+Cl3(K)•DE~OR(3,K) 
ZSC2l=C12CKl*DtFORC1,Kl+C22CKJ•DEFOR(z,K)+Cz3(Kl•DEFORC3,K) 
ZS(3J=C13(K)*DEFORC1,Kl+C23(Kl•OEFORC2,Kl+C33(Kl•DEFOR(3,K) 
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ZS(4l=Cl4•DFFORll,Kl+C24•DtFOR(2,K)tC34*DEFOR(3,K) 
DO 40 J=t,4 
ZD(J,Kl=Zl (J,K)•ZS(J) 

40 ZT(J,K)=Zy(J,K)•ZDCJ,Kl 
S I G M:: Cl T ( 1 , K J t Z T ( ?. , K 1 + Z l ( 4 , K ) l / , • 
SX:ZTC!,K)·SlGM 
SY=Z1'(2, K J-SIGM 
SZ=ZT(«,Kl·SIG11 
srGBAR=Ds0RT((sX••?•sY**2+sZ••2)/2,+lr(3,Kl••21 
AF(31=ZT(3,K)/SIGBAR 
A F: ( 1 1 = A l. F t S X/ ( 2 , * S 1 G ll AR 1 
Af(21=Alf+SY/C?..*SIGBAR) 
AFl41=ALF+SZ/(2.•S1GBARI 
FOCK):3.•ALF•SIGM+SIGBAR-CK 
P:FO(K);(AF(ll••2+AF(2J••2+AF(3J••2+AF(4)**2) 
llO 4':i J:[,4 

4':i lT(J,K)=ZT(J,K)-AF(JJ•p 
srGM=(ZT(!,K)+7,r(2,K)+ZT(4,K))/3. 
SX=lT(t,Kl·SIGM 
SY=LT12,K)•SIGM 
SZ=LT(4,KJ·SIGM 
SIGBAR=DSORT((5X••2+sy••2+sZ••?.Jl2.+ZT15,Kl••?.I 
Fo(K) =3. *A.Lf•sftM·+sTGBAR-t!C . .... .. . . .. 
F(K):O, 
JPI(K):K 
GOTO 3110 

50 llO 60 J:1,4 
60 ZD(J,KJ:O. 

300 CONTINUE 
RfTURN 
tND 

(**********************~***************************·************* 
SL1BROUT1NE SAIDA(ZT,AJ 

C**************************~******~****A********~*****•***i****** 
C**** IMPRIME DESLOCAMENTOS, DtFORMACOES E TFNSOtS DA ETAPA***** 

IMPLICIT REAL•BcA-G,0-ZJ 
COM~ON/UM/NUMEL,NUMNP,NPCE,NINCRM,LtITU 
COMMONIDOIS/SIGT0(4S0,4l,DtSLOC12,4':iOJ,zGIQ,450J 
C0MM0N/ílUATROIIXl130,10),IU1450l,N,IL 
CoMMoNICINColR(450),Z(Q50),UX(450),UY(450),8(9UO),R2(900), 

lMHAND 
COMMON;QUINZE;Z1(4,25J,DtFOR(3,25J,F(25J,F0(25J,DEF1C3,25J 
DIMENSION ZTC4,?':il,CPIC2,2':i),A12,25J 
LR :'j 
LW:6 
!F(NPCE.[Q,O) WRITtlLW,12041 
IF (NPCE .EQ.1) WRITE (Lw, 1205) 
f)O 10 N:!,NUMNP 
IFCBC2•N-1).t0.0.AND.B(2*Nl.EA.OJ GO. TO IU 
IF(NPCE,EQ.[JftRTTE(L~,!206JN,1DtSLOCcJ,NJ,J;J,2J 
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IF(NPCE.EQ.11 GOTO 10 
C=CZG(1,Nl+ZG(2,Nll/?, 
D=DsGRTll(ZG(!,Nl-ZG(2,Nll/2,1••2+ZG(3,Nl**2l 
SlGMAl=C-D 
SIGMA.3:C+D 
IFCZGC1,NJ.EO.SIGMA3l GOTO b 
ANGL;57,29~78*DATAN(ZG(3,NJ/(2G(l,N)-SIGMA3J) 
GOTO 7 

6 ANGL:90, 
7 wRITEILW, 1207JN, CDESLOCIJ,NJ,J:1,2), 

l(ZG(J,NJ,J:1,0J,SlGMAl,SIGMA5,ANGL 
10 CONTINUE 

IF(NPCE.EQ,01 RETURN 
~RITE(L..;,5001 
IL:O 
DO 100 N=l,NUMfL 
IFCIX(N,9).E0,10) GOTO 100 
CALL. COPIN(CPI,A) 
READC12•N) ZT,DtFT,F 
NPJ2:JX(N,IOJ••2 
DO 100 K=l,NPI? 
C=(ZTC1,Kl+ZTl2,Kll/2, 

. D =ó S0R T tT(Z-f( 1 , K) -i' l (2, R)) / 2. 1 ** 2 t Z TU, K l * * 2) 
SIGMAl=C-D 
S1GMA3:C+D 
IF(ZT(l,KJ,EO,S!GMA3) GOTO 60 
ANGL:57.29578*DATAN(ZT(3,KJ/(ZT(l,KJ-S]GMA3J) 
GOTO 70 

60 ANCL:90, 
70 wRITE(Ln,600) N,K,CPI(l,KJ,CPI(2,KJ,(lT(J,KJ,J:1,4), 

l S1GMA1,SIGMA3,ANGL 
100 CONTINUE 
500 FORMATC;/' fL(M',3X,'P!',7X,'X',9X,'Y',lOX,'SIGX',11X, 

l'SIGY',10X,'TAUXY',11X,'SIGZ',9X,'SIGMA1',9X,'SIGMA3', 
2 7 X, 'MIG' I /) 

600 FDRMATl1X,2J5,2f10,5,6E15.4,E11,3l 
1204 FoRMAJ(//lSX,'DEsLoCAMfNTOS E TENsots Da ETAPA'l35X,32('-') 

1 / / 3 X, ' P N ' , b X 1 ' DE S LO C H ' , 7 X, ' Dt. S LO CV ' , 8 X, ' SIGMA X ' , 8 X, ' S J(; MA Y 1 

2 ,9X,'TAUXY',8X,'SJGMAZ',IIX,'SIGMA1',8X,'SIGMA3',10X, 
3 'ANG'//l 

1205 f0RMAT(//?5X,'DESL0CAMENT0S DA ETAPA'//2X,2H N,SX, 
!8H DESLOCH,7X,8H DESLOCV//l 

1206 FORHAT ll5,2El5.5J 
1207 F0RMAT(I7,8E14,5,F!3.3) 

RETUR;J 
t.ND 

C**************************************~************************* 
SUBROUTINE COP!N(CPl,AJ 

C****************************************~**************~******** 
C********** CALCULA COORDENADAS GLOHAIS DO PONTOS DE INTfGRACAO•• 
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lMPLICIT REAL•BCA-G,D-zl 
CD MM O N / Q U A T R D/ l X ( 1 3 O , 1 O ) , I lJ C 4 5 O J , N, I L 
CoMMoNICINColR(450),Z(450J,UXC450),UY(450l,R!(900l,R2(qOO), 

1 MBMID 
CDMMON/TREZE/FIN(2,8),T1(2,2J,TC2,2J,F!XC2,KJ,XFC8,2), 

1W(2',J,Fl(8) 
COM"IO.N/VlNTUM/MA 
DIMENSION CPI(2,25J,A(2,25l 
DO 10 I=!,8 
J=IX(N,I) 
X~(I,ll=R(JJ 

10 XElI,2l=ZCJ) 
IFCIL,EG,O) GOTO 20 
IFCIXCN,IOJ,EQ,IXCIL,!Oll GOTO 30 

20 MA:1 
CALL INTEGCAl 
IL=N 

10 NPI2=IX(N,10)**2 
DO 110 K=l ,NPI2 
FI( J):(1,+A(1,Kll•(1.-A(2,K)l*(ACl,Kl•A(2,Kl•l,)/4. 
Fl( 2)=11,+A(!,K)l•C!.+A(2,K))*(A(!,KltA(2,K)-1.l/4, 
Fr( 3l=C!,-A(!,Kll•C1,+,c2,Kl)•C-All,Kl+AC2,Kl-1.l/4, 
F!( '4)=(1· ~Ac1· 1<:n,c1···; . .-A·c-2 .. Kll•C.;.·ÁT1· Kl-A(z K);.1 .. )/4·· ······-·· . , ~, , , ". 
FI( 5):(J,+A(l,K))•(l,•A(2,K)**2)/2, 
Fie 6J=c!,+A(2,KJJ*(l,-A(l,KJ**2)12. 
fl( 7):(t,-AC1,Kl)•(l,•A(2,Kl**2)/2, 
FI( 8):(J,•A(2,K))*(l,•A(l,K)**2)/2, 
DO 40 J=l,2 
CPIIJ,Kl=O, 
Do 40 1=1,B 

40 CPICJ,KJ:CPICJ,KJ+Fl(Il•XECI,Jl 
RETURN 
END 


