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ABSTRACT

The finite element method. is employed in the pre-
diction of the dynamic transient response of structures systems
exhibiting material non-linearity. The central difference explicit
time marching scheme is adopted for integration -of’ the dynamic
equilibrium equation and a diagonal lumped mass matrix ‘i's employed
with a special procedure applicable to variable nodal points qua
drilateral isoparametric elements. Tﬁe effects of soil-structu-
re interaction are considered and a special fluid. ' element is
appreciated. Several problems are presented and conclusions are

discussed,



SUMARIO

0 Método dos Elementos Finitos & utilizado na ob-
tencdo da resposta dinamica elasto-pldstica de sistemas estrutu-
rais solicitados por transientes de curta duracao. O método in-
cremental explicito de diferenca central € adotado na integracgao
da equagao de equilibrio dinamico, empregando-se uma - mattiz de
massa diagonal agrupada, especializada para elementos quadrilate
ros isoparamétricos com niimero variado de pontos nodais. Us efei
tos da interagEO solo-estrutura sao considerados, implementando-
se tambem um elemento especial de fluido. Diﬁersos problemas sdo

apresentados e conclusoes discutidas.
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I - INTRODUCAO

0 uso do Método dos Elementos Finitos na solucgao
de problemas estruturais ndo-lineares & agora bem estabelecido.
Em particular o comportamento nao-linecar fisico dos materiais e
os efeitos provenientes de grandes deslocamentos tém recebido es
pecial atengao. Outras fontes de nao-linearidade,principalmente
as relacionadas as interacgOes estruturais,tém sido também exten-
sivamente estudadas. Nesta area, geralmente, as pesquisas davam
maior enfoque a analise estatica, porém recentemente estas mes-
mas nao-linearidades tem sido investigadas quando a natureza do.
carregamento € dindmica. Consideragodes praticas siao de grande
importancia na anilise dinamica de estruturas no que diz respei-
to a escolha do método de solucdao a ser utilizado, bem . como na

avaliacao dos resultados obtidos.

Normalmente, grandes estruturas rompem quando sub
metidas a solicitagles dinamicas subitas, excepcionalmente eleva
das e de curta duracao. Estas podem englobar cargas de impacto,
explosoes, grandes terremotos, etc. Embora a définigio exata des
Ses carregamentos possa, algumas vezes, ndo ser disponivel,é res
ponsabilidade do analista estrutural garantir a infalibilidade
das obras a estas solicitagoOes, principalmente aquelas cuja rotu
ra compromete a seguranga publica. Dentro desta especificacio,
pode-se ressaltar a seguranga dos vasos de pressao de reatores nu
cleares, barragens, vasos de contencdao quimica, tubulacées de al

ta pressao, etc.

A grande importancia na escolha do método de solu
¢ao fica ainda mais evidenciada ao se conceber que muitas das so

licitagoes mencionadas anteriormente podem ocorrer em intervalos



de tempo da ordem de micro-segundos ¢ que neste pequeno interva-
lo, devido ao valor elevado das cargas, ha de se esperar o escoa
mento plastico dos materiais e a geracao de grandes _dé&slocamen-

tos.

Em analise dinamica ndo-linear os métodos de inte
gragdo direta no tempo sdo os mais empregados. Estes se subdivi

dem em: implicitos e explicitos.

A eficiéncia computacional dos métodos implicitos
¢ atribuida, em parte, a utilizagaoc de maiores intervalos de in-
tegragdo no tempo, pois s2o incondicionalmente estaveis. Nesses
métodos o maior esforgo computacional, em analise nao-linear, re
side na atualizacao da matriz de rigidez global da estrutura, na

solugao do sistema de equacdes e iteracoes de equilibrio nodal.

Os métodos explicitos sdo condicionalmente esta-
veis. Em particular, para o. algoritmo de "integracdo explicita
de diferenca central, a eficiéncia computacional & comprometida
pela exigencia de intervalos de'integpagéo no tempo, algumas ve-
zes, bem inferiores aos utilizados pelos implicitos. Seu desem-
penho & beneficiado principalmente por nao necessitar da matriz
de rigidez global da estrutura, o que elimina oS procesgos de ge
racdo, .atualizacdo e solucdo do sistema de equag¢des, bem como nao
utiliza a cada paéso da integragao processos iterativos para o
estabelecimento do .equilibrio (cap. IL ref. [2.8]). O método de
integracao explicita de diferenca central para a analise nao-1li-
near & fortemente recomendado no calculo de até  aproximadamente
dois periodos fundamentais da resposta dinamica, . (Zienkiewicz,

ref. [2.11]).

0 objetivo do presente estudo & a analise dinami-

ca estrutural pelo Método dos Elementos Finitos em transientes



de curta duracao, associados aos modelos estruturais anteriormen
te citados. Por este motivo, optou-se pelo algoréimo de integra
¢do explicita de diferenca central. Em tais analises, o esforgo
computacional adicional deste algoritmo em relacdo aos “implici-
tos, devido a utilizacdo de pequenos intervalos de tempo, € Sa-
tisfatoriamente compensado pelo tempo de computagao ganho na nao
realizacdo das operacgdes matriciais ja mencionadas. 0 algorifmo
de diferenga central mostrou-se também mais eficiente em proble-
mas de solicitacdes dindmicas transitdérias, pois nestes casos a
integracao passo-a-passo dever ser feita com pequenos intervalos
de tempo, de modo que todos os graus de liberdade sejam excita-

dos durante a aplicagao da carga.

Na integracao da resposta dinamica incorpora-se o
comportamento ndo linear fisico dos materiais, implementando-se
dois modelos elasto-plasticos. O primeiro associado ao critério
de von Mises -; o segundo tendo come base .Oa:tfitériqjidefJMohr-
Coulomb Modificado, no qual, a nao existéncia de*pontosszingulg
res implica na maior efetividade da formulagao elasto-plastica e

maior eficiéncia computacional.

Em paralelo ao estudorda _néo-lineafidade fisica
dos materiais, analisa-se também o comportamento hidrodinamico de
fluidos nao-viscosos e os problemas relacionados com as desconti
nuidades de contorno cinematico, para os quais el borou-se um ele

mento de interface apropriado ao algoritmo utilizado.

Com os requisitos anteriores, o programa desenvol
vido (em linguagem FORTRAN), permite a obtengao de respostas di-
namicas de estruturas de materiais elasticos e elasto-plasticos,

incluindo os efeitos da interagao solo-fluido-estrutura.

Diversas aplicagoes ilustram a eficiéncia computa



cional e precisao conseguidas pelo algoritmo de diferenca cen-
tral, verificando-se o desempenho dos modelos elasto-plasticos e

os efeitos da interagao estrutural.



I - FORMULACAC E SOLUGAO PELO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

No presente estudo. o Método dos Elementos Fini-
tos & utilizado para discretizacgdo do continuo. As equagoes di-
ferenciais de equilibrio dinamico sao obtidas pelo principio dos
trabalhos virtuais e integradas no tempo pelo algoritmo de inte-
gracao explicita de diferenga central. Este algoritmo € utiliza
do no calculo da resposta dinamica eldstica e elasto-plastica de

trés categorias de sistemas estruturais:

- Estado Plano de Tensdes
- Estado Plano de Deformacoes

- So0lidos Axissimétricos

2.1 - DISCRETIZACAO DO CONTINUO

0 processo de discretizagao € efetuado por inter-
médio de elementos finitos isoparamétricos (com nimero -variado

de pontos nodais), elementos de trelica e elementos de interface

0 desenvolvimento matematico apresentado neste Ca
pitulo esta voltado diretamente a analise por elementos finitos
isoparamétricos, pois os elementos de treliga.e interface poden

ser introduzidos como casos particulares (Capitulo V).



A partir das caracteristicas e fungbes de interpo
lagao do elemento base, Tabela 2.1, pode-se obter o campo de des
locamentos, velocidades e aceleracoes relativas ao dominio de ca
da elemento. Estas grandezas sao obtidas dos respectivos --valo-

res nodais e em notacao matricial, podem ser escritas como:
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elemento isoparamétrico bidimensiondal com
niumero variado de pontos :nodais {4 -8)

INCLUIR SOMENTE SE 0 NO I E DEFINIDO

I-=5 I=6 I -
(1+8) (1+n) | - 2N
Q-8 a+n | -3N | -7N
(1 -8 - -3 N | -3
L+ (1-mn) - 3
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(1-n%) (1 - &)
(1-8%) (1 - n)

(1-n%) (1 + &)
TABELA 2.1
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(2.3)

- vetor de deslocamentos no dominio do elemento
- vetor de velocidades no dom?nio do elemento

- vetor de aceleracoes no dominio do elemento

- matriz de funcdes de interpolagdo do elemento
- Vetor dos deslocamentos, velocidades e acelera

coes nodais referidas ao sistema global,  (ja
que se utiliza de elementos isoparametricos).

Com base nas definicoes anteriores e na discreti-

zagao utilizada, o campo de deformagdes € fornecido por:

Il

;

N / 1

Estado Plano de Tensoes

0 1 1 0 Voy Estado Plano de Deformacoes

A ) I U ' (2.4)



/
F ) { 1
€. 1 0 0 0 0 Us .
€, 0 0 0 1 0 u,, . .
€ =ﬁ > = ﬁ > (solidos Axissimétricos)
= v, 0 1 1 o0 0 v,r?
1
€g 0 0 0 0 R v,,
\ \ J
A u

(2.5)

Como se faz uso de elementos isoparamétricos, as
derivadas dos deslocamentos em relagao ao sistema cartesiano sao
fornecidas em funcao das derivadas destes deslocamentos em rela-

cao ao sistema (& , n), Tabela 2.1:

‘ ' 3 / 3
U,E ng Y:E 0 0 u,X
* Xs ] 0 d : 4 = ‘ *
un>= ) . Yn 0 ><lly> fd'in ‘41 dXJ’+
Vgg ’ 0 0 ng Y’E_', V’X -+ E_l’x,y = q ) g’.g’n
V,n 0 0 X,n Y,n V,y
d \ / \ !
d‘.’g n :J_- é’x,}’
(2.6)
v :
onde
/ N
Nl,E 0 NZ,E 0 s Ng,g"o
N 0 N 0 err Ny - 0
Q,E ; - D"N . g =ﬁ 1,1] an 8:”-\7 >_- 'L—I
0 Nl,E 0 NZ,E = 0 NS,E
0 N]-an 0 NZ,T) Ut 0 Ngsn

DN 2.7



onde

1S

SOLIDOS AXISSIMETRICOS

1,8

1,n

1y

1,

1,n

10

2,6

2.

2,E

Z,n

8,8

§,n

(2.8)

(2.9)

Em ambos os casos as coordenadas e as respectivas

derivadas de um ponto no dominio do elemento sio fornecidas por:
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Ref. (2.10)

(2.11)

Com as equagoes (2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8,2.9,2.10
e 2.11), o campo de deformagoes para as trés categorias de siste

mas estruturais €. gerador pelo seguinte produto matricial:
e=A+«J " +-DN-U=B-:'1U (2.12)
Com as definigoes anteriores pode-se aplicar o
principio dos trabalhos virtuais associado ao principio de D'
Alembert  para se obter as equacdes diferenciais de equilibrio

dinamico do modelo discreto.

2.2 - PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

As equacgoes de equilibrio estatico de um meio con
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tinuo podem ser fornecidas pelo principio dos trabalhos virtuais ,

o qual estabelece sobre o dominio do modelo discreto a seguinte

equacao:
, )
4
1 T T T
>:< se »odV=] 8d £, dVv+ | 6&dy - £odS + I SU. F. S (2.13)
- ~ - ~ -V -5 =S .11
e=1 1
Vv Vv S
e
\
A
onde
fV ~-="forgas de_ volume
fo -~ forcas de superficie
dUi, P.1 - deslocamento nodal virtual e forga concentrada
nodal respectivamente
§ g - deslocamentos virtuais particularizados aoc .con-
- torno.
n - nimero de elementos

Pelo principio de D'Alembert esta equacao pode ser
estendida a analise .dinamica, considerando-se as forgas de inér

cia como forgas de volume adicionais (réf. [2.7]).
= -p "4 (2.14)

Do mesmo modo, pode-se incluir as forgas dissipa-

tivas (ref. [2.7])
£,= - 'k + Y (2.15)

onde

o - massa especifica do elemento

t ~ . . .
k - parametro de amortecimento viscoso do material do ele
mento.
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Com as definicoes (2.14) e (2.15), tem-se a exten

s3o da equagao (2.13) a analise dinamica:

g <J sel + Yo av = J sdl -+ ey av s j sdg - “fg ds -
e=lly S ‘
-‘JSﬁdT'p-tadV-J6~dT-tk-tédV+};6Ui-tFi>
v v ' e
1 (2.16)

Inserindo-se na equagao (2.16), as relacoes

£ = B - ty'* @;

i
o
o)
c
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No presente estudo, apenas a nao-linearidade fisi

ca & considerada. Por este motivo, os arranjos th‘e th ~ sao
constantes ao longo do tempo, permitindo escrever:

n T T t T t

s ot [ BT e ave [T o way .t
e=1 v v
+J@T-tkoydv-t[}—Jle-thdV- _

Vv v
T t t _
Jlfs £, dSs - F =0 (2.18)
S e

onde
[ LTt _t o |

B® » "¢ dV = IRre - forgas nodais internas do elemento
J = 2 o
Vv
[ T . . .

Noo» p « NdV - - matriz de massa do elemento
'

T t _t . .
N+« "k «+ NdV = "C - matriz de amortecimento

F="R - Vetor de forgas nodais
B externas do elemento.

O sistema de equacgoes diferenciais de equilibrio

dinamico € entdo dado por:

‘\
n t ti ot t* ot
I e@re eM eg * eg ) eg - eBP (2.19)
e=1
e
ou . )
M et TR - R (2.20)

O somatorio em (2.19) representa a contribuigdo
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de cada elemento na formacdo do sistema global de equagoes dife-

renciais de equilibrio dinamico (refs. [2.3, 2.4, 2.6 e 2.7])

2.3 - INTEGRACAO NUMERICA

Como se utiliza de elementos isoparamétricos, as
integrais de volume e superficie necessdrias a obtencio das ma-
trizes que compoem as equagoes diferenciais de equilibrio dinami
co., sdo feitas pela integragdo numérica de Gauss Legendre (refs.

(2.3, 2.4 e 2.7]).

Sendo Ei , nj as coordenadas dos pontos de inte

gracdo, w; e wj 0S5 pesos associados, as integrais anteriores

sao calculadas por:

( 3
1
t _ T .t - T .t .. =
R = <J B~ - "o dV = j B+ "o » K+ det J + dE dn
ev -
/
;o\
- oy wy + BT (B - Yo 8y Lm) - K (By Lon) -
iyt -~ 17 i i
5]




1
M = J NT . o . N 4V = J gT v p+ N+ K+ det J. dg dn
v -1 '
(e
}
ﬁ'z'{m.-m-NT(Eisn-)'O'N(Ei,nJ°K(Ei,n)-
ij - J -
€ \
\
c det J (£, , nj)}F
) \
t_J Tt T  t t
en = J A fy dv + J Ns fs a5+ !f>
v 5
e
/
1
= ngtfvoKodetgodEOdn‘F
-1 \
e
1
T t t\ _
+ J Ng £ - K- dp - dp o+ E>_
21
4
/
= {5 w.ow, NU (£ ,on.) » SFL(E. L n) - K (. L, on.) -
I i " Iy 55 i N
[
\
«det J (£ , n.) o+ % {w; « NN o(6.) - YEL (6.) - K (4.) -
SRS TR i " Ng 9y Lg%y i

onde

16

e ()1 + '

—
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K - & uma variavel que assumira trées valores, dependen-
do do tipo estrutural a ser analisado:

=
1

b
1

Estado plano de deformacoes.

-~
Ik

+
'

(espessura) - Estado plano de temnsoes.

K = R - (raio do ponto de integracdo)} - solidos axis
simetricos.

¢ - - =—Coordenada natural "do contorno-do elémento.

ds - Comprimento diferencial do contorno.

A regra de integracdao a ser utilizada depende do
numero de pontos nodais, da distorgao do elemento e do problema .em
estudo. Sugestoes quanto a regra a ser utilizada podem ser en-

contradas nas refs. [ 2.3, 2.4, 2.7 e 2.14] .

2.4 - AMORTECIMENTO ESTRUTURAL

No item 2.2 o amortecimento estrutural & introdu-
zido na equacao do principio dos trabalhos virtuais como forgas
de volume adcionais, sendo estas forgas dissipativas. A relagao
entre as forcas dissipativas e as velocidades = foi introduzida
na equagao (2.15) com a utilizacao de um parametro % , o qual
traduz o amortecimento do material, podendo ser o mesmo variavel

com o tempo, sendo por isto referenciado num dado tempo t

Na pratica € dificil, se nao impossivel, determi-
nar para um sistema estrutural os parametros de amortecimento,em
particular, porque estas propriedades sao funcgdes da frequéncia
de vibracao. Por este motivo, a matriz de amortecimento - global
nao & fornecida pelo acoplamento das diversas matrizes dos  ele-
mentos, como em (2.20), mas como uma combinag¢ao linear da matriz
de rigidez e matriz de massa globais (tipo Rayleigh) (refs. [2.3],
[2.7]). Devido as caracteristicas do algofitmo a matriz de rigi-

dez n3ao € gerada, portanto a matriz de amortecimento & considera
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da proporcional a matriz de massa;
C=aM (2.21)

2.5 - DIAGONALIZACAO DA MATRIZ DE MASSA

Como mencionado nas refs.[Z.S, 2.10, 2.11 e 2.12]
as matrizes de massa agrupadas e diagonais sdo preferiveis as ma
trizes de massa consistentes em métodos de integracdo explicitos,

sob o ponto de vista de precisao e eficiéncia computacional.

Para o elemento isoparamétrico quadrdtico. adota-
se a alternativa proposta por Hinton (ref. [2.13]). Corresponde
ao agrupamento de massa, proporcional aos coeficientes da diago-

nal principal da matriz de massa consistente.

Inicialmente calcula-se os termos da diagonal prin

cipal da matriz de massa consistente do elemento, ou se¢ja:

Mpj1 = f Ni = p*N; dv
v (2.22)
My, [ N, + o+ N dv
i
i=1,2,3,4,5,6,7,8

Os coeficientes da diagonal principal da matriz

de massa diagonalizada sao fornecidos por:
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- = M. .M
2i-1 21-1 X M21~1
(2.23)
L L M
myy = Moy o oTw
21

onde - . . -

Mys 7 € My - sao 0os elementos da matriz de massa diagona-

lizada

M = J p dV - massa do elemento
Y

2.6 - ALGORTTMO DE INTEGRACAO NO TEMPO

A integragao no tempo do sistema de equagoes dife
renciais de equilibrio dinamico & efetuada pelo algoritmo de in-
tegragdo explicita de diferenca central, cujo desenvolvimento teo

rico & apresentado a seguir.

0 sistema global de equagoes diferenciais de equi

1ibrio dinamico & dado por:

U+ R, = R (2.24)

, \ \ / N N ¢ ~ f I
< SRR PNV
0 myn g Usn-1 CoN-1 Ul Reaverl [Roner
mont Uz SN | Ys | PRew Ron
/ J \ \ J
L \ J J v, (2.25)
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onde

N - & o nimero de pontos nodais do sistema estrutural.

Desenvolvendo-se U

U(t) em série de Taylor,

em torno de um tempo genérico t , tem-se:

t+At t t

=t et et e 2o . ae? (2.26)
Aty = Ty - Y e At e 3 - B (-A0)2 (2.27)
Subtraindo-se {2.27) de (2.26):
tg _ fjﬁf (t+Atg . t-Atg) (2.28)
Somando-se (2.27) a (2.26):
tﬁ _ E%? (t+Atg ' t—AtI~J _ g tg) (2.29)

Substituindo-se (2.28) e (2.29) em (2.24) e toman
do-se partido do fato do sistema ser desacoplado, pode-se escre-

ver a equagao incremental no tempo para cada grau de liberdade:

t+At 1 2 ot t Tty Aty t-At
Ui — it [At (- Re, + Ri) + 2 m, Ui (mi - Ci R Ui]
m. +c. — 1]
1 i 2
(2.30)

Estabelecida a equagao incremental para um t ge
nérico € necessario determinar a equacdo particular em t = 0 ,

- e . \ . -~ -
para dar inicio a integragao passo-a-passo.
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A equacao (2.30) em t = 0 se escreve por:

Aty 1 2 . 0 R Bty -k
Us it [At (- "Rey * Ry) +2my Uy ~(my - ¢; 5) tUi]
mi ey 7
(2.31)
Da equacao (2.31} pode-se extrair _AtUi
-4 - 1 2 (_Op. ., 0 - Aty At
tUi ~———————E€-[At ( Rei + Ri) + 2 m, OUi Oni *cy TT) Ui]
m. — C. — .
1 1 2
(2.32)

Substituindo-se (2.32) em (2.28) e considerando-

se velocidades iniciais, chega-se a:

o . o9 . _ At 2 (O o)
by U, o+ 208t (- ) ¢ At (- CRe; + R ¢ 2m, UL
- - {(2.33)
Frequentemente OQ = 0 , entao
at? (- Re. + °R.) + 2 m. °u.

AtU_ _ 1 1 1 1 (2.34)

1 2 m.

1

0

Sendo Ui deslocamentos prescritos.

A equacao (2.34) também pode ser chtida,anulando-

se em (2.24) Og

G, = - 1 i (2.35)

Substituindo-se (2.35) na equagao (2.29) resulta

a mesma équagéo em (2.34):
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0 0
Re.. + "R
_ 1 i_ 1 (AtU. + Bty Lo oy ) -+
my At? . 1
2 ¢_ © o 0
aty =,At. (- “Re +"Ri) + 2 m, U1
i 2 m.
i
.o~ At _ -At -
A condigao U; ~ Ui decorre da equacao (2.28)

quando Og =0

2.7 - ESTABILIDADE DO ALGORITMO DE INTEGRACAO

Como ja mencionado, o algoritmo de integracgido ex-
plicita de diferenca central & condicionalmente estavel. E bem
conhecido qué o intervalo de tempo a ser usado corresponde a uma
fragao do menor periodo natural da estrutura. Uma estimativa des
te intervalo & obtida a partir dos auto-valores e € relacionada
ao menor tempo necessario para que ondas se propaguem através do

elemento.

Quando um meio continuo & submetido a uma solici-
tacgdo dinamica, € gerado em seu dominio um campo de deformagdes,
onde cada componente esta associada a um tipo particular de onda.
A medida da velocidade de propagaQéo dessas ondas (Fig. 2.1) e
utilizada na analise do intervalo critico. Para o presente estu

do pode-se destacar dois tipos:

Ondas Cisalhantes (Velocidade CS=J§5 (2.36)
Y
A
G = Txy - E
T Y 2(1 + \))
= Xy
L 4 'r s’
’*11 / T)Q%
’/ 7‘-\3(/
/
AP X

¢
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i ! :
AL J/
1 :-

Ondas dilatacionais’ {velocidade

E (1 - v)

C

D:SX:

y 1+ v) (I -2v)

AMRRRRRAN
————

NV

D

E

)

(2.37)
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onde,
p - massa especifica
E - modulo de Young

v - coeficiente de Poisson

De posse destas velocidades, escolhe-se a maior,
que fornecerda o menor tempo de propagacao e por conseguinte o in

tervalo critico de integracao (ref. [2.11D.

Sendo C,. > C o intervalo critico a ser usado

D S

em respostas dinamicas elasticas € fornecido por:

: 1
At = y' ¢ = v' AL \j e E \8 Elvi 2 V) (2.38)

onde

um parametro menor do que 1 e

<.
|
(¢

AL - & a menor distancia entre dois pontos nodais adjacen

tes.

Na ref. [2.15] o valor do parametro y' & sugeri
do variar de 0,9 a 1 para elementos lineares e de 0,2 a 0,6 pa
ra elementos quadraticos. Consideracdes semelhantes podem ser en
contradas na ref. [2.11] e outros. Na ref. [2.7], o intervalo
critico & tambem analisado, porém utilizando um desenvolvimento

matematico mais elaborado.

A estabilidade numérica de respostas dinamicas elas
to-plasticas € um problema muito mais. complexo, pois a propaga-
cao de ondas em meios elasto-plasticos, além de depender do mate
‘rial, & também fung¢do do critério de plasticidade e outras carac
teristicas intrinsecas ao modelo utilizado. Por este motivo, na

literatura,poucos comentarios sao feitos a este respeito, porem
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nas refs. [2.15 e 2.11] e no presente estudo, o intervalo criti-
co fornecido pela expressao (2.38) mostrou-se ‘satisfatdtrio em

analises de transientes curtos.

E importante observar que frequentemente a insta
bilidade numérica de métodos explicitos na analise de materiais
elasticos & facilmente detectada pelo rdpido crescimento dos des
locamentos e velocidades, porém em materiais elasto-plasticos. tal
ocorréncia pode ser mascarada. A energia gerada por uma instabi
lidade pode ser rapidamente dissipada quando os materiais se plas
tificam. (ref.[2.8)). Tal fato pode conduzir a um campo de deslo-
camentos com alto percentual de erro, sem ser detectado pelo usua
rio. Para evitar tal problema, pode-se garantir a estabilidade do
método verificando-se o balango de energia envolvido no movimen
to vibratdrio do sistema estrutural. (ref. [2.8]]. Tal verifica
¢do no presente estudo. nao foi incluida, pois compromete a efi-
ciéncia computacional, fugindo aos objetivos iniciais do traba-
lho. Preferiu-se, portanto, utilizar como intervalos de integra

gao valores abaixo do critico obtido pela expressdao (2.38).

2.8 - FLUXOGRAMA SIMPLIFICADO DO PROCEDIMENTO DE CALCULO DO ALGO
RITMO DE INTEGRACAQ EXPLICITA DE DIFERENCA CENTRAL

A eficiéncia computacional do algoritmo de " inte-
gracao explicita de diferenca central, adaptado & andlise ndo-1i
near, reside principalmente nas seguintes caracteristicas:

a) A matriz de rigidez global da estrutura ndo € gerada,

nem triangularizada

b) A numeragao dos pontos nodais nao precisa obedecer a
nenhum critério, pois ndo ha necessidade do conheci-
mento dos parametros associados a solucdo do . $istema

de equagoes.
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c¢) Os arranjos globais sHo vetores somente, o que impli-

ca em economia de area de memoria

d) Em particular, como nao se analisa a mndo-linearidade
geométrica, pode-se criar arcas de trabalho que arma-
zenem - as matrizes constantes ao longo do tempo, ou
seja, B, N, M e C e outras caracteristicas do

processo de integracao.

e) Como o intervalo de integracdo € suficientemente pe-
quenoc, dispensa-se¢ o uso de iteracOes para corregao

do equilibrio.

f) O algoritmo permite a elaboragdo de um esquema logico
que facilmente atende as caracteristicas de modulari-
zacao da programagido, o que garante adaptacoes e am-

pliagoes eficientes ao programa.

A seguir apresenta-se um fluxograma simplificado

das etapas principais de calculo:
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®

[cdiculo dos deslocamentos "2y,

equacdo
230

sim

‘¢alculo das -
forcas nodais
. * teAt
internas

_oRee

M |
]
] .
s | stm .

-g [cdiculo das forgas nodais interndas |

&
L+ ]
(=]
=1

-P
= sim
c
B

.
'g- equa¢ado
5 2.34
1

-
|
1

- 1

t At

t+ AL
R «—

g"""re

te At
+ R

g"'-'re e--... re

) g

te—t+ ot

{ tipo de etemento

\ sistema estrutural

ftipo de elemento

-—* sistema estrutural

\tei constitutiva
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III - CONCEITOS BASICOS DA PLASTICIDADE

Muitos anos de estudos tém sido dedicados a andli
se do comportamento plastico dos materiais. Desde a elaboracao
dos primeiros conceitos basicos da teoria da plasticidade, (Cou-
lomb, 1773"; Rankine, 1853; Tresca, 1864; von Mises, 1913 e ou-
tros), esta tem como responsabilidade basica preencher duas lacu
nas principais:

A primeira, construir relacgles explicitas entre tensoes

e deformacGes compativeis e proximas as observacoes ex-

perimentais.

A segunda, desenvolver técnicas matematicas para calcu-
lar os estados de tensdes e deformacoes de um so6lido de
formado plasticamente segundo um carregamento qualquer.
As técnicas em muito tem evoluido com o decorrer do tempo, porem
os conceitos fundamentais utilizados como subsidio-~matematico sao

praticamente inalteraveis.

A utilizacdo do método dos elementos finitos, em
particular de elementos isoparamétricos, deu um rapido impulsc na
aplicabilidade da teoria da plasticidade. Como consequéncia do
alcance desta técnica mateméticé, varios modelos elasto-plasti-
cos tém side adaptados acs recursos numéricos disponiveis. Esta
adaptacdo € normalmente apresentada, em grande parte das publica
gges,de forma muito compacta e objetiva, nao se detendo em sali-
éntar os conceitos na qual & fundaméntada.: Este Capitulo.portan
to, pretende ser uma introdugdo tedrica a implementagdo dos mode

los elasto-plasticos utilizados.

Todo o desenvolvimento matematico apresentado a
seguir wutiliza a notacdo matricial em substituicdo a notacdo ten

sorial tradicionalmente empregada. Apresenta-se a seguir oS ve-
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tores correspondentes aos estados de tensoes e deformacoes e

equivalencia entre as duas notagles.

ESTADO DE TENSOES

/ A / \

Oy dcX
s
%y Oy
g, doz
@ =< > do =< )

fxy dTXy
Tyz dtyz
Txz dez

\ / \ /

’

035 = 1077 933 933 912 931 913 931 923 932

onde

12 © %21 » 923 T 932 5> 913 T O3y
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DEFORMACOES

s R /
Ek de \
€ d

y £
€, dez
€=< >-—> d_'E'_‘J >

Yxy dny
Yyz dez

\ sz/ \dYXZ/

€15 = leqq ep €33 €15 €57 13 €37 €53 €35}



31

911 T %
0'22 = O'y
933 T 9
°12 7 %21 7 Txy
913 T 931 T Txz
923 T 932 7 Tyz
€11 T ®x
€22 = SY
€33 T %2
/
€12 7 f21 T Xy ny B Xy ¥ syx
€13 T f31 T €xz < Yxz = “xz * €ax
€23 © F32 7 €yz sz - 6yz ¥ Ezy
(
€11 * 922 22 * Y33 €33 T 912 €12
€13 * U371 €31 Y1923 €23 7 937 €33
€17 * 927 €22 * 933 €33 * 91 (Ep;
(eg3*E5p) * 055 (ep3 * €35) =0y
€2 7 Txy Yxy Y Txz T ¥xd T Tyz Yyz

+

£

21 721

+ 321) +
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3.1 - LEI DE ESCOAMENTO PLASTICO

Na descrigao do comportamento dos materiais (ref.
[3.29}).,a grande dificuldade reside em obter as definigodes que
permitem a formulacao matematica das relacOes tensao x deforma-
gao.

No presente estudo apenas pequenas deformagoes sao
consideradas, restringindo-se a classe &os matetriais estaveis,
(ref. [3.9])%com comportamento elasto-plastico. Na Fig. 3.1 &
mostrada uma possivel curva(tensdao x deformacao}de um ensaio uni
axial, onde sec pode constatar as regioces de estabilidadé e insta
bilidade do material. A existencia do ponto de tensdo de escoa-
mento maxima & uma demonstracdo convincente da instabilidade do
material. Portanto se materiais elasto-plasticos estavéis 53o
‘especificados, as relacoes(tensao x deformacao)na regiao de ins-
tabilidade devem receber um tratamento particular. Comeo na for-
mulagdo elasto-plastica wutiliza-se a teoria matematica da plas-
ticidade, ressalta-se ainda,que uma de suas hipOteses simplifica
doras estabelece a independéncia entre o tempo e as propriedades
dos materiais, quando sob condigdes isotérmicas a temperatura am
biente. Esta hipotese implica em que o estado final de deforma-
goes & independente do tempo de aplicacgao da historia de carrega

mento.



A
(]

estdvel instdve!

tensdo de sscoamento mdxima

—.e

. F16.(3.1)

As deformagdes plasticas geradas no escoamento plas

tico de alguns materiais sao definidas matematicamente segundo

uma leil de escoamento que tem sido estudada por doils enfoques

principais:

- No primeiro os incrementos infinitesimais de deformacgles plas-
ticas sdo proporcionais ao gradiente de uma fungcdo W , denomi
nada de potencial plastico, a qual pode ser dependente do esta
do de tensGes e da histdoria de «deformagdes - plasticds- (ref.
[3.2]). Conforme a definig¢do matematica de W , pode-se  ter
lei de escoamento associativa e ndo-associativa sendo a Ultima,

em geral, determinada experimentalmente.

No segundo, a lei de escoamento & definida com base na aproxi
magdo unificada devida a Drucker (ref. [3.6]), que &€ identica
'a lei de escoamento associativa do enfoque anterior. A equiva
lencia da lei de escoamento associativa do primeiro enfoque com
a aproximagdo de Drucker & apresentada a seguir, através do tra
tamento matemdtico utilizado por Drucker (refs.[3.3,3.5 e 3.6]).



34

Doils tipos de comportamento sao estudados:

- O primeiro associado aos materiais que sofrem endurecimento du

rante a plastificacao, conhecidos por "Work-Hardening Materials'.

- 0 segundo caracterizado pelos materiais que nao sofrem tal efei
to fisico e sao conhecidos como plastico-perfeitos, cuja lei de
escoamento & deduzida como o caso particular dos "WHM", “apre-
sentada no final deste Item.

0 conceito de trabalho de endurecimento, que in-
trisicamente classifica o material como estavel, pode ser expres
so em termos do trabalho feito por um agente externo ao aplicar
e remover lentamente um conjunto adicional de tensoes, conduzin-
do as seguintes condicdes:

- O trabalho realizado pelo agente externo durante a aplicacao do

conjunto de tensdes €& positivo

- O trabalho plastico ou irreversivel durante a aplicacdo e remo
¢ao das tensoes € nulo ou positivo. '

Sendo do o incremento de tensoes em um ponto qual
quer de um corpo homogeéneo e de o0 respectivo incremento de de-
formagoes, as condicoes do trabalho de endurecimento podem ser

equacionadas por:

do” + de > O (3.1)
mas
de = de” + qu +
do' -+ de = do” (de® + deP) > 0
e

do' - deP > 0 (3.2)
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(a igualdade € satisfeita para Qgpf= 0 - (ref. [3.5]), onde:

e . - - .
de” - incremento de deformacgoes elasticas

~

deP - incremento de deformacoes plasticas

Com as inequagoes (3.1) e (3.2) pode-se estabele

cer a lei de escoamento, por se associar as mesmas as seguintes

hipoteses:

A) Uma fungd@o de carregamento existe. A cada estagio da deforma

cao plastica uma fungao £ (o s gp) existe de tal modo que,
deformacGes plasticas ocorrem quando f (o » gp) >K (o Ep),
onde K & a funcdo de escoamento do material. As fungoes f
e K podem depender do estado de tensCes e da historia de de

formagoes plasticas, permitindo escrever:

T T
af = 3 g5+ 2L ¢cP (3.3)
..0 - aep -
e
T T
dk = 3 g+ 2K 4P (3.4)
g ~ 3 P -~
~ €
Como em um descarregamento f(g Ep) <K e K

- permanece com séu ultimo valor atualizado, tem-se que:
dK = 0 , com de® #0 e deP =0 (3.5)

. Com esta condicgao:




onde

2= =0+ X = K(eP) (3.6)

Restringindo-se o estudo a materiais isotrdpicos,
(ref.[3.5]), £ €& funcdo somente do estado de tensdes, reduzin

do a eduagéo (3.3) a:
df = =— do , pois £ = f(g) (3.7)

A imposicdo f(g) > K para ocorrencia de deforma
¢oes plasticas, pode ser escrita com mais rigor da seguinte
forma (ref. [3.4]):

deP =0 se f<K ou £=K e df <0 (3.8)

[deP] > 0 se £=K e df >0 (3.9)

deP = 0 se F <K ou f£f=K e df <0 (3.10)
[deP] >0 se £=K e df =0 (3.11)

B) A relagao entre o incremento infinitesimal de deformacdes plas-

ticas e tensces € linear:
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deP = D_ - do (3.12)
~ ~P -
onde
Dp - pode ser funcao do estado de tensoces e historia de de-

formagoes plasticas.

Com base nesta segunda hipotese, € valido o prin-
cipio da superposicao, ou seja, a soma dos incrementos de de-
formagdes plasticas obtidas por dois incrementos de tensdes
independentes, do' e do" (nenhum constituindo descarrega-

mento), & a mesma que a deformacao plastica devido. ao incre-

mento de tensodes

do = do' + do” (3.13)
onde
T
Eﬁ_ do' > 0
90~ -
e
T
af 1"
=5 Qgr > 0

Para um material dotado de trabalho de endureci-

mento durante o processo de plastificagao, um carregamento

T
ocorre quando %;; do > 0 (ineq.(3..8),3.9)) e um descarrega
mento ocorre quando %é; deé < 0 . Entre estas duas situacgoes
- ~ T .
existe uma condigao limite, na qual %5; - do = 0, _que es

belece a continuidade na solucfo elasto-plidstica (ref. [3.4]).

Esta condicdo de continuidade e a relacao linear

entre(tensao x deformacao) permite que um incremento de ten-
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: T R
soes qualquer do (%%; do > 0) possa ser decomposto em:

de tal modo que do' ndo produza deformagoes plasticas e dg"

seja proporcional ao gradiente da funcao de carregamento f .

T
af I
55~ do' =0 (3.14)
e
af 2f
T Qg >0 com Qg =T a5 € T2 0 (3.15)
Da equacao (3.15)
T
af of
56 " T "35> 0
. BfT
sendo o0 mesmo igual a =5 do , segue entao:
T T
of _ of af
56 49 7 55 T 30
3f
T = -—-.I.—a-g—"—'— + do (3.16)
of = of -
a0 a0

A equacgdo (3.16) prova que a decomposigao proposta € possi -

vel.
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Como do' ndo produz deformagoes plasticas, a equa
¢do (3.12) pode ser reescrita assumindo-se -a relagao direta
entre qu e do" (ref. [3.3]):

deP = ﬁp . do" (3.17)

~

Substituindo-se (3.15) en (3.17), tem-se:

(3.18})

Observando-se a equagao (3.18)}, conclui-se que to
dos os coeficientes de deP sdo proporcionais a r , O que

permite escrever:

T
q;p =g %;- - do (3.19)
onde
g=h « —mt— | (3.20)
) - ._.—-_af L] —a..f—
80 ac

Tratando-se de materiais dotados de trabalho de
endurecimento, retoma-se a equagao (3.2), porém utilizando-se

a decomposicao de do

(do' + qg")T def > 0 (3.21)
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Mas do' mnao produz deformacoes plasticas, entao

do = C » do' + Qg”

(para qualquer valor de C), produzird o mesmo incremento de
deformacoes plasticas. Pode-se portanto reéscrever a inequa-

cao (3.21) do seguinte modo:
(C do' + do)T deP > 0 (3.22)

Uma escolha arbitraria de C (negativo) poderia

violar a inequacao (3.22), o que implica em:

dp'T deP = 0 (3.23)
mas
Qgp = g —fT- do -
dg'T-g-%f—T-q =do'T « g . df =0~
‘do' T g = 0 (3.24)

Comparando-se- a equagao (3.14) com a equacdo (3.24) ,

chega-se a definigcdao final de QFP
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g =Gt (3.25)

onde

G pode depender do estado de tensoes e historia de de-

formacbes plasticas.

Levando-se (3.25) em (3.19) obtém-se a lei de es

coamento assoclativa:

deP = G - E%r . do - £ (3.26)

i
lQ.JCI.)
Hh

. onde

G df = dx (escalar inteiro e positivo)
deP = ax = (3.27)

A proporcionalidade entre o incremento infinitesi
mal de deformagdes plasticas e o gradiente da fungao de carrega-
mento, definida em (3.27), foi deduzida para o :matefial dotado
de trabalho de endurecimentec. Agora, apresenta-se a particulari
zagao da equacao (3.2) para um material pléstico-perfeito, condu

zindo a definicao de qFP

O comportamento plastico-perfeito, em ‘'um ensaio
uniaxial,é caracterizado por uma linha horizontal no diagrama ten
sdo-deformagdo (ref. [3.31]). Para um estado tridimensional de
tensdes, o comportamento plastico-perfeito implica em que o tra-

balho realizado por um agente externo, o qual lentamente aplica
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e remove um conjunto de tensoes, €& zero no ciclo de equilibrio

Esta condicao, matematicamente, pode ser escrita por
do' - deP = 0 (3.28)

o que & a particularizacao da equacao (3.2), com qFP £ 0

Como apresentado em (3.10) e (3.11)

do = 0 (3.29)

af T,
3~

comparando-se as equagoes (3.28) e (3.29), conclui-se:

’-h

p 3 * a
qF di Y

-~

(3.30)

Como demonstrado mﬁbrﬂﬁmameza.aproximagéo devido
a Drucker define os incrementos de deformagOes plasticas como sen
do proporcionais ao gradiente da funcao de.carregamento. Logo se
no primeiro enfoque a fungao de potencial plastico W for igual
a fungdo de carregamento do material (ref. [3.2]), ambos os estu
dos coincidem, constituindo a lei de escoamento associativa dos

materiais.

No presente estudo emprega-se a lei de escoamento
associativa, porém para alguns materiais torna-se necessdrio ava
liar fungdes de potencial plastico condizentes com resultados ex

perimentais (ref. [3.24]).

3.2 - SUPERFICIE DE ESCOAMENTO E UNICIDADE DA SOLUCAO

3.2.1 - Superficie de Escoamento

A equacao £(o):= K gera uma superficie conheci-
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da como superficie de''escoamento'', o que no caso mais geral,cons
titui uma regido do espac¢o hexa-dimensional Euclidiano. Esta re
gido € na realidade o lugar geométrico dos estados de  tensoes

que plastificam o material.

Como consequencia da lei associativa de escoamen-

to e da irreversibilidade do trabalhoipléstico, ~conclui-se que
. . = : t . .

esta superficie e convexa (ref. [3.3, 3.2]), como sera . discuti-

do a seguir.

Seja um ponto material em regime elastico caracte
rizado por um estado de tensoes 9, > pertencente ao interior da

superficie de escoamento (Figura 3.2).

Jo

‘ F|64§4a

Supoe-se queé sob a acao de um agente externo, este estado de ten
sdes evolui para um estado de tensoes 9, sobre a superficie de
escoamento (Fig. 3.3). Pela proposigao (3.9), durante esta tra-
jetdria ocorrem apenas deformagdes elasticas, pois para todos os

estados de tensdes intermediarios o entre &% e.oll;f(d)< K.
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F16 (3.3]

Se o mesmo agente externo, ou um outro qualquer, submete este mes

mo ponto a um incremento infinitesimal de tensoes do de tal mo

do que

..gl
seja maior do que zero, tem-se a geracdo de deformacdes plasti-
cas infinitesimais deP e a realizagdo de trabalho plistico irre

versivel pelo estado de tensdes o, e pelo incremento do (Fig.

3.4). " X_'f_

: 0
ﬁ?da
®

G d5

FI16.[3.4]




45

" i
Apds o descarregamento do estado 31 + do para

-+ . - . N -
G, » © trabalho irreversivel total realizado no ciclo e dado por

soP = (g - 007 deP + do’ - deP
Por observacao da representacgao vetorial na Fig.
3.4, o trabalho pldstico total pode ser reescrito como o produto

: -+ > > > .
escalar dos vetores (01 - co) s de? e do , ou seja:

ecos ¢ + ||da|| + ||deP) + cos & (3.31)

swP = (|5, - SN - |ldeP

Da definigdo dos materiais dotados de trabalho de

endurecimento, tem-se:

do? - Q§P >0 ~ |da || - ]iEpH - cos 8 > 0 »
il 9f T
0 <86 < >  para b QQ > 0

~

0 valor 6 = % satisfaz a condigao de continuidade (item 3.1,

ref. [3.4]) ou decorre do material ser plastico-perfeito.

Por imposicao fisica swP > 0 (Fig. 3.5), o que

implica em

.
13, - Sl - [14€P]

« cos ¢ >0

. > > : :
pois a norma [|(g,; - Uo)ll pode ser feita sempre maior que a nor

ma || dd || e violar a condicao fisica.
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€
. Fle.3.8)
Portanto, retomando-se a inequagao
N6, - S Il + ||deP]| cos. ¢ > 0
0 z
H il - - > >
conclui-se que 0 < ¢ < % ».0 que indica - o vetor 0y - 9, fazer

-~ - -+
um angulo agudo com o vetor deP , para qualquer escolha de 9,
. ~ > '
Por conseguinte, o estado de tensoes Oy deve encontrar-se de
) +p ' +Pp -
um. lado de um plano normal a de e como de e normal a super
ficie de escoamento, este plano & tangente a superficie de escoa
mento (Fig. 3.6). Pela generalidade de (3.18), esta conclusao
deve ser valida para qualquer estado de tensdes 9, > logo ne-
nhum vetor 31 - 30 pode cortar a superficie de escoamento se-

gundo uma diregao que a intercepte em mais do que um ponto. Pro

va-se assim que a superficie de escoamento € convexa (ref.[3.3]).
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A confirmacdo da convexidade da superficie de es-

coamento pode ser feita por absurdo (angulo ¢ > T, ref. [3.3].
2

O fato da superficie de escoamento 'ser convexa,
nao impede que esta seja dotada de pontos singulares, onde o gra

diente da fungdo de carregamento & indeterminado [Fig. 3.7).
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Quando a formulacdo elasto-plastica utiliza lei de
escoamento plastico associativa, os pontos singulares introduzem
a nﬁo unicidade nos incrementos de deformagbes plasticas. Para
solucionar este problema, adotam-se simplificagGes numéricas, as
quais sdo compativeis aos modelos e restrigdes matematicas mais

elaboradas, como o estudo apresentado por Koiter (ref. [3.14]) .

3.2.2 - Unicidade da Solucgio

As relacgoes(tensao x deformagao pléstica} sao de-
pendentes do estado de tensoes e da historia do -carregamento, o
qual condiciona a historia de deformacGes plasticas. Por este
motivo, uma primeira exigéncia quanto a unicidade da solugao € a
descrigdo exata da historia do carregamento. Ainda’ sob o ponto
de vista matemdtico, € necessario provar-se que para uma dada his.
toria de carregamento existe uma e somente uma solugao no que

diz Tespeito ao campo de deformacoes e estado de tensoes.

A demonstracgao da unicidade parte do principio
que para um dado carregamento existem duas solugdes. Estas sao
provadas serem iguais pela aplicacao do principio dos trabalhos
virtuais sobre o estado de tensoes e deformagoes -correspondente

v
a diferenga entre ambas.

Este tratamento matematico € apresentado nas refs.

[3.4, 3.8, 3.9].

3.3 - CRITERIOS DE ESCOAMENTO

Como mencionado no item 3.1, o comportamento plég
tico de um material sujeito a um estado multiaxial de tensdes &
controlado pela equacao f(¢) = K . Na realidade esta equacgao

determina , qual combinacdo de tensdes causara plastificagao no
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material e € denominada de critério de escoamento. Consideravel
trabalho tem sido feito para obtencao dos critéerios de escoamen-
to associados a diversos materiais. Dentre os mais conhecidos
pode-se citar:
Rankine, Sain-Venant, Tresca, Beltrami, von Mises, Mohr
Coulomb, Drucker § Prager, etc.
Alguns dos critérios anteriores foram abandonados devido a peque
na validade experimental, porém os critérios de von-Mises, Tres-
ca, Mohr-Coulomb e Drucker-Prager tem recebido especial atengao,
principalmente quando as suas aplicagoes foram ampliadas pelos me

todos numéricos atualmente existentes.

3.3.1 - Critério de Escoamento de von Mises

Von Mises sugeriu que o material comeca a se de-
fdrmar plasticamente quando o segundo invariante de.ten56es des-
viatorias alcanga um valor critico (ref. [3.2]). A Interpreta-
cdo fisica, sugerida por Hencky (ref. [3.22]), € que o escoamen-
to do material tem inicio quando a energia de distorgac elasti-
ca alcanga um valor critico (ref. [3.2]). Na ref. [3.3], o va-
lor critico da energia de distorcdo € dita ser igual 3 energila
de distorgao do material quando este € submetido a . um estado
uniaxial de tensoes. Tal consideracao resulta na seguinte equa-

gao:
(3.32)

onde

GY - tensao de escoamento do estado uniaxial de tensoOes

J2 - segundo Invariante de tensoes desviatorias
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0 segundo invariante de tensGes desviatdrias & dado por:

= 1 - 2 - 2 - 2 2 2 2
J, =% [(o, Uy) + (Uy g+ (o, -0)"+ (Txy L 2 )]
(3.33)
ou
) = = ey . 2 2 . 2 2 2 2
3 J2 ,O.SQ (sz+ Sy_# SZ) + Txy + Tyz * T,y (3.34)
onde
c,+a_tao
S =o_-0_ ;S =0 -0_:5 =0 -0 ;0 = Y
X X m y y m A A m m 3
(3.35)

Comparando a equacado (3.32) com a equacao f(g)=K
apresentada no item 3.1, pode-se concluir que no inficio do escoa

mento:

onde

K, valor inicial da funcao de escoamento, {quando gp = 0).

Para este critério a tensdoc hidrostatica ou esfé-
rica nao causa escoamento, pois a tensao esférica produz somente
energia elastica de compressdo em materiaisrﬁsdtﬁﬁﬁcqs(ref.[S.ﬂ].
Em consequéncia do escoamento ser independente da tensdo esférica,a super
ficie definida pela equacao (3.32), quando representada no espa-
o de Haigh-Westergaard. (ref. [3.2, 3.3]), corresponde a um ci-
lindro cujo eixo axial & o eixo hidrostitico de tensdes e o raio

€ igual a v2J,. (Fig. 5.8)
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No presente estudo, o critério -de escoamento de
von Mises & utilizado na formulagdo elasto-pldstica de materiais
"com trabalho de endurecimento'" e materiais ''sem endurecimeﬁto”.
Para atender ao comportamento do material com endurecimento € ne
cessario que se analise o processo de expansdo da superficie de
escoamento durante a plastificacao do material. Neste ponto é
interessante que inicialmente se compfeenda fisicamente asimphﬁg
goes do comportémento de materiais com endurecimento no problema
mais simples, ou seja, o correspondente ao carregamento uniaxial.
Seja na Fig. 3.9, a curva(fenséo x deformagao)de um material sub

metido a um ensalo uniaxial de tracgao.
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r e R -
> E
Inicialmente o material encontra-se no estado elas
tico para tensdo inicial Gy - Subsequentemente o mesmo € car

regado, elevando o nivel de tensao de o, Ppara oJg . Durante es
te carregamento o material comeca a apresentar deformacao plasti
ca no momento em que o nivel de tensdo Sy .é alcancado (tensao
de escoamento do material). Apds a tensdo .ter alcancado o va-
lor o, , ocorre o descarregamento de o para o através da
trajetdéria DE . Como consequéncia da plastificacao do material
neste ciclo de carga e descarga, tem-se duas implicacoes pfinci—
pais:

A primeira ja foi explicada na Fig. 3.5, quando. se de-

mostrou o fato da superficie de escoamento ser convexa.

A segunda (que.serve como base para aplicagoes poste-
riores) corresponde a elevacao da tensdo de escoamen-
to de oy para o, , ou seja, um novo escoamento'ocoz
rera quando somente o nivel de tensao alcangar o valor
Of - Este fato indica fisicamente o que "vem a ser o

endurecimento do material.



Estendendo-se esta explicagdo para um .estado de

tensoes multiaxial, tem-se as seguintes analogias:

1 - 0 inicio de escoamento ocorre quando:

f(g) = K,
onde

f(o) - funcgao de carregamento

K0 - valor inicial da fungao de escoamento plastico
K =K (eP) (item 3.1).

2 - Em um ciclo de carregamento e descarregamento, o material se
plastificara novamente quando o nivel de tensoes conduzir o
valor da funcdo .f a se igualar com o ultimo valor da fun-
¢do de escoamento K , valor este definido pelas deformagoes

plasticas provenientes do Ultimo .carregamento.

3 - 8¢ a um estado de tensoes O sobre a superficie de escoa-

mente adiclona-se um incremento infinitesimal de.  tensoes

do , este se classificara em:

flo) = k(eP) . L) do > 0 = [aeP| > 0

= k(P 9f P _
f(go) K(go) , (39 do < 0 + dg¥ =0

~0
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4 - Para o novo estado de tensoces g, * do (carreg.) e o novo

campo de deformacOes plasticas gg + dgp , tem-se que:
(g, + do) = K(D + deP)
0 que implica, logicamente, em
df = dK . (3.36)

Com base na descricdo anterior € facil se con-
cluir que durante o escoamento de um material todos os estados de
tensdes residem sobre superficies de escoamento atualizadas. Es
ta atualizacdo conduz a expansidoc e deformacdo da sppeffiéie de
escoamento (ref. [3.3]). Em particular, quando o - endurecimento
do material da origem a novas superficies expandidas e concéntri
cas em relacdo a inicial porém sem se deformarem, diz-se que o ma
terial endurece isotropicamente. Na realidade, o material man-
témrwaiSOtﬁﬁﬁLO' durante as deformacdes plasticas. Na Fig. 3.10,
mostra-se as prbjegées sobre o plano 7 de superficies de escoa

mento atualizadas segundo uma secao transversal.
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E conveniente salientar que para o matérial sem
endurecimento, ou pldstico-perfeito, a superficie de escoamento

se mantém constante, ou seja:

df = dK = 0

df > 0 (impossivel) ‘
(3.37)

£=K~>deP £ 0

f <K=+ deP =0

A condicao df = 0 em (3.37) indica que os .1n-
crementos de tensoes do , durante um carregamento, sempre tan-

genciam a superficie de escoamento (equagao (3.14), item 3.1).

No item 3.1 definiu-se a partir da aproximagao uni
ficada devido a Drucker (ref. [3.6]), a lei associativa de es-

coamento plastico, resultando na seguinte equacao:
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(3.

Se aplicarmos (3.38) a fungdo de carregamento

ises chega-se as seguintes relacoes:

/ \ f \
dEx Sx
d S
“y Y
de S
z g z > dei gfi des dy P dYxE deZ
= d}u > = = . - = _ = . = .
\ N —Hzfxy T, TL-TYZ
dy 21
Xy
dwxz ZTXZ
dy 2t
YZ) \ Yz ,

As relacoes de proporcionalidade em (3.39)

38)

de

(3.39)

também suge

ridas por Prandtl-Reuss (ref. [3.2, 3.3]), implicam em:

- os incrementos de deformacdes plasticas sdo dependen-

tes do estado de tensdes desviatdOrias atual e nao dos

incrementos de tensoes.

- 0s incrementos de deformagdes plasticas sdo

cionais com os eixos principais de tensoes:

P P ¢
del ) dez _ de3 - o
S, S, 5.
1 2 3

co~dire-

(3

.40}

- a lei de escoamento com base no critério de escoamento de

vén Mises pressupbe a ndo existencia de deformagoes plas



ticas volumétricas:

deP + aeP + aeP = dax (s. +s_+5) =0
X y yA X y z

- as relagoes (3.39) estabelecem a.razao de proporcionali-
dade entre os incrementos de deformagoes plasticas de di

ferentes diregoes.
E conveniente que se defina agora duas grandezas:

- Tensao Efetiva ou Equivalenté (refs. [3.2 , 3.3])
. = V3 . /7; (3.41)

- Deformagao Plastica Efetiva ou Equivalente
1
1 P Py2 p P y2 p P 32 ’
R I 4 2 2 4 2 -
de, = 3(2eD)? + 20deD)? + 2(deD)® 4 @D )2+ (@B )7 ¢ (@)

(3.42)

Os escalares Ee e dEp podem ser obtidos & par
tir das relacdes em (3.39) e de suas respectivas implicagoes, da
interpretacao geométrica do trabalho plastico e da analogia com
o estado uniaxial de tensoes (Ue = o, dEp = deu) . _As defini
c¢oes (3.41) e (3.42), juntamente com o trabalho plastico desenvol
vido durante as deformagbes, permitem a obtengdo da funcao de es

coamento K
do = o+ de » (3.43)

do = o - {(dee + deP) ‘ (3.44)
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sendo,

dw® = ol q;e - enérgia interna reversivel (3.45)

dwP = GT QFP - energia interna irreversivel (3.46)

Como dei + deg + deg =0 pode-se -subtrair em
(3.46) a parcela T (deg + de? + dsg) sem alterar o valor de
da? | possibilitando escrever o trabalho plastico infinitesimal

como funcao das tensoes desviatorias, ou seja:
doP = 8" - deP (3.47)

Partindo-se do fato que os incrementos de deforma
cbes plasticas sfo co-direcionais com os eixos principais de ten

sdes, prova-se geometricamente que (refs.[3.3 e 3.2])3
- deP = 5_ . dE (3.48)

Com a equacao (3.48) o trabalho plastico infinitesimal passa a

ser definido em fungao de Ge e dep, o que facilita o estudo

da fungao de escoamento.

Existem duas hipoteses quanto a definicao do endu

recimento do material:

-~ = A primeira, admite que K seja fungao do trabalho

plastico acumulado durante as deformagoes.

- A segunda, que o mesmo seja fungdo da deformagado plas
tica equivalente (refs. [3.2 e 3.3]).

Sob o ponto de vista matemdtico estas duas hipOteses se escrevem

por:
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K = g(wh)
onde
WP = J o' - aeP (3.49)
2% _hipGtese
K = H(e
(Ep)

onde

gP (3.50)

]
—
D-‘l
m
o

Reescrevendo-se o critério de escoamento dé von
Mises . na forma o, = V3 . /TE , verificé—ée por comparagao com
a equagdo (3.41), que a fungdo de carregamento £(0) = V3 - /jgu
durante o escoamento, iguala-se a tensdo efetiva ou equivalente,
ou seja:

f(g) = Ge

onde no inicio do escoamento

o =a (3.51)
A equacgao (3.51) sugere que Be seja -utilizado
como parametro de endurecimento do material ou fungdo de escoa-

mento.

Substituindo-se (3.51) em (3.49) e (3.50), resul-

ta:
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(3.52)

-

=]

it
[110]
i)

S————,
1a
H
[a P
o]
p—

]
mQ
~—

—
al
[ W)
M
-

g = H(ep) > H(ep) = g(J Ee dep) (3.53)

Pelas equacgbes (3.51), (3.52) e (3.53). pode-se concluir que num
material dotado de endurecimento isotrdpico :e com escoamento ‘con-
trolado pelo critério de von Mises, as duas hipoteses de medida

de endurecimento sao equivalentes.

E importante observar que as relagoes

- D - -
O = g (w*) e O, = H(Ep)

sdo obtidas experimentalmente (refs [3.2, 3.3 e 3.15]). Na pra-
tica a relagdo Ee = H(Ep) adquire certa preferéncia, sendo po
rém, algumas vezes, substituida pela curva (tensao x def. pldsti.

ca) obtida no ensaio uniaxial (ref. [3.3]).

3.3.2 - Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb

Na teoria de mecanica dos solos as tensoes cisa-
lhantes que se desenvolvem em uma massa 1isotropica de solo coesivo
nao devem ser maiores do que a tensao cisaihante maxima, forneci
da como funca@o linear da tensdao normal. Esta condigao foi suge-

rida por Coulomb e & expressa por:

T <¢c -0 tan ¢ (3.54)
onde
¢ - coesao do solo

¢ - angulo de atrito interno
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em al-

A rotura ocorre quande Tt = ¢ - o tan ¢

gum ponto da massa de solo. Se representassemos a equagao(3.54)

em um grafico (t x o), ter-se-ia limitada a regiao 'dos estados

de tensoes que satisfazem a lei de Coulomb- (refs. [3.10, 3.23]).

regifo de estados de lensies

possiveis

AR

Para expressar a condicao de escoamento em termos

das tensoes principais 0y » 0, © 0Oz, utiliza-se da represen-

tacao grafica de Mohr (Fig. 3.12).
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s O O
1" "2 3

Fig. [3.12)

A rotura de um ponto na massa de solo ocorrera quan
do o maior dos trés circulos tangenciar as envoltdrias de Coulomb
Admitindb—se que o0, < 0, < 0z € Com base na Figura 3.13, pode-
se estabelecer a equacao de rotura do material, a qual constitui
ra o critério de escoamento de Mohr-Coulomb, denominado no pre-
sente estudo de Mohr-Coulomb Tradicional.
A

Y
h

T

' B

[~

\
N . __B

- ——— - . -

Va

ccolge _'

FlG.E?1@




G, = O
R = =1 (3.55)
g, + 0
S = c cotg; ¢ - 1 5 3 (3.56)
sen ¢ = % - (3.57)
0, - C
sen ¢ = 5 5 L, 1 -
o, + ©
c cotg ¢ - _l_?__i
cen o |ccos o 1% 93" 9%
sen ¢ 2 2
6, + 0O C, - O

C cos ¢ - —l—i—-é-sen o = _ELTT_;E (3.58)

A equagao (3.58) indicara qual combinagido de ten
soes multiaxiais causara escoamento do material, sende portanto
a equagao do critério de escoamento do material. Por observagao
da Fig. 3.13, a tensdo principal o5 pode ter qualquer valor en
tre o, e ¢

3
tagdo da superficie gerada pela equagdo (3.58) no..espago de

, sem violar a condicao de escoamento. A represen

Haigh-Wistergaard, (Fig. 3.14)& uma piramide reta hexagonal igual
mente inclinada em relacao aos eixos ¢, - 0, € 0z , € com vér-
tice "V" no ponto o, =0, = 0y = ¢ cotg ¢ (refs. [3.26, 3.10

e 3.11]). ,
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’ F16.[3 14)

Na Fig. 3.15 tem-se a representacao da equagio
(3.58).no plano (EI_EE) admitindo-se o, = 0 e na Fig. 3.16 o
corte transversal da piramide no plano 7 . Em ambas as secoes
os pontos A, B, C, D, E e F .sdao pontos singulares, os quais
causam a indeterminagao na definigao dos incrementos de deforma-
goes plasticas, quando se utiliza da lei associativa apresentada

no item 3.1.
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| _i:ﬁd.é.t.';‘do gradjen’.t-e. da:funcao de carregamento

g, =o
OA=0C=2cTan C1/4TL _1/2 02
OD=0OF= 2cTanC1/4TE + /2 a9

Tan §= sen

FIG.C3.15]

o8 = _2¥B.c-e -
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A forma como € apresentada a equagao de escoamen-
to em (3.58) nao & conveniente a formulagdo elasto-plastica,bem
como ao estudo da lei de escoamento associativa. Por este moti-
vo deve-se obter uma equacdo compativel as necessidades anterio-
res. Esta nova equa¢ao & fun¢do das invariantes de tensdes des-
viatdorias, tomando como base o trabalho de 'Nayak e Zienkiewicz

(ref. [4.5]).

Da ref. [4.5], tem-se:

: ‘ Yoo
4
0y sen (6 + 3 ) T
<oz$=i1 sen (8) P+<c'm> (3.59)
V3
o - sen (g + Z ) g
3 3 m
\ / \
onde
- . AT . > 5 — 5
o /j; 0.50 (5 + Sy + 82) ¢+ Ty + 2 Tz, (3.60)
J
1 33 Y3 o TI'
Prgaresen ;o) s mgllig (3.61)
= - L2 - 2 2
J3 Sx Sy SZ + ZTxy TYZ Ty s Txy Sz SX Tyz SZ Txy
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J. - 29 invariante de tensoes desviatorias

2
Jg - 30 invariante de tensoes desviatorias

8 - angulo de Lode (ref. [3.3, 3.2])

Substituindo-se as equacoes de (3.59) em (3.58),

resulta a generalizacgao da equacao (3.58):

£(o) = o sen ¢ + o (cos 8 - 1 sen s seniﬁj - ccos ¢ =0
V3

(3.63)

No presente estudo € analisado somente o compor-

tamento plastico-perfeito (refs. [3.10, 3.11, 3.12 e 3.23]) e ou
tros, porém o comportamento do solo com consideragao de endureci
mento pode ser estudado nas refs. [3.13 e 3.24]. Por observacgao
da equacgao (3.63), constata-se qué esta nao apresenta explicita-
mente a funcao de escoamento K(Ep) , tendo somente a funcao de
carregamento f(g) . Esta disposigao nao restringe o uso da equa
¢do (3.63) somente ao estudo do comportamento plastico-perfeito,
pois como mencionado né ref. [4.2], o endurecimento do material

poderia ser introduzido através dos parametros c e ¢ , ambos

fungoes de um parametro "k qualquer, de endurecimento.

Um material,limitado ao comportamento plastico-per
feito e com critério de escoamento de Mohr-Coulomb, entra em es-
coamento sob as seguintes condigoes:

£(g) = 0

af = 3£ 35 = 0 (3.64)

df > 0 (nao existe)
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Por observacao das equagdes em (3.64) € facil con

cluir que durante o processo de plastificacao os incrementos in-
s - S - ~ \ - .

finitesimals de tensoes saoc tangentes a superficie de escoamento,

(item 3.1), nao sendo porém classificados como neutros.

- Carregamento
aEs
(55) do =0 £(o) =0 > deP # 0 -
-9
- descarregamento
T
BL) do <0 £(@) =0 P -0 :
et g - - -
- regime_elastico
£(g) < 0> deP =0
Como mostrado nas Figs. 3.14, 3.15 e 3.16, este

critério tradicional de Mohr-Coulomb tem o inconveniente de apre
sentar pontos singulares segundo sete arestas e um vértice. No
tratamento matematico da formulacao elasto;pléstica assoclada a
este critério ¢ necessario eliminar .estes pontos singulares
(item 3.2), de modo a se garantir a unicidade de solugdes.no que
diz respeito aos incrementos de deformacgoes plasticas. Quando se
emprega este critério em um método numérico qualquer, em particu
lar no método dos elementos finitos, a eliminagao das singulari-
dades € atendida por artificios numéricos que prejudicam . sensi-
velmente a eficiéncia computacional e nem'sempre correspondem sa
tisfatoriamente quanto aos resultados obtidos. Sugestoes quanto

aos recursos utilizados para este fim podem ser encontrados na
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ref. [4.2].

Em presenca dessa caracteristica insatisfatoria
do critério de Mohr-Coulomb Tradicional surge a idéia de se subs
tituir a superficie de escoamento tradicional (equacao (3.63)),
por uma superficie que lhe seja a mais proxima possivel e sem pon

tos singulares.

No presente estudo utiliza-se a superficie suge-
rida por Zienkiewicz e Pande (ref. [3.26]), a qual constitui o
aqui denominado "Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb Modifi-

cado'.

3.4 - CRITERIO DE ESCOAMENTO DE MOHR-COULOMB MODIFICADO

A aproximacao da secao meridional (o X o) - sua
visa a angulosidade do vertice.

-

A analise da relacao existente entre (o x Um) e

conduzida pela fixacdo do angulo de '"Lode'" 6 na equacao (3.63).
Aqui & utilizada a secao meridional em 6 = % :
f(o) =o_sSen ¢ + 0 cos 8 - = sen 6 sen ¢ - ¢ cos ¢ = O
~ m )
: V3
Para
6 =z >
£(o) = o sen ¢ + g, (%; - L1 sen $) - c cos ¢ = 0
- 2v3

(3.65)

onde



70

o, €0 valor de ¢ = ¢ (cm) para § =

o=
L]

Trabalhando a equacgao (3.65), resulta:

- 2V3 2vV3 sen ¢

Oy = {3 = sen ¢y = © ¢o0S ¢ - T - sen ¢) °nm (3.60)

A equacao (3.66) € uma reta do tipo y = h + kx ,

apresentada na Fig. 3.17.

2 73 ¢ + 0SSO 24"g‘3‘-sen 8 - dm
C3_ sen a) ; C3_sen‘a)'

2! 3.c . COS5 O
C 3_sen a)

f6. (317 )

Uma boa aproximacao da reta (o, x o) € uma hi-

m

pérbole (ref. [3.26]), a qual satisfaz a condicdo da nio existen

cia de ponto singular no vertice (Fig. 3.18).
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- —2V3seno_ Om

Jsenad

2!3 ;c.cosg .
(s
om
] I
| cscotg o I
Fre. (3-1§ .
- _ . 2/3 sen ¢ .
b = (3 - sen ¢).XA (3.67)

A equacdo da hipérbole (ref. [3.25]) & dada por

(o - c cotg ¢) o?
o - 2= (3.68)
XA? b?
Substituindo (3.67) em (3.68):
(o - c cotg ¢) _ _ 2
m -5 LB-semno) (3.69)
XA? 12 +sen?® ¢+ XA?
Fazendo-se as devidas multiplicagoes em (3.69),

resulta em:
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az g 24c cos ¢ sen ¢ _ 02"12'senﬁ‘¢' .
M (3 - sen §)% M (3 - sen ¢)?2
3 2 b4 _ SRR, DU
, 12 (XA® sen® ¢ - c cos™ @) _ | (3.
(3 - sen ¢)?
Chamando
2
4 = - 12 sen® ¢ (3.
(3 - sen ¢)?
g = 24 « ¢ « cos ¢ sen ¢ (3.
(3 - sen ¢)?
_ 12 (XA* « sen® ¢ - c® - cos? ¢) (3
(3 - sen ¢)?
pode-se escrever a equacgdo (3.70) numa forma mais adequada:
6 a2+ Bo +y=0=f(g) ] (3.
6=B—

70)

71)

72)

73)

74)

No caso de materiais nao coesivos as constantes

anteriores. assumem os seguintes valores (Fig. 3.19).

o = 12 sen? ¢ (3.
(3 - sen ¢)?2

R =20 (3.

_ 12 (XA? sen® ¢) (3.

(3 - sen ¢)?

75)

76)

77)
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3 . sene O,

- Sen D)

- -I .XA:Z-VT.- _send

3 - sena)

A equacgao (3.74) indica qual a combinacao de ten-
soes multiaxiais que conduz ao escoamento do material, porém par
m

- . \ - . -
ticularizada a secao meridional em 8 = 5 -

Para que esta equacdo possa ser usada como crité-

rio de escoamento € necessario que a mesma seja generalizada pa-
. -~ - . T

ra todo campo de variacao do angule 6 ( - g E.eji@ﬂ’ como apre-

sentado a seguir.

Um vetor de tensdes incidente sobre uma superfi-
cie de escoamento qualquer pode ser decomposto em um vetor Segun
do a diregdo do eixo hidrostatico e um outro normal a este - &ixo

(Fig. 3.20).



74

wi

A&l

= vVa .o,

| IBl= V24,

_.Q

FIG.E}.20]

Com base nos resultados apresentados na Fig. 3.20

conclui-se que o raio de um ponto qualquer no contornc da secao

transversal € dado por:
r=+V2 -0 (3.78)

A forma da segdo transversal Sera portanto funciao

do parametro ¢ , o qual & fungdo do critério de escoamento ado-

tado. Por exemplo, no item 3.3.1, relativo ao critério de von
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Mises, o raio € constante para qualquer angulo 6 e & “igual a
v@;ﬁ Gy . Quando se utiliza do critério de escoamento de Mohr -
Coulomb Tradicional, a secac transversal da superficie de escoa-
mento tem a forma de um hexégono.irregular, como apresentado na
Fig. 3.16, no plano m . As dimensdes dos raios maximo e minimo,

~

sao agora demonstradas com auxilioc da Fig. 3.21

Fre [3.27]

Retomando-se a equagao (3.63) e fazendo-se On = 0,

obtém-se a relacdo entre ¢ e B

C COS ¢
sen & sen ¢) (3.79)

V3

Ql
I

{cos B



76

3.21, sao equacionados

Os raios ry e T, Fig.
introduzindo-se em (3.79) B = ¢ % .

- _ 2Y/3 ¢ cos ¢ _ 2v/6 ¢ cos ¢

9, . - {3 - sen ¢) 7T T {3 - sen 9) (3.80)
0=*% (Fig. 3.16)

- _ 2/3 c cos ¢ _2/6 c cos ¢

g . (3 + sen &) "2 " T3 * sen ) (3.81)
e=—_

6 (Fig. 3.16)

Pela exposigao anterior € razoavel que se procure

determinar uma fungao S(9) de tal modo que:

o(8) = o, * S(8) (3.82)
ou
c(8) = o_ + S(8) (3.83)
Utilizando-se a equacao (3.82), a funcdo S(8) ¢€
dada por:
5(9) = (3 - sen ¢) (3.84)
2vV3 (cos 8 - — sen H sen ¢)
V3
onde
S(g) =1~>0(g) =o, - 57 =3,

Qi

3 - - -
O s s R RIS

Nos pontos de singularidade tem-se:
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5 = %, —33 0 (3.85)

De modo a suavisar as angulosidades existentes na
segao transversal da superficie de Mohr-Coulomb deve-se escolher

uma funcao h(8) , tal que:

=0 (3.86)

Adota-se aqui a funcao .h(8) fornecida. na ref.

[3.26], a qual apresenta as seguintes caracteristicas:

2k
h(e) = (1 + k) - (1 - k) sen 38 (3.87)
dh (8) _
3|y 0 (3.88)
+2 .
h(+ g =1
h(- g) =k

_ 3 - sen ¢
K= 3—<ae (3-89)

Tomando-se como valor base

- _ 2/3 c cos ¢
o (3 - sen ¢)

(equacao(3.77))
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a(8) = g, - h(8) (3.90)
onde
G =5, - h(Z) =3, = %f_csggsq)‘f (3.91)

- - - 2V3
o(- g) = o, » h(- %) =0, k=0 +nggs¢? (3.92)

Utilizando-se a equacao (3.90), a secao transver-

sal de Mohr-Coulomb sem angulosidade @ descrita por:

r =2 « o, » h(8) (3.93)

+

(Fig. 3.22)

A EQUACAO ||:3'9fﬂ

, .
A9 MOHR~-COULOM B
MODIFICADO

- ¥
SECAO TRANSVERSAL
MOHR—-COULOMB

F1e. (3-22])
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tuindo-se & 5 0 (8)
Substituindo-se o, da equagao (3.74) por TOR
obtém-se a equacdo de escoamento geral (- % <8 < % ~do crite

rio de Mohr-Coulomb Modificado, cuja caracteristica principal &

a nao existéncia de pontos singulares:

Critério de Escoamento de Mohr-Coulomb Modificado

~ 2
£(g) = a op® +80, + ¥+ (r5y) (3.94)
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IV - MODELOS ELASTO-PLASTICOS IMPLEMENTADOS

Os conceitos elementares comentados no Capitulo
anterior servem de base para o desenvolvimento dos modelos elas-
to-plasticos utilizados. O desempenho destes depende “fundamen-

talmente da forma como sac implementados.

0 modelo elasto-plastico engloba principalmente o
conhecimento da lei de escoamento plastico e do processo de endu
recimento do material. O produto final € a matriz constitutiva
elasto-pldstica, que & responsavel pela corregdo e atualizacdo do

estado de tensoes.

No presente estudo trés modelos #glasto-plasticos
sao considerados. O primeiro associado aos materiais dotados de
endurecimento'pléstico e que obedecem ao critério de escoamento
de von Mises; o segundo e terceiro apropriados aos materiais pléé
tico-perfeitos e que obedecem aos critérios de Mohr-Coulomb Modi

ficado e Mohr-Coulomb Tradicional respectivamente.

Como.oé sistemas estruturais sao discretizados por
tres tipos de elementos, onde cada um €& caracterizado por um es-
tado de tensoes particular, tem-se uma distincdo tedrica quanto
ao tratamento da lei constitutiva a ser empregada. Nos elemen-
tos de trelica e interface o modélo_fisico idealizado conduz .ao
estado de tensdes uniaxial. A lei constitutiva do material & mui
to simples, sendo obtida diretamente da curva {tensao x deforma-
cao) do ensaio uniakial. (Fig. 4.1), ndo necessitando porém maio

res explicagoes.



K \a
381 B

—— o —

(o)
/ *
A .
— = £
F
COMP NAO DILATANTE (cap,5)
q T"n
n s “"l' "
- ?On el 29
\
‘l
\ , o8
\
>
!
pentos de integracao Os -c
s
Fie. (4-1]

Nos elementos isoparamétricos o estado de tensdes
em cada ponto de integracdao pertence ao espago Euclidiano hexadi
mensional de tensdes, sendo estudado portanto com base na apre-
sentagéo‘teérica do Capitulo III. Neste caso, existem trés for-
mulagdes particulares, que sao funcgdes do tipo de sistema estru-
tural. Os demais itens deste Capitulo sdo portanto, dedicados a
formulacdo elasto-plastica relativa a este espaco multiaxial de

tensdes,

De modo a aproveitar os recursos numéricos dispo-
niveis pelo método dos elementos finitos, algumas adaptacdes sio
necessarias ao desenvolvimento tedrico tradicional da plasticida

de, as quais sao devidamente esclarecidas.
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4.1 - FORMULACAO ELASTICA

Com base na teoria da elasticidade linear (peque-

nos deslocamentos) (ref. [2.20]), as matrizes constitutivas elds

ticas sao fornecidas por:

ESTADO PLANO DE TENSOES

{ \ . (" ) ( )
ddX 1 v 0 dex
. E
da = < do g = v 1 0 de
- (1_\)2]§ F< Y>
/ 17 - wi
dey , 0 0 > dny
\ } \ )
\_ D
- (4.1)
ESTADO_PLANGC _DE_DEFORMACOES
F) , ) YV
doX 1 - v 0 dex
do-=¢ do L = - E v 1 - v 0 de
S A ¢ SO R e S D I | >< “fy >
1 - 2v
dey 0 0 5 dny
/ ' i /

[N
Famn
.
ro
p—
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SOLIDOS AXISSIMETRICOS

(" 3 'S s
do 1-v \Y 0 vj der-\
do v 1-v 0 v de
z : z
- - E
R ok o pg p
-2v
dr,, 0 0 T2 0 der
dce v v 0 1-v dee
.Y \ N
D
onde
E - Modulo de Young
v - Coeficiente de Poisson
Estas matrizes s3ao usadas na integracao passo-a-

passo das respostas dinamicas eldsticas e elasto-plasticas.

4.2 - FORMULACAO ELASTO-PLASTICA ASSOCIADA A0 CRITERIO DE VON
MISES '

No Capitulo III a equacdo de escoamento de von Mi

ses foi apresentada segundo duas formas:

1
Jz = T U; (4.4)
V3 /JE = o, (4.5)
As equacoes (4.4) e (4.5) estabelecem as mesmas
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relacoes (tensao Xx deformacdo), apesar da funcio de carregamento

ser diferente:
£, (@) = 7, (4.6)

f2 (o) = V3 JJZ (4.7)

A equivalencia decorre do émprego da-lei associa-
tiva de escoamento, onde a proporcionalidade entre os incremen-
tos de deformacoes plasticas e o gradiente da funcdo de carrega-
mento conduz a um parametro dix , de tal modo que:

of sz

P— . = [ —
deP = @y - 5yt By - (4.8)

A equacdao (4.7) & preferivelmente utilizada devi-
do a mesma se igualar, durante o escoamento, a tensdo efetiva ou

equivalente que & usada como funcdo de escoamento.

£ (o) = V3T, =0, " (4.9)
onde.
(Cap. III) g, = K (e?)

Logicamente, como mencionado no Capitulo III, es-
te critério & associado ao comportamento dos materiais homogeneos
dotados de endurecimento isotropico, cuja expansdo da superficie

de escoamento & funcdo de Ee

A funcao de escoamento 56 pode ser definida se-

gundo duas hipoteses:
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c_ =g (J o de ) (4.10)
ouL

g, = H (Ep) > g (J 0, dép) = H (EP) (4.1

Utilizando-se (4.10) e (4.11) pode-se definir o

parametro di

As condigoes de escoamento estabelecem que:

T
|deP| > 0 se £ (o) = K (eF) e %g do > 0 » deP = da %f
(4.12)

Apos a plastificacdo df = dK (Cap. III), de onde se conclui que:

T .
af - = = dg . - . =
3'-3 d‘_O' dK aw—p Ue dEp (4 . 13)
T
3 L=
s? do = g T dep
mas
Sy - . .= _ dH | - C_1 L,
g(J T dep) T HlE) > gt ot deym mm s dey o g = = e H
P e
(4.14)
Pré—multiplicando;se (4.12) por o
ol « qeP = an .+ oF . 3 (4.15)
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Pelo teorema de Euler, para uma fungao homogénea _GT . g§’4=;nf

ref. [3.2], onde n & o graude f em o . Para f definida

em (4.7), n & igual a 1, resultando em:
o deP = dx -1+ f (4.16)

Das equacdes (3.47) e (3.48), tem-se

ol « deP = 8" + deP =5 - df (4.17)

Substituindo (4.17) em {4.16):

o deP =G - de_=dr - £ .1
Como f£(g) = o_ , entdo:
T dep =dx - 0o
dx = de 4.18
b ( )
Substituindo (4.14) em (4.13):
T T
3'£ = L . P = ._]..'_ . pu P . - '-§_€ = = . t
Sj-dg =g o dep ae Co de H' > 5 do = dK dep H
mas
_ do
dK = do_ » H' = £ (4.19)
dep
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De (4.19) conclui-se que H' & o coeficiente an

gular da tangente a curva (o_ x dEp) definida experimentalmen-

e
te e algumas vezes substituida pela curva (o x dep) do ensailo

uniaxial (Capitulo I1II).

Se utilizassemos f(g) = J2 , d» seria definido

por:
Pogy .2of
det = dX 50 | (4.20)
- . - T
Pré-multiplicando (4.20), por o
of acP=ar-ol 2 (4.21)
z . - o
Aplicando—se'o teorema de Euler em (4.21) chega-
se a:

=5 —B (4.22)
o
e

(sendo esta equagdo utilizada nos livros tradicionais (refs.[E.L
_3.3])).
Pode-se agora provar que ambos os tratamentos em

(4.4) e (4.5). se equivalem no que diz respeito aos incrementos

de deformagodes plasticas.
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Pela equacao (4.18), tem-se:

deP = de §£
f =73 /75
\
S
b
S
y
S
z
deP = d8 - ﬁ? .1 . < >
~ P /7, |
/ -
Xy
2T
Xz
2T z
WAy
Pela equagao (4.22):
B O N R O s B
- 2 3o 2 = 30 2 -
O < R ~ o

(4.23)

g (4.24)
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o

Substituindo em (4.23) #JZ por € prova-se
V3

a equivalencia de (4.4) e (4.5).
A formulagdo elasto-plastica quando aplicada aome
todo dos elementos finitos, para efeito de programacado, utiliza

a seguinte equacao de escoamento:

P(o,é)=f(g)—ae (4.25)

Esta equacdo estabelece a seguinte condicao de escoamento:
F (6 ; €6) =0>dF =0 (4.26)

{(que € identico a (3.36)).

As deformacgdes plasticas q;p ndo sdo nulas para
um incremento do de tensdes se F (¢ , Ep) > 0 (hipotese "A"
item 3.1), bem como a lei associativa aplicada a F (o , Ep) nao

conduz a nenhuma alteragdo ja que e. nao depende explicitamen-

b

te de o

Usando-se o mesmo desenvolvimento apresentado na
ref. [4.2] pode-se agora obter a matriz constitutiva elasto-plas

tica associada ao critério de von Mises

T . _
dF = 0 = %E do + 2E 45 -0 (4.27)
[} ~ a' p
- £
P
Chamando
a = { EE }
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e
dc
1 i - e
A=-——{ +=—=—de_}=—=
p
tem-se.
T -
a Qg - Adx =0 (4.28)

de = de  + dgp > (4.29)
+ do + dx a (4.30)

Pré-multiplicando (4.30) por §T « D ,resulta em.

mas de (4.28)

de (4.31)

-3
+
Y- I (3]
.
g g
]

Pré-multiplicando (4.30) por D

-~ Dde = do +Da - dA (4.32)
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Substituindo-se dix em (4.32) pela sua expressiao

definida em (4.31):

a
D de = do + T de - (4.33}

(D - D)) de = do (4.34)

onde

(matriz elasto-plastica) (ref. [4.2]).

do = er de {(4.35)

Em (4.33) e (4.34) tem-se as seguintes especifi-

cagoes conforme o tipo do sistema estrutural:

D - matriz constitutiva elastica, fornecida no item (4.1).

a - gradiente da fungdo de escoamento o qual, conforme o ti
po do sistema estrutural,é definido por:
ESTADO_PLANO DE_TENSOES (ref. [4.2])
j-E)ox Sx
) 5F _ Bfég) i Bf(g) 3 <
g7 30 ° 30 B 3o P - Sy > (4.36)
A A y 2 77,
3f (o)
—_— 21
9T X
Xy \ y
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( /
3f (0) \
ac_ - ST
T
af(d)
802 SZ
of
g 9 2 /3,
3f(a)
T ‘T2
af (o)
= S
\ 9y L C )

3f (o) 4 ~
aox Sx
3t (o)
5 (o) aoy oz SY
3F  _ ~ - < - 3
or = .= = (4.38)
3.”0 3~O’ 5f (g) > 2 /‘j‘g < >
. STy
9f (9)
a0 Sz
Z. } k J
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0 estado plano de deformagdes € caracterizado por
€, = 0 e dez = 0 , portanto o coeficiente A e o vetor a po
dem ser modificados por condensagao de e, como mostrado a se-

guir (ref. [4.1]):

I ~ :
deiﬁw ( 1 -V 0 -\ rﬁc A
ds? -v 1 0 -\ dcy
1
< >~ F < }4 F (4.39)
e
dny 0 0 2(1+v) 0 drxy
e
daz -v -V 0 1 doz
k v . J N

Os incrementos infinitesimais de deformagoes .to-

tais de podem ser definidos por:

/ \ A ~ op Y o )
3 dEX .. 1 -V 0 -V "a—'a-— dUX
X
oF
dey - -y 1 0 -V o dcy

_J 1 aF
. dyx),&_ 2 1o 0 204w 0 aTxyf< d'rxy> (4.40)
aF
“de -y -v 0 1 _— do
z L y o, z
aF aF 3F aF
0 — - A dx
\ J N T aoy BTXY E / /
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Fazendo-se dez'= 0 em (4.40) pode-se simplifi-

car-a matriz constitutiva do estado plano de deformagoes:

- _ ¥ -V z aF
0 = E dcX E doy ot T dx (4.41)
3F aF 3F oF
=—— do_ + do,_ + dt + — ¢ do_ - Adx = 0
o X acy y 3TXY Xy o, zZ
(4.42)
do. = v(do. + do.) - E =25 d» (4.43)
X y 30 ‘
do vdo
o X . Yy _ _\_) aF
dex E E E doz + 90, di (4.44)
Substituindo-se (4.43) em (4.44);
. - do vdo .
S X _ y _ Vv _F .of - - oF
dsx B £ 5 \)(doX + doy) E 50, di|-+ 30, dx
_ 1 - v? vi+ oy OF 3F
de, = —g— do - — dcy + (53;~+v 53;) dA (4.45)

Do mesmo modo que em (4.45), tem-se:

_o_ v .+ v? 1 - v? 3F 3F
dEY E dOX + —E do_ + (ao_y + v 5-6-2-) dx (4.46)
aF oF oF aF aF 3F |2
=t v ) do (77— + v ==—) do_+ dr, - (E (=) +A)d. =0
BUX 802 X ch 302 Y 3T Xy aoz

(4.47)

Pode-se agora escrever (4.45), (4.46) e (4.47)

em forma matricial:



de

de

90

(2E

(v

<

- (v o+ )

(1 - v¥)

2(1 + v)

do
X

do
y

dr

da

(4.48)

S6
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Portanto para o estado plano de deformagdes o ve-

tor a e o coeficiente A em (4.33) sao expressos por:

aoF oF V3
a =< (2t vy ) > = - {s. +vs (4.49)
~ < 80}7 30’2 F 2 /j; < ¥ Z>
9F
, 27
- T J . Txy
e
) 9F 3 E
A=A+E (802 A+ 3 5 52 (4.50)

4.2.1 - Historico de TensGes e Deformacdes para o Modelo Elasto-

Plastico de von Mises

Seja um ponto material (ponto de integragao do ele
mento isoparamétrico) submetido a um estado de tensdes g, © de
formagoes e, na regido elastica interior & superficie de escoa
mento. Devido a acao de um agente externo adiciona-se ao estado

de deformacgoes €, um incremento de . ‘Supoe-se.. .inicialmente

que o incremento de tensoes do seja elastico, ou seja:
do = D - de {(4.51)

Somando-se do a 9 podem ocorrer duas situa-
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coes: {

q;e £ 0
1) F (g, + do , Ep] <0 %<

q;p =

0 estado de tensdes o = 95 + do encontra-se :.no. . .intérior ou

sobre a superficie de escoamento (Fig. 4.2).

'EFCSBEE)<()

de® £ 0
2) F (g, +do, ) >0 <
qu # 0

Agora o estado de tensbes ¢ = ¢, *+ do encontra-

se fora da superficie de escoamento. Como 9, esta na regiao
elastica (F(g,) < 0) & necessario que se determine um parame-

tro r , de tal modo que:

F (g, + rdo , €. ) =0
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Este parametro pode ser obtido diretamente da equacao de escoa-

mento.

Introduz-se ¢ = ¢_ + r do na equagdo /I4J, =0

extraindo-se o valor de r , o qual €& dado por :

(- B<+ VB2 - 5,%x T)

4.52
onde.-~-
S = DX* + DY? + DZ% + 2 x DS§?
B=S x DX+ S xDY +8 x DZ + 2 x T x DS
X Yy z Xy
_ Q2 2 2 2 _ 2 . =2
T = SX + SY + 72 x Txy + SZ z X ge
do + do + do
DM = (ﬂx i z)
3
DX = do. - DM
X
DYy = doZ - DM
DZ = dcz - DM
DS = dey
0 estado de tensoes g = go + r Qg- encontra-se

sobre a superficie de escoamento, o que permite a partir de o

calcular o incremento de tensoes do em regime elasto-plastico.
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Com o valor de r pode-se definir também a par-
cela do incremento de deformagoes de , na qual ocorrem deforma-

¢des plasticas:
de = (1 - r) de (4.53)

0 estado de tensoes o sobre a superficie de es-

coamento atualizada € fornecido por:

q;
c =0 + J D de (4.54)
~ - ~ep —
0
onde
, \
| AL IRER SIS S I A L
(Do) = <D - — - 2 = g > (4.55)
° o, 3F | 3F
e o g
ds, .
e (—). e obtido diretamente da curva (ce x ep).
d
€p -
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(Ep)_ é a deformacdo plastica efetiva acumulada durante o escoa
mentg do material até a Ultima superficie de escoamento gerada,
para a qual ~ f(o) = (§e)_ .
o
Alem do incremento de tensoes elasto-plasticas em
(4.54) deve-se também calcular o incremento de deformagao plasti

ca efetiva associada a de

i dme aT . D
dz = dx = J == . de (4.56)
P A+ a D=+ a -
0 o pu h
onde ,
T
. LI I
a D ~ g -7
- - S ~ (4.57)
A+a +D-a do, 3F : SF
(—) + {553 D~ {<-73_
£p G -~ 9: ~ g
0 - -
Como dx = dEp , adiciona-se este valor a (Ep)_
G

de modo a obter o Ee atualizado.responsavel pela nova superfi-

cie de escoamento (Fig. 4.3).



‘a
S
¥

As integrais em (4.54) e (4.5?) sao calculadas nu
mericamente por subdivisoes de qg e a cada passo da integracao

uma corregac adicional deve ser feita:

i i-1
o

=@ (D) s vt (4.58)
1 =1, , h
T D
ui —i_l ( ?.' ’ - ) 6 (4 59)
€ = g + + d¢ .
p P A+ gT + D+ a 1i-1 v
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i=1, , I
onde
{
q° = g /
o = g
—O —-—
g = ) <
- el = (5 ) + de
de P P g P
6€= —_— -
- n

onde n €& fornecido semi-empiricamente e sugestoes quanto a sua

obtenc¢ao podem ser encontradas nas refs. [4.2 e 4.13].

- i L. .
Calculado o estado de tensoces o do i-esimo in-
cremento,em(4.58) e a correspondente tensao efetiva, tem-se o Se-
guinte erro:

LORNCAERE L (4.60)

Adota-se aqui a mesma correcdo utilizada na ref.
[4.2] , na qual o incremento corretivo de tensbes & € conside

rado normal a superficie de escoamento:

§o = k « { &) (4.61)

o+ !
Fam
Q
=
o )
e
S
I
o5
¥

1]
+
=
I
o

onde
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aF = { £} g (4.62)

aF oF _ N
Fl + { 30 } i k { 5‘5} =0
~ 1 ~ 1
¢ :
Fl
k = - T (4.63)
aF aF
{ =1 { == 1
3g i 09 "4
0 o

F
s¢ = - T SRR L P (4.64)
- o .
{ aF } . oF } ~ ot
ag . ag -
~ 1 ~ 1
g o
F (o + 60) 3 0 (4.65)

Apos o término da sequéncia de calculo anterior
tem-se o estado de tensGes (do ponto de integragdo em estudo) cor
rigido a superficie de escoamento atualizada ao campo de deforma

goes correspondente.

A formulagdo elasto-plastica anterior ao ser apli
cada a materiais com comportamento plastico-perfeito wutiliza a
mesma sequéncia de calculo, porém com as seguintes caracteristi-

cas:
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Ge - constante durante o escoamento
do o
—:E = 0 (zero)
de
b
Quando o estado de tensoes g, encontra-se sobre

- . . —

a superficie de escoamento e devido a agac de um agente externo

ocorre um incremento de deformacoes de , suposto inicialmente em

regime elastico, duas situagles poderiam ocorrer:

[
de® £ 0

1) F (go + D - de , Ep) < 0 < - descarregamento
deP = 0 .
\
;
de® # 0

2) F (go + D - de , Ep) > 0 < - carregamento
deP # 0

\

No segundo caso se utilizaria o mesmo processo an
terior para o calculo do estado de tenstes final, porém o parame

tro r seria zero.

A matriz elasto-plastica em (4.55) e o parametro dix em (4.56)

estao apresentados na forma em que sao utilizados para solugao

de estado plano de tensdes e solidos axissimétricos. Em proble-

mas de estado plano de deformagoes estas sao alteradas pelo acr%i
2

cimo no denominador do termo E (ggi e da utilizagao do vetor

a apropriado (equagao (4.49)).
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4.3 - FORMULACAO ELASTO-PLASTICA ASSOCIADA A0 CRITERIO DE MOHR-
COULOMB

No Capitulo III sao estudados dois critérios:Mohr
-Coulomb "Tradicional' e Mohr-Coulomb '"Modificado'. . Ambos nio
apresentam explicitamente fungoes de escoamento e serao analisa-

dos somente para o comportamento plastico-perfeito.
Mohr-Coulomb Tradicional (equacao (3.63))
fl(g) = o, sen ¢ + o (cos & - L sen 8 sen ¢) - € - cos 9

V3

Mohr-Coulomb Modificado (equagao (3.91))
. =
f,(0) = @ d; tBo ty+ (Hng)

Por conveniéncia, todas as ‘'variaveis envolvidas

sao especificadas novamente:

= X Y Z
on % (4.66)
o = ¥J, = /U.50 8z« Sz + S ¥ LT T, (4.67)
6 = 1 arc sen (- 373 3§-) A
3 2 53 6 — " =6 (4.68)
= Q- Q- _ - 42 - 2 _ 2
J3 - Sx S? Sz v 2 Txy Iyz;TXZj: Txy Sz'; Sx Tyz : Sz-Txy
(4.69)
_ 2
o 12 sen” ¢ (4.70)

(3 - sen ¢)°2
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_ 24 c cos ¢ sen ¢
(3 - sen ¢)?

(4.71)

_ 12 (XA’"sen® ¢ - c? cos?® ¢)
(3 - sen ¢)?

(4.72)

A matriz constitutiva elasto-plastica de ambos os
critérios € deduzida com base na lei associativa de escoamento-,
(ref. [3.11]X

deP = dx & (4.73)

e na condigao de escoamento:

f(a) = ) af T
(¢ =0 e df =0 ~ 55 do = 0 (4.74)

Com (4.73) e (4.74) a matriz constitutiva € obti-
da de forma idéntica & correspondente ao critério de von Mises ,

resultando em:

dx = = = de (4.75)

D -=-D- - (4.76)

onde’

(4.77)

(R
t

&l

Q
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As equacgbes (4.75), (4.76) e (4.77) se aplicam ao
estado plano de tensdes e so0lidos axissimétricos, porém em estru
turas caracterizadas por estado plano de deformagoes estas equa-
coes sao modificadas pela alteracdo do parametro A e vetor a

como apresentado em (4.49) e (4.50), resultando em:

H
1
1
ja B
m

da (4.78)

D _ =D - - (4.79)

a=dg—*+Vv—>5 (4.80)

As equagoes dos critérios de Mohr-Coulomb Tradi-

cional e Mohr-Coulomb Modificado sdao funcées explicitas de O

¢ e Jz . Por este motivo, os gradientes de f,(g) e f, (o)

sao fornecidos por:

aJ

(¢ , @ st) ) i Te) 3
3 QF

(4.81)
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sz (0) _ sz (Ums ) ,Js) _ C 80m N C & N C 8J3
3o . do 1 3o 2 3a 3 1Y
(4.
onde, em (4.81)
) Bfl (Um . O ’JS)
€ = 30 (4.
m
af, (o ,0,J.)
c, = ——n 3 (4.
Qg
o - Bfl (cm , 0 ,J3) (.
3 BJ3
Em (4.82)
o - 8f2 (om , O ,J3) ’
1 3ag '
m
of, (0. ,0,Jd,)
c, = —t—n .13 (4.
ac
. - af2 (cm , O ’JB) ”
3 8J3 '

Todas as constantes anteriores

e 4.2,

estao fornecidas nas Tabelas

82)

83)

84)

85)

86)

87}

88)

4.1



C = sen ¢

TABELA 4.1 - MOHR-COULOMB TRADICIONAL APRESENTADAS POR NAYAK § ZIENKIEWICZ
Refs. [4.2, 4.5]

60T




1

- —2
_E; {}1 + k) - (1 - k) sen S?J L [}1 + k) - (1 - k) sen 3{} . {%(1-—k{} » cos 36 - tg 36
2K
i (3 - sen
k = (3 - sen ¢;

[(1+k)-(l—k)sen36]-3/_3_-[(1—-1{)]

4 k? ¢

TABELA 4.2 - MOHR-~COULOMB MODIFICADO DEDUZIDAS NO PRESENTE ESTUDO

0TI



111

Definidas as constantes C1 , C2 € C3 de ambos
os criterios de escoamento, apresenta-se a seguir o gradiente da
fungao de carregamento para cada um dos tipos de sistemas estru-

turais estudados:

0o aJ

_ m da 3
a = C1 o0 * C2 30 * C3 90
onde
a5, s
o’ Qg QQ

estdo apresentados nas refs. [4.2 e 4.5].

SOLIDOS AXISSIMETRICOS

") D d A ()
1 S S § 1
T z 8
1 sz sr Se -, 1
C C C. o
S | 3
A A A e
0 2T - 285, 0
TZ 6 Tz
1 S S § -712 1
- L9 . T ¢z rz) L

(4.89)



(1 + v)

(1 +v)

2T

ESTADO PLANO DE DEFORMAGOES

P+ Cy

S § + v (S_ 8
Yy 2z X

SX SZ + v (SX S

T
z X

- 2
y T Txy)

)
y T Txy)

Y

(1 + v)

(1 + v)

(4.90)

1T
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0 termo E:(ggi)z encontrado no denominador de
z

(4.78) e (4.79) €& entao definido por:

C C C, a2 2
- af 2 1 2 2 3
Br(gg) =B (g r 28, v O (58 = my) * =5
(4.91)
ESTADO_PLANO_DE_TENSOES
7 \ b / \ / \
1
1 S, s, S,
Cq ¢, Cx 82< . >
= +
a = = <1 > + £ ﬁ Sy S+ Cq < 5. S, F z
29
0 2Tsy - 28, Ty 0
\ )
o/ \ (4.92)

4.3.1 - Historia de Tensbes e Deformagdes para o Modelo Elasto-
~Plastico de Mohr-Coulomb

Seja um ponto material submetido a um estado de

tensoes 9, ¢correspondente a um campo de deformagoes €, ha re

giao elastica, interior a superficie de escoamento. Devido 2

acgao de um agente externo € adicionado .a €, um incremento de

o qual & considerado inicialmente em regime elastico, o que im-

plica em:
do = D de (4.93)
Somando-se do a 0y > podem ocorrer duas situagoes:
{
. de® # 0
1) £lo, + do) < 0 +<

d~€p = O
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0 estado de tensoes encontra-se no interior ou sobre a superfi-

cie de escoamento.

de® # 0

2) f[go + QF) >0 > ¢
' d§p # 0

O estado de tensdes ¢ = o + do esta -fora da
superficie de escoamento. Como flo,) <0 € necessario que se

determine um 'parametro '"r" , de tal modo que:
(g, *+ 1t do) 20 (4.94)

No critério de von Mises o parametro 'r" & ob-
tido diretamente da equagao de escoamento, porém nos critérios
de Mohr-Coulomb a transicao entre a regiao elastica e plastica
& determinada iterativamente através de aproximacoes' lineares .
Neste processo admite-se que a variacao da funcdao de escoamento
seja linear entre os estados de temnsoes 9, © o . Comomostra
do.:a seguir, a equacgao @g = (1 - 1) de nao pode ser usada em
casos de mais de uma itera¢ao. O incremento @? resulta da di
ferenga entre a deformacao final ¢ associada ao estado de ten

soes o (fora da superficie) e a deformagao € calculada ite-

rativamente, a qual corresponde ao estado de tensdes g sobre

- -
a superficie.

A equagao que fornece r a cada passo da itera-

gao decorre da seguinte dedugao:
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L (do !r G- r)q_é

.-+ APROXIMACAO
L LINEAR

£C2)
f ©+do)

Fia[4.4

Na Fig. 4.4, os triangulos abc e c¢de sao seme

lhantes. Aproveitando-se deste fato determina-se 1 (ref.[4.2]):

" onde

- f{g)) (1 - 1) +do=£(c) + 1 do

- f(go) dg + f(go) r do £(a) = 1T - do

f(go) F ,
TR - £y T T F - T (4-9)

Foo= £(g)) 5 Fy = £(0)

Estabelecida a formula que fornece explicitamente

0 valor de r o processo 1lterativo fica totalmente definido. Na

Fig. 4.5 este & apresentado em fluxograma, incluindo também a

aplicag@o da formulagao elasto-plastica sobre de
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ARMA ZENA
JPrPara O
PONTO DE
INTEGRACAOD

2 Im E}

o £
‘al

N lm

]

1- rdo
de G- D.ge

do-r.do

- dez=r.de

=1C8)

:ffCE.)
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g_i = d.__‘lf‘l-- .Cgoep )

0]-1 .

1

L= 3 SIM

NAQ

ao términe da recursividade (3) tem-se o estado de tensoes

(o)—

corrigido e atualizado 8 superficie de escoamento

rig.(4-5]
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Ao término da recursividade 3 tem-se calculado o
estado de tensdes o atualizado(do ponto de integracao em estu-

do)e corrigido a superficie de escoamento.

Quando o estado de tensoes 96 encontra-se sobre
a superficie de escoamento e a este & adicionado um incremento
do (inicialmente elastico), duas condigoes podem ocorrer:
'4

dge#O

1) f(gO + dg) < 0 ﬁ descarregamento

0 estado de tensoes o, * do  esta na regido elastica, no inte-

rior da superficie de escoamento.
/
dEé £ 0

2} flo, * dg) > 0 < carregamento

aeP # 0

\

0 estado de tensoes estd fora da superficie de escoamento. O in
cremento elasto-pldastico de tensdes € calculado pelo mesmo proce
dimento anterior, com r = 0 , avancando diretamente a etapa (1)

do fluxograma.
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V - MODELO DE INTERFACE

Frequentemente os sistemas estruturais sao forma-
dos por um conjunto de 'meios" que interagem entre si atraveés de
interfaces (ou superficies de separacgdo),as quails podem ser clas

sificadas como descontinuidades de contorno cinematico.

Em dinamica, o comportamento fisico dessas inter-
faces exige um tratamento mais cauteloso, tanto no que diz res-
peito ao desenvolvimento tedrico. do modelo matematico, como na
analise experimental. Dentro desta area, os problemas relacio-
nados com a interagdc solo-estrutura agrupam-se em uma sub-area
de pesquisa, a qual ja existe um grande numero de modelos imple-
mentados, refs. [5.3, 5.4: 5.11, 5.12, 5.13, 5.14, 5.15, 5.16] e

outros.

No presente estudo as interfaces sao simuladas por
um elemento especial, conhecido por elemento de junta, cujo nome
decorre de-sua usual aplicacdo na analise estatica de macigos ro

chosos, refs, [5.1, 5.2, 5.6, 5.8].

>.1 - COMPORTAMENTO FISICO DE UMA 'INTERFACE

Uma descontinuidade em um macigo rochosc ou em um
modelo estrutural qualquer.Fig. 5.1, pode ser razoavelmente defi
nida em’ suas dimensoes geométricas e & classificada como junta.
Uma caracteristica favoravel e necessaria a andlise de uma junta
€ a pequena espessura, o que permite relacionar o seu .comporta-
mento fisico com os deslocamentos relativos entre as duas super-
ficies que a delimitam (segundo a direcao longitudinal). Goodman,
refs. [5.1 e 5.6], em seu modelo matematico e experimental ndo con

sidera a espessura, porém no presente estudo, como na ref. [5.2]
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a mesma € utilizada com a finalidade de tornar admensional o cam
po de deformacoes. Esta caracteristica € importante no estudo de

s0lidos axissimétricos (item 5.3).

FISSURA

MODELO ESTHBUTIIRAL

ok b 2 BT

‘T reTTe

F16[5.1]
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A deformabilidade de uma junta € analisada segun-

do duas propriedades fisicas:

- rigidez a deformagiao normal

- rigidez a deformagdo cisalhante

Ambas sao obtidas por intermédio de modelos redu-
zidos ou através de ensaios realizados com amostras representati

vas ou artificiais.

ot
AR N R N

CP, cp cp

FIG, Ebdﬂ
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Normalmente as juntas se caracterizam pela rela
cdo nao-linear entre (tensdo x deformacdo)}, sendo tal comporta
mento evidenciado experimentalmente. Por exemplo, na Fig. 5.2,
ilustra-se o ensaio:a deformacdo normal de um corpo de prova em

tres situacdes diferentes:

Q»cpi" - corpo de prova virgem

-_bpé - & o mesmo corpo de prova tpl_ dotado de uma fis-
sura criada artificialmente

-'cPs - & o corpo de prova cp, , com a disposigao’da fis

sura alterada, por exemplo, por um giro da parte
superior.

Como resultado dos ensaios em <Py cpéx e-Cps,
tem-se as curvas Cq v €y Té cz respectivamente. Subtréindo—se
a parcela de deslocamentos associada_h curva cq das curvas ¢,
e Cz , obtém-se a relacdo (o x €) nao-linear de ambas as fis-
suras, Fig. 5.3. E visivel nas curvas Co = C, & Cg - Cl a

variacao do coeficiente de rigidez.

ez BV

DESL. NORMAL DA JUNTA

Fia. [5-3]
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A rigidez a deformacdao cisalhante de uma junta &
também uma propriedade nao-linear e € conseguida. por ensaios
apropriados dotados de controle da tensao normal aplicada. Na
Fig. 5.4 ilustra-se o esquema do ensaio e uma curva tipica para

varios niveis de tensdo normal.

LLLLLLL LS

[\ J

“a,

T T -
\r, - et ,!_’-frc..‘. ¥
Lre by s L

YR IR Ty,

r e teg Le :,r,':' X
ACRERHIAD = 0
VLR IR T

Fagtofee'e Nres 'Mnle s
TSN E ST I
BTN IS e ol SN

Fipi e e Gl tete
M YT RE STy Y]

controle de pressao

defletometro

LAY
'neg.Eﬁ,as,arQ

AN M Y W N N N N W N N N L

._
..
a |
T
]

]

i

[ ]

1

o |

rd I
1

1

4

q
niveis de 47 {

t ensdo no rmal

Cs

—n AU

Fic.[5.4)

E interessante observar a forma assumida pela cur
va {1 % Au) com a variacao da tensido normal aplicada. As ins-
tabilidades durante a deformagao tangencial sao associadas com a
liberacao subita de energia quando as tensdes cisalhantes atin-
gem o valor maximo para o nivel de tensao normal aplicado. A im
portancia de se ter o controle da tensdo normal reside na possi-
bilidade de verificar o fendmeno de dilatancia. A partir deste,
costuma-se classificar as juntas em duas categorias: dilatantes

quando durante a deformagao cisalhante ha expansdo ou contracao



124

(o que indica o acoplamento existente entre a deformagao normal

. - . - J ..
e a cisalhante) e nao dilatantes em .caso contrario.

No presente estudo apenas as juntas nao-dilatan-
tes s3o analisadas, porém nas referéncias [5.2 e 5.10] um trata-

mento adequado ao comportamento dilatante & apresentado.

Para uma junta nao-dilatante a matriz constituti-
va utilizada na formulagdo do modelo matemadtico € desacoplada,

sendo dada por:

/ 3 7
o CS 0 €q
gy 0 Cn e
/ / /
onde,
Cs - coeficiente de rigidez cisalhante
Cn - coeficiente de rigidez normal
oL A ug
5 h
) iy Vi
€ T o

£ ix0 LONEITUD \NAL
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Os termos A u, e A v, sao os deslocamentos re
lativos entre dois pontos 1 e 2 pertencentes respectivamente ao
topo e a base do elemento em uma mesma direcao normal ao eixo lon
gitudinal. O modo como estes deslocamentos relativos sdo calcu-
lados alp&mjr-do comportamento fisico € ilustrade na Fig. 5.5 ,
para um problema simples, em que os deslocamentos relativos im-

postos sao constantes segundo a direcao longitudinal.

DEFORMACAO NORMAL ’

DL
4

AL Lt e

.t .

- AV = -V,
TUERRR SRR n= 172

&t e
AT b ====r A"
- T g2 %L
acy "
n
ct
C €
\ DEFORMACAO C.ISALHANTE
]
A
1
Oy =Ce. =2t
*ds
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Ao se estender o estudo anterior aos problemas de
interagao solo-estrutura, Fig. 5.6, as juntas recebem a denomina
¢ao mais geral de "Interface". Um nﬁmero de fatores podem -con-
tribuir para a complexidade do comportamento da interface. Estes
fatores podem incluir a modificagao das propriedades do solo de-
vido a migragaoc de umidade e amolgamento, possibilidade da rotu-
Ta ocorrer em zonas fora da interface e dificuldades na obtencao

dos parametros fisicos.

L

ESTRUTURA

Na interface, devido h baixa resistencia introdu-
zida pelo solo, predomina o comportamento nao-dilatante, ‘© que
conduz a uma matriz constitutiva desacoplada. Como  mencionado
na ref. [5.3], o coeficiente de rigidez a deformacdao normal. .po-
de ser escolhido arbitrariamente, ﬁorém, para a analise dinamica,
o seu valor exerce uma influéncia muito grande no comportamento
da interface. Valores elevados proximos a rigidez do material

da estrutura podem conduzir a reflexdo das ondas de pressdo, des
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ligamento das superficies ou instabilidade na integracdo no tem-
po. Por observacao da propagacdo das ondas de pressac’ * pode-se
concluir que o coeficiente de rigidez a deformagcido normal da in-

terface € controlado pela rigidez do solo.

A importancia fundamental do elemento de interfa-
ce em problemas de interacdo & permitir o movimento relativo en-
tre os dois meios. Por este motivo a analise da interface, quan
do submetida a deformacoes cisalhantes, €& mais criteriosa. Para
isto existem alguns tipos de ensaios levando em consideragao efei

tos estdticos e dinamicos(ref. [5.3])

As junfas ou interfaces devem ser analisadas tam-
bém quanto ao sinal da deformagdo normal. Se esta for de tragao,
indica que houve um desligamento da descontinuidade. -,no referido
ponto, o que conduz a um estado de tensao nulo. Esta condigao,
em dinamica, ndo € definitiva, podendo o mesmo ponto vir -a fe-
char-se num tempo t posterior. Apo0s tal ocorrencia, considera
coes sobre a mudanca das propriedades fisicas do material da in-
terface sao necessarias, sendo a escolha "do novo -comportamento

funcao do problema em estudo.

E conveniente salientar que o tratamento matemati
co apresentado nos " [tens 5.2 e 5.3 @& aplicado tanto nas juntas
como: nas interfaces. A diferenga reside somente,na escolha ade

quada de ensaios e parametros fisicos.

5.2 - MODELO MATEMATICO PARA O ESTADO PLANO DE TENSOES E ESTADO
PLANO DE DEFORMACOES

{Conhecido o comportamento fisico "das’: “interfaces
(item 5.1) e sabendo-se que este & analisado em funcio dos deslo

camentos relativos entre o topo e a base do elemento, desenvolve
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-se agora o respectivo modelo matemidtico. A continuidade do cam
po de deslocamentos relativos no dominio do elemento & consegui-
da por interpolacgao dos respectivos valores nodais, . sendo esta
conduzida segundo a direcdao longitudinal do elemento de interfa-
ce. Inicialmente os modelos sao desenvolvidos assumindo-se va-
riacdo quadratica dos deslocamentos, mais tarde particularizados

para variacdao linear.

Para o elemento de interface apresentado na Fig.

5.7, os deslocamentos relativos nodais sao definidos por:

u. = u_ + A u

1 ) 1
v, = Vp + A v
u. = u_ + A u

m n m (5.2)
v =v_+ Ay

m n m
u. = u_ + A u

] q ]
v, = v_+ A v
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Com os deslocamentos relativos referidos ao siste
ma global  deve-se obter os deslocamentos relativos referidos ao
sistema local (s x n) , o que pode ser feito com o uso da matriz

de rotacao convencional (Fig. 5.8).

a8z Cc0s©

b=5en 9

H

F |Q.[§.§]



130

Esta transformagao € atendida por:

SISTEMA LOCAL SISTEMA GLOBAL
s

(4 u ). ) a b 0 0 0 0) { awu)
571 1
(8 v b a 0 0 0 0 b vy
(A us)m i 0 0 a b 0 0 A u,

< > 79, i > < ,
(A vn)m 0 - a 0 0 A v
(A us)j 0 0 0 0 a b A uj
AV ). 0 0 0 0 -b a A v,

\( n)JJ ~ J . JJ

(5.3)
onde,

a = cos ©
b = sen 8

A partir dos deslocamentos relativos nodais refe-
ridos ao sistema local, define-se ¢ campo de deslocamentos rela-

tivos no dominio do elemento:

[
o
1}

Ni (A us)i + Nm (A us)m + Nj‘(A ué)j
(5.4)

C
<
"

n Ni (A Vn)i + Nm (A vn)m + Nj (A Vn)j

onde as fungoes de interpolagao estao indicadas na Fig. 5.9.
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\

€

vl G-ED1G -6 (s.57)

Mo G =ED G.6]

RTINS G.7)
FH&E%-Q]

—

0 campo de deformagbes (item 5.1, Fig. 5.5) € en

tao dado por:

( hY
p \ /Au \ \ (a Us)i
5
€ R Ni 0 N, O Nj 0 ) Vh)i
1
0 el pn K | R{TERICE
€, -—h-’l 0 N 0 N0 Nf o (av),
t / k / / (A uS)j
(a vn)j
\ p,

Da .substituigao de (5.3) em (5.8) resulta a expres

sao final das deformacoes em fungao dos deslocamentos relativos
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referidos ao sistema global:

p NS \
a b 0 0 v 0 A u
\ y A . 1
£ N. 0 - 0 N. O
S$ 1 . n 1. 0 0 a b 0 o [su
= PR (5.9)
h P< 0 0 -b a 0 0],lA Vi P
£ 0 N. 0 0 N
n 1 “n 1 1o ¢ 0 0 a bl|au
\ J
\ ] /
0 0 0 0 -b a A Vj
Efetuando-se o produte matricial (5.9):
/ \
A ui
0\ Ay
£ aN b N aN b N aN b N
S . i m i j Au
m
_1 (5.10)
< > h ﬁ ? < Z&vm f
€ -b N aN -b N aN -b N a N,
n i i m m j i A u
B _
\ - / A
- VJ‘
éU
_ L1
€g = E-{a Ni A u; + b Ni Av, +a Nn Au + b Nﬁ Av +a Nj A uj +
+bN. Av.} 5.11
5 3 ( )
=L g . , _
e, =g 1-b N, bu, +7a N, Awv, b N Au +aN A v

b N. Au. +anN Av.} (5.12
] uy *oa Npavyl )

0 vetor de deslocamentos relativos AU em (5.10)

¢ calculado atraves do seguinte produto matricial:



133

Au . 0 0 1 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 u

b, o0 0 1 0 -1 0 0°0 0 0 ol (%

(5.13)

MGI 0 0 0 0O 0 0 0 0 0 1 0 -1 q

M. 1 0 0 0 0O O -1 O 0 0 0 0 m

Com (5.10)} e (5.13) <fica estabelecido o campo de

deformagdes no instante t como fungao dos deslocamentos nodais:

onde @G € o resultado do produto matricial B + T ,apresentado

em (5.14):

4

aNj,.ij-- aNi ;bNi,.—aN. fébNi.i—aN-'_-bhg aNm bNﬁ -aNm __'-bNm

1
]

I
= -
A

Y

-ij aNj -—bN.1 aNi bN.l —aNi ij —ab% -bNm aNm bN_m -aNm

‘ B (5.14)

Determinando-se o campo de deformagdes no dominio
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do elemento, pode-se com a matriz constitutiva (apresentada em

(5.1)).. calcular as tensOes com as quais sao obtidas as forgas

nodais internas.
Pelo principio dos trabalhos virtuais as forgas
nodais internas. sao fornecidas por:

"R = J B, - “g dV (5.15)

Esta integral & resolvida numericamente por Gauss

Legendre . :
B0 toav = [ BT .t e b« thic - Loar -
26 J = 26 g 1c = 3 df =
v -1
h » thic « L (Y T _t
: B, * "o dEf (5.16)
2 =G =
-1 ’

. 1 . NI
h - thic - L., T t _h - thic - L | .nl .t

7 J Bg s ode = 7 Lowg o+ By (&)« o (&)

1
-1

onde,

h - espessura do elemento de interface

thic = 1 - estado plano de deformagao

thic = t - dimensao do elemento na diregao Z (estado pla-

no de tensoes) (Fig. 5.10)
Wy - constante de integrag50rde Gauss-Legendre
£ - coordenada natural segundo a diregao longitudinal
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0 desenvolvimento matematico do elemento linear
da Fig. 5.11 & o caso particular do elemento qudratico, bastan-
do para isto eliminar nos arranjos anteriores as parcelas asso-

ciadas a fun¢gao de interpolagao N, -

AY

Fic, (8:11]
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5.3 - MODELO MATEMATICO PARA SOLIDOS AXISSIMETRICOS

0 tratamento matematico utilizado em sélidos axis
- simétricos € idéntico ao anterior. Como diferenca basica, tem-

se o acréscimo da deformagao circunferencial, calculada por:

(5.17)

o)

EG—

onde |

u = deslocamento radial de um ponto no -dominio do elemento
com raio R .

0 .campo de deformagoes & entao definido por:

/ \
/
] A ug
4 A v
e=¢ e < —-= f (5.18)
u
g R
\ / ,
Como em (5.4), A u. e Auy sao interpolados
"dos respectivos valores nodais, . ou seja:
A'us = Ni (A us)i + Nj (A us)j + Nm (A us)m
(5.19)
A v, = Ni-(A Vn)i + Nj (A vn)j + Nm (A vn)m

O deslocamento radial u & dado por:

=
e

U= Upase * 2

onde
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Up..e.~ & 0 deslocamento radial na base do elemento

A u ‘ : . .. -
—5— - - deslocamento relativo radial entre a superficie me
dia do elemento e a base.

A continuidade do deslocamento radial no dominio
do elemento € conseguida por interpolacdo dos deslocamentos ra-
diais nodais, tomados em relagdo & superficie média.

Au Au

. - A,
— ) Ni + (un *— ) Nm + [uq + rjzla h% (5.20)

u o= (u+
. (P‘

Com as equacoes (5.17, 5.18, 5.19 e 5.20) pode-se escrever

a matriz B para solidos axissimétricos, do mesmo modo que (5.10):

( 3
A uy
/ 3\
AV
() Nya N.b Noa Nb N, a N. b
£ i R h R T - 0 0 o0 Au
A ﬂn
N.b N. a N b N a N.b N. a
_J i i _m m ] j
<" SE TH h~ “h e 00 0h<euy e
A v,
N, N N NN N ]
g 7R 0 7R 0 7R O ¥ ® T Uy
J u
\ J n
B | "a )
(5.21)

Do produto matricial em (5.21),obtém-se as expres
soes finais das deformacoes como fungao dos deslocamentos relati
VOS:

_1 \
€ = R [a Ni A u. + b N.1 A v, + a h% A U +b Nm A vm + a BG A uj + b Nj A vﬂ

(5.22)
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=1 - -
ey = H'[ b Ni A u. +a Ni A ] b Nm A u *a Nﬁ A Vi b h% A u.j +
+aN, Av, 5.23
j o) (5.23)
1 Ni A uy Nm A u Nj A 9j
& =R |73 + 5 + 5 +Niup+Nmun+Njuq (5.24)
Como no item 5.2, pode-se escrever a matriz gG
e
4 _ )
N.a. N.b. N..a N.b N.a N.b N.a Nb N a.N b . N.a.. N b
] J 21 VI T S m m - m oo
‘h h h h h h h h h “h h  h

Nj b. BE a Ni b Ni a Ni b Ni,a Nj b Nj a Nm b Nm a Nm b Nm a

" R TR R R TR R R RS R R TR
N N N, N N N
2R 0 ®" ° = ® ¢ =m ° = 0

- (5.25)

O campo de deformacoes em um instante t , em fun

cao dos deslocamentos nodais, € entao dado por:

-

e =B, - 'U. (5.26)

onde
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C 0 0
s
0 0 -CB
onde’ - /
;C - coeficiente de rigidez circunferencial

70

Uma vez calculada EG (5.25) e conhecido o estado
de tensoes no instante t (5.27) , pode-se definir o vetor de

forcas nodais internas:

T, ¢t LRk . de-=

R G g >

~re

1
= e
IU:"
cy
.
Q
o
=
1]
[==)
Q

_h L ol Lt .

onde:
R - raio do ponto de integragao na superficie média
£ - coordenada natural segundo a dire¢ao longitudinal

w, - constante de integragao de Gauss-Legendre

Como no item 5.2, o elemento linear € o caso par-
ticular do elemento quadratico, cuja formulagdo € conseguida pe-

la eliminac@o nos arranjos anteriores dos termos associados a Nm.



140
VI - MODELO DE FLUIDO

O comportamento hidrodinamico de fluidos & estuda
do por um modelo simplificado ref. [2.11], no qual o fluido € con
siderado como um solido elastico com resisténcia nula ao cisalha
mento. O~ meio fluido & discretizado por elementos finitos iso

paramétricos, .-com lei constitutiva apropriada.

6.1 - LEI CONSTITUTIVA

Para um material elastico isotropico a matriz de coe

ficientes elasticos pode ser escrita por:

s ' M - A
1 1 1 o0 0 o0 % —% —% 0 0 0
1 1 1 0 0 0 —% % e% 0 0 0
D=¢ 1 1 1 0 0 OPK+<-% 2 2 0 0 odc
o o 0 0 o0 o0f 0 0 0o 1 0 0
o 0 0 0 0 0 O o 0 0 1 0
Lo 0o 0o o o o (0o 0o 0o 0o o0 1
D 5 (6.1)
onde:

K - constante de deformagdo volumétrica (ref. [2.20])

G - constante de deformacao cisalhante

Para o fluido idealizado & necessario inserir na
matriz D em {6.1) wuma constante K apropriada e G = 0 (o que

pressupoe ausencia de viscosidade), resultando em:
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( \
1 1 1 0 0 0
1 1 1 0 0 0
_ 1 1 1 0 0 0
D =K< F (6.2)
: 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
\ y

A matriz D , quando particularizada aos solidos
axissimétricos e estruturas caracterizadas por estado plano de de

formagdes, é dada por:

/ 3 {
Oy 1 1 0 €5
= K 1 1 0 £ 6.3
{ 9y > | § y » (6.3)
oy 0 0 0 Yay
/ | \ )
Solidos Axissimétricos
\ p \ )
o 1 1 0 1 £
T T

g 1 1 0 1 £
z = J z
< ) > X < > J -P (6.4)

g 1 1 0 1 £

\ )

De posse das matrizes de coeficientes elasticos

(6.3) e (6.4), as forcas nodais internas sao obtidas da maneira

usual, como apresentado no Capitulo II.

6.2 - AMORTECIMENTO

As forcas dissipativas de amortecimento geradas no
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. - - . . . ~ . 1 - -
movimento vibratorio . em meic fluido, sao devido.. a viscosidade.

Estas forcas resultam em um sistema adicional deatanﬁéggas quais

sdo funcdes das velocidades de deformagdo, (ref. [2.11])e sdo da-

das por:

+
Q
]
=
e[}
1
1l

onde u €& a viscosidade do fluido.

(6.5)

Com a equacgao (6.5) as forcas viscosas sao forne-

cidas por:

87t av - g, -
Vol
onde -
¢, = | BTwBna
Vol

(6.6)

(6.7)

(6.8)

(6.9)



145

Estes vetores podem entao ser incluidos no algo-
ritmo apresentado no Capitulo II. O amortecimento do fluido, no
presente estudo, nao foi implementado e sera motivo de desenvol-

vimento futuro.

- e,

6.3 - CONSIDERACOES GERAIS

Este modelo simplificado tem fornecido resultados
satisfatorios no que diz respeito a propégagéo de ondas elasti-
cas em fluidos confinados e quando utilizado em problemas de in-
‘teragdo so6lido-fluido, ref. [2.11]. Neste 0ltimo caso,condicdes
de contorno compativeis com a interface existente devem ser for-
necidas. Modelos mais sofisticados quanto ao tratamento tedrico
e analise do comportamento interativo sélido-fluido tem sido es-
tudados, como por exemplo nas referéncias ,[6.1, 6.2, 6.3, 6.4,

6.7, 6.8 e 6.9].
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VII - RESULTADOS

7.1 - VIGA BI-APOIADA

* Neste exemplo analisa-se a vresposta dinamica de
uma viga bi-apoiada submetida a um carregamento distribuido cor-
respondente a 75% do valor estatico de colapso. Na Fig. 7.1 es-
tao apresentadas as dimensces geométricas e propriedades fisicas
da viga, bem como o modelo discreto utilizado. O material da vi
ga segue o critério de escoamento de von Mises e comportamento
plastico perfeito. A discretizagao valéﬁ-se-de seis elementos
isoparamétricos com oito pontos nodais e integrados por - Gauss

(2 x 2).

O proposito desta analise & comparar as solucoes
elﬁstica‘.e elasto-plastica obtidas pelo presente estudo (Fig.
7.2)com as solugdes fornecidas pelo método de Newmark (NONSAP ,

ref. [7.6]).

A boa concordancia entre . as solucdes elasticas ser-
ve como apreciacao do desempenho do algoritmo de diferenga cen-
tral e da matriz de massa agrupada. A.preciséo conseguida na so
lugdo elasto-plidstica prova de modo evidente a eficicia do inter
valo critico utilizado na integrac¢do no tempo em correspondéncia
com as explicagoes relacionadas a instabilidade do referido algo

ritmo nas integragoes em meios elasto-plasticos.

7.2 - CHICOTEAMENTO DE TUBULACOES (Pipe Whip Problem)

Em reatores nucleares as tubulacoes. que funcionam
sob altas pressodes ao se romperem sofrem chicotéamente,o que com
promete a seguranga dos mesmos. A protegao a este eféito pode

ser conseguida pela instalagae de um supoerte capaz .de absorver
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a energia cinética da tubulacao, reduzindo assim as amplitudes
de oscilacdo. E conveniente salientar que entre a tubulagdo e o
suporte & deixado um espaco de modo a admitir movimentos térmicos
e os deslocamentos associados com a operacao normal de funciona-

mento, ref. [7.3].

O presente estudo tem por finalidade analisar a
resposta dinamica do sistema (tubulagdo + suporte), simulando-o
por uma viga e uma treligca respectivamente (Figs. 7.3 e 7.4). O
material da treliga & considerado plastico-perfeito com lei cons
titutiva apropriada, de modo a incluir os efeitos do ¢€spag¢o exis
tente entre o suporte e a tubulacao (Fig. 7}4). O material da vi
ga € também considerado plastico-perfeito, porém obedecendo ao
critério de escoamento de von Mises (Fig. 7.3). A viga & discre
tizada por seis elementos isoparamétricos com oito pontos nodais

com integracao (2 x 2} (Fig. 7.4).

0 propdsito desta analise & comparar as solucodes
elasto-plasticas obtidas pelo presente estudo com as fornecidas
na ref. [7.3], acrescentando-se porém, alguns resultados exclare

cedores do comportamento nao-linear do .material do suporte.

Na Fig. 7.5  tem-se trés solugdes elasto-plasti
cas que objetivam mostrar a influencia do espago existente entre a
tubulagao e o suporte (folga). Observa-se que o aumento da fol-
ga conduz a um desenvolvimento de maior energia cinética, e por
conseguinte;, maior deformacao no suporte. Na Fig. 7.6 estuda-se
a influencia da tensao de escoamento do material do suporte, uti
lizando-se o esquema estrutural com folga de 3". Verifica-se que
o aumento da tensao de escoamento reduz significativamente o des
locamento maximo, absorvendo portanto mais rapidamente a energia

cinética gerada.
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Aproveitando-se da solugao elasto-plastica com fol
ga de 3", apresenta-se nas Figs. 7.7, 7.9 e 7.11, as deformadas
da viga em treés instantes diferentes, ilustrando-se também as re
gioes plastificadas associadas a cada uma das deformadas. Nas
Figs. 7.8, 7.10 e 7.12, estao indicadas as velocidades verticais
dos graus de liberdade ao iongo da superficie média, mostrando a

tendencia de vibracao da viga.

Observando-se as Figs. 7.5 e 7.6, constata-se que
apos .0 deslocamento vertical maximo ter ocorrido, o extremo da vi
ga passa a oscilar com pequenas amplitudes, mantendo aproximada-
mente a mesma posigdo final. Este comportamento € consequéncia
de se considerar ou nao 0 descarregamento elastico.do material do
suporte apds sua plastificacdo. Este efeito fisico & mais evi-
dente nos resultados das Figs.. 7.13 e 7.14. Na Fig. 7.13 anali-
sa-se o esquema estrutural com folga de 3!, supondo que somente

a treliga se plastifica. Dois modelos. sao estudados:

"A" com descarregamento elastico

"B" sem descarregamento.

Observa-se que na fase de restauragdo do extremo da viga a sua
posigao de origem (o que implica em descarregamento elastico do
material. do suporte), hia uma dife:enga sensivel nas respostas .
Resultados semelhantes sao também apresentados na Fig. 7.14 po-
;ém utilizando-se uma folga de 0.5", sendo a viga e a treliga ana

lisadas em regime plastico.

O instante t = 0.00625s corresponde aproximada-
mente a condigdo mais critica da viga em regime plastico. E in-
teressante portanto, que nesse instante se estude a influéncia

da plasticidade do material da viga na distribuigdo de esforgos
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internos. Isto pode ser feito comparando-se o diagrama de momen
to fletor obtido em analise eldstica e elasto-plastica da viga co

mo mostrado na Fig. 7.15.

7.3 = CALOTA ESFERICA DELGADA

A calota esférica delgada, com propriedades fisi-
cas e-dimensbes geométricas épresentadas na Fig. 7.16, € submeti-
da a um carregamento distribuido subito e constante. A plaStici
dade do material da casca obedece ao critério de- escoamento de
von. Mises com lei de endurecimento isotrdpica segundo o modelo bi-

linear:

—
2

6
€ 0.21x 1 0 Ib/ie

—— o = - -

R
<

As solugdes elastica-e elasto-plastica sao calcu-
ladas pelo presente estudo e comparadas com as solugoes forneci-
das na ref. [7.6], onde a integracdo -no tempo foi realizada pe-

lo algorffmo&de.Newmark (Fig. 7.16).

Analisando-se o resultado.da Fig. 7.16, constata-
se a boa.concordancia entre as solugbes elastica e elasto-plasti

ca resolvidas por ambos algoritmes. Pode-se de imediato, somen-
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te a partir da solucao elastica, comprovar o desempenho satisfa-
torio da matriz de massa agrupada em substituicdo a matriz de mas
sa consistente. Com o intervalo de integracao utilizado, conse-
gue-se pelo algoritmo de diferenga central, a mesma precisao na

solugao elasto-plastica que o fornecido na ref. [7.6]".

7.4 - CALOTA ESFERICA ESPESSA

Neste exemplo analisa-se a resposta dinamica de
uma calota esférica com 3in de espessura quando. submetida a um
carregamento distribuido de 15.000 PSI aplicado em 0.1 X 1074 s,
(Fig. 7.17). O material da casca segue o critério de escoamento
de von: Mises com lei de endurecimento isotrdpica segundé‘ﬁ modelo
Aﬁi—linear. Na ref. [7.1] = a estrutura foi discretizada por dez
elementos isoparamétricos de.solido de revolugdo com variag@o cu
bica de deslocamentos nos bordos e a integracao no tempo foi rea
lizada pelo algoritmo de Newmark; Na solugdo elastica os elemen
tos foram integrados por Gauss (2 x 2) e ha solugdo .elasto-plastica fo
ram integrados por Gauss na diregao circunferenciai'e por Simpson
ha diregao radial, de modo a considerar a plasticidade dos pon-

tos de integracdo dos bordos interior e exterior da calota.

No presente estudo utilizou-se de. dez elementos
isoparamétricos de solido de revolugdo com oito pontos nodais e

integracao (2 x 2) e (3 x 3).

A solucgdo elastica que utilizafregra de inte gragao
(2 x 2) conco;da satisfatoriamente com a. fornecida pela ref.
[7.1], porém a solugdo elasto-plastica é afetada pelo esquema de
integragﬁo empregado. A solugao com (2 x 2) apresenta algum des
vio da solucac fornecida pela ref. [7.1], porém com (3 x 3), ob-

tém-se praticamente os mesmos resultados.
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FIGURAC 7.13 RESPOSTA DINAMICA ELASTO-PLASTICA. VIGA Bl-APOIADA
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7.5 - PROPAGACAO DE ONDAS EM MEIO FLUIDO

O'pr0p5sito deste exemplo € mostrar o desempenho
do modelo de fluido discutido no Capitulo VI. A Fig. 7.18 mos-
tra um meio fluido confinado lateralmente e em um de seus extre-
mos submetido a uma carga sUbita e constante na extremidade opos
ta. Como modelo fisico & considerado o estado plano de deforma-
goes-.para o. qual .uma solugdo tedrica & disponivel, ref. [2;11].
0 meio fluido € discretizado pelos elementos de fluido dotados de
lei constitutiva particularizada a deformag¢les volumétricas (Ca-

pitulo VI).

A solugi@o pelo Método dos Elementos Finitos atra-
ves do algoritmo de diferenca central reproduz a propagagao das
ondas de compressdo em razoavel correspondéncia com a solugdo ted
rica. Observa-se também que a reflexao das ondas na extremidade

fixa ¢ simulada.

Na Fig. 7.1%9a sao fornecidos os resultados obtidos
quando o processo de discretizagao utiliza elementos lineares e

quadraticos, com:integracdo (1 x 1) e (2 x 2) respectivamente

Na Fig. 7.19b sao fornecidos os mesmos resultados
porém correspondentes a discretizagdo por elementos quadraticos

com integracgao (3 x 3).

Resultados semelhantes  sao fornecidos na ref. ﬁﬁlﬂ,
calculados com o.mesmo algoritmo utilizado no presente .estudo, po
rém considerando a influéncia da nf@o-linearidade geométrica. Ob
serva-se que tal efeito nao exerce influencia significativa nas

respostas.
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7.6 - ENSAIO DINAMICO

O corpo de prova de solo silte-arenoso, com pro-
priedades fisicas e dimensdes geométricas apresentadas na Fig.
7.20, € ensaiado dinamicamente sob condigdes drenadas. O ensaio
consiste em verificar o comportamento do corpo de prova (c.p.) ,
quando submetido a um carregamento axial com 0.14s de duracgao
aplicado segundo a lei de variagao (P x t) (Fig. 7.20). A res
posta dinamica do (c.p.) & fungﬁo.do estado de tensoes de confi-

namento Este estado- de tensoes ' nao s caracteriza as .pro-

93
priedades fisicas, como também influencia o regime plastico do
solo. Devido a influéncia .exercida pelo estado- de tensdes og
sobre os resultados, este € simulado no presente estudo,de dois
modos:

- No primeiro, & considerado. como um carregamento exter
no dinamico de aplicacdo sUbita e constante ao longo
do tempo, resultando as respostas :dinamicas forneci-

das na Fig. 7.21 (ENSAIO 1), correspondentes ao deslo
camento .vertical do ponto-nodal A (Fig. 7.20).

- No segundo, & introduzido como estado de tensOes ini-
ciais, o que reproduz razoavelmente o modelo real, re
sultando as respostas . dinamicas das Figs. 7.23 e 7.24
(ENSAIO 2).

A integracdo no tempo do ensaio 1 & conduzida pe-
lo algoritmo de integragao de Newma;k e pelo algoritmo de  inte-
gracao do presente egtudo. Pelo algoritmo de Newmark sdo obti-
das as respostas dinamicas elastica.e elasto-plastica de‘Yon:Mi—
ses e Drucker-Prager, as quais sao comparadas as fornecidas ﬁelo
algoritmo de diferenga central compreendendo os modelos elastico
e elasto-plastico de von-Mises, Mohr-Coulomb Tradicional e Mohr-

Coulomb--Modificado. Com relagao ao criterio de Mohr-Coulomb Mo-
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dificado, ha de se ressaltar que as envoltdrias aproximadas sao

XA .
¢ x cotg(e)
ficientes estdo definidos nos Capitulos III e IV. Na Fig. 7.22,

caracterizadas pelo parametro RA = , onde os coe-
secdes meridionais hiperbolicas (o x om) associadas a este cri
tério, para diversos valores de RA sao comparadas a secao meri
dional real de Mohr-Coulomb, representada por uma linha reta (Ca

pitulos III e IV).

Na Fig. 7.21 pode-se constatar a boa concordancia
dos resultados fornecidos por ambos algoritmos ao se comparar as
solugGes elasticas, as solugdes elasto-plasticas defﬁbn-Mises e
a solugdo elasto-plastica de Drucker-Prager com a solugao de Mohr

-Coulomb Modificado (RA = 0.01%).

A boa proximidade das solugoes de Drucker - Prager
e Mohr-Coulomb Modificado e o afastamento destas da solucao de
Mohr-Coulomb Tradicional, decorre da nao existéncia de pontos sin
gulares nas duas primeiras formulagoes. (excetuando-se o vértice
da superficie de Drucker-Prager, a qual nao influencia significa
tivamente esta comparacgao). As pesquisas desenvolvidas no pre-
sente estudo revelaram que os estados de tensfes proximos dos pon
tos .singulares conduzem a ineficiéncia.da formulagao elasto-
plistica. Consequentemente o estado de tensfes ndo & corrigido
e atualizado 3 superficie de escoamento, o que prejudica sensi-
velmente os resultados fornecidos pela formulagao de Mohr-Coulomb

Tradicional.

A \ - — - - -
A integragdo no tempo do ensaio 2 ¢ realizada pe-

1o algoritmo de integracdo explicita de diferenga central,com o3
resultados apresentados na Fig. 7.23. Comparando-se estes resul
tados e os da Fig. 7.21, com relagao as solugdes de Mohr-Coulomb

Tradicional e Mohr-Coulomb Modificado (RA = 0.01%), verifica-se
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que o ensaio 2 fornece deslocamentos maiores que O ensaio 1. Is
to se deve a introdugdao do estado de tensoes iniciais, que acele
ra a plastificagao do material, e principalmente devido a ocor-
réncia de tensdes esfericas de tragdo. acima do limite permitide
pelo solo, Fig. 7.6.1, conduzindo a aﬁuiagéordas tensoes corres-
pondentes. Esta condig3o & compativel fisicamente e matematica-
mente satisfatoria, ja que o estado de tensoes associado[ﬁéo cam
po de deslocamentos atualizado & utilizado no calculo do campo
de deslocamentos do intervalo de tempo seguinte. Este traciona-
mento implica no enfraquecimento estrutural é' dal a:distorgao
mais acentuada. E conveniente salientar que no ensaio 1 as ten-
soes esféricas de tracdo ndo atingem o nivel maximo. devido ao
confinamento introduzido pela tensao G {constante ao longo do
tempo)s a qual - comprime dinamicamente o corpo de prova durante

tode o ensailo.

—
Qj

PULOMB

MOHR-COULOMB
MODIFICADO

Fie[7. 6.0
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Na Fig. 7.24 sao comparados os resultados da Fig.
7.23 com a solugao de Mohr-Coulomb Modificado com RA = 50%, ndo

havendo alteragao significativa nas respostas.

0 fato do parametro XA nao ter influenciado a
plastificagdao do solo silte-arenoso neste ensaio nao implica em
sua pequena importancia, pois em outros problemas, por exemplo,

solos mais coesivos, tal condicao poderia nao ocorrer.

A evolucao da tensido esférica com o tempo para o
quarto ponto de integracao do elemento 3 € ilustrada na Fig. 7.25.
Pode-se constatar o tracionamento do .solo e o instante a partir
do qual a condigido limite & alcancada. Estas tensoes esféricas
foram extraidas das mesmas andlises que forneceram as respos-

)

tas das Figs. 7.23 e 7.24.

Ainda com relacao a Fig. 7.25, deve-se notar que
a curva (Sm x t) referente ao critério de Mohr-Coulomb Tradicio
nal, mostra uma caracteristica muito importante, que corresponde
ao tracionamento maximo do ponto de integragaoc.com as tensoes sen
do mantidas nulas durante um periodb de. tempo e posteriormente
a recompressao do referido ponto. .Pode-se interpretar fisicamen
te tal fato pela "abertura' e 'fechamento" do ponto de integra-

¢ao.

Como no presente estudo a formulagdo elasto-plas-
tica associada aos critérios de Mohr-Coulomb pressupoe o Compor-
tamento plastico-perfeito, todos os estados de tensoes plﬁsticos
apos corrigidos devem encontrar-se sobre. a superficie de escoa-
mento. Esta condicao pode ser visualizada na Fig. 7.27,onde sao
tracadas as segOes meridionais real de Mohr-Coulomb e hiperboli-
ca aproximada (RA = 50%). A secdo meridional hiperbolica esta

particularizada a 'QZ= % (Capitulo III), o que implica em se ob
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ter o o, correspondente a cada estado de tensoes elastico e plég

tico, ou seja:

(com ¢ e 6 funcao do estado de tensdes (Capitulo III))

Logicamente os estados de tensoes que se encontram no interior da
secao sio os estados elasticos. Os estados de tensces utiliza-
dos nesta representacao foram gerados no sexto ponto de integra-
gdo do elemento 3 (IE =3 e NI = 6) no ensaio 2 , cuja evolu

cdo da tensdo esférica com o tempo € apresentada na Fig. 7.26.

0s resultados discutides anteriofmente foram obti
dos com o intervalo de integracao de 0.5 x 10-45 , correspondeg
te a décima parte do intervalo critico At_ = 0.5 x 10”%s . Esta
redud¢do no intervalo é justificada com base nas explicacoes refe
rentes a instabilidade numérica do algofftmo de diferenca central
apresentadas no Item 2.6. \Porém,com a finalidade de verificar a
eficiencia computacional do algoriimo-do presente estudo, as so-
lucGes elasto-plasticas anteriores foram reprocessadas para in-
tervalos maiores, constatando-se que a solugdao elasto-plastica
de fon;Misesﬁ do ensaio 1 ndo € alterada com estes novos interva
los, reduzindo cerca de cinco vezes o esforco computacional. Tais

tesultados encontram-se nas Tabelas 7.1 e 7.2, referentes ao des

locamento vertical dos pontos nodais A e B (Fig. 7.20).
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TABELA PARA ANALISE DA EFICIENCIA COMPUTACIONAL

TEMPO NEWMARK -DIF. CENTRAL |DIF. CENTRAL| DIF. CENTRAL f
(s) At = 0.5 E-3 | At = 0.5 E-4 |At = 0.25 E-3} At = 0.5 E-3
0.01 . 44722 E-02|-. 29972 E-02{-. 29903 E-02-. 29684 E-02
0.02 15683 E-01]-. 15131 E-01{-. 15123 E-0l{-. 15066 E-01
0.03 342810 E-01|-. 32723 E-01)-. 32747 E-01;-. 32759 ﬁ—Ol
0.04 54000 E-01|-. 52790 E-01}-. 52802 E-01]-. 52829 E-01
0.05 826012 E-01|-. 80437 E-01){-. 80390 E-01l-. 80456 E-01
0.06 146488 E+00|-. 13918 E+00{-. 13921 E-00}-. 13915 E-00
0.07 265713 E+00|~-. 24847 E+00i-. 24851 E-00;-. 24855 E-00
0.08 |-. 452741 E+00{-. 42416 E+00(-. 42414 E-00|~. 42432 E-00
0.09 686936 E+00(-. 64915 E+00{-. 64917 E-00{-. 64932 E-00
0.10 949608 E+00|-. 90806 E+00}-. 90808 E-00}-. 90823 E-00
0.11 | 121017 E+01|-. 11746 E+01{-. 11746 E+01}-. 11748 E-01
0.12 144425 E+01|-. 14208 E+01|-. 14208 E+01j~. 14210 E-01
0.13 162639 E+01)-. 16226 E+01({-. 16226 E+01}-. 16229 E-01
0.14 173287 E-01|-. 17513 E-01l-. 17514 E+0H-. 17516 E-01
Tempo

de Pro

cessa- 2360 5027 1981 1260
Aflg:u— (s) (s) (s) (s)

lado

DESLOCAMENTOS DO PONTO NODAL A

TABELA 7.

1
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TEMpo|  NEWMARK DIF. CENTRAL |DIF. CENTRAL| DIF. CENTRAL
() | At = 0.5 E<3 | At = 0.5 E-4 ot = 0.25 E-3| At = 0.5 E-3
0.01 |-. 396559 E-02|-. 40421 E-02|-. 40372 E-82/-. 040259 E-02
0.02 |-. 152753 E-01|-. 15410 E-01|-. 15406 E-01/-. 15394 E-01
0.03 |-. 333194 E-01|-. 33069 E-01{-. 33058 E-01/-. 33020 E-01
0.04 |-. 53115 E-01|-. 52739 E-01|-. 52735 E-01|-. 52733 E-01
0.05 [-. 816272 E-01|-. 81671 E-01|-. 81692 E-01|-. 81744 E-01
0.06 |-. 140737.E+00]-. 14098 E-00|-. 14100 E-00{~. 14108 E-00
0.07 |-. 25017 E+00|-. 25230 E-00|-. 25230 E-00-. 25236 E-00
0.08 |-. 418953 E+00|-. 42314 E-00|-. 42314 E-00/-. 42316 E-00
0.09 |-. 629378 E+00|-. 63275 E-00|-. 63277 E-00|-. 63291 E-00
0.10 |-. 86217 E+00|-. 86325 E-00|-. 86326 E-00-. 86342 E-00
0.11 |-. 109366 E+01|-. 10924 E+01|-. 10924 E+01/-. 10926 E+01
0.12 |-. 130338 E+01|-. 12994 E+01|-. 12994 E+01|-. 12996 E+01
0.13 |-. 147018 E+01|-. 14660 E+01|-. 14660 E+01|-. 14662 E+01
0.14 |-. 157333 E+01|-. 15731 E+01|-. 15732 E+01{-. 15734 E+01

DESLOCAMENTOS DO PONTO NODAL B

TABELA 7.2
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7.7 - INTERACAO SOLO-ESTRUTURA

Com a finalidade de verificar a influéncia das in
terfaces em um sistema estrutural, bem como o comportamento do
elemento implementado, analisa-se a resposta dinamica de uma fun
dacao circular assente sobre um macigo de solo- argiloso (Fig.
7.28). A fundagdo circular € submetida a um carregamento distri
buido subito e constante e & considerada rigida o suficiente de tal
modo a nao se considerar a possibilidade de sua plastificacgao .
Admite-se que em decorréncia do transiente de curta duragao estu
dado, nao haja possibilidade de drenagem, analisando-ge o solo
segundo tensoes totais em regimes elastico e plastico. Sob tais
condigdes o solo & considerado seguir-Oicritério: de escoamento
de 'von Mises como material plastico-perfeito ref. [4.12]). Em to
dos os resultados discutidos posteriormente:sao comparados 0Ss
sistemas estruturais com .e¢ sem interface, utilizando-se no pro-
cesso de discretizacao dos meios em interacgao, elementos isopérg
métricos de s6lido de revolugao de quatro pontos nodais com inte

gracao (2 x 2).

Na Fig. 7.29 € fornecida a resposta dinamica eléi
tica referente ao deslocamento vertical do ponto nodal 1. O mes
mo deslocamento & apresentado na Fig. 7.30, porém com o solo ana
lisado em regime plastico. Pelos resultados pode-sée observar.. que
em ambos os casos o sistema com interface conduz a maiores deslo
camentos verticais. Este resultado reproduz fisicamente o mode-
lo real,pois a interface pe;mite o deslocamento relativo entre a
fundagdo e o solo € o desligamento das superficies em contato .
Estas caracteristicas introduzidas pela consideragao das interfa

ces implicam numa redugdo da resisténcia estrutural ao impacto .

Na Fig. 7.31 o processo interativo que se desenvol



186

ve durante a vibracao entre a fundagdao circular e o solo fica bem

evidenciada. Dois graficos sao plotados:

- velocidade vertical X tempo

- tensao normal x tempo

Verifica-se a diferenga entre a velocidade vertical do bloco ¢ o
solo adjacente, a qual aumenta apds o desligamento do contato ver
tical, o que € caracterizado na curva (on X t) quando 9, se
anula em ambos os pontos de integracgao.

Neste sistema .estrutural a interface cumpre a fi-
nalidade de transmitir a excitagao do bloco de fundagao' ao’ solo
adjacente. Este efeito € verificado.com o crescimento da veloci
dade vertical do ponto nodal 5 (Fig. 7.31), du:anté o intervalo
de tempo no qual as tensoes normais ndo se anulam, apos o que es
ta velocidade passa a decrescer. E importante lembrar que ape-
sar de S diminuir de 0.001 & 0.002 s, a excitagao vertical

transmitida nao diminui, devido ao modelo matematico representar

o comportamento nao dilatante.

Durante o movimento vibratorio (bloco de fundacgao
+ solo), ondas de pressdo sdo propagadas através dos dois meios.
De modo a se verificar a influencia que a introducgao do elemento
de interface exerce na propagacao das. ondas, ‘apresenta-se nas
Figs. 7.32 e 7.33, a distribuicao de pressoes verticals em uma
secao vertical §; proxima - a regido de desiocaméntos maximos.
Se o bloco de fundagao e o solo sac considerados como um meio con
tinuo, as ondas de compressao se transmitem do bloco ao solo’ mais
acentuadamente no mesmo periodo de tempo, sendo este efeitoh ob-
servado ao se comparar os resultados das Figs. 7.32 e 7.33. Lo-
gicamente, os parﬁmetros-de deformabilidade do material da inter

face exercem influéncia consideravel na distribuicao 'de pres-



187

soes. Como explicado no Capitulo V, a deformabilidade da inter-
face € muito préxima a do solo de‘fundagﬁo, por ser este material
0 menos resistente dos meios adjacentes. Por observacgao de cur-
vas semelhantes as apresentadas nas Figs. 7.31, 7.32 e 7.33 as-
sociadas a um estudo paramétrico,conclusoes. semelhantes sao obti
das. Ha de se ressaltar contudo que parametros fornecidos por en

. [ e
saios apropriados (refs. [5.1 e 5.3]), garantem. maior-

-5

“confiabi-

lidade no cialculo das respostas dinamicas.

A configuracao .deformada do sistema estrutural
(bloco de fundacdo + macigo terroso) & apresentada’ em diversos
temposs (Figs. 7.34 a 7.41), correspondentes aproximadamente aos
tempos de maximos ¢ minimos das respostas . éléstica: e j elasto-
plastica -(Figs. 7.29 e 7.30). Os deslocamentos nas configura-
coes estdo.ampliados cinquenta vezes, o que distorce significati
vamente as-regiaes proximas as interfaces, exigindo os detalhes

1 e 2.

Na Fig. 7.31, mostra-se o instante a partir do
qual ocorre o desligamento do contato vertical. Esta condigao
permanece . aproximadamente. durante os 0.0ls iniciais, ocasio-
nando o maior deslocamento relativo entre o bloco de fundagao e
o solo. (Figs. 7.34 e 7.38). Por este motivo, com o solo anali-
sado em regime plastico (Fig. 7.38), observa-se que o solo adja-
cente ao bloco sem interface se plastifica, o que nao acontece
com o.solo adjacente ao bloco porém dele separado pela interface,
nesta condicao com o, = 0 . Apos os 0.0ls iniciais as duas
superficies verticais se unem, fazendo com que o bloco por atri-
to se mantenha soliddrio ao solo adjacente, o que & verificado

nas demais configuragoes pela reducao do deslocamento relativo en

tre eles.



Fundacao Circular(72'x48) Sem Interface

Fundagido Circular

168 Solo de Funda¢a

TP T v L1 1.t P(t) 408 in E=1000000.Psi=70000.kg/cm?
'f

H .8 - ‘¥ =20.25
u/‘n/n 9l 45 rC:2.243x10_4lb.szlin4

13 Y Soclo De Fundagao
4 i < Ez10000Psiz700 kg/ecm

= 0.45
LL} ga 7% 22 13 V=0 P , 4
83 33 34 15 ‘ qo €=1.682x10 Ib.s“/in

2

Oy=2. kg/cm?= 28.4 Ibf/in”

"7
o
o

<0 Carregamanto .

plt)
10290. psij

-3
At= 0.1)(10 S.

t(s)

R _
i = ' < . Int‘erface
cular (Cony Interface) Ef 210000 Psi
- L §:25° )
Espessura = 2.4 = 6cm

b U"n

€n

Solo| De Funddgao | v

100.Psi
= AG
€s
At=04x10 100-Psi

AR ~ : R

Fig.[72d Modelo Idealizado Para Fundacao e Macigo Terroso

881



05

4
Y
% m RESP. ELASTICA SEM INTERFACE
o
i |
"'\' o RESP. ELASTICA COM INTERFACE
W
]
W
© Al
- 1Y) ] - !‘ﬁ‘si‘;‘i 3‘,{;': 0 “
= N -E.“:“"" i)
Lid (i I as 1.
= o NI B
T oo ALY vl AL
(1 \ 1 ," S S e ‘“
© @ Il Y g
_ At atd .;J & B, %
o3 @ 1) Ve T s
pl 54 3 g oo, T
om W Al 8 {5 o hng'gl_,_‘ i
: i () )
O kY o Q,
[ D & %
Al D A D
§ F ¢ e
_ A\ 1) A
1
A } Al A @
B A oY r @
om B .‘-'.LE..‘ X 0
I (D 2E P
3
7 3 ok
® e
Ly ! LI
w oD
e T T T T T T T T T T T T T T T 1
0.00 0.186 0.32 0.us .64 O.BP 0.986 1.12 1.28
TEMPO x10

FIGURACT7.29IRESP.DINRMICA ELASTICACFUNDACARD CIRCULARI]



-0.32

DESLBCAMENTO
|

-0.48

-0.6i

G.80

RESP.ELRSTR-PLASTICA SEM INTERFARCE

RESP.ELRSTO-PLASTICR COM INTERFACE

0.00

T T T = T
0.16 0.32 0.u8 0.64 O.BP 0.96 1.12 1.28
TEMPO %10

FIGURALC?. J0JRESP.DINARMICR ELASTO-PLASTICALFUNDACAD CIRCULAR)



191

W gh (b)/inde v Gn/s)
@~ ~-—--oVELOCIDADE VERTICAL DO PONTO NODAL 4,
[ T #VELOCIDADE VERTICAL DO PONTO NODALs
G --- - - aTENSAO NORMAL DO PONTO DE INTEGRAQAO 2
. aTENSAO NORMAL DO PONTO DE |NTEGng:A01

20.

'M
ADES VERTICAIS DOS PONTOS NODAIS 4e5 E COMPRESSAO DO ELEMENTO UA INTERFACE

10.

joly
'f to
Q@ “
! \ !
' Q d-' /\
)
, ‘b / fn*mﬁ an
P ‘oA B‘}:
, 07 6 \
1 A ’ ‘ "—.-'.‘..
o] ®
; ! /.' [ 3 \ * “.
! \ ¢ Te-g
' @ y 7 - B . ! hall
\
! ! ‘\- \ ,>
Qs ;! \
& ] P » )?2
g , ? » \E{
> A o' .
p I ’/ \t.]\
[] ri A
‘ ' » ﬁ
vy L . .
) ’[. - [ ] tk\.‘ Tempo (S)
i.,r ] Ny 1
0.001 0.002 0.003

FIG. 037 COMPORTAMENTO DINAMICO DA {NTERFACE
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VIII - CONCLUSAO

A eficiencia computacional de um método mnumérico
nao deve ser évaliada somente pélo esforgo computacional envolvi
do na solugao de alguns casos especificos. E necessario que ou-
tros aspectos sejam levados em conta, entre 0s quais pode-se ci-
tar: |

- Facilidade de adaptagbes e ampliagdes futuras no cor
po de programacgao

- Menor interferencia do analista estrutural na minimi

zagao do esforgo computacional
- Economia de memoria
- Precisao de resultados, etc.

Dentro deste quadro o algoritmo de integragao ex-
plicita de diferenca central apresenta-se como um recurso numéri
co eficiente na analise nao-linear dinamica de estruturas em tran

sientes de curta duracao.

Observando-se apenas o esforgo computacional, es-
te algoritmo torna-se competitivo com os demais quando aé carac-
teristicas da analise preenchem os requisitos necessirios de mo-
do a estimular seu melhor desempenho. Em geral, grandes siste
mas estruturais submetidos a solicitagOes subitas, excepcional-
mente elevadas e de curta duracao, e que .sao. significativamen-
te influenciados no comportamento dinamico pelos efeitos nao-1li-

A . -
neares, correspondem a faixa de maior emprego.

Frequentemente a analise nao-linear de estruturas
envolve um esforgo computacional elevado, sobrecarregando sensi-

velmente o custo de processamento. Por este motivo, as programa
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coés relacionadas a esta area de estudos devem dispor de esque-
mas logicos que impecam gasfos desnecessarios em processamentos
falhos, originados por um conjunto diversificado.de fatores. Em
particular, no presente estudo, adaptou-se o recurso de. 'Re-start",
o qual permite em insfantes especificos da integragao no tempo,
interromper o processamento; mantendo em unidade de memdria auxi
liar todos os calculos necessarios a posterior continuagao dalig

tegracao.

Esta caracteristica importante possibilita ao ana
lista estrutural efetuar, em etapas, uma andlise dinamica nado-1i
near - de custos elevados, verificando o comportamento da estrutu

ra, ou mesmo, o fornecimento incompativel de dados.

0 processo de "Re-start' no algoritmo de diferen-
ca central n3o acarreta aumento significativo de esforgo computa
cional e & de simples e rapida adaptacZo. E uma caracteristica fa

voravel a utilizacdo desse algoritmo.

O resumo apresentado sobre os conceitos basicos do
comportamento plidstico de alguns materiais tem por finalidade fun
damentar os modelos elasto-plasticos utiiizados. Estes concei-
‘tos sao indispensaveis a interpretacao dos parametros necessarios
a formulagao elasto-plastica e ao conhecimento dos “limites. de

. . ./ -
aplicabilidade, deficiencias e hipoteses basicas de cada modelo.

O critério de escoamento de von Mises, .devide 4
sua aplicac¢do em materiais metdlicos, podé ser considerado como
o critério melhor conceituado e discutido, pois grande parte das
publicacgoes se dedicam ao comportamento plastico de metais. Além
deste ponto favoravel & sua utilizacdo, & de simples formulacdo
elasto-plastica permitindo que o modelo a ele associado seja mais

facilmente implementado. Os critérios de escoamento de Mohr-Cou
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lomb (Mod/Trad) introduzem algumas dificuldades no desenvolvimen
to dos modelos elasto-plasticos correspondentes, bem como abran-

gem o estudo de materiais de natureza fisica mais complexa.

0 critério de escoamento de Mohr-Coulomb Tradicio
nal apresenta como dificuldade principal a existencia de pontos
singulares, o que implica na descontinuidade da formulagao elas-
to-plastica e na acentuada deficiéncia do processo de. atualiza-
cdo e correcdo do estado de tensdes a superficie de escoamento.
Em decorréncia dessa condigao insatisfatoria, implementou-se omo
delo elasto-plastico com base no critério de escoamento de Mohr-
Coulomb Modificado, verificando o desempenho e as ' vantagens de
sua utilizagac. Constata-se que este modelo reduz consideravel-
mente o esforgo computacional ao mesmo tempo que atualiza o esta
do de tensdes com grande precisdo. Acredita-se que este crite-
rio, apoiado por uma analise experimental apropriada, serve como
subsidio poderoso a andlise elasto-plastica desses materiais pe-

lo método dos elementos finitos.

Apesar de se ter contornado o problema relaciona-
do ao tracionamento dos materiais associados . aos .¢ritérios de
Mohr-Coulomb € importante que estudos mais detalhados sejam moti
vados a analisar a influencia da anulacdo do estado de tensoes na
estabilidade numérica do algoritmo e na redistribuicdo de tensdes

bem com¢e na procura de um tratamento mais apropriado.

0 esforgo de pesquisa destinado a analise dinami-
ca niao-linear de estruturas & sensivelmente elevado quando se con
sidera em paralelo os efeitos da interacao solo-estrutura~fluido.
A sobrecarga de dificuldades engloba desde o desenvolviﬁento de
modelos matematicos compativeis com os modelos fisicos até a ob-

tencao dos respectivos parametros fisicos. Por este motivo, tra
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tamentos simplificados sdo utilizados com frequéncia, permitindo

assim uma envoltdoria ardua de analises e pesquisas.

No presente estudo a interacgao solido-fluido se-
gue idénticamente a sugestdo fornecida na ref. [2.11]. Consegug
se com o respectivo modelo de fluido =»resultados - satisfatorios
quanto E_propagagéo'de oridas de compressao nesse‘meip. Sera mo-
tivo de publicagaes futuras a analise da interacao ‘propriamente
dita, com a implementacao adicional de elementos "infinitos', pa

ra representar bacias de armazenamento em barragens' (ref. [6.2D,

A escolha do elemento de junta na solugao de pro-
blemas relacionados a interacdo sclo-estrutura surge como exten
sdo de seu emprego em analises estaticas de macig¢os rochosos com

fissuras. (ref. [5.1]).

A simulacdo em laboratorio do .comportamento de uma
junta ou fissura de modo a obter os respectivos parametros fisi-
cos . ja se encontra bem estabelecida (refs. 5.9, 5.10 ). O mes
mo nao se pode dizer sobre o comportamento de uma " interface ou
"contato solo-estrutura'. Neste caso as dificuldades em se con-
segulr amostras representativas (ou_mesmo em elaborar amostras
artificiais e modelos reduzidos), sao @nnminaacreﬂﬁda§. Para ame
nizar tais dificuldades, um estudo paramétrico foi necessario, es-

tabelecendo com segurancga a influéncia dos parametros fisicos na

resposta dinamica.

Embora o elemento de interface tenha sido extensa
mente testado, ao nivel do modelo matematico, ressalta-se qmasua
implemeﬁtagﬁo ndo & definitiva, necessitando - uma investigacao
mais elaborada no que se refere a sua compatibilidade com o mode

lo fisico e sua influéncia na estabilidade numérica do algoritmo.
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Com os resultados obtidos pretende-se estimular o
interesse em aplicar o algoritmo de integracdo explicita de dife
renca central na andlise dinamica de estruturas, incluindo aléem
dos efeitos nao-lineares discutidos, os provenientes de outras
fontes,:como nao-linearidade geométrica, visco-plasticidade,plas

ticidade com lei de escoamento nao associativa, etc.
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