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ABSTRACT

This work is supposed to be a guide for the
design computations of foundations under reciprocating engines

on piles.

Basic recommendations, suggestions, typical va-
lues and correlations were introduced as support to the elabora

tion of a typical design.

We introduce the classic theory of vibrations of
massive machine foundations resting on a semi-infinite elastic
solid, proposed by Rausch (1943), and a theory by wus proposed
sufficiently exact within the actual '"state-of-the-art" of ma-
chine foundations based on the theory of Matrix Structural Ana-

lysis.

We have also studied how to- obtain unbalanced
inertial forces in Reciprocating Engines and made comments on

its dynamic balance.

PR,

Comparisons of the two theories ,presented with

results found in technical magazines were included.

Deduction of consistent mass matrix for an ele-
ment embedded in the soil represented the greatest contribution
of this thesis for the technical-scientific world :'since we
don't find such development in any book or technical magazines

consulted.

Computer programming "flow-charts" elaborated for
calculating results and used in the comparisons of the two theo
ries were presented as a help to concerning research to which it

is necessary to employ digital computers.
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RESUMO

Este trabalho pretende ser um guia para o projeto

de Fundacoes de Maquinas Rotativas sobre Estacas.

Recomendagoes bidsicas, sugestdes, valores tipicos
e correlagbes foram apresentadas como apoio a elaboragao ide wum

projeto tipo.

Apresentamos a teoria classica de vibracoes de uﬁ
bloco rigido apoiado em um meio ¢€léastico, proposta.por:Rausch (1943),
e uma teoria, por nos proposta, suficientemente exata dentro do
atual "state-of-the-art" de Fundac¢des de Maquinas, "baseada nos

principios da Analise Matricial da Mecanica da Estruturas.

Estudamos também a obtencdo das forgas de inércia
para miquinas rotativas e tecemos comentarios sobre o seu balan-

ceamento dinamico.

Comparagoes das duas teorias apresentadas ne com
resultados encontrados em revistas especializadas foram iinglui-

das.

A deducgao da matriz de massa consisténte para um
elemento envolvido por um meio elastico representa a maior con-
tribuicao desta tese ao meio técnico-cientifico, uma vez que nao
encontramos tal desenvolvimento em nenhum livro ou revista técnl

ca consultados.

"Flow-charts" dos programas de computador elabora
dos para cialculo dos resultados, usados nas comparagoes das duas
teorias, foram apresentados como ajuda em pesquisas afins e que

necessitem o emprego de computadores digitais.
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I - INTRODUGAO

1.1 - GENERALIDADES

0 objetivo do presente trabalho € obter a respos-
ta dinamica de um estaqueamento, excitado por uma solicitacdo se

noidal ou cossenoidal, como ocorre com as maquinas rotativas.

Para tanto, foram elaborados programas escritos em
linguagem FORTRAN a partir da formulacdo classica e de um modelo
matematico que simula inumeras caracteristicas da fundacdo a ser
projetada, tais como: conteng¢ao do solo, engastamento das - esta-

cas no bloco de corcamento e no solo, etc.

Carregamentos.distribuidos . atuantes sobre as.esta
cas terao o seu efeito computado a parte. Este procedimento e
conveniente do ponto de vista de economia computacional, notada-
mente quando se compila o programa para sua utilizagao ao iﬁvés
de se gravar em disco, pois a sua introducdo gera um namero mui-
to elevado de comandos adicionais no programa de computador ela-

borado.

A teoria matematica necessaria a elaboragdo do mo
delo esta escrita minuciosamente, salvo alguns topicos da parte
estatica que poderdo ser encontrados no trabalho publicado por

Diaz (1973).

As aplicagdes e resultados numéricos foram compa-
rados com solugoes existentes, encontradas em artigos de revis
tas especializadas, ¢ com a formulagao classica, proposta por

Rausch (1943), e que se encontra aqui desenvolvida.

Sugestoes e comentarios para projeto foram intro-

duzidas, visando dar um carater pratico ao nosso trabalho.



1.2 - CONSIDERAGOES INICIAIS SOBRE AS FUNDACOES DE MAQUINAS

O projeto de fundacbes de maquinas, na sua formu-
lacdo classica, consiste:

a) na determinacao das frequéncias naturais de vibragdo do sistemamaquina(s)

-fundacao (e sua posterior comparagao com as frequencias excitantes).

b) na determinacao das amplitudes do sistema maquina (s)-fundacao (e sua pos-

terior comparacdo com as amplitudes admissiveis).

c) na determinagdo do fator de amplificagdo (relagdo entre deslo
camento dinamico e deslocamento estatico) para calculo dos es
forcos estaticos equivalentes aos esforcos dinamicos impostos

a fundacao.

d} calculo estatico, com cargas obtidas por (c¢), adicionadas a
carga estatica permanente, visando o dimensionamento estrutu-

ral das pecas constituintes da fundacao.

e) estudo da propagacao de ondas elasticas no solo, para se veri

ficar a necessidade, ou nao, do isolamento da fundacdo.

Em muitos casos ignora-se este ultimo Item, ja que a limi-
tacdo de amplitudes, descrita em (b), atenua a propagacao de ondas elasticas
no solo, sendo sua analise uma decisao que depende do julgamento do Engenhei
ro Projetista. Porem, deve-se ter em mente que as vibragoes provocadas por
uma fundagao de maquina podem ocasionar efeitos prejudiciais em estruturas vi
zinhas, além de provocar sintomas danosos a satde de pessoas que necessitem

permanecer habitualmente proximo a mesma.

No modelo matematico proposto, os itens (c) e (d)
sdo substituidos pelos procedimentos usuais da Analise Matricial
de Estruturas, levando em conta as propriedades geométricas e de

massa da fundacao.

E de suma importancia o estudo detalhado 'de wuma

fundacdo de maquina, uma vez que, no caso de um insucesso, o cus
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to da produgiao perdida adicionado ao reforco da fundacao, atin-
gem valores extremamente elevados. Assim sendo, pode-se afirmar
que as despesas feitas num projeto adequado de fundagao de maqui

na serao amplamente compensadas pelo seu bom desempenho.

Com o avanco do desenvolvimento iﬁdustrial a Engenharia ne
ceséitoUiprojetar e executar fundagaés“ de pesédas maquinasx
Como nao se dispunha, até a década de 1930-1940, de uma sistema-
tica para cdlculo, baseada em estudos tedricos e .experimentais,
langava—se mao de regras empiricas que determinavam que o© peso
da fundagio e maquina deveria ser n vezes o peso da maquina
sobre a fundacdo, sendo o valor de n ditado pela experiéencia
do projetista, e alterado, sempre que havia insucesso com alguma
fundagao. Este valor era guardado cuidadosamente e passado de
uma geragao a outra, de "pai para filho". Como o  valor. de n
nao se relacionava com nenhuma propriedade do solo, os fabrican-
tes apresentavam projetos validos para qualquer situacdo, sem re
comendacoes substanciais. Hoje, os fabricantes apresentam ape-
nas as dimensces minimas, por razdes de operacdao e/ou insfalagéo

da maquina.

Durante o desenvolvimento da Segunda Grande Guer-
ra Mundial, Rausch (1943), lahgou o livro que revolucionou a tég
nica das fundagdes de maquinas. Nascia, entdo, uma siétemética
para projeto, hoje desenvolvida e detalhada pelos modernos auto-
res, tais como Barkan (1962), Major (1962),@ﬁu2ﬂug§n;(1972), en-

tre outros.

Este trabalho pretende ser suficientemente comple
to, dentro dos limites do tema proposto. Para atender a essa
idéia, montamos o texto de tal forma que a consulta 2 bibliogra-

fia seja a mais esporadica possivel, uma vez que iserimos tabe-



las, abacos e graficos, além de toda a teoria necessaria a elabo

racao de um projeto de fundacoes de maquinas rotativas.

O Capitulo II contém recomendagGes basicas, suges
toes, valores tipicos e correlagbes. Enfase maior foi dado & de
terminagao dos coeficientes de recalque necessarios a manipula-
cao do modelo matematico proposto no Capitulo V.ja que este €&: o

maior obstaculo @ aplicabilidade do modelo em casos praticos.

O Capitulo III apresenta a formulagdo classica da

teoria de vibracoes de um bloco rigido apoiado num meio elastico.

0 Capitulo IV contém o desenvolvimento de um mode
lo esquematico para maquinas rotativas, visando a obtencao das
forgas de inércia e também tece comentarios na técnica de balan-

ceamento de tais forcgas.

0 Capitulo V apresenta um modelo matematico sufi-
cientemente exato, dentro do atual '"'state-of-the-art'" de funda-
¢oes de maquinas. A maior dificuldade na ablicagéo deste modelo
reside na determinacao dos.parﬁmetros de solo, comentada no Capi

tulo II.

0 Capitulo VI compara o modelo matematico propos-
to com a formulacao classica, e com resultados encontrados em re

vistas técnicas.

O Capitulo VII apresenta as conclusoes .da nossa
pesquisa, terminando por sugerir temas para . desenvolvimento de

teses ou trabalhos de pesquisas afins.

Como contribuicao final, apresentamos no Apendice
I a dedugao da matriz de massa para um elemento envolvido por
meio elastico, por nao existir tal desenvolvimento em nenhum 1i-

vro ou revista especializada consultados. No Apendice II apre-

b S . ’
: H



sentamos ''flow-charts" dos programas de computador elaborades.



II - O PROJETO DE FUNDACOES DE MAQUINAS

2.1 - CRITERIOS PARA O PROJETO

As ‘pranchas apresentadas pelo fabricante fornecem
as dimensoes minimas a serem adotadas por ocasiao da elaboragao
do projeto definitivo. Sempre se devera complementar o projeto
com calculo de vibracdes, salvo quando se tratar de solos de ek—
celente capacidade de carga, seco, ou seja, quando o lengol frea
tico estiver a mais de 1/4 do comprimento da fundagdo+ abaixo: do
plano da base, uma vez que as vibragoes sao frequentemente trans
mitidas nao-amortecidas, a consideraveis distancias, através do

lencol freatico devido a continuidade do meio.

Ensaios de solos deverao ser realizados para se
determinar as caracteristicas geotécnicas das camadas constituin
tes do subsolo. Ensaios de placa sempre sao recomendados, para

se estimar o coeficiente de recalque.

Fundagdes para maquinas .rotativas de baixas fre-
quencias excitantes sao constituidas usualmente por blocos maci-
gos de concreto armado, em geral com aberturas para passagem de

canalizacgdes e para a colocacao de chumbadores de fixagao.

As dimensoes sao adotadas com base em projetos si
milares e verificadas por calculo de vibragoes. As frequéencias
naturais devem estar na faixa de seguranga a ressonancia e as am

plitudes de vibracdo forcadas nao devem exceder as admissiveis .

Uma fundacdo de maquina devera ser :completamente
desligada do restante da estrutura que a abriga, através de jun-
tas de material de suficiente elasticidade (a espessura da junta

comumente adotada & de cerca de 3 .a 5 centimetros). ™



0 centro de gravidade do eétaqueamento devera se
localizar na mesma vertical do centro de gravidade do conjunto
maquina - blocos de suporte e coroamento &as estacas, ou proximo
disto - a excentricidade maxima permitida € 5%. Quando isto nio
acontece dificulta-se bastante o calculo, com o inter-relaciona-
mento das equagoes de movimento de' translagdo vertical e horizon

tal e de rotagao em torno de um eixo horizontal.

Quando varias unidades sdo instaladas proximas
umas das outras (distancia comparavel s dimensoes da fundagao),
recomenda-se, em solos moles, a adogao de uma fundacdo (mica, atra

vés de um "radier" de espessura adequada.
Fundacgoes sobre estacas sao utilizadas quando:

a) a pressao aplicada ao solo, considerando as cargas estaticas
e dinamicas, ultrapassar a pressao admissivel no solo de fun-

dacao.

b) for necessario aumentar a frequencia natural de vibragdes da
fundagao.

c) for necessario diminuir a amplitude de vibracdes naturais ou

forgadas.’

d) for necessario diminuir o recalque dinamico residual! da fun-

dacao.

Os itens a) e d) referem-se principalmente ao
projeto de fundagoes de estruturas submetidas a influencia de on
das elasticas provenientes de uma ‘fundacio de miquina proxima.
Os itens b) e <¢) sd0 mais comuns no projeto das fundacoes de

maquina propriamente dito.

! - recalque dinamico residual: ‘recalque que se manifesta quando

- .'a'préssao total- (imposta pelas cargas estaticas e--dinamicas)
excede um-valor limite para um dado solo, que depende das ca
racteristicas do’ ciclo " de tenso€s. . . - -



A limitacao de amplitudes (que & admitida como um

critério de deformagao) podera ser feita através de inUmeros aba

cos €

formulas empiricas, apresentados por pesquisadores e fabri

cantes de maquinas.

n emn
n_ em
n em

Budzugan (1972) apresenta as seguintes relagoes:

A(mm) =0,0785 - 0,1 1n(n/1000) (2.1)

rpm , adotada pela URSS, para suas indistrias pesadas.

_ 0,185
A(mm) = 1= +771000) (2.2)
rpm , adotada pelas Usinas Metropolitan Vickers.
A{mm) = (346/n)? (2.3)

rpm, adotada pela Westinghouse.

Buzdugan (1972) e Lipinski (1972) apresentam uma

tabela, atribuida a Savinov (1955), que contém limites superiores

de amplitudes de vibragdes de maquinas de frequencia uniforme. A tabe

la, apresentada a seguir, correlaciona a frequencia de vibracao

vertical ou horizontal com as amplitudes, fornecidas em mm.

VIBRAQGES < 500 500 | 700 | 1000 {1500 (3000 5000 | 10000

DIRECAQ FREQUENCIA DE VIBRAGAO (RPM)
DAS

VERTICAL |(0,15(0,12{0,0950,075{0,06;0,03/0,015(0,0050

HORIZONTAL}0,2010,16/0,1340,1100,09;0,05(0,020/0,0075

TABELA 2.1 - AMPLITUDES DE VIBRACOES (MM)

Richart e outros (1970) apresentam um grafico,mos



trado na figura a seguir, que correlaciona a frequéncia da maqui
na com a amplitude maxima permissivel, para varios niveis de de-

sempenho da maquina.
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FIGURA 2.1 - LIMITES GERAIS DE AMPLITUDES DE DESLOCAMENTOS PARA
UMA PARTICULAR FREQUENCIA DE VIBRACAO (EXTRAIDO DE
RICHART, 1962).

Barkan (1962), recomenda como amplitude admissi-
vel valores entre 3,20 a O,Zsrmilimetros, caso nao exista perigo

de ressonancia em estruturas vizinhas.
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Esta limitagao de amplitude, exigida em um proje-
to de fundagcoes de maquinas, necessita do julgamento do engenhei
ro projetista, no sentido de verificagdo das condigoes de funcio

namento da maquina, adaptando-as ao projeto.

Isto equivale a uma avaliacdo do tempo necessario
para que as equipes de manutengao e/ou operagao possam atuar.Sen
do este periodo de tempo bastante prolongado devemos adotar uma
rigida 1imita§§och amplitudes, de modo a assegurar perfeitas con

dicoes de saude as pessoas que trabalham junto a maguina.

De grande valia sao as observacgoes de fundagoes de
maquinas existentes, em operacao, pois, fungdo do seu comporta-
mento, podemos tirar ensinamentos para projetos em desenvolvimen

to.

A faixa perigosa a ressondncia deve ser tomada co
mo sendo * 20 a 30% das frequencias naturais de vibragdes. Todas
as frequencias excitantes (primarias e/ou secundarias) que desen
volvam esforgos dinamicos deverao se situar fora deste conjunto

de valores.

2.2 - CARGAS DINAMICAS

Apos o estabelecimento dos critérios de projeto,
surge o problema das cargas dinamicas atuantes sobre a. fundagio.
Para os casos correntes foram estudados alguns esquemas simples,
nao sendo justificada a adocao de esquemas mais complexos, a ndo

ser esporadicamente.

Quatro esquemas foram selecionados e apresentados
a seguir, sendo que para melhor compreensao, imaginou-se um movi

mento unidirecional.
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FIGURA 2.2 - FORCA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTO SENOIDAL

A Figura 2.2 representa um carregamento senoidal,
0 que gera uma relagdo deslocamento versus tempo também senoidal.

Este carregamento € caracteristico das maquinas rotativas.

A Figura 2.3 representa um carregamento periddi-
co, mas nio harmonico. Este carregamento & caracteristico de um
grupo de maquinas rotativas trabalhando em conjunto, ou de uma
maquina rotativa isolada, cujas frequéncias'secundérias_‘(mﬁlti—
plas da primaria ou fundamental) desenvolvam esforgos apreciaveis

em relagdo aos correspondentes a frequéncia primaria.

FIGURA 2.3 - FORCA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTQ PERIODICO
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FIGURA 2.4 - FORCA VERSUS TEMPC NUM CARREGAMENTO ALEATORIO

A Figura 2.4 representa um carregamento aleatorio ,
do tipo ndo-deterministico (que devera ser manipulddo com o auki
lio da Estatistica) e que podera ser produzido por inumeros agen
tes da natureza: vento, acao de ondas ou correntes maritimas,tez

remotos, etc. Seu estudo € extremamente importante em Engenha-

ria Civil.

FIGURA Z.5 - FORCA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTC EM FORMA DE PULSO

A Figura 2.5 representa um carregamento em forma
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de pulso, no qual o tempo de aplicagao da carga € bastante peque
no. Tal carregamento poderd ser produzido por martinetes (marte
los grande e pesados, movidos por agua ou vapor, e utilizados pa
ra distender barras de ferro e malhar a frio o ferro e o acgo),
por impactos de objetos sobre estruturas (reatores nucleares sao
projetados para supértar impactos de avides e explosoes internas)

ou por maquinas especiais de testes.

2.3 - COEFICIENTES DE RECALQUE - DEFINICAQ E VALORES TIPICOS

2.3.1 - Introducao

Definimos coeficiente de recalque (ou coeficiente
de reacao do solo) como sendo a relacdao entre a pressao de conta

to p e o recalque correspondente vy

Em simbolos matematicos teremos:
k = p/y : (2.4)

0 valor de &k depende das propriedades elasti-

cas do solo e das dimensdes da area carregada.

Esta nogao foi introduzida em 1867, por Winkler,
e hoje € denominada de Hipdtese de Winkler. Esta hipdtese tem

duas simplificacoes fundamentais:

1) a relagao k entre a pressao de contato p e o recalque
correspondente y , € independente da pressac p .

2) o coeficiente de reagao vertical tem .o mesmo  .yalor para
- qualquer ponto da superficie de contato. O coeficiente de rea
¢ao horizontal, em se tratando de argilas rijas, também tem o
mesmo valor para qualquer ponto da superficie de contato. Pa
Ta solos ndo coesivos ou solos argilosos moles a médios.o coe

ficiente de reacao horizontal varia linearmente com a profun-
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didade, sendo o fator de proporcionalidade constante para qual-
quer ponto da superficie de contato.
Em simbolos matematicos teremos:

ky =ng .oz (2.5)

2.3.2 - Correcao dos Coeficientes de Recalque

Os coeficientes de recalue sao obtidos, usualmen
te, a pértir de provas de carga realizadas sobre placas de peque
nas dimensoes, geralmente quadrada de 30 x 30 cm. Como o coefi-
ciente de recalque varia com as dimensoes da éfea carregada, ne-
cessitamos introduzir fatores de forma que correlacionam as di-
mensoes da peca de fundagao com as dimensces da placa .da prova

de carga.
Terzaghi (1955), estabeleceu:

a) coeficiente de reacao vertical, em argilas rijas.

D

k, =k - ) . (2.6)
sendo:
kV coeficiente de recalque corrigido
kp coeficiente de recalque obtido na prova de carga
Dp menor dimensao daiﬁlaca;da prova de carga
D menor dimensao da pecga de fundagao
n relagdo entre a dimensdo maxima e minima da funda

cao.

b) coeficiente de reacgao vertical, em areias ou argilas moles a

médias.



d)

) (2.7)

. .
k, =k --33- (2.8)

coeficiente de reacao horizontal, em areias ou argilas moles

a médias.
o
kh =0y 2 (%.9)
sendo:
n, @ constante do coeficiente de reacao horizontal
z profundidade.

2.3.3 - Valores Tipicbs*[%xtraidos de Terzaghi (1955{}

a) Valores do Coeficiente de Reagao Vertical kV para Placas de

30 x 30 cm (Argilas Pré-Adensadas) em kgf/cm?®.

CONSISTENCIA DA ARGILA RIJA MUITO RIJA DURA.
Valores limites 1,6 = 3,2 3,2 -~ 6,4 > 6,4
Valores propostos 2,4 4,8 9,6

b} Valores do Coeficiente de Reacao Vertical k para Placas de

v !
30 x 30 cm (Areias ou Solos Pouco Coesivos), em kgf/cm?®
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DENSIDADE RELATIVA DA AREIA : FOFA ' MEDIA DENSA

Areia seca ou unida - valores 1imipes 0,64 - 1,9211,92 - 9,6|9,6 - 32,0
Areia seca ou Umida-valores propostos 1,28 4,16 16,0

Areia submersa - valores propostos 0,80 2,56 9,6

c¢) Coeficiente de Reacao Horizontal kh para'Estacas de 30 cm
de ﬁenor.dimensﬁo (Argilas Rijas). Estes valores. podem ser
tomados, aproximadamente, iguais aos valores tabelados no item

a)

d) Valores da CONSTANTE de Reacao Horizontal péra Estacas de 30
cm de menor dimensao (Areias) em kgf/cm?

DENSIDADE RELATIVA DA AREIA FOFA MEDIA DENSA

Areia seca ou Umida 0,22 0,67 1,79
Areia submersa 0,13 0,45 1,09

Para argilas muito moles poderemos adotar o valor

de 0,03 kgf/cm® para mny

Chamamos a atengao que estes valores tabelados fo
ram obtidos a partir de carregamentos estdticos. Valores dinami
cos sao, em geral, mais elevados e poderao ser ‘obtidos através

de ensaios sismicos, tais como ensaios "cross-hole'.
k]

Na auséncia de ensaios os valores :acima podérao

ser empregados, embora sejam bastantes conservativos.
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ITI - TEORIA DE VIBRACOES DE FUNDACOES 'DE 'MAQUINAS - FORMULAGAO
CLASSICA PARA ESTACAS VERTICAIS

3.1 - DETERMINACAO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ DO ESTAQUEAMENTO

Podemos idealizar uma fundacao sobre estacas, bem
como o solo circunvizinho, através de suas propriedades elasti-

cas.

De acordo com a definigao geral, a rigidez da es-

taca em uma diregao arbitraria z , &:
kD = p/z A (3.1)

onde P representa a carga aplicada na direcao z , e 2z O des

locamento elastico correspondente.

} eor—
"0 , L A3 LA A

tt)

A
v iomra i

. ARNA17v4

[+] 2 q 8 8 10 12 19 [ 18 20 22 24 26 28
Recalque fotal (mm) !

Cargqo P

FIGURA 3.1 - RESULTADOS DE UMA PROVA DE CARGA VERTICAL EM UMA ES
TACA DE CONCRETO ISOLADA (Extraido de Barkan, 1962)
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3.1.1. - Rigidez Vertical

Examinando resultados de provas de carga em esta-
cas, tal como a apresentada na Figura 3.1, chegamos & conclusdo
que, se a carga maxima total € constante, a parcela corresponden
te ao recalque elastico, nos varios ciclos de carga e descarga,
&€ aproximadamente constante, dentro do domInio de erro permitido
na pratica da Engenharia. A partir dai podemos tragar uma reta,
num grafico carga versus recalque eléstico,.tal como a apresenta

da na Figura 3.2.

120 2’)—

<

N

5

/

A

Fal

[+] 1 2 3 4 4] [
Recalque eldstico (mm) S

[ ]
(=]

Cargo P (1)
o
Q

n
o

[+

FIGURA 3.2 - CARGA VERSUS RECALQUE ELASTICO, RESULTANTE DE VARIAS
PROVAS DE CARGA, COM CARGA TOTAL CONSTANTE. (Extrai
do de Barkan, 1962)

Concluimos, entdo, que a hipdtese feita na equagdo

3.1 se verifica experimentalmente, na direcao vertical.

Uma prova de carga, tal como a representada pelo
resultado da Figura 3.1, representa um teste sobre um elemento
de caracteristicas bem definidas: comprimento, dimensoes da sec-
cao transversal, forma, etc. imerso num meio, que € o solo. Por

tanto, a rigidez da estaca dependera das propriedades do solo,
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das caracteristicas geométricas da estaca, do processo executivo
e do tempo. Apesar da influéncia deste ultimo fator ser bastan-
te complexa, uma conclusdo, baseada em inumeras medigdes, nos au
xilia bastante na avaliacao. da rigidez vertical da estaca: a ri-
gidez vertical aumenta, quase sempre, poucos dias apdos a crava-
gao, com o aumento da resisteéncia do solo circunvizinho. Uma vez
que a construgdo do bloco de coroamento e montagem da(s) maqui-
na(s) demora quase sempre, meses, a rigidez vertical da estaca
calculada pelo procedimento descrito neste paragrafo,concorda sa
tisfatoriamente com os dados experimentais disponiveis, "a longo

prazo'.

A capacidade de <carga de uma estaca. se tra

rduz pela_ resisteéncia lateral adicionado a resistencia : de

ponta. Como a resistencia por atrito lateral cresce, qua

se sempre, com o comprimento da estaca, podemos concluir

que a rTigidez aumenta com O mMEsEO,

£

Com bhase nestas investipa¢des e  _resultados,

— -

a seguinte .equagao, para a rigidez vertical .de uma esta-

ca, foli proposta.
Kgl) = C . g, 'Al. (3'2)

onde cy € a constante eldstica reduzida (funcdo do recalque da
estaca, da penetragdo da ponta e da deformagao elastica), corres
pondente a unidade de area lateral da estaca; 3 e o perimetro

e 1i , 0 comprimento da estaca.

A equacao 3.2 representa a rigidez vertical da es
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taca, quando isolada. Vérifkbu—secn@,-quaﬁﬁo localizada em um gru
po de estacas, ha uma redugdo da rigidez mesmo para espagamentos
entre 4 a 6 vezes o diametro da estaca. ’Bﬁzdugan_(1972) pTopos
uma tabela, apresentada a seguir, fungao da relagao entre espaga
mento (t) erdﬁﬁmetro das estacas (d),'péfﬁ_avaliagao‘ae§te"coefi
ciente de corregao da rigidez vertical da estaca isofada,rqqudo

-localizada num grupo.

t/d oo 6 4,5 | 3

U 1 0,63 0,58 0,35

TABELA 3.1 - COEFICIENTE DE REDUCAO DA RIGIDEZ VERTICAL DE UMA
ESTACA ISOLADA, QUANDO LOCALIZADA NUM GRUPO

A equagao 3.2, com a introdugao do coeficiente de

redugdo, sera reescrita com a seguinte forma:

T (3.3)
1

A rigidez do estaqueamento sera:

-~
I
ot~

k(1 (3.4)

. 7 -
1=1 i

sendo n. o nUmero de estacas do estaqueamento.

Se todas.as estacas tem as mesmas caracteristicas
geométricas e os parametros do' solo sdo aproximadamente constan-

tes, a féormula 3.4 se reduz a:

K, =n - kb (3.5)
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sendo =

Kgl) = Kgl) = constante.

1

3.1.2 - Rigidez Horizontal

Consideremos uma estaca engastada no solo e no
bloco de coroamento; dando-se um deslocamento horizontal ao blo-
co de coroamento, sem permitir a rotacgao, temos, na estaca, oS

csforcos representados na Figura 3.3.

FIGURA 3.3 - ESFORCOS NUMA ESTACA BI-ENGASTADA (PARA UMA TRANSLA
CAO, SEM ROTACAO, DA CABECA DA ESTACA)

A relagdo entre P e A (que podera ser obtida

através da Resisténcia dos Materiais) é:

P. = L E (3.6)

onde Ei . Ii representa a rigidez a flexdo da estaca, hi 0

comprimento equivélente'(compriménto de engastamentq) da estaca

e Ai@-o deslocamento prodﬁzido pela forga P.l

A equacao 3.6 pode ser reescrita da seguinte ma-
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neira:

P1 12 - Ei'. Ii
-A— = (3.7)
i h?
1

e tendo em vista a definicdo dada pela equacao 3.1 e introduzin-

do a simbologia adequada, temos:

12 » By » 1, ‘
k(1) _ - (3.8)
Xi h
1
o 12 - By » I
K = : (3.9)
7i h?

ondeifxil) e x(1) representam a rigidez horizontal de uma es-
‘ 1 1
taca.

A rigidez horizontal do estaqueamento sera:

0 |
1)

K = 1 k¢ (3.10)
*oi=1 %4

n ;

_ (1)

K roK (3.11)
Y i=1 i

Se todas as estacas do estaqueamento tem as mes-
mas caracteristicas geométricas e os parametros do solo sdo apro
ximadamente constantes, as formulas 3.10 e 3.11 se reduzem a:

12 «n « E «» 1

K, = = (3.12)

12 «+n + E - I
K= (3.13)
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FIGURA 3.4 - IDEALIZAGAQ ESTRUTURAL DO ESTAQUEAMENTO (METODO CLASSICO)

3.1.3 - Rigidez a Rotacgdo

Consideremos uma rotacao ¢ , sem translacao, mno
£
bloco de corocamento. Numa estaca 1 teremos .um deslocamento
igual a ¢ - T sendo - r; a distancia do centro de gravidade
da estaca ao eixo de rotagdao. A reagdo da estaca :sera, entao,
(1) - . )
Kz c ¢ - T, ., 0 que gera um momento reativo igual a:
i .

My = ke p2 ' (3.14)
1

Igualando o momento aplicado a soma dos momentos

reativos, temos:

=
[
[T e =

kD 6o pz (3.15)"

i=1  %§ 1

A equacao 3.15 pode ser reescrita da seguinte ma-
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neira:
It
= ¢ k). g2 (3.16)

e tendo em vista a definicao dada pela equagdo 3.1 e introduzin-

do a simbologia adequada, temos:

k(1) . 2 (3.17)
1 %4

=
I
([ e =]

i

Se Kgl) € constante, temos:
i

TG 5 TR
K, =K s+ I T8 (3.18)
bz i=1 *
Introduzindo a notacdo cartesiana, temos:
I C B e I
Kox = K; Iy K, B (3.19)
i=1
), 3 (1)
k, =k . 5 ox2 =k g (3.20)
by z i=1 z y

Analogamente, para rotagac no plano horizontal,

temos:

) Kﬁ% . 12 (3.21)
1

-
I
Nt
L]
—
—
»
]
[\*]
neas

X, i .
1 i 1

Se I((1J e K(l) sao constantes, temos:

i i
n n
K, = k(. I r2 = K§1) - r2 (3.22)
1= 1=

sendo r, a distancia do centro de gravidade da estaca ao eixo
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de rotagdo z

Em notacao mais compacta, podemos reescrever as

equacoes 3.22 da seguinte maneira:

- (1), _ (1),
K, = Ky 0, = K, 5, (3.23)

3.2 - HIPOTESES ADOTADAS NA ELABORACAO DO MODELO

A elaboragao de um modelo para representar um pro
blema de Engenharia necessita, sempre, de hipoteses simplificado
ras, que permitam manipular os parametros envolvidos com os re-

cursos matematicos disponiveis.

Para o caso .de vibragbes de fundagdes de miquinas,
nesta formulagdo denominada de classica, o problema pode ser for
mulado em forma matematica fechada, ou seja, sem aproximagoes nu

méricas, com quatro hipGteses basicas:

- s PR

1. 0 bloco que se assenta sobre as estacas € admitido rigido.Por
tanto, ele nao sofre deformacgoes, e os deslocamentos de qual-
quer ponto sao definidos a partir dos deslocamentos .de seu

centro de gravidade (translagao e rotagdes).

2. O comportamento tensdo-deformacao do solo é admitido elastico
linear, ¢ mais: nao ha intera¢ao entre pontos proximos, ou se-
ja, admite-se a hipbtese de Winkler.

3. As propriedades de inércia do solo sdo negligenciadas.

4. A reacdo do solo, ao longo das faces do bloco de fundacdo, &
desprezada. Quando as frequéncias naturais de +vibracac sao
muito maiores do que as frequéncias excitantes, esta reacdo &
muito pequena e o calculo nao sera demasiadamente conservati-
vo pela adocdo desta hipdtese.

! - Bloco rigido: aquele cujas deformagoes sao desprezivéis em
relacao as deformacoes dos seus apoids-eldsticos.

-
= P—"‘\ il e T
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3.3 - VIBRACOES VERTICAIS NAO-AMORTECIDAS

Na Figura 3.5 estamos representando o modelo ado-
tado para o calculo das vibragdes verticais de .uma ' fundacao de
maquina, baseado nas hipoteses comentadas no item 3.2 e supondo,
ainda mais, que o centro de gravidade do sistema fundagéo—méqui
na esta na mesma vertical do centro de gravidade do estaqueamen-

to e esta vertical € linha de acdo da forga P(t)

! : Pir POSICAD NICTAL O

POSIGED DE EQUILIBRIO

AR

T 9

F4

~

;o . POSIGRD ARBITRARIA |
CORPO RIGIDO DE MASSA M.

‘MOLA SEM PROPRIEDADE DE INE'RCIA

N

FIGURA 3.5 - MODELO DE UMA FUNDAGCKO DE MAQUINA, PARA CALCULO DE
VIBRACOES VERTICAIS

Na posigdo de equilibrio, sem a atuagdo da carga

P(t) , a reacao da mola sera:
R =m -+ g (3.24)

sendo g a aceleracdo da gravidade e m a massa do sistema ma-

quina-fundacdo.
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Como o comportamento tensao-deformacao da mola &

elastico-linear, temos a identidade, em carga e descarga:
R =K - s (3.25)

sendo K a rigidez da mola e s o deslocamento da posicao ini

cial para a de equilibrio.

Quando P(t) atua, temos pelo principio de D'Alam

bert:

- Rmolal + P(t) +m -+ g=m-+ % (3.26)

Como o comportamento da mola & elastico-linear,

temos:

RmOlal = K (s + z) (3.27)

Substituindo a equacao {3.27) na equacgdao (3.26) ,

temos, ap0s algumas transformacodes:
-Ke+s-K=+«z+P(t) +m=+« g=m=+ z (3.28)
Comparando as equacoes (3.24) e (3.25), substi-
tuindo na equacao (3.28), eliminando os termos semelhantes e Tea
grupando convenientemente algumas parcelas, temos:

me+ z+ K=+ z=P(t) (3.29)

A equagdo (3.29) € denominada de equagio do movi-
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mento. Para a sua resolugdo € conveniente a seguinte forma, ob-

tida por divisao por m

z o+ (K/m)l- z = P(t)/m (3.30)
chamando:
£2 = K/m (3.31)
e
p(t) = P(t)/m (3.32)

teremos, por substituicao na equacao (3.30):
= 2 - =
z + fnz z p(t) (3.33)

que representa uma forma condensada da equagao do movimento.

3.3.1 - Vibracoes Verticais Naturais Nao-Amortecidas

Este caso se apresenta na inexistencia de uma so-
licitacdo excitante continua, sendo o movimento decorrente de um
impacto ou de um déslocamento imposto a estrutura. Estudaremos

aqui o primeiro caso, que & o mais frequente na pratica.

Logo, devemos resolver a equacao = (3.33) com

p(t) = 0 , ou seja:

7 + fﬁz -z =20 (3.34)
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Da teoria das equagoes diferenciais ordinarias,te
mos a solucgao da equagao (3.34):

z = c, * sen f «t +c, ¢« cos f -t (3.35%)
nz 2 nz

1
onde c; e ¢, sao constantes que dependem das condicoes de
contorno do problema, que sao: z(0) = 0 e E(O) = Vg - Substi
tuindo estas condig¢des na equagao (3.35) e resolvendo o sistema

linear que relaciona Cy & Cyo, temos: ¢, = vo/fnZ e Cy = 0.

Substituindo estas constantes na equagao (3.35),

ficamos com:
z = (VO/fnz) + sen fnZ T (3.36)

3.3.2 - Vibracoes Verticais Forcgadas

Estudaremos aqui o caso de uma solicitacao senoi-
dal, da forma P(t) = P sen wt , (ou de forma aniloga, cossenoi-
dal), que representa a solicitacdo despertada por madquinas rota-

tivas.

Devemos resolver a seguinte equacao:

[nt]
+
!
N
1l

p * sen wt (3.37)

onde p = P/m.

A solucao geral da homogenca associada € dada pe-

la equacgao (3.36), resolvida no sub-item (3.3.1).

Uma solucao particular para a equacgao (3.37) se-
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Zpart = AZ + sen wt (3.38)

Substituindo a equacao (3.38) (e -suas derivadas
com relagao ao tempo) na equagdo (3.37), chegamos a seguinte. equa
¢ao, apos algumas transformacoes elementares:

A = P (3.39)

z . 2 _ .2
m (fnZ w?)

Substituindo a equacgao (3.39) na equacao (3.38),
ficamos com a seguinte expressao para a solucgdao ~particular da

equacao (3.37):

P - sen wt

z = (3.40)
part 2 _ 2
m(fnZ w)
A solucdao geral de (3.37) sera:
P .
z = (vo/fnz) + sen fnz .t o+ « sen wt (3.41)

m (f;_Z - w?)

Apesar de desprezarmos o amortecimento do solo no
calculo dos deslocamentos do bloco, as amplitudes ‘de vibracdes
naturais sao rapidamente amortecidas, restando apenas vibracodes
forcadas. Partindo deste ponto de vista, ndo <consideramos :rele
vante a parcela correspondente as vibragoes livres, sendo a equa
cao (3.41) reescrita com a seguinte forma:

z = P « sen wt (3.42}

2 _ 2
m (fnz w?)

A equacao (3.42) representa um movimento harmoni-

co, uma vez que ela pode ser identificada com a equagao A sen wt,
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onde A e w sao constantes.

Modificaremos a equagao (3.42), para uma forma
equivalente, de modo que seja  analisada mais facilmente a
relagao entre a aplicacao de uma carga estatica P , e uma carga

dinamica, do tipo senoidal, cujo maximo € P

Temos entao:

. = p — - sen w: (3.43)
m= fnz 1 - ﬁ%—
fhz

0 fator P/(m - £2 ) € equivalente a P/K , por
substituicao da equacao (3.32)
Vemos que a razdo P/K & equivalente ao desloca-

mento da fundacao, para P atuando estaticamente (vide equacao

(3.1)).

Chamando:
- . £2
Zast = P/{m fnz) (3.44)
£ - 1o 2L 3.45)
amp - Sen wt/ (1 - ez ) (3.45)
nz

e substituindo na equacao {3.43), teremos:

Z =z « £ (3.46)

0 valor maximo de f ‘dado pela equagdo (3.45) & igual a:

amp

£ - —1 (3.47)
AMPpax 1. W
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Plotando (Z/Zest)méx = fampméx contra uu/fn.Z ,
téremos:
N 5.0 - _
4.5
fomp oy
. 40
35k
30
o
R
FEEV/ER
-0 J< \\\\\ N\
- 0.5 \ - \ \ \ \ famp
- BN min {1
' AR RN
.‘ o 05 1.0 YA 20 25
nz w/thz

- — —_—

FIGURA 3.6 - RELACAO ENTRE O FATOR DE AMPLIFICACAOC MAXIMO E A RA
ZAO ENTRE FREQUENCIA EXCITANTE E NATURAL, PARA VI-
BRACOES VERTICAIS

Da equacao (3.46) e dai Figufa (3.6) obser-
vamos que uma carga, atuando dinamicamente, produz um desloca
mento da fundagao .quase sempre superior ao deslocamento da mesma,
caso esta carga atuasse com seu valor miximo, porém estaticamen-

te.

Ainda da Figura 3.6 vemos que quando w cresce,
permanecendo n inferior a um, o fator de amplificagao maximo
também cresce, o que aumenta o deslocamento dinimico. Quando
n =1, ou seja, quando a frequencia excitante se iguala a fre-
quéncia natural de vibracao, o deslocamento dinamico cresce, ieg
ricamente, indefinidamente. Diz-se quefoiéistema_gntra em reSsg
nancia. :Eptretanto, devido- ao amortégimanQ do solo, nao con;i—

-

derado neste desenvolvimento matematico, o valor do deslocamento
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dinﬁmicpi?ﬁré n =1 ndo tende a infinito, mas a valores extre-
mamentéléiévados (e portanto inadmiséfveis) péra um projeto de
fundég6é§:ﬁ¢ maquinas. Quando n “crescé,:bermanecendo entre 1
e V7, o?ﬁator de amplificac¢do maximo dimingi, diminuindo o des

‘locamentp -dinamico.

Em todos os casos comentados acima o deslocamento
dinamico da fundacio sempre & superior ao deslocamento estitico,
para a carga dinamica maxima, atuando estaticamente. Para n > V72,
entretanto, a situagdo & inversa, uma vez que o fator de amplifi
cagao maximo € inferior a um. Esta conclusdo justifica,por exem
plo, o famoso.paradoxo de Jilio Verne, ao assegurar que um trem
atravessando uma ponte condenada por falta de seguranca com a -
maior velocidade possivel, n3o a levaria a ruptura. Devemos ob-
servar que quando n tende a infinito, o fator -de amplificacio

maximo tende a zero.

Salientamos aqui que todas as - formulas escritas
acima, além das conclusoes descritas, sdao vialidas para o caso de
vibragdes horizontais devidas a translagao, salvo, obviamente, a

nomenclatura utilizada.

3.4 - VIBRACOES NAQO-AMORTECIDAS A ROTACAO

As hipoteses basicas descritas no item (3.2) per-
manecem as mesmas, para o problema das. vibragé'és_r _;lecorrentes ‘de Tota-.
¢do. Algumas fases do desenvolvimento matemdtico sao andlogas
ao caso das vibragoes verticais, sendo, portanto, omitidas. Ape

nas serao apresentadas as fdrmulas com a nova simbologia.

A equacao (3.29) (equagao do movimento) sera rees

crita da seguinte forma:
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I, - b + K o ¢ = M(t) (3.48)

ou

¢ + (K /Ig) « ¢ = M(t)/I, (3.49)

onde:

I, = momento de inércia da massa do sistema maquina(s) - fun

dacao, em relacao ao eixo de rotacgao.

Ky = rigidez a rotagdo do sistema maquina(s) - fundacio, em
relacao ao eixo de rotacgao.

—— -y,

FIGURA 3.7 - MODELO PARA A ANALISE DE VIBRACOES DEVIDAS A ROTACAO

3.4.1 - Vibracdes Naturais ndo Amortecidas :Decorrentes da Rotacdc .

A solugao da equagao (3.48) ou (3.49), para o ca-
so das vibragoes naturais (M(t)=0) , & analoga a solucgdo da equa
cao (3.34), descrita anteriormente. Assim sendo, temos:

K¢_W-'L

2 -
fn¢ = Io (3.50)
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$ = (wg/fn¢) *+ sen fn¢ -t (3.51)
onde wg € a velocidade angular inicial, resultante de um impac
to "rotacional" imposto a estrutura. Portanto, as condicoes de

contorno para este problema sdo: ¢(0) =0 e $(0) = wg

3.4.2 - Vibragoes Forcadas Néo-Amortecidas_D@cbrqanéﬁideikmagéo

Estudaremos aqui o caso de uma solicitagao senoi-
dal (ou cossenoidal, de forma analoga), ou seja, M(t) =M - senut,

da mesma forma desenvolvida anteriormente.

A solucgao da equagao (3.48) ou (3.49) para este
caso € analoga a solucaoc da equacgao (3.37), descrita anteriormen
te. Assim sendo, temos:

b= (wo/fn$)‘-sen fn¢ st + M * sen wt

‘ Iy = (g — %)

(3.52)

Como as amplitudes de vibragoes naturais sao rapi
damente amortecidas, a equacdao (3.52) pode ser reduzida & seguin

te forma:

¢ = M sen ot (3.53)

I, - (fﬁ¢ - w?)

- S . s - ’ .-
3:5'- VIBRAGOES NAO AMORTECIDAS DECORRENTES ~ SIMULTANEAMENTE DE
‘TRANSLAGRO_E ROTACAO T

As hipOteses basicas para este caso Sa0 as mesmas
discutidas no item (3.2), acrescidas de que as forgas - externas

excitantes permanegam no mesmo plano.

O movimento descrito pela fundacao podera ser de-
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terminado através das translagdes no plano de cargas e da rota-
cao da fundacao em relagao a um eixo perpendicular ‘ac plano de
cargas e passando pelo centro de gravidade do conjunto maquina(s)

-fundacgao.

A determinacao das. equacgdes de movimento para ca-
da uma das tres direcdes (descritas acima) sera feita transferig
do-se todos os esforgos externos e de inércia para o centro de
gravidade do conjunto maquina(s)-fundacio, no tempo t ,. e decom
pondo estes esforcos em um conjunto de eixos coordenados perpen-

diculares entre si (vide Figura (3.8)).

Os esforgos que atuam no modelo podem ser sumari-

zados como segue:

Este esforco nao tem componente sobre o eixo x ,

e se projeta em verdadeira grandeza sobre o eixo =z

Logo:
R = - W (3.54)

A reacao oferecida a este esforco, pelo solo €
aplicada no centro de gravidade da area da base da fundacdo e
produz, no centro de gravidade do sistema maquina(s)-fundacio,

na posicao deformada, um momento reativo. Teremos, entio:
R =K + z (3.55)
M = R s (x - xO) = K_ - z « L +» ¢ (3.56)

Substituindo a equagao (3.1) nas equagoes (3.55)

e (3.56), teremos:
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R =W (3.57)

M. =W -1 - ¢ (3.58)

FIGURA 3.8 - MODELO PARA ANALISE DE VIBRACOES NAO AMORTECIDAS DE
CORRENTES, SIMULTANEAMENTE, DA TRANSLACAO E ROTACAC

Este esforgo nao tem componente na direcao X e

se projeta em verdadeira grandeza sobre o eixo z . Teremos:
R =-X -z (3.59)

sendo =z tomado a partir da posicao de equilibrio.

¢) resistencia horizontal do solo

Este esforgo nao tem componente na direcao z e

se projeta em verdadeira grandeza sobre o eixo x . Teremos:
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0 (3.60)

Da geometria da Figura (3.7), extraimos a seguin-

te relacao:

Xg = x =L+ ¢ (3.61)

Substituindo a equacao (3.61) na equagao (3.60),

“teremos:

RXl = - K, + (x-L¢) (3.62)

O momento reativo no centro de gravidade do siste
ma maquina(s)-fundacdo, na posigdo deformada, & igual a:

M =K +L-(x-1L-+ ¢) (3.63)

d) resisténcia_a rotacdo do solo

Este esforco desenvolve um momento reativo, no ei

xo y , igual a:
M = - K < ¢ (3.64)
Aplicando o principio de D'Alambert para cada uma
das direcoes coordenadas, teremos apds algumas simplificacdes,as

seguintes equacoes:

m- z + K, «z="P(t) (3.65)
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moe X+ K, o+x - K, L - ¢ =P (t) (3.66)

I - ¢ - Ko+ Loeox + (K¢_ -W-L+K -1L%) -0 =,My(t)
y (3.67)
Analisando as equagoes acima podemos verificar a
independencia da equagao (3.65) das equagdes (3.66) e (3.67); is
to significa que esforcos, ou impactos, que produzam vibragdes
verticais nao produzirao vibragoes de translagaoc e/ou rotagoes
horizontais, nem tampouco vibragoes de rotagao verticais, e, re-

ciprocamente.

Este resultado € bastante importante, notadamente
para as pesquisas desenvolvidas para vibragoes . verticais: -~ -'Sua
independéncia.. também permite que se considere conjuntos de vi-
bragoes atuando separadamente: vibracdes .de translacao verticais;
vibragodes de translacdo horizontais e vibracoes .de rotagao em
torno de eixos horizontais, atuando simultaneamente; e vibracoes

de rotacao em torno de um eixo vertical.

A analise experimental das equacoes (3.66) e (3.67)
ainda € um campo aberto a pesquisa; todas as investigacdes atuais:
convergem mais para a analise das vibragOes verticais, devido 2
facilidade de interpretacao dos resultados e do custo mais baixo,

em relagao a outros tipos de pesquisas de vibragoes de fundagoes .

3.5.1 - Vibracoes Naturais Nao-Amortecidas¢Decorrentes,Simultaneamen

feydeiTranslacao e-Rotagdos

As vibragdes naturais ndo amortecidas - decorrentes,

- simultaneamente de translagao e rotacgao. sao conseguidas resolvendo

i S

se as equacoes (3.65) a (3.67), fazendo-se Pz(t) =0, Px(t)= 0
M. t =_0
e M (t)
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A solucao da equacao (3.65), com Pz(t) = 0 foi

desenvolvida no sub-item (3.3.1) e, portanto, aqui omitida.

A solugiao das equagoOes (3.66) e (3.67) podera ser
obtida com o auxilio da Teoria das EquagGes Diferenciais Ordina-

rias, tal como segue:

Adotando as solugoOes:

X = xg * sen (fn .« t + 80) (3.68)

»

¢ = ¢0 + sen (fn - t + 80) (3.69)
onde X, , 95 € 8 sao constantes arbitrarias; substituindo as

equacoes (3.68) e (3.69), e suas derivadas com relagao ao tempo,

nas equagoes (3.66) e (3.67) teremos, apos algumas simplificagdes:
- - 2 L] — L] . = 7
(Kx m fn) X K L ¢0 0 (3.70)

- [ ] | L ] 2 — - 2 -
W e+« L + KX L I fn) ¢0

(3.71)

O sistema formado pelas equagoes (3.70) e (3.71)
¢, obviamente, indeterminado, .uma vez que existem trés incogni-

tas (xo . 4g € £,) e somente duas equagdes.

Explicitando o valor de X; na equagao (3.70) te

Temos:

Xq = - (3.72)
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Substituindo a equacao (3.72) na equagao (3.70)

teremos, apds algumas simplificacoes:

¢p * [E,K; N (1((1)}r -WeL+K «L2-T1-£) K-m- fﬁi] =0
(3.73)

Das condicoes iniciais do problema sabemos que X,
e ¢q sao grandezas diferentes de zero; elas representam as am-
plitudes maximas de deslocamentos longitudinais e rotacionais (vi-
de equacoes (3.68) e (3.69). Logo, a expressao entre colchetes

da equacao (3.73) deverd ser identica a zero. Teremos:

_ 2 2 _ N . 2 _ . . 2 - . 2 =
K2 - L2 + (K¢Y WL+ K L I+ £2) (K, -m -« £2) =0
(3.74)

A equagdo (3.74) contém apenas a incégnita £
para uma melhor manipulacdo desta equacao, ela sera reescrita

com a seguinte forma:

K - W - L K - W L
¢ K 2 $ K
b y - X.I"'III'L . £2 _ Y o X
fn ( 1 * m I ) £ 1 m 0
(3.75)
denominando:
IO =T +m+ L? (3.76)

o = I/I0 ) (3.77)
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e substituindo as equacoes (3.76) e (3.77) na equacdo (3.75) te- .

remos:

(3.78)

Substituindo as equacoes (3.31) (com a simbologia

correspondente) e (3.50) na equacao (3.78), teremos:

g2+ £2 £2 . f2
¢y nX 2 n¢y nX _
£2 o+ =0 (3.79)

£ -
n o n a

A equacao (3.79) tem duas raizes reals e positi-
vas, que correspondem as frequéncias naturais de vibracGes do sis

tema maquina(s)-fundacdo.

3.5.2 - Vibracoes Forcadas Ndo-Amortecidas Devidas,Simultaneamen

te, a Translagdo e Rotacido

Para este caso daremos solugoes particulares das
equacoes (3.66) e (3.67), supondo esforgos excitantes com varia-
gao senoidal. Admitiremos, inicialmente, a atuacao ‘isolada de
uma carga horizontal (P - sen wt) e, posteriormente, a atuagao

isolada de uma carga momento (M - sen wt).

Apds a obtencdo das duas solugoes sera feita uma
superposicao de resultados, quando da atuacao simultanea de uma

carga horizontal e de uma carga momento.

Na resolucdo das equagoes diferenciais (3.66) e
(3.67) procuraremos apenas solugoes particulares, uma vez que a
solugao da homogénea associada sera negligenciada pois as vibra-

goes naturais sao rapidamente amortecidas.
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dotando as solugoes particulares:
z = A_ + sen wt
X

¢ = A¢ + sen wt _ (3.81)
y

Substituindo as equacoes (3.80) e (3.81), e suas

derivadas com relacgao ao tempo, nas equagoes (3.66) e (3.67) te-

remos, apds algumas simplificagdes, para o caos de uma carga ho-

rizontal atuando iscladamente:

- - 2 - -_— L] - -
(KX m w<) Ax Kx L A¢ P (3.82)
Y
L ] L] — ] L] 2 — - 2 - =
- KX L Ax + (K¢ W L + KX L I0 w) A¢ 0
Y Yy
(3.83)
Resolvendo o sistema acima teremos:
- . . T2 _ . a2
K¢ W. L + KX L IO w
A, = b - P (3.84)
A(w?)
X - L
Ay = —Y . p (3.85)
y Alw?)
sendo:
Al(w?) =m - io < (2] - w®) ¢ (£, - w?) (3.86)

Adotando as mesmas solugoes particulares dadas pe
las equagoes (3.80) e (3.81) e substituindo-as, juntamente com
as suas derivadas em relagao ao tempo, nas .equacgoes ~ (3.66) e

(3.67) teremos, ap0s algumas simplificacgdes, para o caso de uma
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carga momento atuando isoladamente:

- K, + LA + (K

X
d)Y
(3.88)
Resolvendo o sistema acima, teremos:
Kx ¢ L
A = ==  « M (3.89)
X 2
A{w®)
Kx -m . w?
A = « M (3.90)
Yo A

sendo A(w?) dado pela equacdo (3.86).

Quando da atuacao simultﬁnea de uma carga horizon
tal e de uma carga momento devemos efetuar uma superposicdo dos
resultados encontrados nas equagoes (3.84), (3.85), ~7(3.89) e

" (3.90).
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IV - OBTENGCAQO DAS FORCAS DE INERCIA E O SEU BALANCEAMENTO

4.1 - INTRODUCAO

Compressores e outros tipos de maquinas rotativas
possuem um sistema mecanico que pode ser idealizado como um sis-
tema do tipo biela-manivela. A idéia bdsica deste 'sistema &
transformar um movimento de translacdo em um movimento de rota-

gao, ou vice-versa.

Geralmente o fabricante da maquina fornece todas
as informagoes que o projetista de fundacoes necessita - veloci-
dade normal de operacao da maquina; médulo, direcao, sentido e
pontos de aplicagao das forgas estaticas e dinamicas; dimensdes
minimas do bloco de suporte da miquina, por razdes de manutengao
e/ou operagao; localizacao de aberturas, saliéncias,chumbadores,

etc.

Em alguns casos, entretanto, para um pré-dimen-
sionamento das fundagoes, o projetista necessita fazer uma ava-

liagcao destes dados.
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4.2 - OBTENCAO DAS FORCAS DE INERCIA

sendo:

cilindro

FIGURA 4.1 - MECANISMO DO SISTEMA BIELA MANIVELA

= deslocamento do pistao para baixo, a pattir do

topo.

« t = angulo da manivela, a partir do ponto superior

(ponto D)
= raio da manivela

= comprimento da biela

‘Admitiremos um movimento circular e uniforme para

a manivela e procuraremos determinar a distancia z_ , no tempo

t

C

Se a manivela nao tivesse inclinado teriamos:

z,.=DB =1+ (1 - cos wt) (4.1)
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Introduzindo um termo corretivo, devido a inclina

¢ao da manivela, teremos:

2. = DB + (AC - BC) =1 « (1 - cos wt) + L « (1 - cos o)

(4.2)

Utilizando a lei dos senos no triangulo OAC, tere

mos:

sen ¢ = (r/L) + sen wt (4.3)

Pela trigonometria, teremos:

cos ¢ =\ /1 - I2 « sen? wt 21 - —X . sen? wt (4.4)
L2 2 « L2

Substituindo a equacao (4.4) na equacgao (4.2), te

Temos, apds algumas simplificagoes:

2

z_ =71 + (1 - cos wt) + « sen? wt (4.5)
c
2 « L
ou ainda:
z_ = (r +-—1f——) -1 ¢« (cos wt + L -'Eosriwtf s (4.6)
C 4 . L 4 . L = - ‘..\-7-’\-" ‘ ‘
por derivagao da equagao (4.6) teremos:
; = . et r . c h
z. =T w (sen wt-=- > T sen 2ut) - {4.7)
Z. =71 - w? (cos wt - % < cos 2wt) % (4.8)
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Salientamos que a aproximacgao feita ~na .equacao
(4.4) conduz a um erro inferior a 0,05%, uma vez que a relagao
entre o diametro da manivela e o comprimento da biela, para sis-

temas reais, se aproxima, quase sempre, de 0,5.

A equacao (4.8), apos ser multiplicada pelé massa
do pistao, representa a forga de inércia.que se origina pelo mo-
vimento do pistdo; ela € constituida de 'duagg parcéia$éifbarce—
la primidria - que tem a mesma frequencia de rotacao da manivela;
qurceléﬁiﬁeéundﬁria - que tem o dobro da frequencia de rotagio

da manivela.

0 movimento descrito pela equacao (4.8) se afasta
bastante do movimento harmonico, para as relacoes usuais do dia-
metro da manivela para o comprimento da haste. Aumentando-se es
ta relagdo, a parcela secundaria tende a ser desprezivel em fun-
cdo da parcela primaria, e o movimento descrito se aproxima bas-

tante do movimento harmonico (vide Figura 4.2).

FIGURA 4.2 - ACELERACAC DO PISTAC EM FUNGAO DO ANGULO DA MANIVELA
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Para a determinacao das propriédades . dinamicas
das partes rotativas da manivela concentramos toda a -sua massa
no centro de massa da mesma. Este procedimento & .dérivado do

Principio da Conservacao do Momento Linear, da Mecanica Classica.

Por comodidade no tratamento matematico deslocare
mos a massa das partes rotativas da manivela, ora concentradas
no centro de massa, para o pino A da manivela, de forma tal que
a forga de inércia nao seja alterada. Para tanto mitiplicamos a
massa pela relacao entre as distancias do centro de massa ao ei-

xo de rotagao e do pino A a0 mesmo eixo.

Os deslocamentos vertical e horizontal do pino A

Zp =T ¢ (1 - cos wt) (4.9)
Yp = - T+ sen wt (4.10)

Por derivacao das equagoes (4.9) e (4.10) teremos:

Zy =T + w ¢ sen wt (4.11)
EA = 1 « w? « cos wt (4.12)
&A = -1+ - cos wt (4.13}
?A'= r « w? « sen wt (4.14)

Multiplicando-se as equacdes (4.12) e (4.14) pela

massa das partes rotativas da manivela teremos as componentes ver
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tical e horizontal da forgca de inércia, respectivamente.

A determinacdo das propriedades dinamicas da bie-
la representa o passo mais arduo desta nossa tarefa. A extremi-
dade superior descreve uma linha reta, a extremidade inferior uma.

circunferéncia e qualquer ponto intermediario, elipses.

A andlise do problema com este grau de dificulda-
‘de podera ser melhor equacionado através de um sistema equivalen

te, baseado nos principios da Mecanica Classica.

Utilizaremos a 22 lei de Newton, na sua forma mais
geral (dinamica.dos corpos rigidos), que estabelece:.!'A forga de
inércia de um corpo em uma determinada. direcdo € equivalente ao
produto da massa do mesmo pela aceleragao de seu centro de massa,
nesta mesma direcao'". Portanto, permﬁtaremos a massa .da haste
por duas massas concentradas nos pontos A e C, da Figura 4.1 (ex
tremidades inferior e superior da biela, respectivamente) de tal
maneira que a massa total equivalente e o centro de massa perma-

negam inalterados.

Este procedimento & aproximado para'a determinacgio
das forgas de inércia e para a determinac@o dos momentos produ-

zidos por estas forgas,algumas vezes de forma grosseira.

Com esta divisao o problema se resume em adicio-
nar a massa do pistdo e 3 massa das partes rotativas da manivela,
a fragao correspondente da massa da biela. Denominaresmos estas

massas de m, "(parte alternativa) e nm (parte rotativa).

R
‘Teremos, entao, as expressdes para as forgas to-

tais de inércia do sistema biela-manivela.

(4.15)
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F, = my = ¥, (4.16)

Substituindo as equacgoes (4.8), (4.12) e (4.14)

nas equacgoes (4.15) ¢ (4.16), teremos, apds algumas transforma -

coes:
2 -
Fo= (my+mp)oe 1o w? + cos wt + my ¢ %T + w?% » cos 20t
(4.17)
Fy =mp -+ T - w? « sen wt (4.18)

Observamos, das equacgdes (4.17) e (4.18), que a
componente vertical da forca de inércia total possui uma compo-
nente primaria (consequencia da é.gaii J'_rle_rciél' das partes altetndativas e
Efo&ﬁiYgéjjé-uma componente secundaria (Consequéqgia'da agég_}neféiaihdasqpaz
‘tes iA%éﬁévas) e a Cbmponenpe:hofizbntal da forga de ipérzia to-

.. tal possui apenas. a componente primaria (consequencia - da acgao-

e

~inercial’ das partes rotativas).

0 momento das forcas de inércia em torno do eixo
longitudinal O , necessario para o estudo das vibragdes torsio-
nais do eixo de manivelas, sera apresentado como ilustracao, sem
nenhum desenvolvimento matematico, uma vez que o seu valor ndo &
relevante para uma avaliacdo inicial de cargas; sua importancia
maior reside do dimensionamento estrutural das partes mdveis do

motor.

A expressao para o calculo do momento das forgas
de inercia sera:
M= 0.5 m, w? r? (%% sen wt - sen 2 wt = 2L sen 3 wt)

2L
(4.19)
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-

A formula (4.19) tem erro da ordem de 0,05% e &€
mals precisa para sistemas que possuem dois mancais fortemente
estruturados nas extremidades e ligados por uma biela .relativa-

mente leve.

4.3 - BALANCEAMENTO DAS FORCAS DE INERCIA‘

Consideramos, inicialmente, © caso simples de um
motor de um cilindro. Pela colocagdo de contrapesos € possivel
o balanceamento das forgas de inércia produzidas pelas massas ro
tativas, mas nunca o balanceamento das forgas de inércia ptoduzi
das pelas massas alternativas, a ndo ser em sistemas impossiveis

de serem fabricados, hoje, por razoes técnicas.

Para um sistema de vdrios cilindros & conveniente
uma representacdo grafica dos esforgos de inércia, através de ve

tores girantes.

Adotaremos um dos cilindros como referencia e de-
nominaremos de L.oe ay (i representa o nimero de ¢ilindro)
a distancia entre cilindros e o angulo de defasagem em relacao ao

cilindro adotado como referencia, repectivamente - (vide Figuras

4.3, 4.4 e 4.5)

1 2 y61=0 1
T
n—F.]
lg 1 4
{a) {) {ic)

FIGURA 4.3 - FORGAS PRIMARIAS DE INERCIA EM UM MOTOR DE DOIS CI-.
CLOS COM QUATRO CILINDROS
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FIGURA ‘4.4 - FORCAS SECUNDARIAS DE INERCIA PARA O MOTOR DA FIGU-
' RA 4.3 ‘

FIGURA 4.5 - MOMENTOS PRIMARIOS (a) E MOMENTOS SECUNDARIOS PARA
" 0 MOTOR DA FIGURA 4.3

0 plano em que oS momentos primarios e secundarios

atuam & o definitivo pela direcao do eixo longitudinal do motor
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e pela diregﬁo de atuacao da,forga. Por exemplo, na Figura 4.5,

0os momentos 2 e 3 atuam no mesmo -planc e o momento 4 atua em

planc perpendicular ao anterior.

- um

A partir destas consideragdes e possivel se esta-

belecer analiticamente, as expressoes que definem o balanceamen=

to de um sistema. Teremos:

a) para as forgas primarias:

n
L sen a. =0 (4.
. i
i=1
e
n
LI cos o, =0 (4.
- .1
i=1
b) para as forgas secundarias
n
L sen 20..=-0 (4
. i’
i=1
e
n
I cos 2a. =0 (4
. i
1=1
c) para os momentos primarios
n
I 2. sen o. =0 (4.
. i
i=1
e
n
R 21 cos a; = 0 (4.
i=1
d) para os momentos
n -
E Ri sen 2ai= 0 : (4.

20)

21)

.22)

«23)

24)

25)

26)



Com as formulas 4.20 a 4.27

facilmente o quadro 4.1,
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de Winterkorn et al (1975).

pdderemos

proposto por Newcomb (1954) e

(4.27)

verificar

extraido

FORCAS E MOMENTOS NAO BALANCEADAS PARA DIFERENTES ARRANJOS

(IExtruldo de Newcomb ,1951)

Forgas Momentes
Arrgnjos do Mdnivelas Primdrias .Sacundd'rilus Primdtios Secunddrias
Manivela Unrco F' Ssm Contrapesas.
i ' {0.5) F' Com Contropesos. F" Ndo exlste Ndo existe
Duos manivetas dofasodes 0 2F" F'D Sam Contrapesos. NGO axiste
de 180% Cllindros em o '
linha. ? D Com Contrapesos.
Cilindros em oposigde
defasados ds 180° u—e_n o 0 Nit NIt
Duas manivelas defasadas {1.41) F' Sem Conirgpesos. {1.91)F'D Sam Contrapesos
de 90° - ' u
T_ —_E_LED {0.707) F' Com Contropesos. o {0.707) F'D Com Contrapesos b
Dois ¢itindros em uma F' Sem Conirapesos. "

1
dnica manivela 0 Com Contrapesos. {t.4]}F NIt NI
Ciiindros defgsados de S0°
Dois' cifindros em umo 2 F' Sem Contrapescs.
vnica manively o) N éo existe Nit
Cifindros em oposigéo defasados de 160° F' Com Contrapesss.

Trés cillndros detfasados ) {3.46) F' D Sem Contrapesos
de 120° " o o - -

. ‘I'IE— : (t.73)F'D Com Contrapssos {34507 D
Quoftro cilikdios

| LITL 0 o 0 B
Manivelas defosedos de iB0°

{1.41)F'D Sam Contrapesos
Ehﬂ! ‘) "

:':n;:;;“ a das +:T~1.__ 0 ° {0.707) F'D Com Contrapesos 4.0F"D
Sefs Clitndros - o o o Q

xiiﬂii

r = Raio da manivelo ( Polsgade)

L = Comprimento da manivela { Polegady)
D = Distdneia ontré cilindros { Polegada)

W = Paso de um cllindro (L], ;ra
F = {a0000288)rW(rom)?® = Primdria

F's L F' - Secundorio
L
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V - MODELO MATEMATICO PARA O CALCULO DE FUNDACOES DE  MAQUINAS
ROTATIVAS SOBRE ESTACAS

5.1 - INTRODUCAO

Baseados nos principios da Analise Matricial da
Mecanica das Estruturas desenvolvemos aqui um método numérico que
permite obter a resposta dinamica de um estaqueamento, excitado
por uma solicitacao senoidal ou cossencidal, que e, na préticé‘,

a solicitacdo que mais se aproxima da liberada por maquinas rota

tivas.

0 modelo matematico desenvolvido & suficientemen-
te exato, dentro do atual "state-of-the-art" de fundacdes de ma-
quinas. A maior dificuldade para sua aplicabilidade, na pratica
da Engenharia, reside em se obter coeficientes de recalques que
sejam representétivos para um determinado problema. Custos e pra
zos impedem, em geral, uma determinacdao conveniente dos parame-

tros do solo.

0 cdlculo das frequencias naturais e forgadas, am
plitudes de vibracgoes, cargas e deslocamentos nas estacas & fei-
to de forma adequada  programando-se. : computadorés .~ digitais
(Burroughs 6700, disponivel no NCE-UFRJ).'"Flow-Charts" dos pro-
gramas &;quputadpr elaborados poderao ser encontrados no Apendi

ce 2 deste nosso trabalho.

5.2 - HIPOGTESES ADOTADAS NA ELABORACAO DO MODELO

Para a manipulacao dos parametros envolvidos com
0s recursos matematicos disponiveis teremos que impor hipdteses

simplificadoras ao modelo proposto.

Faremos as seguintes hipdteses basicas:



57

1. 0 bloco que se assenta sobre as estacas & admitido rigido.Por
tanto,ele nao sofre deformégGesﬁ e os deslocamentos de qual-
quer ponto sao definidos.a partir dos deslocamentos . do seu
centro de gravidade (translacdes e rotacgdes).

2. O comportamento tensao-deformacao do solo € admitido como elas-
tico-linear. e mais: mnao ha interacdc entre pontos proxXimos;

ou seja, admite-se a hipotese do Winkler.
3. As propriedades de iné€rcia do solo sdc negligenciadas.

4. A reacao do solo, ao longo das faces do bloco que se assenta
sobre as estacas, € desprezada. Quando as frequencias natu-
rais de vibragao sao muito maiores do que as frequencias exci
tantes, esta reag¢do € muito pequena e o calculo nao sera dema
siadamente conservativo pela adicdo desta hipdtese.

5. 0 comportamento tensao-deformacao das estacas €& admitido como
elastico-linear, ndo existindo, também, interagdo entre quais

quer duas . ou mais estacas.

5.3 - METODO:. DE -ANALISE

5.3.1 - Determinacio do Centro de Massa do Sistema Maquina(s) -

Fundagao

A determinagdo do centro de massa, momentos de
inércia da massa (em relacdo ao centro de massa do sistema maqui
na(s) - bloco de coroamento) e massa total do sistema maquina(s)

‘bloco de coroamento & feita através de subrotina apropriada.

Para o caso das maquinas e equipamentos admitimos
suas massas concentradas em seus centros de gravidade, ou seja,
desprezamos o momento de inercia decorrente da_ -_di's'tribuffgﬁo. de massa.
Como entrada de dados fornecemos a massa e as coordenadas relati
vas a um sistema de eixos arbitrério (que aj sua importancia,

daqui em diante o denominaremos de sistema de eixos global, ou

simplesmente, por comodidade de grafia, SEG).
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Para o caso do bloco onde as maquinas e equipamen
tos se aS_sentarﬁ, tendo ém vista sua geometri.é, irregu_l-ar,dividimo—lo em
vérios prismas de base retangular com lados. paralelos aos eixos do
SEG. Como entrada de dados fornecemos asrfdimeﬁSGes paralelas
aos eixos do SEG, o peso especifico do material e as coordenadas
do centro de gravidade (em relacao ao SEG) do prisma. Calcula-
mos, para este caso, 0 momento de inércia devido a distribuicdo
de massa e devido a excentricidade da massa em relacdo ao centro

de massa do conjunto maquina(s) - bloco 'de coroamento.

Para a ~distincao dos dois casos citados cria-
mos um codigo, que também deveremos fornecer como entrada de da-

dos.

Apds o conhecimento das coordenadas do centro de
gravidade do sistema maquina(s)} - bloco de coroamento determina-
mos a faixa de variacao da posicao do centro de gravidade do es-
tanqﬁeamento, que € admitido como * 5% das coordenadas horizon-
tais, relativas ao SEG. Caso o centro de gravidade'! ndo esteja

na faixa de dominio, o programa fara automaticamente a corregao.

! 0.centro de gravidade do estaqueamento deverd ser entendido co
mo a projecao do seu centro elastico sobre o plarno horizontal
de arrasamento das estacas. ‘
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FIGURA 5.1 - SISTEMA DE EIXOS GLOBAL E INDICACAO DAS DIMENSOES,
'~ DE UM PRISMA,PARALELAS A0S EIX0S DO MESMO.

5.3.2 - Determinacao da Geometria e Propriedades do Estaqueamen-

to

Para referenciar qualquer coordenada introduzida
no programa deveremos utilizar o SEG. Portanto,'as coordenadas

do topo de cada estaca serdo fornecidas relativamente ao SEG.

Na realidade, criamos no topo de cada estaca um

sistema de eixos local (SEL) e este sera referenciado ao SEG.

Como entrada de dados fornecemos o angulo de cra-
vacao (angulo entre o eixo longitudinal da estaca e o eixo verti
cal x do SEG), o angulo em planta da projecao da estaca (num

plano horizontal) com o eixo horizontal y do SEG, o angulo en-
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tre os eixos y do SEG e do SEL, coordenadas do topo da estaca,
;efe;idas ao SEG, modulos de elasticidade longitudinal e trans -
versal, peso especifico do material, érea da .secao transversal
e momentos de inércia da segao transversal em relacdo aos eixos

do SEL.

Esta leitura de dados & fornecida estaca por esta

ca.

5.3.3 - Determinacao das Condicdes de Apoio

As condigoes de apoio das extremidades poderao ser
dadas de tres formas diferentes, de maneira a simular qualquer
situacao real. C(Cada uma das direcdes (correspondentes aos graus
de liberdade adotados no modelo) podera ser completamente restrin
gida, completamente livre ou parcialmente livre (engastamento elas

tico).

Esta leitura de dados € feita através de codigos

convenientemente escolhidos.

5.3.4 - Montagem da Matriz de Rigidez para cada Elemento da Esta

ca e para a Estaca Inteira

Apds conhecimento de todos os dados fornecidos pe
la subrotinas comentadas nos itens 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3 estamos
aptos a determinacdo da matriz de rigidez de cada elemento que se
subdividé  uma eétaca, além da montagem da matriz de rigidez pa-

ra toda a estaca.

Quando tivermos um elemento envolvido por um meio
elastico deveremos dar o comprimento do mesmo e os coeficientes
de recalques correspondentes a este meio. Quando o elemento for
livre devemos fornecer apenas o compr;mento do elemento; a omis-

sao dos coeficientes de recalque serd interpretado como sendo um
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elemento sem envolvimento por um meio eldstico. Os coeficientes

de recalque deverao ser armazenados em disco, para uso posterior.

Os coeficientes de recalque sao admitidos como cons
tantes, ao longo de cada elemento. Apesar desta aparente defici
encia, lembramos que complicadas formés de variacao do coeficien
te de recalque poderdo ser simuladas com a diminuicdo do compri-
mento dos elementos. Entretanto,isto acarreta um acréscimo de
trabalho computacional e devera ser levado em conta a precisao
com que se obteve tais coeficientes,para a decisao das dimensoes

dos elementos.

A matriz de rigidez para um elemento nao envolvi-
do por um meio eldstico € bastante conhecida e podera ser encon-
trada na maioria dos Compendios de Mecanica das Estruturas. Pa-

ra um elemento envolvido por um meio elastico, a solucdo foi da-

da por Diaz (1973); ambas estao reproduzidas a seguir.

-~

FIGURA 5.2 - ELEMENTO DA ESTACA ‘NO SISTEMA DE EIX0S LOCAIS
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Para um elemento nao envolvido por um meio elasti

co, temos:

RELEM (1, 1 ) = E * AX/L (5.1)
RELEM (1, 7 )-= - RELEM (1 , 1) (5.2)
RELEM (2,,2 ) = (12. * E * IZ)}/L * L * L (5.3)
RELEM (2, 6 ) = (6. * E * IZ}/L * L ' (5.4)
RELEM (2, 8 ) = - RELEM (2, 2) (5.5)
RELEM (2, 12) = RELEM (2, 6) (5.6)
RELEM (3, 3 ) = (12. *E * IY)/L * L * L (5.7)
RELEM (3, 5 ) = (- 6. * E * IY)/L * L (5.8)
RELEM (3, 9 ) = - -RELEM (3, 3) (5.9)
RELEM (3, 11) = RELEM (3, 5) (5.10)
RELEM (4, 4 ) = G * IX/L (5.11)
RELEM (4, 10) = - RELEM (4, 4) (5.12)
RELEM (5, 5 ) = 4. * E * IZ/L (5.13)
RELEM (5, 9 ) = - RELEM (3, 5) (5.14)
RELEM (5, 11} = 2. * E * IY/L (5.15)
RELEM (6, 6 ) = 4. * E * IZ/L (5.16)
RELEM (6, 8 ) = - RELEM (2, 6) (5.17)
RELEM (6, 12) = 2. * E * IZ/L (5.18)
RELEM (7, 7 ) = RELEM (1, 1) (5.19)
RELEM (8, 8 ) = RELEM (2, 2) (5.20)
RELEM (8, 12) = - RELEM (2,6) (5.21)
RELEM (9, 9 ) = RELEM (3, 3) (5.22)
RELEM (9, 11) = - RELEM (3, 5) (5.23)
RELEM (10,10) = RELEM (4, 4) | (5.24)
RELEM (11,11) = RELEM (5, 5)° (5.25)

RELEM (12,12) = RELEM (6, 6) (5.26)
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os demais termos da banda superior sao iguais a zero; o0os termos
da banda inferior poderao ser facilmente obtidos, uma vez que a
matriz de rigidez & simétrica.

Para um elemento envolvido por um méio elastico

temos:

RELEM (1, 1 ) = WX * E * AX * CHX/SHX (5.27)
RELEM (7, 7 ) = RELEM (1,.1) (5.28)
RELEM (1, 7 ) = - WX * E * AX/SHX (5.29)
RELEM (4, 4 ) = WMX * G * IX * CHMX/SHMX (5.30)
RELEM (10,10) = RELEM (4, 4) (5.31)
RELEM (4, 10) =-WMX * G * IX/SHMX (5.32)
DEN = SHMZ * SHMZ - SIMZ * SIMZ (5.33)
RELEM (6, 6 ). = (KY/(2.*WMZ**3))*((CHMZ*SHMZ-0OMZ*SIMZ) /DEN) (5.34)
RELEM (12,12) = RELEM (6, 6) ' (5.35)
RELEM (6, 12) = (KY/(2.*WMZ**3))*((CHMZ*SIMZ~SHMZ*COMZ) /DEN) (5.36)
RELEM (2, 6 ) = (KY/(2.*WMZ**2))*((SHMZ**2+SIMZ**2) /DEN) (5.37)
RELEM (8, 12) = - RELEM (2, 6) (5.38)
RELEM (6, 8 ) = (- KY/WMZ**2)*(SHMZ*SIMZ/DEN) (5.39)
RELEM (2, 12) = - RELEM (6, 8) (5.40)

RELEM (2, 2 )

It

(KY/WMZ)+~* ((CHMZ * SHMZ + COMZ * SIMZ)/DEN) (5.41)

RELEM (8, 8 ) = RELEM (2, 2) (5.42)
RELEM (2, 8 ) = (- KY/WMZ)*((SHMZ*COMZ+CHMZ*SIMZ) /DEN) (5.43)
DEN = SHMY * SHMY - SIMY * SIMY (5.44)
RELEM (5, 5 ) = (KZ/(2.*WMY**3))*((CHMY*SHMY-COMY*SIMY) /DEN) (5.45)
RELEM (11,11) = RELEM (5, 5) (5.46)
RELEM (5, 11) = (KZ/(2.*WMY**3))*((CHMY*SIMY-SHMY*COMY) /DEN) (5.47)
RELEM (3, 5 ) = (- KZ/(2.*WMY**2))*((SHMY**2+SIMY**2) /DEN) (5.48)
RELEM (9, 11) = - RELEM (3, 5) (5.49)
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RELEM (5, 9 ) = (KZ/WMY**2) * (SHMY*SIMY/DEN) (5.50)
RELEM (3, 11) = - RELEM (5, 9) (5.51)
RELEM (3, 3 ) = (KZ/WMY) *((CHMY*SHMY+COMY*SIMY) /DEN) (5.52)
RELEM (9, 9 ) = RELEM (3, 3) (5.53)
RELEM (3, S ) = (- KZ/WMY)*( (SHMY *COMY+CHMY *SIMY) /DEN) (5.54)
Sabendo-se que:

WX = SQRT (KX/(E * AX)) (5.55)
CHX = COSH (WX * L) (5.56)
SHX = SINH (WX * L) (5.57)
WMX = SQRT (KMX/(G * 1X)) (5.58)
CHMX= COSH (WMX * L) (5.59)
SHMX= SINH (WMX * L) (5.60)
WMZ = SQRT. (SQRT (KY/(4. * E * IZ))) (5.61)
CHMZ= COSH (WMZ * L) - ' (5.62)
SHMZ= SINH (WMZ * L) (5.63)
COMZ= COS (WMZ * L) (5.64)
SIMZ= SIN (WMZ * L) - (5.65)
WMY = SQRT (SQRT (KZ/(4. * E * IY))) (5.66)
CHMY= COSH (WMY * L) (5.67)
SHMY= SINH (WMY * L) ' (5.68)
COMY= COS (WMY * L) | (5.69)
SIMY= SIN (WMY * L) (5.70)

os demais termos da banda superior sao iguais a zero; os termos
da banda inferior poderao ser facilmente obtidos, uma vez que a

matriz de rigidez € simétrica.

Apés a determinagdo da matriz de rigidez de um ele

mento esta sera alocada, em posigao conveniente, na matriz de Ti
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gidez da estaca, considerando a unido existente entre os varios
elementos em que foi dividida a estaca. A largura de banda des-
ta matriz é constante e igual a 12 e, desta forma, esta matriz
sera formada por um arranjo retangular de dimensoces. 6 * (N + 1)
por 12, sendo N o nimero de elementos que foi dividida a esta-
ca. As subrotinas para calculo de sistemas lineares envolvendo
esta matriz estao programadas para levar em conta esta particu -
laridade.

Para o P-é&simo elemento de uma estaca, o elemen-
to (I, J) da matriz de rigidez do elemento sera alocado na po-
sicao [é *(P-1) + 1 ,J -1+ 1{]: no-arranjo retangular defi

nido acima.

Antes de cada alocacao, as matrizes de rigidez de

cada elemento sao armazenadas em disco, para uso posterior.

5.3.5 - Montagem da Matriz de Massa para cada Elemento da Estaca

e para a Estaca Inteira

O procedimento para a montagem da matriz de massa
equivalente para um elemento de uma estaca segue, basicamente,as
mesmas hipdteses adotadas para a montagem da matriz de rigidez
de um elemento em relacao aos dados necessarios para tanto. De-
vemos incluir, entretanto, dados de inércia de cada elemento (den

sidade do material constituinte da estaca).

Da mesma maneira que a determinacao das matrizes
de rigidez de cada elemento, € mais conveniente do ponto de vis-
ta computacional determinar as matrizes de massa equivalentes pa
ra elementos obtidos de uma discretizacao da estrutura, usando o

SEL, para em seguida transformar estas matrizes para o SEG.

A matriz de massa equivalente para um elemento nao
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envolvido por um meio elastico poderé ser encontrada em Przemi -
eniecki (1968). Para um elemento envolvido por um meio elastico
deduzimos as expressoes da matriz de massa equivalente e introdu
zimos a demonstracdo matematica no Apéndice I, por nao termos ‘en
.contradogﬁélﬁwtfiz(mlnenhwn]jNTO Qu~revista especializadas consul
tados. Este desenvolvimento representa a mais importante contri
buigao desta tese ao meio técnico-cientifico, dada a sua “impoer-
tancia e a dificuldade em expressa-la em forma matematica fecha-

da. Ambas estao reproduzidas a seguir:

Para ‘um elemento mndo eénvolvidonper um meio elasti

co, temos:

MELEM (1, 17) = 1/3 (5.71)
MELEM (2, 2 ) = 13/35 + 6.* IZ/(5. * AX * L * L) (5.72)
MELEM (3, 3 ) = 13/35 + 6. * IY/(5. * AX * L * L) (5.73)
MELEM (4, 4 ) = IX/(3. * AX) (5.74)
MELEM (3, 5 ) = - 11. * L/210. - IY/(10. * AX * L) (5.75)
MELEM (5, 5 ) = (L * L)/105. + 2. * IY/(15. * AX) (5.76)
_yELEM (2, 6 ) =11. * L/210. + IZ/(10. * AX * L) (5.77)
MELEM (6, 6 ) = (L * L)/105. + 2. * IZ/(15. * AX) (5.78)
3&ELEM (1, 7) = 1/6. (5.79)
‘MELEM (7, 7 ) =:MELEM (1, 1) (5.80)
MELEM (2, 8 ) = 9//70.- 6. * IZ/(5. * AX * L * L) (5.81)
MELEM (6, 8 ) = 13. * L/420. - IZ/(10. * AX * L) (5.82)
MELEM (8, 8 ) = MELEM (2, 2) (5.83)
MELEM (3,.9 ) = 9./70. - 6. * IY/(5. * AX * L * L)- (5.84)
MELEN (5, 9 ) = - 13. * L/420. + IY/(10. * AX * L) (5.85)
MELEM (9, 9 ) = MELEM (3, 3) (5.86)

MELEM (4, 10) = IX/(6. * AX) (5.87)
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MELEM (10,10) = MELEM (4, 4) (5.88)
MELEM (3, 11) = - MELEM (5, 9) (5.89)
MELEM (5, 11) = - L * L/140. - IY/(30. * AX) (5.90)
MELEM (9, 11) = - MELEM (3, §5) (5.91)
MELEM (11,11) = MELEM (5, ) (5.92)
MELEM (2, '12) = - MELEM (6, 8) (5.93)
MELEM (6, 12) = - L * L/140. - IZ/(30. * AX) o (5.94)
MELEM (8, 12) = - MELEM (2, 6) (5.95)
MELEM (12,12) = MELEM (6, 6) (5.96)

Todos os termos da matriz deverao ser multiplica-
dos por p *« AX « L , sendo p a densidade do material da esta-

ca.

Os demais termos da banda superior sao iguais a
zero; os termos da banda inferior poderao ser facilmente obtidos,

uma vez que a matriz de massa equivalente € simétrica.

Para um elemento envolvido por um méio elastico

temos:

_ : , _ T '

MELEM (1, 1) = sen. h 2 LA 2 L o = (5.97)
v 4a sen? h ol

ME ! _ ‘2 2 2 52

LEM (2, 2) = Rl(y) - pll + R2(y) - pz]_ + R3(y) - p31 + RA(y) - 'p41

* RS(Y) =pyp * Py ¥ RO(Y) © pjp " D3y * R7(Y) - Py P47+
*R8(Y) tPyy ¢ Py Y RO(D - Pyt Py PRIOMYD - Py gyt
* RILGY) -« P}y + RE2(y) -+ pjy + RI3(y) - p§; + RU4(Y)pPy; +

¥ RIS« Pyy Py + RISKY) - gy Py + RI7GY) * Py Py

* RI8(Y) * Py Py * RIS * Py by * R2OGY) * pyy pyy

(5.98).



MELEM (3, 3)

I
MELEM(4," 4)

MELEM(S, 3)

+

+ 3 RO(Y) - (P

68

RL(Y) Pi] + R2(v) Py} + R3(y) Py} + RA(Y) Py3 + RS(¥) pjypsy +
R6(w) pll p3l + R7(11J) p11p41 + RS(EP) P21P31 * R9(1t1) P21 41

RLO(y) P + RI1(y) Py} + R12(y) P37 + RI3() P2 +

31741
R14(¥) P, + RIS(Y) P{yP3y *+ RI6(Y) Py P}y + RIT(W) P1,Py;  +

RIS(Y) Dyypyy + RIOW) P31y + R20(W) Py;Py (5.99)

sen h-2gL - 2BL (5.100)
4 B sen? h BL

RL(H) Pj1Pfp + R PyyPy, + RSW) PypPy; + RACH) Py;By, *

7 RS (PfPy; +)1Py) +7 RS (Pj,B3;+ Bf1Rgy) *

1 - [ - LY ] 1 't ] 1

1 [ T t ' 1 n' Nn'_ +nt B AN
7 RO (BhoPhy + PayPyp) + 7 RO (ngpbyy+ PPy
< RULQ) * pipi; * RI2() Pygpjy + RIS - Dby
RI4(H) PjpPyp + 7 RIS(H) * (P1Py * PyBip) + -

1 R oA 3t T 1 P! !
7 RI6W) * (Pj,P5; *+ PIyP5y) + 5 RIT(W) « (Pf,Pyy *+ Pj{Py)) +

1 T 1 o 1 . t ' Y
7 R8(W) = (PyaP5y * PypPyy) + 7 RIS + (PaPyy * PPyp) *

1 (5.101)

32041 * P31Pao)
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RI(v) - pi; * R2(¥) P35 + R3(Y) pg) + RA(W) - pif +
R5(¥) * Pi; Pyp * ROV * pi, Py *+ RT(W * by, 0, *
R8(v) Py, P3y * RO(V) Py, pyy * RIO(W) Pz, Py *
RIL($) pi5 + R1Z(¥) py3 + RI3(y) p3} +R4G) py5+
RIS(¥) pi; Pyp + RL6(W) pi, Py, + RI7(Y) pj, Pi,+
R18(¥) Py Pzp * RIS(Y) Py, Pay * R20(W) pz, pyy *

(5.102)

RI(y) P11 plz + RZ2(¥} Prq P22‘+ R3(v) Pz1 P=z3 +

1

R4 () Pa1 Py tx R5(¥) (Plz Py * P11 pzz) +

7 B (py, P31 *Pii-Pag) * 7 RTU) (Pyp Py * Pyy Pap)
7 R (g Py * B3 Ppy) + 3 BO0) (yg Py + Py Pyg) *
1 )
7 KOO (P35 gy * P3g Pgp) * RO Py
RIZ(Y) Pyy Ppp + RI3(M) P32 P3p * RI4(Y) Pyy Pyy *
RI5(v) (pyg Ppy * Ppp Pyp) * 7 > RI6(Y) (P, Pz * Py P3p) t
7 RIT(Y) + Piy Pyp) * 7 RIS ( + Dyy Pyt
2 W) Ppg Py TPy Pl T3 P22 P31 7 P3aPpr

1 1 .
7 RI9(Y) (Py; Pgp * Pyy Pyp) + 5 RO B3y Py *+ Pzp Pyt

(5.103)
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|

MELEM (7, 1)
t

MELEM (7, 7)

]
MELEM .(8, 2)
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RI(y) + pi, + R2(y) D3, * R5(¥) pZ, + RE(¥) pl, +
R3(Y) Pyy Pyp * RO(Y) Pyy Py * R7(Y) Pyp Pyp *
R8(Y) Py, P3p * RI(Y) Pyp Pyp + RIO(Y) P3p Pyp +
RI1(Y) pj, + R12(Y) pj, * RI3(v) P}, * RIA(Y) P+
RIS(Y) Pyp Pyy * RI6(Y) Pyy Pgy + RI7T(Y) Py Pyp*
R18(Y) Py P3y * RIS(Y) Pyy pyy + R20(Y) P3y Pyt

(5.104)

1

_ Z (sen h 3 gL - sen h aL + 2 aL cos al) (5.105)
4o sen® h al

1
40 sen® h ol

(sen h 2 al - 2 al) (5.106)

Rl(Y) Pll p13 + RZ(Y) P21 p23 + RBCY) P31 p33 +
1 -

RE(CY) Pyy Pgz * 7 RS(Y) (P13 Pyy * Py3 Ppy) *

7 R6 (V) (by5 Pap- * )+ 3 RI0) (Pp3 Pygi* PyyPys) +

7 0 P13 Pz * Ppp P3z) * 7 ®AU0 P13 Pyy-7 PpiPaz) +

1 R8(Y) (yx Pay * Doy Pas) + = RO(Y) ( . )+

2 Pa3 P31 7 P21 P33l T 7 Py3 Pa1 * P21 P43

1 o L " o
7 RIO(Y) (P33 Pyp -+ P3y Pygli+ RIL(Y) -pyy Pyg +

1 ,
7 RIZ(Y)  pyy Pyz + RI3(Y) pgy Pzz + RIA(Y)  pyy pys *

1 1
7 R5() (py3 Py * Pz Py} * 7 RO (Py3 P3y * P33Pyp*

1 oin 1
7 R7( (P13 Pyy * Py3 Pry) * 7 RIB(Y) (Pp3 P3y * P33Pyy)*

1 1
7 K90 (Pp3 Pyy * Py3 Ppp) + 7 REO(Y) (P33 Pyp * Py3P3p*

(5.107)
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MELEM (8, 6)

RL(Y) i3 Py * R2(Y) Pys Py + R3(Y) Pgg Pgp  *
* RACY) pyz pyy * TR ¢ (py3 Dy * Pp3 Pyt
+ 3 R6()* (By3 Psy * P35 i) * FRIM) Oyg Pyy + Py rp?
ot 7 RB() * (B3 Psy * Paz Pyp) *7 RO (g3 Byy * PysPop)*
+ 7 RIO(Y) - (.1-333 Py2 * Py3 P33) *%’ RLL(Y) 7.py3 P1p *

+ RI2(Y) p,s ﬁzz + RI3(Y) gz Pxy * RI4(Y) Dyg Dyp *

+ %RIS(Y) (P13 Ppy * Pp3 Pyp) * % R16(Y) (py3DPz; *P33Pyp) *
+ 3 RUIG) (y5 Py * Py3 Prp) * 3 RIB(D (595, * P33 Pyy) *

1 : 1 ,
+ 7 RIS(Y) (pyg Pyy * Pyz Pyp) + 7 RO(Y) (P33P, +p4.3.p32) :

(5.108)

+

f
MELEM (8, 8) = R1(y) piz + RZ(y) pjz + R3(¥) pi: + R4(y) pys

R5(Y) pyz Pyz + R6(Y) Pyg Pgz + R7(Y) Py Pys *

+

R8(Y) Psz P33'_‘-'+ RO (v) Prz Pyz * R10(y) P33z Py3

+

RI1(v) piz *+ R12(Y) p5s + RL3(Y) pi; + RI4(Y) D3
R1I5(Y) pyz Poz * R16(Y) Pyz Pzz * R17(Y) PyzPy=*
13 ¥23 i3 ¥33 13543

“ R18(Y) py3 P3z * RI9(Y) pyg Pyg + R20(Y) P33 Py3

(57109)
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L}
+
+

‘ 1
MELEM (9, 3) = RL(¥) pj; P{3 * RZ(¥) pjy Dyz + R3(¥) pyy Pis

+ .
+

1] L] 1 t T 1 1
+ R4 (¥) P41 P43 Vi R5(v) (P13 P31 + Poz Pl]_)

+

R . ' ' . v . 1. ' y t '
* g ROM (py3 Py * Py P3z) 7 KT (py5 Py * Py Py3)

-+

1 1] ] T ] 1 ] t 1 ]

* 7 B8 (py3 3y * Py P3z) * 7 ROWI ()3 Py + Py Py3)
l T % ] 1 t 1

+ Vi R10(p) (P33 Py1 * P33y p43) + R11(y) P11 Pz *

* RI2(4) Dy Pys + RIS Py s + RI4(H) Pj Py +

+ ZRISG) Ly Py * B35 Pip) * 2 RGWIBI5 By + bl 21 +
z 13 P21 " Pp3 Pyl 7 7 P13 P31 * P33 Py

! T o e

* Z R (P13 pyy * Py3 Py * 7 RIS (3 pyp + Piz Pyy) *
1 L] L) 1 r 1 t ] 1 1

* 7 RO (P25 Pyy * Py3 Pyy) + 7 RO (P33 Pgy * Py3 P3y) *

(5.110)

- |
MELEM (9, 5)

RL(V) pi3 Py + R2(¥) py3'Py, * R3(Y-pis pi, +
* RECW P33 piy * 3 RSCH) (pf5 Dyy * Pyg Pl,)  *
P4z Paz & 7 ®2UW) P13 Py * Py3 Ppp

RIW(py3 Pgp * Pp3 P1p)  *

B =

1 Y ¥ T “t | 1 L]

+ 7 R6(1!J) (p-l-3 P32 + P33 plz) +
+ 3 R8(Y) (Pys DY, *+ Pz Pl) * = RICH) (Phx DY, + Dyx D)+
2 23 P3p * P33 Pyp) * 7 RO (P35 Pgy * 13 PYy)

1 -t L L] 1 . ' L '

* 7 RO (P33 85 * g3 P3p) * RIL(W) Pz P, *

* RLZ(4) Pjs B3, + RIS(y) Pyg Pl *+ RLACY) iy Bj,*
1. . ' ' ' ' 1 PO I ' '

+ 7 RSW i3 pyp * P23 Prp) * 7 RI6WI (B3 P35, * P33 Py ¢
l R t 1 L 1 1 T ) i t T

+ 7 R (13 Py * Pz Pip) + 7 RIBW) (py3 P3y + Pys Pyp) +

) 1 t 1 1 1 . 1 ¥ ] [ r
t R19(y) (p23 Paz + Pz Pzz) + 7 RZ0(y) (p33 p42 + P43=p32)

(5.111)
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MELEM . (9, 9)

]
MELEM (10,9)

. H
MELEM (10,10)

1 _
MELEM (11,3)

1]
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RI(¥) py3 * R2(¥) py3 + R3(W) pg% + RA(Y) pyi =~ +
RS(¥) Pi3 Py3 * R6(Y) Pi3 P33 + R7(¥) piz pgy + *
R8 (¥) Pés pés + R9(¥) pés P,_isr + Rlo(‘b)Pés pg_is B
R11(¥) p;3 + R1Z(¥) pyz + RIZ(¥) pii + RUM) pyi +
R15(9) piz Py * RI6(¥} pig pis * RL7(V)pyg Pyg *

R18(¥) pjs Py * RI9(W) pjz Pyz * R20(¥)P3; Pix

(5.112)
1 (sen h 3 BL - sen h RL .+ 2B8L cos BL)
4 B sen® h 8L
(5.113)
L (sen h 2 BL - 2 BL) (5.114)

4 B sen® h BL

RI(¥) p{4 Py; * R2(¥) pyy Py + R3W) p3y Py

1

RA(V) pyy Pyp * 7 RS(W) (pgy Ppq * Pyy Pyq)

) 1 [ 1 ' 1 T 1 t 1

7 RO (Pyg b3y * P3g Py) * 5 KTV (Py Py * Pyq Ppy) *
> RB(Y) (P3, Py; *+ Piy Phy) * 7 RO (B3, Phy *+ Pig Py *
7 R8Py P3y * P3g Ppp) + 7 W4 Pyp * Pag Py

1 ' ' ' ' . P U 1.

Vi R10(y) (P34 Py * P44 PSlJ + R11(y) Pia P17 +
1 L] t L] ’ T '

Vi R1Z (y) Pog Pyp * RI3(4) Pzq Pz * R14 (y) Pyq Pg1 +
1 L] t L] 1 1 1 1 T 1
7 RISy pyy * Ppq P1p) + 7 RIOWI(Pyy P3p * P3y Pyt
1 RY7 (¥) (pq SR o ')-Ll}ug()( ' 14t ' 3
7 LU P1g Py T Pyq Pry) Ty RISWIRy P3y * P3g Poy
7 R19 () (03, Pjy * Pig Dyy) *+ 3 R2OCH) (Y, BYy *+ Phy Py
7 " WPy Py * Paq Py T 7 REVWIPgy Pyy Py Py

(5.115)



i
MELEM (11,5).

}
MELEM (11,9)
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RLOVY pyq P1p * RZ(¥) Py Ppp * RIWW) p3y Py

L] ' ‘ 1 7 L 1 1
R4 () Pgq Pyy * 3 R5(w) (-p14 Pps * Poy plZJ *

l‘ P 1 ¥ T 13 ) l : ' ] 1 1

7 R (Pyy P3p * P3y P1p) * 7 RV (pyg Py * Pay Py

L R84 (b, B3, * Pl Pjp) + 3 RO (B By * iy Bh)

2 P24 P32 © P3q P20 7 7 P24 Paz 7 Pagq P2

1 t [] t t 1 t T

7 R0 (p3q Pyp * Pgq P3p) * RIL(V) P1p Prg *

RI2(V) Py, Ppg * RI3(V) Dy, Pyy * RIG(Y) Djy Djgt

1R15(¢)( ] ‘ + [ 1 )+lR16(l}J)(' 1 + ] |)+

7 o WIPo Py * Ppa Pig/ T 3 P17 Pzq * P32 Py

L R7W (S, Py, + DL D) * % RIS (D, Diy * Dhy Pig) *

7 Py Pyg T Pap Py 7 3 Pya P3q ™ P32 Py

> RI9(Y) (), Py + Phy Phg) * 7 R2OCH (0}, Dhg * Py Phy)

7 Pyo Pga 7 Py Poy) 7 7 Pzp Pagq ¥ Pyp P3g/ -
(5.116)

R1(¥) pi4 Pi3 * RZ(¥) pyy Py + R3(Y) Pyy P33

1] 1 1 L] 1 ' r
RA(V) pgy Pgz * 7 R5(W) (pj4 P23 * Pyq P13)

+

+

l t 1 p oy L] 1 L] t 1 1

7 RO (P14 P33 * P3q Pi3) * 7 KT (Pyq Py3 * Pyq Pi3)
L RB(4) (P, Py * P34 Phs) * 3 RO (P34 Dz * Pjy Py3)
7 ROWIpyg P33 * P3y Po3) * 7 P24 Pa3 ™ Paa P23

1 1. ' ' ' . e 1t I IEERPRIE
7 ROWI (pgy Py3 * Pyg P3z) * RV PqrPyg - -

R1Z(Y) Py, Pyz + RIS(y) P3y P3g + RIA(W) Pgz Pyyut

1 B t L) 1 L) 1 1 t 1 L
7 RIS (Pyy Pz + Py Pr3) * 7 RO (P1g P33+ P3a P13) *

-

1] 1] ] ' ' 1 L 1 ] 1
7 BT (Pyy Pi3 * P44 Pi3) * 7 RIBW(Pyy P33 * P3y Pp3) *

]' T 1 ] 1 . l L T L] T
7 R19 (¢) (p24 p43 + p4_:4 p23) + A R20 (IIJ) (p34 p4:‘3— + p44 Pss)

(5.117)
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MELEM (12, 2)

1]

75

R1(y) pj3 *+ R2(p) P33 + R3(y) P % RA(Y) pi +
RS() big B3y * RSG Piy iy + RTG Diy By
R8 (y) pé4 pé4 +'R9(W) péq p&4 + Rlo(w)p§4 p&4 +
R11(y) p{ *+ R12(y) pj3 + RI3(y) py3 + R4(p)s+
RIS(pIP1q.Poq * RI6(y) Pig P3q * RIT(yIPy Pgy ¥
ng(¢)Pé4 Pé4 + R19(y) Pé4 P&4 + RZO(¢)P§4 pi4
{5.118)
R1(y) p14 P11 + R2(v) Pay P21 + R3(y) Pzg p31 +

1
R4 () P44 p41 * 7-R5(Y) (P14 p21 * P24 pll) *

= =

1 7 \ "1 oot .
ROCr) (Pyg 3y * P3q Pry) * 7 RO (BpyPyy*PygPyy) *
1 R3(v)( + ) + % ROGH) (p + ) +
z P2q P31 * P3q Ppp) * 7 U0 R4 Pyy T Paq Poy
1 : i .
Vi R10(y) (P34 Paq + Pag p31) “+ RI1(y) P_114.-P11 o +
RIZ(Y) pyy Ppy * RI3(Y) P3y P3y * RIA(Y) gy Pyt
1 RIS(( + ) + % RI6(y) ( + )+
Vi YJAPygq Po; Y Pa P11/ T 7 YJ\Pjq P33 ¥ P3g Pq1.
Lrren( + ) + 2 RIB(Y)( + )+
7 P1a Pg1 ¥ Pgq P11’ T 32 YIPyq P31 T P3q Poy

1 oo 1
7 RO (Pyg Pyy * Pag Ppy) * 7 RO (Pgy By * Pyq P3p!

(5.119)
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}
MELEM (12,8)

U
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+

RL(Y) P1q Py * RZ(Y) Pyy Pyp * R3(Y) p3y P35y ¥

1 ‘
7 RS(Y) (P14 pzz + p24 plz)

+
+

R4 (v) p44 p42

1 Iy
7 ROUY) (Pyg P3p * P3g P1o) * R7CY) (Pyy Pyp * Pyy Ppp)

+

+
+

1 - 1 e
7 R() (P P3z * P3g Ppp) * 7 RO (g Pyg * PyqPyp)

. .
5 RI0(y) (P34 Pyp + Pgg Pzp) * R1IL(Y) Dy, Pqg *

+

R1Z(¥v) Py Ppg * R13(y) P32-p34 + R14(y) Py2 Pyg
1 1.5 ey ’ . i \
7 RIS (Pyp Ppg * Pyp Prg) + 7 RSPy Py + P3j Piy) *
1 1o o A
7 RT0I Py Pyg * Pgp Prg) * 7 RIBGA Py P3g P35 Py *

1 1
7 K9 (pyz Pyq * Pyg Ppg) * 7 ROM (P33 Pyy * Pyy P3y)

(5.120)

R1(v) P1g4 P13 + R2(y) Pog Pos + R3(y) Pz4 P33 +
1

RA(Y) pyy Py3 * 7 RS(Y) (Pyy Pa3 * Poy P13) *
3 R6(Y) ¢ + Dy Prg) * 3 RIEY) + )+
7 P1q P33 * P3g P13) ™ 3 P14 P43 * Pgq P13
L rs() ¢ + ) + = ROKY) ( . )+
Vi Py4 P33z * P3q Ppz) T 7 VI Py Pyz ¥ Pyyq P23
1 s - .
7 RI0C) "(P3q Py3 * Pyq P33) * RIL(Y) Py Pz = %
RI2(Y) pyy Pyz * RIS(Y) pgy Pgz * R14(Y) pyy Pyz +
1

o 1 c
5 RlS(.Y) (p14 p23 + p24 P13) + 7 R16(y) (pl).4’17p33 +'p3'_4- :_p13) +

7 R7GD Py Py3' * Piy Pr3) * 7 RIBGI(Byy P33 * P3y Pp3) *

1 1 . : .
7 RI9C) (Pp4 Py3 * Pyq Pp3x) * 7 RROMD Py Py3 * Pyy P33)

(5.121)
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MELEMi(IZ,lz)_ R1(%) pi4 + R2(Y) p§4 + R3(Y) p3, + R4 () pi4 +
+ R5.(Y) Pyg Pyg * RO(Y) Pyg Pgyq + RTQY) iPyq Pyyq *
+ RB(Y) Pyyg Pgg * RO(Y) Pyy DPyg + RIO(Y) pgy Dyy ¥
+ R11(y) pi, + R12(v)p3, + RI3(Y) p, + RI4(Y) pZ, +

+ R15(y) p14 Pag + R16(y) Pjg P34- + R17(y) Pyg 8444'

+ R18(Y) Py P3g + R19(Y) Pog Pyg RZO(Y)-P31P44

(5.122)
Sabendo-se que:
_ KX '
a = B+ AX (5.123)
KX
B T IX (5.124)
. KY
Y = Iz (5.125)
[
v =Y oty (5.126)
R1(x) = g& [%ZXL (sen 2xL + cos 2xL + 2) - %}
(5.127)
R2(x) = g; [%_ZXL(sen 2xL - cos 2xL - 2) + g}
(5.128)
R3(x) = g;.[?ZXL(4sen 2xL - cos 2xL + 2) - 1’

(5.129)
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_R4(.x), = 8_135 I>e_2XL (- sen 2xL + cos 2xL - 2) + q

(5.130)
RS(x) = 5= (sen 2xL + 2xL) (5.131)
R6(x) = 7= EZXL (sen 2xL - cos 2xL) +.1:] (5.132)
R7(x) = 51; (1 - cos 2xL) (5.133)
R8(x) = 5= (1 - cos 2xL) (5.134)
RO(x) = 2= [1 - e %Xl (sen 2xL + cos ZXL)“ (5.135)
RL0(x) = 5= (2xL - sen 2xL) (5.136)
RIL(x) =% | e**F (2 - sen 2xL + cos 2x1) - 3 (5.137)
R12(x) =% 2xL (2 + sen 2xL - cos 2xL) -1 (5.138)
R13(x) =% [e** (2 + sen 2xL - cos 2x1) - 1 (5.139)
R14 (x) =% |:e_2XL (sen 2xL + cos ZXL‘*-——-‘Zi) + Vl." (5.140)
R15(x) = —-)2(- l[:e'ZXL (sen 2xL + cos 2xL) - ;l (5.141)

X {.2xL : ]

R16(x) =5 [e (sen 2xL + cos 2xL) - 1] (5.142)
R17(x) = x (2xL. + cos 2xL - 1) (5.143)

R18(x) =.—% EeZXL (.sen 2xL - cos 2xL + 2) -_l‘l (5.144)
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RlQ(x)_ - x sen 2xL (5.145)

R20(x)

- X sen 2xL (5.146)

Todos os termos da matriz deverao ser 'mﬁl_t_i.p'l icados~ por

B e -

p + AX , sendo p a densidade do material da estaca. Os demails termos da

_banda inferior sdo iguais a zero; os termos da banda superior poderao ser fa

cilmente obtidos, uma vez que a matriz de massa equivalente € simétrica.

A alocagao da matriz de massa equivalente de um elemento

. na matriz de massa equivalente da estaca, considerando a uniao existente en-

- hd

tre os varios elementos em que foi dividida a estaca, € feita de forma analo

,“garao que foi feito para a matriz de rigidez (Vide-iiem 5.3.4} e, .portanto,

aqui omitido.

.

Antes de cada alocacdo, as matrizes de massa equi

.~ valentes de cada elemento sdo armazenadas em disco, para uso posterior.

5.3.6 - Introdugdao das Condicoes de Apoio nas Matrizes de Rigidez

e de Massa Equivalentes de uma Estaca

Quando numa determinada direcdo o apoio ‘&€ livre
nenhuma mudanc¢a nas linhas e colunas das matrizes de rigidez e de
massa equivalentes da estaca, correspondentes a esta direcio, te

ra que ser efetuada.

Quando numa determinada. direcdo o apoio € impedi-
do de se deslocar completamente devemos usar a técnica dos zeros
e um para alterar as linhas e colunas das matrizes de rigidez e de
massa equivalentes da estaca: nas linhas e colunas corresponden-
tes a esta direcdo armazenam-se zeros € no elemento da diagonal
(cruzamento-ida linha e coluna correspondente) armazena-se o nﬁmg

ro um. Este procedimento se faz necessario para que se garanta,
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nesta direcao impedida de se deslocar,um deslocamento igual a ze

" Tro.

Quando numa determinada diregcaoc o apoio pode ser
considerado uma "mola', devemos alterar a matriz ‘de riggkz daesta
ca adicionandq,a rigidez da mola ao termo correspondente na diagonal da ma-
 triz. A matriz de massa equivalente da estaca nao sofre%é nenhuma modificagdo

uma vez que consideramos a mola, idealmente, somente com proprieda-

des elasticas,{sem propriedades de inércia).

5.3.7 - Adaptacao das Matrizes de Rigidez e de Massa Equivalente

de Uma Estaca para a Cabega da Estaca.

As matrizes de rigidez e de massa equivalentes ob
tidas nos subitens 5.3.4 e 5.3.5 e corrigidaé para as condigdes
de apoio no subitem 5.3.6,‘r¢1acionam todos os deslocamentos no-
dais de uma estaca com os esforgos nodais. Como estamos supondo
o bloco de suporte dashﬁéquinas e equipamentos como rigido (vide
5.2), o deslocamento de qualquer ponto do mesmo podera ser defi-
nido pela posigao do ponto e pelos deslocamentos do .céntro de
gravidade do bloco,tﬁue estamos admitindo como sendo seis (tres
‘translagées e tres rotagodes)). Logo, precisamos relacionar os des;
locamentos do ponto da estaca contiguo ao bloco ou seja, a cabe-

¢a da estaca, com os esforgos aplicados neste mesmo ponto.

A obtencao da matriz de rigidez para a cabeca da
estaca, a partir da matriz de rigidez da estaca, foi feita = por
Diaz (1973) e para a matriz de massa equlvalente deduzidq;xn'néa

de forma.analoga.
Ambas estao descritas a seguir.

a) para a matriz de rigidez temos a seguinte rotina:

Sera imposto na. cabeca de estaca um deslocamento unitario, no

SEL, na diregdo de cada um dos seis graus de liberdade. As seis
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reacoes necessarias a restabelecer a posigao. de equilibrio de
verao ser calculadas. As 36 reagdes, para as 6 possiveis di-
regdes, convenientemente ordenadas, representam os termos da
matriz de rigideg_ﬂa cabega,da_estaca..

Sz1 ou-$=1 5p ou '51

® L
0 O,

(:>

O

i+1 | i+l Y

| © |

tal () (c)

®

FIGURA 5.3 - ETAPAS DA OBTENCAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA CABE-
CA DA ESTACA

Para calcularmos as seis reacoes para cada deslocamento, deve

mos seguir os seguintes passos:

1 - Os doze esforcos de engastamento -dos nos 1 e 2 (do elemen
to 1 da estaca), para um deslocamento unitario do né 1,nav direcdo
positiva do deslocamento considerado,deverao ser calcula-
das, supondo que o elemento 1 € engastado nas duas extre-
midades (vide Figura 5.3.b). '

2 - Os deslocamentos dos nos 1 e 2 deverdo ser calculados co-
mo solucao do sistema linear envolvendo a matriz de rigi-
dez da estaca e as reagoes dos esforgos calculados no pas
so 1. (vide Figura 5.3.c). Os deslocamentos do nd 1 de-
verao ser adicionados algebricamente ao deslocamento ‘im-
posto no passo 1.



b)

3 - As seis reagOes da estaca no nd 1 deverao ser obtidas pe-
lo produto da matriz de rigidez do elemento 1 pelos deslo

camentos dos ndés 1 e 2 .
para a matriz de massa equivalente temos a seguinte rotina:

Sera imposta na cabeca da estaca uma-aceleracdo pniiérid, no
SEL, na diregao de cada um dos seis graus .de iliberdade. As
seis reagdes de inércia necessarias a restabelecer a posicdo
de equilibrio deverdo ser calculadas. As 36 reacdes de inér-
cia, para as seis possiveis diregbdes, convenientemente ordena
das, representam os termos da matriz de massa equivalente da
cabeca da estaca.

Para calcularmos as seils reagﬁeé,de inércia para cada acelera
cao, devemos seguir oS seguintes passos: '

1 - Os dozé esforgos (de inércia) de engastamento dos nés 1 e
2 (do elemento 1 da estaca), para uma aceleracao unitéria
do nd 1, na diregdo positiva da aceleracdo considerada,de
verao ser calculadas, supondo que o elemento 1 & engasta-
do nas duas extremidades (vide figura 5.3b).

2 - As aceleragoes dos nos 1 e 2 deverdo ser calculadas como
solucdao do sistema linear envolvendo a matriz -de massa.equi
valente da estaca e as reacoes dos esforgos de inércia calculadesno
passo 1. (vide figura 5.3c). -As aceleragoes do nd 1 de-
verao ser adicionadas algebricamente a aceleracdo imposta

no passo 1.

3 - As seis reacoes de inércia da estaca no ndé 1 deverao ser
obtidas pelo produto da matriz de massa equivalente do ele

mento 1 pelas aceleragoes dos nos 1 e 2 .

5.3.8 - Transformacao das Matrizes de Rigidez e de Massa Equiva-

lente para o Sistema Global de Coordenadas

As matrizes de rigidez e de massa equivalente -pa

ra a cabega da estaca - foram obtidas no SEL. Estas matrizes de-

verao ser transformadas para o SEG. Esta transformagao podera

ser encontrada em Weaver (1967):
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'{RGLOB}='[}ROT} *Q{TRANsi]T * {RTOP} *.[EROT} *'{TRAst}
(5.147)
" {MGLOB} =.[}ROT} * {TRANS;}T * {MTOP} *“[?ROT} *'{TRAstl

(5.148)
onde {RGLOB} e {MCLOB} sao as matrizes de rigidez ¢ de massa

equivalente da estaca, referida ao SEG, sendo {RTOP} ce {MTOR},

respectivamente, estas mesmas matrizes, referidas ao SEL.

As matrizes de rotagao "{ROT} ve -de translacio

{TRANS} poderao ser encontradas em Weaver {(1967).

Para matriz de rotag¢iao temos:

CX = Cos (ALFA) (5.149)
CY = cos (sin(ALFA) * cos (OMEGA) (5.150)
CZ = cos (sin(ALFA) * sin (OMEGA) (5.151)
SO = sin (TETA) (5.152)
CO = cos (TETA) (5.153)
ROT (1, 1) = CX (5.154)
ROT (1, 2) = CY (5.155)
ROT (1, 3) = CZ | (5.156)
DEN = SQRT (CX * CX + CZ * CI) (5,157)
ROT (é, 1) = (- CX * CY * CO - CZ * S0)/DEN (5,158)
ROT (2, 2) = CO * DEN (5,159
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ROT (2, 3) = (- CY * CZ * CO - CZ * 50)/DEN (gjlbo)
ROT (3, 1) = (CX * CY * SO - CZ * CO)/DEN (5.161)
ROT (3, 2) = - SO * DEN (5.16;)
ROT (3, 3) = (CY * CZ * SO + CX * CO)/DEN (é?iés)

* 0Os demais termos da matriz sao iguais a zero; CX,
CY e CZ representam os cossenos diretores da estaca, TETA o an
gulo entre os eixos y do SEG e SEL e OMEGA o angulo forma

do pelo projegao da estaca sobre o planoc yz com o eixo Yy .

Se a estaca € vertical temos a seguinte matriz de

rotagao:

ROT (1, 2) = CY (5.164)
ROT (2, 1) = - CY * CO (géiss)
ROT (2, 3) = SO (5.166)
ROT (3, 1) = CY * SO | (5}167)
ROT (3, 3) = CO (5.168)
ROT (4, 5) = ROT (1, 2) (5:169)
ROT (5, 4) = ROT (2, 1) (53170)
ROT (5, 6) = ROT (2, 3) (5.171)
ROT (6, 4) = ROT (3, 1) (5.172)

ROT (6, 6) = ROT (3, 3) (5.173)
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0os demais termos da matriz sdo iguais a zero.

Para matriz de translacao temos:

TRANS (I, I) =1 (I =1, 6) (5.174)
TRANS (1, 5) = ZI | (5.175)
TRANS (1, 6) = - YI (5.176)
TRANS (2, 4) = - ZI (5.177)
TRANS (2, 6) = XI (5.178)
TRANS (3, 4) = YI (5.179)
TRANS (3, §) = - XI (5:180)
os demais termos da matriz sdo iguais a zero, sendo XI, YI e

LI as coordenadas da cabega da estaca, em relacao ao SEG.

5.3.9 - Matrizes de Rigidez e de Massa Equivalente do Estaquea-

mento, com a Influéncia do Bloco de Suporte das Miquinas

¢ Equipamentos

As matrizes da rigidez e de massa equivalente de-
verao ser acumuladas para se levar em conta a contribuigdo de to
das as estacas. Entretanto, além da contribuicdo das estacas, o
bloco de suporte das maquinas e equipamentos contribui significa
tivamente para a matriz de massa equivalente acumulada, modifi-
cando todos os seus termos diagonais. Nos termos corresponden-
tes ds translacOes somamos, aos termos da diagonal“corresponden-
tes, a massa total do sistema (bloco de suporte, maquinas -‘e/ou
equipamentos); nos termos correspondentes as rotacgées somamos,

aos termos da diagonal correspondente, os momentos de inércia da
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massa do sistema.

Temos:

MGLOB (1, 1) = MGLOB (1, 1j + MASSA (5+181)
MGLOB (2, 2) = MGLOB (2, 2) + MASSA (5.182)
MGLOB (3, 3) = MGLOB (3, 3) + MASSA (5.183)'
MGLOB (4, 4) = MGLOB (4, 4) + IX (5.184)
MGLOB (5, 5) = MGLOB (5, 5) + IY (5.185)
MGLOB (6, 6) = MGLOB (6, 6) + IZ (5.186)

Devido a ndo consideracdo das propriedades eldsti
cas do bloco de suporte, a matriz de rigidez acumulada nao sera

modificada.

5.3.10 - Determinacao das Frequencias Naturais ’de ‘Vibracao do

Bloco de Suporte

A equagaoc do movimento para um -$istema elastico
com um nimero finito de graus de liberdade podera ser encontrada

em Przemieniecki (1968).

Em notacao matricial temos:
MGLOB + U + KGLOB - U = PEQ (5.187)

onde PEQ & a matriz coluna de esforcos dinamicos equivalentes.

Para a determinacao das frequencias naturais de
vibracao do sistema, consideraremos PEQ = 0 , ou seja, a estru-

tura experimenta vibragoes livres.
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A equacap 5.187 se reduz a:
MGLOB + U + KGLOB + U = 0 (5.188)

Uma vez que as vibracdes livres sao harmonicas (vi-
de, por exemplo, a equacao 3.36), os deslocamentos U podem ser

escritos como segue:
U= gq sen fnt (5.189)

onde q € a matriz coluna de amplitudes dos deslocamentos U,

f, € a frequéncia natural e t & o tempo.

Substituindo a equacao 5.189%'na equacao 5.188 te-

remos, ap6s algumas simplificagoes:
(- f; MGLOB + KGLOB) q = 0 (5.190)

A equagao 5.190 tem solugdao diferente da trivial

para q somente se:
det (- £2 MGLOB + KGLOB) = 0 (5.181)

A equacgao 5.195 & denominada de equagdo caracte-
ristica do sistema e permite obter as frequéncias naturais de vi

bragao. do sistema (autovalores da equacao 5.190).

Para um dado valor de fﬁf podemos calcular, pela
equacao 5.190, as amplitudes relativas de g (observar -que a
equacao 5.190 representa um sistema de equacgoes lineares homoge-

neoj.
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5.3.11 - Determinacgao dos Deslocamentos e Aceleracoes .'do ~ Bloco

de Suporte

Estudaremos aqui o caso de forgas aplicadas harmo
nicas, que &, na pratica, o que mais se aproxima da excitacdo pro

duzida por maquinas rotativas.

Temos:
P§Q = PEQ sen wt (5.192)

e desprezando as amplitudes relativas as vibragdes livres (vide,

por exemplo, sub-item 3.3.2) temos:

[ o
Y
1)

‘sen wt” (5.193)

onde w € a frequencia excitante do sistema.

Substituindo a equagdo 5.193 e 51192 ina equagao

:5,187; temos apés algumas simplificagoes:

(- w® MGLOB + KGLOB) U

I}
o
o

(5.194)

VI Pré-multiplicando os termos da equagao /(5.19%))por

(- w? MGLOB + KGLOB) ' temos:

1

te

= (- w? MGLOB + KGLOB) ~ PEQ (5.195)

Atestamos que a inversao indicadana equacao (5:199),
para maquinas bem dimensionadas a ressonancia (+ 20% a + 30% das
frequencias - naturais- éa.a‘xfaixafﬂpfiplta ac problema dé-ressg

nancia), sempre € possivel,uma vez que dét(~'w? MGLOB + KGLOB) = 0
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somente para as frequencias naturais de vibragzo.

Calculamos os deslocamentos e aceleracgoes do blo-
co de suporte em intervalos de tempo de um oitavo de periodo. Pa
ra cada tempo serao calculados os deslocamentos, -acéleragoes e

esforgos nas estacas, além das pressdes transmitidas ao solo.

Substituindo a equagao 5.195 na equagao 5.193 te-
remos os deslocamentos do bloco de suporte, no tempo t. Derivan
do a equagao 5.193 duas vezes, em relacao ao tempo, e substituin
do nesta a equacao 5.195 teremos as aceleracoes do bloco de su-

porte, no tempo t

Em simbolos matematic®s teremos:

1

U = (- w? MGLOB + KGLOB) = PEQ sen wt (5.196)

U= - (- w?® MGLOB + KGLOB) ™% PEQ - w? - sen wt (5.197)

Os deslocamentos e esforcos induzidos nas estacas,
pelos deslocamentos dados na equacao 5.196, deverao ser superpos
tos com os deslocamentos e esforcos induzidos -'nas -:estacas pela

carga estatica permanente.

Os deslocamentos do bloco de suporte, para as car
gas estaticas permanentes poderdo .ser calculados através da ex-

pressao:

U_., = KGLOB!

~est ) PEQest (5-198

onde PEQ € a matriz coluna de esforcos estaticos equivalen-

est
tes.
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5.3.12 - Determinacdo Final de De51ocamentosg'Aceleragaes,‘Eéfor

A dete:minagéo dos deslocamentos dos nés da esta-
ca, a partir dos deslocamentos do bloco de suporte, foi feito por
Diaz; (1973) e a determinacdo das aceleracdes dos nds da estaca,
a partir das aceleracoes do bioco de suporte, foi 'deduzido por

nés, de forma analoga.
Ambas estao descritas a seguir:

a) para a determinacao dos deslocamentos dos nds da estaca temos

a seguinte rotina:

Os seis deslocamentos da cabeca da estaca deverao ser trans-
formados para o sistema local de coordenadas, através da sse-
guinte formula: '

U, = [:{ROT} *'{TRANS}] * U (5.199)

Os deslocamentos dos nos da estaca deverao :ser determinados

mediante os seguintes passos:

1. Os doze esforcos de engastamento dos nos 1 e 2 (do elemen-
to 1. da estaca), para um deslocamento igual a Ue , deve-
rao ser calculados, supondo que o elemento i;.é engastado

nas duas extremidadeés.

2. Os deslocamentos dos nos da estaca deverdao ser calculados
como solugdo do sistema linear envolvendo a matriz de rigi
dez da estaca e as reagoes dos esforgos calculados no pas-
so 1. .0s deslocamentos do nd 1 deverdo ser adicionados al

gebricamente aos deslocamentos dados pela equa§§01511993

Para os deslocamentos do bloco de suporte »devido ~as cargas
estaticas permanentes . devemos seguir toda a srotina descrita
acimacésadicionarsos résultados aos deslocamentos encontrados

anteriormente (com a atuacdo das cargas dinamicas).

b) para a determinacdo das aceleracbes dos nds da estaca temos a
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seguinte rotina:

As seis aceleragoes da cabeca da estaca deverao ser transfor-
madas para o sistema local de coordenadas, através da seguin-

te formula:
[%ROT} *.{TRAst} * U (5-200)

As aceleracGes dos nos da estaca deverao ser determinadas me-

diante os seguintes passos:

1. Os doze esforcos (de inércia) de engastamento dos ndos 1 e
2 (do elemento 1 da estaca), para uma aceleragdo igual a.
Qe , deverao ser calculados, supondo que o elemento 18 en
gastado nas duas extremidades.

2. As aceleracOes dos nos da estaca deverdao ser calculadas co
mo solucaoc do sistema linear envolvendo a matriz de massa

equivalente .da estaca e as reac;oes dos esforgos de 1nerc1a calcula-z

e o

=

‘dDS]K)paSSO 1..As aceleragoes do 6 1 deverdo ser adiciona-

das algebricamente as aceleracles dadas pela equagéoS.ZO@.

A determinacdo dos esforgos nos ndés dos elementos .da estaca
poderac ser calculados, para cada elemento, através da seguin

te formula:
F. = MELEM. * D. + RELEM. * D, (5.201)
i i ~i R i

- onde Di e Di representam as aceleracoes e ‘déslocamentos dos

nos i e i + 1 , respectivamente, sendo i o nimero do ele

mento.

As reacoes do solo ao longo da estaca deverao ser calculadas

multiplicando os deslocamentos dos nds ao longo da estaca pe—

1o moédulo de reagao correspondente, ou seja:

. e
RX = XX * DX (5.202)
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RY = KY * DY (5.203)
RZ = KZ * DI (5.204)
RMX = KMX * DMX (5.205)

A introducao da contribuigao da massa de solo que
vibra com a estaca, apesar de négligenciada, podera ser facilmen

te obtida através de diametro equivalente, com a expressao:

- 2 = _ 2 . 2
Yeq deq (vqg = vp) d] * vy 45 (5.2006)

sendo

deq = diametro equivalente

qu = peso especifico gquivalente-(poderemos adotar Y, ou Yz)
Y; = peso especifico do material da estaca

Y, = peso especifico do soio que vibra com a estaca

d; = diametro da estaca

d2 = diametro da area de solo que vibra com a estaca
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VI - COMPARACOES DOS MODELOS PROPOSTOS E COM RESULTADOS ENCONTRA
DOS EM REVISTAS TECNICAS

6.1 - INTRODUCAO

As Figuras 6.1 a 6.11 apresentam uma fundagao de
compressores projetada para a Refinaria Duque de Caxias (PETRO-

BRAS}, em Duque de Caxias, RJ.

0 subsolo da area apresenta uma extensa camada de
argila muito mole,sobrejacente a um solo residual onde estao as

sentes as estacas de fundacgao.

0 coeficiente de reacgao horizontal-ff@i admitido
como variavel linearmente com a profundidade e a constante do coe
ficiente de reagao horizontal N, s foi estimada em 0,03 kgf/cm?,
O coeficiente de reagao vertical do solo residual foi estimado,

conservadoramente (devido 4 ausencia de ensaios), em 9,6 kgf/cm?.

As estacas utilizadas foram pré-moldadas, centri-
fugadas, de 420 mm de diametro externo e 340 mm de diametro in-
terno, cravadas com extremidade normal. A carga vertical maxima

admissivel nas estacas & de 90 tf.

As estacas foram rotuladas no bloco de coroamento
(devido a auséncia de ferragem de engastamento) e no solo (devi-
do a pequena penetragao da ponta da estaca na camada de solo re-

sidual).

Fizemos tres analises para estes compressores,des

critas a seguir:
A) Utilizando o Método Classico

B) Utilizando o modelo matematico proposto, porém nao consideran
do a contencgao lateral do solo.



C) Utilizando o modelo matematico proposto, porém considerando a
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contengao lateral do solo.

6.2 - RESULTADOS

6.2.1 - Frequencias Naturais de Vibracao (em rpm)

FREQUENCIAS ANALISES
NATURAIS A B C
fnx 1449 195000 240000
fny 1266 170000 200000
f 2025 2150 18850
nz :
fn¢x 208 1950 6600
f 00 3000
ngy 150 8
fn¢Z 150 1400 5500
6.2.2 - Situagdaoc de Maximo Esforgo Horizontal
6.2.2.1 - Deslocamentos Maximos (em mm)
DESLOCAMENTOS | ANALISES
MAXIMOS A B C
Vertical 0.487 E-02 0.900 E-03 0.881 E-03
Horizontal 0.311 E-01 0.103 E-03 0.101 E-03
Plano yx 0.179 E-00 0.205 E-01 0.105 E-02
plano zx 0.659 E-04 0.733 E-07 | 0.851 E-10




95

6.2.2.2 - Cargas Maximas nas Estacas (em tf)

6.2.3.2 -

CARGAS ANALISES
MAXIMAS A B c
Vertical 0.155 E 02 0.125‘E~02 0.121 E, 02
Horizontal 0.207 E-01 | 0.180 E 01 0.120 E-01
6.2.3 - Situacdo de Maximo Momento.Torsor
6.2.3.1 - Deslocamentos Maximos (em mm)
DESLOCAMENTOS ANALISES
MAXIMOS A B C
Vertical 0.664 E-14 0.550 E-04 0.485 E-04
Horizontal 0.311 E 00 0.290 E-02 0.275 E-02
Plano yx 0.460 E-02 | 0.101 E-02 | 0.888 E-03
Plano zx 0.974 E-03 | 0.835 E-04 | 0.435 E-07
Cargas Maximas nas Estacas (em tf)
CARGAS ANALISES
MAXIMAS A B c
Vertical 0.128 E 02 | 0.120 E- 02 0.119 E-02
Horizontal 0.178 E 01 0.150 E-01 0.111 E-01
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6.3 - CONTRIBUICKO ADICIONAL

Saul (1968) propos um método geral de analise tri
dimensional de fundacoes em estacas, para cargas estaticas e di-
namicas, baseado nos principios da Analise Matricial da Mecanica

das Estruturas.

0 coeficiente de reacao horizontal foi admitido
constante com a profundidade e igual a 0,1 kci (aproximadamente
2,8 kgf/cm®). O coeficiente de reacdo vertical na ponta da esta
ca foi admitido igual ao valor do coeficiente de reac¢do horizon-

tal.

As estacas utilizadas foram metalicas de segdo qua
drada vazada de 1/2" de parede e area de seccao transversal igual
a 16,10 sq in (aproximadamente 104 cm?). Nao existe indicacoes
da carga maxima vertical e/ou horizontal que a estaca resiste co
mo pega estrutural (cargas maximas -nominais). As estacas foram

engastadas no bloco de coroamento e no solo.

As ﬁnicas comparagoes permitidas do modelo matemé
tico propesto por Saul (analise A) com o modelo por nds proposto
(analise B) sdo as frequencias naturais de vibracao. Chamamos a
atencao, entretanto, que o procedimento sugerido por Saul consi-
dera a matriz de massa discreta, com a contribuicao das proprie-
dades de inércia do bloco de coroamento das estacas e sem a con-
tribuicao das propriedades de inércia do estaqueamento, particu-
laridade esta incorporada ao modelo por nds proposto (utilizamos

a matriz de massa consistente).

Os resultados estao apresentados a seguir:
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Frequencias Naturais de Vibragao (em rpm)

FREQUENCIAS ANALISES

NATURAIS i -
£ 742 607
nx
oy 748 197
£, 823 32
f 1952 29
néx
£ 2084 27
ney
fn¢z 2173 18
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VII - CONCLUSOES E SUGESTOES PARA PESQUISAS AFINS

7.1 - CONCLUSOES

Fundacdes de miquinas ainda & um campo aberto a
pesquisa em nosso pais. Apesar de contarmos com pesadas obras in
dustriais, tais como refinarias, siderirgicas, indGstrias de pro
cesso, etc., nao temos conhecimento de pesquisas teoricas e/ou

experimentais sobre o comportamento de fundagoes submetidas acar

regamentos dinamicos.

Os contratantes de obras industriais deveriam ava
liar o retorno que investimentos nesta drea trariam, contribuin-
do, a médio prazo, para diminuigdo dos custos de construg@o, ab-
sorcio de '"know-how" e concorréncia ao grande volume de consulto

ria externa.

Esta tese representa o inicio de um campo de pes-
quisa no Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ; esperamos
continuar dando nossa contribuicao ao tema, dentro dos trabalhos
de pesquisa que procuraremos desenvolver como docentes da UFRJ .
Sentir-nos-emos gratificados se houver continuidade deste mnosso
trabalho. Para tanto, o apoio de instituigdes de pesquisas, uni

versidades e empresas piblicas e privadas sera fundamental. .

0 método cldssico de andlise de fundagdes de ma-
quinas, proposto por Raush (1943) , representa um eficaz roteiro
para projetos. Sua aplicagao € relativamente simples e, sem es-
forcos substanciais, podera ser manuseado sem o emprego de compu
tadores digitais que, no Brasil, ainda nao sao de wuso corrente

em Empresas de Engenharia, médias a pequenas. Os resultados ob-
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tidos com a aplicacdo deste método, comparado com o modelo mate-
mitico proposto nesta tese, sao conservativos, com um fator de

seguranga que nao compromete a economia,

Este sob:e dimensionamento, em se tratan&:de dn;s
industriais, representa uma garantia para a imprecisao na avalia
gao das cargas dinamicas, métodOS'incorretos de execugao ou so-
brecargas que nao sejam possiveis de computar por ocasiao da ela
boragao do projeto (estocagem de estacas pré-moldadas para amplia
¢oes da obra, por exemplo), entre outros casos, e, principalmen-
te, para reduzir o risco da produgao perdida e do reforgo da fun

dacao, no caso de um insucesso.

Os resultados obtidos com é aplicagao 'do modelo
matematico proposto permitem um perfeito dominio do comportamen-
to de fundagbes de maquinas rotativas sobre estacas, ja que simu
lamos de forma bastante adequada as condigoes reais. A maior di
ficuldade na aplicabilidade do mesmo resulta na determinacao do
modelo fisico, sempre aproximado, e, algumas vezes, de forma gros

seira.

Este modelo representa uma conquista da Engenha-
ria Brasileira, visto que com o mesmo desenvolvimento matematico
e hipoteses basicas equivalentes, temos © ‘'métodorproposto por
Diaz (1973) para analise de estaqueamentos solicitados a carre-

gamentos estaticos.

Para analise de resultados de uma ifstrumentagao,
ou para o projeto de pesados compressores, cremos que este mode-
lo esta apto a prestar um apoio substancial e sem similar noatual

"state-of-the-art" de fundagoes de maquinas.

A matriz de massa consistente para um elemento en

volvido por um meio elastico, extremamente importante na analise
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dinimica de fundacdes sobre estacas, foi um exaustivo trabalho
manual, poréem necessirio para minimizar os tempos de processamen
to em compu;adores digitais. 70 programa de computador,usando es
ta matriz, ficou bastante atrativo pela precisao dos resultados

e pelo baixo custo na sua aplicagao.

As inversces e integracoes realizadas para a de
terminagao da matriz de massa consistente para um elemento envol
vido por um meio elastico, em sua forma explicita, foram subme-
tidas a uma comparagio com analises numéricas, em numero sufici-
ente a se obter absoluta confianga nas equagoes apresentadas. O
_texto também foi exaustivamente revisto. Portanto, pesquisado-
res e projetistas de Fundagdes de Maquinas e Estruturas Mariti-
mas (Estruturas "off-shore") poderao empregar a matriz de massa

equivalente para um elemento envolvido por um meio -elastico

"ipsis litteris'.

7.2 - SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

A avaliacao experimental de parametros elasticos
dinamicos, efeitos do recalque dinamico residual, propagagido de
ondas elasticas no solo induzidas por cargas dinamicas,fundagdes
de turbinas, fundagoes de geradores, fun&agaes de maquinas que
produzem impacto sao temas que o crescimento industrial do nosso

pais exige respostas precisas.
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APENDICE I

DEDUGCAO DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE DE UM

ELEMENTO ENVOLVIDO POR UM MEIO ELASTICO

SEG

FIGURA AI.1l - ELEMENTO DE UMA ESTACA NO SISTEMA LOCAL DE COORDENADAS

1 - INTRODUCAO

Calcularemos aqui a matriz de massa equivalente de
um elemento, obtido de uma discrétizagéo da estrutura, usando .0
SEL. Este procedimento € conveniente do ponto de vista computa-
cional e € largamente utilizado nos inUmeros programas de compu-

tadores disponiveis para calculo de esforcos em estruturas.

A matriz de massa equivaleﬂte serd calculada ba-
seada na distribuicao de deslocamentos estdticos, através da se-

guinte expressao:

APOIO CULTURAL GRUPO RIPASA
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M = ./‘p al - a dvol ' (AI.1)

onde a representa a matriz que relaciona os deslocamentos de
um ponto qualquer da estrutura e os deslocamentos nodais (numero
finito de deslocamentos selecionados em alguns pontos arbitra-

rios da estrutura) € p a densidade do material da estaca.

Considerando a Figura AI.l1 teremos, por exemplo:
u=a-U (AT.2)
sendo:

u = {b

- ]_’b

2 L] b b b

5. by bl (AI.3)

5 kd

U = {u;,u;,ugz,u,,uc,ug,U;,0g,ug,U50, U5y, Up,l
(AI.4)

Desenvolvemos aqui o procedimento de determinacao

da matriz a e, consequentemente, da matriz m , por integracao

direta.

2 - RELACAQ ENTRE bl’ u, e u,

A equagao diferencial correspondente sera:

(E - A - 22 (by) - KX « (by) =0 (AI.5)
dx?

"APOIO CULTURAL GRUPO RIPASA
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Dividindo todos os termos da equagao Al.S poT

E « AX ficamos com:

ik KX

P (by) - g~xx - (by) =0 (AI.6)
X
Denominando ﬁ“izﬁi de a® e substituindo na
equagao AIL.6 teremos:
d? |
“— (by) - a? (by) =0 (AI.T)

ax?

Da Teoria das EquagGes Diferenciais Ordinarias,te

mos a solucgao geral da equagdo AI.7

b, = C, e** + ¢, ™%X (AL.8)

As condigoes de contorno do problema sao:

(AI.9)

[
o

b, (0)

l -
o

bl(L) (AT.10)

Aplicando estas condigOes na equacao AlI.8, tere-

mos:

by (0)

|
ot
._l
1
4]
ot
+
(@]
]

(AT.11)

]
@]

by (L) = u, e (A1.12)

A solugao do sistema de equagOes lineares formado
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pelas equagdes Al.11 e AI.12 sera:

. ugy -oug (cos hal. - sen hol)

c. = , (AI.13)
1 2 sen holL
U {cos hol + sen .hdL). - ‘u7
Cp = 2 sen hal (AI.14)

Substituindo as equagoes AI.13 e AI.14 em AI.8 e

fazendo algumas simplificagoes teremos:

1 .
b1 = <en hal [;1 sen ho(L - x) + u, sen ha%} (AI.15)

3 - RELACAO ENTRE b, ,u, e u,

A equagdo diferencial correspondente Sera:
d2

G - I)(—d)(—‘2 (b4) - (KMX) - (b4) =0 (AI.16)

Dividindo todos os termos da equacao AI.16 | por

G - IX ficamos com:

a2 KMX )
e P4) T g ax Py = O (AL.17)
. - KM
Dencminando ngj%i' de B? e substituindo na equa.
gao AI.17, teremos: |
d? 2
o (by) - 8 b4 =0 (AI.18)
x .

A solugdo da equagao AI.18 & analoga a solucdo da

equagao AI.7 e, portanto, aqui omitida.
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dinamica de fundagoes sobre estacas, foi um exaustivo trabalho
manual, porém necessario para minimizar os tempos de processamen
to em computadores digitais. -0 programa de computador,usando es
ta matriz, ficou bastante atrativo pela precisao dos resultados

e pelo baixo custo na sua aplicagao.

As inversoes e integragoes realizadas para a de
terminagao da matriz de massa consistente para um elemento envol
vido por um meio elastico, em sua forma explicita, foram subme-
tidas a uma comparacio com analises numéricas, em numero sufici-
ente a se obter absoluta confianga nas equagoes apresentadas. O
texto também foi exaustivamente revisto. Portanto, pesquisado-
res e projetistas de Fundacdes de Maquinas e Estruturas Mariti-
mas (Estruturas "off-shore') poderao empregar a matriz de massa
equivalente para um elemento envolvido por. um “mei¢:;e1£stico

"ipsis ‘litteris".

7.2 - SUGESTOES PARA PESQUISAS FUTURAS

A avaliacao experimental de parametros elasticos
dinamicos, efeitos do recalque dinamico residual, propagacao de
ondas elasticas no solo induzidas por cargas dinamicas,fundagoes
de turbinas, fundagoes de geradores, fundagﬁes de maquinas que
produzem impacto sao temas que o crescimento industrial do nosso

pais exige respostas precisas.
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APENDICE I

DEDUGCAO DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE DE UM

ELEMENTO ENVOLVIDO POR UM MEIO ELASTICO

. - R |

FIGURA AI.1 - EIEMENTO DE UMA ESTACA NO SISTEMA LOCAL DE COORDENADAS

1 - INTRODUCAO

Calcularemos aqui a matriz de massa equivalente de
um elemento, obtido de uma discretizagao da estrutura, usando o
SEL. Este procedimento € conveniente do ponto de vista computa-
cional e & largamente utilizado nos in(meros programas de compu-

tadores disponiveis para calculo de esforgos em estruturas.

A matriz de massa equivalente sera calculada ba-
seada na distribuicao de deslocamentos estaticos, através da se-

guinte expressao:
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M = -/'p gT + a dvol (AI.1)

onde a rTepresenta a matriz que relaciona os deslocamentos de
um ponto qualquer da estrutura e os deslocamentos nodais (nimero
finito de deslocamentos selecionados em alguns pontos arbitra-

rios da estrutura) € p a densidade do material da estaca.

Considerando a Figura AI.l teremos, por exemplo:
u=a-1U (AT.2)
sendo:

(AI.3)

-_{ul’u2’u3’u4’uS’UG’u7°u8’u9’u10’U‘ll’u12}
(AI.4)

Desenvolvemos aqui o procedimento de determinacao

da matriz a e, consequentemente, da matriz m , por integracao

direta.

2 - RELACAQO ENTRE bl’ u,_ e u,

A equacao diferencial correspondente sera:

d?

dx?

(E.+ AX) » (by) - KX « (by) = 0 (AI.5)
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Dividindo todos os termos da equacao AI.5 : por

E - AX ficamos com:

42 KX L
X -
Denominando E_gzﬁi de a® e: substituindo na

equacao AI.6 teremos:

dz
dx?

(b)) - a’ (by) = 0 (AI.7)

Da Teoria das Equagoes Diferenciais Ordinarias,te

mos a solucao geral da equagao AI.7

b, = C, e** + ¢, o™X _ (AI.8)

As condigoes de contorno do problema sdo:

bl(O) uy (AI.9)

by (L) = u, (A1.10)

Aplicando estas condigoes na equacao AI.8, tere-

mos:

by (0)

I
ot
=
I
(]
ol
+
9]
3]

(AI.11)

1t
(]
4]

+
)

bl(L) = u. 1 5 © (AI.12)

A solugao do sistema de equagOes lineares formado
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pelas equagoes AI.1l e Al.12 sera:

S uy t‘ul.(cos.hdL‘e,sen.hdL)

C. = _ ‘ (AT.13)
1 Z sen hal
Uy (cos hal +.sen.hdL).<.u7
€2 = Z sen haol (AI.14)

Substituindo as equagoes AI.13 e AI.14 em AI.8 e

fazendo algumas simplificacoes teremos:

b, = senl — [%1 sen ha(L - x). + u, sen ha%} (AI.15)

3 .- RELACAO ENTRE b4, Uy € Uy,

A equagao diferencial correspondente. sera:

dZ
dx?

G « IX

(by) - (KMX) - (b,) = 0 (AI.16)

Dividindo todos os termos da equacao AI.I6 | por

G » IX ficamos com:

d? KMX _
pow (by) - g—=x by = 0 (AI.17)
Denominando 'éjg@%f de 8% e substituindo na equa

cao AI.17, teremos:

d2

2

(by) - 8% by =0 : (AI.18)

dx

A solugao da equagao AI.18 & analoga a solucido da

equacao AI.7 e, portanto, aqui omitida.
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b,

Com as condigoes de contorno:

b, (0) = u, (AI.19)

b4(L)' (AT.20)

Y10

temos a solugao da equacao AI.18

b4 = EEﬁlHEf [§4 sen hB(L - x) + Uy sen hB%} (AI.21)

4 - RELACAO ENTRE b2 ’b6 2 Uy s Ue , Ug € U

12

A equagao diferencial correspondente sera:

' L
B+ 12) 4= (b)) + Ky - b, = 0 (AT.22)
dx*

Dividindo todos os termos da equacao :“AI.Z2 por

E - IZ ficamos com:

d4
X
Denominando E_¥IT7 de y* . e: substituindoe na

equagao AI.23 teremos:

dh

dx*

4 =
(bz) + b2 = 0 (AI. 24}

Da Teoria das Equagoes Diferenciais Ordinarias,te

mos a solugao geral da equacao AI.24:

b, = (Cg e o e ') cos yx +(C3eYX4-C4e_wﬁ sen yx (AI.25)
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As condicoes de contorno para este problema sao:

b,(0) = u, (AI.26)
b (0) = ug (AI.27)
by (L) = ug (AI.28)
bg(L) = ug, (AI.29)

Aplicando as condigoOes de contorno, 'dadas pelas

equacoes AI.26 e AI.28, na equagao AI.25, teremos:

bz(O) =u, = C1 + C2 (AI.30)

L -vL -
bz(L) = Ug = (Cl e’ 4 C2 e Y ) cos yL + (C3 eYL + C4 e YL)senyL
(AI.31)

Derivando a equagao AI.25 ficamos com:

b6 = Cy y e’ (cos yx - sen yx) - C, v e X (cos vyx + sen yx) +

X -Y

: X
+ C3 Y € (cos yx + sen yx) + C4‘Y e . (cos yx - sen yX)

(AI.sé)

Aplicando as condigoes de contorno, dadas: pelas

~equacgoes AIl.27 e Al.29, na equacdo AI.32, teremos:

b6{0) = u6f= Y(Cl - C2 * C3 + C4) (AI.33)
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‘ o o YL : -yL .,
b6 (L) = Uy, = Cl ye' “(cos yL - sen yL) - CZ 2y e 7 (¢os yL + sen yL) +

-'YL

+ C3 Y eYL (cos yL + sen yL) + C4 e v(cos yL - sen vyL)

(AI.34)

As equagoes AI:.25 e AI.32 em forma matricial po-

dem ser escritas:

( b rIl n n n T C
2 11 12 13 14 1
C,
< = - (AI.35)
Cs
\ bs P21 Mz a3 Mg | | G
onde:
nyq = e’ cos X (AI.36)
n,, = e ¥ cos yx - (AI.37)
nyg = e’ sen YX (AI.38)
Ny, = e X sen yx (AI.39)
n = e¥® - -
21 Y - (cos yx - sen yx)' (AI.40)
N,, = - Y'er (cos yx + sen yx) (AI.41)
Moz = Y e VX (cos yx + sen yx) (AI.42)
n = e_Yx( cr e h¥ 3
24 Y COos yX sen yx) (AI.43)
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As equacgoes AI.30, AI.31, AI.33 e Al.34, em forma

matricial podem ser escritas:

(Y | T ()
4, My My Myz My 1
u m m m m C ‘
6 1 22 23 24 2
{ > = 2 < ?(AI.44)
ug Mzy Mgy Mzg Mgy, Cs
Yy2 | M1 Mgz M43 Mgy Ca
\ -\ )
onde:
mg = 1 (AI.45)
m, =1 (AI.46)
mg = 0 (AI.47)
my, =0 (AI.48)
my, = ¥ (AI.49)
my, =- ¥ (AI.50)
Myz = Y (AI.51)
My, = Y (AI.52)
Moy = " cos yL (AI.53)
31 T e

Mgy = e YL cos vL (AI.54)
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Mgy = eYL sen yL (AI.55)
- -YL 3
m,, = e sen yL (AI.56)
34
_ yL
my; T Y e (cos yL - sen yL) (AL.57)
My, = = ¥ e_YL (cos yL + sen vyL) (A1.58)
Mg =Y eYL (cos yL + sen vL) (AI.59)
Mgy = y'e_YL (cos vyL - sen +vL) (AI.60)
A equacao matricial AI.44 pode ser -'reescrita da
seguinte maneira:
4 A
( C ) i m m -t
1 M1 12 13 M4 Yz
C2 M1 Mz Mpz My g _
< >= > (Al.61)
Cg Mz Mzp Mgz Mgy ug
L) LM M2 ™3 Mgy | 12
\

Temos:
- ~
M1 ™2 M3 My
P2b M1 Miz Mz Myg| | My My Mz My
B6) © M1 My Myz Mgy | | My Mg Mz omg,
T4l T4z M43 Mgy |

Chamando de E 4 inversa da matriz

-1

k]

}( AT,

62)

podemos
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reescrever a emogao matricial AI.62 da seguinte forma:

pll =

pl2

pl3

plé

p2l

p22

p23

p24-

P31

Os termos da matriz P sao:

2 sen® yL + sen 2yL + (1 - e

-2vyL

)

4 (sen? ¥l - sen®’ hyL)

sen? yL

2y {sen? YL --:sen? h¥%L)

>(AI.

- {(sen yL cos hyL + cos yL sen hyl)

2 (sen? yL - sen? hyL)

sen yL sen hyL

2y (sen? yL - sen? hyl)

2 sen yL - sen 2yL + (1 - e2Y

Ly

4 (sen? yL - sen? hyL)

- sen? yL

2y (sen? yL - sen? hyL)

sen yL cos hyL + cos yL sen hyL

2 (sen? yL - sen? hyL)

- sen yL sen hyL

2y (sen? yL - sen?® hyL)

- 2 Sen2 'YL - sen ZYL ~_ (1 = e

-2vL

)

4 (sen? yL - sen?® hyl)

(AL.

(AI.

(AI.

(AI.

(AI.

(AI.

(AI.

(AL.

(AI:

63)

64)

65)

66)

67)

68)

69)

70)

71)

72)



p3Z =

p33

p34

pdl

paz =

pé43

pd4d

matriz _P".

5 - RELACAO ENTRE b. , be, ug, ug e

—sem 2yL + (1 - e
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[ S

-2yL

4% (sen? yL - sen? hyL)

=vyL

€ sen yL + sen ¥L sin hyL = cos yL 'sin hyL
2(sen? yL - sen? hyL)
(AIL.
-vL _ e
e sen yL - cos yL sen hyL (AI
2y (sen? yL - sen? hyL)
- 2 sen® yL - sen 2yL + (1 ?'eZYL) (AT
4 (sen?® vyl - sen? hylL)
“sen 2yL + (1 - eZYL) (AI

2y (sen? yL - sen? hyl)

eyL sen YL + sen YL sen hYL + cos YL sen hYL

2 (sen? yL - sen? hyL)

(AI.

—eYL sen YL + cos YL sen hyL (AI

2y (sen? yL - sen? hyl)

) (AI.

73)

74)

. 75)

70)

77)

78)

-79)

Denominaremos de Q o produto da matriz N pela

91

A equagao diferencial correspondente sera:

d

"
E-IY -S— (by) + KZ « by = 0 . (AI.

dx* 3

Dividindo todos os termos da equacao AI.80

E - IY ficamos com:

80)

por

81)



ISQ}

Denominando lf;¥ETT de y* e Ssubstituindo na
equacao AI.84 teremos:
- (bg) + w by =0 (AI.82)
X .

A solucao da equacao AI.82 segue a mesma metodolo

gia utilizada na solugao da equagao AIl.24 e seri aqui omitida.

A equacao AI.63 sera escrita, para este caso, da

seguinte forma:
B 1 1 L) 1 n ru —\
P13 P12 Pz Ppg 3

3 | 11 M2 M3 Mgl | Py Pz Pz Py ) ug |
S . . > (AT.85)
b Moy Tz Mpz TMpg| | P3p Pzp P33z Pzp | | Yo

g Pa1 Pz Paz Py | (VY11

Denominaremos de Q' o produto da matriz N' pe--

la matriz

Jrrg

6 - MONTAGEM DA MATRIZ a .

Alocando convenientemente os termos das ‘equagoes

AT.15, AI.21, AI.63, e AI.83, temos a matriz:



(AI. 84)
onde:
_ sen hao (L - x)
411 T sen hal (AI.85)
a _ sen hax (AI.86)
17 sen hal .
Q1 = nyy Pyy * My Py Y Mpg Py * Mgy Py (ALL87)

Qz = Myp Prz * Mgy Pyp * Dy3 P3p * Dy, Pyy  (AL.88)

ny, Pys  (AL.89)
N1gq Pgq (AL90)
Qi1 = P13 Pi1 * Mip P21 * M3 P31 * Miy Py (AT.91)
Qiz = M1 Pip * Myp Ny * Nyg Py * Ny, Pyy  (AL.92)

Qi3 = M11 Pi3 * Mg Pz * My3 P33 * Mig Py3  (AL.93)

Q14 = My P1g * Pyz Paq * D3 P3q * Ny, Py (AL.94)



.132;;

a sen hB(L - x)
44 sen h L

Ny1 P1g ™ Doy Pog * Ny3 P3y

(AI.95)

(AI.96)
né4 p&l (AI.97)
né4 Pas (AI.98)
Ny p&a (AI.99)
né4 p44 (AI.100)
Nog Pyq (AI.101)
Moy Py (AI.102)
Ny, p4§, (AI.103)
N,y Pyy (AI.104)

7 - MONTAGEM DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE PARA UM ELEMENTO EN-

VOLVIDO POR UM MEIOQO ELASTICO

Os termos da matriz de massa consistente, para um

elemento envolvido por um meio elastico, foram obtidos com o au-

xilio das equacgoes AI.l e AI.84.

As operagoes realizadas foram:

MELEM (1, 1) = p » AX ~/°a2 dx

]

(AI.105)



MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

MELEM

(2

(3

(4

(5

(5

{6

(6

{7

(7

(8

(8

(8

(9

(9

Z).

3)

4)

3)

3)

2)

0)

1)

7)

2)

6)

8)

3)

5)

+ AX

(3]

=

AX (Qil + Q%l) dx (AI.106)

dx (AI.108)

O
L
AX J/F(Qii + Q32 dx (AI.107)
O
]

S Q] Qpp * Qp Q) dx
(AI.109)

(Qi§ + Qé%) dx (A1.110)

(AI.111)

(Q}, *+ Q},) dx  (AI.112)

AX ayq aqy dx (A1.113)
AX [ al dx (AI.114)
(o]
L
AX v//}le Qup * Q3 Qp) dx
Q
(AI.115)
AX‘J/P(le Qp * Q3 Q) &
(AI.116)

AX d/p(Qis + Q%g) dx (AI.117)

AX [ (Qiz Qi1 *+ Q3 Qpy) dx

(A1.118)
Q13 Q1 * Q3 Q) &
(AI.119)

/
/
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APENDICE ITI

"FLOW-CHARTS" DOS PROGRAMAS DE COMPUTADOR



PROGRAMA MAQ. 1
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. SISTEMA
ESTAQUEAMENTO / ﬁUNDACAO MAQUINA

RIGIDEZ DO INERCIA do SISTEMA
ESTAQUEAMENTO FUNDACAO - MAQUINA |
FREQUENCIAS NATURAIS

. DE VIBRAGAO

CARREGAMENTO

TRANSFERENCIA |
PARA GG DO SISTEMA

AMPUTUDES MAXIMAS
DE VIBRACAO .

GARGAS ESTATICAS
EQUIVALENTES

CARGA NAS ESTACAS

FIM




f

( INICIO )
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— ———

CA’L.CULO DA RIGIDEZ 0O ESTAQUEAMENTO

e

CALCULO DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS
DO SISTEMA FUNDAGAO — MAQUINA

-

CALCULO DAS FREQUENCIAS NATURAIS DE
VIBRAGAD

TRANSFERENCIA DOS ESFORGOS PARA O
CG DO CONJUNTO

ey Y -]
.

CALCULO DAS AMPLITUDES MAXIMAS  DE
VIBRAGAO

CALCULO DAS CARGAS ESTATICAS EQUIVALEN
TES NO PLANO DE ARRAZAMENTO DAS ESTACAS

CALCULO DAS CARGAS NAS ESTACAS

IMPRESSAC DOS RESULTADOS




PROGRAMA MAQ. 2
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SISTEMA

/ [ CARREGAMENTO

A TO - It AQUI
ESTAQUEAMEN / / FUNDACAO ~ MAQUINA

RIGIDEZ E INéRCIA
DAS ESTACAS

INERCIA DO SISTEMA

TRANSFERENCIA PARA
0 CG DO SISTEMA

ADAPTAGAO AS CONDI-

GOES DE. CONTORNO

ADAPTACAO A CABEGA
DAS .ESTACAS

CONTRIBUIGAO DO BLOCO
DE COROAMENTO

FREQUENCIAS NATURAIS
DE VIBRACAG

o

RESPOSTA DINAMICA
DO ESTAQUEAMENTO

Fim




NAO

NAO

( INICIO )

ﬁ
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LEITURA DOE COMENTARIOS

PROPRIEDADES GEOMETRICAS DO SISTEMA
MAQUINA — FUNDAGAO

LEITURA DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS E
DE MASSA DO ESTAQUEAMENTO

LEITURA DAS CONDICGES DE EXTREMIDADE

MONTAGEM DA MATRIZ OE RIGIDEZ £ DE
' MASSA DA ESTACA

Ne DE
DIVISDES
=0

ADAPTA(;AO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E ©OE
MASSA DA ESTACA AS CONDIQOES DE
EXTREMIDADE

ADAPTAGAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DE
MASSA PARA A CABEGA DA ESTACA

ESTACAS

=0

SIM
o,
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INTRODUQKO DA CONTRIBUICAO DO BLOCO DE
COROAMENTO NA MATRIZ’ _DE MASSA

FREQUENCIAS NATURAIS DE VIBRAGAO

CALCULO ‘DA RESPOSTA DINAMICA DO
ESTAQUEAMENTO

IMPRESSAO DE RESULTADOS

nRo Ne R\ |
CARREGAMENTO FiIM





