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ABSTRACT 

This work is supposed to be a guide for the 

design computations of foundations under reciprocàting engines 

on piles. 

Basic recommendations, suggestions, typical va­

lues and correlations were introduced as support to the elabora 

tion of a typical design. 

We introduce the classic theory of vibrations of 

massive machine foundations resting on a semi-infinite elastic 

solid, proposed by Rausch (1943), anda theory by us proposed 

sufficiently exact within the actual "state-of-the-art" of ma­

chine foundations based on the theory of Matrix Structural Ana­

lysis. 

We have also studied how ,•lo.· obtain unbalanced 

inertial forces in Reciprocating Engines and made comments on 

its dynamic balance. 

Comparisons of the two theories .,presented wi th 

resul ts found in technical magazines were included. 

Deduction of consistent mass matrix for an ele­

ment embedded in the soil represented the greatest contribution 

of this thesis for the technical-scientific world :since we 

don't find such development in any book or technical magazines 

consulted. 

Computer programming "flow-charts" elaborated for 

calculating results and used in the comparisons of the two theo 

ries were presented as a help to concerning researchto which it 

is necessary to employ digital computers. 
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RESUMO 

Este trabalho pretende ser um guia para o projeto 

de Fundações de Miquinas Rotativas sobre Estacas. 

Recomendações bisicas, sugestões, valores típicos 

e correlações foram apresentadas como apoio à elaboração ,l.de um 

projeto tipo. 

Apresentamos a teoria clissica de vibrações de um 

bloco rígido apoiado em um meio elistico, proposta,por,·Rausch (1943), 

e uma teoria, por nós proposta, suficientemente exata dentro do 

atual "state-of-the-art" de Fundações de Miqüinas, 'baseada nos 

princípios da Anilise Matricial da Mecânica da Estruturas. 

Estudamos também a obtenção das forças de inércia 

para miquinas rotativas e tecemos comentirios sobre o seu balan­

ceamento dinâmico. 

Comparações das duas teorias apr.esentadas "e com 

resultados encontrados em revistas especializadas foram :'.inélúÍ­

das. 

A dedução da matriz de massa consistente ,para um 

elemento envolvido por um meio elistico representa a maior con­

tribuição desta tese ao meio técnico-científico, uma vez que nao 

encontramos tal desenvolvimento em nenhum livro ou revista técni 

ca consultados. 

"Flow-charts" dos programas de computador elabor~ 

dos para cilculo dos resultados, usados nas comparações das duas 

teorias, foram apresentados como ajuda em pesquisas afins E que 

necessitem o emprego de computadores digitais. 
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I - INTRODUÇÃO 

1.1 - GENERALIDADES 

O objetivo do presente trabalho é obter a respos­

ta dinâmica de um estaqueamento, excitado por urna solicitação se 

noidal ou cossenoidal, como ocorre com as máquinas rotativas. 

Para tanto, foram elaborados programas escritos em 

linguagem FORTRAN a partir da formulação clássica e de um modelo 

matemático que simula inúmeras características da fundação a ser 

projetada, tais como: contenção do solo, engastarnento das esta­

cas no bloco de coroamento e no solo, etc. 

Carregarnentos,d-istribuÍdos.atuantes·sobre as-esta 

cas terão o seu efeito computado à parte. Este procedimento e 

conveniente do ponto de vista de economia computacional, notada­

mente quando se compila o programa para sua utilização ao invés 

de se gravar em disco, pois a sua introdução gera um número mui­

to elevado de comandos adicionais no programa de computador ela­

borado. 

A teoria matemática necessária ã elaboração do mo 

dele está escrita minuciosamente, salvo alguns t6picos da parte 

estática que poderão ser encontrados no trabalho publicado por 

Diaz (1973). 

As aplicações e resultados numéricos foram compa­

rados com soluções existentes, encontradas em artigos de revis 

tas especializadas, e com a formulação clássica, proposta por 

Rausch (1943), e que se encontra aqui desenvolvida. 

Sugestões e comentários para projeto foram intro­

duzidas, visando dar um caráter prático ao nosso trabalho. 
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1. 2 - CONSIDERAÇÕES INICIAIS SOBRE AS FUNDAÇÕES DE MÁQUINAS 

O projeto de fundações de máquinas, na sua formu­

lação clássica, consiste: 

a) na determinação das frequências naturais de vibração do sistema máquina(s) 

-fundação (e sua posterior comparação com as frequências excitantes). 

b) na determinação das amplitudes do sistema máquina(s)-fundação (e sua pos­

terior comparação com as amplitudes admissíveis). 

c) na determinação do fator de amplificação (relação entre desl~ 

camento dinâmico e deslocamento estático) para cálculo dos e~ 

forças estáticos equivalentes aos esforços dinâmicos impostos 

à fundação. 

d) cálculo estático, com cargas obtidas por (c), àdicionadas à 
carga estática permanente, visando o dimensionamento estrutu­

ral das peças constituintes da fundação. 

e) estudo da propagação de ondas elásticas no solo, para se veri 

ficar a necessidade, ou não, do isolamento da fundação. 

Em muitos casos ignora-se este Último Ítem, já que a limi­

tação de amplitudes, descrita em (b), atenua a propagação de ondas elásticas 

no solo, sendo sua análise uma decisão que depende do julgamento do Engenhe_:ic 

ro Projetista. Porém, deve-se ter em mente que as vibrações provocadas por 

uma fundaç.ão de máquina podem ocasionar efeitos prejudiciais em estruturas vi 

zinhas, além de provocar sintomas danosos à saúde de pessoas que necessitem 

permanecer habitualmente próximo à mesma. 

No modelo matemático proposto, os Ítens (c) e (d) 

sao substituídos pelos procedimentos usuais da Análise Matricial 

de Estruturas, levando em conta as propriedades geométricas e de 

massa da fundação. 

fl de suma importância o estudo detalhado 'de uma 

fundação de máquina, uma vez que, no caso de um insucesso, o cus 
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to da produção perdida adicionado ao reforço da fundação, atin­

gem valores extremamente elevados. Assim sendo, pode-se afirmar 

que as despesas feitas num projeto adequado de fundação de máqu! 

na serao amplamente compensadas pelo seu bom desempenho. 

Com o avanço do desenvol v:unento industrial a Engenharia ne 

cessito~ projetar e executar fundaç6~s· de pesadas máquinas'! 

Como não se dispunha, até a década de 1930-1940, de uma sistemá­

tica para cálculo, baseada em estudos teóricos e experimentá.is, 

lançava-se mão de regras empíricas que determinavam que o peso 

da fundação e máquina· deveria ser n vezes o peso .da máquina 

sobre a fundação, sendo o valor de n ditado pela experiência 

do projetista, e alterado, sempre que havia insucesso com alguma 

fundação. Este valor era guardado cuidadosamente e passado de 

uma geração a outra, de "pai para filho". Como o valor de n 

nao se relacionava com nenhuma propriedade do solo, os fabrican­

tes apresentavam projetos válidos para qualquer situação, sem r~ 

comendaç6es substanciais. Hoje, os fabricantes apresentam ape­

nas as dimens6es mínimas, por raz6es de operação e/ou instalação 

da máquina. 

Durante o desenvolvimento da Segunda Grande Guer­

ra Mundial, Rausch (1943), lançou o livro que revolucionou a téc 

nica das fundaç6es de máquinas. Nascia, então, uma sistemática 

para projeto, hoje desenvolvida e detalhada pelos modernos auto­

res, tais como Barkan (1962), Major (1962), <Buzdugan, (1972), en­

tre outros. 

Este trabalho pretende ser suficientemente compl~ 

to, dentro dos limites do tema proposto. Para atender a essa 

idéia, montamos o texto de tal forma que a consulta à bibliogra­

fia seja a mais esporádica possível, uma vez que iserimos tabe-
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las, ábacos e gráficos, além de toda a teoria necessária a elabo 

ração de um projeto de fundações de máquinas rotativas. 

O Capítulo II contém recomendações básicas, suge~ 

tões, valores típicos e correlações. Enfase maior foi dado ã de 

terminação dos coeficientes de recalque necessários ã manipula­

ção do modelo matemático proposto no Capítulo V,já que este e o 

maior obstáculo ã aplicabilidade do modelo em casos práticos. 

O Capítulo III apresenta a formulação clássica da 

teoria de vibrações de um bloco rígido apoiado num meio elástico. 

O Capítulo IV contém o desenvolvimento de um mode 

lo esquemático para máquinas rotativas, visando a ·obterição das 

forças de inércia e também tece comentários na técnica de balan­

~eamento de tais forças. 

O Capítulo V apresenta um modelo matemático sufi­

cientemente exato, dentro do atual "state~of-the-art" de :funda­

ções de máquinas. A maior dificuldade na aplicação deste modelo 

reside na determinação dos parâmetros de solo, comentada no Capf 

tulo II. 

O Capítulo VI compara o modelo matemático propos­

to com a formulação clássica, e com resultados encontrados em re 

vistas técnicas. 

O Capítulo VII apresenta as conclusões .da nossa 

pesquisa, terminando por sugerir temas para des.envo-lvimento de 

teses ou trabalhos de pesquisas afins. 

Como contribuição final, apresentamos no Apêndice 

Ia dedução da matriz de massa para um elemento envol v.ido por 

meio elástico, por não existir tal desenvolvimento em nenhum li­

vro ou revista especializada consultados. No Apêndice II apre-
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sentamos "flow-charts" dos programas de computadõr elaborados. 
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II - O PROJETO DE FUNDAÇÕES DE MÁQUINAS 

2.1 - CRIT~RIOS PARA O PROJETO 

As 'pranchas apresentadas pelo fabricante fornecem 

as dimensões mínimas a serem adotadas por ocasião da elaboração 

do projeto definitivo. Sempre se deverá complementar o projeto 

com cálculo de vibrações, salvo quando se tratar de solos de ex­

celente capacidade de carga, seco, ou seja, quando o lençol fref 

tico estiver a mais de 1/4 dei co!11primerito da fundação, abaixo do 

plano da base, uma vez que as vibrações são frequentemente trans 

mitidas não-amortecidas, a consideráveis distâncias, através do 

lençol freático devido a continuidade do meio. 

Ensaios de solos deverão ser realizados para se 

determinar as características geotécnicas das camadas constituin 

tes do subsolo. Ensaios de placa sempre sao recomendados, para 

se estimar o coeficiente de recalque. 

Fundações para máquinas rotativas de baixas fre­

qu;ncias excitantes são constituídas usualmente por blocos maci­

ços de concreto armado, em geral com aberturas para passagem de 

canalizações e para a colocação de chumbadores de fixação. 

As dimensões são adotadas com base em projetos si 

milares e verificadas por cálculo de vibrações. As frequ;ncias 

naturais devem estar na faixa de segurança ã ressonância e as a~ 

plitudes de vibração forçadas não devem exceder as admissíveis . 

Uma fundação de. máquina deverá ser completamente 

desligada do restante da estrutura que a abriga, através de jun­

tas de material de suficiente elasticidade (a espessura da junta 
.. - ·- . . --.,,. -

comumente adotada e de cerca de 3 a· S. centimetros) ._' •· 
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O centro de gravidade do estaqueamento deverá se 

localizar na mesma vertical do centro de gravidade do conjunto 

máquina - blocos de suporte e coroamento das estacas, ou próximo 

disto - a excentricidade máxima permitida é 5%. Quando isto não 

acontece dificulta-se bastante o cálculo, com o inter-relaciona­

mento das equações de movimento de translação vertical e horizon 

tal e de rotação em torno de um eixo horizontal. 

Quando várias unidades sao instaladas próximas 

umas dás outras (distância comparável às dimensões da fundação), 

recomenda-se, em solos moles, a adoção de uma fundação única, atra 

vês de um "radier" de espessura adequada. 

Fundações sobre estacas são utilizadas quando: 

a) a pressão aplicada ao solo, considerando as cargas estáticas 

e dinâmicas, ultrapassar a pressão admissível no solo de fun­

dação. 

b) for necessário aumentar a frequência natural de vibrações da 

fundação. 

c) for necessário diminuir a amplitude de vibrações naturais ou 
forçadas. · 

d) for necessário diminuir o recalque dinâmico residual' da fun­

dação. 

Os itens a) e d) referem-se principalmente ao 

projeto de fundações de estruturas submetidas ã influência de on 

das elásticas provenientes de uma ·fundação de máquina próxima. 

Os itens b) e c) sao mais comuns no projeto das fundações de 

máquina propriamente dito. 

1 - recalque dinâmico residual: ·recalque que se manifesta quando 
. · a pressão total (imposta pelas cargas estáticas e- dinâmicas) 

excede um·valor limite para um dado solo, que depende das ca 
racterís ti éas do c-íc10·· de tensões .. 
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A limitaçio de amplitudes (que é admitida como um 

critério de deformaçio) poderi ser feita através de inúmeros iba 

cose fórmulas empíricas, apresentados por pesquisadores e fabri 

cantes de miquinas. 

Budzugan (1972) apresenta às seguintes relações: 

A(mm) = 0,0785 - 0,1 ln(n/1000) ( 2. 1) 

n em rpm, adotada pela URSS, para suas indústrias pesadas. 

A(mm) = 0,185 
1, 75 (n/1000) ( 2. 2) 

n em rpm , adotada pelas Usinas Metropolitan Vickers. 

A(mm) = (346/n) 2 ( 2 .·3) 

n em rpm, adotada pela Westinghouse. 

Buzdugan (1972) e Lipinski (1972) apresentam uma 

tabela, atribuída a Savinov (1955), que contém limites superiores 

de amplitudes de vibrações de miquinas de frequência uniforme. A tabe 

la, apresentada a seguir, correlaciona a frequência de vibraçio 

vertical ou horizontal com as amplitudes, fornecidas em mm. 

DIREÇAO FREQUilNCIA DE VIBRAÇAO (RPM) 
DAS 

VIBRAÇÕES < 500 500 700. 1000 1500 3000 5000 10000 

VERTICAL 0,15 0,12 0,09 0,075 0,06 0,03 0,015 0,0050 

HORIZONTAL 0,20 0,16 0,13 0,110 0,09 0,05 0,020 0,0075 

TABELA 2 .1 - AMPLITUDES DE VIBRAÇÕES (MM) 

Richart e outros (1970) apresentam um grifico,nio~ 
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trado na figura a seguir, que correlaciona a frequência da máqui 

na com a amplitude máxima permissível, para vários níveis de de­

sempenho da máquina. 

0,02 

op, 

0,005 

-,; 
~ .. 0,002 ~ 

.. ~ 
õ. 
E 0,00 l o 

0,0005 

0,0002 

0,0001 
100 200 600 6000 IOOOO 

Frequdncia C r p m ) 

FIGURA 2.1 - LIMITES GERAIS DE AMPLITUDES DE DESLOCAMENTOS PARA 
UMA PARTICULAR FREQUENCIA DE VIBRAÇÃO (EXTRAIDO DE 
RICHART, 1962). 

Barkan (1962), recomenda como amplitude admissí­

vel valores entre 0,20 a 0,25 milímetros, caso não exista perigo 

de ressonância em estruturas vizinhas. 

--
·. 
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Esta limitação de amplitude, exigida em um proje­

to de fundações de máquinas, necessita do julgamento do engenhe! 

ro projetista, no sentido de verificação das condições de funcio 

namente da máquina, adaptando-as ao projeto. 

Isto equivale a urna avaliação do tempo necessário 

para que as equipes de manutenção e/ou operação possam atuar.Se~ 

do este período de tempo bastante prolongado devemos adotar urna 

rígida limitação de amplitudes, de modo a assegurar perfeitas con 

<lições de saúde às pessoas que trabalham junto à máquina. 

De grande valia são as observações de fundações de 

máquinas existentes, em operaçao, pois, função do seu comporta­

mento, podemos tirar ensinamentos para projetos em desenvolvirnen 

to. 

A faixa perigosa a ressonância deve ser tornada co 

mo sendo± 20 a 30% das frequências naturais de vibrações. Todas 

as frequências excitantes (primárias e/ou secundárias) que desen 

volvam esforços dinâmicos deverão se situar fora deste conjunto 

de valores. 

2.2 - CARGAS DINÂMICAS 

Após o estabelecimento dos critérios de projeto, 

surge o problema das cargas dinâmicas atuantes sobre a. fundação. 

Para os casos correntes foram estudados alguns esquemas simples, 

nao sendo justificada a adoção de esquemas mais complexos, a não 

ser esporadicamente. 

Quatro esquemas foram selecionados e apresentados 

a seguir, sendo que para melhor compreensão, imaginou-se um movi 

menta unidirecional. 
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• 

FIGURA 2.2 - FORÇA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTO SENOIDAL 

A Figura 2.2 representa um carregamento senoidal, 

o que gera uma relação deslocamento versus tempo também senoidal. 

Este carregamento é característico das máquinas rotativas. 

A Figura 2.3 representa um carregamento periódi­

co, mas nao harmônico. Este carregamento é característico de um 

grupo de máquinas rotativas trabalhando em conjunto, ou de uma 

máquina rotativa isolada, cújas frequências secundárias (múlti­

plas da. primária ou fundamental) desenvolvam esforços apreciáveis 

em relação aos correspondentes à frequência primária. 

' "J , 

FIGURA 2.3 - FORÇA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTO PERIÕDICO 
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FIGURA 2.4 - FORÇA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTO ALEATÕRIO 

A Figura 2.4 representa um carregamento aleatório, 

do tipo não-determinístico (que deveri ser manipulado com o auxí 

lio da Estatística) e que poderi ser produzido por inúmeros age~ 

tes da natureza: vento, ação de ondas ou correntes marítimas,te! 

remotos, etc. Seu estudo é extremamente importante em Engenha­

ria Civil. 

z 

1. 

FIGURA 2.5 - FORÇA VERSUS TEMPO NUM CARREGAMENTO EM FORMA DE PULSO 

A Figura 2.5 representa um carregamento em forma 
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de pulso, no qual o tempo de aplicação da carga é bastante pequ~ 

no. Tal carregamento poderá ser produzido por martinetes (mart~ 

los grande e pesados, movidos por água ou vapor, e utilizados p~ 

ra distender barras de ferro e malhar a frio o ferro e o aço), 

por impactos de objetos sobre estruturas (reatores nucleares são 

projetados para suportar impactos de aviões e explosões internas) 

ou por máquinas especiais de testes. 
~ . . -

2.3 - COEFICIENTES DE RECALQUE - DEFINIÇÃO E VALORES TfPICOS 

2.3.1 - Introdução 

Definimos coeficiente de recalque (ou coeficiente 

de reaçao do solo) como sendo a relação entre a pressão de conta 

to p e o recalque correspondente y. 

Em símbolos matemáticos teremos: 

k = p/y (2.4) 

O valor de k depende das propriedades elásti-

cas do solo e das dimensões da área carregada. 

Esta noção foi introduzida em 1867, por Winkler, 

e hoje é denominada de Hip6tese de Winkler. Esta hip6tese tem 

duas simplificações fundamentais: 

1) a relação k entre a pressão de contato p e o recalque 

correspondente y, é independente da pressao p 

2) o coeficiente de reaçao vertical tem o mesmo •valor para 

qualquer ponto da superfície de contato. O coeficiente de rea 
ção horizontal, em se tratando de argilas rijas, também tem o 

mesmo valor para qualquer ponto da superfície de contato. Pa 

ra solos não coesivos ou solos argilosos moles a médios.o coe 

ficiente de reação horizontal varia linearmente com a profun-
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didade, sendo o fator de proporcionalidade constante para qual­

quer ponto da superfície de contato. 

Em símbolos matemáticos teremos: 

kh = n • z h (2.5) 

2.3.2 - Correção dos Coeficientes de Recalque 

Os coeficientes de recalque sao obtidos, usualmen 

te, a partir de provas de carga realizadas sobre placas de pequ~ 

nas dimensões, geralmente quadrada de 30 x 30 cm. Como o coefi­

ciente de recalque varia com as dimensões da área carregada, ne­

cessitamos introduzir fatores de forma que correlacionam as di­

mensões da peça de fundação com as dimensões da placa .da prova 

de carga. 

Terzaghi (1955), estabeleceu: 

a) coeficiente de reação vertical, em argilas rijas. 

sendo: 

( 2. 6) 

kv coeficien~e de recalque corrigido 

kp coeficiente de recalque obtido na prova de carga 

D menor dimensão da placa da prova de carga p 

D menor dimensão da peça de fundação 

n relação entre a dimensão máxima e mínima da funda 

çao. 

b) coeficiente de reação vertical, em areias ou argilas moles a 

médias. 
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D +. D 2 . p 
( 2D ) e 2. 7) 

c) coeficiente de reaçao horizontal, em argilas rijas. 

::E 
D e 2. 8) 

d) coeficiente de reaçao horizontal, em areias ou argilas moles 

a médias. 

sendo: 

D 
__E 
D 

• z 

nh constante do coeficiente de reaçao horizontal 

z profundidade. 

2.3.3 - Valores TÍpicOs·~xtraídos de Terzaghi (1955)] 

(2.9) 

a) Valores do Coeficiente de Reação Vertical k para Placas de 
. V 

30 x 30 cm (Argilas Pré-Adensadas) em kgf/cm 3
• 

CONSISTENCIA DA ARGILA RIJA MUITO RIJA DURA. 

Valores limites 1,6 ~ 3,2 3,2 - 6,4 > 6,4 

Valores propostos 2,4 4,8 9,6 

b) Valores do Coeficiente de Reação Vertical kv para Placas de 

30 x 30 cm (Areias ou Solos Pouco Coesivos), em kgf/cm 1 
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DENSIDADE RELATIVA DA AREIA FOFA . MEDIA DENSA 

Areia seca ou úmida ·- ·valores li1Ilites 0,64 - 1,92 1,92 - 9,6 9,6 - 32,0 

Areia seca ou úmida-valores propostos 1,28 4,16 16;0 

Areia submersa - valores propostos 0,80 2,56 9,6 

c) Coeficiente de Reaçio Horizontal kh 

de ~enor dimensio (Argilas Rijas). 

para Estacas de 30 

Estes valores podem 

cm 

ser 

tomados, aproximadamente, iguais aos valores tabelados no í tem 

a) • 

d) Valores da CONSTANTE de Reaçio Horizontal para Estacas de 30 

cm de menor dimensio (Areias) em kgf/cm' . 

DENSIDADE RELATIVA DA AREIA FOFA MEDIA DENSA 

Areia seca ou Úmida 0,22 0,67 l, 79 

Areia submersa 0,13 0,45 1,09 

Para argilas muito moles poderemos adotar o valor 

de 0,03 kgf/cm 3 para nh. 

Chamamos a atençio que estes valores tabelados fo 

ram obtidos a partir de carregamentos estáticos. Valores dinimi 

cos sao, em geral, mais elevados e poderio ser '.obtidos através 

de ensaios sísmicos, tais como ensaios "cross-hole". 

Na aus~ncia de ensaios os valores: atima· ~odêrio 

ser empregados, embora sejam bastantes conservativos. 
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III - TEORIA DE VIBRAÇÕES DE FUNDAÇÕES DE .MÁQUINAS - FORMULAÇÃO 
CLÁSSICA PARA ESTACAS VERTICAIS 

3.1 - DETERMINAÇÃO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ DO ESTAQUEAMENTO 

Podemos idealizar uma fundação sobre estacas, bem 

como o solo circunvizinho, através de suas propriedades elásti­

cas. 

De acordo com a definição geral, a rigidez da es­

taca em uma direção arbitrária z , e: 

K(l) ; P/z 
z ( 3 .1) 

onde P representa a carga aplicada na direção z , e z odes 

Jocamento elástico correspondente. 
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FIGURA 3.1 - RESULTADOS DE UMA PROVA DE CARGA VERTICAL EM UMA ES 

TACA DE CONCRETO ISOLADA (Extraído de Barkan, 1962) 
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3.1.1. - Rigidez Vertical 

Examinando resultados de provas de carga em esta­

cas, tal como a apresentada na Figura 3.1, chegamos a conclusão 

que, se a carga máxima total e constante, a parcela corresponde~ 

te ao recalque elástico, nos vários ciclos de carga e descarga, 

ê aproximadamente constante, dentro do domínio de erro permitido 

na prática da Engenharia. A partir daí podemos traçar uma reta, 

num gráfico carga versus recalque elástico, tal como a apresent~ 

da na Figura 3.2. 

120 
/ 

100 / 

"º - ~ .. 'º o 
~ 40 o 
u 

/ 
y 

20 

o / 
o 2 3 4 5 6 

Recalque eld'ttico (mm) 
f 
' 

FIGURA 3.2 - CARGA VERSUS RECALQUE ELÁSTICO, RESULTANTE DE VÁRIAS 

PROVAS DE CARGA, COM CARGA TOTAL CONSTANTE. (Extrai 

do de Barkan, 1962) 

Concluímos, então, que a hipótese feita na equaçao 

3.1 se verifica experimentalmente, na direção vertical. 

Uma prova de carga, tal como a representada pelo 

resultado da Figura 3.1, representa um teste sobre um elemento 

de características bem definidas: comprimento, dimensões da sec­

ção transversal, forma, etc. imerso num meio, que ê o solo. Por 

tanto, a rigidez da estaca dependerá das propriedades do solo, 
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das características geométricas da estaca, do processo executivo 

e do tempo. Apesar da influência deste Último fator ser bastan­

te complexa, uma conclusão, baseada em inúmeras medições, nos a~ 

xilia bastante na avaliação da rigidez vertical da estaca: a ri­

gidez vertical aumenta, quase sempre, poucos dias após a crava­

ção, com o aumento da resistência do solo circunvizinho. Uma vez 

que a construção do bloco de coroamento e montagem da(s) máqui­

na(s) demora quase sempre, meses, a rigidez vertical da estaca 

c_alculada pelo procedimento descri to neste parágrafo, concorda s~ 

tisfatoriamente com os dados experimentais disponíveis, "a longo 

prazo". 

A capacidade de carga de uma estaca. se tra 
. 

:duz pela_ resistência lateral adicionado a resistência de 

ponta. Como a resistência por atrito lateral cresce, qu~ 

se sempre, com o comprimento da estaca podemos 

que a rigidez aumenta com o me:siY.10-, 

concluir 

Com hase nestas investipações e _resultados, 

R seguinte ~quaçao, p~ra a ripidez VArticHl __ de urna esta­

ca, ftii proposta. 

K (1) = 
z. 

l 

c. 
l 

s. 
l 

1. 
l 

, 

e 3. z) 

onde c. é a constante elástica reduzida (função do recalque da 
l 

estaca, da penetração da ponta e da deformação elástica), corre~ 

pondente ã unidade de área lateral da estaca; 

e li , o comprimento da estaca. 

s. é o perímetro 
l 

A equação 3.2 representa a rigidez vertical da es 
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taca, quando isolada. Verificou-se que, quando localizada em um gr~ 

po de estacas, há uma redução da rigidez mesmo para espaçamentos 

entre 4 a 6 vezes o diâmetro da estaca. 'Buzdugan (1972) propos 

uma tabela, apresentada a seguir, função da relação entre espaç~ 

mento .Ct) e diâmetro das estacas (d), para avaliação.deste coef.!_ 

cientf'i~ _correção da rigidez vertical da estaca l.SOlada, quando 

-localizada num grupo. ~· 

t/d 00 6 4,5 3 

µ 1 0,63 0,58 0,35 

TABELA 3.1 - COEFICIENTE DE REDUÇÃO DA RIGIDEZ VERTICAL DE UMA 
ESTACA ISOLADA, QUANDO LOCALIZADA NUM GRUPO 

A equaçao 3.2, com a introdução do coeficiente de 

redução, sera reescrita com a seguinte forma: 

µ. • 
l 

e. • s. 
l l 

1. 
l 

A rigidez do estaqueamento sera: 

K 
z 

sendo n o numero de estacas do estaqueamento. 

e 3. 3) 

(3.4) 

Se todas as estacas têm as mesmas características 

geom~tricas e os parâmetros do' solo são aproximadamente constan­

tes, a fórmula 3.4 se reduz a: 

(3.5) 



sendo K(l) ; 
z. 

l 

constante. 

3.1.2 - Rigidez Horizontal 
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Consideremos uma estaca engastada no solo e no 

bloco de coroamento; dando-se um deslocamento horizontal ao blo­

co de coroamento, sem permitir a rotação, temos, na estaca, os 

esforços representados na Figura 3.3. 

O; 

1 
1 .,--------1 
1 M; 
1 

1 
1 

1 
1 
1 " 
1 

1 

1 
1 

MJ Pi 
-~~ 

r 

FIGURA 3.3 - ESFORÇOS NUMA ESTACA BI-ENGASTADA (PARA UMA TRANSLA 

ÇÃO, SEM ROTAÇÃO, DA CABEÇA DA ESTACA) 

A relação entre P e n (que poderá ser obtida 

através da Resistência dos Materiais) e: 

P. = 
l 

12•E.•I. 
l l 

n. 
l (3.6) 

onde E. • I. representa a rigidez à flexão da estaca, h. o 
l l l 

comprimento equivalente (comprimento de engastamento) da estaca 

e /',. , o deslocamento produzido pela força Pl .. 
1-

A equação 3. 6 pode ser reesc-rita da seguinte ma-
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neira: 

P. 12 . E. I . 
l l l 

e;-: = 
l h: 

e 3. 7) 

l 

e tendo em vista a definição dada pela equaçao 3.1 e introduzin-

do a simbologia adequada, temos: 

12 E. I. 
K(l) 

l l ···. 
= ( 3. 8) x. h? l 

l 

12 . E. I. 
K(l) 

l l 

= (3.9) 
Y· h: l 

l 

e representam a rigidez horizontal de uma es-

taca. 

A rigidez horizontal do estaqueamento sera: 

n 
K(l) K = I 

X i=l x. 
l 

(3.10) 

n (1) K = I K y i=l Y· l 
(3.11) 

Se todas as estacas do estaqueamento tem as mes­

mas características geométricas e os parâmetros do solo sao apr~ 

ximadamente constantes, as fórmulas. 3.10 e 3.11 se reduzem a: 

12 . n • E • I. 
K = 

X h' 
(3.12) 

12 . n . E . I 
K = y h' 

(3.13) 
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FIGURA 3.4 - IDEALIZAÇÃO ESTRUfURAL ID ESTAQUEAMENTO (METODO CLÁSSICO) 

3.1.3 - Rigidez ã Rotação 

Consideremos uma rotação ~ , sem trahslação, no 
;( 

bloco de coroamento. Numa estaca 1 teremos .um deslocamento 

igual a ~•ri , sendo r. 
l 

a distância do centro de gravidade 

da estaca ao eixo de rotação. A reação da estaca :sera, então, 

K(l) • ~ • r
1
. , o que gera um momento reativo igual a: z. 

l 

M. 
l 

• ~ • r~ 
l 

(3.14) 

Igualando o momento aplicado a soma dos momentos 

reativos, temos: 

n 
M = ,: 

i=l 
K (1) 

z. 
l 

• ~ . r~ 
l 

(3.15} 

A equaçao 3.15 pode ser reescrita da seguinte ma-
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neira: 

M 
n 

K(l) 
f = ,: r~ (3.16) 

i=l z. 1 
1 

e tendo em vista a definição dada pela equaçao 3.1 e introduzin-

do a simbologia adequada, temos: 

temos: 

sendo rz 

Se K(l) 
z. 

1 

n 
K(l) Kcj> = ,: . r' 

i=l z. 
1 

e constante, temos: 

Kcp = K~l) 
n 
,: 

i=l 

Introduzindo a notação cartesiana, temos: 

K(l) 
n 

K(l) 
Kcj>x = ,: y' = e z i=l z X 

K(l) 
n 

K(l) 
Kcj>y = í: x' = • ey z i=l z 

( 3 .1 7) 

(3.18) 

(3.19) 

(3.20) 

Analogamente, para rotação no plano horizontal, 

n 
K(l) 

n 
K(l) Kl/J = ,: r~ = ,: r~ 

i=l x. 1 i=l Y· 1 
1 1 

(3.21) 

Se K (1) e K (1) sao constantes, temos: x. Y· 1 1 

K(l) 
n 

K(l) 
n 

Kl/J = ,: r.' = ,: r' 
X i=l z y i=l z (3. 22) 

a distãncia do centro de gravidade da estaca ao eixo 
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de rotação z 

Em notação mais compacta, podemos reescrever as 

equaçoes 3.22 da seguinte maneira: 

e ; K(l) 
z y (3. 23) 

3.2 - HIPÕTESES ADOTADAS NA ELABORAÇÃO DO MODELO 

A elaboração de um modelo para representar um pr~ 

blema de Engenharia necessita, sempre, de hipóteses simplificad~ 

ras, que permitam manipular os parâmetr~s envolvidos com os re­

cursos matemáticos disponíveis. 

Para o caso de vibrações de fundações de máquinas, 

nesta formulação denominada de clássica, o problema pode ser fo! 

mulado em forma matemática fechada, ou seja, sem aproximações nu 

méricas, com quatro hipóteses básicas: 

1. O bloco que se assenta sobre as estacas é admitido rígido
1
.Po! 

tanto, ele nao sofre deformações, e os deslocamentos de qual­

quer ponto sao definidos a partir dos deslocamentos de seu 

centro de gravidade (translação e rotações). 

2. O comportamento tensão-deformação do solo é admitido elástico 

1 inear, e mais: não há interação entre pontos próximos, ou se­

ja, admite-se a hipótese de Winkler. 

3. As propriedades de inércia do solo são negligenciadas. 

4. A reação do solo, ao longo das faces do bloco de fundação, e 

desprezada. Quando as frequências naturais de ~ibra~ão sao 

muito maiores do que as frequências excitantes, esta reação é 

muito pequena e o cálculo não será demasiadamente conservati­
vo pela adoção desta hipótese. 

Bloco rígido: aquele cujas deformações são despre!Ívéis em 
relação às deformações dos seus apo·ios___,elásticos. 

- ... ~ ~ ..... ~ .,..... 
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3.3 - VIBRAÇÕES VERTICAIS NÃO"."AMORTECIDAS 

Na Figura 3.! estamos representando o modelo ado­

tado para o cálculo das vibrações verticais de .uma ' fundação de 

máquina, baseado nas hipóteses comentadas no item 3.2 e supondo, 

ainda mais, que o centro de gravidade do sistema fundação-máqut 

na está na mesma vertical do centro de gravidade do estaqueamen­

to e esta vertical é linha de ação da força P(t) . 

1 

j 
z 

c::cRPO RÍGIDO OE MASSA M._ :,, 

1 • 

s 

z 

j p 1/ POSIÇAÓ INIC;AL 

/ POSIÇÃO DE EOUIL'ÍBRIO 

. /POSIÇÃO ARBITRÁRIA. 

/'MÔLA SEM PROPRIEDAOE DE INÉRCIA 

' 1 

FIGURA 3.5 - MODELO DE UMA FUNDAÇÃO DE MÁQUINA, PARA CÀLCULO DE 

VIBRAÇÕES VERTICAIS 

Na posição de equilíbrio, sem a atuação da carga 

P(t) , a reação da mola será: 

R = m • g ( 3. 24) mola 0 

sendo g a aceleração da gravidade e m a massa do sistema ma­

quina-fundação. 
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Como o comportamento tensão-deformação da mola e 

elástico-linear, temos a identidade, em carga e descarga: 

= K • s (3. 25) 

sendo K a rigidez da mola e s o deslocamento da posição ini 

cial para a de equilíbrio. 

Quando P(t) atua, temos pelo princípio de D'Alàm 

bert: 

R + P(t) + m • g = m • z mola1 
(3.26) 

Como o comportamento da mola e elástico-linear, 

temos: 

R =K(s+z) mola1 
( 3. 2 7) 

Substituindo a equaçao (3.27) na equaçao (3.26) , 

temos, apos al-gumas transformações: 

" - K • s - K • z + P(t) + m • g = m • z (3. 28) 

Comparando as equaçoes (3.24) e (3.25), substi-

tuindo na equação (3.28), eliminando os termos semelhantes e rea 

grupando convenientemente algumas parcelas, temos: 

" m • z + K • z = P (t) (3.29) 

A equaçao (3.29) e denominada de equaçao do movi-
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mento. Para a sua resolução e conveniente a seguinte forma, ob­

tida por divisão por m. 

chamando: 

e 

z + (K/m) • z = P(t)/m 

f 2 = K/m nz 

p(t) = P(t)/m 

teremos, por substituição na equaçao (3.30): 

Z + f 2 • Z = p (t) nz 

(3. 30) 

(3.31) 

(3. 32) 

(3.33) 

que representa uma forma condensada da equaçao do movimento. 

3.3.1 - Vibrações Verticais Naturais Não-Amortecidas 

Este caso se apresenta na inexistência de uma so­

licitação excitante,contínua, sendo o movimento decorrente de um 

impacto ou de um dêslocàmento imposto à estrutura. Estudaremos 

aqui o primeiro caso, que é o mais frequente na prática. 

Logo, devemos, resolver a equaçao 

p(t) = O , ou seja: 

Z + f 2 
• Z = Ü nz 

(3. 33) com 

(3.34) 



29 

Da teoria das equaçoes diferenciais ordinirias,t~ 

mos a solução da equação (3.34): 

z = c1 • sen fnz • t + c 2 • cos fnz • t (3.35) 

onde e sao constantes que dependem das condições de 

contorno do problema, que sao: z(O) = O e z(O) = v0 • Substi 

tuindo estas condições na equaçao (3.35) e resolvendo o sistema 

linear que relaciona c1 e c 2 , temos: c1 = v 0/fnz e c 2 = O. 

Substituindo estas constantes na equação (3.35), 

ficamos com: 

(3. 36) 

3.3.2 - Vibrações Verticais Forçadas 

Estudaremos aqui o caso de uma solicitação senoi­

dal, da forma P(t) = P sen wt , (ou de forma· aniloga, cossenoi­

dal), que representa a solicitação despertada por miquinas rota­

tivas. 

onde p = P/m. 

Devemos resolver a seguinte equaçao: 

.. 
z + f • z = p • sen wt nz (3. 37) 

A solução geral da homogênea associada e dada pe­

la equaçao (3.36), resolvida no sub-item (3.3.1). 

Uma solução particular para a equaçao (3.37) se-

ra: 
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z ; A • sen wt part z (3. 38) 

Substituindo a equaçao (3.38) (e ·suas derivadas 

com relação ao tempo) na equação ( 3. 3 7) , chegamos à seguinte. equ~ 

ção, após algumas transformações elementares: 

p 
(3.39) 

m • 

Substituindo a equaçao (3.39) na equaçao (3.38), 

ficamos com a seguinte expressao para a solüção .·particular da 

equaçao (3.37): 

z ; 

P • sen wt 

m(f 2 
- w2

) nz 

A solução geral de (3.37) será: 

• t + 
p 

(3.40) 

• sen wt (3.41) 

Apesar de desprezarmos o amortecimento do solo no 

cálculo dos deslocamentos do bloco, as amplitudes :de vibrações 

naturais são rapidamente amortecidas, restando apenas vibrações 

forçadas. Partindo deste ponto de vista, não ,ªconsideramo.?_.irel~ 

vante a parcela correspondente às vibrações livres, sendo a equ~ 

ção (3.41) reescrita com a seguinte forma: 

z ; 
p 

• sen wt (3.42) 

A equaçao (3.42) representa um movimento harmõni­

co, uma vez que ela pode ser identificada com a equaçao A sen wt, 
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onde A e w sao constantes. 

Modificaremos a equaçao (3.42), para uma forma 

equivalente, ~e modo que seja analisada mais facilmente a 

relação entre a aplicação de uma carga estática P , e uma carga 

dinâmica, do tipo senoidal, cujo máximo é P 

Temos então: 

= 
p sen wt (3.43) z 

m f2 
1 

(JJ2 
nz -

f2 
nz 

o fator P/(m . f2 ) e equivalente a P/K por nz 

substituição da equação (3. 32) 

Vemos que a razao P/K é equivalente ao desloca­

mento da fundação, para P atuando estaticamente (vide equaçao 

(3.1)). 

Chamando: 

= P / (m • f 2 
) nz 

= sen wt/(1 -
w2 
-) 
f2 
nz 

e substituindo na equaçao (3.43), teremos: 

z = z • 
est f amp 

(3.44) 

(3.45) 

(3.46) 

' 
O valor máximo de. famp dado pela equação: (3 .. 45) é igual ·a: 

f amp -max 
= 1 (3.47) 

1 -
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Plotando 

teremos: 

f amp ~ max 
contra 

-
fompmdx. 
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FIGURA 3.6 - RELAÇÃO ENTRE O FATOR DE AMPLIFICAÇÃO MÁXIMO E ARA 

ZÃO ENTRE FREQUtNCIA EXCITANTE E NATURAL, PARA VI­

BRAÇÕES VERTICAIS 

Da equaçao (3. 46) e da· Figura (3, 6) obser'-, 

vamos que uma carga, atuando dinamicamente, produz um desloca 

mento da fundação quase sempre superior ao deslocamento da mesma, 

caso esta carga atuasse com seu valor máximo, porém estaticamen­

te. 

Ainda da Figura 3.6 vemos que quando w cresce, 

permanecendo 11 inferior a um, o fator de amplificação máximo 

também cresce, o que aumenta o deslocamento dinâmico. Quando 

11 = 1 , ou seja, quando a frequência excitante se iguala a fre­

quência natural de vibração, o deslocamento dinâmico cresce, te~ 
... 

ricamente, indefinidamente. Diz-se qui o.~istema entra em ress~ 

nância. _Entretanto, devido ao amort"'cim~n~o do solo, não consi­

derado neste desenvolvimento matemitico, ~ valor do deslocamento - . . . . 



33 

dinâmicoj,_ara n = 1 nao tende a infinito, mas a valores extre­

mamente elevados (e portanto inadmis's°íveis) para um projeto de 

fundaçõ~s~~e máquinas. Quando n cresce, permanecendo entre 1 

e /z , o 'fator de amplificação máximo diminui, diminuindo o des 

locamentp;dinâmico. 

Em todos os casos comentados acima o deslocamento 

dinâmico da fundação sempre é superior ao deslocamento estático, 

para a carga dinâmica máxima, atuando estaticamente. Para n > IZ, 

entretanto, a situação é inversa, uma vez que o fator de amplifj 

cação máximo é inferior a um. Esta conclusão justifica,por exem 

plo, o famoso paradoxo de JÜlio Verne, ao assegurar que um trem 

atravessando uma ponte condenada por falta de segurança com a 

maior velocidade possível, não a levaria ã ruptura. Devemos ob­

servar que quando n tende a infinito, o fator de amplificação 

máximo tende a zero. 

Salientamos aqui que todas as fórmulas escritas 

acima, além das conclusões descritas, são válidas para o caso de 

vibrações horizontais devidas ã translação, salvo, obviamente, a 

nomenclatura utilizada. 

3.4 - VIBRAÇÕES NÃO-AMORTECIDAS À ROTAÇÃO 

As hipóteses básicas descritas nó item (3.2) per­

manecem as mesmas, para o problema das vibrações decorrentes de rota-. 

çao. Algumas fases do desenvolvimento matemático sao análogas 

ao caso das vibrações verticais, sendo, portanto, omitidas. Ap~ 

nas serao apresentadas as fórmula? com a nova simbologia. 

A equaçao (3.29) (equação do movimento) será rees 

crita da seguinte forma: 
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I 0 •. + K •. = M(t) (3.48) 

~ + (K /Ial •• = M(t) /Ia (3.49) 

I 0 = momento de inércia da massa do sistema máquina(s) - fun 

dação, em relaçao ao eixo de rotação. 

K• = rigidez a rotação do sistema máquina(s) - fundação, em 

relação ao eixo de rotação. 

, 
I 

/ ~ 
I 
I 

I 
I 

I 
I 
1 
1 

L w I ' 

FIGURA 3. 7 - MODELO PARA A ANÁLISE DE VIBRAÇÕES DEVIDAS À ROTAÇÃO 

3. 4.1 - Vibrações Naturais nao Amortecidas ;])ecorrentes da Rotação'. 

A solução da equação (3.48) ou (3.49), para oca­

so das vibrações naturais (M(t) =O) , é análoga à solução da eq~ 

çao (3.34), descrita anteriormente. Assim sendo, temos: 

• L 
(3. 50) 
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(3.51) 

onde é a velocidade angular inicial, resultante de um impa~ 

to "rotacional" imposto ã estrutura. Portanto, as condições de 

contorno para este problema são: ~(O) = O e ~(O) = w0 . 

3. 4. 2 - Vibrações Forçadas Não-Amortecidas Deco_rre_ntes de Rotação 

Estudaremos aqui o caso de uma solicitação senoi­

dal (ou cossenoidal, de forma análoga), ou seja, M(t) = M • seríwt, 

da mesma forma desenvolvida anteriormente. 

A solução da equaçao (3.48) ou (3.49) para este 

caso é análoga a solução da equaçao (-3. 3 7) , descri ta anteriormen 

te. Assim sendo, temos: 

~' = ( W / f ') .. S en f • t + 
O n~ n~ 

M 

lo • (f2 - w2) 
n~ 

• sen wt 

(3.52) 

Como as amplitudes de vibrações naturais sao rapl 

damente amortecidas, a equação (3.52) pode ser reduzida a segui~ 

te forma: 

~ = 
M sen wt e 3. s 3) 

(f2 - w2) 
n~ 

3: 5. - VIBRAÇÕES NAO AMORTECIDAS DECORRENTES 

·TRAN-SLÁÇAO _E RÜÍAÇAO 
SIMULTANEAMENTE DE 

As hipóteses básicas para este caso sao as mesmas 

discutidas no ítem (3.2), acrescidas de que as forças - externas 

excitantes permaneçam no mesmo plano. 

O movimento descrito pela fundação poderá ser de-
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terminado através das translações no plano de cargas e da rota­

ção da fundação em relação a um eixo perpendicular ·.ao plano de 

cargas e passando pelo centro de gravidade do conjunto máquina(s) 

-fundação. 

A determinação das equaçoes de movimento para ca­

da uma das três direções (descritas acima) será feita transferin 

do-se todos os esforços externos e de inércia para o centro de 

gravidade do conjunto máquina(s)-fundação, no tempo t , e decoro 

pondo estes esforços em um conjunto de eixos coordenados perpen­

diculares entre si (vide Figura (3.8)). 

Os esforços que atuam no modelo podem ser sumari­

zados como segue: 

a) Eeso_ErÓErio_do_sistema_máguinafsl-fun~ão. 

Este esforço não tem componente sobre o eixo x , 

e se projeta em verdadeira grandeza sobre o eixo z 

Logo: 

(3.54) 

A reação oferecida a este esforço, pelo solo e 
aplicada no centro de gravidade da área da base da fundação e 

produz, no centro de gravidade do sistema máquina(s)-fundaçã~ 
na posição deformada, um momento reativo. Teremos, então: 

• z 
est (3.55) 

(3. 56) 

Substituindo a equaçao (3.1) nas equaçoes (3.55) 

e (3.56), teremos: 
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R = W Zz 

z 

1 

' 1 
1 
I 
I 

e 3. s 7) 

(3. 58) 

FIGURA 3.8 - MODELO PARA ANÁLISE DE VIBRAÇÕES NÃO AMORTECIDAS DE 
mRREi\JTES , SIMULTANEAMENTE, DA TRANSLAÇÃO E ROTAÇÃO 

b) for~a_externa_excitante __ Pzítl 

Este esforço não tem componente na direção x e 

se projeta em verdadeira grandeza sobre o eixo z . Teremos: 

(3.59) 

sendo z tomado a partir da posição de equilíbrio. 

c) resistência_horizontal_do_solo 

Este esforço não tem componente na direção z e 

se projeta em verdadeira grandeza sobre o eixo x. Teremos: 
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· teremos: 
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= - K 
X 

' X o (3.60) 

Da geometria da Figura (3.7), extraímos a seguin-

x0 = X - L • • (3.61) 

Substituindo a equaçao (3.61) na equaçao (3.60), 

Kx • (x - L •) (3.62) 

O momento reativo no centro de gravidade do siste 

ma máquína(s)-fundação,·na posição deformada, é igual a: 

M = Kx • L • (x - L • •) 
Yz 

d) resistência_ã_rotação_do_solo 

e 3. 6 3) 

Este esforço desenvolve um momento reativo, no ei 

xo y , igual a: 

= - K • • (3.64) 
y 

Aplicando o princípio de D'Alambert para cada uma 

das direções coordenadas, teremos após algumas simplificações,as 

seguintes equações: 

.. 
m • z + K

2 
• z = P z (t) (3.65) 
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(3.66) 

• L • X + ( K <j, - W • L + Kx • L 2 
) • <!> = 

y 

Analisando as equaçoes acima podemos verificar a 

independência da equação (3.65) das equações (3.66) e (3.67); i~ 

to significa que esforços, ou impactos, que produzam vibrações 

verticais não produzirão vibrações de translação e/ou rotações 

horizontais, nem tampouco vibrações de rotação verticais, e, re­

ciprocamente. 

Este resultado é bastante importante, notadamente 

para as pesquisas desenvolvidas para vibrações vertical~~ -:sua 

independência .. também permite que se considere conjuntos de vi­

brações atuando separadamente: vibrações de translação verticais; 

vibrações de translação horiiontais e vibrações de rotãção em 

torno de eixos horizontais, atuando simultaneamente; e vibrações 

de rotação em torno de um eixo vertical. 

A análise experimental das equaçoes (3.66) e (3.,67) 

ainda é um campo aberto à pesquisa; todas as investigações atuais, 

convergem mais para a análisj das vibrações verticais, devido a 

facilidade de interpretação dos resultados e do custo mais baixo, 

em relação a outros tipos de pesquisas de vibrações de fundações . 

3. 5 .1 - Vibrações Naturais Não-Amortecidas (Decorrentes ,Sirnultaneamen 

iê';:de: T'ran s lação • e Ro'f ação l 

As vibrações naturais nao amortecidas · decorrentes, 

· simultaneamente de translação e ·rotação são conseguidas resolvendo 
-""'7_ ........ ~ . .:...;. ·-~ .. 

se as equaçoes (3.65) a (3.67), fazendo-se Pz(t) = O , Px(t) = O 

e My(t) = O . 
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A solução da equaçao (3.65), com P
2
(t) = O foi 

desenvolvida no sub-Ítem (3.3.1) e, portanto, aqui omitida. 

A solução das equações (3.66) e (3.67) poderá ser 

obtida com o auxílio da Teoria das Equações Diferenciais Ordiná­

rias, tal como segue: 

Adotando as soluções: 

x = x0 • sen (fn • t + e0) 
... 

(3.68) 

(3.69) 

onde x 0 , <l>o e e0 sao constantes arbitrárias; substituindo as 

equaçoes (3.68) e (3.69), e suas derivadas com relação ao tempo, 

nas equações (3.66) e (3.67) teremos, após algumas simplificações: 

(3.70) 

- K • L • x + (K - W , L + K • 1 2 - I • f 2
) • <!>

0 X O q,y X n 
(3. 71) 

O sistema formado pelas equaçoes (3.70) e (3.71) 

e, obviamente, indeterminado, uma vez que existem três incógni­

tas (x
0 

, q, 0 e fn) e somente duas equaçoes. 

Explicitando o valor de x0 na equaçao (3.70) te 

remos: 

f2 
n 

• <I> o (3.72) 
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Substituindo a equaçao (3.72) na equaçao 

teremos, apos algumas simplificações: 

(3. 70) 

<P O • ~ K~ • L 2 
+ (Kcp y - W • L + Kx • L 2 

- I • f~) (Kx - m • f~~ = O 

(3. 73) 

Das condições iniciais do problema sabemos que x
0 

e <Po sao grandezas diferentes de zero; elas representam asam­

pli tudes máximas de deslocamentos longitudinais e rotacionais (vi­

de equações (3.68) e (3.69). Logo, a expressao entre colchetes 

da equação (3.73) deverá ser idêntica a zero. Teremos: 

- K2 
X 

• 12 + (K <P 
y 

- W • L + K 
X 

• 1 2 -·I • f 2
) (K - m • f 2

) = O n x n 

(3. 74) 

A equaçao (3.74) contém apenas a incógnita fn 

para uma melhor manipulação desta equação, ela sera 

com a seguinte forma: 

- W • L - W • L 

-
m 

I + m • 1
2

) • f2 
I n I 

denominando: 

r 0 = I + m • 1 2 

a= I/I 0 

reescrita 

= o 

(3. 75) 

(3. 76) 

e 3. 7 7J 
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e substituindo as equaçoes (3.76) e (3.77) na equaçao (3.75) te-

remos: 

K<P - w . L K<P - w . L 
1 K 1 K 

f' e Y + ~) f2 + X o - - - = 
n CI Io m n CI Ia m 

(3. 78) 

Substituindo as equaçoes (3.31) (com a simbologia 

correspondente) e (3.50) na equaçao (3.78), teremos: 

f' -n 

f2 + 
n<Py 

CI 
f2 + 

n CI 
= o (3.79) 

A equaçao (3.79) tem duas raízes reais e positi­

vas, que correspondem às frequências naturais de vibrações do sis 

tema máquina(s)~fundação. 

3.5.2 - Vibrações Forçadas Não-Amortecidas Devidas,Simultaneamen 

te, à Translação e Rotação 

Para este caso daremos soluções particulares das 

equaçoes (3.66) e (3.67), supondo esforços excitantes com varia­

çao senoidal. Admitiremos, inicialmente, a atuação ·isolada de 

uma carga horizontal (P • sen wt) e, posteriormente, a atuação 

isolada de uma carga momento (M • sen wt) . 

Após a obtenção das duas soluções será feita uma 

superposição de resultados, quando da atuação simultânea de uma 

carga horizontal e de uma carga momento. 

Na resolução das equaçoes diferenciais (3.66) e 

(3.67) procuraremos apenas soluções particulares, uma vez que a 

solução da homogênea associada será negligenciada pois as vibra­

ções naturais são rapidamente amortecidas. 
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dotando as soluções particulares: 

z = A • sen wt 
X 

<Py = • sen wt (3.81) 

Substituindo as equaçoes (3.80) e (3.81), e suas 

derivadas com relação ao tempo, nas equações (3.66) e (3.67) te­

remos, após algumas simplificações, para o caos de uma carga ho­

rizontal atuando isoladamente: 

sendo: 

A 
X 

- W • L + K 
X 

• L2 - lo. w2) • 

Resolvendo o sistema acima teremos: 

K<P - w L + K L2 - lo . w2 
X 

= y . p 
ll(w 2

) 

K L 

A<P = . p 
y ll(w 2) 

ll(w 2) = m • i:o • (f~l - w2) • (f~z - w2
) 

(3.82) 

A<P = O 
y 

(3. 83) 

(3.84) 

(3.85) 

(3. 86) 

Adotando as mesmas soluções particulares dadas p~ 

las equaçoes (3.80) e (3.81) e substituindo-as, juntamente com 

as suas derivadas em relação ao tempo, nas equações , (3.66) e 

(3.67) teremos, após algumas simplificações, para o caso de uma 
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carga momento atuando isoladamente: 

(Kx - m • w2
) Ax - Kx • L • A$ = O 

y 
(3. 87) 

- Kx • L • Ax + (K$ - W • L + Kx • L2 
- r 0 • w2 ) A$ = M 

y y 
(3. 88) 

Resolvendo o sistema acima, teremos: 

K L 
A = X . M 

X 
Ll(w 2) 

(3.89) 

K - m . w2 

A$y = X . M 
Ll(w 2) 

(3.90) 

sendo Ll(w 2) dado pela equação (3.86). 

Quando da atuação simultânea de uma carga horizo~ 

tal e de uma carga momento devemos efetuar uma superposição dos 

resultados encontrados nas equações (3.84), (3.85), ···(3.89) e 

(3.90). 
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IV - OBTENÇÃO DAS FORÇAS DE INIÕRCIA E O SEU BALANCEAMENTO 

4.1 - INTRODUÇÃO 

Compressores e outros tipos de máquinas rotativas 

possuem um sistema mecânico que pode ser idealizado como um sis­

tema do tipo biela-manivela. A idéia básica deste· ·sistema e 

transformar um movimento de translação em um movimento de rota­

çao, ou vice-versa. 

Geralmente o fabricante da máquina fornece todas 

as informações que o projetista de fundações necessita - veloci­

dade normal de operaçao da máquina; módulo, direção, sentido e 

pontos de aplicação das forças estáticas e dinâmicas; dimensões 

mínimas do bloco de suporte da máquina, por razões de manutenção 

e/ou operação; localização de aberturas, saliências,chumbadores, 

etc. 

Em alguns casos, entretanto, para um pré-dimen-

sionamento das fundações, o projetista necessita fazer uma ava­

liação destes dados. 
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4.2 - OBTENÇAO DAS FORÇAS DE INlÕRCIA 

_,., __ 

y 

z 

FIGURA 4.1 - MECANISMO DO SISTEMA BIELA MANIVELA 

sendo: 

zp = deslocamento do pistão para baixo, a partir do 

topo. 

w . t = ângulo da manivela, a partir do ponto superior 

(ponto D) 

r = raio da manivela 

L = comprimento da biela 

Admitiremos um movimento circular e uniforme para 

a manivela e procuraremos determinar a distância zc, no tempo 

t 

Se a manivela nao tivesse inclinado teríamos: 

zc = DB = r • (1 - cos wt) (4.1) 
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Introduzindo um termo corretivo, devido a inclina 

çao da manivela, teremos: 

zc = DB + (AC - BC) = r • (1 - cos wt) + L • (1 - cos cb) 

( 4. 2) 

Utilizando a lei dos senos no triângulo OAC, tere 

mos: 

sen q, = (r/L) • sen wt ( 4. 3) 

Pela trigonometria, teremos: 

sen 2 wt - 1 - r' • sen 2 wt (4. 4) 
2 • 1 2 

Substituindo a equaçao (4.4) na equaçao (4.2), te 

remos, apos algumas simplificações: 

ZC = r • (1 - COS wt) + 
r' 

2 • L 
• sen 2 wt ( 4. 5) 

ou ainda: 

r 2 r zc = (r + 4 • 1 ) - r • (cos wt + 4 1 • :fos Zwt) ' (4.6) 

por derivação da equaçao (4.6) teremos: 

= . (sen wt · ~-, r . sen Zwt) ( 4. 7) zc r (JJ 
2 L 

zc = r . w' (cos wt - r . cos Zwt} !: ( 4. 8) I 
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Salientamos que a aproximação feita .na ,e.quaçao 

(4.4) conduz a um erro inferior a 0,05%, uma vez que a relação 

entre o diâmetro da manivela e o comprimento da biela, para sis­

temas reais, se aproxima, quase sempre, de 0,5. 

A equação (4.8), apos ser multiplicada pela massa 

do pistão, representa a força de inércia que se origina pelo mo­

vimento do pistão; ela é constituída de duas parcelas: <'parce­

la primiria - que tem a mesma frequência de rotação da manivela; 

0 parcel; iecundiria 
~ . - ... - ... 

que tem o dobro da frequência de rotação 

da manivela. 

O movimento descrito pela equaçao (4.8) se afasta 

bastante do movimento harmônico, para as relações usuais do diâ­

metro da manivela para o comprimento da haste. Aumentando-se es 

ta relação, a parcela secundiria tende a ser desprezível em fun­

ção da parcela primiria, e o movimento descrito se aproxima bas­

tante do movimento harmônico (vide Figura 4. 2) . 

\ J 
' / ,_ 

FIGURA 4 .2 - ACELERAÇÃO DO PISTÃO EM FUNÇÃO DO ÂNGULO DA MANIVELA 
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Para a determinação dàs propriédades dinâmicas 

das partes rotativas da manivela concentramos toda a ·sua massa 

no centro de massa da mesma. 
. ~ 

Este procedimento e derivado do 

Princípio da Conservação do Momento Linear, da Mecânica Clássica. 

Por comodidade no tratamento matemático deslocare 

mos a massa das partes rotativas da manivela, ora concentradas 

no centro de massa, para o pino A da manivela, de forma tal que 

a força de inércia não seja alterada. Para tanto rnúl.tiplicamos a 

massa pela relação entre as distâncias do centro de massa ao ei­

xo de rotação e do pino A ao mesmo eixo. 

Os deslocamentos vertical e horizontal do pino A 

sao: 

z A = r • (1 - cos wt) (4.9) 

yA = - r • sen wt (4.10) 

Por derivação das equaçoes (4.9) e (4.10) teremos 

r • w • sen wt (4.11) 

r • w2 
• cos wt (4.12) 

- r • w • cos wt (4.13) 

r • w2 
• sen wt (4.14) 

Multiplicando-se as equaçoes (4.12) e (4.14) pela 

massa das partes rotativas da manivela teremos as componentes ver 



50 

tical e horizontal da força de inércia, respectivamente. 

A determinação .das propriedades dinâmicas da bie­

la representa o passo mais árduo desta nossa tarefa. A extremi­

dade superior descreve uma linha reta, a extremidade inferior uma 

circunferência e qualquer ponto intermediário, elipses. 

A análise do problema com este grau de ~ificulda-- '--' - --. 

-de poderá ser melhor equacionado através de um sistema equivale~ 
. • .. , ... 

te, baseado nos princípios da Mecânica Clássica. 

Utilizaremos a zê lei de Newton, na sua forma mais 

geral (dinâmica dos corpos rígidos), que estabelece:· .'.'A força de 

inércia de um corpo em uma determinada direção é equivalente ao 

produto da massa do mesmo pela aceleração de seu centro de mass~ 

nesta mesma direção". Portanto, permu.taremos a massa .da haste 

por duas massas concentradas nos pontos A e C, da Figura 4.1 (e~ 

tremidades inferior e superior da biela, respectivamente) de tal 

maneira que a massa total equivalente e o centro de massa perma­

neçam inalterados. 

Este procedimento é aproximado para a determinação 

das forças de inércia e para a deter_111inação dos momentos produ­

zidos por estas forças,algumas vezes de forma grosseira. 

Com esta divisão o problema se resume em adicio­

nar à massa do pistão e a massa das partes rotativas da manivela, 

a fração correspondente da massa da biela. Denominaresmos estas 

massas de mA '(parte alternativa) e mR (parte rotativa). 

Teremos, então, as expressões para as forças to­

tais de inércia do sistema biela-manivela. 

(4.15) 
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m • 
R 

(4.16). 

Substituindo as equaçoes (4.8), (4.12) e (4.14) 

nas equaçoes (4.15) e (4.16), teremos, após algumas transforma -

çoes: 

e 4 .17) 

Fy = mR • r • w2 
• sen wt (4.18) 

Observamos, das equaçoes (4.17) e (4.18), que a 

componente vertical da força de inércia total possui uma compo­

nente primária e con_sequência da àçãci inerciâl das" partes alte'mátivas e 

':rotativas)" e uma componente secundária (consequênda da ação inercial ·c1as Pª.!: 
---'"' n - ~ . 

tes rota-tivas) e a componente horizontal da forç_a de inér.cia to-

,.,taLpossUi apenas. a componente primária (consequência· 

· inercial das partes rotativas). 

da açao 

O momento das forças de inércia em torno do eixo 

longitudinal D , necessário para o estudo das vibrações torsio­

nais do eixo de manivelas, será apresentado como ilustração, sem 

nenhum desenvolvimento matemático, uma vez que o seu valor não é 

relevante para uma avaliação inicial de cargas; sua importância 

maior reside do dimensionamento estrutural das partes móveis do 

motor. 

A expressao para o cálculo do momento das forças 

de inércia sera: 

M 0.5 mA w2 r 2 
({1 sen wt - sen 2 wt ~ ~r sen 3 wt) 

(4.19) 
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A fórmula (4.19) tem erro da ordem de 0,05% e e 

mais precisa para sistemas que possuem dois mancais fortemente 

estruturados nas extremidades e ligados por uma biela -_.relativa­

mente leve. 

4.3 - BALANCEAMENTO DAS FORÇAS DE IN~RCIA 

Consideramos, inicialmente, o caso simples de um 

motor de um cilindro. Pela colocação de contrapesos é possível 

o balanceamento das forças de inércia produzidas pelas massas ro 

tativas, mas nunca o balanceamento das forças de inércia produzi 

das pelas massas alternativas, a não ser em sistemas impossíveis 

de serem fabricados, hoje, por razões técnicas. 

Para um sistema de vários cilindros é conveniente 

uma representação gráfica dos esforços de inércia, através deve 

tores girantes. 

Adotaremos um dos cilindros como referência e de­

nominaremos de Q,. e a. (_i representa o número de éil indro) 
i i 

a distãncia entre cilindros e o ângulo de defasagem em relação ao 

cilindro adotado corno referência, repectivarnente . (iide Figuras 

4.3, 4.4 e 4.5) 

1 2 3 • d1=0 

~ 
l 

·+· " 
.,, 

4 

( a l ( b) ( e l 

FIGURA 4.3 - FORÇAS PRIMÁRIAS DE IN~RCIA EM UM MOTOR DE DOIS CI~ 
CLOS COM QUATRO CILINDROS 
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'· 

d 1=o 1' 
11 '4 

t r 

j j 
2 3 

1 Q) e•> 

FIGURA 4.4 - FORÇAS SECUNDÁRIAS DE INIÕRCIA PARA O MOTOR DA FIGU­
RA 4.3 

4 

·, 

2 

3 

FIGURA 4.5 - MOMENTOS PRIMÁRIOS (a) E MOMENTOS SECUNDÁRIOS PARA 
O MOTOR DA FIGURA 4.3 

O plano em que os momentos primários e secundários 

atuam e o definitivo pela direçio do.eixo longitudinal do motor 
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e pela direção de atuação da força. Por ·exemplo, na Figura 4.5, 

os momentos 2 e 3 atuam no mesmo plano e o momento 4 atua em um 

plano perpendicular ao anterior. 

A partir destas considerações é possível se esta­

belecer analiticamente, as expressoes que definem o balanceamen~ 

to de um sistema. Teremos: 

a) para as forças primárias: 

n 
í: sen a . = o 

i=l l 
(4.20) 

e 
n 
í: cos a . = o 

i=l l 
(4.21) 

b) para as forças secundárias 

n 
í: sen 2a. =· o (4.22) 

i=l l 

e 
n 
í: cos 2a. = o (4 .,23) 

i=l l 

c) para os momentos primários 

n 
í: !/,. sen a. = o (4.24) 

i=l l 1 

e 
n 
í: !/,. cos a. = o (4.25) 

i=l l l 

d) para os momentos 

n 
í: !/,. sen 2a. = O (4.26) 

i=l l l 
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n 
l: 

i=l 
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Q,. cos 
l. Zai = o (4.27) 

Com as fórmulas 4.20 a 4.27 •poderemos 

facilmente o quadro 4.1, proposto por Newcomb (1954) e 

de Winterkorn et al (1975). 

verificar 

extraído 

FORÇAS E MOMENTOS NÃO BALANCEADAS PARA DIFERENTES ARRANJOS 
(1Êxtroido de Newcomb,1951) 

Arranjos dFJ Manivelas 

Manivela Único 

Duas manivelas dtrfasadas 
de ISO~ Cllfnd1'09 am 

linho. 

Cilindros em oposição 
defasados de IBOº 

Duas man/ve/os dMàsodos 
de 90º 

Dois cilindros em lima 
IÍniça manivela 

Cllfndros defasados de 90° 

Dais· cilindros em uma 

y 

unlca manivela p _ 
Clllndros em opos,çób defasados de 180º 

Três cilindros dt1failados 

de 120° 

Quatro clllndros 

1 J,'ttt 
Manivelas defasadas de 180º 

Mtfnfvelas defasadas 
dê 90º 

Seis CI llndros 

r = Ralo do manlvt1/a ( Polegada} 
L = Comprimento da manlvt1la ( Paleaoda) 
D = Distância entrá clllndros ( Polegada} 
W = Peso de um cfl/ndro ( Libra} 
F' = (Q0000284)rW( rpm)2 = Pi/,,,,f,la 

F"= !.. F': SecundfÍrfo 
L 

Forças 

Primárias 

F' Sem Contrapesos. 
,(O.S} F' Com Contrapesos. 

o 

o 

(1.41) F' Sem Contrapesos. 

(0.707) F' Com Contrapesos. 

F' Sem Contrapesos. 

o Com Contrapesos. 

2F' Sem Contrapesos. 

F' Com Contrapesos. 

o 

o 

o 

o 

Momentos 

Secundárias PrlmiÍrlos SecundtÍrlos 

F" Não existe N6o existe 

2F" F' D S6m Contrrzr,esos. Não tul./ste 

F' 
- D Com Contrapesos. 
2 ' 

o Ni/ NII 

( f.4/)F'O Sem Contrapesos 

·o 
(0.707) F~b Com Cóntrãpuos 

F"D 

(1 .41 J F" NII N/1 

o Não existe N/1 

(3.'46) F' D Sem Contraj,esos 

o 
(l.73)F'D 

( 3.46) F'' D 
Com Corrtrapesos 

o o o 

(t.4/)F'D Sem contrapesos 

o (O. 107} F'D Com Contrapesos 4.QF"D 

o o o 
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V - MODELO MATEMÁTICO PARA O CÁLCULO DE FUNDAÇÕES DE 

ROTATIVAS SOBRE ESTACAS 

5.1 - INTRODUÇÃO 

MÁQUINAS 

Baseados nos princípios da Análise Matricial da 

Mecânica das Estruturas desenvolvemos aqui um método numérico que 

permite obter a resposta dinâmica de um estaqueamento, excitado 

por uma solicitação senoidal ou cossenoidal, que é, na prática , 

a solicitação que mais se aproxima da liberada por máquinas rota 

tivas. 

O modelo matemático desenvolvido é suficientemen­

te exato, dentro do atual "state-of-the-art" de fundações de má­

quinas. A maior dificuldade para sua aplicabilidade, na prática 

da Engenharia, reside em se obter coeficientes de recalques que 

sejam representativos para um determinado problema. Custos e pr~ 

zos impedem, em geral, uma determinação conveniente dos parame­

tros do solo. 

O cálculo das frequências naturais e forçadas, a~ 

plitudes de vibrações, cargas e deslocamentos nas estacas é fei-

to de forma adequada programando-se.·.· computadores digitais 

(Burroughs 6700, disponível no NCE-UFRJ)."Flow-Charts" dos pro-
,,-.,,,. 

gramas de_ computador. elaborados poderão ser encontrados no Apênd2:_ 

ce 2 deste nosso trabalho. 

5.2 - HIPÕTESES ADOTADAS NA ELABORAÇÃO DO MODELO 

Para a manipulação dos parâmetros envolvidos com 

os recursos matemáticos disponíveis teremos que impor hipóteses 

simplificadoras ao modelo proposto. 

Faremos as seguintes hipóteses básicas: 
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1. O bloco que se assenta sobre as estacas é admitido rÍgido.Po~ 

tanto ,ele não sofre deformações e os deslocamentos de qual­

quer ponto são definidos a partir dos deslocamentos · do seu 

centro de gravidade (translações e rotações). 

2. O comportamento tensão-deformação do solo é admitido corno elás­

tico-linear. e mais: não há interação entre pontos próximos; 

ou seja, admite-se a hipótese do Winkler. 

3. As propriedades de inércia do solo são negligenciadas. 

4. A reação do solo, ao longo das faces do bloco que se assenta 

sobre as estacas, é desprezada. Quando as frequências natu­

rais de vibração são muito maiores do que as frequências exci 

tantes, esta reação é muito pequena e o cálculo não sera <lema 

siadamente conservativo pela adição desta hipótese. 

5. O comportamento tensão-deformação das estacas é admitido como 

elástico-linear, não existindo, também, interação entre quai~ 

quer duas ou mais estacas. 

5.3 - MIÕTODO. DE ,ANÁLISE 

5.3.1 - Determinação do Centro de Massa do Sistema Máquina(!;) 

Fundação 

A determinação do centro de massa, momentos de 

inércia da massa (em relação ao centro de massa do sistema máqui 

na(s) - bloco de coroamento) e massa total do sistema máquina(s) 

'bloco de coroamento e feita através de subrotina apropriada. 

Para o caso das máquinas e equipamentos admitimos 

suas massas concentradas em seus centros de gravidade, ou seja, 

desprezamos Q momento de .inércia decorrente da :distribuição de massa. 

Como entrada de dados fornecemos a massa e as coordenadas relati 

vasa um sistema de eixos arbitrário (qÜe à,: sua importância, 

daqui em diante o denominaremos de sistema de eixos global, ou 

simplesmente, por comodidade de grafia, SEG). 
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Para o caso do bloco onde as máquinas e equipame~ 

tos se assentam, tendo ein vista sua geometria, irregular,dividimo-lo em 

vários prismas de base retangular com lados. paralelos aos eixos do 

SEG. Como entrada de dados fornecemos as 'dimeris6es paralelas 

aos eixos do SEG, o peso específico do material e as coordenadas 

do centro de gravidade (em relação ao SEG) do prisma. Calcula-

mos, para este caso, o momento de inércia devido à distribuição 

de massa e devido à excentricidade da massa em relação ao centro 

de massa do conjunto máquina(s) - bloco de coroamento. 

Para a · distinção dos dois casos citados cria-

mos um código, que também deveremos fornecer como entrada de da­

dos. 

Após o conhecimento das coordenadas do centro de 

gravidade do sistema máquina(s) - bloco de coroamento determina­

mos a faixa de variação da posição do centro de gravidade does­

tanqueamento, que é admitido como± 5% das coordenadas horizon­

tais, relativas ao SEG. Caso o centro de gravidade 1 nao esteja 

na faixa de domínio, o programa fará automaticamente a correçao. 

1 O.centro de gravidade do estaqueamento deverá ser entendido co 
mo a projeção do seu centro elástico sobre o.plano horizontal 
de arrasamento das estacas. 
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,' 

-~ 

l' -. 

FIGURA 5.1 - SISTEMA DE EIXOS GLOBAL E INDICAÇÃO DAS DIMENSÕES, 

DE UM PRISMA,PARALELAS AOS EIXOS DO MESMO. 

5.3.2 - Determinação da Geometria e Propriedades do Estaqueamen­

to 

Para referenciar qualquer coordenada introduzida 

no programa deveremos utilizar o SEG. Portanto, ·as coordenadas 

do topo de cada estaca serão fornecidas relativamente ao SEG. 

Na realidade, criamos no topo de cada estaca um 

sistema de eixos local (SEL) e este será referenciado ao SEG. 

Como entrada de dados fornecemos o ângulo de cra­

vaçao (ângulo entre o eixo longitudinal da estaca e o eixo verti 

cal x do SEG), o ângulo em planta da projeção da estaca (num 

plano horizontal) com o eixo horizontal y do SEG, o ãngulo en-



60 

tre os eixos y do SEG e do SEL, coordenadas do topo da estaca, 

referidas ao SEG, módulos de elasticidade longitudinal e trans -

versal, peso específico do material, área da ,seçao transversal 

e momentos de inércia da seção transversal em relação aos eixos 

do SEL. 

Esta leitura de dados e fornecida estaca por esta 

ca. 

5.3.3 - Determinação das Condições de Apoio 

As condições de apoio das extremidades poderão ser 

dadas de três formas diferentes, de maneira a simular qualquer 

situação real. Cada uma das direções (correspondentes aos graus 

de liberdade adotados no modelo) poderá ser completamente restr~ 

gida, completamente livre ou parcialmente livre (engastamento elás 

tico). 

Esta leitura de dados e feita através de códigos 

convenientemente escolhidos. 

5.3.4 - Montagem da Matriz de Rigidez para cada Elemento da Esta 
ca e para a Estaca Inteira 

Após conhecimento de todos os dados fornecidos p~ 

la subrotinas comentadas nos Ítens 5.3.1, 5.3.2 e 5.3.3 estamos 

aptos ã determinação da matriz de rigidez de cada elemento que se 

subdivide,,_ uma estaca, além da montagem da ma triz de rigidez pa­

ra toda a estaca. 

Quando tivermos um elemento envolvido por um meio 

elástico deveremos dar o comprimento do mesmo e os coeficientes 

de recalques correspondentes a este meio. Quando o elemento for 

livre devemos fornecer apenas o comprimento do elemento; a omis­

são dos coeficientes de recalque será interpretado como sendo um 
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elemento sem envolvimento por um meio elástico. Os coeficientes 

de recalque deverão ser armazenados em disco, para uso posteriot 

Os coeficientes de recalque são admitidos como cons 

tantes, ao longo de cada elemento. Apesar desta aparente defici 

ência, lembramos que complicadas formas de variação do coeficie~ 

te de recalque poderão ser simuladas com a diminuição do compri­

mento dos elementos. Entretanto,isto acarreta um acréscimo de 

trabalho computacional e deverá ser levado em conta a precisão 

com que se obteve tais coeficientes,para a decisão das dimensões 

dos elementos. 

A matriz de rigidez para um elemento nao envolvi­

do por um meio elástico é bastante conhecida e poderá ser encon~. 

trada na maioria dos Compêndios de Mecânica das Estruturas. Pa­

ra um elemento envolvido por um meio elástico, a solução foi da­

da por Diaz (1973); ambas estão reproduzidas a seguir. 

' . 
SEL 

~ /, 

/ SEG 

z 

•• 
,!'a 

' " "'' 
, 

/' 

: FIGURA 5.2 - ELEMENTO DA ESTACA'NO SISTEMA DE EIXOS LOCAIS 
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Para um elemento nao envolvido por um meio elásti 

co, temos: 

RELEM (1, 1 ) = E * AX/L e 5 . 1) 

RELEM (1, T) = - RELEM (1 , 1) e 5. 2) 

RELEM e 2,, 2 ) = e 12. * E * IZ)/L * L * L· (5.3) 

RELEM e 2 , 6 ) = e 6. * E * IZ)/L * L e 5. 4) 

RELEM (2. 8 ) = - RELEM (2, 2) e 5. 5) 

RELEM e 2 , 12) = RELEM (2, 6) (5.6) 

RELEM e 3, 3 ) = (12. *E* IY)/L * L * L e 5. 7) 

RELEM e 3, 5 ) = e - 6. * E * IY)/L * L e 5. s) 

RELEM (3, 9 ) = - RELEM (3, 3) (5.9) 

RELEM (3, 11) = RELEM (3, 5) (5.10) 

RELEM (4, 4 ) = G * IX/L (5.11) 

RELEM (4, 10) = - RELEM (4, 4) (5.12) 

RELEM e s. 5 ) = 4. * E * IZ/L (5.13) 

RELEM e s, 9 ) = - RELEM (3, 5) (5.14) 

RELEM e s, 11) = 2 • * E * IY/L (5.15) 

RELEM (6. 6 ) = 4. * E * IZ/L (5.16) 

RELEM (6, 8 ) = - RELEM (2, 6) ( 5 .1 7) 

RELEM ( 6, 12) = 2 .• * E * IZ/L (5.18) 

RELEM ( 7' 7 ) = RELEM ( 1, 1) (5.19) 

RELEM ( 8. 8 ) = RELEM ( 2, 2) (5.20) 

RELEM ( 8, 12) = - RELEM (2, 6) (5.21) 

RELEM (9, 9 ) = RELEM (3, 3) (5.22) 

RELEM (9, 11) = - RELEM (3, 5) (5.23) 

RELEM (10,10) = RELEM ( 4, 4) ( 5. 24) 

RELEM (11,11) = RELEM ( 5. 5) (5.25) 

RELEM (12 ,12) = RELEM ( 6' 6) (5.26) 
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os demais termos da banda superior sao iguais a zero; os termos 

da bànda inferior poderão ser facilmente obtidos, uma vez que a 

matriz de rigidez e simétrica. 

Para um elemento envolvido por um meio elástico 

temos: 

RELEM (1, 1) = WX *E* AX * CHX/SHX 

RELEM (7, 7 ) = RELEM (1,,1) 

RELEM (1, 7 ) = - WX * E * AX/SHX 

RELEM ( 4, 4 ) = WMX * G * IX * CHMX/SHMX 

RELEM (10,10) = RELEM (4, 4) 

RELEM ( 4, 10) =-WMX * G * IX/SHMX 

DEN = SHMZ * SHMZ - SIMZ * SIMZ 

RELEM ( 6, 6 ) . = (KY/(2. *WMZ**3))*((CHMZ*SHMZ-illMZ*SIMZ)/DEN) 

RELEM (12,12) = RELEM (6, 6) 

RELEM (6, 12) = (KY/(2. *WMZ**3))*((CHMZ*SIMZ-SHMZ*mMZ)/DEN) 

RELEM (2, 6 ) = (KY/(2. *\\IMZ**2))*((SHMZ**2+S1MZ**2)/DEN) 

RELEM (8, 12) = - RELEM (2, 6) 

RELEM (6, 8) = (- KY/WMZ**2)*(SHMZ*SIMZ/DEN) 

RELEM (2, 12) = - RELEM (6, 8) 

RELEM (2, 2) = (KY/WMZ) * ((CHMZ *SHMZ+COMZ*SIMZ)/DEN) 

RELEM (8, 8) = RELEM (2, 2) 

RELEM (2, 8 ) = (- KY/WMZ)*((SHMZ*COMZ+CHMZ*SIMZ)/DEN) 

DEN = SHMY * SHMY - SIMY * SIMY 

RELEM (5, 5 ) = (KZ/(2.*\\IMY**3))*((GJMY*SHMY-illMY*SIMY)/DEN) 

RELEM (11,11) = RELEM (5, 5) 

RELEM (5, 11) = (KZ/(2.*WMY**3))*((CHMY*SIMY-SHMY*illMY)/DEN) 

RELEM (3, 5) = (- KZ/(2.*WMY**Z))*((SHMY**Z+SIMY**Z)/DEN) 

RELEM (9, 11) = - RELEM (3, 5) 

e 5. z 7) 

(5.28) 

(5.29) 

(5.30) 

(5. 31) 

e 5. 3z) 

e 5. 3 3) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

e 5. 3 7) 

(5.38) 

(5.39) 

(5.40) 

(5.41) 

(5.42) 

e 5. 4 3) 

(5.44) 

(5.45) 

(5.46) 

(5.47) 

(5.48) 

(5.49) 
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RELEM (5, 9 ) = (KZ/WMY**Z) * (SHMY*SIMY/DEN) (5. 50) 

RELEM ( 3, 11) = - RELEM (5, 9) (5,51) 

RELEM ( 3, 3 ) = (KZ /WMY) * ((CHMY*SHMY+CDMY*SIMY) /DEN) (5.52) 

RELEM (9, 9 ) = RELEM (3, 3) (5.53) 

RELEM (3, g ) = (- KZ/WMY) * ( (SHMY*COMY+CHMY*SIMY) /DEN) (5.54) 

Sabendo-se que: 

wx = SQRT (KX/(E * AX)) (5. 55) 

CHX = COSH (WX * L) (5.56) 

SHX = SINH (WX * L) (5.57) 

WMX = SQRT (KMX/(G * IX)) (5.58) 

CHMX= COSH (WMX * L) (5.59) 

SHMX= SINH (WMX * L) (5.60) 
', 

WMZ = SQRT,. (SQRT (KY/(4. *E*IZ))) (5.61) 

CHMZ= COSH (WMZ * L) (5.62) 

SHMZ= SINH (WMZ * L) (5.63) 

COMZ= cos (WMZ * L) (5.64) 

SIMZ= SIN (WMZ * L) (5.65) 

WMY = SQRT (SQRT (KZ/(4. * E * IY))) (5.66) 

CHMY= COSH (WMY * L) (5.67) 

SHMY= SINH (WMY * L) (5. 68) 

COMY= cos (WMY * L) (5.69) 

SIMY= SIN (WMY * L) ( 5. 70) 

os demais termos da banda superior sao iguais a zero; os termos 

da banda inferior poderio ser facilmente obtidos, uma vez que a 

matriz de rigidez e simétrica. 

Após a determinaçio da matriz de rigidez de,um el~ 

mento esta será alocada, em posiçio conveniente, na matriz de ri 
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gidez da estaca, considerando a união existente entre os vários 

elementos em que foi dividida a estaca. A largura de banda des-

ta matriz é constante e igual a 12 e, desta forma, esta matriz 

será formada por um arranjo retangular de dimensões. 6 * (N + 1) 

por 12, sendo N o número de elementos que foi dividida a esta­

ca. As subrotinas para cálculo de sistemas lineares envolvendo 

esta matriz estão programadas para levar em conta esta particu -

laridade. 

Para o P-ésimo elemento de uma estaca, o elemen­

to (I, J) da matriz de rigidez do elemento será alocado na po­

sição [6 * (P - 1) + I , J - I + 1)]; no· arranjo retangular defi 

nido acima. 

Antes de cada alocação, as matrizes de rigidez de 

cada elemento são armazenadas em disco, para uso posterior. 

5.3.5 - Monlagem da Matriz de Massa para cada Elemento da Estaca 

e para a Estaca Inteira 

O procedimento para a montagem da matriz de massa 

equivalente para um elemento de uma estaca segue, basicamente,as 

mesmas hip6teses adotadas para a montagem da matriz .de rigidez 

de um elemento em relação aos dados necessários para tanto. De­

vemos incluir, entretanto, dados de inércia de cada elemento (de~ 

sidade do material constituinte da estaca). 

Da mesma maneira que a determinação das matrizes 

de rigidez de cada elemento, é mais conveniente do ponto de vis­

ta computacional determinar as matrizes de massa equivalentes -P~ 

ra elementos obtidos de uma discretização da estrutura, usando o 

SEL, para em seguida transformar estas matrizes para o SEG. 

A matriz de massa equivalente para um elemento nao 
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envolvido por um meio elástico poderá ser encontrada em Przemi -

eniecki (1968). Para um elemento envolvido por um meio elástico 

deduzimos as expressões da matriz de massa equivalente e introdu 

zimos a demonstração matemática no Apêndice I, por não termos en 

contrado tal matriz em nenhum livro ou ·revista especializadas consul 

tados. Este desenvolvimento representa a mais importante contri 

buição desta tese ao meio técnico-científico, dada â sua ·.imp0r­

tância e a dificuldade em expressá-la em forma matemática fecha­

da. Ambas estão reproduzidas a seguir; 

Para um elemento não·cinvolvido1~0r um meio elásti 

co, temos: 

}4ELEM ( 1, 1 ) , = 1/ 3 (5. 71) 

MELEM ( 2 ' 2 ,. ) = 13/35 + 6. * IZ/(5. * AX * L * L) (5.72) 

MELEM ( 3' 3 ) = 13/35 + 6. * IY/(5. * AX * L * L) ( 5. 7 3) 

MELEM ( 4' 4 .,. ) IX/(3. * AX) (5.74) 

MELEM ( 3' 5 ) = - 11. * L/210. - IY/(10. * AX * L) (5.75) 

,MELEM ( 5' 5 ) = (L * L)/105. + 2 . * IY/(15. * AX) (5.76) 

MELEM (2, 6 ) = 11. * L/210. + IZ/(10. * AX * L) (5. 77) 

MELEM (6, 6 ) = (L * L)/105. + 2. * IZ/(15. * AX) (5.78) ., ,, 
MELEM (1, 7 ) = 1-/6. ( 5. 79) 

:MELEM ( 7' 7 ) =,MELEM ( 1, 1) (5.80) 

MELEM ( 2' 8 ) = 9."/70. - 6. * IZ/(5. * AX * L * L) ( 5. 81) 
,. 

MELEM ( 6' 8 ) = 13. * L/420. - IZ/(10. * AX * L) (5.82) 

MELEM ( 8' 8 ) = MELEM ( 2 ' 2) (5.83) 

.MELEM ( 3, , 9 ) = 9./70. - 6. * IY/(5. * AX * L * L) (5.84) 
' 

MELEN ( 5, 9 ) = - 13. * L/420. + IY/(10. * AX * L) (5.85) 

MELEM ( 9' 9 ) ,._: =,MELEM ( 3' 3) (5.86) 

,MELEM (4, 10) = IX/ (6. * AX) ( 5. 8 7) 
·,a 
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MELEM (10,10) = MELEM ( 4, 4) (5.88) 

MELEM (3, 11) = MELEM ( 5, 9) (5. 89) 

MELEM ( 5 , 11) = - L * L/140. - IY/(30. * AX) (5.90) 

MELEM (9, 11) = MELEM ( 3, 5) (5.91) 

MELEM (11,11) = MELEM ( 5 , 5) (5.92) ; 

MELEM ( 2, 12) = MELEM ( 6, 8) ( 5. 9 3) 

MELEM ( 6, 12) = - L * L/140. - IZ/(30. * AX) (5.94) 

MELEM ( 8, 12) = - MELEM (2, 6) (5.95) 

MELEM (12 ,12) = Jl,fELEM ( 6' 6) (5. 96) 

Todos os termos da matriz deverão ser multiplica­

dos por p • AX • L , sendo p a densidade do material da esta­

ca. 

Os demais termos da banda superior sao iguais a 

zero; os termos da banda inferior poderão ser facilmente obtidos, 

uma vez que a matriz de massa equivalente é simétrica. 

Para um elemento envolvido por um meio elástico 

temos: 

' MELEM (1, 1) = 
sen. h 2 L - 2 L -

4a sen 2 h aL 
( 5. 9 7) ,. 

1 

MELEM (2, 2) = Rl(y) • p11 + RZ(y) • Pzi + R3(y) • p 31 + R4(y) • P41 

+ R5 (y) • Pn Pz1 + R5(y) • P11 • P31 + R7(y) • ~11 P,ít + 

+ R3 (y) • p 21 P31 + R9(y) • Pz1 • P41 + RlO(y) • ,P31 °P41 + 

+ Rll(y) • P11 + Rl2;{y) · p21 + Rl3(y) • p 31 + Rl4(y) •p 2 

41 + 

+ Rl5(y) • Pn P21 + Rl6(y) • Pn ~31 + Rl7(y) • l?n P41 + 

+ RlS(y) • Pz1 P31 + R19(y) • P21 P41 + RZO(y) • P31 .P41 

r5.98). 
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. 1 

MELEM(3, 3) = Rl(l/1) Pií + RZ(l/1) PH + R3(l/J) P,3í + R4(l/l) P,ií + RS(l/1) Pi
1
P

21 
+ 

+ 

+ RlO(l/1) P' P' + Rll(l/1) P' 2 + RlZ(l/1) P: 2 + Rl3(l/l) P' 2 + 31 41 . . 11 ,>Ll 31 

+ 

(5.99) 

f 

MELEM(4_,4) = 
sen hºZSL - 2SL 
4 S sen 2 h SL 

(5.100) 

+} RS(l/1) (PizPh + Pi1Pzz) + i R5 (l/l) Cfizg31 + fi1R3z) + 

+ i R7(\/i) (PizP41 + P11P4z) + i RB(\/1) (PzzP:51 + P3zPzi) + 

+ i R9(l/l) (PzzP41 + Pz1P4z) + i RlO(l/1) (P3zP41 +p3I~4z)'+ 

+ i Rl6(l/l) (PizP31 + Pí1 P3z) + j Rl7(l/l) CPizP41 + Pi1P4z) + 

+ i Rl8(l/l) (PzzP31 + P3zPz1) + i Rl9(l/l) (PzzP41 + P21P4z) + 

+ i RZO(l/1) (P3zP,h + P:31P4z) (5.101) 
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1 

'.MELEM (5, 5) = Rl (\/!) Piz + RZ(l/!) Pzz + R3(l/J) P3z + R4(l/!). P4z+ 

+ R5 ( l/J) • Piz Pzz + R6 ( l/J) . 
Piz P3z + R?(l/!) • Píz P4z + 

+ RS ( l/J) Pzz P3z + R9(l/J) Pzz P4z + RlO(l/!) P3z P4z + 

+ Rll (\/!) Piz + R12 (\/!) Pzz + Rl3 (\/!) p 32 + Rl4(l/!) ,2 + 
P4z 

+ Rl 5 (\/!) Piz Pzz + Rl6 (\/!) Piz P3z + Rl7(l/!) Piz P4z + 

+ Rl8 (\/!) ' Pzz ' P3z + Rl 9 ( l/!) Pzz P4z + RZO(l/!) P3z P4z .· 

(5.102) 

' _, 

MELEM'(6, 2) = Rl(y) P11 P1z + RZ(y) Pz1 Pzz + R3(y) P31 P3z + 

1 
+ R4 (y) P41 P4z + 2 R5 (y) CP12 Pz1 + P11 Pzz) + 

+ i R6Ci') CPiz P31 + Pü'I'3zl: ""i R?(Y-l CPíz P41 + Pu P4z) + 

+ Rl2 (y) Pzz Pz1 + Jq3 (Y) P3z P31 + Rl4 (Y) P4z P41 + 

+ R15 (y) CP12 Pz1 + Pzz Pn) + i Rl6 (Y) CP1z P31 + Pn P3z) + 

+ i Rl?(y) CP1z P41 + Pn P4z) + i RlS(y) (Pzz P31 + P3z Pz:? 

+ i R19(y) (Pzz P41 + Pz1 P4z) + i RZO(y) Cl\z P41 + P31 P4)+ 

(5.103) 
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r 
MELEM (6, 6) = Rl (y) • PÍz + RZ (y) Pzz + R3 (y) p 32 + R4 (y) P4z + 

+ RS (y) P1z Pzz + R6 (y) P12 P3z + R7(y) P1z P4z + 

+ RS(y) Pzz P3z + R9 (y) Pzz P4z + RIO ( y) P3z P4z + 

+ Rll (y) 2 

P1z + Rl2 (y) 2 

Pzz + Rl3 (y) p 32 + Rl4(y) P,Íz + 

+ RIS (y) P1z Pzz + Rl 6 (y) P1z P3z + Rl 7 (y) P1z P4z + 

+ Rl8 (y) Pzz P3z + Rl9(y) Pzz P4z + RZO(y) P3z P4z+ 

(5.104) 

MELEM
1 

(7, 1) = ----=1-- (sen h 3 aL - sen h aL + 2 aL cos aL) (S.105) 
4a sen2 h aL 

MELEM
1 

(7, 7) = ---=-1---
4a sen 2 h al 

(sen h 2 aL - 2 aL) (5.106) 

1 

MELEM (8, 2) = Rl(y) pll p 13 + RZ(y) Pz1 Pz3 + R3 (y) P31 P33 + 

+ i R6 (y) C:i\3 P3r + Pn P33) + i R7(y) CP13 P41·;+ P11P43l-+ 

+ i R8 (Y) CPz3 P31 + Pz1 P33l + i R9(y) CPz3 P41 + P21 P43l + 

+ i Rl2(Y) Pz1 Pz3 + Rl3(Y) P31 P33 + Rl4(Y) P41 P43 + 

+ °i RIS (Y) CP13 Pz1 + Pz3 Pn) + i Rl6 (Y) CP13 P31 + P33 Pnl+ 

+ i Rl7(y) lP13 P41 + P43 Pn) +} RlS(y) (Pz3 P31 + P33Pzi)+ 

(5.107) 
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1 

MELEM (8, 6) = Rl(Y) P13 P1z + RZ(Y) Pz3 Pzz + R~(Y) P33 P3z + 

+ RlZ(Y) Pz3 Pzz + Rl3(Y) P33 P3z + Rl4(Y) P43 P4z + 

+ °i RlS(y) CP13 Pzz + Pz3 P1z) + °i Rl6(Y) CP13 P3z + P33 P1z) + 

+ i Rl7(Y) CP13 P4z + P4.3 P1z) + i Rl8(Y) CPz3 P3z + P33 Pzz) + 

+ i R19 (y) CPz3 P4z + P43 Pzz) +}RZü(y) (P33 P4z + P43 P32) 

(S.108) 

1 

MELEM e 8, 8) = Rl(y) 2 
P13 + RZ (y) 2 

Pz3 + R3 (y) p
33 

+ R4(y) 2 
P43 + 

RS ( Y) P13 Pz3 + R6 ( Y) P13 P33 + R7 (Y) P13 P43 + 

R8 ( Y) Pz3 P33,,+ R9 (Y) Pz3 P43 + RlO(y) P33 P43 + 

Rll ( y) 2 + RlZ (y) 2 + Rl3 (Y) P;3 "' Rl4(Y) P,h + P13 Pz3 --

RlS(y) P13 Pz3 + Rl6 (y) P13 P33 + Rl 7(y) P13P43+ 

Rl8(y) Pz3 P33 + Rl9 (y) Pz3 P43 + RZO(y) P33 P43 

ts:109) 



72 

t 
.MELEM (9, 3) = + ., 

1 

+ R4(ij,) P41 P43 + i R5 (1j,) (Pi3 Pz1 + Pz3 Pi1) + 

+ j R6(1j,) (P13 P31 + P11 P33) +· i R? (1j,)(pl3 P41 + P11 P43l + 

+ i R8(ij,) (Pz3 P31 + Pz1 P33) + i R9(1j,) (Pz3 P41 + Pz1 P:i3) + 

+ Rl2 (ij,) Pzi p23 + Rl3(ij,) p31 p33 + Rl4(1j,) P
41 

P 
4

3 + 

+ } Rl5 (iJ!) CP13 Pz1 + Pz3 Pi1) + i Rl6 (ij,) (pfa P31 + P33 Pi1) + 

+ i Rl?(iJ!)(p13 P41 + P43 P11) +j RlB(ij,)(p23 P31 + P33 Pz1) + 

(5.110) 

MELEM (9, 5) = Rl(ij,) p 13 Piz +'RZ('ij,) Pz3Pzz"" R3(1jJ)-P33 P32 + 

+ R4(,jJ) P43 P4z + i RS(ij,) (P!3 Pzz +·Pz3 Pizl + 

+ i Ró(,j,)(pl3 P32 + P33 Pizl + i R?(,j,}(pl3 P42 +_ P43 Piz) + 

+ i RB(ij,)(p23 P3z + P33 Pzz) + i R9(iJ!)(Pz3 P42 + P43 Pzzl + 

+ i RlO(iJ!HP33 P,Íz + P43 P3z) + Rll(ij,) Pi3 Piz + 

+ RlZ(ij,) Pz3 Pzz + Rl 3 (iJ!) P33 P3z + R! 4 (1j,) P43 P42+ 

+ j Rl5 (ij,) CP13 Pzz + P23 Pizl + i Rl6 (ij,) (P13 P3z + P33 Pizl + 

+ i Rl ?(iJ!) (P13 P4z + P43· Piz) + i RlB(ij,) (Pz3 P3z + P33 Pzz) + 

+ i R1 9 (1j,)(Pz3 P4z + P43 Pzz) + i RZ0(1j,)(P33 P42 + P43·P3z) 

(5.111) 
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1 

MELEM (9, 9) ; Rl (ij,) p 13 + RZ (ij,) Pz 3 + R3 (ij,) p
33 

+ R4 (ij,) p
43 

+ 

+ 

.· .. + 

+ Rll (ij,) p13 + RlZ (ij,) p 23 + Rl3 (ij,) p 33 + Rl4(ij,) p 43 + 

(5.112) 

1 

MELEM (10,9) ; ---=1=---- (sen h 3 SL - sen h SL + ZSL cos SL) 
4 S sen2 h SL 

(5.113) 

MELEM
1 

(10,10) ; ---1---
4 S sen 2 h SL 

(sen h 2 SL - 2 SL) (5.114) 

1 

MELEM (11, 3) ; Rl (ij,) p 14 p11 + RZ (ij,) Pz 4 Pzl + R3 (ij,) P34 P:51 + 

~ R4 (1)!) P44 P41 + ! R5 (1)!) CPi4 Pz1 + Pz4 Pi1) + 

+ i R6 (1)!) CP14 P31 + P34 P11) + % R?(ij,) CP14 P41 + P44 P11) + 

+ i RS(ij,)(Pz4 P31 + P34 Pz1) + i R9(ij,)(Pz4 P41 + P44 Pz1l + 

+ i RlO(ij,)(P34 P41 + P44 P31l + Rll(ij,) P14 P1f + 

+ i Rl z (ij,) Pz4 Pzi + R13(1)!) P34 P31 + R14 (ij,) P44 P41 + 

+ i Rl 5 (ij,)(pÍ4 Pz1 + Pz4 Pii) + i Rl6 (ij,) CP14 P31 + P34 Pi~+ 

(5.115) 
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1 

MELEM (11, 5) = Rl (,j,) PÍ 4 Piz + RZ (,j,) Pz 4 Pzz + R3 (,j,) P34 P3z + 

) 

+ R4 (,j,) P44 P4z + 4 R5 (,j,) CP14 Pzz + Pz4 Piz) + 

+ 4 R6 (,j,) CPi4 P3z + P34 Piz) + i R7(,j,) CPi4 P4z + P44 P,iz) + 

+ t RS(,j,) (Pz4 P3z + P34 Pzz) + 4 R9(,j,) (Pz4 P4z + P44 Pzz) + 

+ i RlO(l(J)(p34 P4z + P44 P3z) + Rll(,j,) Piz Pi4 + 

+ i Rl9 (,j,)(pzz P44 + P4z Pz4) + i RZO(l(J)(p32 P44 + P4z P34) > 

(5.116) 

MELEM (11,9) = Rl(,j,) Pi4 Pi3 + RZ(l(J) Pz4 Pz3 + R3(,j,) P34 P33 + 

+ R4 (,j,) P44 P43 +} RS(,j,) CPi4 Pz3 + Pz4 Pi3) 

+ 4 R6 (,j,) (PÍ4 P33 + P34 Pi3) + 4 R7(,j,) (PÍ4 P43 + P44 PÍ3) 

+ i RS(l/l)(Pz4 P33 + P34 Pz3) + i R9(,j,)(Pz4 P43 + P44 Pz3) 

+ i RlO(l(J)(p34 P43 + P44 P33) + Rll(,j,\,_-PÍ4; Pl3 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ _RlZ(,j,) Pz4 Pz3 + Rl 3 (,j,) P34 P33 + Rl 4 (,j,) P43 P44+ 

+ i RlS (l(,) (Pi4 Pz3 + Pz 4 Pi3) + i Rl6 ( ,j,) (pi 4 P33 + P3 4. Pi3) + 

+ 4 R1 7(l/JHPi4 P43 + P44Pi3) + 4 RlB(,j,HPz4 P33 + P34 P23) + 

(5.117) 
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1 
MELEM (11,11) = Rl (ij,,) P14 + R2 ( 1jJ) Pz4 + R3 (iji) p

34 
'+_ R4 (~) p. 2 + 

44 

+ R5 (iji) • P14 Pz4 + R6 ( iji) PÍ4 P34 + R7(iji) Pi4 P44 + 

+ R8 ( iji) • Pz4 P34 + R9 ( iji) Pz4 P44 + RlO (iji) p
34 P44 + 

+ Rll (iji) Pi.Í + Rl2(iji) p'2 + 
24 Rl3 (iji) P34 + R14 (1JJ)P44 + 

+ Rl5(iji)Pi4 P14 + Rl6 (iji) Pi4 P34 + Rl 7(iji)p
14 P44 + 

+ Rl8(iji)p 24 P34 + Rl9 (iji) Pz4 P44 + R20(iji)p
34 P44 

(5.118) 

1 

MELEM (12, 2) = Rl(y) p 14 p 11 + R2(y) Pz 4 Pzl + R3(y) p 34 P3 1 
+ 

+ 

+ 

+ Rl2(y) P24 P21 + Rl3(y) P34 P31 + Rl4(y) P44 P41 + 

+ i R15(y) CP14 P21 + P24 Pu) + i Rl6(Y) CP14 P31 + P34 P1iJ+ 

- 1 1 
+ 2 Rl?(y) CP14 P41 + P44 Pu) + 2 RlS(y) (Pz4 P31 + P34 Pzi)+ 

1 1 
_+_ 2 R19 (Y) (Pz4 P41 + P44 Pz1l + 7 RZO(y) CP34 P41 + P44 P3i) 

(5.119) 
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t 

MELEM (12,6) = Rl(y) P14 P1z + RZ(y) Pz4 Pzz + R3(y) P34 P3z + 

1 . 
+ R4(y) P44 P4z + 2 R5(y) CP14 Pzz + Pz4 P1z) + 

+ 

+ 

+ R12 (y) Pzz Pz4 + R13(y) P3z. P34 + R14(y) P4z P44 + 

+ i R17(y)(p12 P44 + P4z P14) + i RlS(y)(Pzz P34 + P3z Pz4) + 

1 1 
+ 2 R19(y)(Pz2 P44 + P42 P24) + 2 RZO(Y)CP32 P44 + P42 P34) 

(5.120) 

1 

MELEM (12,8) = Rl(y) P14 P13 + R2(y) P24 Pz3 + R3(y) P34 P33 + 

1 
+ R4 (Y) P44 P43 + 2 R5 (Y) CP14 P23 + P24 P13) + 

+ i R6 (Y) CP14 P33 + P34 P13) + i R7(y) CP14 P43 + P44 P13) + 

+ i RS (Y) (Pz4 P33 + P34 P23) + i R9 (Y) CP24 p 43 + p 44 P23) + 

+ 

+ R12(Y) Pz4 P23 + R13(Y) P34 P33 + R14(y,) P41P43 +. 

+ i R1 5(y) CP14 P23 + P24 P13) + i R15(y)(f-Í1'4,P33 + P34 P13) + 

+ } . R17 (y) CP14 P43 .. ; . p 44 P13) _t i RIS (y) CP24 P33 + P34 Pz3) + 

1 1 
+ z R19 (Y) CP24 P43 + P44 P23) .+ z RZO(y) CP34 P43 + P44 P33) 

(5.121) 
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1 

MJlLEM (12, 12) = Rl (Y,) p 14 + R2 (Y) Pz 4 + R3 (Y) p 34 + R4 (Y) P-4
4 

+ 

+ R5.(y) P14 P24 + R6 (y) P14 P34 + R7 (Y) •P14 P44 + 

+ RB(y) P24 P34 + R9 (y) P24 P44 + RlO(yJ P34 P44 + 

+ Rll (y) p14 + Rl2 (y)p 24 + Rl3 (y) p 34 + R14(y) pJ
4 

+ 

+ Rl5(y) P14 P24 + Rl6(y) P14 P34 + Rl7(y) P14 P44 + 

+ Rl8 (Y) P24 P34 + Rl9 (Y) P24 P44 + R20 (Y) P34 P44 

(5.122) 

Sabendo-se que: 

=~E 
KX a • AX (5.123) 

s = ~ G 
KX . IX (5.124) 

=~ 
KY y E • IZ (5 .125) 

~ =~ 
KZ 

E . IY (5.126) 

Rl(x) 1 ~2xL (sen 2xL + cos 2xL + 2) - ~ = 8x 

(5.127) 

R2(x) 1 G-2xL ~ = 8x 
e (sen 2xL - cos 2xL - 2) + 

(5.128) 

R3 (x) 1 t 2xL ~ = 8x . e (~sen 2xL - cos 2xL + 2) -

(5.129) 
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1 r:_e-2xL ;-1 R4 (x) = 8x [, ( - s en 2xL + cos 2xL - 2) + ~J 

R5(x) 1 (sen 2xL + 2xL) = 
2x 

R6(x) = 1 G2xL (sen 2xL - cos 2xL) + ~ 4x 

R7 (x) 1 (1 2xL) = 
2x 

- cos 

R8(x) = /x (1 - cos 2xL) 

R9 (x) = lx ~ e- 2xL (sen 2XL + cos 2xL)J 

RlO (x) = 2\ ( 2xL - sen 2xL) 

X r_ e2xL ;-j Rll(x) = 4 [ (2 - sen 2xL + cos 2xL) - ~ 

x r:_e2xL Rl2(x) = 4 [' 

x r:e2x1 Rl3(x) = 4 L 

(2 + sen 2xL - cos 2xL) - ~ 

(2 + sen 2xL - cos 2xL) - ~ 

Rl4(x) =i G- 2x 1 (sen ZxL + cos 2xLí--2) + ~ 

- x í 2xL 
RlS(x) = - 7 l: (sen 2xL + cos ZxL) 

X r:e-_ 2xL ;-1 Rl6(x) = 2 L: (sen ZxL + cos ZxL) - ~ 

Rl7(x) = x (2xL + cos 2xL - 1) 

Rl8(x) = -; G 2xL (sen 2xL · - cos 2xL + 2) - ~ 

(5 .130) 

(5.131) 

(5.132) 

(5.133) 

(5.134) 

(5.135) 

(5.136) 

(5.137) 

(5.138) 

(5.139) 

(5.140) 

(5.141) 

(5.142) 

(5.143) 

(5.144) 
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Rl9(x) = - x sen ZxL (5.145) 

RZO(x) = x sen 2xL (5.146) 

-
Todos os termos da matriz deverão ser mul tiplic,ados~por 

p • AY. , sendo p a densidade do material da estaca. Os demais termos da 

banda inferior sao iguais a zero; os termos da banda superior pod~rão ser fa 

cilmente obtidos, uma vez que a Jllatriz de lllq~Sa equivalente e simétrica. 

A alocação da matriz de massa equivalente de um elemento 

na matriz de massa equivalente da estaca, considerando a união existente en­

tre os vários elementos em que foi dividida a estaca, é feita de forma análo 
-

ga ao que foi feito para a matriz de rigidez (vide ítem 5.3.4) e, .portanto, 

aqui omitido. 

Antes de cada alocação, as matrizes de massa equ~ 

v a 1 entes· de cada elemento são armazenadas em disco, para uso posterior. 

5.3.6 - Introdução das Condições de Apoio nas Matrizes de Rigidez 

e de Massa Equivalentes de uma Estaca 

Quando numa determinada direção o apoio e livre 

nenhuma mudança nas linhas e colunas das matrizes de rigidez e de 

massa equivalentes da estaca, correspondentes ã esta direção, te 

ra que ser efetuada. 

Quando numa determinada. direção o apoio é impedi­

do de se deslocar completamente devemos usar a técnica dos zeros 

e UID· para alterar as linhas e colunas das matrizes de rigidez e de 

massa equivalentes da estaca: nas linhas e colunas corresponden­

tes ã esta direção armazenam-se zeros e no elemento da diagonal 

(cruzamento.1.da linha e coluna correspondente) armazena-se o núm~ 

ro um. Este procedimento se faz necessário para que se garanta, 



80 

nesta direçio impedida de se deslocar.um deslocamento igual a ze 

ro. 

Quando numa determinada direçio o apoio pode ser 

considerado uma "mola", devemos alterar a matriz de ri"gidez daest.§1: 

ca adicionando a rigidez da mola ao termo correspondente na diagonal da ma­

triz. A matriz de massa equivalente da estaca nio sofrer:á nenhuma modifica;io 

uma vez que consideramos a mola, idealmente, somente com proprieda­

des elásticas,(sem propriedades de in;rcia). 

5.3.7 - Adaptaçio das Matrizes de Rigidez e de Massa Equivalente 

de Uma Estaca para a Cabeça da Estaca. 

As matrizes de rigidez e de massa equivalentes o~ 

tidas nos subítens 5.3.4 e 5.3.5 e corrigidas para as condiç6es 

de apoio no subítem 5.3.6, relacionam todos os deslocamentos no-

dais de uma estaca com os esforços nodais. Como estamos supondo 

o bloco de suporte das máquinas e equipamentos como rígido (vide 

5.2), o deslocamento de qualquer ponto do mesmo poderá ser defi­

nido pela posiçio do ponto e pelos deslocamentos do téntro de 

gravidade do bloco, (que estamos admitindo como sendo seis (três 

translaç6es e três rotaç6es)). Logo, precisamos relacionar os dés; 

locamentos do ponto da estaca contíguo ao bloco ou seja, a cabe­

ça da estaca, com os esforços aplicados neste mesmo ponto. 

A obtençio da matriz de rigidez para a cabeça da 

estaca, a partir da ma_triz de rigidez da estaca, foi feit-a por 

D_iaz (1973) e para a matriz de massa equivalente deduzido por nos, 

de forma.análoga. 
' 

Ambas estio descritas a seguir. 

a) para a matriz de rigidez temos a seguinte rotina: 

Será imposto na cabeça de estaca um deslocamento unitário, no 

SEL, na direçio de cada um dos seis graus de liberdade. As seis 
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reaçoes necessárias a restabelecer a posição. de equilíbrio de 

calculadas. As 36 6 
~ di-verao ser reaçoes, para as passiveis 

reçoes, convenientemente ordenadas, representam os termos da 

matriz de rigide~ da cab e.ça_da_e s.taca. 

S:::l ou-S = 1 Si OU -51 
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n n n l..J 
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FIGURA 5.3 - ETAPAS DA OBTENÇAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA CABE­

ÇA DA ESTACA 

Para calcularmos as seis reaçoes para cada deslocamento, deve 

mos seguir os seguintes passos: 

1 - Os doze esforços de engastamento dos nós 1 e 2 (do eleme~ 
to 1 da estaca), para um deslocamento unitário do nó l,na·,.direção 

positiva do deslocamento considerado,deverão ser calcula­

das, supondo que o elemento 1 ~ engastado nas duas extre­

midades (vide Figura 5.3.b). 

2 - Os deslocamentos dos nós 1 e 2 deverão ser calculados co­
mo solução do sistema linear envolvendo a matriz de rigi­

dez da estaca e as reações dos esforços calculados no pa~ 

so 1. (vide Figura 5.3.c). Os deslocamentos do nó 1 de­

verao ser adicionados algebricamente ao deslocamento '.im­

posto no passo 1. 
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3 - As seis reaçoes da estaca no no 1 deverão ser obtidas pe-
lo produto da matriz de rigidez do elemento 1 pelos deslo 

'. 

camentos dos nos 1 e 2 . 

para a matriz de massa equivalente temos a seguinte rotina: 

Seri imposta na cabeça da estaca uma-aceleração ~ni~irii, no 

SEL, na direção de cada um dos seis graus de '.liberdade. As 

seis reações de inércia necessirias a restabelecer a posiçao 

de equilíbrio deverão ser calculadas. As 36 reações de inér­

cia, para as seis possíveis direções, convenientemente ordena 

das, representam os termos da matriz de massa equivalente da 

cabeça da estaca. 

Para calcularmos as seis reaçoes de inércia para .cada acelera 

çao, devemos seguir os seguintes passos: 

1 - Os dozé esforços (de inércia) de engastamento dos nós 1 e 

2 (do elemento 1 da estaca), para uma aceleração unitiria 

do nó 1, na direção positiva da aceleração considerada.d~ 

verao ser calculadas, supondo que o elemento 1 é engasta­

do nas duas extremidades (vide figura 5.3b). 

2 - As acelerações dos nós 1 e 2 deverão ser calculadas como 

solução do sistema linear envolvendo· a matriz ,de massa:equ,! 
valente da estaca e as reações dos 

passo 1. (vide figura 5.3c). 

esforçs.s de inércia. calculados.no 

As acelerações do nó 1 de-
verao ser adicionadas algebricamente à aceleração imposta 

no passo 1. 

3 - As seis reaçoes de inércia da estaca no nó 1 deverão ser 

obtidas pelo produto da matriz de massa equivalente do ele 

mente 1 pelas acelerações dos nós 1 e 2 

5.3.8 - Transformação das Matrizes de Rigidez e de Massa Equiva­

lente para o Sistema Global de Coordenadas 

As matrizes de rigidez e de massa equivalente -.p~ 

ra a cabeça da estaca - foram obtidas no SEL. Estas matrizes de-

verão ser transformadas para o SEG. Esta transformação 

ser encontrada em Weaver (1967): 

poderi 
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· {RGLOB} = ~ROT} * {TRANS8T • {RTOP} * [{ROT} * {TRANSD 

(~. 14 7) 

{MGLOB} = [{ROT} * {TRANS8 T • {MTOP} • EROT} * {TRANS8 

(5.148) 

onde {RGLOB} e {MGLOB} sao as matrizes de rigidez e de massa 

equivalente da estaca, referida ao SEG, sendo {RTOP} :;e {MTOP,}, 

respectivamente, estas mesmas matrizes, referidas ao SEL. 

As matrizes de rotação ·tROt} 0e de 

{TRANS} poderão ser encontradas em Weaver (1967). 

Para matriz de rotação temos: 

ex = tos (ALFA) 

eY = cos (.s in (ALFA) * cos (OMEGA) 

ez = cos (sin(ALFA) ·* sin (OMEGA) 

so = sin (TETA) 

eo = cos (TETA) 

ROT (1, 1) = ex 

ROT (1, 2) = eY 

ROT (1' 3) = ez 

DEN = SQRT (eX * ex+ ez * ez) 

translação 

1 

(5.149) 

(5.150) 

(S.151) 

(5 .152) 

e 5 .1 s 3) 

(5 .154) 

(5 .15 5) 

(5.156) 

(5,157) 

ROT (2' 1) = (- ex * .eY * eo - ez * SO) /DEN ( 5 , 15 8) 
' .. ' 

ROT (2, 2) = eo * DEN (5,159) 
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ROT (2' 3) = (- eY * ez * co - ez * SO)/DEN (?.160) 

ROT e 3, 1) = (ex * CY * so - ez * eo)/DEN (5: 161) 

ROT e 3, 2) = - so * .DEN (5.162) 

't'" 

ROT e 3, 3) = (eY * ez * so + ex * CO)/DEN (5.163) 

Os demais termos da matriz sao iguais a zero; ex, 

CY e ez representam os cossenos diretores da estaca, TETA o ân 

gulo entre os eixos y do SEG e SEL e OMEGA o ângulo form~ 

do pelo projeção da estaca sobre o plano yz com o eixo y. 

Se a estaca é vertical temos a seguinte matriz de 

rotação: 

ROT ( 1 ' 2) = eY C5.'164l 

ROT (2' 1) = - eY * eo (5.16S) 

ROT e 2, 3) = so (5.1'66) 

' . ,-

ROT e 3, 1) eY * so (f.167) 

ROT e 3, 3) = eo e 5·: 16 s J 

ROT e 4, 5) = ROT (1, 2) (5.:_~69) 

ROT e s , 4) = ROT e 2 , 1) (5'.170) 

ROT ( 5' 6) = ROT e 2 , 3) (5.Í71) 

ROT (6' 4) = ROT (3, 1) cs.1721 

. ,, . 

ROT ( 6' 6) = ROT ( 3' 3) (5.173) 
" 
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os demais termos da matriz sao iguais a zero. 

Para matriz de translação temos: 

TRANS (I, I) = 1 (I = 1 , 6) (5.174) 

TRANS (1, 5) = ZI (5.175) 

TRANS ( 1, 6) = - YI (5.176) 

TRANS ( 2, 4) = - ZI (5.177) 

TRANS (2, 6) = XI (5.178) 

TRANS ( 3, 4) = YI (5.179) 

,·• 1 

TRANS ( 3, 5) = - XI (5:180) 

os demais termos da matriz sao iguais a zero, sendo XI, YI e 

ZI as coordenadas da cabeça da estaca, em relação ao SEG. 

5.3.9 - Matrizes de Rigidez e de Massa Equivalente do Estaquea­

mento, com a Influência do Bloco de Suporte das Máquinas 
e Equipamentos 

As matrizes da rigidez e de massa equivalente de­

verao ser acumuladas para se levar em conta a contribuição de t~ 

das as estacas. E~tretanto, além da contribuição das estacas, o 

bloco de suporte das máquinas e equipamentos contribui signific~ 

tivamente para a matriz de massa equivalente acumulada, Jnodifi­

cando todos os seus termos diagonais. Nos termos corresponden­

tes às translaç6es somamos, aos termos da diagonal'.~oiresponden­

tes, a massa total do sistema (bloco de suporte, máquinas ·.'e/ou 

equipamentos); nos termos correspondentes às rotaç6es somamos, 

aos termos da diagonal correspondente, os momentos de inércia da 
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massa do sistema. 

Temos: 

MGLOB ( 1, 1) ; MGLOB ( 1 , 1) + MASSA (5,181) 

MGLOB ( 2 , 2) ; MGLOB (2, 2) + MASSA (5.182) 

MGLOB (3, 3) ; MGLOB ( 3, 3) + MASSA (5.183) 

MGLOB (4, 4) ; MGLOB ( 4, 4) + IX (5.184) 

MGLOB ( 5, 5) ; MGLOB ( 5, 5) + IY (5.185) 

MGLOB ( 6, 6) ; MGLOB ( 6, 6) + IZ (5.186) 

Devido ã nao consideração das propriedades elástl 

cas do bloco de suporte, a matriz de rigidez acumulada não sera 

modificada. 

5. 3.10 - Determinação das Frequências Naturais 'de· ·,vibração do 

Bloco de Suporte 

A equação do movimento para um .·sistema elástico 

com um numero finito de graus de liberdade poderá ser encontrada 

em Przemieniecki (1968). 

Em notação matricial temos: 

MGLOB U + KGLOB U; P1:?_Q (5.187) 

onde P~Q é-a matriz coluna de esforços dinâmicos equivalentes. 
" 

Para a determinação das frequências naturais de 

vibração do sistema, consideraremos P~Q; O , ou seja, a estru­

tura experimenta vibrações livres. 
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A equaçao 5.187 se reduz a: 

.. 
MGLOB • U + KGLOB u : o (5.188) 

Uma vez que as vibrações livres sao harmônicas (vi­

de, por exemplo, a equaçao 3.36), os deslocamentos ~ podem ser 

escritos como segue: 

U = g sen fnt (5.189) 

onde g é a matriz coluna de amplitudes dos deslocamentos U, 

fn e a frequência natural e t é o tempo. 

Substituindo a equaçao 5.1891na equaçao 5.188 te­

remos, apos algumas simplificações: 

(- f~ MGLOB + KG~OB) g = O e 5 .190) 

A equaçao 5.190 tem solução diferente da trivial 

para g somente se: 

det (- f~ MGLOB + KGLOB) = O (S.191) 

A equaçao 5.195 é denominada de equaçao caracte­

rística do sistema e permite obter as frequências naturais de vi 

bração do sistema (autovalores da equaçao 5.190). 

Para um dado valor de f 2
, podemos calcular, pela n 

equaçao 5.190, as amplitudes relativas de g (observar ·que a 

equaçao 5.190 representa um sistema de equações lineares homogê­

neo). 
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5.3.11 - Determinação dos Deslocamentos e Acelerações .:do Bloco 

de suporte 

Estudaremos aqui o caso de forças aplicadas harm_§_ 

nicas, que e, na prática, o que mais se aproxima da excitação pr~ 

duzida por máquinas rotativas. 

Temos: 

P~Q = P~Q sen wt (5.192) 

e desprezando as amplitudes relativas as vibrações livres (~idei 

por exemplo, sub-Ítem 3.3.2) temos: 

U = U ·sen .wt (5.193) 

onde w e a frequência excitante do sistema. 

Substituindo a equação 5.193 e '5:192 nna equaçao 

.5.1&7~ temos ap6s algumas simplificações: 

(- w2 MGLOB + KGLOB) U = P~Q (5.194) 

Pré-multiplicando os termos da equaçao '.(5-.194)) por 

(- w2 MGLOB + K~~OB)-l temos: 

Ü = (- w2 MGLOB + KG~OB)-l P~Q (5.195) 

Atestamos que a inversão indicada na equaçao (5:199), 

para máquinas bem dimensionadas à ressonância (± 20% a± 30% das 

frequências naturais- e a .. fa-ixa crttica aó nroblcma da·resso 
- ,. • ..l ~- -

nância), sempre é possível,uma vez que det{,-'w2 MGLOB + KGLOB) - O 
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somente para as frequências naturais de vibração. 

Calculamos os deslocamentos e acelerações do blo­

co de suporte em intervalos de tempo de um oitavo de período. Pa 

ra cada tempo serão calculados os deslocamentos, acelerações e 

esforços nas estacas, além das pressões transmitidas ao solo. 

Substituindo a equação 5.195 na equação 5.193 te­

remos os deslocamentos do bloco de suporte, no tempo t. Derivan 

do a equação 5.193 duas vezes, em relação ao tempo, e substituin 

do nesta a equação 5 .19 5 teremos as acelerações do bloco de su­

porte, no tempo t 

Em símbolos matemáticos teremos: 

U = (- w2 MGLOB + KG~OB)-l P~Q sen wt (5.196) 

U = - (- w2 MGLOB + KGLOB)-l P~Q • w2 • sen wt (5:}97) 

Os deslocamentos e esforços induzidos nas estacas, 

pelos deslocamentos dados na equação 5.196, deverão ser superpo~ 

tos com os deslocamentos e esforços induzidos nas· ;estacas pela 

carga estática permanente. 

Os deslocamentos do bloco de suporte, para as car 

gas estáticas permanentes poderão .ser calculados através da ex­

pressao: 

U = KGLOB-l • PEQ 
-est - est cs.198) 

onde P~Qest e a matriz coluna de esforços estáticos equivalen­

tes. 
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5. 3 .12 - Determinação Final de Deslocamentos, Acelerações, Es for 

ços e Reações ao Longo da Estaca 

A determinação dos deslocamentos dos nos da esta­

ca, a partir dos deslocamentos do bloco de suporte, foi feito por 

Diaz, (1973) e a determinação das acelerações dos n5s da estaca, 

a partir das acelerações do bloco de suporte, foi ·deduzídci por 

n5s, de forma análoga. 

Ambas estão descritas a seguir: 

a) para a determinação dos deslocamentos dos n5s da estaca temos 

a seguinte rotina: 

Os seis deslocamentos da cabeça da estaca deverão ser trans­

formados para o sistema local de coordenadas, através da ~se­

guinte f5rmula: 

~e = [{ROT} *. {TRANS~ * U (5 :199,) 
·'"··-' . 

Os deslocamentos dos nos da estaca deverão :ser determinados 

mediante os seguintes passos: 

1. Os doze esforços de engastamento dos nos 1 e 2 (do eleme.n-

to 1. da estaca), para um deslocamento igual a 

rao ser calculados, supondo que o elemento~ 

nas duas extremidades. 

U , deve­
-e 

.é engastado 

2. Os deslocamentos dos n5s da estaca deverão ser calculados 

como solução do sistema linear envolvendo a matriz de rigl 
dez da estaca e as reações dos esforços calculados no pas­

so 1. Os deslocamentos do n5 1 deverão ser adicionados al 

gebricamente aos deslocamentos dados pela equação ~.199: 
. -.. - ·- -

Para os deslocamentos do bloco de suporte ;devido =ãs · cargas 

estáticas permanentes devemos seguir toda a :·rotina descrita 

aciiàcê:adicionar~o~:résultados aos deslocamentos e~contrados 

anteriormente (com a atuação das cargas dinâmicas). 

b) para a determinação das acelerações dos n5s da estaca temos a 
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seguinte rotina: 

As seis acelerações da cabeça da estaca deverão ser transfor­

madas para o sistema local de coordenadas, através da seguin­

te fórmula: 

Ye ; [{ROT} * {TRANS~ * U cs: 200) . - '~ 

As acelerações dos nos da estaca deverão ser determinadas me­

diante os seguintes passos: 

1. Os doze esforços (de inércia) de engastamento dos nos 1 e 
2 (do elemento 1 da estaca), para uma aceleração igual a 

!!e ' 
deverão ser calculados, supondo que o elemento 1 e en 

gastado nas duas extremidades. 

2. As acelerações dos nós da estaca deverão ser calculadas co 

mo solução do sistema linear envolvendo a matriz de massa 

equivalente ela estaca e as reações dos _§sforços· de í~é_rcia caic:1.ilá~, 
-- • ·~ ~-· ...... - •--,-~,c·:i,-'~ - ·--• 

,..; dos no passo L As acelerações do nó 1 deverão ser adiciona--~-- --- . - . - . 

das algebricamente às acelerações dadas pela equação 5.200'. 

A determinação dos esforços nos nós dos elementos ·.da estaca 

poderão ser calculados, para cada elemento, através da segui~ 

te fórmula: 

.. 
D. 
-1 

.. onde 

nos i e 

mento. 

F. ; MELEM. * D. + RELEM. * D. 
-1 - 1 -1 1 1 

e D. 
-1 

i + 1 

representam as acelerações e ,deslocamentos dos 

respectivamente, sendo 1 o número do ele 

As reações do solo ao longo da estaca deverão ser ~caicú°Iãdas­

mul tiplicando os deslocamentos dos nós ao longo da estaca pe­

lo módulo de reação correspondente, ou seja: 

RX; KX * DX 
. ..,, . ...,_ ... /< \ 

(5.202) 
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RY = KY * DY (5.203) 

RZ = KZ * DZ (5.204) 

RMX = KMX * DMX (5.205) 

A introdução da contribuição da massa de solo que 

vibra com a estaca, apesar de negligenciada, poderá ser facilmen 

te obtida através de diâmetro equivalente, com a expressão: 

(5.206) 

sendo 

deq = diâmetro equivalente 

Yeq = peso específico equivalente (poderemos adotar Y1 ou Y z) 

Y1 = peso específico do material da estaca 

Y2 = peso específico do solo que vibra com a estaca 

dl diâmetro da estaca 

d2 = diâmetro da area de solo que vibra com a estaca 
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VI - COMPARAÇÕES DOS MODELOS PROPOSTOS E COM RESULTADOS ENCONTRA 
DOS EM REVISTAS TÉCNICAS 

6 .1 - INTRODUÇÃO 

As Figuras 6.1 a 6.11 apresentam uma fundação de 

compressores projetada para a Refinaria Duque de Caxias (PETRO­

BRÁS), em Duque de Caxias, RJ. 

O subsolo da área apresenta uma extensa camada de 

argila muito mole,sobrejacente a um solo residual onde estão as 

sentes as estacas de fundação. 

O coeficiente de reaçao horizontal 'fOi admitido 

como variável linearmente com a profundidade e a constante do coe 

ficiente de reação horizontal nh , foi estimada em 0,03 kgf/cm 3• 

O coeficiente de reação vertical do solo residual foi estimado, 

conservadoramente (devido à ausência de ensaios), em 9,6 kgf/cm 3 • 

As estacas utilizadas foram pré-moldadas, centri­

fugadas, de 420 mm de diâmetro externo e 340 mm de diâmetro in­

terno, cravadas com extremidade normal. A carga vertical máxima 

admissível nas estacas é de 90 tf. 

As estacas foram rotuladas no bloco de coroamento 

(devido ã ausência de ferragem de engastamento) e no solo (devi­

do à pequena penetração da ponta da estaca na cama,da de solo re­

sidual). 

Fizemos três análises para estes compressores,de~ 

critas a seguir: 

A) Utilizando o Método Clássico 

B) Utilizando o modelo matemático proposto, porem nao consideran 
do a contenção lateral do solo. 
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C) Utilizando o modelo matemático proposto, porem considerando a 

contenção lateral do solo. 

6.2 - RESULTADOS 

6.2.1 - Frequências Naturais de Vibração (em rpm) 

FREQUENCIAS ANÁLISES 

NATURA IS A B 

fnx 1449 195000 

fny 1266 170000 

f 2025 2150 nz 

fn<f,x 208 1950 

fn<f,y 150 800 

fn<f,z 150 1400 

6.2.2 - Situação de Máximo Esforço Horizontal 

6.2.2.1 - Deslocamentos Máximos (em mm) 

DESLOCAMENTOS · ANÁLISES 
.MÁXIMOS A B 

Vertical 0.487 E-02 0.900 E-03 

Horizontal 0.311 E-01 0.103 E-03 

Plano yx 0.179 E~OO 0.205 E-01 

plano zx 0.659 E-04 0.733 E-07 

e 

240000 

200000 

18850 

6600 

3000 

5500 

e 
0.881 E-03 

0.101 E-03 

0.105 E-02 

0.851 E-10 
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6.2.2.2 - Cargas Máximas nas Estacas (em tf) 

CARGAS ANÃLISES 
MÃXIMAS A B 

Vertical 0.155 E 02 0.125 E 02 
. 

Horizontal 0.207 E 01 0.180 E 01 

6.2.3 - Situação de Máximo Momento.Torsor 

6.2.3.1 - Deslocamentos Máximos (em mm) 

DESLOCAMENTOS ANÃLISES 

MÃXIMOS A B 

Vertical 0.664 E-14 0.550 E-04 

Horizontal 0.311 E 00 0.290 E-02 

Plano yx 0.460 E-02 0.101 E-02 

Plano zx 0.974 E-03 0.835 E-04 

6.2.3.2 - Cargas Máximas nas Estacas (em tf) 

CARGAS ANÃLISES 
MÃXIMAS A B 

Vertical 0.128 E 02 0.120 E 02 

Horizontal 0.178 E 01 O.ISO E 01 

c 
0.121 E,. 02 

0.120 E-01 

c 

0.485 E-04 

0.275 E-02 

0.888 E-03 

0.435 E-07 

c 
0.119 E -02 

0.111 E-01 
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6.3 - CONTRIBUIÇÃO ADICIONAL 

Saul (1968) propos um método geral de análise tri 

dimensional de fundações em estacas, para cargas estáticas e di­

nâmicas, baseado nos princípios da Análise Matricial da Mecânica 

das Estruturas. 

O coeficiente de reaçao horizontal foi admitido 

constante com a profundidade e igual a 0,1 kci (aproximadamente 

2,8 kgf/cm 3
). O coeficiente de reação vertical na ponta da est~ 

ca foi admitido igual ao valor do coeficiente de reação horizon­

tal. 

As estacas utilizadas foram metálicas de seçao qu~ 

drada vazada de 1/2" de parede e área de secção transversal igual 

a 16,10 sq in (aproximadamente 104 cm 2
). Não existe indicações 

da carga máxima vertical e/ou horizontal que a estaca resiste co 

mo peça estrutural (cargas máximas-nominais). As estacas foram 

engastadas no bloco de coroamento e no solo. 

As Únicas comparações permitidas do modelo matemá 

tico proposto por Saul (análise A) com o modelo por nós proposto 

(análise B) são as frequências naturais de vibração. Chamamos a 

atenção, entretanto, que o procedimento sugerido por Saul consi­

dera a matriz de massa discreta, com a contribuição das proprie­

dades de inércia do bloco de coroamento das estacas e sem a con­

tribuição das propriedades de inércia do estaqueamento, particu­

laridade esta incorporada ao modelo por nós proposto (utilizamos 

a matriz de massa consistente). 

Os resultados estão apresentados a seguir: 
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Frequências Naturais de Vibração (em rpm) 

FREQUilNCIAS ANÁLISES 
NATURAIS A B 

. 

f 742 607 
nx 

fny 748 197 

fnz 823 32 

f 1952 29 
ncjlx 

fncjly 2084 27 

fncjlz 2173 18 
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VII - CONCLUSÕES E SUGESTÕES PARA PESQUISAS AFINS 

7.1 - CONCLUSÕES 

Fundações de máquinas ainda é um campo aberto a 

pesquisa em nosso país. Apesar de contarmos com pesadas obras in 

dustriais, tais como refinarias, siderúrgicas, indústrias de pr~ 

cesso, etc., não temos conhecimento de pesquisas teóricas e/ou 

experimentais sobre o comportamento de fundações submetidas a car 

regamentos dinâmicos. 

Os contratantes de obras industriais deveriam ava 

liar o retorno que investimentos nesta área trariam, contribuin­

do, a médio prazo, para diminuição dos custos de construção, ab­

sorção de "know-how" e concorrência ao grande volume de consulto 

ria externa. 

Esta tese representa o início de um campo de pes-

quisa no Programa de Engenharia Civil da COPPE/UFRJ; esperamos 

continuar dando nossa contribuição ao tema, dentro dos trabalhos 

de pesquisa que procuraremos desenvolver como docentes da UFRJ . 

Sentir-nos-emos gratificadoo, se houver continuidade deste nosso 

trabalho. Para tanto, o apoio de instituições de pesquisas, uni 

versidades e empresas públicas e privadas será fundamental. 

O método clássico de análise de fundações de 

quinas, proposto por Raush (1943) , representa um eficaz roteiro 

~ 

ma-

para projetos. Sua aplicação é relativamente simples e, sem es­

forços substanciais, poderá ser manuseado sem o emprego de comp~ 

tadores digitais que, no Brasil, ainda não são de uso corrente 

em Empresas de Engenharia, médias a pequenas. Os resultados ob-
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tidos com a aplicação deste método, comparado com o modelo mate-· 

mitico proposto nesta tese, são conservativos, com um f~toi de 

segurança que não compromete a economia. 

Este sobre dimensionamento, em se tratando de obras 

industriais, representa uma garantia para a imprecisão na avali~ 

ção das cargas dinãmicas, métodos incorretos de execução ou so­

brecargas que não sejam possíveis de computar por ocasião da ela 

boração do projeto (estocagem de estacas pré-moldadas para ampli~ 

ções da obra, por exemplo), entre outros casos 1 e, principalmen­

te, para reduzir o risco da produção perdida e do reforço da fun 

dação, no caso de um insucesso. 

Os resultados obtidos com a aplicação do modelo 

matemitico proposto permitem um perfeito domínio do comportamen­

to de fundações de miquinas rotativas sobre estacas, ji que sim~ 

lamos de forma bastante adequada as condições reais. A maior di 

ficuldade na aplicabilidade do mesmo resulta na determinação do 

modelo físico, sempre aproximado, e, algumas vezes, de forma gro~ 

seira. 

Este modelo representa uma conquista da Ehgenha­

ria Brasileira, visto que com o mesmo desenvolvimento matemitico 

e hip6teses bisicas equivalentes, temos o ·métodorproposto por 

Diaz (1973) para anilise de estaqueamentos solicitados a carre­

gamentos estáticos. 

Para anilise de resultados de uma üis.trumen:taçiió, 

ou para o projeto de pesados compressores, cremos que este mode­

lo está apto a prestar um apoio substancial e sem similar no atual 

"state-of-the-art" de fundações de máquinas. 

A matriz de massa consistente para um elemento e!:!: 

volvido por um meio elástico, extremamente importante na anilise 
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dinâmica de fundações sobre estacas, foi um exaustivo trabalho 

manual, porém necessário para minimizar os tempos de processarne~ 

to em computadores digitais. O programa de cornputador,usando e~ 

ta matriz, ficou bastante atrativo pela precisâo dos resultados 

e pelo baixo custo na sua aplicação. 

As inversões e integrações realizadas para a de 

terminação da matriz de massa consistente para um elemento envol 

vida por um meio elástico, em sua forma explícita, foram subme­

tidas a urna cornparaçao com análises numéricas, em número sufici­

ente a se obter absoluta confiança nas equações apresentadas. O 

texto também foi exaustivamente revisto. Portanto, pesquisado­

res e projetistas de Fundações de Máquinas e Estruturas Maríti­

mas (Estruturas "off-shore") poderão empregar a matriz de massa 

equivalente para um elemento envolvido por. um meio · elástico 

"ipsis litteris". 

7.2 - SUGESTÕES PARA PESQUISAS FUTURAS 

A avaliação experimental de parâmetros elásticos 

dinâmicos, efeitos do recalque dinâmico residual, propagação de 

ondas elásticas no solo induzidas por cargas dinârnicas,fundações 

de turbinas, fundações de geradores, fundações de máquinas que 

produzem impacto são temas que o crescimento industrial do nosso 

país exige respostas precisas. 
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APtNDICE I 

DEDUÇÃO DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE DE UM 

ELEMENTO ENVOLVIDO POR UM MEIO ELÁSTICO 

1 
yl 

1 
1 
INz 

•• 

SEL 

•• ••• 

Ne 

Nu 

N10 

y 

• 
SEG 

' 

FIGURA AI. l - ELEMENTO DE UMA ESTACA NO SIS'l'E,,lA LOCAL DE COORDENADAS 

1 - INTRODUÇÃO 

Caicúlaremos aqui a matriz de massa equivalente de 

um elemento, obtido de uma discretização da estrutura, usando .o 

SEL. Este procedimento é conveniente do ponto de vista computa­

cional e é largamente utilizado nos inúmeros programas de compu­

tadores disponíveis para cálculo de esforços em estruturas. 

A matriz de massa equivalente sera calculada ba­

seada na distribuição de deslocamentos estáticOs, através da se­

guinte expressão: 

Papel 
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M = 

120 

f P aT 

vol 

a dvol (AI.l) 

onde a representa a matriz que relaciona os deslocamentos de 

um ponto qualquer da estrutura e os deslocamentos nodais (número 

finito de deslocamentos selecionados em alguns pontos arbitrá­

rios da estrutura) e p a densidade do material da estaca. 

Considerando a Figura AI.l teremos, .por exemplo: 

u = a • U (AI.2) 

sendo: 

(AI. 3) 

e 

U = {ul ' uz ' U3 ' u4 ' us ' u6 ' u7 ' u8 ' Ug ' ulO ' ull ' ul2} 

(AI. 4) 

Desenvolvemos aqui o procedimento de determinação 

da matriz a e, consequentemente, da matriz m, por integração 

direta. 

2 - RELAÇÃO ENTRE b
1

~
1 
__ e_u_7 

A equação diferencial correspondente sera: 

(E • AX) • (AI . 5) 
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Dividindo todos os termos da equaçao AI.S por 

E• AX ficamos com: 

(AI.6) 

Denominando 

equaçao AI.6 teremos: 

KX 
E• AX de e · substituindo na 

(AI. 7) 

Da Teoria das Equações Diferenciais Ordinárias,t~ 

mos a solução geral da equação AI.7 : 

mos: 

Papel 

(AI. 8) 

As condições de contorno do problema são: 

b 1 (L) = u
7 

(AI .1'0) 

Aplicando estas condições na equaçao Al.8, tere-

-aL 
e 

(AI .11) 

(AI. 12) 

A solução do sistema de equaçoes lineares formado 
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pelas equaçoes AI.11 e AI.12 sera: 

. u 7 - u1 (.co.s. hciL - sen .haL) 
c1 = 2 sen haL 

u1 (cos haL +. sen .haL). - u
7 

2 sen haL 

(AI .13) 

(AI.14) 

Substituindo as equaçoes AI.13 e AI.14 em AI.8 e 

fazendo algumas simplificações teremos: 

b1 = sen 
1

haL ~l sen ha(L - x) + u 7 sen ha~ (AI.15) 

A equação diferencial correspondente será: 

d2 
G • IX (b 4) - (KMX) • (b

4
) = O 

dx:2 
(AI.16) 

Dividindo todos os termos da equaçao AI.16 por 

G • IX ficamos com: 

J:(MX 
( b4) - b4 = O G • IX (AI.17) 

Denominando 

çao AI.17, teremos: 

· KMX 
de G • IX e substituindo na equ~ 

(AI.18) 

A solução da equaçao AI.18 é análoga a solução da 

equaçao AI.7 e, portanto, aqui omitida. 
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dinâmica de fundações sobre estacas, foi um exaustivo trabalho 

manual, porém necessário para minimizar os tempos de processame~ 

to em computadores digitais. O programa de computador,usando e~ 

ta matriz, ficou bastante atrativo pela precisão dos resultados 

e pelo baixo custo na sua aplicação. 

As inversões e integrações realizadas para a de 

terminação da matriz de massa consistente para um elemento envol 

vida por um meio elástico, em sua forma explícita, foram subme­

tidas a uma comparaçao com análises numéricas, em número sufici­

ente a se obter absoluta confiança nas equações apresentadas. O 

texto também foi exaustivamente revisto. Portanto, pesquisado­

res e projetistas de Fundações de Máquinas e Estruturas Maríti­

mas (Estruturas "off-shore") poderão empregar a matriz de massa 

equivalente para um elemento envolvido por. um meio· elástico 

"ipsis "li tteris". 

7.2 - SUGESTÕES PARA PESQUISAS FUTURAS 

A avaliação experimental de parâmetros elásticos 

dinâmicos, efeitos do recalque dinâmico residual, propagação de 

ondas elásticas no solo induzidas por cargas dinãmicas,fundações 

de turbinas, fundações de geradores, fundações de máquinas que 

produzem impacto são temas que o crescimento industrial do nosso 

país exige respostas precisas. 
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APENDICE I 

DEDUÇÃO DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE DE UM 

ELEMENTO ENVOLVIDO POR UM MEIO ELÁSTICO 
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FIGURA AI .1 - ELEMENTO DE UMA ESTACA NO SISTEMA LOCAL DE COORDENADAS 

1 - INTRODUÇÃO 

Calcularemos aqui a matriz de massa equivalente de 

um elemento, obtido de uma discretização da estrutura, usando o 

SEL. Este procedimento é conveniente do ponto de vista computa­

cional e é largamente utilizado nos inúmeros programas de compu­

tadores disponíveis para cálculo de esforços em estruturas. 

A matriz de massa equivalente será calculada ba­

seada na distribuição de deslocamentos estáticris, através da se­

guinte expressão: 



M = 

120 

f P ªT 

vol 

...... 

a dvol (AI .1) 

onde a representa a matriz que relaciona os deslocamentos de 

um ponto qualquer da estrutura e os deslocamentos nodais (número 

finito de deslocamentos selecionados em alguns po~tos arbitri­

rios da estrutura) e p a densidade do material da estaca. 

Considerando a Figura AI.l teremos, por exemplo: 

u = a u (AI. 2) 

sendo: 

(AI. 3) 

e 

U = {ul 'u2 'u3 'u4 ' us 'u6' u7 'u8 'ug 'ulO 'ull 'ul2} 

(AI. 4) 

Desenvolvemos aqui o procedimento de determinação 

da matriz a e, consequentemente, da matriz m , por integração 

direta. 

2 - RELAÇÃO ENTRE b
1

_.,____1:!
1
_e __ u

7 

A equação diferencial correspondente sera: 

(AI. 5) 



Dividindo todos os termos da equaçao AI. 5. · por 

E· AX ficamos com: 

(AI. 6) 

Denominando 

equaçao AI.6 teremos: 

KX 
E• AX de e • substituindo na 

(AI . 7) 

Da Teoria das Equações Diferenciais Ordinárias,t~ 

mos a solução geral da equação AI.7 : 

b
1 

= e eªx + e e-ax 
1 2 (AI. 8) 

As condições de contorno do problema sao: 

b
1 

(O) = u
1 

(AI.9) 

Aplicando estas condições na equaçao AI.8, tere-

mos: 

(AI.11) 

(AI .12) 

A solução do sistema de equaçoes lineares formado 
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pelas equaçoes AI.11 e AI.12 sera: 

u 7 ~ u 1 .(cos h~L .~ sen haL) 

2 sen haL 

u1 (cos haL +. sen haL). - u 7 
2 sen haL 

(AI.13) 

(AI.14) 

Substituindo as equaçoes AI.13 e AI.14 em AI.8 e 

fazendo algumas simplificações teremos: 

b1 = sen 
1

haL ti sen ha(L - x). + u 7 sen ha~ (AI .15) 

A equaçio diferencial correspondente,seri: 

d2 
G • IX 

dx2 
(AI.16) 

Dividindo todos os termos da equaçao AI.16 por 

G • IX ficamos com: 

d2 

dx 2 

Denominando 

çao AI.17, teremos: 

K!:,1X 
Cb4) - b = O G • IX 4 (AI.17) 

. ~M)Ç •. 
G • IX de e substituindo na equ~ 

(AI.18) 

A soluçio da equaçao AI.18 e aniloga a soluçio da 

equaçao AI.7 e, portanto, aqui omitida. 
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Com as condições de contorno: 

(AI .19) 

(AI. 20) 

ternos a solução da equaçao AI.18 

b4 = senlhBL [u4 sen hB(L - x) + u10 sen hB~ (AI.21) 

A equação diferencial correspondente sera: 

(E •, IZ) 
d4 

dx 4 
(b 2) + KY • b 

2 
= O (AI. 22) 

Dividindo todos os termos da equaçao AI.22 por 

E • IZ ficamos com: 

d4 
(b2) + E 

KY 
b2 o 

dx 4 . IZ (AI. 23) 

Denominando KY de y• E . IZ e: substi.tuíndo na 

equaçao AI.23 teremos: 

(AI.24) 

Da Teoria das Equações Diferenciais Ordinárias,t~ 

mos a solução geral da equação AI.24: 

(AI. 25) 



, 124 

As condições de contorno para este problema sao: 

(AI.26) 

(AI. 27) , 

b 2 (L) = u 8 (AI. 28) 

(AI.29) 

Aplicando as condições de contorno, 'dadas pelas 

equaçoes AI.26 e AI.28, na equação AI.25, teremos: 

(AI.30) 

b2(L) = Ug = (Cl eyL + c2 e-yL) cos yL + (C3 eY 1 + C4 e-yL) senyL 

(AI.31) 

Derivando a equaçao AI.25 ficamos com: 

b6 = c 1 ~ eyx (cos yx - sen yx) - c 2 y e-yx (cos yx + sen yx) + 

~ . -yx 
+ c3 y e (cos yx + sen yx) + c4 Y e ,(cos yx - sen yx) 

(AI. 32) 

Aplicando as condições de contorno, dadas.' pelas 

equaçoes AI.27 e AI.29, na equação AI.32, teremos: 

(AI. 33) 
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"e. ./ 

yL -yL . 
= c1·y e ( cos yL - sen yL) - c2 .y e (cos yL + sen yL) + 

yL -yL 
+ c3 y e [cos yL + sen yL) + c4 e y(cos yL - sen yL) 

(AI. 34) 

As equaçoes AI,25 e AI.32 em forma matricial po­

dem ser escritas: 

bz nll nl2 nl3 nl4 c1 

= 
Cz 

(AI.35) 
C3 

b6 nz1 nzz n23 nz4 c4 

onde: 

= e yx cos Y.~ (AI.36) 

-yx 
= e cos Yx (AI. 3 7) ,, 

= eyx sen yx (AI. 38) 

-yx n14 = e sen yx (AI.39) 

n21 = y eYf (cos yx - sen yx) (AI. 40) 

n 22 = - y eyx (cos yx + sen yx) (AI.41) 

n 23 = y eyx (cos yx + sen yx) (AI. 4 2) 

Ilz4 = y e-yx ·ecos yx··- sen yx} (AI. 43) 



As equaçoes AI.30, AI.31, AI.33 e AI.34, em forma 

matricial podem ser escritas: 

Uz mll ml2 ml3 ml4 c1 

u6 m21 mzz m23 m24 Cz 
(AI. 44) = 

Ug m31 m32 m33 m34 C3 

ul2 m41 m42 m43 m44 C4 

onde: 

= 1 (AI.45) 

= 1 (AI.46) 

= o (AI. 4 7) 

= o (AI.48) 

(AI.49) 

mz z = - Y (AI. 50) 

(AI.51) 

mz4 = y (AI. 52) 

m31 - eyL cos yL (AI. 53) 

m32 = -yL e cos yL (AI. 54) 
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!TI33 = eY1 sen yL (AI. 55) 

m34 = -yL e sen yL (AI. 56) 

m41 = y eyL (cos yL - sen yL) (AI. 5 7) 

m42 = - Y e -yL (cos yL + sen yL) (AI. 58) 

m43 = y eyL (cos yL + sen yL) (AI. 59) 

m44 = Y e -yL (cos yL - sen yL) (AI.60) 

A equaçao matricial AI.44·pode ser ·reesctita da 

seguinte maneira: 

c1 mll ml2 ml3 
-1 

ml4 U2 

C2 m21 m22 m23 m24 u6 
= (AI.61) 

C3 m31 m32 m33 m34 U8 

C4 L m41 m42 m43 m44 ul2 

Substituindo a equaçao AI. 61 na equaçao AI.35 te-

remos: 

IBi1 
-1 

{ :;} 
IBi2 IBi3 ml4 U2 

~nu 
n12 nl3 .,~ IBz1 IBz2 IBz3 m24 u6 

(AI. 62) = 

n21 n22 n23 nz4 m31 m32 m33 m34 Ug 

m41 m42 m43 m44 Ul2 

Chamando de P a inversa da matriz .M podemos 
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reescrever a emoçao matricial AI.62 da seguinte forma: 

{:: }· rll Ilzi 

pll 

pl2 

pl3 

pl4 

p21 

p22 

p23 

p24 

p31 

nl2 

nzz 

Os 

= 

= 

= 

= 

= 

= 

Pu P12 P13 P14 

nl3 
"1~ 

Pz1 Pzz Pz3 Pz4 

nz3 nz4 P31 P3z P33 P34 

P41 P4z P43 P44 

termos da matriz p sao: --

2 sen 2 yL + sen 2yL + (1 - -2yL e ) 
4 (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

sen 2 yL 
2y (sen 2 yL - :sen 2 hy,L) 

- (sen yL cos hyL + cos yL sen hyL) 
2 (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

sen yL sen hyL 

2y (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

2 sen2 yL - sen ZyL + (1 - e2yL) 

4 (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

- sen 2 yL 

2y (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

sen yL cos hyL + cos yL sen hyL 

2 (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

- sen yL sen hyL 

Zy (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

= 2 sen 2 yL - sen ZyL - (l - e-ZyL) 

4 (sen2 yL - sen 2 hyL) 

u .2 

u6 

Ug 

ul2 

(AI. 63) 

(AI. 64) 

(AI. 6 5) 

(AI.66) 

(AI. 6 7) 

(AI.68) 

(AI.69) 

(AI. 70) 

(AI. 71) 

(AI: 72) 



p32 

p33 

p34 

p41 

p42 

p43 

p44 

matriz p·_. 

= - sen ZyL + (1 - e-ZyL) 

4 y (sen 2 yL - sen 2 hyL) 
(AI. 7 3) 

= e-yL sen yL + sen yL sifr hyL ·c.. cos- yL sin hyL 

2(sen 2 yL - sen 2 hyL) 

= e-yL sen yL - cos yL sen hyL 

2y(sen 2 yL - sen2 hyL) 

- 2 sen 2 yL - sen ZyL + (1 -= 
4 (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

· sen ZyL + (1 - eZyL) 
= 

Zy (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

eZyL) 

eYL sen YL + sen YL sen hYL + cos YL sen hYL 
= 

2 ·(sen 2 yL - sen 2 hyL) 

yL . 
-e sen yL + cos yL sen hYL = _: _ _::...:..:.:'---!.:::....__...::...:.-=-~---=-=-=---=--=-

2 y (sen 2 yL - sen 2 hyL) 

(AI. 74) 

(AI.75) 

(AI.76) 

(AI. 7 7) 

(AI.78) 

(AI.79) 

Denominaremos de g o produto da matriz N pela 

A equação diferencial correspondente sera: 

(AI. 80) 

Dividindo todos os termos da equaçao AI.80 por 

E• IY ficamos com: 

(AI.81) 



Denominando 

equaçao AI.84 teremos: ., .. 
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KZ. 
E • IY de 1j; 4 e. substituindo na 

(AI. 82) 

A solução da equaçao AI.82 segue a mesma metodol~ 

gia utilizada na solução da equaçao AI.24 e será aqui omitida. 

A equaçao AI.63 será escrita, para este caso, da 

seguinte forma: 

Pi1 Piz PÍ3 P14 U3 

{'3} Jni1 niz nÍ3 
"i~ 

Pzi Pzz Pz3 Pz4 U5 

bs ·· l nh nzz nz3 P31 P3z P33 P34 
(AI. 83) 

nz4 Ug 

P,1.1 P4z P43 ' P44 ull 

Denominaremos de g• o produto da matriz N' pe-

la matriz P.' ' 
'-' 

6 - MONTAGEM DA MATRIZ a. 

Alocando convenientemente os termos das ,equaçoes 

AI.15, AI.21, AI.63, e AI.8?, temos a matriz: 



1 . 2 3 4 

ª11 o o o 

o Qll o ·º 
o º· Qi1 o 

a = 
o o o ª44 
o o Q21 o 

o Q21 o o 

onde: 

5 6 7 8 9 

o o ª17 o .O 

o Ql2 o Ql3 o 

Qiz o o º· Qi3 

o o o o .·o .. 

Q22 o o o Q23 

o Q22 o Q23 o 

=senha (L - x) 
·sen haL 

sen hax 
sen haL 

10 11 12 -
o . o o 

. o .. o Ql4 2 

o Qi4 o 3 

ª410 o o 4 

.O Q24 o 5 

o o Q24 6 

(AI. 84) 

(AI.85) 

(AI. 86) 

(AI. 87) 

(AI. 88) 

(AI. 89) 

(AI. 90) 

(AI.91) 

(AI. 92) 

(AI. 9 3) 

(AI. 94) 
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= sen hS CL - x) 
sen h L 

sen hSx 
ª410= sen hSL 

(AI.95) 

(AI.96) 

(AI. 97) 

7 - MONTAGEM DA MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE PARA UM ELEMENTO EN­

VOLVIDO POR UM MEIO ELÁSTICO 

Os termos da matriz de massa consistente, para um 

elemento envolvido por um meio elástico, foram obtidos com o au­

xílio das equaçoes AI.l e AI.84. 

As operações realizadas foram: 

MELEM (1 , 1) 
L 

p • AX J ªÍl dx 
o 

(AI.105) 
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L 

MELEM (2 , 2) = p • AX / CQ11 + Q21) dx (AI.106) 

o 
L 

MELEM (3 , 3) = p • AX JcQ11 + Qzi) dx (AI.10 7) 

o 
L 

MELEM ( 4 , 4) = p • AX Ja44 dx (AI.108) 

o 
L 

MELEM (5 , 3) = p • AX l(Q' Qll + Q22 Qz1) dx .· 12 
o (AI.109) 
L 

MELEM (5 , 5) = p • AX /(Qi'z + Qzz) dx (AI.110) 

o 
L 

MELEM (6, 2) = p • AX l(Q12 Q11 + Q22 Q21) dx 

o (AI.111) 
L 

MELEM (6, 6) = p • Ax /cQ12 + Qz2) dx (AI.112) 

o 
L 

MELEM (7, 1) = p • AX /ª17 • ª11 dx (AI. 113) 

o 
L 

MELEM ( 7 , 7) = p • AX Jal7 dx (AI.114) 

o 
L 

MELEM (8, 2) = p • AX JcQ13 Qll + Q23 Q21) dx 
o 

L (AI.115) 

MELEM (8, 6) = p • AX JcQ13 Ql2 + Q23 Qzz) dx 
o (AI .116) L 

MELEM (8 , 8) = p • AX /cQ13 + Qz3) dx (AI.117) 

o 

MELEM (9 , 3) = p • 

L 

AX /cQ13 Qi1 + Q23 Q21) dx 
o (AI.118 )' L 

MELEM (9 , 5). = p • AX JcQ13 Qi2 + Qz3 Qz2) dx 
o (AI.119) 
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APÊNDICE II 

" FLOW-CHARTS" DOS PROGRAMAS DE COMPUTADOR 



PROGRAMA MAQ. 1 

136 

/ ESTAQUEAMENTO / / SISTEMA / / 
/ FUNDAÇÃO - MÁQUINA , CARREGAMENTO 

' • 
RIGIDEZ 00 INERCIA do SISTEMA TRANSFERENCIA 

ESTAQUEAMENTO FUNDAÇÃO - MÁQUINA PARA CG 00 SISTEMA 

FREQUÊNCIAS NATURAIS 

. DE VIBRACÃO 
' 

AMPLITUDES MÁXIMAS 

OE VIBRAÇÃO 

CARGAS ESTÁTICAS 

EQUIVALENTES 

CARGA NAS ESTACAS 

( FIM ) 

/ 
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,, 

NÃo 
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' CALCULO DA RIGIDEZ 00 ESTAQUEAMENTO 

' ' CALCULO DAS PROPRIEOA~S GEOl)lETRICAS 
DO SISTEMA FUNOAÇAO - MAQUINA 

CÁLCULO DAS FREQUÊNCIAS NATURAIS OE 
VIBRAÇÃO 

TRANSFERÊNCIA DOS ESFORÇOS PARA O 
CG DO CONJUNTO 

. _::. o 

CÁLCULO DAS AMPLITUDES MÁXIMAS OE 
VIBRAÇÃO 

CÁLCULO DAS CARGAS ESTÁTICAS EQUIVALEN 
TES NO PLANO OE ARRAZAMENTO DAS ESTACAS 

CÁLCULO DAS CARGAS NAS ESTACAS 

IMPRESSÃO DOS RESULTADOS 

.. 



PROGRAMA MAQ. 2 
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/ ESTAQUEAMENTO /. / FUND:;I:-~;ÁQUINA ' / CARREGAMENTO 

'------,------' 

, 
RIGIDEZ E INERCIA 

DAS ESTACAS 

ADAPTAÇÃO ÀS CONDI· 

ÇÕES OE CONTORNO 

ADAPTAÇÃO À CABEÇA 

DAS .ESTACAS 

CONTRIBUIÇÃO DO BLOCO 

DE COROAMENTO 

, 
INERCIA 00 SISTEMA 

FREQUÊNCIAS NATURAIS 
DE VIBRACÁO 

' 

RESPOSTA DINÂMICA 

DO ESTAQUEAMENTO 

FIM ) 

TRANSFERÊNCIA PARA 

O CG DO SISTEMA 

I 



INÍCIO 

NÃO 
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' LEITURA DE COMENTARIOS 

PROPRIEDADES GEOMÉTRICAS DO SISTEMA 
MÁQUINA - FUNOACÃO 

' 

' LEITURA DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS E 
DE MASSA 00 ESTAQUEAMENTO 

LEITURA DAS CONDIÇÕES DE EXTREMIDADE 

SIM 

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DE 
MASSA DA ESTACA 

ADAPTAÇÃo DA MATRIZ DE RIGIDEZ E DE 
MASSA DA ESTACA ÀS CONDIÇÕES DE 

EXTREMIDADE 

ADAPTAÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ E OE 
MASSA PARA A CABEÇA DA ESTACA 

A 



A 

NÃO 
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...-,----------------,-------,,, 
INTRODUÇÃO DA CONTRIBUIS:ÃO DO BLOCO OE 

COROAMENTO NA MATRIZ, OE MASSA 

FREQUÊNCIAS NATURAIS DE VIBRACÃO 
• 

CÁLCULO "DA RESPOSTA DINÂMICA DO 

ESTAQUEAMENTO 

IMPRESSÃO DE RESULTADOS 

FIM 




