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" RESUMO

Numa analise estatica, podemos encontrar os des
locamentos, tensoes e deformacoes de uma estrutura sujeita a guais
quer solicitacoes através da fatoracao de sua matriz de rigidez.
Um dos processos mais conhecidos &€ a decomposig¢ao numa matriz tri

angular superior, o fator de Cholesky.

Aﬁresenta—se aqui um processo em gue, através da
fatoracao da matriz de rigidez do elemento, obtém-se um fator re-
presentativo do sistema estrutural e, enEEo, o fator de Cholesky.
Os resultados obtidos através do programa de computador desenvol-
vido, mostraram a maior precisSo‘deste processo e as vantagens de

sua utilizacao em estruturas mal condicionadas.

As idéias basicas desta formulacao foram desenvol
vidas na Alemanha pelos autores do sistema ASKA. No presente tra
balho, estudamos, programamos e sugerimos caminhos para aplicacao
deste processo. Implementamos o calculo automatico dos elementos
de trelicga, pégtico plano e elementos finitos triangulares para o

estado plano.



" ABSTRACT

In a static analysis the unknowns may be found
by means of obtaining.a factor of the stiffness métrix of the
structure. The most popular solution method involves the
transformation of this matrix into an uppér triangular matrix,

the Cholesky factor.

Here, it is shown how this factor may be
obtained directly from the factor of the elementalstiffness matrix
and a representative factor of the structural matrix. The results
from the computers program which was developéd for the new method
have garaggééﬁ:its precision and the advantage of employing it to

solve ill-conditioned problems.

The basic ideas of this formulation were developed
in Germany by other authors for the ASKA system. These ideas have
1
been worked up here, an automatic program has been obtained for

beam and triangular finite elements and some suggestions are gilven

for the further development of the new method.
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" NOTACOES

- matriz booleana que define as conexoes cinemadticas entre os

o

elementos finitos

A - matriz de transformagao do sistema natural para o sistema
global

A; - matrizes que fornecem as relagoes entre os deslocamentos ¢

de cada elemento e os deslocamentos D da estrutura
AR - reagoes de apoio

B - matriz que relaciona as deformacces com os deslocamentos pa-

ra os elementos

D - matriz de deslocamentos globais do sistema

~

Pp - deslocamentos prescritos

§i - matriz de elasticidade para o elemento

F - vetor de forgas nodais equivalentes atuantes no sistema
f. - campo de deslocamentos no interior do elemento

~i
F; - fator natural da matriz de rigidez do elemento i (no sist.global)

F - vetor de cargas atuantes diretamente nos pontos nodais

F1 - matriz de interpolagao em coordeénadas triangulares

£, - forgas de massa atuantes no elemento por unidade de volume
F5 = rgij - matriz diagonal cujas submatrizes da diagonal sao c¢s

fatores Ei

I - matriz identidade

K ~ matriz de rigidez estrutural

o~

'[gj - matriz diagonal cujas submatrizes da diagonal sao as matri

zes Ei
Ei - matriz de rigidez do elemento i no sistema global
ENi - matriz de rigidez do elemento i no sistema natural
TENJ - matriz diagonal cujas submatrizes da diagonal sao as ma -

trizes ENi



M
£ = } £, - ordem da matriz [k]
i=1 o
£0i - numerco de movimentos de corpo rigido do elemento i
Ly =Ly + Ly - nimero de graus de liberdade do elemento i
(dimensoes da matriz 'ki)
£Ni = £i - £0i - numero de graus de liberdade naturais (do ele -
mento na estrutura)
M - niimero de elementos da estrutura
M - matriz de massa do sistema estrutural
M
MM = ) £Ni - total de graus de liberdade dos elementos na
i=1 estrutura
m; - matriz de massa do elemento i
N = ND - NR =~ nimero de graus de liberdade do sistema com NR
vinculagoes
Ny - matriz que define a natureza do campo de deslocamentos £,

ND - dimensao da matriz X ; niimero de graus de liberdade do sis

tema sem vinculacoes

NR - niimero de restricoes (deslocamentos prescritos) impostas ao

sistema

- precisiao do computador; niimero de digitos com que se representa
o numero usando o ponto flutuante

- matriz ortogonal
- vetor de todos os deslocamentos g; no sistema local
- matriz ortogonal

- vetor de forgas nodais equivalentes no sistema local

- vetor de deslocamentos nodais do elemento i
- [ v J - matriz retangular (MMxN) obtida no método QR
O

-~

[R| - matriz de transformagao diagonal, cujas submatrizes da di

RE

agonal saoc as Ry

S - vetor que armazena os residuos devido ao erro
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R, - matriz de transformagdo do elemento

S - fator natural da matriz de rigidez X (correspondente as di-

regoes livres)

T, - trabalho realizado pelas forgas externas

-~

T, = trabalho realizado pelas forgas internas
U - matriz triangular superior; fator de Cholesky

¢; - matriz de deformacoes do elemento i

2.

i — forgas de superficie atuantes no elemento por unidade de a-

rea e funcao de interpolacao

Ai - autovalor i

IIp - energia potencial acumulada no sistema estrutural

Hpi - energia potencial acumulada no elemento

Soi
[ ] © - matriz diagonal

- vetor de tensoes iniciais no elemento

C(X) - numero de condicionamento de uma matriz
|| |}l - norma de uma matriz

X - matriz transposta de X



- INTRODUCAO

A existéncia dos computadores permite que se fa-
ca atualmente a analise de estruturas através dos métodos numéri
cos. A formulacao matricial do método da rigidez ou dos desloca
mentos possibilita o calculo de estruturas reticuladas com eleva
do nfimero de incdgnitas. A teoria dos elementos finitos & apli-
civel 3s mais diversas estruturas através da discretizagao desta
em elementos de caracteristicas variadas. Com isto cada vez
mais, torna-se possivel analisar, com a aproximagéo requerida, o
comportamento de estruturas de quaisquer formas, sujeitas a

quaisquer solicitagoes.

De maneira gerai, obtém-se a matriz de rigidez da
estrutura através da somacao das contribuicoes de cada elemento
sobre cada incdgnita nodal. Com esta matriz, numa analise esta-
tica, podemos entao encontrar os deslocamentos, tensoes e defor-
macoes em qualquer ponto da estrutura {eq. 1). A resolucao do
sistema de equacdes pelos métodos diretos € feita através da fa-
toragao da matriz de rigidez. O método de eliminacao de Gauss
baseia-se na possibilidade de decompor esta matriz no produto de
uma triangular inferior por uma triangular superior. Em geral ,
as matrizes estruturais tém a caracteristica de simetria e posi
tividade. Neste caso, a aplicagao do método de Gauss pode ser
simplificada e podemos utilizar também o método de Cholesky. Nes

te, a matriz triangular inferior € a transposta da matriz trian-



gular superior. A esta Qltima chamamos de fator de Cholesky

(Ver eq. 2).

A transformagac da matriz de rigidez numa matriz
triangular é a etapa critica da resolucao do problema. Consequi
do isto, o vetor de incdgnitas & obtido através de substituigoes

sucessivas.

K-D=F (1)

K =0 -« U (2)

K = matriz de rigidez da estrutura

D = vetor de deslocamentos nodais

-F = vetor de forcas nodais equivalentes

U = fator de Cholesky

Kin = matriz de rigidez correspondente aos deslocamentos livres

do sistema winculado

O presente trabalho, baseado nas pesquisas fei -
tas recentemente na Alemanha pelos autores do sistema ASKA (Auto
mated System for Kinematic Analysis), visa estudar, desenvolver
e implementar um método de obtengao do fator de Cholesky direta-
mente a partir da matriz de rigidez do elemento estrutural. = Ou
seja, ao invés de fazer uma somagcdo de contribuic¢oes de cada ele
mento com a subseguente fatoragao da matriz assim obtida, porque
nao fatorar a matriz de rigidez do elemento e obter um fator re-

presentativo do sistema estruturall

A idéia & atrativa, uma vez que diminui bastante

os erros de truncamento que aparecem no processo de fatoragﬁo de



Gauss ou de Cholesky devido ao mal condicionamento das matrizes
estruturais em diversos problemas. Assim, torna-se mais econémi
co fazer analises pela possibilidade de usar precisao simples mes
mo em computadores com pequeno comprimento de palavra (poucos di
gitos). Com isso, o processo & indicado também para o calculo
dos autovalores e autovetores em andlise dinamica. Publicagoes

recentes garantem bons resultados em relacao a sua aplicacaoc a a

nalise nao linear.

Algumas dificuldades sao encontradas na implemen
tacao do método do fator natural. A fatoracao da matriz de rigi
dez do elemento estrutural, o método de transformacao por matri-
zes ortogonais, o armazenamento e processamento no computador sao
problemas gue exigem novas consideragoes, diferentes daquelas em
pregadas no método classico, exigindo o aperfeicoamento de cada

um deles. A bibliografia disponivel ainda & pequena e omissa.

No primeiro capitulo € exposta a formulagaoc basi
ca do método dos deslocamentos apenas com o intuito de facilitar
a compreensiao e desenvolvimento do método do fator natural que é
descrito em sequida. Expoe-se a teoria, sendo que os algoritmos,
explicacoes mais detalhadas, exemplos, resultados e comparagoes
sao encontrados nos capitulos sequintes, separadamente. Ainda mo
primeiro capitulo & feita uma revisao da literatura existente so
bre o problema do mal condicionamento em andlise matricial de
estruturas. O estudo deste assunto se torna necessario a guem
quer que se interesse pelo problema de precisao dos resultados ob
tidos numa andlise numérica. No final deste capitulo, faz-se tam

bém uma breve exposicao sobre a aplicagdao da técnica de subestru-



turas e de analise dinamica ao método do fator natural. Entre -
tanto, nenhuma delas chegou a ser introduzida no programa de com

putador.

O Capitulo II trata da fatoracao da matriz de
rigidez do elemento estrutural. Este &€ o primeiro passo necessé
rio para a aplicagio do novo método. Apresentam-se aqui apenas
0Ss casos mais simples em que o fator natural pode ser formulado

explicitamente ou através da integracac de Gauss.

No Capitulo III, sao estudados os métodos de tras
formagoes ortogonais de Householder e de Gram-Schmidt, necessa -
rios para a obtengao do fator de Cholesky a partir do fator da
matriz de rigidez da estrutura. Apresentam-se aqui os conceitos
iniciais sobre as transformacoes ortogonais, os algoritmos e al-

guns resultados da programacao de tais métodos.

0 Capitulo IV foi dedicado 3 apresentagao das téc
nicas de armazenamento computacional de matrizes. Pela nao sime
tria do fator natural da estrutura, técnicas de armazenamento em
banda e através dos apontadores dos coeficientes nao nulos fo -

ram utilizadas.

A passagem da teoria para a pratica é o objetivo
do desenvolvimento de uma programacao automdtica. A utilizacgao
das subrotinas, manual de entrada de dados do programa, vantagens
e desvantagens dos métodos empregados, exemplos didaticos e re -
sultados obtidos através do programa sao apresentados e discuti-
dos no Capitulo V, permitindo-nos tirar conclusoes sobre o pre-

sente trabalho.



A anilise dindmica através deste novo método nao
chegou a ser aqui desenvolvida. A ideia basica de conseguir um
método mais preciso e, ao mesmo tempo, mais ripido para a anali-
se de estruturas fica longe de ser atingida de maneira geral,mas
chega-se a algumas conclusoes a respeito de sua aplicabilidade
a casos especificos. A otimizacdo de cada um dos itens aqui es-

tudados poderd torni-lo um método realmente Gtil.



" CAPTITULO " I

" DESCRICAO "~ DO - METODO

Sac apresentados os resultados das pesquisas fei
tas, especialmente nas referéncias [1], [2].e [3] , expondo-se a
qui a base tedrica do método. Os mesmos Itens voltarao a ser a-
nalisados separadamente, sob o ponto de vista de aplicacao na

pratica, nos capitulos subsequentes.

1.1 - 0 METODO DOS DESLOCAMENTOS

Na referéncia [4] estuda-se o métode dos desloca
mentos aplicado as estruturas reticuladas. Um estudoc mais pro -

fundo do método é fundamental para sua aplicagac a estruturas dis
i

cretizadas em elementos finitos [5], [6], [7], [8].

Supoe-se que os deslocamentos ﬁi e as deforma-

~

oes €. de um ponto arbitrario no elemento sao dados pelas e -
¢ i

o~

quagoes abaixo:

= T _x..
£ =ty vy Wb = 0y0gy (1.1)
£ % Bitg (1.2)

o~

onde Ny € a matriz que define a natureza do campo de desloca -

mentos, g5 sao os deslocamentos nodais do elemento 1 e B, e

a matriz gue relaciona as deformagoes com os deslocamentos nodais



para cada elemento.

Através da introdugdc destas fungoes na expres -

sao do funcional relativo 3 energia potencial, obtém-se a ener -

gia potencial total para um elemento (Hpi):
- 1. T T _ T, _
Mpi = (G7ei-Bivgs * £17%0s) Yy £ivfm 9y
J
voli voli
T
- fi-¢i dsi (1.3)
sup;
_ 1. T T . T . -
Kpi = ?'gi( B,-E.-B av,)-g;-+ g B +04; 4V,
Ivol, vol
T T T T
-9 | Nifpy dvy -9y | Fitgy dsy (1.4)
voli sup,

onde Ei € a matriz de elasticidade, %01 sao as tensoes inici
ais, fmi sao as forcas de massa, ¢i sao as forcas de superfi

cie e o Iindice indica que estamos nos referindo ao elemento.

Para analisar a estrutura total temos gue somar
os potenciais Hpi dos diversos elementos e considerar as car -

gas T aplicadas diretamente nos pontos nodais.

—~

M T =
Tp = (L Tps ) -2 (1-3)

onde M & o nimero de elementos da estrutura e D sao desloca -

mentos no sistema global.

A condicado de equilibrio serd dada pela egquacao



abaixo, obtida através da minimizagao.da energia total, correspon

dente 3 resolucao de um sistema da forma (1):
B
—P = 9 (1.6)
3D

Podemos também estabelecer as condigoes de equi-
librio através do principio dos trabalhos virtuais, como serda vis
to mais adiante. A integral da forma (1.7) € a matriz de rigi -
dez do elemento ki (L iX %yy) no sistema natural. Para obter
mos esta matriz no sistema global & necessario utilizar as matri

zes de transformagao:

= T,
Kyt = J BivEi-By dvy (1.7)
vol
A matriz k.. relaciona as forgas nodais genera

lizadas Qi com os deslocamentos nodais associados 95 {1.8) pa

ra o elemento i .

,Qi = ENi'gi {(1.8)
sendo:
o T T, T,

9 = F; J Bi-gos vy * ( Nivfmg dvy + i Nit2; 98y

vol voli supy (1.9)
Q =19 2, cer Q) ! (1.10)
g ={q 95 -.v 9y } (1.11)
kgl = Tky Kn2 e Eam | (1.12)



Os deslocamentos nodais gi. do elemento i po-
dem ser transformados em deslocamentos nodais no sistema de cooi
denadas globais (vetor D ) (eg. 1.13), através da matriz de
transformagﬁo éﬁ xND(eq. 1.14), onde R & a matriz de trans -
formagao dos deslocamentos (e forcas) no sistema local (do ele -
mento) em relagdo & referéncia global e a (matriz topoldgica)
faz a correspondéncia entre os deslocamentos do elemento (gi) e
suas numeracdes dlobais D . Quando os sistemas global e local
sao os mesmos,a matriz de rotagéo € a matriz identidade e, neste

caso, a matriz A & simplesmente a matriz topoldgica.

By 15 2
é = ['BJ.§= - 8 " " = ® & % a9 & 8 & ® % @0 PP (1-14)
AM BM . an
De (1.11), (1.13) e (1.14), temos:
g = A D (1.15)
Ievando (1.13) em (1.8), vem:
Q; = Kni 247D (1.16)
De (1.10), (1.11) , (1.12}, (1.14) e (l1.16), vem:
9 = [k - A& - D (1.17)

Aplicamos agora o principio dos trabalhos vir -

tuais, igualando o trabalho realizado pelas forcas internas Ti
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(eq. 1.18) ao trabalho realizado pelas forcas externas T, (eq.
1.19), obtendo a relacao (1.20). (Obs.: o hifen sobre as notacodes
indica-. gque se trata de deslocamentos, deformag5es, etc, virtu -

ais).

5 e ¢ ooT = =T T
To= 1| Gy dvg = 130 =39=DaT-g  (1.18)
i=1 i=1
vol.
1
T, = D'-F (1.19)
[=] i~ -
Bla" : g = DNF (1.20)
de onde vem:
F=2alg (1.21)

sendo F o vetor de forcas generalizadas atuantes na estrutura.

ILevando (1.21) em (1.17), temos finalmente a equacao geral do mg

todeo dos deslocamentos (1):

Foo=2a" - fxgJ-a b =a%rYk|-R-a:p = a% [k].a:D
(1.22)

F = K - D [ Eq. (1) da introducio]

“NDxl  TNDxND " NDx1

onde K & singular, sendo portanto necessiario vincular o sistema
estrutural anulando um certo numero de deslocamentos D . Pode -

mos escrever, usando (l.14) e (1.22):

~ ~1 ~Ni ~1i Ei (1.23)

[
[Maaer ¥

M

K =ale[k |-a= J Rik. -R
i=1 i=1

Na realidade, a instituigao das matrizes Ke f

efetua-se pela soma dos elementos das parcelas referentes a cada
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elemento estrutural 3s posicoes de K e F . Praticamente nao é

necessario instituir as matrizes a; . Basta indicar para o ele
mento genérico, na numeragao do sistema, os niimeros dos nds que
o especificam na ordem em que estes nds aparecem na definigéo das

m iz . e ..
atrizes 51 91

Para resolver a equacao (1) consideramos o vetor

D com a seguinte particao:

N NR
D = { | } (1.24)
T NDx1 Dn: Pp

sendo Dp os deslocamentos prescritos. Podemos desta maneira,

escrever (1) da forma abaixo:

N NR
N K ' K D F N
nn np n - n (1.25)
------ g === == . -——-- —-—— -
NR K K, : D F NR
pn | pp P p

sendo Kon @ matriz de rigidez nao singular do sistema vincula-

do e Fp a matriz das reacgoes de apoio.

Resolvemos entao (1) encontrando os Pn deslocg

mentos nodais livres do sistema e as reacoes de apoio Fp 3

-1
D = K (F - K - D ) (1.26)
“MNxl “™NxN "Pnxl “"PuxNr “Parxl
F =K . gL (F - K .D ) 4K .
“Pnrxl  “PONRxN  PPnxn ~PNxl PnxNR “PNRrx1 ~PPypnE
- D (1.27)
PNRx1

Estas equacoes fornecem a solugdo completa do sis
tema. Dado um sistema estrutural cujas caracteristicas elasticas

e geométricas sao representadas pela matriz K e cujas solicita-
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¢oes sao representadas pela matriz F (cargas aplicadas nos nds,

nos elementos, efeitos de temperatura e tensoes iniciais) e Dp

deslocamentos prescritos (nulos ou recalques de apoio), os deslo

camentos nodais D sao dados por (l1.26) e as reacoes de apoio

fp por (1.27). Com (1.13) e (1.8) os deslocamentos e forgas no

dais no elemento i podem ser entac calculados.

1.2 - O FATOR NATURAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO ESTRUTURAL

Podemos sempre decompor a matriz de rigidez do e

lemento estrutural , Kk,

ks (£ix£i) (eg. 1.7), de acordo com a equa

cao abaixo, no produto de fatores Ey (fator natural da matriz

de rigidez do elemento), como serd exposto no Capitulo II.

k, = F; - F, (1.28)

As dimensoes do fator F. sao £Ni , numero de
graus de liberdade do elemento na estrutura ( = £i - ﬂOi = niime-
ro de graus de liberdade do elemento menos o nimero de movimen -

tos de corpo rigido para o mesmo elemento i ), por Ei .

Podemos formar entao uma matriz diagonal FS (MMx£)

cujas submatrizes da diagonal sao os fatores Fi .

B 9 0
[FS] = | O F, 0 (1.29)
o 0 Fy

Esta matriz equivale neste método & [k] do méto

do classico (1.12). Temos a seguinte relagao entre elas:
[k} = [rs/*[Fs] (1.30)
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1.3 - MONTAGEM DO FATOR NATURAL DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA

Existem infinitas matrizes ST (MMxND) satisfa -
zendo (1.31):

sT° - ST =K (1.31)
NDxMM MMxND NDxND

Substituindo as equagdes (1.23) e (1.30) em {1.31), vem:

sT’. ST = a’-[k|-a = a"-[Fs]-[Fs]-a {1.32)

Portanto, uma das solugoes para ST €& dada pela equagao abaixo:

ST = [FS]-a (1.33)

Assim como nométodo classico, temos que conside-
rar aqui também as vinculagBes do sistema estrutural para que
possamos resolver o sistema de equacoes. A equagao (1.31) pode

ser reescrita com as seguintes partigoes:

N NR

. t t . ¢ ot
Km @ Ko | N [ SN MR s5 1555, N
----------- = LI ‘[S ES]M.M: o.ooo:-o--.o

: NR st 7P st-s + stes | wm
Fon | oo S S5 : 555

{(1.34)

t =
8" - 8= K. (1.35)

onde n corresponde aos deslocamentos nodais livres e p aos
deslocamentos nodais prescritos. Um caso especial da decomposi-
¢ao (1.35) aparece guando S € uma matriz gquadrada (MM=N). Te-

mos entao a fatoracao de Cholesky da forma (2).

Como a matriz a tem apenas um algarismo unita-
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rio por linha, ela naoc precisa ser montada na forma retangular.
Um vetor em que cada posigﬁo contenha o nimero do grau de liber-
dade da estrutura correspondente aquele coeficiente do elemento
estrutural serd o necessario. No programa desenvolvido, monta -
mos apenas a matriz S (correspondente 3s diregoes livres). As
listas de incidéncias (NoP) , restrigoes nodais e restrigoes acu

muladas (RL e CBL) sac suficientes para isto.

A submatriz §_ serve para determinar as reacoes
de apoio, como exemplificado no item (5.3.a). Entretanto, no pro
grama, este calculo é feito através do equilibrio dos pontos no -
dais. Assim, uma vez obtidos os fatores naturais dos elementos
(1.28) (no sistema global), a montagem da matriz § & imediata
(usando NOP , RL e CRL ao invés de a) , nao sendo efetuada ne

nhuma operagéo para tal. S é o fator natural da matriz de rigi

dez do sistema.

il o~ =
o)
®

A matriz 5 tem MM linhas (MM =

N:¥ colunas. A Tabela (l1.1l) apresenta o valor de £

para alguns elementos estruturais.

ELEMENTO Ei £ 01 £N1
Trelica Plana 4 3 1
Trelica Espacial 6 5 1
Pdrtico Plano 6 3 3
PSrtico Espacial 12 6 6
El.Fin.Triang.CST 6 3 3
El.Fin.Triang.LST 12 3 9

Tabela 1.1
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Assim, para trelicas planas (e espaciais) a cada
linha da matriz S corresponderi um elemento da estrutura. Em
cada linha havera,portanto, no maximo 4 (e 6) coeficientes nao
nulos, correspondentes aos graus de liberdade dos elementos de
treliga plana (e espacial). Portanto, a matriz § , nao simétri

ca, terda uma esparsidade elevada.

A montagem propriamente dita e os problemas de
armazenamento computacional desta matriz sao apresentados no Ca-

pitulo V.

1.4 - OBTENCAO DO FATOR DE CHOLESKY

0 fator de Cholesky podera ser obtido, nesse
método, diretamente a partir da matriz § , através de transfor

macoes ortogonais (método QR ) .

(1.36)
0 MM-N

-~

— - *
Smmxn = v Bmxn

e

A matriz Q representa o produto de matrizes
de trgnsformagéo ortogonais obtidas nos processos de triangulari
zacao de Householder, Givens ou Gram-Schmidt e Ug uma matriz
triangular superior de ordem N . Para uma matriz A , nac sin-
gular, as transformagoes ortogonais sao tais que Q e U sao

inicas, desde que se arbitrem como positivos os elementos da dia

gonal principal da matriz U [12] .
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QT'B = (1.37)

Qo
L e
S
ik to
@)
tq

1
1

1

I
Yo
1

Como a matriz X . & positiva definida, a sua

decomposicao é Unica. Por isto, substituindo (1.36) em (1.353) ,

chegamos & equagao abaixo, onde U, = U.

U
- ct.o = t t, ~s| _ t.u = pt.
kK =5-5= [Uu-:10]¢0Q ...} =u;y=0-U (1.38)
0

No Capitulo III sao apresentados os métodos or
togonais, com a formulacao matematica, algoritmos e comparacoes.

A programagac e os resultados sao apresentados no Capitulo V.

1.5 - CALCULO DAS INCOGNITAS

A resolucao do sistema de equagoes da forma (1)
pode agora ser facilmente obtida a partir da matriz triangular
superior U . A equagﬁo (1.26) pode ser reescrita como:

..l
t t
.U . - . D .
[.I.J .....] (fn § §p -p) (1.39)

Nx1

A equacao acima & resolvida em duas etapas con

secutivas:

12 etapa - Substituicao para a frente

Trata-se de resolver a equagao (l1.40) através
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de substituigdes sucessivas de acordoc com o algoritmo (1.41).

Consideramos, no nosso trabalho, Pp =0 .
T -
Uty = F (1.40)
. i-1
i=1-N _ _ .
Para { j=1-C } Yy = (£ 4 ££1 Wy, yﬂj) / ugy (1.41)

onde C & o nimero de casos de carregamento. Assim, fn pode
ser uma matriz retangular em gue cada coluna representa um caso
de carregamento. Tanto U quanto Y em (1.40) sao processados
por coluna. Supondo que armazenamos U por colunas, teremos ago
ra um calculo eficiente de Y por colunas.

NxC

22 etapa - Retrosubstituicao

Conseguiremos finalmente a matriz dos desloca-

mentos D fazendo substituicoes sucessivas em (1.42) de a -
NxC :

cordo com o algoritmo (1.43).

U-p, = Y (1.42)
P Ny =y, - 1; u, ,d,.) / (1.43)
ara 1 y=1+c i3 7 Wig T, b, Yiet%g0 7 i .

No computador, a matriz Y , e depois a matriz
Pn , poderao ocupar a mesma area anteriormente ocupada por Fn .
Rpesar de que, nesta etapa, o "DO" mais interno processa U se-

gundo as linhas, o processamento e armazenamento de U por co-

lunas é feito de forma eficiente [27].

Uma vez conhecidos os deslocamentos nas extre-

midades dos elementos,podemos determinar os esforgos atuantes So
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bre os mesmos, as tensoes e as reacoes de apoio da estrutura.

1.6 - O PROELEMA DO MAL CONDICIONAMENTO

Tem-se por objetivo estudar as causas 4dos erros
num programa de computador, sendo de especial interesse os erros
numéricos causados pelo truncamento inicial gque podem gerar, em
matrizes mal condicionadas, dificuldades na resolugao de proble-
mas estruturais (estaticos, dinamicos, lineares e nac lineares).

Fazemos aqui comparacoes entre o método classico e o método do fa

tor natural, buscando a melhor compreensac dos resultados obti

dos no item (5.3.b). As referéncias basicas para este Item fo

ram [9], [10], [11], [12], [13] e [6].

1.6.a - 0S ERROS NA ANALISE ESTRUTURAL POR COMPUTADORES

Na analise de estruturas em que se faz uso de
um programa de computador, os erros podem ter as sequintes cau -
sas:

- um mau uso do programa ou dados errados;
- uma discretizacao mal feita dos elementos estruturais;

- erros numéricos no calculo computacional .

Os erros numéricos, descritos no Item seguinte,
serao agravados pela ma escolha da forma e tamanho dos elementos
estruturais, assim como pelas relagoes extremas entre as dimen -
soes dos lados dos elementos, por elementos distorcidos, malhas

nao uniformes, estruturas com elementos adjacéntes de rigidez am
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plamente variavel, um grande nimero de graus de liberdade.

1.6.b - 0 ERRO NUMERICO

0 erro numérico pode ter as sequintes fontes::

- Erros decorrentes dos dados originais mal definidos. Por

exemplo, dados que nao contenham mais que 2 ou 3 algarismos sig-

nificativos.

- Erros de arredondamento. A representagaoc dos' nimeros resw

ais no computador nao € exata porque o conjunto dos nimeros nele
operados nao tem as propriedades do conjunto real. Assim, o con
junto dos niimeros do computador € finito, limitado e nao denso ;
nao tem a propriedade de fechamento nem a de associatividade na
adicdo ou na multiplicagao:; n3o tem um {inico elemento nuloc [9] .

Os coeficientes reais das matrizes estruturais sao arredondados.

O erro deste tipo poderd ser medido se, por e-
xemplo, montarmos a matriz de rigidez e a de carregamentos em
precisao simples, encontrarmos a solucao do sistema de equacoes
em precisdao dupla e calcularmos a diferenca dos resultados assim
obtidos para os resultades da solugﬁo en precisEo simples do
computador. Pelo cariter aleatdrio de tal tipo de erro, seus 1li

mites maximos tém peguena possibilidade de serem atingidos.

- Erro de truncamento inicial - Este € o tipo de erro gque

nos interessa mais de perto neste trabalho. De acordo com a refe
réncia [9], matrizes de ordem n , simétricas, que tenham auto-

valores distintos podem ser representadas como uma combinagao li-
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near de matrizes de posto 1 :

t T
A = ] a,-V..U;
~ i=y *+ -t -t T
com Yi'Ui =T
(1.44)
n s
a1 = y ;L--V,-U? e i=1,...,n
~ Y ~1i ~i
i=1l i
sendo A o jES1MO autovalor, yi o i€ sutovetor de A e
91 o i251mo autovetor de gT .

Conclui~se que os menores autovalores estarao
mal representados (truncados) na matriz de rigidez no computador
em que a palavra tem um comprimento fixo. Como & exatamente ta)
. menor autovalor da matriz que serid o maior autovalor da inversa,
estd serd inicialmente imprecisa. Isto significa que uma vez que
a matriz é invertida (ou resolugao equivalente) e representada no
computador através de palavras de comprimento fixo, nao & possi-
vel recobrar esta informacao inicialmente truncada quer seja usan
do dupla precisao ou processos iteratives. Assim também, infor-
magoes essenciais sobre as diferencas entre os deslocamentos es-
tao contidas nos dltimos digitos dos coeficientes de rigidez. Es
te erro pode ser representado pela seguinte equaqéo, num computa

dor operandc com a precisao "p" [9], [10]:

_i3i . qo7P (1.45)

1.6.c - O MAL CONDICIONAMENTO E O NOMERO DE CONDICIONAMENTO

Diz-se que uma matriz € mal condicionada em

relacao a uma operagac quando os resultados da mesma sao bastan-
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te modificados por pequenas perturbacoes na matriz. Este proble
ma pode ser visto como a falta de informacao sobre os menores mo
dos de uma matriz. Por causa do truncamento inicial, num proble
ma mal condicionado, a matriz teria que ser representada desde o
infcio em dupla precisao e também ser resolvida em dupla precisao
{(com excessao da etapa de reducao do vetor de cargas) no proces-
so cléggico. Chama-se numero de condicionamento (conditioning
number) a razao entre os autovalores extremos de uma matriz.
RS-

max

C(p) =
b T

(nimero de condicionamento espectral) (1.46)
min

Quando o numero de condicionamento cresce, os
menores autovetores de A (eq. 1.44) tornam-se mal representados
no computador. As egs. (1.44) e (1.46) significam'quepPara o aumento de
cada poténcia de dez no numero de condicionamentp, ¢ menor auto-
vetor perderd aproximadamente 1 (um) algarismo significativo no
conjuntoc de nimeros que representam aguela matriz no computador
[9]. Tal regra apresenta resultados conservativos. Quanto mai-
or for o C(a) , tanto maior serid a tendéncia da matriz A para

a singularidade.

Para podermos comparar um vetor com outro, po-

demos usar como indicador o comprimento euclideano:

191 IR
v = ( vy )} (1.47)
R T
Como caso mais geral existem as normas HElder:
N h 1/h
HYHy = €1 1D (1.48)
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A norma euclideana € um caso particular (quan-

do h = 2}, Define-se como norma H8lder de uma matriz:

llé]lh = max ”é'f“h
onde (1.49)

xlly, =1

Como caso particular, para h=l e h=2 , temos:

N

[1a}l], = max Yoo la, sl . (1.50)
SRR SR = T

l1all, = max |[a-x[], onde [l|x|[, =1 (1.51)

Em funcao destas normas estabelecem-se nameros
de condicionamento. Isto é necessirio porque o critério ja ex -
posto (eq. 1.46) & valido para (1.44) e esta s se aplica quando
a matriz € simétrica ou tem autovalores distintos. Além disso,
para algumas matrizes, € mais facil obter as normas do qgue os au
tovalores extremos. Assim,outros nimeros de qondicionamento po-~

dem ser definidos através das normas [9] como:

-1
Al (1.52)

cm) = [|a]

Podemos agora calcular o efeito do erro em

K (L.45) sobre os deslocamentos D num sistema da forma (1l).

(K + 6K)(D + 6D) = F

K-¢6D = F - K-D - $K(D + D)

§D 1

~

-K "+ 6K(D + &D)

Tomando a norma dos membros desta Gltima egqua-
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gao, temos:

[lepl| = [IK™ -5k (D + sD) ||

LIl

....1.
[x "1 ek ]

| 16D |

|~

- 11|

De (1.52) wvem:

| D] | | [sK1]
- < C(K)* ——
| [D] | iR}

—

Utilizando a aproximagao da Tquagao (1.45), po
D

[ [sK|| | -
demos substituir —=— por 10 P e —>— por 10 € obtendo:
| K] | - | D!
¢ > p - log,4[Cix] (1.53)

Observe-se que esta formula fornece o niumero

de digitos corretos c nos deslocamentos,considerando apenas
o efeito do truncamento inicial na matriz de rigidez (nao se con
siderou o erro de arredondamento, nem o truncamento inicial no

vetor de cargas).

0 erro pode ser também obtido depois de resol-
vido o problema através da restituigﬁo do vetor de cargas a par-

tir dos deslocamentos calculados [10]:

o - x7*-FI|

L18FIL- 1R
< .

= < (1.54)
[ 1ol ||

C(K) =
Entretanto, este (iltimo método, por nao apre -
sentar resultados conservativos, exige maior cuidado ao ser em -

pregado.

Em seguida apresenta-se um exemplo simples do

problema de mal condicionamento. A matriz de rigidez do conjun-
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to de molas da figura 1 pode ser escrita como:

Figura 1 -
kl+k2 --k2
K -
- -k, k>

Para calcular os autovalores desta matriz

re -
solvemos o determinante:
k,+k,~x =k
12 2l =0 (1.55)
-k2 kz-x

D razao entre os autovalores (1.46) assim cal-

culados, nos fornece o nimero de condicionamento.

+2k o+ k2+4k§

1 2 1

2k~ o/ ki+k’

2
1 2 1

k

C(K) =
k

Se k1>>k2 ou kl<<k2 teremos um C(g) mui=-

to grande,

Entretanto apenas no segundo

caso aparecem dificulda

des para
tanto um
problema

seguinte

se resolver para K um sistema

mal condicionamento artificial.

se minimizarmos o nuimero de condicionamento através

operagao sobre a matriz

- » 3 * :
€ uma matriz diagonal com di =

da forma (1).

Temos por

Poderemos evitar este

1
v k..

11

da

K ("scaling": [10],[14]):

(1.56)
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0 "scaling" simétrico de uma matriz simétrica
positivo definida torna unitirios os elementos da diagonal e ga-
rante que os termos fora da diagonal tém médulo menor do que i.
O processo nao destrdi a caracteristica de positivo-definida da

matriz. Assim, temos:

1
S 0
p* = | /& +k,
0 1
k-
e de (1.55) e (1.56):
-k .
1 2
/“-_—l
K, (kg +k,)
K' =
- -k
2 1
| Tk, (ky+ky)
Calculados os autovalores, teremos:
/ X
L+ 5,
1%,
C(R") =
1 - <2
kK ¥k,

para kl >> k2 + C(K") =_1

e para k2 >> k1 + C{K') + =

No sequndo caso temos, portanto, um mal condi-
cionamento real. Nas estruturas isto ocorre quando se tem a ri-

gidez dos elementos prdximos ao apoio muito inferior (flexiveis)
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a dos demais (rigidos). Por isto usamos para testar o nosso pro
grama (Item 5.3.b) uma trelica plana em que diminufmos gradativa
mente a rigidez de uma das barras prdximas ao apoio. Consegue -
se com isto um exemplo de mal condicionamento real. Fazemos uso
nesta aplicacao das eguagoes (1.50), (1.51), (1.52), (1.53) e

(1.56).

Teremos problemas de mal condicionamento tanto
em estruturas que tenham areas rigidas entre areas flexiveis co-
mo partes flexiveis entre partes relativamente rigidas. Isto con
duz a uma perda de precisao nos deslocamentos de tbda estrutura.
Uma vez que as equacoes de equilibrio sao escritas em termos das
diferencas entre os deslocamentos dos nos conectados pelos ele -
mentos, estas equacoes falharao se as diferencas forem desprezi-
veis em relacao aos deslocamentos. A técnica de resolugac do
problema por partes, decompondo a estrutura em subestruturas,faz
com que os deslocamentos de corpo rigido sejam eliminados na ava
liagao das deformagOes dos elementos internos a uma subestrutura,

podendo,portanto, fornecer melhores resultados. [9]

1.6.d - COMPARACOES ENTRE O METODO CLASSICO E O METODO DO FATOR

NATURAL

No exemplo do item 5.3.b , utiliza-se a eguagao
(1.52) para calcular o numero de condicionamento da matriz de ri
gidez

- . -1
c(k ) = | K11 K (1.57)

Mostra-se nas referéncias [1] e [2] que:

= 1/2 .
c(s) = [C(x )] (1.58)
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onde S se relaciona com K_ = pela equagao. (1.35).

Estas relagoes nos permitem verificar que tere
.mos uma perda muito menor de algarismos significativos no método
do fator natural. Isto permitird fazer em precisao simples o
calculo de estruturas mal condicionadas que teria de ser feito em
precisao dupla pelo método clidssico. Com isto poderemos economi

zar memdria nos computadores.

Na referéncia [11] ressaltam-se ainda os limi-
tes do erro para a obtencao do fator de Cholesky pelo método clég
sico e pelo método de fator natural. No cadlculo do nimero de
condicionamento, sugere-se gue a matriz deva ser submetida ao
“scaling“} tornando-a diagonal dominante e evitando assim o mal
condicionamento artificial. O autovalor maximo é entao aproxima
do pela norma Holder 1 l|§'1|1 da matriz transformada e o auto
valor mfnimo & calculado por iteragoes inversas. Para o novo mé
todo deve-se fazer o "scaling" da matriz § de tal forma que ca

da coluna tenha comprimento unitirio. Tem-se respectivamente:

§pi
L]< ,lL :_JJIELLL._ 5=t (onde t € o numero de digitos da mantissa
| fp]] Ay do nlmero representado no camputador)
I.lsp]] [1sT1y- 1185 - F |

TRPRICINIL -
| D]} [{D][-2,

sendo §H o fator de Cholesky computado por Householder e § o
vetor de deslocamentos computado. Observa-se gue, endguanto gque
o processo iterativo nao € aconselhdvel para o processo normal

de Cholesky,uma vez que os erros de truncamento e de arredondamento

sao da mesma ordem de grandeza e podem agir em diregBes contra -
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rias, o mesmo nao acontece com o novo método. Uma vez que se

monta diretamente um fator S da matriz de rigidez K o erro
de truncamento inicial (eq. 1.58) tem uma importancia bem menor.
Portanto, consegue-se agora melhorar os erros de arredondamento,
reduzindo portanto os erros numéricos totais, através de um pro-

cesso iterativo [6].

~ "1
K-4D, = RES;
(1.59)
D, = Dy + 4D,
K-aD, = F - K-D, = RES,

A referéncia [11] fornece resultados indicando
a aplicacao vantajosa, gquanto 3 precisao, do método do fator na-

tural em relacao ao método classico para nimeros de condiciona -

7

mento da ordem de 10’ , enquanto que, para numeros de condiciona

mento menores (104), a vantagem € pequena. (Computador UNIVAC-1108

com 27 bits; 8.1 casas decimais).
No item (5.3) apresentam-se resultados numéri-

cos comparando os dois métodos em tempo, precisao e gasto de me-

moria no computador.
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1.7 - OBSERVACDES SOBRE A TECNICA DE SUBESTRUTURAS E ANALISE DI~

NAMICA

Para analisarmos problemas estruturais em dgue
o nimero de incdgnitas é elevado, temos que adotar a técnica de
subestruturas. Cada subestrutura terd seus graus de liberdade
locais (L) e aqueles pertencentes a uma subestrutura e outra ad-
jacente (Externos, "E") [2]. A equacao (1) pode ser reescrita

em forma particionada como abaixo:

Kee  KeL Dg Fe
= (1.60)
e K 53 I,

Podemos assim reduzir nosso sistema através da

eliminacao dos graus de liberdade locais (QL) como se mostra a -

baixo:
gEE-pE = Fr (1.61)
onde
Kgp = Kpp - 5§E ’ Egi KiE (1.62)
Boo=Fp - Kop » KL+ Fp (1.63)

Para o fator natural da matriz de rigidez, o

mesmo pode ser feito:

s =[5 5] (1.64)
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1559
8. = O [.nn (1.65)
9
o, = [oy Qul (1.66)
ot .
EEE - §E §E
£t _ _ ot
Kie = %erL = 5 ° 5t (1.67)
_ ot
K. = 51 " 5

Substituindo as expressoes acima em (1,.62),con
siderando a partigﬁo da matriz 9L dada pela relagEo (1.66) ob-

temos as expressdes (1.68).

R =st.s. -8

Kee ® 555 ~ 55 §) T-Sy°S

bty
Il
in

- _ p.t . -~ 5
R =55 - 8 (1.68)
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onde
~ _ .t
5g = %"k
onde §E é o fator da matriz de rigidez condensada.
Analogamente, prova-se que:
s _ - et.n .t
fE - fE §E QN U fL (1.69)
Para resolver o sistema (1.61) utiliza-se o

mesmo processo visto nos itens (1.4) e (1.5), aplicado agora ao
fator gE . Encontra-se assim o fator de Cholesky QE associa-
do ao sistema condensado e, em seguida, o respectivo vetor de des

locamentos.

(1.70)

Em analise dinamica faz-se também necessario u
ma redugao do niimero de graus de liberdade do sistema estrutural.
Assim, ao invés de termos graus de liberdade locais e externos,
teriamos agora os principais e outros dependentes dos primeiros,
aos quais continuamos a atribuir os Indices "E" e "L" respecti-
vamente. A equagéo (1.71), que descreve o comportamento de um
sistema sujeito a vibracgdoes forcadas, encontra-se assim particio
nada. Os deslocamentos e aceleragoes dos pontos nodais podem ser
colocados em funcao apenas dos graus de liberdade principais (egs.

1.72).

[5EE §EL}'_ D (t) . [EEE @EL}. B (v) Fe(t)
Kig Kool (Pp®) Mp Mppil Bp(e) Fo®)
(1.71)
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Pg
P(t) AT EY - ?'PE(t)
: D :
(1.72)
D(t) = T-Dp (%)
onde
I
T . " & a9
- -1
i Eie
Assim teremos que resolver agora o sistema de
equacoes condensado na forma abaixo.
Kg *+ Dp + Mp-Dp = Fp
onde
= _ ot
Rg = TT-K-T
. N (1.73)
Mg = IM-T
~ _ gt
EE =T f
0 cilculo da matriz de transformagcao T re -

gquer, no novo método, como se demonstra abaixo, apenas a avalia-

cao de
-1
SR

subestruturacao e anilise din@mica, uma vez que Up

condicionado do

y;l enquanto gue no método clissico temos que avaliar

Isto torna o novo método mais estidvel nos processos

de

€ mais bem

que K

Kir -
U
91,-1 .t
-1 ot -1t . . t At .st.5 =
Kep © Bre = [Sp780] "SpSe [[PL 0]-0r -9y, 5'}] =L ~E
= t. —1. t- L] to — 1- -t- t- t.
= {000 )7 819,79 8 = Uy Y Y09 Sk
21 (1.74)
= QL QL'§E
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" CAPITULO  II

A FATORACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO ESTRUTURAL

Neste capitulo sao apresentadas algumas das for-
mas de se obter o fator natural da matriz de rigidez do elemento
estrutural, ou seja, obter o fator E; da equacao (1.28). Os
elementos mais simples podem ter seus fatores formulados explici-
tamente. FEstuda-se agqui também a obtencao do fator natural atra-
vés da utilizacao da integragao de Gauss. Outras formas de obten
c3o do fator natural sdo indicadas nas referéncias [1] e [3], n3o

sendo aqui desenvolvidas.

2.1 - FORMULACAO EXPLICITA

Formulamos aqui explicitamente o fator natural
para os elementos de trelica plana e espacial, de portico plano e
para os elementos finitos triangulares para o estado plano de

tensces (e de deformacoes) com variagao linear dos deslocamentos.

2.1.a -~ TRELICA PLANA

Sejam x. , y;, © sistema de referencia local do
elemento de trelica plana da figura 2.1. e X, Y o sistema de

referéncia global.



Fig. 2.1 - ELEMENTO DE TRELICA PLANA

As equagdes (1.1), (1.2), (1.7) e (1.13), para
este elemento, podem ser escritas como abaixo. Ay é a secao

transversal da barra.

g. -
5=la-® {»H 3} (2.1)
aq

k
q.
1 1 j
e, = |- == = |. (2.2)
i & |
= . {qk}
L
. -1/ 11 |
kni = Ai'[ l/L}'Ei'[-E E] dx (2.3)
0
-d T
qj - cos 8 sen 6 0 0 de i
Iy 0 0 cos8 send | | dYJ (2.4)
| Txk
_dyk )

Portanto, a matriz de rigidez do elemento no sistema global pode

ser escrita como em (2.5).



T BBy - Byhy
ry 0 T, - T Ty 0
1 T 2x1 . i 1x2
Ei Bi-ENiogi = T C e -
0 r; Ejdj - EiBy
: 2x1 Li Li ~ -"ilx2
cosZo cos® seng, —cosze -cosfsend |
. |
cos6senb __sen § __ ;Ccos@seng :S?r_lz_e_ 3 .i
= 2 H
Ei -cos“ g -cosfsens ! c0526 cosfsend Li
-cosesens -senZs ! cosesens sen’s
L t i
A matriz ko, pode ser fatorada como:
a2 ah
T a 'I
T T {b}' E ['a-b b? }
Temos que:
2 _ EyBy e .
& =TI BT
i 4
->
E,A Ezilq:
a-b = - —%—i b=-y ; =
i i
EjA;
> g T i EY
J/E—Kﬁ cosf8 sens# 0 0
_ - i1 . -11.
1 = En®y L, [1 1] [ 0 0 coss sene}
EiAi 1/2
Fi = (-Er—ﬁ . [cose send -cosf —sena]
- i
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(2.6)

(2.7)
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A equacao (2.6) nos fornece o fator natural da
matriz de rigidez do elemento de trelica. A equacao (2.7) nos
permite montar este fator, para a treliga plana, diretamente no
sistema global de referéncia como estd exemplificado no Item
(5.3.a) . Sendo CX e CY os cossenos dos angulos entre a dire
cao x

I, do elemento e - X, Y respectivamente, notagéo esta uti-

lizada na programacac automatica, podemos reescrever (2.7) como

abaixo.
:0.9 1/2
F. = ( =—=) - [cx ¢y -cx -cy] (2.8)
~i Li

2.1.b - TRELICA ESPACIAL

A deducao & andloga 3 anterior. A equacao (2.6)
@ ainda valida e a partir dela deduzimos agora uma equagao seme-
lhante a (2.8), em que C2Z & o cosseno do angulo entre a dire -
do elemento e o eixo global de referéncia 2 . A ma -

¢ao xp

triz Bi @, neste caso, expressa como em (2.9).

ry = [cx cy cz]
1x3 '
i 0 '
R, = (2.9)
2x6 0 ry
B A, 1/2
F, = (=) -[cxcy cz -cx -cY -cz] (2.10)
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2.1.c - PORTICO PLANO

Para este elemento foi adotado um sistema de re-
feréncia local cuja origem esta fixada na extremidade inicial do

mesmo.

0 eixo 1z, , perpendicular ao plano da estrutu -
ra, tem definido o seu sentido positivo quando voltado para o la
do oposto ao gque se encontra o observador. O eiXo ¥y, é deter-

minado de forma a compor o triedro Xr, "Y1 2, (5], [15].

Fig. 2.2 - SISTEMA DE REFERENCIA PARA O ELEMENTO DE PORTICO PLANO

As equagoes (1.7), (1.13) e (1.21), aplicadas a
este elemento, nos fornecem as equagSes abaixo, onde os desloca-
mentos e as forgas atuantes nas extremidades do elemento estao

representados nas figuras (2.3) e (2.4) respectivamente.



~Ni ~

T M Mt M M m
=2 TN V. B PV % I

|

sim

r
cosé

sim
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0 0
S 4AE.T 2E.T
L L-
" 4EB.T
L 4
seng 0
-cos8 0
-1
0 1 0
1/, 1 0 -1/L
1/L 0 0 -1/L
-sens 0
coso _
< 1
cosh
- T 0 -
-, |
d
d,
. 9%
dg
-dGJ
9
er
Q}

3x6

1<

sent

cosh

(2.11)

0

r,

~1 J6x6

) -

0

-1

(2.12)
{(2.13)
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-2 B
y
:

y¥

Fig. 2.3 ~ DESLOCAMENTOS NA EXTREMIDADE DE UM ELEMENTO DE PORTI-

CO PLANQ

<
. g

Fig. 2.4 - FORCAS ATUANTES NAS EXTREMIDADES DOS ELEMENTOS DE POB

TICO PLANO
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A matriz de rigidez (2.11) pode ser fatorada

(por Cholesky, por exemplco) fornecendo-nos o fator natural ENi

1/2
A 0 0
1/2
= (E 1/2 1/2
Py = &) T 2 (1) I (2.14)
0 "0 (31) 172

Para obtermos o fator Ei no sistema globhal

(egq. 2.16) temos que fazer a seguinte transformacao:

Ty = Eni2 | (2.13)
—Al/z.cose —A;/Z-sene 0 A;/z-cose A;/z-sene 0 |
172 g 1/2 g 172 1/2
Ei = (%51/2 . 3(I£ send -§£%l——-cose -2(1)1/2 éi%l—— sens 21%1__ cosé —(If"/2
iglliﬁ?sene :iézlii?case 0 -iézgif?sene (gz%if?cose -(3n) /2
L L L

(2.16)

Supde-se,na analise deste elemento, que o sistema
de eixos locais sejam os eixos principais de inércia e que o cen-
tro de cisalhamento coincida com o centro de gravidade. Além dis
so, as cargas aplicadas no elemento serac sempre transformadas em

cargas equivalentes aplicadas nos nds.

.
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2.1.4 - ELEMENTQO FINITO TRIANGULAR PARA ESTADO PLANQ, COM VARTA-

CEO LINEAR DOS DESLOCAMENTOS

seja o elemento triangular referido ao sistema
de coordenadas X,Y da figura (2.5). A espessura t & constan-
te. Assume-se uma variacao linear dos deslocamentos g; de acor
do com a equagao {2.17).A drea do tridngulo A & dada pela equa-

cio (2.18) [5] ..

Y4

© —=q,

o |

__---q‘l CIG

l g 4y

%
.

x:

Fig. 2.5 - ELEMENTO TRIANGULAR

- ~ r r -

q, 1 X ya 0 0 0 @y

q, 1 Xy Yp 0 0 0 ay

q 1 X v 0 0 0 o

qy 0 0 0 1 X, Y, o,

dg 0 0 0 1 X, Yy ag

| 9 | . O 0 0 1 =, vy, | ag

1 *a Ya
Ai = 5" 1 xb Yb (2.18)
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A equagéo'(l.Z) para este elemento fica entao:
- a9
¢ Yh¥e Ye¥a ¥a ¥p 0 0 0

0 0 0 X "Xy X TXL XX q5

xy X *p X2 %c *p*a Yp¥e Yo Y¥a Ya¥p

(2.19)

A matriz B, esta portanto definida e, atraves
dela, podemos obter a matriz de rigidez do elemento. Como referi
mos todos os elementos ao mesmo sistema de coordenadas global, ob

temos diretamente Bi .

.Ai.ti (2.20)

A lei de Hooke pode ser expressa matricialmente

como em {2.21). Para o estado plano de tensoes (oz= 0) é

"xz ‘vz

para o estado plano de deformacgoes (y =sz=0) respectivamente,

vz 'xz

obtemos explicitamente as equagoes (2.22).

i - 1 v c €y
_ i
O'Yi = l-vz v 1 0 * Eyi (a) (2.22)
T o o v
xyi 2 Yayi
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Ty i - (1-v) v 0 i
- . 1 . _ . r
0 o 1z
xyi i 2 | Yxyil

0 nosso fator natural F {em coordenadas glo -
bais) (2.23) pode ser obtido através de (2.20), pela fatoracao de
Cholesky da matriz dos coeficientes de elasticidade E {equagao

2.24: a) Est. pl. tensoes; b) est. pl.de deformacoes).

ST [urT L 172]. S V- 3
T N S N P2, R
y f 1l v 0 ]
. 1/2
g = (=) |0 a-vH?o (a)
1-v _ ;
0 0 (153)1/2
(2.24)
% (1-v) v 0 ]
E
o = i . 0 (1-2v) */2 0
0 0 (JLo2v)-(A-v)
2 )
(b)

Portanto, temos finalmente Ei do elemento fini
to triangular (CST) para o estado plano de tensoces (2.25) formula
do explicitamente. Para o estado plano de deformagoes pode-se em
pregar a mesma equagcao contanto que se aplique previamente o arti
ficio de utilizar os coeficientes de Poisson e de Young transfor-

mados pelas equagoes (2.26).



3x6

r (v,y) (vovy)

[

1 l

0] [E 2 )] [

(v

.—J

v) 2 (xb—x )]

(1?2 x %]

[(

vix,-x)

L

}—I

) (Yby )]

v (xa—x C) v (xb~x a) =

1
(A %)) B2 2 %)

3| -

1 1

[ rv)] [0 % 0,

(2.25)

(4%
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E' =

(2.26)

Para encontrar as deformacoes e tensdes nos ele-
mentos, uma vez conhecidos os deslocamentos nodais, basta utilizar

as equagoes (2.19) e (2.21).

2.2 - UTILIZACAO DA INTEGRACAO DE GAUSS NA FORMULACAO DO ELEMENTO

FINITO TRIANGULAR PARA ESTADO PLANO COM VARTACEO QUADRATICA

DOS DESLOCAMENTOS

Formularemos aqui o fator natural para o elemen-
to finito triangular (LST: Linear Strain Triangle) para estado pla
no (de tensoes e deformagoes) com variagao quadritica dos desloca

mentos, através da utilizacao da integracao numérica de Gauss.

Para obtermos a matriz N, (eq. 1.l) introduzi-
mos aqui as coordenadas de area Li'Lj e L, para o triangulo
ijk da figura 2.6 ; que se relacionam com as coordenadas carte

sianas pelas equacoes (2.27) [7].
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i)

ey

Fig. 2.6 - ELEMENTO FINITO LST

1= Li + Lj + Lk

Explicitando Li ’ Lj el e colocando em forma

matricial, vem :

i : r
Li a bl ¢y 1

L = Lj — f% i a, b2 <, . 1 X (2.28)
Lk | 33 b3 o3 LY

onde:

2y T Xyt¥i T XYy

e A & area do triangulo dada pela equacao (2.18).
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Derivando a relacao (2.28) parcialmente em rela-

cao a X ey , vem:

el &
It

(2.29)

oL,
= 1
v = 2m 8 T [z (xymx) (xymxg) ]

A fungao de interpolacac ¢ para este elemento,

em coordenadas de area, vale:

¢ = [og o4 oy 0p op 6] = [0y (204=1) Ly- (2D4-1) Ly - (204 -1)

4L; *Lg 4Lj-Lk 4Li-Lk] (2.30)

e a equacao (l.1l) pode ser escrita como abaixo:

-

]

qxl
a] ¢ 0 Iy
£, = [= B (2.31)
~i
2x1 0 ¢ dxg
v 2x12 | q
vyl
q
Y6 |
- 76 12x1
Sendo:
=§E I =2-
[€x = 3% €x T 3x  9x
3¢
—H_ =—;¢
ey T 3y > ¢y =37 " Iy (2.32)
3 T
_ XY X 9y L "Xy IX Ay v =) 4
3¢ 2 3L _
Mas 3% = 3% EEE com p=1i,3,k
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Utilizando (2.29) e derivando (2.30), vem:

— =5y " B ¥
3 x 2A '
J (2.33)

ad

-a_-:=2i.5.$

Y A =

onde:

4Li—l 0 0 41, 0 4Lk

§3x6 = 0 41,.-1 0 4Li 4Lk 0 (2.34)
0 0 4Lk-l 0 4LJ 4Li

De (2.32), (2.33) e (2.34) podemos escrever a
matriz B , que pode ser obtida diretamente através das coordena-

das dos pontos nodais do elemento.

R R o)
1cr 1O
he
o

==
2

E =
Ixl2

(2.35)

oo
1o
tom

1o
e

g 3x6 6x12

Para este elemento e outros mais sofisticados, a
integragaoc explicita torna-se complicada. Neste caso, podemos em
pregar a integracao numérica de Gauss através da qual a eguacao

(1.7) pode ser reescrita como:
—3 - L] T - -
ky = ¢ g Yv'Zip Eip gip

sendo p os pontos de integragéo para o elemento i e wp o

peso atribuido ao ponto p .

Se fatorarmos a matriz das constantes elasticas
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da mesma forma que foi feita para o CST , teremos:

1/2 1/2 1/2
ky = (8 (] wy -BL.GT.G_-B_-wi/2). (t) (2.36)

B_w
~1 ~p ~p =P ~P P
P .
e entao podemos escrever o fator natural da matriz de rigidez do
elemento da segquinte forma:

/2 . 1/2

Fy = | w, *G'By, |*(t) (2.37)

0 fator Ei tem, de maneira geral, 3'*ND li-

nhas (para elementos hidimensionais, sendo Np o numero de pen
tos de integracao) e £ colunas (sendo £ o nimero de graus de
liberdade por elemento) no caso em que se emprega a integracao nu

mérica.

De acordo com a referéncia [7] , temos as sequin
tes férmulas de integracao numérica para o CST e LST, definidos

através das coordenadas de area.

TNTERPOLACAO DOS DES-PCONTOS | COORDEMADAS DE AREA PRESO W
LOCAMENTOS P
1 1 1

Linear a (g r 3 -3-) i

1 1 1

¢ 2:32 0 3

- n 1 1 1

Quadratica <::::}L. m {0 , 5 s 5) 3

I
1 1 1
n (':?' r 0 r "2') §
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Como para o CST temos apenas um ponto de integra
cao com peso (w_=1) unitario e sua matriz B; & constante (inde
pende de Li' Lj e Lk) a relagéo (2.37) reduz-se 3 equacao (2.25),
considerando que:

1 fl_Li

k; =t [ f(L,,L,,L, }dA = A-t J
A irjfk 0

ky £(Ly,Ly, Iy )dL, ALy =

0 J

= A+t g wp-fp(g)

Para o LST, os trés pontos de integragao tém o

mesmo peso (%) e o fator F, fica entao:

1 1
9 ?(5 4 E: 0)
p, = &8 B(O, 5/ 3) 2.38)
TTox12 1 1
g'g(fr 0, ’2')

Observe~se que o produto gf-gi se encarrega de fazer o somatd -

rio para os 3 pontos de integragao.

A montagem do fator natural da matriz de rigidez
de uma estrutura discretizada em elementos deste tipo segue por -

tanto, o seguinte fluxograma:
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r/ X,Y,E,v, t

AVALTIACAO E GRAVACAO DE
A, B e 8

- —

1 | 8 0 ]
1, ,t,2
B=3Gr "¢ o 8
§ B
4
MONTAGEM DE S
03, 3, 0) 0
0 0(E, %, 0)
B 0 0] b0, 30 3 0
. 0 0 .
-1 - 0 (0, 3, )
0 0 mp T
1 1
bz 0.3 L
1 1
0 AT
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CcAPITULO III

0 METODO DE TRIANGULARIZACAO POR TRANSFORMACOES ORTOGONATS

A matriz S obtida na andlise de estruturas pelo
método do fator natural & retaqgular (MMxN) . Para obter o fator
de Cholesky, conforme descrito no Capitulo I, utilizamos as trans
formagoes ortogonais. Assim, no item 3.1 & feita uma revisao da
formulacao matematica do método da reflexao no qual se baseia o
processo de triangularizacao de Householder. Nos Ttens 3.2 e
3.3 sao apresentados os métodos de Householder e Gram-Schmidt res
pectivamente. No Item final deste capitulo fazem-se algumas con-
sideragoes praticas sobre os métodos estudados. Exemplos de apli

cagao destes métodos sao apresentados no item 5.3.a .

3.1 - FORMULACAO MATEMATICA

Uma matriz P € ortogonal se

pTep = PPt =1 (3.1)
ou

pT = pl
onde I & a matriz identidade, gT € a matriz P transposta e
g-l é a inversa de P .

Para resolvermos algoritmos para calculo de auto

valores, a mudanga de base € um processo importante. Se usarmos
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uma matriz ortogonal na mudanca de base teremos:

=pfap =27

11

"A-P (3.2)

onde A tem o mesmo posto, a mesma equagaoc caracteristica, oS
mesmos autovalores, o mesmo trago (soma dos elementos da diagonal
principal) e o mesmo determinante que A . Temos uma transforma-

cao similar ortogonal [16].

Como veremos, as transformacoes ortogonais podem

ser utilizadas também para triangularizar uma matriz retangular.

Podemos utilizar dois tipos de matrizes ortogo-
nais: as matrizes de rotacao ou as de reflexao. Utilizaremos a-

qui as de reflexdo [17], em que P fica definida por:

P=1T- a-g-gT com @ = é (3.3)

vy

onde v & arbitrario. P & chamada matriz de reflexdao porque o

~

vetor P:t & a reflexao do vetor t em relagao ao plano ao qual

v & ortogonal. Para o caso bidimensional, temos a representacao

da figura 3.1 .

- Plano de reflexdo

FIGURA 3.1 - REFLEXAO DO VETOR v
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Para o caso n~dimensional podemos demonstrar a
propriedade de reflexac da matriz P tomando as componentes do

vetor t n-dimensional, y.v na direcao v e u perpendicular

a v . Temos, para a componente vy.y
T
Poy-¥ = y:¥ - a-y-y-y-y
= Y‘{_ - % . Y. (YT-Y)]
(v=v)
= Y- (Y - 2V) (3.4)

Ou seja, a componente na diregao de v teve sua direcao inverti-
da. Para a componente ortogonal a v , temos:

T
P-g =u - a-*v-v -u

- T
Como v e ortogonal a u , temos: v -u =40 .,

-~

Portanto,

to
L]

u=u (3.5)

Os resultados (3.4) e (3.5) demonstram a pro -

priedade de reflexao da matriz P definida em (3.3).

Na figura (3.1) temos a particularidade de que
t foi refletido para a diregao y , nao tendo portanto componen-

te na direcao x .

As matrizes de reflexao sao utilizadas no pro-
cesso de triangularizacao de Householder. Tomando como exemplo a

triangularizagao por colunas para obtencao da matriz triangular
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superior, visamos, em cada passo p do processo, anular os coe-
ficientes da coluna p abaixo da diagonal, ou ainda, observando
a figura 3.2, visamos transformar o vetor El de tal forma que

ele s tenha uma componente nao nula no subespago de dimensao

m-p+l.
¥ p.‘l 3 n“p+l o
- I‘PE ’ :‘
gP‘er‘l:: Yo-1,n-p+1| | p-1
Ap = p+ -----—"—"iﬁ --------------- 3 R
) 0 % P
- M ~m~p+l,n-p+l]| | m-p+l
I
- H I
1~-'lm--p+1
P
_ h )
[ | v
1
”P'l'P"lﬁ ~p-1,n-p-1
thép - Ap+l = p_) —————— :K_| —————————

Figura 3.2 - PASSO p DA OBTENGAO DA MATRIZ TRIANGULAR SUPERIOR
POR COLUNAS

Isto & consegquido através da reflexao do vetor
El , através da matriz P , para uma das direcces do subespaco (m~
p+l) onde todas as componentes do vetor El sao nulas exceto uma

delas. Veremos no proximo item os algoritmos deste processo.

As matrizes de rotagac sao utilizadas de manei-

ra semelhante no processo de Givens.
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3.2 - 0 METODO DE HOUSEHOLDER

Podemos transformar a matriz S , vista no Capi
tulo I, numa matriz triangular superior premultiplicando-a suces
sivamente por matrizes ortogonais, de tal forma a anular os coe-
ficientes Syi4 (para 1i>j). Como foi visto no item anterior, u-

tilizamos para isto as matrizes de reflexao. Temos assim:

N
U N
"t T.p) = |- (3.6
Pn-1"En-2 -+ E2°B1 " Swmen = +6)
-0 MM-N

onde U €& uma matriz triangular superior. O produto das matri-

zes ortogonais P, & também uma matriz ortogonal ¢

~1
*
o' - s =R
MMxMM MMxN MMxN
ou (3.7)
s =gg

As matrizes Ei sao construidas de tal forma

T
que Ei reduza a zero os elementos sob a diagonal na coluna i
da matriz que esta sendo operada. Temos entdo gi dado pela

formula (3.3):

r [Tl O
Py = |----1---- (3.8)
[t 0 ! Py
onde
e = — - - T - — 2
Py = I - 8ewyewy ; 8 T
W, W

~i ~i
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Para o primeiro passo desta transformagao, tere

mos :
= T
S =P,.5 (3.9)
Se fizermos uma particaoc em § , como abaixo,
f
§ = [§l E §l] (3.10)

sendo s, a primeira coluna de S , e aplicarmos (3.8), teremos:

- (3.11)

Como o objetivo & zerar todos os elementos da co
luna 1 exceto o primeiro (que & elemento da diagonal), Py°s; é
um vetor onde apenas © primeiro elemento € nao-nulo. Assim, de

(3.11}, temos:
(I-6-w, -w]) ‘51 = tlslle (3.12)

onde [[|s;|[|, & dado pela equagao (1.47), e e; & um vetor uni-

tario n-dimensional com 1 na primeira posicao e zero nas demais.
Da relacac anterior tiramos Wy
s, — B-w -wT-s =+ l|s,]!°e {3.13)
=1 ~1 =1 =1 - =1 2~1 :
T -
Fazendo 0-wW;-§, =1 , uma vez que w € arbi-

trario ( o que importa & a sua direcao), teremos:

w; = s; + sinal (sll)°I|§1||2-gl (3.14)

O sinal é escolhido de tal forma que o valor ab

soluto do primeiro elemento de w; & ||51||2 maior que o va -

lor absoluto de s,, .
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Nao precisamos calcular na pratica as matrizes

T s .
Ei . Calculamos vy e S a partir dai :

T
1 =ws (3.15)

g

~

g = - . . T
S =8~ 8wy (3.16)

As equacoes (3.8), (3.14), (3.15) e (3.16) nos
fornecem a matriz § apds o primeiro passo da triangularizacgao.
A repeticao do proceséo nos fornecera a matriz R* finalmente ,
e portanto, a matriz triangular superior U . O fluxograma des-

te método & dado de forma simplificada abaixo.

> <_K=1,N >

%
XNK=( S,.)
i=x 1K

VARIA=
=ABS (S (K, K) —~XNK) - XNK-
-ABS (S (K, K)

SINAL

W= + SINAL * XNK * e

1
TETA=2+/ (W' + W)

Sk 1

XNK = Modulo dos elementos
abaixo da diagonal
(e o da diagonal inclu
sive) da coluna ¥ da
matriz S

Observ.: Quando VARIA & nula,
o uso do sinal negativo ou
positivo & indiferente.

S(I,J}=s(I,J)-TETA*W(I)*V(J)

Fig. 3.3 - FLUXOGRAMA PARA A TRIANGULARIZACAO PELO PROCESSO DE HOUSE
HOLDER
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3.3 - 0 METODO DE GRAM-SCHMIDT

0 método de Gram-Schmidt & também um metodo de
decomposigao ortogonal,podendo ser utilizado para matrizes con

MM equagoes e N incognitas, para MM > N [14].

Podemos reescrever a equagao (3.7) fazendo uma

particao por colunas nas matrizes.

B9 Yy -+ Uy

i

i

: Y22 -+ Yop
c8n | ceieiil s 31T

!

1

|

k=1

para k>l

To8%1 T W1ty
ou (3.18)

%17 U9

T -
Como ?1'?1 =1, u,; € a norma euclideana do

vetor sy - Portanto, podemos obter =0 através da normaliza -

¢do do vetor s; . Assim,temos:

N
Sig = k£l qQiy Uy, € como W, =0 para k>2
+ Si2 T 9312 * 9327
ou (3.19)

Sy T 93"y * 937Uy

Premultiplicando a equagao anterior por 97 » ob

temos:
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T - T.
9182 T 977917uy," 95792722
mas
90y =1
U, = 9778, (3.20)
91°%, T 0
Podemos agora alterar o vetor s, obtendo §§2)
tal que
(2) _ - .
22 T 22 7 Y12°%y (3.21)

(2)

Podemos agora encontrar u,, a partir de So

de forma semelhante a obtengao de u,, a partir de s, .

0 processo se repete de acorde com o flukograma

da figura (3.4) até obtermos a matriz g* .

1/2
- (1) (1)
ug 5= ([ 5 I B
;i
ij_
q.=
=3 Y45
_ (i)
Ui g qi =3
}
_ (3+1)__ (1) _
L s Yy g

Fig. 3.4 - FLUXOGRAMA PARA TRIANGULARIZAGAO PELO PROCESSO DE GRAM“
SCHMIDT
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3.4 - COMPARACOES, VANTAGENS E DESVANTAGENS

Os métodos de decomposicao ortogonal para reso-
lugaoc de um sistema de equagcdes sao preteridos em casos normais
{(matrizes simetricas, em problemas estruturais bem condiciona -
dos) devido ao maior namero de operagoes que exigem. Isto os
torna antieconomicos. O método de Cholesky tem um quarto do ni-
mero de multiplicagoes do método de Householder (e um oitavo do
nimero de multiplicagoes do método de Givens) [12]. Ambos tem o
mesmo nimero de rafzes quadradas. Entretanto, de acordo com a

mesma referéncia [12], os métodos ortogonais saoc mais estiveis
porgue servem para o tratamento de matrizes nao definidas, nao havendo a possi
bilidade de ocorréncia de raiz quadrada de niimero negativo ou divisao por zero,

A norma-2 da matriz € conservada durante as trarisformagoes.

No item (5.3.b) procura-se comprovar esta afirma
¢ao, comparando-se os resultados das operacoes efetuadas com as

matrizes de Hilbert pelos métodos de Cholesky e Householder.

No caso de sistemas onde o nimero de equagdes &
superior ao numero de incdgnitas, os processos de decomposicao

ortogonal tém grande aplicacao.

Implementamos no programa de computador tanto o
método de Householder quanto o de Gram-Schmidt. Neste Ultimo
fez-se necessario o armazenamento da matriz Q numa area separa
da. A programacgao destes algoritmos, comparacdes e sugestdes
quanto 3 utilizagao de um e de outro, sao encontrados nos capitu

los subsequentes.
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. 0 método de Householder & apresentado nas refe-
réncias [12] e [17] como aplicavel em problemas onde & emprega-
da a técnica de particao, ou hipermatrizes, como & chamada no

sistema ASKA.

A estabilidade dos métodos ortogonais vem a se
somar ao efeito da redugao do numero do condicionamento, conse -
guida através da montagem do fator S da matriz de rigidez, ga-
rantindo a aplicabilidade do método do fator natural a problemas

mal condicionados.

0 maior numero de operagoes sera compensado em
vista da possibilidade de trabalharmos com precisao simples. A-
lém disso, a rapidez crescente dos computadores digitais e a pro
gramacac das rotinas de resolugcao em linguagem maquina permite

uma utilizagao eficiente destes métodos.
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capiTuro IV

AS TECNICAS DE ARMAZENAMENTO

Para que possamos calcular grandes estruturas ,
faz-se necessario um estudec das técnicas de armazenamento compu-
tacional das matrizes estruturais. Neste trabalho apresentamos
apenas os problemas ligados aoc novo método. Um estudo mais ge -
ral foi feito no trabalho sobre "Técnicas de Armazenamento Compu
tacional em Anilise Estrutural® [27] , no qual sac desenvolvi -
das tambem as formas de armazenamento diretamente ligadas ao me-

todo classico.

No caso especial da matriz de rigidez estrutu -
ral, podemos aproveitar as caracteristicas de simetria, além da
propriedade de ser positiva definida, armazenando e trabalhando
apenas CoOm OS coéficientes da semi-banda, ou faixa simétrica. Os
algoritmos de triangularizagﬁo de Gauss e de Cholesky sao também

desenvolvidos aproveitando estas caracteristicas.

4.1 -~ MATRIZES NAO SIMETRICAS

Neste trabalho o problema gque temos a resolver
& o armazenamento do fator natural S da matriz de rigidez. Es-
ta matriz & retangular (MMxN ; MM>N). Nao existe aqui uma dispo
sicao dos coeficientes nao nulos dentro de uma banda igual aque-
la da matriz de rigidez. Adotando algumas regras na numeracao
dos pontos nodais e dos elementos da estrutura,conseguimos que

os coeficientes nao nulos da matriz § se disponham ac longo da



64

diagonal do retangulo-: 8e guisermos armazenar a matriz triangula
rizada (o fator de Cholesky) na mesma area de S , estes coefi~
cientes irao compor uma faixa ao longo da diagonal principal da

submatriz (NxN).

Assim, os coeficientes nao nulos ocupam, duran-
te o processo de triangularizacao, uma banda de largura variavel,
As regras, o estudo e a preparagac de algoritmos sobre esta téc-
nica de armazenamento dos coeficientes de dentro da banda varia-

vel sao tratados na primeira parte deste item.

No caso em que ha dificuldades em se conseguir
uma disposigdo dos coeficientes nao nulos dentro de uma banda de
terminada e também no caso geral de uma distribuigao bastante es
parsa dos coeficientes nao nulos, pode-se optar pela técnica de

esparsidade, explicada na segunda parte deste item.

Permaneceu ainda no programa a opcao de se mon-
tar e trabalhar com a matriz S5 de forma completa. Evidentemen
te esta forma & antieconomica, possibilitando a resolugdo de pro
blemas com um nimero bastante limitado de graus de liberdade.Per
maneceu apenas pela facilidade com que & programada, fornecendo
uma visualizacao maior dos processos ortogonais aqui estudades e
aplicados. O armazenamento & feito num arranjo unidimensional

sequencialmente por colunas.

4.1.a -~ A BANDA VARIAVEL

Adotando-se as seguintes regras & guase sempre
possivel obtermos uma distribuicao dos coeficientes ndo nulos de

S dentro da area esquematizada na figura (4.l.a):
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- A numeracidc dos elementos deverd acompanhar a numeragao

dos pontos nodais (Ver Item 5.2.b).

- A diferenca entre a numeracaoc dos pontos nodais devera ser

a minima possivel (largura de faixa (LF) minima).

- 0 maior afastamento (MA) entre a numeracao dos elementos

gue contribuem para uma mesma direcao deve ser minimo.

LF N ILF N

N-LFel

MA_| ~\\
\K MM-mai R |

__
{ o

MM, MM

N-LF+l "
a-Na matriz § b-Na matriz R¥—»S=Q.R=Q|.>

Fig. 4.1 - B DISTRIBUICAO DOS COEFICIENTES NAO NULOS

A matriz triangular superior U tem seus coefi
cientes nao nulos dentro da faixa hachureada da Fig. (4.1.b).Du-
rante o processo de triangularizacao, os coeficientes nao nulos
ocupam a banda de largura variavel esquematizada na figura(4.2)

que passamos a estudar em seguida. Trabalhamos aqui, supon-
do que cada linha de S representa as contribuicoes de um elemen
to, como & o caso das tréligas {MM=M}. Para os porticos planos e
elementos finitos triangulares, os algoritmos desenvolvidos deve-

rao ser modificados, na parte referente a montagem.
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n 1y
L X . LF-1  "lalx+LF-1)
LF, Tk - T N
\i
@A)
...;.._.l.‘._. ..
MA Area clterada no passo [k do

trianguiarizagdo.

=
e

*xxl

N N
N AN
N
\\. N
$ h\a—m-um
\ "N
N \
\ T
\ |
\ |
|
\\J '(@
\ I
I
) \|
NILFRIR !
N
AN
N
\‘;‘_bf+MA-l

Fig. 4.2 - A BANDA VARIAVFL

Os coeficientes sao montados por coluna e se -
quencialmente em S . A banda fica dividida em trés regides de-

terminadas pelos seguintes limites da coluna J :

Regiao A : 1<J<LF

Regiao B : ILF < J < N-LF+1



67

Regiao C : N-LF+1 < J < N

MA e LF sao determinados na rotina de montagem.

O vetor W tera uma dimensao variavel durante
a triangularizacao de Househblder. Podemos calcular, através de
uma interpolacao, guantas posigoes (x) terd o vetor W na etapa
k de triangularizagao (1<k<N) e com isto calcular até Qual 1li -

nha teremos elementos nao nulos em W (hachuras mais fortes na

Fig. 4.2). Obtemos as seguintes relacoes entre x e k :
[ M-N
X = g1 (k-1)+MA para 1l < k < N-LF+1
(4.1)
®x = M-k+1 para N-LF+l < k < N

A partir de (4.1) podemos calcular a Gltima posi

cao nao nula do vetor W (IFIMW), somando ‘k-1" a "x'. Esta &

também a Ultima posicao de cada coluna dentro da banda variavel.

(M-1)

IFTMW (k—l)'w + MA para 1 < k < N-LF+1

(4.2)

IFIMW

il
=

para N-LF+l < k < N

O nimero de elementos de cada coluna (NEC) pode
ser calculado subtraindo destes valores a posicao inicial de ca-

da coluna e somando 1 .

[ NEC = %E%-(M—l)+MA para a regiao A
_ {M-N) -
— NEC = W'(k"l) + MA + LF-1 para a regiao B (4.3)
| NEC = M-k+LF-1 para a regiao C
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Como trabalhamos com numeros inteiros, temos que
somar mais uma unidade a estes valores calculados, de maneira que
o arredondamento para baixo nao invalide nossa técnica. Com is-
to, podemos montar nosso indicador (IND) da ultima posigao arma
zenada de cada coluna. A partir da primeira, para a qual IND(l)=

=MA, temos:

IND({(k) = IND(k-1) + NEC (4.4)

0 vetor V no método de Householder & obtido

como V = WT-§ . Como os coeficientes da matriz § triangulari

zada (U) estarso dentro da area hachureada na Fig. (4.1.b), os
coeficientes de S que serao afetados pela multiplicagao por WT
serao apenas aqueleé que estiverem dentro do trapézio hachureado.
da Fig. (4.2). Portanto, o vetor V terd, no minimo, (x+LF-1)

posicoes e, no maximo, (N-k+1l). A area do trapézio &, portanto,

também a area que serd alterada no passo k da triangularizacao.

De posse do vetor IND , a posicao (IPOS) de
qualquer coeficiente S45 sera dada, conforme a regiao, pelas
relacoes abaixo.

A — TIPOS = IND(j-1)+i

(4.5)
B e C— IPOS=IND(j-1)+i-j+LF

Utilizando estes algoritmos podemos fazer a tri
angularizagao da matriz S de maneira simples usando o método de

Householder.

Esta técnica podera ser otimizada para conse -

guir uma economia de posigaes na memoria. Deixamos aqui algumas
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sugestoes com as possiveis dificuldades que surgirao para estas

modificagoes.

- Ro invés de tomarmos o limite maximo superior definido pe
la largura de faixa, poderiamos armazenar apenas os coeficientes
de cada coluna abaixo do primeiro nao nulo, cuja linha seria in-
dicada pelo indicador MAXH(j). Neste caso, a posicac (IP0OS) do

coeficiente Sij seria:
IPOS=IND(j~1)+i~MAXH (j)+1

Com isto,economizarfamos a area hachureada (I) na figura abaixo.

LF N
1
MA
N-LF+1
Nfooo A
I
m
M 2
N-LF+ 1

Fig. 4.3 - SUGESTOES PARA A OTIMIZACEO DA
LARGURA VARIAVEL

Entretanto, na implementagao de tal armazenamen
to surgiriamdificuldades: gual seria o tamanho do vetor v, ou
seja, qual a area de S deveria ser modificada no passo k da
triangularizagéo? A banda apresenta degraus sob a diagonal cujo
aproveitamento @ complicado. A Aarea hachureada (II) entre os

degraus pode receber influéncia das colunas anteriores mais "pro
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fundas". O critério do "maior afastamento" (MaA), como se vé na
figura 4.3 , pode levar a um dimensionamento muito antieconomi-
co da matriz S . A area hachureada {(ITII) nao & necessaria.

- Uma particdo em blocos de largura varidvel tornaria possi
vel a resolucao de problemas estruturais envolvendo um niumero de

incognitas teoricamente sem limites.
~ A técnica do "Wave Front" aproveita a esparsidade da ma -

triz e pode ser programada de tal forma que se consiga um acesso

rapido aos dados.

4.1.b - A TECNICA DE ESPARSIDADE

A técnica de esparsidade que descrevemos agui &
aplicavel a qualquer tipo de matriz. Tanto mais Gtil serid quan-
to menor for a porcentagem de coeficientes nao nulos em relagao
ao total de coeficientes armazenados. Quando esta porcentagem
se torna muito alta, a técnica deixa de ser a mais adequada, uma
vez que exige areas reservadas aos apontadores equivalentes équg
las necessarias para o armazenamento dos proprios coeficientes,a
lém de um grande numero de testes para se operar com as matrizes

assim guardadas.

Escolhemos a técnica dos dois apontadores. Na
matriz S armazenada por linhas, o indicador L1 indica as co-
lunas dos coeficientes nao nulos armazenados e L2 indica a po-

sicao em § e L1 do primeiro coeficiente de cada linha. A
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figura abaixo exemplifica como isto pode ser feito para o fator

natural § da trelica plana que al se vé:

Q, 867

Fig. 4.4 - ARMAZENAMENTO PELA TECNICA DOS DOYS APONTADORES

Pela facilidade de acesso aos coeficiéntes na
aplicagao do algoritmo de Gram—Schmidt, a matriz S & reordenada
por colunas em SC e seus apontadores passam a ser NLI , indi
cando a linha de cada coeficiente, e IIC indicando a posigao ,
dentro de SC e NLI , onde inicia cada goluna. A mesma matriz

S da figura acima pode ser colocada como abaixo:

sc = < T7r8° 7] ' NLI =

Fig. 4.5 - O FATOR S POR COLUNAS
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O aparecimento de elementos nao nulos em posi -
¢oes anteriormente nulas, durante o processo de triangulariza -
cao dificulta bastante a aplicacao desta técnica, havendo neces-
sidade de criar areas de trabalho que armazenem temporariamente
os coeficientes novos. Esta & a funcao das areas MATRA (matriz
de trabalho) e IVTI (vetor de trabalho) usadas na rotina TRIESP

do programa.

Observa~se que o Indice de nao nulos cresce ra-
pidamente durante o processo de triangularizacao (Ver resultados
no Item 5.3.¢c). A area dentro da banda de largura variavel tor-
na-se praticamente repleta no caso em que os coeficientes se or-
ganizam inicialmente dentro da referida banda. Por isto, a tec-
nica sd se justifica em estruturas que, pela numeragao, déemwori
gem a matrizes bastante esparsas. No entanto, para estruturas
de tamanho médio (Ver limites nos quadros 5.1 e 5.2) a aplicacao
desta técnica tem um carater geral e economico. A maior aplica-
bilidade desta técnica depende de consequirmos otimizar os algo-
ritmos, da programagéo destes em computadores rapidos em lingua-

gem maquina-.

4.2 - A ALTURA EFETIVA DE COLUNA

Esta técnica é bastante eficiente para armaze -
nar matrizes de modo geral, sendo bem simples sua aplicacaoc a ma
trizes simétricas. No programa, foi utilizada no armazenamento
da matriz triangular superior U (fator de Cholesky) obtida a par
tir da matriz $ ( no caso em que‘se opta pela técnica de esparsi

dade, com a triangularizacao sendo feita pelo processo de Gram -



73

Schmidt).

Armazenam-se em U os coeficientes de cada co-
luna a partir do primeiro elemento nao nulo até os elementos da
diagonal, sequencialmente, num arranjb unidimensional. A posi -
cao dos coeficientes da diagonal & fornecida pelo apontador IDIAG
montadoc 4 medida em que os coeficientes de U vao sendo calcula
dos. A linha do primeiro elemento n3o nulo de cada coluna & cal

culada através de uma simulacao da montagem da matriz de rigidez

(7], [27].

A posicao (IPOS) de cada coeficiente uyy € da

da pela relacao abaixo:

IPOS=IDIAG(j)}-j+i (4.6)

Na referéncia [27] encontram-se exemplos da a-
plicacao desta técnica no armazenamento do fator de Cholesky,ten
do-se mostrado mais econdmica do que o tradicional armazenamento
dos coeficientes de dentro de uma faixa de largura constante (Ver

Item 5.3.c).
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capiTuLo v

" IMPLEMENTACAO DO PROGRAMA DE COMPUTADOR

5.1 - DESCRICAO GERAL

A automatizagao das técnicas apresentadas nos ca
pitulos anteriores & de grande utilidade para a resolucao dos
problemas que ocorrem na pratica, assim como serviu para aclarar
detalhes vantajosos e mostrar quais os pontos gue necessitam ser
ainda aperfeigoados. O objetivo nao foi o de obter um programa
especifico para determinados tipos de estrutura, nem tampouco o
de otimizar ao miximo todas as etapas da resolugao do problema.
Entretanto, o entendimento da programacao facilita a aplicacgao da
técnica a outro tipo qualquer de estrutura ou de anilise. Os re-
sultados obtidos e as comparacoes estabelecidas {(Item 5.3) so fo-
ram possiveis através da utilizacgao do computador. Com isto, as
idéias iniciais sobre as vantagens e desvantagens do método-pude-
ram ser comprovadas, permitindo-nos tirar as conclusoes apresenta

das no prdximo capitulo.

O programa foi desenvolvido no computador Bur -
roughs-6700 do Nucleo de Computagao Eletronica da UFRJ, em lingua
gem FORTRAN IV. A adaptagao a outro tipo de cbmputador exige ape
nas pequenas modifica¢oes. No computador utilizado, cada nimero
real & representado através de 11 a 12 digitos (6 bytes) em pre-
cisao simples e 22 a 23 em precisao dupla. O método utilizado tem

a vantagem de poder ser implementado em computadores menores, nos
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quais os nilmeros sao representados através de um menor numero de
dfigitos. As caracterIisticas do equipamento utilizado sao forne-

cidas nos manuais da Burroughs [32].

Como exemplo de outros computadores onde o nime
ro real & representado através de um menor nimero de digitos te-

mos:

PDP - 7 digitos em precisao simples e 17 em precisao du-

pla

IBM-1130 - 4 bytes (precis3o simples) ef bytes (precisao ex

tendida)
IBM-360/370 - 4 bytes em precisao simples

HP-2100 - 2 bytes em precisao simples

Nos microcomputadores o niimero real pode ser re
presentado através da combinagao de nimeros inteiros, por exem -

plo:

1) Dois bytes destinados ao expoente e 2 bytes destinados a

mantissa.

2) Através de numeros racionais: 2 bytes destinados ao nume

rador e 2 bhytes destinados ao denominador.

Um maior ou menor nimero de bytes deverao ser
reservados para os numeros reais de acordo com a precisao reque-
rida. Quanto menor for o numero de bytes requerido para a repre
sentacao tanto maior sera a quantidade de dados que poderao ser

colocados simultaneamente na memoria central (CPU). Ve-se ai
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a vantagem da utilizacao do método do fator natural, através do
qual pode-se ter na memdria central quase o dobro do nimero de
dados que no método clissico, para uma mesma precisao fixada pa-
ra os resultados, diminuindo o nimero de transferéncias para a

memdria auxiliar [29].

Foram programados os elementos de trelica plana,
de trelica espacial, de portico plano e ainda os elementos fini
tos triangulares de interpolacaoc linear e quadratica para o esta
do plano de tensces e de deformagoes. Foram escolhidos pela sim
plicidade que apresentam tanto para o estudo do método quanto pa
ra a programacao em si, assim como, pela familiaridade que j3a se
tem com o tratamento destes elementos pelo método classico. A
obtencao do fator de Cholesky pode ser feita por Householder ou
Gram-Schmidt. Para o primeiro fez-se uso do armazenamento da ma
triz toda (colocada num arranjo unidimensional), sendo gue para
as trelicas deixou-se a opcao da técnica de armazenamento em ban
da variavel, bastante economica. No método de Gram-Schmidt a téc
nica de armazenamento & a de esparsidade, com dois apontadores ,
para a matriz S e a altura efetiva de coluna para a matriz u.
Os elementos finitos triangulares foram programados apenas desta

segqunda forma.

0 programa desenvolvido ficou limitado a resol-
ver problemas estruturais relativamente pequenos. As dimensoes
das matrizes e vetores do programa (Ver listagem) podem ser ampli
ados dentro dos limites estabelecidos aproximadamente no quadro
(5.1). Para estruturas maiores ha necessidade de que és formas

de armazenamento implementadas sejam aperfeicoadas e de gue as
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matrizes sejam tratadas de forma particionada com armazenamento
em memdria auxiliar. Os limites maximos aqui apresentados nao
foram usados, sendo que, para O programa Como esta, temos os 1li-

mites fixados na propria listagem.

.. TECNICA DE ARMAZENAMENTO
ELEMENTO | yapR1Z COMPLETA | ESPARSIDADE | BANDA VARTIAVEL

(M x N) (M x b) M x b)
TRELICAS 64000 64000 64000
PORT .PLANO 21300 21300 -
ELEM,.FIN. _ _
TRIANG. CST 21300
ELEM.FIN, _ ' _
TRIANG.LST 7100

Quadro 5.1 - CAPACIDADE MAXIMA DO PROGRAMA

{obg.: M = nimero de elementos da estrutura; N = nfimero de
graus de liberdade da estrutura. Os espagos vazios indicam que

a técnica nao foi implementada para o elemento correspondente),

Para fixarmos os limites acima @ necessario es-

tabelecermos a definigéo da largura da banda média (E). Assim ,
temos: M%
b
L i
5 = i=]1
MM

onde bi & a largura de banda da linha i do fator natural S

e MM & o nimero de linhas de §S.

A resolucao de um problema estrutural foi divi-
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dida logicamente de maneira a facilitar a compreensao, detecgao
de erros, avaliacao de tempos gastos e possibilitar a utilizacao
de etapas comuns as-diversas aplicagoes. Temos assim a sequinte

divisao geral:
a) Especificacaoc do problema e da técnica pela qual seri re

solvido.

b) Leitura das caracteristicas gerais da estrutura, coorde-

nadas, propriedades fisicas e geométricas e restricoes nodais.
c) Leitura do carregamento.

d)Montagem do fator natural da matriz de rigidez estrutural

(S)
e) Resolucao, ou seja, obtencao dos deslocamentos nodais.
f) Calculo das forgas e tensoes nos elementos e reacgoes de
apoio.

A programacao & constitulda das seguintes subrotinas:

I) LER - Com a fungao de ler os dados.
II) AUTOM - Com a funcao de gerar automaticamente os dados.

III) MONTAG - Montagem da matriz § total ou em banda variavel

{num wvetor).

IV) CONDIC - Calcular o numero de condicionamento da matriz de ri
gidez.

V) INVER - Rotina necessaria & CONDIC para inverter a matriz de
rigidez estrutural.

VI) PRODUT - Rotina necessaria a4 CONDIC para calcular o produto
de matrizes,

VII) MONESP - Montagem na matriz S apenas dos coeficientes nao
nulos pelas técnicas de esparsidade.
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VIIT) AEC - Computo da posicao do primeiro elemento nao nulo de
cada coluna da matriz de rigidez para o armazenamen
to em U por altura efetiva de coluna.

IX) TRIESP - Triangularizacac de S por Gram-Schmidt com técni-
cas de esparsidade.

X) TRIANG - Triangularizacac da matriz § por Householder.

XI) RESOL - Resolucido final do problema, cilculo e impressao dos
resultados (deslocamentos, forcas, tensoes e reacoes).

Existem ainda as seguintes rotinas especificas

para porticos planos:

XII) RERE - Calcula a matriz de rigidez do elemento (reto).
XIII) SMRD - Calcula a matriz SMR do elemento.

XIV) CAEPEM - Calcula as agoes de engastamento perfeito nas ex -

tremidades dos membros.
XY) EQLOD = Calcula as cargas nodais gguivalentes.

XVI) SOLRE - Calcula as solicitagaes nas extremidades dos elemen
tos e as reacoes de apoio da estrutura.

e .as seguintes para os elementos finitos triangulares:

XVII) BCST - Cilculo da matriz B para o elemento CST.
XVIII) CDTCST - Calculo das deformagoes e tensoes no elemento
CST.
XIX) FILST - Calculo da matriz y em coordenadas triangulares
para o LST .

XX) CDTLST - Calcule das deformagoes e tensoes no elemento LST.

Estas rotinas sao chamadas pelo programa princi
pal ou pelas subrotinas de acordo com o fluxograma gque se segue
(Fig. 5.1). Nele e no programa, o elemento e a técnica de anali

se sao definidos por nifimeros, de acordo com o quadro 5.2 . O na
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mero de elementos (M), de nos (NJ), de dire¢oes restringidas (NR),
de nds restringidos (NRJ) e de nds carregados diretamente (NLJ)

s3o também lidos no programa principal. ITE & o Indice que indi
ca o tipo de elemento de que estara constitufda a estrutura. ITEC
& o indicador da técnica de armazenamento a ser utilizada. TICOND
indica se o numero de condicionamento da matriz de rigidez devera

ser calculado ou nao.

ITE : ELEMENTO ITEC: TECNICA DE TCOND: CALCULA O
ARMAZ ENAMENTO ¢ DE CONDICION,
1 - TRELICA PLANA 1 - MATRIZ TOTAL 1 - sIM
2 - TRELICA ESPA- 2 - COEFICIENTES NAO 0 - NEO
CIAL NULOS (ESPARS.)
3 - PORTICO PLANO 3 - BANDA VARIAVEL

4 - TRIANGULAR COM
INTERPOLAGAO LI
NEAR (EST.PL.DE
DEFORMAGEO)

5 - TRIANGULAR COM
INTERPOLACAO LI
NEAR (EST.PL.DE
TENSOES)

6 - TRIANGULAR COM
INTERPOLACAO QUA
DRATICA (E.P.DE-
FORMACOES)

7 - TRIANGULAR COM IN
TERP.QUADR. (E.P.
TENSCES)

Quadro 5.2 -~ INDICES DO PROGRAMA

As notagoes utilizadas no programa estao defini

das em comentarios dentro da propria listagem apresentada no Apén-
dice deste trabalho.
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PROGRAMA PRINCTPAL

TITULO

< IESTR = 1, NESTR

NESTR

i

//rﬁJ, M, NR, NLJ, TITEC, NRJ,
ITE, TICOND

NPEOQ,

LER| | MONESPH

TRIESP

AFRC

BRCET

Y

AUTOM

L

CAEPEM

SOLRE

*DTCST

1

TRIANG

MONTAG

CONDIC

—

INVER

¥

IPRODUT

CDTLST

r

FILST

RERE

SMRD

VEQLOD

Fig. 5.1 - FLUXOGRAMA GERAL DO PROGRAMA
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5.2 - AS SUBROTINAS

5.2.a - LEITURA, GERACAQO E ENTRADA DE DADOS

Apenas os dados sobre as caracterIsticas basi -
cas da estrutura sao lidos no programa principal. Isto possibi-
lita a utilizacao de dimensionamentos ajustaveis para as matri -
zes e vetores, tanto nestas subrotinas quanto nas demais, com ex
cecdo de alguns arranjos passados através da declaragaoc COMMON,
Através desta subrotina & feita a leitura das coordenadas dos
pontos nodais, das incidéncias dos elementos e das propriedades

fisicas e geométricas da estrutura.

Para as trelicas espaciais e elementos finitos
triangulares (CST e LST) deixou-se paralelamente a opcao de que
estes dados sejam total ou parcialmente gerados automaticamente
na subrotina AUTOM. No diagrama 5.2 sao esquematizadas as ma
lhas que podem ser geradas automaticamente através da referida

subrotina. As caracteristicas das malhas sao lidas em cartao.

Para as trelic¢as sao lidos o moduloc de Young ,
assim como a segao transversal juntamente com a incidéncia de ca
da elemento. Para porticos planos sao lidas ainda as inércias
dos elementos. Para os elementos finitos triangulares sao neces
sarios o mddulo de Young, o coeficiente de Poisson e a espessura

de cada um.
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0\5"* Geragdo automatica
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DISTZ DIST Lide normalmente oYL A
X
o - [QISTX PISTX DISTX
» Z
m_..’__—_’
bzl oX_DXI X
Origem das coordenadas globais Origem das coordenados globais
[~ Treliga espacial:NUCOX=NUCOZ= 3 II- Elemento finito triangular (CST e LST):

NUPOX = 4 ; NUPOY=3
Fig. 5.2 - MALHAS GERADAS AUTOMATICAMENTE

A subrotina AUTOM pode ser facilmente ampliada
e desenvolvida para outros tipos de malha e para os demais ele -
mentos implementados. .Contudo, neste trabalho, a finalidade des
ta rotina foi apenas a de facilitar os testes em estruturas mai-

ores.

A leitura das restricoes nodais é feita da mes-
ma forma para os diversos elementos sendo que as diregoes 1 e 2
correspondem is direcoes X e Y respectivamente. Para as trelicgas
espaciais, a direcac 3 corresponde a direcao 2 , enquanto que
para os porticos planos corresponde a rotacao do eixo da barra
junto ao ponto nodal no plano XY. O nimero de nds restringidos

(NRJ) indica o nimero de cartoes sobre as restrigoes nodais a
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serem lidos em formato livre onde o primeiro Indice € o numero
do nd e as restricdes serao indicadas pelo algarismo 1 na posi-

cao restringida (0 = diregao livre).

Apenas as estruturas de pdrtico plano poderao
receber outro tipo de carregamento além das cargas aplicadas di-
retamente nos nds. Para as demais, a conversao das cargas apli-
cadas nos elementos em cargas nodais equivalentes deverd ser fei

ta externamente ao programa.

A subrotina CAEPEM sera chamada para cada elemen
to de portico plano em gue houver carga ou momento concentrado ,
carga distribuida uniformemente, de forma triangular ou trapezoi
dal, calculando e imprimindo as agoes de engastamento perfeito
nas extremidades destes elementos (no sistema local de referén -
cia). Deixou~se também a opcao de entrar diretamente com as a-
coes de engastamento perfeito nas extremidades dos elementos.Sub
rotinas semelhantes poderac ser feitas para os demais elementos,

possibilitando uma maior e mais faAcil aplicacao do programa.

Todos os dados, lidos ou gerados, sao impressos

para facilitar a conferéncia ou alteragio dos mesmos.

Apresentamos em seguida os formatos de entrada
e a sequéncia de cartoes de dados, inclusive os do programa prin
cipal. Quando nada for indicado quanto ao formato & porgue tra-
ta-se de formato livre do FORTRAN do Burroughs-6700, podendo os
dados inteiros ou reais ocupar o campo que lhes for necessario,

delimitado por virgulas. Caso contrario, o formato encontra-se



85

entre parénteses. Cada Item ou subitem indica um cartao.

1 - NOmero de estruturas a serem calculadas: NESTR

2 - Observacoes sobre a estrutura: OBS (1 cartao)

3 - Dados gerais: Nimero de nds (NJ), numero de elementos (M) ,
niimero de direcoes restringidas (NR), niimero de ndés com car-
ga aplicada (NLJ), técnica de resolugao (ITEC), nimero de nos
que tém pelo menos uma restrigao (NRJ), niimero pequeno (NPEQ),
tipo de estrutura (ITE), indicador para calcular ou nao o ni
mero de condicionamento (1COND).

4 - Dados particulares da estrutura:

4.1) Nimero de geragoes diferentes: NGD

4.2.a) Quando hid geragao automatica:

4,2.a.1) Nimero de nds cujas coordenadas sao lidas (NJL), ni
mero de membros cujas incidéncias e propriedades sao
lidas (ML).

4.2.a.2)-Para trelicas espaciais: Distancia entre os pontos
nodais nas direcoes X (DISTX), Y (DISTY) e Z (DISTZ),
nimero de pontos nodais nas diregoes X (NUCOX) e
Y (NUCOY), altura (ALT), numeroc de tipos de elemen-
tos diferentes (ITIP), nd (J) e elemento (I) anteri
ores a geracao, distancias iniciais a partir da ori
gem nas diregoes X (DXI), Y (DYI), Z (DZI), modulo

de elasticidade (ELAST), se¢ao transversal (AREA).

-Para elementos finitos triangulares: DISTX, DISTY,
niimero de pontos nas direcoes X(NUPOX) e Y (NUPOY),
J, I, DXI, DYI, coeficiente de Poisson (POISS), es-
pessura do elemento (ESPES), ELAST.

Obs.: O ftem (4.2.a) sera repetido NGD vezes.
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4,2.b) OQuando nao ha geracao automatica faz-se internamente
ML=M. Caso contrario, sao lidos agora ML cartoes ,
para cada elemento I:
- Trelicas: numero do elemento (I), no inicial (NOP
(I,1)), nd final (NOP(I,2)), secao transversal

(AX(I)), modulo de elasticidade (E(I}).

- Porticos planos: I, NopP(I,l), NOP(I,2), AX(I),E(I),

momento de inércia (IZ(I)).

- Elementos finitos triangulares: I, NOP(T,1l),NOP(I1,2),
NOP(I,3), espessura do elementc (ESP(I)), E(1) ,

POIS(I). (Para o LST terfamos: NoP(I,4),NOP(I,5),
NOP(I,6)).

4,3) NRJ cartoes contendo as restricoes do né J (l=restri-
to; O=livre):
- Treligas planas e elementos finitos triangulares:
g, ru Y, rL()?
Obs.: 1 e 2 referem-se as direcoes X e Y do nd J .
- Trelicas espaciais e pOrticos planos: J, RL(J)l '
RL(3)Z, RL(D)Z .
Obs: 3 refere-se a direcdo 2 ou a rotagao na ex -
tremidade.
5) Leitura do carregamento:
5.a) Treligas planas e elementos finitos triangulares, car-

gas nodais: J, AC(J)l, AC(J)2 .

5.b) Treligas espaciais: J, AC(J)l, AC(J)Z, AC(J)3

Obs: Sao lidos NLJ cartoes nos itens 5.a e 5.b .

5.¢) Porticos planos:

5.c.l) Namero de elementos cujas cargas foram substituidas
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por agaes de engastamento perfeito em seus extremos
NLM (Formato I5), nimero de elementos carregados:

NLMC (Formato IS5).

Cargas no nd X nas direcoes X,Y ou momento Z :

K(I5), Al1(F10.3), A2(Fl0.3), A3(F10.3).

Caso NLMC # 0
- Nimero do elemento: I(I5); niimero de cargas; NC(I

- Codigo do tipo de carga: ICOD(IS)

5)

- Forca concentrada: F(F10.5); distancia da extremi-

dade inicial até o centro geométrico do carregamen
to: A(F10.5); distancia da extremidade final até o
centro geométrico do carregamento: B(F10.5); momen
to aplicado: MA(F10.5); valor da carga no inicio e
no fim de um carregamento distribuido: Q1(F10.5) ,

02(F10.5); largura do carregamento: S{(F10.5); car-

ga concentrada longitudinal; T(F10.5).
Obs: Estes dois tltimos Itens sao repetides NC ve

zZes.

Caso NIM # 0 , serac lidos NIM cartoes contendo o
niimero do membro: I(I5); as agoes de engastamento
perfeito nas extremidades do elemento nas direcoes 1,

2 e 3 respectivamente: AMLJ1l (F10.3), AMLJ2(F10.3),
AMLLF3(F10.3), AMLK1(F10.3), AMLK2(F10.3), AMLX3(F1l0

3).
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N
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Fig. 5.3 - ENTRADA DE DADOS DO PROGRAMA
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5.2.b) A MONTAGEM DO FATOR NWATURAL ﬁA MATRIZ DE RIGIDEZ

Uma vez de posse dos dados referentes a estrutu
ra, o fator natural da matriz de rigidez pode agora ser montado
diretamente. No programa, todos os elementos abordados,com exce
cao do LST, podem ter o fator natural de suas matrizes de rigi -
dez formulado explicitamente, conforme visto no primeiro Iitem do
Capitulo II. A montagem da matriz § consiste simplesmente em
calcular a contribuicao de cada elementb (os coeficientes de seu
fator natural F,) e sua posigao dentro de S(o grau de liberdade

da estrutura).

Montamos somente os coeficientes referentes as
diregoes livres dos nds. Em qualquer das trés técnicas de arma-
zenamento referidas na descricao geral do programa, os coeficien
tes sao calculados da mesma forma. Quando se armazena a matriz
completa (técnica n? 1), os coeficientes de S sao colocados se
quericialmente, por colunas, dentro de um arranijo unidimensional
onde a posigao do coeficiente Si4 € dada pelo seguinte aponta-

dor:

IPOS = (J-1)*MM+I (5.1)

onde MM=M para as trelicas e MM=3*M para porticos planos. Os
elementos finitos trianqulares nao foram programados nem por es-
ta técnica nem pela 32 tdcnica, arde banda variavel, apenas dis-
ponivel para as trelicas. Tanto a 12 quanto a 32 técnica estdo

dentro da subrotina MONTAG.

A técnica de montagem dos coeficientes nao nu -

los {ou parte deles) esti programada em MONESP, Inicialmente os
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coeficientes sao montados por linhas em S wutilizando os aponta

dores L1 para as colunas dos coeficientes e L2 para a posigao
dentro de S e Ll do primeiro coeficiente nao nulo de cada li-

nha. JIsto foi feito assim porque esta & a forma natural de bus-

carmos os elementos e seus respectivos graus de liberdade dentro

do "DO" da montagem. Como, entretanto, na triangularizacao pelo

método de Gram-Schmidt trabalha-se por colunas o fator natural

da matriz de rigidez estrutural & rearranjado sequencialmente por
colunas, em SC , utilizando os apontadores NLI para o niumero

da linha e IIC para a posicao dentro de SC e NLI do primeiro

coeficiente nao nuloc de cada coluna.

Para que a técnica da banda varidvel seja empre
gada, a numeracao dos elementos deverad acompanhar a numeracao dos
pontos nodais. Caso contrario, teriamos uma disposicaoc da banda

como a da figura 5.4, impossibilitando a aplicagido da técnica.

Mesmo que sejam obedecidos os critérios estabe
lecidos no Item 4.1.a, em estruturas "fechadas" encontra-se uma
especial dificuldade em encontrar a numeracao adequada. Apesar
da primeira numeracao da figura 5.5 ainda dar aos coeficientes
da matriz S uma disposicao em banda, esta terid uma grande lar
gura e os elementos que contribuem para uma mesma direcao esta-
rao bastante separados (grande LF .x € MA _.). Neste caso, a op
cao do armazenamento por técnicas de esparsidade & mais vantajo-
sa. O quadro 5.3 sugere a melhor técnica em cada caso espe-

cifico (2 = esparsidade; 3 = banda variavel), dentro do que esti

disponivel no programa, em relagao 3s trelicas.
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_Para (MxN) max. até 40,000 . . . .. P00.000.
Para N até . | 100 .. 200 . .] 400
Largura de banda mé
dia (b) até | 40.‘;00. 80 200 120
Técnica indicada 3 2 3 2 3

Quadro 5.3 - A OPGAO ENTRE AS TECNICAS  (Obs: M > N)

Além das informagoes fornecidas pelo guadro aci
ma, resta comentar que o calculo do nimero de condicionamento da
matriz de rigidez da estrutura sé se encontra disponivel quando
esta for montada de forma completa (técnica 1l). Para uma estru-
tura discretizada em elementos finitos triangulares, este calcu-
lo ndo poderd ser feito pelo programa, pois somente a técnica de
esparsidade esta disponivel para este tipo de elemento. Para os
pdrticos planos, quando n3o for necessirio calcular o nimero de
condicionamento, a técnica de esparsidade & também sempre mais
indicada do que a montagem completa de S.{ Para limites maximos

nestes casos,ver quadro 5.1) .

As subrotinas de montagem MONTAG e MONESP teém,
por sua vez, acesso as subrotinas RERE, SMRD e EQLOD, necessarias
para a resolugac dos problemas de pSrtico plano. O calculo da
matriz de rigidez dos elementos de eixo reto e segao constante &
feito em RERE. Esta matriz, SM, . , & em seguida pSs-multipli-
cada pela matriz de rotagéo Bﬁxs , e o resultado, SgRst, e
gravado no disco pois serad necessirio na etapa final para o cal-

culo das solicitacdes nas extremidades dos elementos. O calculo

das acoes nodais equivalentes € feito, logo em seguida, na roti-
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na EQLOD, uma vez que as matrizes de rotagao para cada elemento
ja foram calculadas. O vetor AE de agoes equivalentes & obti-
do através da multiplicagao das matrizes de agoes iniciais nas ex
tremidades dos elementos AML pelas matrizes de rotacao. respecti-
vas R . Depois, na propria rotina de montagem, obtém-se o ve -
tor de forgas nodais equivalentes AC , soma das agoes AE  com
as cargas A aplicadas diretamente nos nos. Os valores inici -
ais das reacoes de apoio da estrutura de pdrtico plano sao também

al calculados.

Os elementos finitos triangulares para o estado
plano de deformagao seguem o mesmo processo de montagem daqueles
para o estado plano de tensao. A uUnica diferenca & que, interna
mente, modificam-se seus modulos de elasticidade e coeficientes
de Poisson de acordo com as relacoes (2.26). A subrotina MONESP,
onde esta programada a montagem destes elementbs, calcula a area
e as distancias nas direcoes X e Y entre os pontos nodais , pas-
sando estes valores a rotina BCST onde é feito o cilculo e gra-
vagao no disco da matriz B para os elementos CST. A matriz B
serd necessaria na etapa final para a avaliacdao das deformacdes
e tensoces nos elementos. No caso dos elementos finitos triangu-

lares LST faz-se necessaria a avaliagao da matriz Y em FILST.

A subrotina AEC & utilizada apenas no caso de
ser feita a montagem pela técnica de esparsidade. Nela, através
de uma montagem simulada da matriz de rigidez estrutural {TI,Ca;
culam-se as linhas a partirrdas gquais existem coeficientes nao
nulos dentro de cada coluna da matriz de rigidez. Isto & neces-

sario porque, neste caso, o fator de Cholesky ) é montado se-
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quencialmente por colunas, armazenando-se apenas os coeficientes

a partir da referida linha calculada em AEC (Ver Item 4.2).

5.2.c - OBTENCAO DO FATOR DE CHOLESKY E CALCULO DOS DESLOCAMENTOS

NODAIS

Sendo a matriz S uma matriz retangular (MM>N)
temos gue empregar agora as transformagaes ortogonais, estudadas
no Capitulo IV, para obter o fator de Cholesky e, através dele ,
encontrar os deslocamentos nodais. As rotinas que fazem isto no

programa sao a TRIANG e a TRIESP.

Quando a matriz S tiver sido montada de forma
completa ou em banda variavel, em MOﬁTAG, ela tera de ser trian-
gularizada em TRIANG. Nesta rotina, a matriz S sera operada u
tilizando o método de Householder para obter a matriz triangular
superior de ordem N(Fator de Cholesky) (Ver Fig. 3.3). Esta o-
cupari a mesma area na memoria anteriormente ocupada por S . As
sim, para esta rotina, os lnicos argumentos necessiarios saoc a ma
triz S e, no caso de usar a caracteristica de banda variavel ,
as caracteristicas desta banda (MM, N, MA, LF) e o vetor IND ,
indicador da iltima posicac de cada coluna dentro de S . A
etapa de substituicao para a frente para o calculo dos desloca-
mentos (equagoes 1.40 e 1.41) é feita 3 medida em que sao obtidas
as linhas ja triangularizadas (dentro do mesmo "DO", ver lista -
gem) [27] . O tempo gasto para as transformacoes & fornecido (im
presso) de 10 em 10 colunas (k=1,11,21,...). 1Isto foi feito ape

nas para se ter uma medida de tempo desta etapa do programa gue

& a mais lenta de todo o processo de calculoc de uma estrutura.
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Quando a matriz § tiver sido montada pela tég
nica de esparsidade, em MONESP, ela teré de ser triangularizada
em TRIESP, operando-se, também al, apenas com os coeficientes nao
nulos. Utilizou-se, neste caso, o metodo de transformagaes orto
gonais de Gram-Schmidt para obter o fator de Cholesky U . En -
controu-se maior facilidade em se programar e em se operar com
SC montada por colunas (S por colunas), de forma esparsa, por
Gram-Schmidt do que por Householder. E que, usando-se o primei-
ro, os algoritmos processam SC por colunas, forma em que §SC
esti armazenada. Assim, o acesso & mais rapido aos dados. En -
tretanto, neste caso, necessita-se uma nova area para armazenar
a matriz ortogonal §Q e o fator de Cholesky U . A primeira
ocupa a area anteriormente ocupada por S na montagem e para U
cria-se uma nova Area. Isto &, no entanto, compensado pela pro-
pria técnica de esparsidade noc armazenamento que & bastante eco-
nomica em termos de ocupagéo de memdria. Na utilizacao do pro -
grama, aconselha-se utilizar esta técnica para as trelicas ape -
nas quando elas nao tiverem as caracteristicas de banda bem defi

nidas (Iitem 4.1.a).

Um maior aperfeicoamento dos algoritmos da téc
nica de esparsidade e da programacac destes & ponto fundamental
para aplicacao do método do fator natural a problemas com um

grande nimero de incdgnitas.

Assim como em TRIANG, a etapa de substituicao
para a frente para o cadlculo dos deslocamentos € também feita a
medida que se obtém uma coluna da matriz U . O vetor F con-

tera, no final da retrosubstituig&o, os deslocamentos nodais da
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estrutura.

0 Indice de coeficientes nao nulos na matriz SC
cresce A medida em gque a matriz & transformada. Se a matriz tem
uma banda definida, esta ficara praticamente cheia. Para termos
uma medida deste Indice ele & impresso de 5 em 5 colunas (k=1,6,
11,...). Assim também tratamos de medir a economia feita com o

armazenamento de U por altura efetiva de coluna.

5.2.d - CALCULO E IMPRESSAO DOS RESULTADOS (DESLOCAMENTOS,FORCAS,

DEFORMACOES; TENSOES E REACOES)

A rotina RESOL reordena os deslocamentos calcu-~
lados em TRIANG ou TRIESP (Q) na forma em que foram fornecidos
(DJ} e os imprime. No caso das trelicas, calculam-se em segui-
da as forcas e tensoes nas barras assim como as reagdes de apoio
da estrutura. J& no caso dos pdrticos planos, a rotina SOLRE &
chamada para calcular os demais resultados. As matrizes SMR sao
lidas do disco para cada elemento e as solicita¢oes nas extremi-

dades dos elementos devido aos deslocamentos da estrutura sao da

das pela equagao abaixo.

I
MDex1 = SMRgxe * Dexa (5.2)

onde o Indice I indica que utilizam-se apenas os 6 deslocamen
tos nas extremidades do elemento I . A soma de AMD com as soli
cita@ées iniciais devido as cargas nos elementos, AyLI fornecem
as solicitacoes resultantes. As reagdes de apoio saoc obtidas a-

través do produto R : AMD para cada direcao restringida. As
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contribuicoes destes produtos devido aos elementos ligados  as
direcoes restringidas é somada aos valores iniciais das reagoes

de apoio fornecendo a reagao de apoio resultante.

Para os elementos finitos triangulares, o calcu
lo dos resultados & feito nas rotinas CDTCST e CDTLST. A matriz
B & lida do disco, no caso do CST, e avaliada a partir de BETA,
DELTA, AREA (lidos do disco) e da rotina FILST, no caso do LST.

Com ela sac calculadas as deformagoes (eq. 1.2) e depois as ten-

soes (eq. 2.21) nos elementos.

5.2.e = 0 CALCULO DO NOMERO DE CONDICIONAMENTO

A intengao ao se programar a rotina CONDIC para
o calculo do numero de condicionamento foi apenas a de se estu -
dar e aplicar um dos processos de avaliagao do niimero de algaris
mos significativos corretos num problema estrutural mal. condicio
nado. Através dela foram possiveis os resultados apresentados

no ftem (5.3).

0 nimero de condicionamento da matriz de rigi -
dez da estrutura & obtido através do produto das normas Hélder-1
desta mesma matriz, depois de um "scaling", pela de sua inversa.
Como a matriz de rigidez naoc & montada no programa, ela & obtida
através do produto §T-§. A programagao sb foi feita para S
montada de forma completa, o gque dificulta sua aplicacao a pro -
blemas de grandes estruturas. Pode-se,entretanto, facilmente ex

tende-las as outras técnicas de armazenamento. Utilizam-se duas
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rotinas auxiliares. PRODUT calcula o produto §T-§. Foi tam -
bém usada para verificar a introducao de erros no processo de in-
versao através da obtencao da matriz identidade a partir da ma -
triz de rigidez, e de sua inversa, garantindo a confiabilidade

dos resultados. INVER é uma rotina de inversao de matrizes pe-
la técnica da particao,tendo sido utilizada para inverter a ma -

triz de rigidez.

O fluxograma (5.6) dia em linhas gerais o proces

so de calculo do nimero de condicionamento em CONDIC.
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CALCULO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA
(CALL PRODUT: V = § -5)
' !

"gCALLING" E CALCULO DA NORMA HOLDER 1 DA MATRIZ DF
RIGIDEZ :

V(I,J)=V(I,J)*DV(I)*DV(J)

'
+ SOMAV=SOMAV+ |V (I,J) ]

SUMV=SOMAV

Y

CALVULO DA INVERSA DA MATRIZ DE RIGIDEZ NA ARFA g
CALL INVER (5 = V 1)

I

CALCULO DA NORMA DA INVFRSA (SUMS) IDENTICO AO DE SUMV COM FX-
CECEO DO "SCALLING" (A*)

[

O NUMERO DE CONDICIONAMENTO: COND = SUMV*SUMS

i

IMPRIME COND

Fig. 5.6 - CALCULO DO NOMERO DE CONDICIONAMENTO DA MATRIZ DE
RIGIDEZ
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5.3 - RESULTADOS E COMPARACOES

Apesar do programa feito nao ter alcancado um
estado de otimizacao tal que permita comparar definitivamente o
método do fator natural com o método classico, conseguimos obter
alguns resultados. Apresentamos exemplos simples desenvolvidos
de forma completa para facilitar a compreensac das técnicas ex -
postas nos capitulos anteriores. Comparacdes sobre a precisao ,
tempo de processamento e gasto de memdria no computador vém logo

em seguida.

5.3.a - EXEMPLOS EM GERAL

5.3.a.1 - Trelica Plana:

Para a trelica plana da fiqura 5.7 temos os se-

guintes dados: NJ=3 ; M=3; NR=3; NCN=2; NDF=2; AX=1l; E=1.

Xy

Fig. 5.7 - TRELICA PLANA

De acordo com a relagao (2.7), obtemos primeira

mente os fatores F, para cada elemento.

Elemento 1 : 8 = 0° _{cose= 1
sent = 0
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0.50
. 867

]
o

Elemento 2 : 8 = 60° cos?
senf

F, = [0.50 0.867 -0.50 -0.867]

Elemento 3 : 6 = 120° cos8 = -0.50
send = 0.867

F, = [-0.50 0.867 0.50 =-0.867]

~ —

]

1 0 -1 0 i 0 ; 0
e e e e e e e e e e S et e e S - =
- d - _ '
BSagiz = @ 105 0:.867 0.5 OeSn & L.
| [
0 \ 0 1-0.5 0.867 0.5 -0.867

(5.3)

Sendo gq o vetor de deslocamentos dos nos de
cada elemento e D o vetor de deslocamentos dos pontos nodais
da estrutura, temos, de acordo com a numerag¢ao mostrada na figqu-

ra (5.7), as seguintes relacoes:
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a, 1 06 0 0 0 0
a, o 1 0 0 0 0
ag 6o 0 0 o0 1 0
a4 o 0o o0 o0 0 1
a, 1 0 0 0 0 0
r 1
a, o 1 0 0 0 0 Dy
b (5.4)
jas | = o 0 1 o0 0 © 2
D
94 0 e r.eh § 2
Dy
a5 o 0 1 o0 0 o0
Dg
a, 6 0o o 1 0 0
D
ds o 0 0o 0 1 0 N
d o 0o o0 0 0 1 |
12x1 12x6

onde a & a matriz topoldgica da estrutura.

Podemos agora obter a matriz S através da e -
quacao (1.33). Considerando a relacao (1.34}), montamos em S
com a qual trabalhamos, épenas os coeficientes correspondentes

ds direagdes livres (D;, D, e Dg).

0 0 -1,00
S -0.50 -0.867 0 | (5.5)
-0.50 0.867  0.50

No programa obtém-se diretamente este fator S.
As matrizes FS e a nao sao computadas. Os coeficientes de

139 sao montados apenas para as direcgdes livres (Ver listagem).
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Em seguida aplica-se o processo de decomposicao
ortogonal de Gram-Schmidt de acordo com o algoritmo empregado no

item (3.3). Temos entao:

0
Para 3j=1 + §i =s; = [70,5
i=1
L 1), T ' T T
Como i=j =+ uy, = //(s{ )) -s{l) = 2x(0,5)2 = 0,707
(l) 0
q = 2L |oo,707
11 -0,707
i=2 , i=l
0
uy, = g -t s u,, = [0 =-0,707 =-0,707] - {-0,867(=0
l ql 2 12 r r r
0,867
$(2) - () . (1)
22 % 32 Y1279 T 22
i= 2
i=35 = Uyy 1,225
2y [o
q, = 22 {_9,707
2 u,,
0,707
ji=3 , i=l
- (1) _
Y, 5 ql s = ~-0,3535
-1
¢(2) _ 1) _ ) = |-
S3 ' < S3 uy3°9y = 370,25
0,25
i=2

uyq = 32 = 0,3535
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gonal

0
9 =|-0,
-0,
vés de

0,
0
-0,
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2
3 - Eé ) - Uy3°92 =

o

=3 + uzz3=1l

Portanto, através da utilizacao da matriz orto-

Q, obtivemos o fator de Cholesky U :

0 -1 0,707 0 -0,3535
707 -0,707 0 U= 0 1,225 0,3535 (5.6)
707 0,707 0 0 0 1
Podemos encontrar os deslocamentos nodais atra
substituicdes sucessivas (equagoes 1.41 e 1.43):

707 0 0 ¥y 1
1,225 0 S = 0
3535 0,3535 1 ¥ o
y; = 1,414
Y2_0
Yy = 0,50
707 0 ~0,3535 D, 1,414
1,225 0,3535| - |p, | = 0
0 1 D 0,50
Dg = 0,50
n, = -0,144
D

3= 2,25
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Com estes deslocamentos podemos calcular as for

¢cas ou tensoes nas barras da treliga.

5.3.a.2 - Portico Plano

Neste exemplo a matriz S montada nac tem mais
o mesmo nimero de linhas e de elementos. O numero de linhas des

ta matriz e :

MM = M x (£, - L44)

Assim, para o portico plano da figura abaixo

([4) pg.127), temos: NJ=3; M=2; NR=6; NCN=2; NDF=3; £,,=3;
£, = NCN x NDF = 6
MM = 2 x (6-3) = 6

o —
2 -
H
2
v[_*
—r L ¢

Fig. 5.8 - PORTICO PLANO

Utilizando a equagao (2.16) montamos diretamen-
te os fatores F, e F, a partir dos quais a obtencao da matriz

S & imediata. Temos também abaixo o vetor de cargas nodais F.
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e
B ,
3/1 JI |
0 f/_i— /; Elemento 1
1 /31 3I
0 T T 0
s N : /7; fol= ) % (
~6x
0 /& 0
- 5
i
- %/ﬁg- 0 -2v % -— RElemento 2
1/ 31
s 0

Sendo: P = 10k; L=H=144 plg; E = 30000ksi ;
2

I = 200 plg . ; A = 10 plg , vem :
[ 45,6 0 0
0 4,25 -204
0 2,45 ~354 0
g = 0 45,6 0 F_ 5
-4,25 0 -408 -180
L -2,45 0 0

Triangularizamos S pelo método de Householder,

seguindo o fluxograma apresentado no Item 3.2:

k=1 + XNK = / 45,62 + (-4,25)24(-2,45)2 = 45,9

O sinal € escolhido em funcao da variavel VARIA

ser positiva ou nao: VARIA = |45,6-45,9[-[45,6(-45,9 < 0

-+ Wy = Sy t XNK = 21,5
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: 2
TETA =
7.7 .2 = 0,000238
(XNK“+w) skk)

w = {45,9 0 0 0 -4,25 -2,45}

V' =W S = [4202 0 1736}

-45,9 0 -37,8
0 4,25  -204
s = s - rera- w-v0) = 0 2,45  -354
- - | 0 45,6 0
0 0 -406
|0 0 1,01]

Seguindo este mesmo processo para k=2 e k=3 ob

*
temos finalmente R :

[ -45,9 0 -37,8
0 -45,9 37,8 _ .
oo (3 o(2) _ N 6
R=g 7= 8 TETA- (W-V)= 1 0 -575
0
L _

Podemos encontrar os deslocamentos nodais atra-

vés de substituicoes sucessivas:

6

D1 = 438 x 10 ° plg
D, = 1934 x 107° pig
D, = =532 x 10°° ra
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5.3.a.3 - Exemploc de Aplicacac dos Elementos Finitos Triangulares

MALHAS
L 05 0,5
KR —= —
9
/|
ir YT
—3
E=]|.
e © ® €
V=0

Fig. 5.9 - EXEMPLO DE UTILIZAGCAO DOS ELEMENTOS CST E LST

MALHA 1 2 3

ELEMENTO CST LST | €ST | LST CST
NOS 8 21 21 65 40
ELEMENTOS 6 6 24 24 54

QUADRO 5.4

O exemplo da figura acima foi tirado da referén
cia [8], pag. 185, onde é feita uma comparacdo da eficiéncia en -
tre os tipos de elementos em que a estrutura pode ser discretiza-
da. Aqui interessou-nos apenas comprovar a teoria e a eficiencia

do programa. No grafico abaixo apresentam-se os resultados obti-
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dos e comprovados pela utilizacao do sistema LORANE, para o deslo
camento horizontal da extremidade superior da peg¢a. No quadro

(5. 15 ) comparam-se os tempos para a resolucao do problema.

(15,2 L Solupu'o analitica
n2sr——-—- 5T :II5,3

84,

Deslocamanto

63,5

29,8

Fig. 5.10 - ORDENADAS: DESLOCAMENTQO HORIZONTAL NA EXTREMIDADE SU-

PERIOR (FIG.5.9); ABCISSAS: MALHA DE ELEMENTOS FINITOS
Aproveitamos este exemplo para mostrar também

os Indices de aproveitamento da memdria no programa (Ver Item 5.

3.¢).

5.3.b - COMPARACOES SOBRE A PRECISAO

Compara-se a'diferenga de precisao dos resulta-
dos obtidos pelo processo novo e pelo método clissico. Como o fa
tor S & mais bem condicionado que a matriz de rigidez (Item 1.6.

d) e a decomposicao ortogonal é mais estivel do que Gauss ou Cho-
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lesky (Iitem 3.4), era de se esperar que obtivéssemos bons resulta
dos. Os resultados poderiam ter sido ainda melhores se tivésse -

mos utilizado o processo iterativo exposto no item 1.6.4.

Adotou-se como exemplo de mal condicionamento a
trelica plana da figura (5.11) [3]. Fez-se variar a drea da bar-
ra 8,uma vez que obtém-se assim uma estrutura cada vez mais flexi
vel proxima ao apoio. Como foi demonstrado no Item 1l.6.c, isto

provoca um mal condicionamento real da estrutura.

250
® F ® 2 ©® 3 l()
E=1. parg todas as barrgs
A
4 8 5 6 10 7 — L2100 , i =l 7,900 13
L
I i2 13 8 .
* ® 69"‘*k —Z 2100x10" , k=0,-1,...716

Lg
%

Fig. 5.11 - EXEMPLO DE MAL CONDICIONAMENTO

0 deslocamento vertical do ndo 8 foi calculado

de 4 formas diferentes:

I) Pelo método do fator natural (usando a decomposicao de House-

holder) com dupla precisao.
IT) Idem a "I", com precisao simples.

III) Pelo método do fator natural (usando a decomposigéo de Gram-

Schmidt) com precisac simples.
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IV) Pelo método classico (triangularizacao pelo método de Gauss)

em precisao simples.

0 quadro (5.5) apresenta o deslocamento verti -
cal do nd 8 assim encontrado para diferentes relacoes entre a ri-
gidez da barra 8 e das demais. Em "I" e "II" calculou-se o resi

duo como:

AF = F -y -U-D (5.7)

onde a operacgao (U ‘U+D) restitui o vetor de car?as. 0 erro re-

|AF ]|
lativo no vetor de cargas restituido é dado por —E » sendo
THIE
apresentado na mesma tabela, indicando gue os deslocamentos obti-
dos em "I" podem ser tomados como exatos com um erro relativo Y
menor que o erro no vetor de cargas restituido (eF).
| 18F] |5
D= “F
HF

O numero de condicionamento da matriz de rigi-
dez foi calculado usando as equacoes (1.35) e (1.52), com a norma

Hélder-2 e utilizando a dupla precisao do computador.

c® = l1sTsll, - 11T-97H, (5.9)

O nimero de condicionamento do fator S foi obti

do como a raiz quadrada de C(K) (eq. 1.58).

No gquadro (5.5), comparando-se os deslocamentos

obtidos em "I" e em "IV", observa-se que os resultados obtidos pe

lo método classico comecam a perder precisao quando ;% -107%e
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C(R) = o,39x105. Paral ;%-= 10-10 e C(K) = 0,39x10:,Ll 0s resul-

tados obtidos pelo método clissico ja nao oferecem nenhum algaris

mo significativo correto. Observando-se agora os resultados obti

dos em "II" verifica-se que s6 comegamos a ter diferengas no cal-

' k -
culo dos deslocamentos a partir de F% = 10 7 e C(R) = 0,39x108.
Mesmo para C(K)} = 0,39x1017 ainda conseguimos obter 2 algaris -

mos corretos em precisiao simples pelo método do fator natural. Os
altos valores de € ("II") apenas nos mostram que ¢ processo de
restituigéo do vetor de cargas (eq. 5.7) introduz um erro que se
soma ao erro que ja havia no vetor de deslocamentos. A compara -
¢ao dos deslocamentos calculados pelo processo "II" e comparados

com "I" nos garantem a validade da equacao (5.8). Observou-se a-
inda que, no processo de obtengéo do numero de condicionamento, a
norma da inversa cresce enquanto a norma da matriz de rigidez se

mantém praticamente constante.

0 quadro (5.6) apresenta os nimeros de condicio
namento, para'o mesmo exemplo, calculados através da utilizaqéo
do "scaling" da matriz de rigidéz, como indicado na equacao (1.56),
tomando-se a norma Hdélder-1 (eq. 1.50) e calculando-se o fator de

Cholesky pelo método de Householder.



I

1T

III

v

;;:% DESL.. VERTIC.NO B e DESIC. VERT. B eF DESL.VERT, 8 |rESL.vERr.8| C&) c9)
10° | 70,0448251315 5,2x10™20 70,044825128 | 7,0x10° | 70,044825 70,04483 25,9 |5,099
1072 | 566,524054470 3,7x10”%° 566,524054456 | 1,810/ | 566,52405 566,52405 410 20,2
1074 | 50214, 4469886 7,0x10~ %7 50214, 44702 2,2x10° | 50214,447 50214,463 | 0,39x10° | 197
107 | 5,015006740x10° | 5,2x1071° 5,01500681x10°| 2,6x107> | 5,0150067x10° |5,01505x10° | 0,39x10 | 1975
107 | 5,0149482x107 3,0x10 14 5,0149483x10’ | 1,8x107% | 5,0149482x10° |5,01467x10° | 0,39x10° | 6245
1078 | 5,0149424x10% 2,8x10" 13 5,0149436x10° | 6,9x107% | 5,0149424x10% |5,036x10% {0,39x10° |1,97x10%
1077 | 5,0149418x10° 2,9x10 12 5,0149411x10° | 1,3 5,0149418x10° |4,97x10° | 0,39x101°]6,24x10%
10719 | 5,0149417%10%° 3,5x10 11 5,0149367x10°0| 7,6 5,0149417x10° 0| 8,95x10°C |0, 39x10" 1|1, 97%10°
1071 | 5,014941 71012 1,0x10™ 2 5,0149953x101% - 5,0149417x1012 [-8,95x101° |0, 30x1013(1, 97x10°
107 | 5, 01494171014 4,6x10" 7 5,01464x101% - - -8,95x101% [0, 30x101° |1, 97107
1070 | 5,0149417x10%° 3,9%10™° 5,020x101° - - - 0,39x10%/ {1,97x10°

Quadro 5.5 - RESULTADOS PARA O DESIOCAMENTO VERTICAL DO NO 8 E RESIDUCS RELATIVOS NO VETOR DE CARGAS RESTITUIDO

£1T



—=Valores do desglocamento vertical go né 8

»
Digitos | i ati ituicad
corretos, | obtidos na praticalou restituicao do vetr
L D
LDQ‘EF L, e de cargag)-
e -—=— Valores tedricos com ~scaling’ de limites

mais confidveis.
------- Valores tecricos sem gcaling'
PS:Pracisdo simples —FPD:Precisad dupla.
MFN:Médtode do fator natural.
MC :Método classico.

h6.-5.12- (RAFICO COMPARATIVO DA PRECISAD PARA O PROCESSO CLASSICO E O NOVO METODO - RESULTADOS PRATICOS E VALORES TEORICOS ESPERADOS .
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kg Digitos per | Digitos per
o C(K) C(§) didos no me didos no no
i todo classi | vo método
co log[c(S)]
log[C(K)]
100 518 23 2,7 1,4
1072 5217 72 3,7 1,9
-4 5
10 4,76x10 689 | . .5,7 . | . 2,8
-6 7
10 4,75x10 6892 | 7,7 3,8
1077 4,75x10° 2,2x10% 8,7 4,3
1078 | 4,75%10° 6,9x10°% a,7 4,8
1079 4,75x10°C | 2,2x10%] 10,7 5,3
10710 | 4,75x101 | 6,9x10° 11,7 I .. s5,8.
10712 | 4,75x1013 | 6,0x10%) 13,7 | _ 6,8
107 | 4,75x10%° | 6,9x107 15,7 7,8
10716 4,75%x10%7 6,9%x10° 17,7 8,8

Quadro 5.6 - CALCULO DO NOMERO DE COMDICIONAMENTO FAZENDO-SE O
"SCALING" PREVIO PARA FVITAR O MAL CONDICIONAMENTO

ARTIFICIAL

0 niimero de digitos corretos pode ser calculado
a partir das tabelas anteriores utilizando a eaquacdo (1.53). Com
isto, podemos tracar agora o grafico da figqura (5.12) comparando

os resultados obtidos para o deslocamento vertical do no 8.

Tanto as curvas A, A', Ce C' como B, B', D

e D' sao paralelas, pois foram obtidas teoricamente a partir de
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um mesmo niimero de condicionamento, utilizando a equacao (1.53) ,

na qual, para o Burroughs-6700:

12 digitos em precisao simples

T
t

23 digitos em dupla precisao

jte)
t

As curvas A' e C' sao menos inclinadas do que
B' e D' porgue no método do fator natural o nimero de condiciona
mento cresce mais lentamente. A curva F foi obtida baseada na
sequranca dada pela curva E para a exatidao dos deslocamentos
obtidos em precisaoc dupla. A proximidade das curvas C' e F , D'
e G demonstra a validade da formula (1.53) empregada para a ava-
liagao do numero de digitos corretos nos deslocamentos, em proble
mas onde ocorre o truncamento inicial devido ao mal condicionamen
to. O "scaling" prévio da matriz fornece um limite mais confia-
vel para os erros,como demonstra a comparacao das curvas A, B,C
eD com A', B', C' e D'. O nimero de condicionamento calculado
atraves das normas fornece resultados um pouco abaixo do valor
verdadeiro, calculado através dos autovalores, como & visto mais
adiante (Fig. 5.13). Além disso, a nao consideracao do erro de
arredondamento pela férmula e o fato de s6 termos tomado o deslo-
camento de um dos nos como referencia sao alguns dos motivos Ao

afastamento das curvas tedricas daquelas obtidas na pratica.

Como se observa no agrafico, os resultados ohti-
dos pelo método do fator natural em precisao simples sao bem supe
riores aqueles fornecidos pelo método classico. Fntretanto, mes-
mo que apliquemos iteracoes no novo método em precisaoc simples ,
nao conseguiremos superar os resultados obtidos pelo método clis-

sico em precisao dupla. A diferenca sera sempre no minimo a dis-
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tincia entre as duas curvas obtidas teoricamente, B' e C'. Os

afastamentos entre as curvas A' e B' ou C' e D' garantem a supe-

rioridade em precisao do método do fator natural quando se usa ©

mesmo nimero de digitos no computador que no método classico.

Depois de feitas estas comparacoes procuramos

conhecer qual o beneficio da estabilidade dos processos ortogo -

nais sobre z precisaoc dos resultados. Comparam-se, em sequida ,

os resultados da triangularizacao das matrizes mal condicionadas

de Hilbert utilizando-se o método de Cholesky e o método de House

holder. Resolveu-se para isto o sistema de egquacoes da forma:

onde

Hex = £ (5.10)
ngN - matriz de Hilbert de ordem N

fy - vetor de N posicoes, onde f, =1

x = vetor de incdgnitas de N posicoes

Calculou~se em sequida um vetor de residuos PES

a partir do vetor x obtido em (5.11) e o comprimento euclideano

deste vetor (eg. 1.47).

15

RES = £ ~ H-x (5.11)

— —

N 2 1/2
[|R§SHE = ('Zl resy) (5.12)
i=

0 processo foi repetido com N wvariando de 1 a

para o método de Cholesky e de Householder em precisaoc simples

e em dupla precisao, obtendo-se os resultados do quadro (5.7). ©

grafico da figura (5.13) apresenta 3 curvas:
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[ Ires| [ iy
Cholesky | Cholesky |Householder | Householder|Ref.[13] [Produto das
Prec.sinmp. | Dupla Prec.|Prec.Simp. | Dupla prec. nomas - _,
Tt 12 1
2 | 7,310 0 4,610 | 2,6x107%3 |1,93x10% | 1,39x20%
3 |6,0x10 T | 5,000 [1,4x1071° | 4,3x107%% [5,24x20° | 3,72x10°
a {2,9%10710 | 4,710 |g,6x107° |2,7x007%L |1,55%10% | 1,05x10%
5 11,3070 | 7,207 1,307  {1,4x007%° |4,770° | 2,93x10°
6 |7,2¢107° [2,5x10%% [g,0x10° | 3,102 [1,50x107 | 8,28x10°
7 | 2,807 |2,1x107° 13,4x107% [ 3,9x107° |4,75x10% | 2,74x10%
8 |2,2xq007 | 4,0x10 2 |6, 00107 | 1,210 % |1,5310%°] 8,63x10°
9 | 8,6x107" | 2,907 |6,0x0° |6,5x1071% |4,93x10M| 2,62x10M
10 | Raiz de 5,5%10°> | 2,8x10° 1 [1,60x10%3] 3,36x10%
11 | nimero negative |5,2x10°° | 2,2x10717 - Resul tados
12 - - 7,7x10°° [ 2,0x10717 - Inconsist.
13 - - 4,910 | 2,9x107%° - -
14 - - 4,307° | 1,5x1077 - -
15 - - 1,3x107° | 1,0x10718 - -

EM RELACEO A ESTABILIDAIE E PRECISAO

Quadro 5.7 -~ COMPARAQOES ENTRE O METODO DE HOUSEHOLIER E O DE CHOLESKY




Precisdol

Resi|

E
Log, ClH)

20

151

1l

no9

aig de numero

¢~ XRegyitado incongistente

Raiz de namero negativo

2y

11 13 15

Figw6.13=Comparacac entre 0 _meétode de Householder e © de Cholesky em relagdo & estabilidade e precisao .
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|IrESTHL 3
M)~ logy, —— * N para o método de Cholesky (I=Precisao
!lgl‘E simples; IT=Precisao dupla)
[ 1RrES| !
B) - 1og10 —_— x N para o método de Householder (I=Preci-
I - -
'~§[E sao simples; II=Precisao dupla)
C) 1og1n C(H)xN -~ onde C(H) & o nimerc de condicionamento da

matriz de Hilbert (referéncia [13], pag.81).

D) logy, C(H)sN - onde C(H) foi calculado através do produto
das normas Hélder-1 de H e 1! com "scaling”

em dupla precisao.

Destes resultados verificamos que o método de
~ Householder apresenta resultados quase tao exatos como o de Cho -
lesky com a vantagem de ser utilizavel sem prohlemas mesmo para

sistemas de equagoes cujo numerc de condicionamento seja hastante

13). Ja pelo método de Cholesky nao

elevado (superior a 1,6x10
conseguimos mais resultados para a matriz de Hilbert de ordem 10.
Na raiz quadrada para o cilculo do elemento da diagonal o radican
do tornou-se negativo. Por isto, podemos compreender as afirma -
coes de que o método de Householder (ou outro processo de decompo
sicao ortogonal, como Gram-Schmidt ou Givens) & mais estavel do
que o de Cholesky (ou Gauss) [12], [14]. Além disso, nao hi ne -
cessidade da escolha do pivot (como no método de Gauss, por exem-—
plo). Observa-se que o calculo em precisao dupla do computador

nada influi na estabilidade dos métodos. 0 método de Householder

apresenta resultados mesmo quando a matriz & singular ([1],pag.35).

A curva D demonstra a validade do método em -
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pregado para o cidlculo do nimero de condicionamento através das
normas. Os resultados ficam apenas um pouco abaixo do valor ver-
dadeiro, calculado através dos autovalores. Nao se consegue cal-
cular numeros de condicionamento para as matrizes de Hilbert de
ordem superior a 10, mesmo usando a dupla preciséo. Atribui-se

isto ao fato do mal condicionamento da propria matriz, em qﬁe o0s

menores autovalores sao mal representados no computador (item 1,

6.b).

Assim, concluimos que os resultados mais preci-
sos alcancados pelo método do fator natural devem-se ao fato de
que trabalha-se com uma matriz cujo numero de condicionamento &
bem inferior (egq. 1.58) ao da matriz de rigidez. Fm matrizes de
rigidez cujo niumero de condicionamento fosse superior a 21013
terfamos, com o emprego dos métodos ortogonais, a garantia da es-
tabilidade da resolugao do sistema de equacoes, enquanto que o mé

todo de Cholesky se instabiliza.

Além do exemplo de trelica plana apresentado ,
‘de carater tedrico, procuramos ainda confrontar os resultados oh-
tidos pelo programa desenvolvido com aqueles obtidos pelo método

classico em casos de aplicacao mais proximos a realidade.

Calculamos uma estrutura de portico plano em que
eliminamos o grau de liberdade a rotacao e a deformacao axial das
vigas. Atribuiu-se-lhes uma inércia desprezivel e uma Area gran-
de. Este & o caso, por exemplo, dos deslocamentos em um andar de
um edificio, em que a 1laje tem grande area e pequena inércia (em
relacaoc as vigas e pilares), nao se destinando normalmente a

transmitir esforcos de flexao.
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Para a estrutura calculada tomamos o ago como

4
material para os pilares, E = 2100 T/cm2 ;, IZ = 750000 em™ ,
AX = 991 cm2 . Para os elementos do diafragma adotamos AX =
2

= 500000 em® e IZ = 0 ., A estrutura estd esquematizada na figu-

ra abaixo.

069t (@ 9 050tf
— - —_—
: 1Z=0
6 8
UQLLC)- 7 ﬁ_e__ga§n
1Z =0
3 5
0,961 B je 4 2)_ 0,69t
1Z=0
' 2
Y

Fig. 5.14 - FUNCIONAMENTO DO DIAFRAGMA NUM EDIFICIO COM CARGA DE

VENTO

O niimero de condicicnamento calculado para a ma
triz de rigidez desta estrutura & de 1,1x107 . Com isto, no mé-

todo classico, teriamos:
7y _
p =12 - log(l,1x10'} = 4,9 = 4

Ou seja, no maximo 4 digitos corretos no resultado para os 12 ai

gitos da precisao simples. Ja, para o método do fator natural ’

teriamos:
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12 - log ¥ 1,1x10’ = 8,5 = 8 (precisdo simples)

g
0]
N

23 - log ¥ l,IL:vr:lO‘7r = 19,5 = 19 (precisao dupla)

0
o
[

0 deslocamento horizontal do no 8 supera um pou
co esta previsio, no caso do método fator natural em precisao sim

ples, como se ve no quadro (5.8).

MET.CLASSTICO PREC.SIMPLES 7,10528
MET.FATOR NAT.PREC.SIMPLES 7,10582001@76
MET.FATOR NAT.PREC.,DUPLA 7,10582001534

Quadro 5.8 - DESLOCAMENTO HORIZONTAL DO NO 8 NA ESTRUTURA DA FIG.

(5.14)}

Calculamos também uma estrutura simulando uma
ponte biapoiada, de inércia variavel, descretizada em elementos
de portico plano, de acordo com a fiqura (5.15), de duas formas

diferentes,

Fig. 5.15 - PONTE DE CONCRETO ARMADO BIAPOTADA DISCRETIZADA FM

6(I) E 12{(II) ELEMENTOS



124

Neste problema, a relacao entre as inércias no
meio do vao e no apoio &€ de 41,2. O numero de condicionamento

da matriz de rigidez para a discretizacac I vale l,9x103 e

para a discretizacao II vale 3,3x104. Portanto, o ntmero de

condicionamento aumentou com o crescimento do nimero de elementos
em gque é discretizada a estrutura. O quadro (5.9) fornece o des
locamento vertical do nd central da estrutura {(para I e II) e o

nimero de digitos corretos avaliados a partir do niimero de condi

cionamento.

- DESLOC. VERT, |NUM. DE DIGITOS
METODO PRECISAD DISCRET. NG CENTRAL : CORRETOS
\ L .. .|OBTIDOS | AVALIADOS
I ~0,14492941192" 9 8
CLASSICO SIMPLES 4
T1 ~0,10785515355 9 7
anpTOR T -0,144929411743 | 10 10
SIMPLES .
IT -0,107855153703 - 9
FATOR I -0,144929411765 - 21
NATURAL | DUPLA i
TT - o= 1 20 .

Quadre 5.9

5.3.c - RESULTADOS DA APLICACAC DAS TECNICAS DE ARMAZENAMENTO

Vejamos, inicialmente, como varia o indice de es
parsidade durante a resolucao de uma estrutura. O quadro (5.10)
fornece o nUmero total de coeficientes e as porcentagens de ele-

mentos nao nulos armazenados para a estrutura da figura (5.9) ,
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discretizada nas tres malhas diferentes, assim como para uma tre
lica espacial, tipo torre de transmissao, de 207 barras e 66
pontos nodais e para o portico plano de 32 barras e 19 pontos no
dais (esquematizados na Fig. 5.16). & notacao usada na tabela

corresponde:

A - Area total de S (MMxN)
B - Numero de coeficientes montados em §

Percentual = (Iitem B / ftem A ) x 100

9
1

o
|

S funciona apenas como area de trabalho durante a trian
guiarizagﬁo. Os coeficientes abaixo da diagonal na colu
na k nao sao zerados no passo k da triangularizacao.
Este item fornece a procentagem da area § ocupada no

final.

E - Nimero de coeficientes da matriz triangular superior ar-
mazenados em U pela técnica de altura efetiva de co-

luna.

F - Percentual dos coeficientes de U armazenados = PUAT =

- ftem E x 100/N2

G - Indice de aproveitamento da altura efetiva de coluna.
Porcentagem dos nao nulos armazenados dentro da altura

efetiva de U (TPNWNU).

H - Porcentagem dos nao nulos que existiriam entre os coe-
ficientes armazenados se fosse usada a técnica da lar-

gura de faixa constante [item G x item E / (NxLF)]..
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I-Trelica espacic! com 207 barras e 66 pontos nodais II- Pdrtico plono com 32 barros e 19 pontos nodais.
Fig —5.16 —

2T A
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ESTRUTURA .| FEL. FINITOS TRIANG. (FIG.5.9) . FIG. 5.16
. [PRELICA | PORTICO
ELEMENTOS | .. csT -  LST opATIAL | BL.ANG
MaLEA | .1 {..o2 | =z 1.1 | 2. ..

FrENS RE- | A | 216 |2592 {11664 |1944 [25920 | 37260 .| 4896
LATIVOS A '

g g1 75 | 330 | 765 | 256 | 1089 522 315

c | 35% 133 | 6,63 | 13% | 4,28 1,43 | 6,43

p | 45¢ | 48% | 47% | s55% | . 49%|. 433 .| 47

TTENS RE- | E 56 260 | 682 | 322 | 1872 | 4267 | 609

[LATIVOS Al p | 393 20% 133 | 25% 138 133 . 23%

19
- G| 85% | 90% 902 |. 883 | . 87%| .61% | . 85%
| 66% 81% 85% 56% 65% 48% - 6£8%

Quadro 5.11 - INDICES DE ESPARSIDADE RELATIVOS As TECMTICAS NOS
DOIS APONTADORES E DE ALTURA EFETIVA DE COLUNA

Fstes resultados permitem-nos concluir que, ape
sar dos baixos Indices de esparsidade logo apds a montagem de
S , a area de trabalho durante a triangularizacao se enche (gua-
sa a metade), dificultando o trabalho através da técnica dos
dois apontadores. A area que fica cheia corresponde praticamen-
te i 3rea da banda de largura variavel. Assim, era de se espe -
rar uma reducao enorme no tempo de computacao para O armazenamen
to e operaciao pela técnica da banda variavel, o que foi comprova
do e & mostrado logo adiante. Como aperfeicoamento da técnica
poderia ser tentado aproveitar a drea sob a diagonal de § a me
dida em que fosse sendo zerada, reduzindo o indice de armazena -

mento da Area § durante a triangularizagao.
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0 item G da tabela comprova a eficiéncia da
técnica da altura efetiva de coluna com resultados superiores 3i-
queles relativos & aplicacaoc da técnica da faixa de largura cons
tante | economiza 648 posicdes na malha 2 (LST) relativamente ao
armazenamento em faixa (22%); economiza 1133 posicoes na trelica

espacial (133)].

5.3.4 - CONSIDERACOES SOBRE O TEMPO E GASTO DE MEMORIA

O grau de competitividade de um programa depen
de em grande parte do tempo de processamento deste em relacao aos
demais programas existentes. Para conseguirmos economizar temos
que minimizar o nimero de operacoes e de transferéncias (I/0) ,
juntamente com o gasto de memdria do computador. Por isto & ne-
cessaria uma enorme pesquisa sobre o melhor algoritmo e a melhor
forma de armazenamento a ser empregada. Assim,a otimizacao de
qualgquer processo depende do trabalho de uma eguipe inteira. Wo
presente trabalho, limitamo-nos a delinear alguns aspectos do
problema atraves de pesqguisas como a que foi feita no CapItulo
IV. Somente depois da otimizagao de todas as técnicas emprega -
das na aplicacao do processo, comparacoes mais reais sobre o]

tempo computacional poderiao ser feitas.

Na referéncia [1] comparam-se os dois métodos
{o do fator natural e o classico} do ponto de vista do nimero de
operagoes. Apresentamos em sequida alguns dados ali fornecidos,
juntamente com os obtidos no programa desenvolvido, para trelicas

espaciais, pela técnica de banda variavel, para cada uma das eta
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pas de resolucao do problema.

Ouando F, é obtido a partir da integracao nu-

- ' 2 -
merica f{eq. 2.37), temos [Gp-(£i+2£i)] nuld;ﬂiaxmes.Paracﬁter}%
- - 2
da mesma forma, 3o necessdrias [3p-(£;+4£,)]  (eq. 2.36).
As operacoes feitas no método clissico devem u-
tilizar a precisao dupla do computador enquanto que no método do

fator natural podem ser executadas em precisao simples,

A montagem da matriz § (eq. 1.33) nao envol-

ve nenhuma operacao na verdade. O tempo gasto até este ponto,no
programa desenvolvido, & de aproximadamente 10% do tempo gasto

empregando-se o método classico. Observe-se que, neste caso da
trelica espacial, o fator F, é formulado explicitamente, ndo e

xigindo nenhuma transformacao.

No método classico, a montagem da matriz de ri-
gidez da estrutura (eg. 1.23), com a adicao de coeficientes nas
mesmas posicoes de K , pode exigir um elevado nimero de transfe

réncias.

A etapa de obtencao do fator de Cholesky Ulea.

1.36) & critica neste processo. O método de Householder exige
[2/3 n3] multiplicagoes e n raizes quadradas,enquanto que por
Cholesky temos [n3/6] multiplicacoes e n raizes (referéncia
f12]). Assim, faz-se necessiria uma programacao eficiente das
técnicas de esparsidade, uma numeracao 6tima (renumeracao) da
matriz § e o emprego de computadores rapidos para que nao gas-

temos aqui um tempo excessivo. O sistema ASKA, trabalhando se

r
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agundo o esquema de particao em blocos (hipermatrizes), tem estas
operacoes matriciais programadas diretamente em linguagem magui-

na do CDC.6600.

Comparamos, em seguida, os tempos de cilculo da
estrutura de trelica espacial da fiigura (5.16) pelas sequintes

técnicas:

I - Técnica de esparsidade com dois apontadores {triangula-

rizacao por Gram-Schmidt)

IT - Técnica de banda variavel (Householder)

IIT - Método classico com semibanda de largura variavel

{Gauss).
ETADA i 3
METODS LEITURA, GERACKO E |RESOLUCKO DO STSTEMA { TOTAL
! MONTAGEM RESULTADOS '
T 5,68 . 147,35 - 96% 152,95
IT 5,8s 80,5s - 93% 86,3s
111 22,6s 58,35 - 72% 80,9g

Quadro 5.12 - TEMPO (SEG.) DE RESOLUCAO DA TRELICA ESPACIAL DA
FIG. 5.16 '

Conclui-se que a técnica de banda variavel é
bastante adequada para este caso, reduzindo o tempo de resolucao
a 56% do obtido em I . BApesar disto, nao se conseguiu iqualar
em tempo a resolucao pelo método classico porgue a matriz § nao
& simétrica, sendo necessario trabalhar com a banda toda ( além

da desvantagem do niumero de operagoes, visto acima). Para outro
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éxemplo de trelica espacial com 486 barras e 144 pontos nodais

obtivemos os seguintes resultados:

TEMPO PARCELA REFERENTE

METODO TECNICA TOTAL A RESOLUCEO DO
. (seg) _ SISTEMA DE EQUACOES
Fator natu .
ral-House- | Banda varia- 531 96%
holder .. . vel -
Classico Semibanda de 319 583
Gauss largura vari
avel R

Quadro 65.13

A etapa de substituicoes sucessivas e calculo de

forcas ou tensoes nos elementos exige um igual numero de ope-

racdes tanto no método do fator natural quanto no classico,

Como a matriz § & retangular e nao simétrica,
no programa implementado, trabalhando com a técnica da banda va-
ridvel , gasta~se,no minimo, o dobro da area de armazenamento da
quela necessaria no método classico. FEsguemas de armazenamento
mais sofisticados, como o de blocos, hipermatrizes ou técnicas

de esparsidade possibilitariam um armazenamento mais econdmico.

Comparamos também os tempos de resolugao do pdr

tico planc da figura (5.16) pelas seguintes técnicas:

I - Técnica de esparsidade com dois apontadores (Gram -
Schmidt)

IT - Armazenamento da matriz completa (Householder)
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MFTODTAPA LEITURA,GERACAO E RESOLUCEO DO SISTEMA | TOTAL
iahe ~J.” . MONTAGEM .. . ] RESULTADOS .

I . 2,72 . . ..} .. 12,85 - .. 83% .. | 15,5

It , 2,68 o 27,98 - 91% '30,5

OQuadro 5.14 - TEMPO (SEG) DE RESOLUCEO DO PORTICO PLANO DA FIG.5.16

Evidentemente, a técnica de esparsidade leva gran
de vantagem sobre o armazenamento da matriz completa, reduzindo o

tempo de resolucao a metade.

Por iltimo, apresentamos os tempos obtidos para
cada uma das etapas de resolucao da estrutura da Fig. 5.9, para
as diversas malhas, utilizando o CST e o LST. Utilizou para is-
to a técnica de esparsidade dos dois apontadores e a triangulari-
zacao de Gram-Schmidt . Comparam-se oOs £empos com agueles obhti-

dos pela utilizacgao do sistema LORANE M35].

ELEMENTOS CST LST
MAILHAS 1 .2 1 3 AN R L2
Leitura e geragao
dos dados 0,3 0,3 0,6 0,3 0,7
Montagem de S 0,3 0,5 1,4 0,8 - 2,5
Caleulo dos des-
locamentos ' 0,2 3,6 - 18,5 - 3,6 . 84,4

Calculo das defor

.magaes ‘e t.e.n.s‘a.e\s. s ) ,.2. . .0 ,.4 .. 0,8 .. 0 ’ 8 . 3 P
,Total do programa . | . 1,00 4.4,8 21,3 | .55. .. -
Total do LORANE . . }. 2,9 . |.11,4 25,¢  {. 12,0 . L ... -

OQuadro 5.15 - TEMPOS (SEG) PARA RESOLUCAO DA ESTRUTURA DA FIG.5.9
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

0 método do fator natural leva grandes vanta -
gens sobre o método classico em problemas mal condicionados. A
precisio dos resultados é fungao do nimero de condicionamento das
matrizes utilizadas no cilculo estrutural. Como o nimero de con
dicionamento do fator natural & a raiz gquadrada do da matriz de
rigidez conclui-se que os resultados obtidos pelo novo método te
rao um maior nimeroc de digitos corretos. Istorpermite usar a
precisao simples dos grandes computadores, como também, aprovei-
tar de forma bem melhor a capacidade de meméria dos minicomputa-

dores.

As estruturas mal condicionadas sao aquelas que
tém partes muito rigidas ou muito flexiveis em relacao ds outras.
Um carregamento na diregao menos rigida da estrutura acentua as
dificuldades numéricas. Uma diferenca relativa entre as inércias
de elementos de uma estrutura da ordem de 40 vezes provoca erros
na 92 casa decimal (quadro 5.9). Simplificacoes de calculo atra
ves da representagéo de partes sem rigidez por uma inércia nula
ou, ao contrario, de partes muito rigidas por grandes inércias,
podem conduzir a grandes erros numéricos (no 49 algarismo signi

ficativo; ver Quadro 5.8 ).

Os métodos de transformacoes ortogonais contri-

buem tambeém para a estabilidade do método, por nao permitirem a
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alteracao da norma das matrizes durante o calculo do fator de
Cholesky. Nao ha necessidade da escolha do pivot como no método
de Gauss, nem de que a matriz seja positiva definida, como no mé
todo de Cholesky. A estabilidade dos métodos de Householder e
Gram-Schmidt foi comprovada através da utilizacao das matrizes

mal condicionadas de Hilbert.

Para ampliar a capacidade de resolver problemas
estruturais do novo método resta desenvolver as formas de armaze
namento. A técnica de esparsidade dos dois apontadores podera
ser melhorada através de um estudo da numeracao dos nds e elemen
tos estruturais ou de um reordenacao que minimize o aparecimento
de coeficientes nao nulos em posicoes anteriormente nulas. 0
enderecamento sugerido na referencia [27] através de blocos de
submatrizes faria também com que fosse economizado um grande ni-
mero de operagoes e testes. Outro caminho a seguir neste senti-
do pode ser também o da elaboracao da técnica da handa variavel
introduzida no presente estudo. Apontadores para os elementos i
niciais e finais de cada coluna da matriz assim como a técnica
de particao em blocos com largura de banda variavel sao essenci-
ais para isto. A técnica de subestruturas, aqui apenas deline-
ada, deve ser desenvolvida e utilizada para possibilitar o célcg
lo de grandes estruturas com elevado nimero de incdOgnitas. Os
algoritmos exigem uma otimizacac e uma programagao eficiente pa-
ra minimizar o tempo, especialmente durante a etapa de transfor-

macoes ortogonais.

A aplicacao deste método a analise dindmica de

estruturas & o proximo passo neste caminho. Os resultados obti-
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dos na referéncia [34] mostram-se bastante promissores. No cal-
culo dos autovalores e autovetores a garantia da precisao dos re

sultados e da estabilidade do método sao também essenciais.
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SUBROUY INE RERECL#12rhYsL) . .
lllll.lt.i..lltl..ll.ti....t.'.lll.-lt-tl‘.ilﬁt.0.|0..‘..tttt...i.
ESTA SUBROUTINA CALCULA A 4ATRIZ DE RIGIDEZ 005 ELENENTOS DE EIXNC
RETD E SECAC CONSUANTE, UTTLIZANDO:

€ = HWODULD DE ELASTICIDARE
17 = WOKENTO 0T INCACIA -

-AX =  AREA DA SECAD TRANSWFRSAL .

‘L = COWPRIRENTO DO ELIMENTOD

. lititl...l..ﬂ.iﬁl.ttOltoitintttli!‘tt.l....ttt.ilt.titl.l.l.il..t.
DININSION SMEBs6)

COMMOKRAALSSN

REAL 120
SCM2Z=(h.¢Ee]2)/L
SCH3IZ=(1.5¢SCH22)/L
SCH& 7= (2. 0SCH3ZI/L
SCHIA=CESAXY /L
SMC1s10= SCMLA
SH{4 ., &)= SCHMLA .
SM{L#&)=~SCHLA
SHCA»1)x=SCH1A w2
SH{2s2)= SCHAZ .
SH(5.5)= SCH&Z . v
SM{2,5)5 ~SCH&Z :
SM{S,2)2=5CHA42 . .
SHEZr3)= SCM3Z .
SHLX,2)= SCM3Z v
SHE2r6)= SCHM3Z D
SMCH 23t SCH3Z R
SHES»5)==SCM32
SH(S»31==5CK32
SME5,6)==SCHIZ

OO O0

SHNC6,5)m=5CH32 : .
SHC Se 33 SCHZZ ‘.
SHC6.6)u SCH2T S
SH(3,6)= SCH22/2a
SMC6#3)= S5CHMZIr2.
REVURN

ExD : .

SUBROUTINE SNRDCIJd2»J2s J3oKLoK2ZsK 1)
c E2 LR RS RN SRR RALLERERINER AR SR AR RN SRZA RSN YIS TSR]
c SUBRGTINA PARA O CALCULD OF SMR
c [T X222 X2 BRI RIS R A2 R R At R Rl RIS R T N FT RT3 X2 Rad22 23
DIHENSION RC100. 3+ 3)pSHREE#6)-58{bs6Y}
COMKON/AO/NTsNL oMo N-N2» [GeNCNaNDFSITE
COMNON/ZAL/SHR» SMA
D0IiI=1.6
Do S=1.6
1 SMR{IIrJ)=0
DozII=1.3
002 J=1+3
DOZK=1.3 B -
SNR(IlfJ'=5HR([IaJ"SH(II.K)'R(lleJ’ ' Do
SMIC T 13, I SHACTIT ¢S s V2SI [¢3, RICRC LKD) - v
SHACI L+ J23)=SHACTI»J ¢33} ¢SMITI K¢ 3)aR( T oK, J) N .
SHICTI#3, )43 )=SMRETT#+3,J¢3V4SMLTI 3 R4 30 R0TaKs S i
2 CONTINUE
c GRAVACAD EM CISCO
MRITECLGYIYSMAS JLrJ2oJd3e KL »K2ZeK3
RETURN
END

SUBROUTINE EQLOOCNDP).T . Lo

oo--tttttettattiogq'---.-ttttq!g-htttt-t-tttaattt-tnnttactatoq.'nt

ESTA SUBHTMUTINA CALCULA O VETOR DE ACOES NODAIS TQuIVALENTES

L L bbbt b LA AL LR E RS LA LLL AL LAt
¢« COMMONZAQ/NIZMLsMeNeNZs IG#NCRoNOF, ITE

COMHON/ZALFSHe§}

iz Ns Nl

COMMON/ A/ ANL s

COMMKONS A S LHL . 4

COMMUON/AG/FAE

DIHENS IOk NUF(N:KCNI:LHL(IWG’-AE(150):F(100-5-!lpAHL(100-6)-5H(6-b
1

00 L1700 I=1lreM
TFCLMLID ). HE.13GRTE1700
JJI=ROPCIP1)
JEI=HNOPCT.2)

AEC Sedul- 2)=AE(StJJl 2)=RCT 1o d* AMLCT»1 2 2R{T+ 2oL »ANLLIS2)=RETIS 3
*1YsAHLCI*3)

ACCTw J I )= AEC 30D~} *ROT, Le2) o AMLCL 1) =RETI+2,2)%ANLLT»2)I=R{Ir 3y
#2)eAML(1,3)

AL U 3o g T 0 AECI o JIIY=ROTIo Lo 3w AMLCT e 1) = FCL 2o DI MANLLET # 2) RT3 3)0
*AML(I -3}

AECSaJRE=2 = ACC Sa R =20 "RETo Lo LV AMLC T sl V=R{To 21 Y0 ANLCT # 50~ R(I-s-
widrAMLLT ¢ R )

AEC S SKE=1)=AEC SRV "ROT 1o 2V e AMLE T PRI~ RELe 2p2 Vo AKLLTe5)=RT N 3
212 AN (T 4D

AECSe JrTI=ARCSe JRTI=ROLE, Lo S oAML L r ) ~pCEp2r 3D ¢AHLCT¢S)RIL+3r3)s
«AMLOT#B)
1790 CONTLINuUL
HETURK
END
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SUBROUT I & BCSTCASL s 12 RCH, NAC, XBASYCALYAH,YDC, 1)
c-.-..o.tonatilt-taottontno.t.--l...ol.t.tolue-.---..l.lttti'.te.ttcttt
c ESTA SUBROTINA CALCULA £ GRAVA NO DISCL A HATRIZ B PARA O ELE-

c RENTOD FINITO TRTANGULAR.
C.a-tu-t.ntc--ngt-tco0:.-0-..-.nc-tttontlcn-qc-a.t..cto.ittt.litlltlttt
COMMOK/ AQ/KI» NL+ MeNaKZo TG+ HCHoNDF o ITE

DIMENSION B(3.6)

D0 1 Ka1e§

DO 1 J=145 - “

B{K»rL)=0. .

Ce2eh . .

Bets10=YBC/C ., o
B(L.2)5YCA/C P
BCLA3)=YAT/C
BLZo&¥xXLCd/C sl
BC2+5)=XACIT .
B{Z+6I=XBA/T < , .
B(3s1)=XCB/C .
Bel.2)=%aCsC -
BUX+3¥=XBASC -

B¢y, 4)=YBC/C

BL3,S)=VCA/C

Be3.6)=YAS/C

WRITECIG 128

-

RETURN

END

SUBROUTENE FILSYCLI+LALK.FED. - - AL
Chendsrdssbhadddhiid -t'tttll“llt‘!.'ﬁ.t'.!t.‘i-!ttt!t.lttt'.t. '
C ESTA ROTINA CALCULA A& WATRIZ FI1 PARA { ELEMENTC FINITO
c TITANGU LAR LST

c...ll’.‘..“...ttiﬁi..ﬁ'.#.l’II'I...l...tttt"tt'it'.ittt.l"ltt
+

DIKENSION FI{3+6)

REAL LI-LJ-LK h ¥
00 1 I=t.3 ’ v
DO 1 J=1.5 .

1 FICI»Jd)=0Q.
FI0Ls1dc kel]~1.
FI(2,2)=4x U=}
FIC3»3)=4alK*[.
FICLsbd=arl)
FICZsnd=tul]
FICZea)=kwl X
FIC3»5¥=4%L )
FI{1,6)=4=LK
FIt3,60=4eL]
RETURN
EXD

SUBROUTINE AEC (HAXH» NOPsRLP,CRL)
T I Y T T L T T T T T Ty T R T R Ty
C AECa ESTA SUHROTINA CALCULA AS ALTURAS EFETIVAS DAS COLUNAS.
I L L T T T T T T Ty )
COMMON/AQ/NTeNLeMsNeN2s EGNENS NDF
DIMENSION MAXHON) sNNPL{He NCN)
INTEGER RLINZ).CRLCNZ}

[T EYE NI LS AN LSS RRL S EST RS XSS LT RS R RLIE NR SIS RN RR2 A RN Rt dR g

t ESTE TRECHO ARMAZENA £4 MAXH A LINHA 80 PRIMEIRD NAD NULG OE
¢ CADA COLUNA,
c UEILEZA A TECNICA 00 ZIENXFEWICZ,"THE FINITE ELEMENT METHOD,PEGEL
c.ttii.tit‘.ifﬂii.i.l [ STEIR RIS RS RSN A NRIL R RS AT 2R Y oot adl )
NHAL=MaN .
00 3501 J=is A -

3501 MAXHO J}=N4AX
DG 3515 I=1.M
D0 551& JJ=1,HCHN .
NIGAB=CHOPL T, JJD =12 «NDF
DO 3513 dul.n2F
NG B=NROKEB |
IFCRLENAQUBYLEQ.LIGO T0 -3513 .
HROW=NROKR~CRL{NAQHS ) -
DO 3512 Hf=1,NCK, L
NCOLB={NUPLT, €K )$LIe NDF .ot
DO 3510 K=ishDF .
NCOLB=NCOLE* S
IFCRLEKCOLBY.CO.1YGD FO 3510
HCOL=ACOLB~CRLINTOLAD
IFCHCOL . LT 03G0 ¥ 1510
IFEMATHONCOL LT . NARDKIGO TN 1500
HACHT NCOL) = NROH -
5513 CONTINUE
3512 CONTIANUE
3503 CONTINGUE
3510 CORT I&UE
3515 COMTIKUE
RETURN
Enb
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CALL AEC (WALH, NOP, RLsCRL)
CRT PR Ar R A A P F AR A A A A R A AN AV Gt AT R e A O R PR AN AR RPN ANTRARA NN RSy
CALL TR SFLAC NPIC, HAXHeu, JLIAG)
WRITEAML A 22 Y CHTHEL 2 )=TEMP) fe0.
2224 FUKMAT L/ 70, *TFRPUCSEG. ) SASTC NO CALCULD DOS DESLOCAMENTOS ]}
Paals CO PACFLUMA®®»FG,1)
Frup=F[0L(2)
Eo.u.-nne-oent---.i-qa--notn-c-o"cn.eitl'ttnc!tttuli!'lOt!i*ilOCOl""
CALCULD $0S ESFLRCOS »THH57ES B wEALQES
ot dd A b AR A R AR A G s AR N A AR R A S P F RN ar R F S AR R AN P P SRR RN F R PR RN RN RN RGN
B00 CAL FESCL(*C-NJ:Ai-V-JR:RI-CNL-NOF»E-AK-PUIh-fSPl
it (hIaZZES){TIHL(Z)-I[HFl/b
2225 FURMAT( /20X, 4 TENPOLSEG. Y ASTU PARA ENCONTRAR AS FORCAS. TENSDES
1 £ AERLCES OO0 PROBLLNAS,FS.)
99 CUNTIANLE
5T0P
END .

Cartdes de dados

LA TeONILA DB dALDA JAK[AVEL
Frieasd #2+3,00000021,1.,0

om
A
st

(=T I--E

™ SNCGRY 23 2% 2% Y NTLACVENEWDY S T ¢ "o ws v
[N
o
.

o ow e TR I N R R Y e e
NNMNNS OOOUDGULOOOO

LR Y w o] AR WY i i iy

OC OO JINODEo000
OOoOOT DO v 0 0 s 1 s
SECICs e

« v

VDT W N TR Y R AL Ll il iy SO0 RO SO
UPUNS v WSy Tl v % v 3y % drs Oa

O CL et Dt bt Bt ot ok et et bt 05 00 St O A B T bt ) s g B L B e P e 10 et sy e

SO NOVIL WY T T Y 3T YN YN T T YR Y R b

.

ONAMENTY DO uIAFRAGMA NUM ERIFICEL COM CARGA OE YENTO
rlrdardsl

L. LY v % T v w

s.a.s.aai.
ErSe7oo91,
u.b;a-y;l

SCoCoOOoQo

IR

E3CAEANIFIFIMININICI OGO E) DAY
e e maas e b e v on e
" Y DOLIC DY .

[N TS TS T

Eo€3 € ™t ™ i

DI I TTLV N IV ]

s T 0OCOCO
Coun it OCT

e QCOLOCO

e 8 b 4

Fal 28,5000
ls1.1:1
Zslrlel

N B D
I
-
r.N

vt - ESTADC PLANU vE FENSOES.
uo1,3.0

-

0,0

500 s 20 r 3oL e e DaUelrla25se 21000080,

lejsl

2eisl

S¢1500..0.

6+ 1500.,0.
R AR AR AR AR AR A AN AR A AR AR R R AR e RN AR ARAR AR AR RS AR AN h ki
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:: PROGRAHA PARA ANALISE DL ESTRUTURAS ::
:: OBYENCAD DIRETA DA KMATRIZ DE RIGIDEZ FATORADA ::
:: TRIANGULARIZACAD PELO HETODC DE HOUSEHULOGER OU DE ::
:: GRAM=SCHMIDT, EMPREGU DE TECNICAS DE ESPARSIOADL ::
:: € DE BANDA HO ARMAZERAMENTO ::
:: TESL DE MESFHADO EmM ENCFHHAHIA CIvIL NA COPPE~UFRY ::
:: AUTUH; CARLDS LEDPOLND YARTING PRATES ::
:: ORICHTAVOR HUMBERTO LIMA SORIAND ::
L
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NHUHERD DL CSTRUTURAS & SERLM CALCyYLADASS 3
“a OBS an
YESTE DA TECHICA DL BANDA VARIAVEL
TIPD DE ESTRUTURA 11zTRELICA PLANAF2=TRELICA ESPACTALZAEPORYICO PLANDIARFLEMENTO FINITD TRIANGULAR,EST.PLDEFONMACOES, (ST

SeELEMENTO FINLTO TRIANGULAR JEST.PL.FENSOES,(5Tjb E TeELEMENTO FINITO TRIAMGULAR LSTs EST,PL,
DE DEFORHACDES E DF TENSOES RESPECTIVAMENTE

TIPD UTILIZADUS 1
TECNICA DE ARMAJEHAHENTULL=MATRIZ COMPLETA(TRPTANGULARLZACAD POR HOUSEHOLDER) ;2=ESPARSIDADE (TRIANGULARIZACAD POR GRAM=SCHMID
J2BANDA VARTAVEL (HOUSEHOLDFR)===TIPD UTI| IZADUS 3
NUMERD PEAUEND= HQE=-CT

NUM,.DE wO5% 10
NUMERQ OE ELEMENTOS= ty
HUHERC DE DIRECOES RESTRINGIDAS® 3

NyUHERO pE NDS PDR ELEMENTOR 2
HUHE RO DE GRALUS DE LIHERDADE POR HOs 2

ERAR R AR AN R AN R R A R A A KA PR AN R R A AR AR R R A AR R A AR A A A R A R AR R AR AR A RN AR AR At AR R P A RN RN R R AR AR RN A R RN R AR R R AR A AR

HO CpoROX CopRODY CooRDZ
1 0,08000 ¢.,0000 0.,6000
2 40,0000 0.0000 8.000¢
3 60,0000 in, 6000 9.0000
4 40,0000 30,0000 g.4000
5 ¢,0000 50,0000 $.8000 X
[ 40,0000 60,0000 ®,0000
7 0,0000 90,0000 8,8000
& 40,0000 . %0,0000 02,0000
L] 60,0000 120,0000 0.0000 E
10 90,0000 120.8000 9,8000
ELEMENTD INCIDENCIA AX{ESP) E 12(0U COEF,POIS.)
i 1 3 1.5000 12600000,800
4 ;! L 13,0000 120060000,000
3 1 2 1.5009 12600000.00¢0
4 2 4 1.%000 12000000,000
5 3 5 1,5000 12000000.000
b 3 [ 3.0000 12000000, 000
? k] [} 1,5000 12000000,060
8 [ [ 1,5000 12000000, 000
9 5 ? 1,5009 12000000,000
10 5 8 31,0000 12000000,060
14 5 [ 1.5009 12000000, 000
12 b 8 1.5000 12000000,000
13 7 9 1,5000 12000000 ,060
14 7 10 31,0000 120006060,000
15 7 8 1,5009 12000000,000
16 8 10 1,5000 12000000,009
17 9 1¢ t.5008 120606000, 000
RESTRICOLS NODALS
HO |4 Y I
1 ! 1 T
——————e R —— e e e - —
ND CARGA ¥ CARGA Y CARGA 2
to 360,0000 £,0000
8 225,0000 6,0000
[ 150.0600 0,0000
& TS.0000 0,08060

TEMPO{SEC,) CasTy WA LETTURA{QU GERACAQ) Dps DaDps Do PRpSLEMaz 0,8
MAs ?

LF= a

FENPQ(5EGL) GAsTO WA MOHTAGEH Do FATox s Ug ProBLEHaz 0,9

TEHMPO(SFGL) GASTO KO CALEULO DOS DESLOCAMENIQS NODALS DU PROGLEMAR G4



DESLOCASLNTOS NODALS
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NO bt b2 [ )
2 b, 0,
L} 525697920 -02 LIBT50000E~02
q 37369792802 -, 2B125¢00E~02
5 1279036551 L29062500F =02 -
[} S1162369RE~01 = GHBISH00E~DS
T 210651048601 L 328125006-02
8 L20MSBABRE=0) -, 5118715008 ~02
9 L2R7aTV96E=01 LJ2A12500F =02
10 J2ATATI0E=0) -, 60937500E=02
AARRA FORCA TENSAD
1125,6000 50,0008
% %3?.5coo 312,5000
3 0,0000 0,0000
4 =1647,5000 ~1125,0000
s 18,7500 412,5000
b 843,7500 281,250¢
? =675,0060 =450 ,0000
[ -1125,0000 «750,0008
9 225.0000 1S0,0000
10 656,2500 2187500
11 =525,000¢ =150,0000
12 =618,7500 -4§2,5000
13 0,0000 86,0000
(¥ 375.0000 125,000
15 ~300,6000 -200,0000
1% «225.0000 =150,0000
17 -0,4000 -0,0004
REACOES EXTERNAS .
ND RX RY RZ
1 =75Q0,0000 -31687 5000 L
——— e g D ORE +o81, 5006 - —

JEMPOUsEG.) GASTO PARA ENCONTRAR AS FORCAS, TEN50€S € REACOES DO ProORLEMA= 0.2

.l* 0BS xa

FUNCIONAMENTO DO DIAFRAGMA HUH FD!FlCiO CO® CARGA DE VENTD

TIPD DE ESTRUTURA p1=TRELICA PLANAF2:TRELICA ESPACIAL;3zPORTICO PLANOJA=ELEHENTO FINITO TREIANGULARLEST.PL,DEFORMACOES,CSTY
SzELEHENTD FINITO TRLIANGULAR EST,PL,.TENSOES,CS5T;6 E T-ELEMENTD FINITO TRIANGULAR LS5T, EST1,PL.
Ot DEFORMACOES & DE TEWSOES RESPECTIVAMENTE
TIPOD UTILTIAGOS:

3
TECNICA DE ARHAJENAMENTU:1-MATRIZ COMPLETA(TRIANGULARIZACAD POR  HOUSEHULDER);2zESPARSIDADE (TRIANGULARIZACAD POR GRAM=SCHMIDT

3SBANOA YARIAVEL (HOUSEHOLDER)===T1PD UTILIZADOS H
RUMERO PERUENO= 0.
NUM,DE HDS= R
NUMERO DE ELEMENTOSE 9
NUMERO DE DIHECOES RESTRIMGIDASE [}
NUMERO OE NOS POR ELEMENTO=: 2
NUMERD DE GRAUS DE LIBERDADE POR NO= 3

ERAEEAE R AR A AN R R AR R AR AR A AR AN AR AR AN AR AN R R R AR A AAN R R AR AR A AR AN R AR R AN SRR AN AN AR AR R kNS AN AN E ARk AN AR

ELEMENID

Ol O D2 By T

o

DT N E L Py

COORDX
20,0000
2000,0000
8,.0000
2000,0000
0,0000
2000,0000
00,0000
2000.0000

INCIDENCTR

- VI D e B e
DR ORI

CODRDY
60,0000
06,0000

1000,0000
1000,0000
2000,0000
2000,0000
3000,0000
3000,0000

Ay (ESP)

§91,0000
491 ,0000
991,0000
500000,0000
9q7,0000
91,0000
5600000000
Q41,00
500¢000,0000

12(0U COEF,.POIS.)

COORDZ

80,0000

2,.0000

#.,0000

0.0000

o.0008

&.0000

&,0000

0.0000

L

2100,000 T50000,0000
2100,060 1500060 ,0000
2100,000 H0000.0000
2100,000 g, 00nd
2100000 150000,0000
2igo,0e0 720009, 8000
2lpn, 000 e,0000
2100,000 150000,0000
2140,000 g.0080
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RESTRICOCS NODAIS

NO x ¥ 4
| | 1 |
2 1 1 1

NOS CARREGCADOS [

MEMRRDs CUJAg Capbas ForaM sURSTITUIOAS PELAg ACUFs OF ENGASTAMENTO PERFEITQ EM gEUs EXTREMQS

NEMRROS COM CARREGAHMEWTDS NAD SUBSTITUIDOS POH ACOES DE ENGASTAMENTO PERFEITD EM SEUS ExTREHOS

ACOES APLICADAS EH Cala KO

NO

[ K-y R

Al

0.960
0,690
1. 180
0,850
0,690
¢.500

A2 Al

¢.000 0.000
0.000 8.000
6,000 0,000
0,000 8.000
4,000 @,00¢
0,000 0.000

TEMPQUSEG.) GASTO NA LEITURA(OVY GERACAQ) Dos DADOS Do PRUBLEMAZT 0.4

TEMPQ(S5FG.) GASTO NA MONTAGEM DO FATOR 5 00 PROBLEMA=Z 0.2
NORMA DA MATRIZ DE RIGIDEZ=s ,2207)11E4+01
NORMA D& INVERSAS ,S01603E+07 .

NUMERO HE COMDICIUNANEHTO pi MATRIZ DE RIGIDEZ = .110710E+08

AR AR R AR AR AN AR R AR RO AN A AR R AN A AR R L AR AN A AR AR A R R R A AN R A AR AN N PR A R AR AA AR S ARG KA AR A ARG R AR A ARG AT AAR R A R ED

TENPOC(SEG, ) GASTO D CALCULO 005 DESLOCAHENTODS NODA]S DO PROSBLEMa= 4,3
DESLOCAMENTOS NODALS
HD D1 D2 03
3 L1285%440E 401 =, 32425378 =09 =, 217T30160E-02
q L 1215343840} -, 40503188£-09 =, 21730E57E=02
5 L391798%6E 0L =, TI1d9260E~09 =, 3061900702
I JI9LTOBYIE D - 81056738E=09 «,3061904BE=02
? L11058202E401 =, 6TBSI902E~09 -, 32507936E-02
] L T1058200E+01 »,85070321E~09 -,32507937¢~-02
SOLICITACOES NAS EXTREMIDADES D0S ELEMENTOS
NO INICIAL NO FINAL
ELEMENTD FORCA X FORCA y HOMENTG 2 FORCA X FORCA v HOMENTO 2
i 40,0000 -2,4350 -4649,0008 =0,0000 2,435 2204,99%
2 60,0000 -2,4350  ~4639,9992 =g,0000 2,8350 2205,000¢
3 6.6000 =j.6100 =-2204,99% =-0,0000 1.6100 594,9999
4 0,1350 0.0000 0,0000 T=p,1350 0.0000 0.6000
S 60,0000 “1.6100 ~2205,0004 =0,0000 1.6100 595.000¢
[ =0,0000 =0,5950 594 ,9999 0.0000 e,5950 0,.0000
7 01650 0.0000 0.,0000 ~0. 1650 0-0800 0.0000
8 0,0000 =0.595¢ ~595,0001 =-0,0000 0.5950 "0.0000
9 0.0950 6.0000 0,0000 =0,095¢ 0,0000 0,.0000
REACOES OF APOLOD
NO REACAQ X REACAD ¥ MUKENTO 2
R WSRO - N % 1. ¥ SR Jor. . V. Y, S PV, N 1.V, Y S S U S R -—
2 -2,435q 60,0000 4639,.9992

TEHPRISEG.) GASTQ PARA ENCONTRAR AS FQRCAS, TENSOES E WLACQES Dp PRpBLEMAT 0,2
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kx OHS an . .

EXEMPLO D& TESE = ESTADD PLAND DE TENWSOES,

TIP0 DE ESTRUTHRA 11cTRELICA PLANA;2=TRELICA ESPACTAL; 3zPORTICU PLANO;S=FLENMENTH FINITO TRIANGULAR,EST PLLOEFURHACULES.CST}
SaELEHENTO FLINITU TRIANHGULAR sbST.PLLTENSOES,CST;a E PZELEMENTO FINITO YRIANGULAK LST. ESF.PL,.
DE DEFORMACOES £ DE TENSOES WESPECTIVAHENTE
TIPO UTILIZADOS 5
TECNICA DE ARMAZENAMFNTU(1sMATRIZ COMPLETA(TRIANGULARIZACAD POR HOUSEHOLDER);2cESPARSIDADE (TRIANGULARIZACAD POR GRAW=SCHHIDT

3I=BANDA VARJAVEL (HOUSFHOLDER}===TIPO UTIL1ZADOZ 2
HUHERD PENUENUE A0E=0T
HUH,UF NDST &

NUMERC Dt ELEMENTOS® 4
NUMERO DE DIRECOES RESTRINGIDASE 4

NUMERD pE NOS POR ELEMENTOS 3
HUHERO DE GRAUS DE LI6tLRDADE POR NO= 2

AR AR RN AARA AR R IR R AR S A AR AR AR A A AR AR R AR A AR A A AR R R AR R R A AR AR AR R AR ARA R R AR R ARAN R R R AR AR R AR AR TR

NO COORDX COORDY COORDZ
] 0,0000 0,0000 ®,0000
2 04,0000 20,0000 ?,0000
3 50,0000 0,0000 #,0000
4 50,0000 20,0000 6,0000
5 100,0000 ¢.0000 a.00¢0
[ 160,0000 20,0000 8.0000 *
ELEHENTO INCIDERCTA AX(ESP) £ 1Z(0U COEF.POIS,.) "*
# 1 i 3 2 1,0000 2100000,000 L 9.2%00
F4 3 a 2 1.0000 2100000,000 0,2500
3 3 5 q 1.,0000 2100000,000 6.2500
q 5 [ q 1.0000 2100000, &00 08,2500

RESTRICOES NODAIS

NOD X ' 4
1 1 -
2 1. 1
N CARGA X CARGA Y - CARGA 2
5 1500,0000 0.8000
6 1506.0000 ¢.0000

TEMPO(SEG.) GASTD NA LEITURA(CY GERACAD) pOS pApOS pU PROBLEMAZ 0,2

TEMPO(SEG,} GASTO NA HONTAGEHM DO FATOR S DO PROBLEHAZ 0,1

J= 1 INDICE DE NAO HWULDS= 46,88

J= o INDICE DE NAD KULDSS 59,58

PURCENTAGEM D05 COEFICIENTES DE U ARMAZEMADOS=50.00
PURCENTAGEM DE NAO NULDS DUS COEPICIENTES DE U ARMAZENADOS=95.00

TEHPO(SEG. )Y GASTO NO CALCULO DOS DESLOCAMENTOS NODAIS DO PROBLEHAT 9,2

DESLOCAMENTES NODATIS

NO bt b2 D3
3 .337633430+02 -.2999UT09E~04
q 3542971602 -, IB459846F =03
5 LEIUTUBBIE =02 ., BU6533L0L=03
b JT114356RE=02 -, B037T433E~0)

DEFpRMAC)ES E TEHSDES NOos ELEMERTOS

ELEHENTO DEFOURMACAD X+ SEGHA X DEFORMACAD v = SIGHMA ¥ OEFOHMACAD Xy = TAU Xy
1 L6Y5%F =94 REIRIALE] 0. L3TRLE102 -,599% =0t ~.5039 ¢00
2 JTam6t =0% BLLEIENE] =, 1743% -04 “,ANF3 00 LU999E =006 LH039F GO
3 Tid2t=nn L1580t end - AT =-04 «ST2Ar~0] - %00 f =09 -, TH4Y%1 =ud
u LTiddp-04d L iB00E*n3 s 1786L=0u1 = by ThL=03 LAGEVE=0T L TUYSE =03

TEMPO(SEG,) GASTO PARA ENCONTRAR AS FURLAS, TENSNES E WEALULS L0 PrObLEHAE g4

ik



