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SUMARTIO

-

Estuda-se neste trabalbo, o estado plano de ten
soes, em dominics multiplamente conexos, pelo metodo das difg

rengas finitas.

Inicislmente, apresentamos uma revisao das fﬁrmg
las e métodos da Teoria da Elasticidade, para o estado plano de

tensoes.

No Capitulo III, sao mostrados os aspectos pecu
liares a dominios multiplamente conexos, bem comao, estabelecil
das as equagles para a determinacao das constantes dos varios

contornos internos.

No Capitula IV, estuda-se uh procedimento gue
torne simples a solugao da equagao de Laplace em diferengas fi

nitas para malhas construidas de maneira irregular.

Finalmente, no Capituloc V, apresentamos dois

exemplos, para simples verificagao da eficiencia do método.
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© ABSTRACT

the plane state of stresses in a multiply connec

ted domain is studied by the Finite Difference methcod.

At first, the formula from the theory of Elastic
ity are reviewed for this plane stress state problem and me -

thods of solution are presented in Chapter II.

In the Chapter III it is shown the peculiar of
a multiple connected domain and associated boundary equations

are stablished.

In the Chapter IV it is presenied a simple proce-
dure to write the Lapisce's equatians in forms of finite dif

ferences for irregular meshes.

Finally, two examples for assessing the method
efficiency as compared to the finite ellement method and one
analytical solution, are briefly discussed in Chapter V. Futhu

more, some cocnclusions are drawn from these results and sugges
tions to expand the applicability of the present approach are

given at the end of this last Chapter.
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CAPITULD I

INTRCODUGAD

A moderna engenharia civil tem exigido a utili
zagao de elementos estruturais, sobre os guais pouco se co-

nhece.

Dentre esses, citam-se as chapas multiplamente
conexas, ou vigas-paredes com orificios, de que, somente nos
casos mais simples, a teoria matematica da Elasticidade, forne
ce aﬁsolugéo analitica. Tendo em vista ssse fato, urge o de-

senvolvimento de teéecnicas numéricas aproximadas,

Em 1859, Santos |1 |, apresentou nas Jornadas
Sul-Americanas, realizadas em Santiago do Chile, a solugao de
placas e chapas de contorno poligonal qualquer, em diferengas

finitas, utilizando malhas arbitrarias.

Em 18B1, Meson I 2|, sugeriu um modelo para o
cdlculo de vigas-paredes com orificios, tambem em diferencgas

finitas, para malhas quadradas.

Nosso trabalho & uma tentativa de fundir 08
dois textos acima citados, no inteito de sugerir um encaminha

mento para a solugao de chapas multiplamente conexas, com ori



ficios de forma quelguer.

A seguir, citamos alguns exemplos de utilizagao

desses elementos estruturais:

- Reservatorios suspensos

- Vigas de fundagoes

- Paredes de centrais nucleares

- Vigas vazadas em edificios, que sustentam

varios pilares dos andares superiores.



CAPITULDO TTI

FORMULAS E METCDOS

II.1 CONSIDERACOES GERAIS

0 calculo das chapas simples ou multiplamente co

nexas pode ser tratado como um problema do estado plano de ten

0 estado plano de tensoes tem as seguintes par

ticularidades:

II.2 EXPRESSOES

como o proprio nome diz, o problema se define
em um plann, por exemplo Oxy, identificadno

cem o da chapa;

os deslocamentos segundo 0z, sao desprezi-
vels; 0s outros dois, segunde Ox e Oy, can

sidera-se independentes da ordenada z.

as tensdes segundo a diregcaoc z, sao nulas:
Ozz ) Tyz ) sz =0
FUNDAMENTAIS

Por ser esse um assunto bhastante conhecido, as



equacgoes diferenciais do equilibrio eléastico e as equagoes de

compatibilidade serao apenas transcritas:

Egquagoes diferenciais de equilibrio:

da aT
e
9 x dy X
I17.1
aT el
Xy o, ¥ + o = q
y
9 x dy
onde px e p sao as forgas de massa nas direcgoes x e Y
respectivamente.
Expressoes das deformagoes:
J
e :..-._B__L_—; =] =___3_L; B = BV + BU II2
X X vy Xy
3 x 3y 9 x 9y
sendo:
=) e e - deformacces lineares
X X VY
Exy - distorgao angular
u - deslocamento na diregao x

v - deslocamento na direcgao vy



Condicoes de contarno:

Figura 1

Estudando o equilibrio do elemento tracejadc da

Figura 1, obtemos:

X = 0 cos (nx) + T cos {ny)
b Xy

IT.3

Y = 0 cos (ny) + cos (nx])
Y ¥ Y VX

0 problema dc estado plano de tensdes pode SEer

resnlvido pela aplicagdo das equagbes II.1 e II.2, juntamen



te com as condigoes de contorno IIL.3.

Da equagaoc II.2 tiramos:

BEXX se 0 e
— . Y XY 1.4
dy? Ix? dx dy

A lei de Hooke nos fornece as seguintes expres

=] = _1_ [ (8] - Ay 0’ )
XX E X v
_ 1
e = —— [ 0o - v g ) iI.5
Yy E y X
_ 2 (1 =+ V)
e = T
Xy E Xy

Derivando a equagado II.5 teremos:

2 2
Bexx 3 o a O
- ( = - v =
dy E ayz 3}/2
3%e 3% o 3%¢a
yy . 1 Y - ) 1T7.6
ax 2 E 3 x 2 ax?
2 2
8 exy 21+ v) d Txy

ox dy E dx oy’



Derivando as expressoes I1I.1:

2’0 o3t T ... 3p

X + Xy + X — 0
9 x? ox dy ax
3%t 3% o 3 p

Xy + y + y = D
ax dy 3y2 J x

Somandc estas eguagOes membro a membro, e considerando-se

forgas de massa constantes:

3% o 3?0 3% 1
x o, Y o, o9 Xy . g
dy? dy? 3
y y x Ay
donde:
921 d%0 3% ¢
2 XY - X, Yy
dx dy 3x? dy 2

Substituindo a equagac IT.7 na equacao II.6:

3%e’ ] 3% o 3% ¢
X X _ ( Xoooow ¥
3% 3%a 32
Byy - 1 ( y - v Ox )
ax? E 92 ax?



3%e
_ XY
ox ay
Substituindo II.8 em I1.4,
VZ (g + 0
X
Chamando @© + g = 5,
X Y
vis = @

Esta equagao

- Levy.

A solugao do

pocis, o seguinte sistema de

teremos:

vira, finalmente:

€ chamada de condigao de

problema plano de tensoes

equacoes:

J g a1
L Xy I
dx dy
QT d 0.
Y. Y + P = 0
d x dy
onde § = 0 e 4 = P

IT.8

IT.9

Maurice -

envolve,

IT.10



x = 0 cos (nx) + T cos (ny)
% Xy
(T1.3)
y = T cos [(nx)] + @ cos {ny)
¥ Xy y Y
=]
2
vV 35 = 0 (II.9)

IT.3 A FUNCAO DE TENSOES

Com v intuito de simplificar a solugao, G.B. Airy

introduziu o gue se chamou de Fungao de Airy ou Fungao de ten

A simplificagao baseia-se no fato de que & relea
tivamente simples encontrar a solugao geral do sistema II.10.
Ele e nao-homogenec, portanto, sua solugao geral se escrevera
como a soma da solugao geral do sistema homogéneo € a solugao

perticular do sistema nao-homogeneo.

IEs) T
X . XY - q
d x vy
IT.11
T 9 C
Xy + y = 0
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Uma solugao particular do sistema nao - homogé-

nen eé:

outra pode escrever-se:

A obtengao da solugao geral, sera feita através
da introdugac de uma funcao ¢ [ x, y), gue satisfaga as seguin

tes condigoes:

2 2 2
g = ——.a-._ﬂl._. : 6] = _.8_¢_ : T = - M— . II.12
X ¥ Xy
Byz Ix? Ix3y
¢ - funcao de Airy ou fungao de tensoes
se substituirmes T1I1.12 em TII.11, facilmente se verifica que
¢ (x, vy} satisfaz as equacgoes I1I.11, e &, portanto, solugéo

geral dc sistema homogeneo.

Da equagao II.12 obtemos
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Lembrando gue dx + g = 5, teremos

Vi 4 =5 I1.13

I7.4 CONDICOES DE CONTORNO EM TERMOS DA FUNCAO DE TENSOES

No paragrafo anterior, vimos gue as condigoes
de bordo prescritas para as tensoes, em funcgédoc das forgas exter

nas sao:

x|
]
a
y]
Q
m
=
x
+

Txy cos [(ny)

< |
1]
,_!
0
o
tn
o)
x
—
+

g cos [ny])
y y

Da Figura 1, tiramos:

cos (nx] = —9¥ e cos (ny) = - dx

ds ds

IT.14

substituindo II.12 e iT.14 enm IT.3, teremos:

— a%¢ dy 3%¢  dx
% = +
3yt ds Ixdy ds
3% dx 3%¢ dy

Ix?. ds Ix vy ds



Estas relagoes podem ser escritas da

forma:

X |
I

< |
[

Expressoes que se integram entre dols

{}@g_l
dy

{ 99 )
ox

quaisguer de contorno, por exemplao {xo, yo) e

ra 2, Efetuando-se estas integracgoes, vira:

ax

3¢9

dy

onde

Q + {ﬂ]
y 0

9x
3¢
o, | —/
dy |o
y-ds e QX = J

seguinte

I1.15

ds I1.16

x|
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Y
"‘-\
S
Y
5
Y
Yo
X
I i '
Xs J, [
7 I |
X )/ |
Xo, /
I
Figura 2
Por terem sidc os limites de integracgéao e5C0

3¢ 5 .
lhidos arbitrariamente, o0s termocs {"—E—J e [ ¢ }o seraao tam
ax ° Y,
bém arbitrariocs: representéa-lo-emos pelos constantes A e B res

pectivamente.

A equagao II.15 ficara entao:

3d . _ g . A
I x y
I1.17
9 Q s+ m
X

dy
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As expressoes II.16, fornecem a resultante das
forgas externas, segundc as diregoes vy e x respectivamente,
desde uma origem (xo, yD] ate o ponto considerado [xs, ys].

Para obtermos a fungao é[x, y), devemos efetuar
nova integragao de contorno. Faz-se isto, substituindo as ex

pressoes II1.16, na seguinte expressaoc diferencial.

d
d¢. = 90 dx + 20 dy
X dy
Procedendo a substituicao e efetuando uma inte

gracao por partes ao longo do contorno, chegamos a seguinte ex-

pressao para ¢(x, y] valida no bordo.

S s
dlx, yl = [’: J x Ly -yl ds + J yix-x_) d51 + Ax + By + C I11.1:8
¢] 0 i
Na expressao acima, o termc entre colchetes, re
presenta o momentc das forgas externas, cocmpreendidas entre

(xD, yol ] Lxs, ySJ em relagao a [xs, ys), positivo no sen

tido anti-horario, logo:

o (x, y) = m + Ax + By + C I1.19

ou, se o contorno for descarregado:

 [x, v) = Ax + By + C
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As constantes A, B e C, surgiram em consequéncia
das integragoes efetuadas, e representam fatores lineares de
contorno. No proximo capitula, nos deteremos com mais atengao

na analise destas constantes.

A solugac do problema plana de tensoes consiste,

entdo, em resolver o seguinte sistema de equacgtes difersnciais:

vis = 0 (II. 9)
IT.248

Ve = s (I1.13)
juntamente com as condigoes de contorno especificadas para a
fungae ¢ (x, yl:

L T

dx Y

(I1.17)

._i: EJX + B

dy
e

$p (x, yl = m + Ax + By + C (I1.19)

Devemos observar gue precisamos primeiro encon
trar a sclucgado de I1.9, pois ela fornecerd dados para a solugao

de II1.13.
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Alternativamente, podemos operar com II.13, da

seguinte maneira:

V2 {9241 = ¥ g

usando II.8, teremos:

V¥ ¢ = 0 I1.21

Nesta forma, a solugao da problema plano de ten

sboes sera dada por uma fungao ¢ (x, yl gue satisfaca II.21 &

as condigoes de Bordo II,i7 e II.1S.

Na pratica, verifica-se, gque a funcao de tensoes
$ ( x, yl pode ser encontrada analiticamente para casos de rela
tiva simplicidade. Na grande maioria deles, temos gue optar
por algum brocesso numerico. No presente trabalho optamos peloc

metodo das diferengas finitas.
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CAPITULO IIT

ASPECTDS PARTICULARES DG CALCULO

DE FECAS MULTIPLAMENTE CONEXAS

Estudaremas neste capitulo, como tratar constan

tes A, B. B Ci dos diversos coniornos.

A primeira vista, pode parecer que estas constan
tes, por serem fatores lineares de contorno, naoc influem no es

tado de tensoes, pois desapareceriam com a derivagao segunda:

veremos, no entanto, gue este fatoc nao aocorre.

Cremos gque a2 manelra mais simples de verificar
a veracidade deste particular, € encarad-lc pelo ponto de vista

geometrico.

Imaginaremas ume regiao o, B, Y, ©&, de con

torno Cl’ naoa plano =xvy, provido de orificios C e C
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Em cada ponto do dominio e dos contornos, levan
temos uma perpendicular, representando C valor da fungédo ¢ . 0b

teremas assim a superficie ¢ (x, yJl.

Suponhamos o conterno externo carregado, e os de

mais, descarregados. Assim procedendo, teremos

¢ = m + Ayjx o+ Bly + El em C,
¢ = Azx + B2y + E2 em C2
$ = A_x + B_y + C em C
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Imaginemos a forma de fungéc ¢, perfeitamente de
finida. Se alterarmos agora as constantes de um dos ccntornos,
por exemplo o contorno externo, toda a superficie sofrera um
movimento de corpo rigidao, mantendo assim, sua forma e conse-
quentemente sua curvatura. Para que isto ocorra, & necessario
que as constantes dos outros contornos tambem sejam alteradas.
Concluimos assim, que as constantes de um dos contornos sao arbitré
rias, e gue as constantes dos outros contornos dependerao des
tas. Imaeginando que as constantes de cada contornao, farmam um
conjunto, teremos entaoc, no presente exemplo tres conjuntos, e
podemos afirmar que estes tres conjuntos serédo dependentes en

tre si.

Para a determinagao destas constantes, temos dois

caminhos, a saber

al Escolher as constantes de maneira a tornar
a energla eléstica armazenada na chapa um
minimo, obedecendo um prircipio energetico

da elasticidade;

bl Obrigar ous deslocamentos a serem fungoes uni

vocas de sua posigdo no dominio;

Em nosso trabelho, optamos pelo segundo. Antes,

porem, de desenvolve-lo, vamos tecer algumas consideracoes so

bre o método energético.
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A energia elastica armazenada em uma chapa sujei

ta a um dado estado de tensdes, € expressa par | 2}

2 2 L2 2 2 2
u*=—}—[[—u12+t‘u-]2—2v[ﬁ'§—¢] [§—¢J+2[1+\JJ(3¢]}
2E Bx? ay? x? ay? Oxdy

ITT.1

Para gue a funcac corresponda ao verdadeirao

estado de tensoes da chapa, & necessdrio gue essa fungac torne

. - 3 kL = . L4

a8 energia elastica armazenadae na chapa um minimo. Este princil

pio energetico serve, entao, de suporte teorico para a determi
nagcao das constantes Ai’ Bi e Ci.

Operando numericamente, pode-se exprimir TIII.1,

em fungdo dos valores de ¢ no dominio e nos contornos, nos

pontos escolhidos, resultando uma fungao quadratica deles. A ex

pressao da energis eladstica armazenada, terd entéo a seguinte
forma:

*:

U ‘F(q)la ¢2) K} ¢n: Ali 811 Cl.v AZJ 52’ C2, » Am, Bm, Cm]
onde:

n -+ ndmero de pontos dc dominio

m = numero de contarnos

Para gue © funcional acima seja estacionario, te
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remos que ter:

* * - *
au - o, 3 u -0 3t I
BAl BBl 801
* * . *
au* Q. ou* 0 g u - 0
8A2 882 882
AL : * *
g U* _ 0, al - 0 au - 0
3 A a8 aC
m m m
Obtemos assim, um sistema de 3m equagoes a 3m
incognitas em Ai, Bi e Ei, i =1, m, gque nos permite cal-
cula-los, em fungédo dos valores de ¢ ncs pontos do dominio. O

sistema acima, sera dado em fungao dos guadrados dos ¢n trans
formando o sistema linear de equagoes, resultante da aplicagan

das equacdes V?S = 0O e V?b= 5, em um nao-linear.

Este fato torna o processo praticamente 1nconve

niente para a aplicagao do metodo das diferengas finitas.

Ocupemo-nos entac do segundo.

Com as expressoes II.5, teremos:
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U = 1 Lox - v 0oy
3 x E
ov_ . 1 (oy - v dx)
gy E
au Y 201 + v)
=+ = '[xy
2y 9 X £

Substitundo nas equagaoes acima as expressoes 1I1.12, vem:

2 2
sU . 1 3% ., 2%
3 x E dy*? Ix?
2 2
ov._ . 1 3 39, (IT1.2)
3y 2E Ix? dy
3 U , OV . 201+ wv) 224
9y 9 x E Ixay

Segundo as expressoes I1I1I.2, precisamos garantir

a univocidade de U, V e 8y e oV . pois as demais terao
ay . g %
univocidade garantida.
Para gque isto ocorra, devemos ter, em caminhos
fechados
%du = 0; % dv = 0; § d [ oy J= 0, $ d ( oV ] =D I11.3
Y, d x
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Em gqualquer curva completa, tal como PQP, situg

da no dominia, Fig.:3, as expressces III.3, tém de ser satisfeitas;

»

ZX

Figura 3

estas curvas poderao naturalmente circundar os orificios inter

nos.

Imporemos primeiro as condigoes de univocidade

para U e V.
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usando a expressao diferencial:

gu e u
X ay

du dy III.4

teremos:

% tr qy gx + ou dy J = O
9x 3y

Integremos, agora, a segunda parcela por partes:

Q 2
da'u Y] 9V
% dy = + y ——— - % Y o dy
dy dy P dy

Se fizermos P -+ [, teremos o fator constante nu

lo, devido a univocidade de v, resulta assim

2
¥ (29 a. - y 27U dy ) = 0 III.5
ax ay 2

Das relagoes III.2, tiramos:

3x gy E ay? 9x%dy

3 Ry 1 8% ¢ 3%¢
ay 9 x E Bx3 axayz
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3 . .n3
L A U AL S
oy 3y E 3x? ax dy?
3 3
g ( E}V]=——i--[. a.¢ {2+Vv) a¢)
3% 3% E 3y’ Ix*dy

Substituindo III.2 e I1I1.6 em III.5, teremos:

- 2 2 3 3
%{(_'—Q—?-—\)-?—d)—ldx+y[a.¢+[2+\)]—§-—.-i)-—ldy}= 0 TII.7

3y? dx? ax? 3xdy?
Vejamos agora, a condigao:

dav

1l
(o=

=

escrevendo dV¥ de forme analoga a III.4, teremos:

§ C 3V dx + CRJ dy 1 = D
‘ d x ay

integrando o primelroc Tator por partes:

: Q 2
BV _ L, BV _%Xavd
d % 9 x 3 x*?
- P
se P =+ 0, o fator de conteorno se anula, devido a univeocidade

de x, teremos, entao:
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. . .~ 2 LY
é { - x L dx + oV dy 1 = D 111.8
z

usando II1I.2 e III.&6 em IITI.8B, teremos:

: n3 a3 o 3 2
§ {x C CAL + 2+ V)] 3 ¢]*du +[Jijt -V ijL] dy}= 0

. By? Ix*dy ax 2 ay?
II1.9

Vejamos agora em que se transformam as condicoes
Cogd Y,
e

de univocidade para

dy d X
g (AU - BY (80 g 22V gy
By 3 x 5y 3y 3y
[
jnd(,a—“]: SN BV R L IR
dy ax dy dy dy

usando as relagdes ITI.B, chegaremos a

3 3 3 3
%rca‘b—v 070 ) ax - (22 L (2.0 222 5 4y = 0 1II.10
L 3y? Axtay ax’ 3 x3d y? |
Para oV
d x
AV LB BV, 3 (LAY .y 4y

9x 3 x d x dy 3 x
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{d[_a—\fd: f ’ A Y AL - 0
d x 3 x  9x 3y 3 x

usando as relagoes III.43, teremos:

K . 37 57 3’ :
%L— (220 . e 20 gy . (20 —\)——.—L]dy_[ -0
3y? IxZdy ax? axd.y? .
ITI.11
Vemos que para a determinagac das tres constan
tes de 'cada contorno, .temos guatro equagobes. Porém, as equa

¢oes ITII.10 e III.11, sao identicas. Isto pode ser demonsira
do facilmente, transformando as integrais de contornc em inte

grais de dominio, através da aplicagao do teorema de Green.

Sabemos, por esse tsorema, Qque:

(de —de)=jJ'[ oF +aG]d><dy I11.12
d x oy

—a—

aplicado essa equagao em III.10, teremos:

At % 4 9% 3%
G = — - N ; F=— + (24 V] ——
dy? x?dy ax? 8x3y2
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L] b
96 _ 23'¢ 3¢
dy oy " axZay?
aF 3t 4
- = ¢ + (2 + v 3 d)
3x 3x " ax%ay?

Substituindc em ITT.12, teremos:

4 t L.
29 p 2.2 G ) dx dy = J J
ax* ax2ay? ay"

Aplicandc o teorema & IIT.11,

3
3 3 _ o°¢
F-0"¢ _ ,_ 3% ; G =
dx 3 dxady? 3 y°
4 4 y
oF _ _3'¢ va ¢ , °6_ _ 3'¢ (
9 X ax™ dx % dy? oy ay "

teremos:

Substitvuindo em III.12, teremos:
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4 Lk 4
JJ(- ¢, 5, 8% . 80 dx dy = j.jv‘wp dx dy = D
ax* . ax%ay? ay"

0 gue mostra gque IIL.10 e TIII.11 sac identi

cas: podemos usar uma ou outra, indiférentemente, no calculo.

Temos ent3o &s eguagdes III.7, III.9 e III.10 ou
ITII.11, para a determinacac das caonstantes Ai, Bi e Ci de
cada contorno. Devemos notar que este grupo de eguagnes deve

ser aplicado tantas wvezes quantas forem o0s grupes de constantes

a determinar.

Alternativamente, podemos transformar as inte-
grais de contorno ITI.7 e III.9 em integrais de dominio, pe

la aplicagao do teoremes de Green, o gue resulta em:

3 P ) L. n b Ly
J J { 29 + v A y(——E—E—— v (2 0+ V) ——jLJE——] ] dxdy = 0O
Ay’ ax%oy ax" ax 2 dy?
3 ' 3 y y
H[a"’-v“’+x[—a——“l——+{z+m —E—d’_—l]uxdy=o
ax? Ixdy*> By* ax29y?
Achamos porém, gque, para a aplicagao do método

das diferengas finitas, o trabalho resulta mais comodo, apli
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cando as integrais de contorno.
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CAPITULO TV

PARTICULARIDADES DAS MALHAS ARBITRARIAS

Dissemos no capituloc anterior, que somente casos
simples dos problemas de elasticidade, podem ser resolvidos ana
liticamente. Na grancde maioria dos casos, temos de langar mao

dos métodos aproximados.

Umn desses metodas & o das diferengas finitas, que

& um método de discretizagao do dominio.

0 método das diferengas finitas, é de aplicagao
extremamente simples na resolugan de problemas do estado plano

de tensoes.

Este fato, se dé& sobreitudo guande o dominio do
problema, pode ser discretizado atraves de uma malha regular,
nac importando o sistema de cpordenadas usado. Podemos citar

como exemploc os seguintes sistemas:

- Sistema de coordenadas carteslanas
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Sistema de Coordenadas Obliquas | * |

Vv
(\oé U
2 2 2
v? = 1 ( 3 - 2 cos o 9 + 9

sen?q Ju? dudv av?

Iv.

Iv.
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= Sistemas de Coordenadas Triangulares

:
b

2 2 2 2 :
v? = 9 + 1 [ 3 senzo- 3 sen 2B+ 2—8—— cosa cosfsen (B -a :|
302 Zsena sen B sen(o-fR) Low? Ivi 3u?
IV.3
Nos exemplos acima, vemos que o trabalho de Se

escrever as equagoes em diferengas finitas para todos os pontos
do dominio, pode ser grande, mas sera, sem duvida, sempre muito

simples guando ¢ dominio pode ser discretizado através de uma ma

lha regular.

Poreém, se guisermos escrever o operador de Laplace
para a Figura 4, esbarramos na dificuldade de nao consegulrmos

substituir os valores infinitesimais, por valores finitcs, pois
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uma diregao nao e mantida por um minimo de tres pontos.

Figura 4
A fim de contarnar essa dificuldade, EXporemos
agoera, um metodo absolutamente geral, isto e, aplica-se parsa

qualquer que seja a discretizagao.

0 metodo a seguir foi desenvolvido para um pro
blema de placas. No final do capitulo mostraremos a perfeita

analogia entre esses problemas e os problemas de chapas.

Consideremos um setor interno de uma membrana de
contorno qualguer, Figura 5, discretizada de maneira arbitra-

ria.
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r
q
| |
|
°I t
u
K. -+ no para o gual se deseja escrever o opera
dor de Laplace;
P, 9, +.., n > nos da malha vizinhpgs a K
ab, bc, ... fa > mediatrizes acs raios EK,

gk, ..., uk, respectivamente.

Figura 5

Fagamos algumas consideragoes sobre o desloce-

mento dao no K.
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Todo o carregamentc que estiver contido no 1inte

rior do poligonc formado pelas meadiatrizes ab, bec ..., etc.,

sera considerades agindo sobre o no K.

O no K, sob efeito desse carregamento, se deslg

cara de W e os demais nos, de W _, W_, .., W, respectiva

kK’ p a
mente. A grandeza das reacgoes R, dependera da grandeza desses

deslocamentos. [(Figura 8]

0

*O

Wae

Figura §
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E evidente gue o somatdrio dos componenies verticais dos Ri,
devera equilibrar Qk.
Se S for a tracao da membrana por unidede de

comprimento, deveremos ter:

Rp = &b S
Rg = bc . §
Rr = cd S V.5
Ru = fa 5

Fagamos agora, o deslocamento wk‘ do no K, uni

tario e o0s deslocamentos dos demais nulos. Chamemos de ékk a
f - -6, e, - .
orga capaz de efetuar esse deslocamento e ka kg Gku
as forgas que deveriam estar aplicadas em p, g, ..., U, TEspec

tivamente, a fim de anular os dsslocamentos desses mesmos f0S.

Estudemos por exemplo, 0o Po g:
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s
V5,
Figura 7
Se wK for diferente da unidade, a farca
cada no no S, sera:
YK 6ks

Porem, o né S, sofre um deslocamento W

Para a posigcédo S', isto &, o nos S sofrendo

deslocamentao w., 8 forga vertical em S, sera

paois ela foil reduzida de:

apli

Lsm
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Todos cs demais nos gue circundam o no K, terao

expressoes analogas para as forgas verticais.

Se escrevermos & equagao de equilibrio em torno

do no, lembrando que Q e a forga externa agindo em K, tere

3

mos:

Esta equagado nada mais &, do gue uma eguagao de

coeréncia linear.

Calculo dos &4§

Se conseguirmos calcular, cada um das 68 em fun

géu dos valores caracteristicos da malha, teremos o problema re

solvido.

Da Figura 7, tiramos as seguintes relacoes:
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das duas relagoes acima, temos:

§ = IvV.6

|

s
n

substituindo IV.4 em IV.B, decorre que:

substituindo IV.7 em IV.5, teremos:

wo ab , bec ] - (w ab + oW Be_ ] = LS
ke m — P qa _
kp kg kp kg S
Iv.8
A eaquagao IV.8, foi deduzida para seis pontos
circundando o nd K; ela vale, no entanto para gualqguer que

seja o numero desses pontos.

Vejamos, entdo, em gue resulta a aplicagao dessa

equacao no exemplo a seguir, Figura 8,
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Figura g
Pondo:
Ke - 3
o
Kg -
q A
Kr -
™
Ks - 5
5
Kt =
}‘t
Kb = 3
N



teremos:

Area

(

Ar =

abecde Ff)

At
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3

Area

por

A

A

construgao

d k b

cotg ( B-a

cotg o

ln cotg B

(pgrs tuo)

2

T
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sen (B-al sen B IvV.9

_32,_seno senB :‘}'\Zﬂ sen o sen(B-al _ Az'c

sen (B -al sen B sen o

substituindo os valores acima na eguagdoc IV.8, teremos:

Uk
- - 2 - - 2 - - 2 - = et
(mr Wt ] cotg B (wq W wt) cotg o [wp w, + wSJ cotg(B-al :

Iv.10

Supondo-se um carregamento uniforme sobrs a area

formada pelas mediatrizes teremocs:

QK = g, X area (abcde ) =20 T
onde q, € a taxa de carga;

dividindo IV.10 por 27T, usandc IV. 8 e, lembrando que:

r k. u _ 3%w
An? an?

wq - Zwk * wt _ 3% uw
Ag? 3%g

wp i Z(Dk +ws _ 3%
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teremos:
2 ) 2 2
A + 1 L Q"W sen 2 ot - (B sen 2 B +
ag? Z2sendsen P sen (a- Bl 3%k an*
2 q
+ 2 —Jiii~ cos o cos B sen (B-al)l 1 = —k
3g? 5

0 operador diferencial da expressaoc acima, & exa

tamente o operador Laplaciano em-coordenadas triangulares, wvis-

to em IV.3.

Apliquemos agcra, & expressao IV.8, no exemplo
da Figura 9.
AY
q
b: & c
b AP Mic X
a d
s
S
Figure 9
A= A =) = A = X
p q r 5
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Aplicando a equagao IV.8, teremos:

ah be cd de ab e cd de N
w ah , bc , cd | de 1 - ( ab ® bc | © cd_ , w deJ -k
k q . by
AP Ad Ar As Ap Aq AT AS S
U
4 w - w - w - W - w =
Kk p g r 5 g

Vemos gue o primeiro membro da equagac acima, g
¢ operadcr de Laplace em coordenadas cartesianas escrito em dis

ferengas finitas.

A equagao IV. 8, representa, entdao, o cperador

de Laplace para qualguer que seja o tipo da discretizacgao.

Como dissemos no inicio do presente capitulo, a

equagao IV. B8, foi deduzida para um probiema de placa.

Vejamos, agora, a perfeita analogila existente

entre os problemgs de placas e chapas.

Temos para as placas:

Vi = —E—
]
2 z M M.
Vi = M onde M = - N [ 9w + o"w ) = NV*w = ——31:4—1-, VZM= -p
N 3x? dy? 1+ v
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para as chapas:

V¢ = 0

v = 3
onde:

S = UX + G’y

vis = @

Comparando os dois grupos de expressdes, podemos
afirmar gue tudo guanto usamos para as placas, pode ser carreta

mente egmpregado para as chapas.
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CAPITULO Vv

APLICACOES

V.1 CONSIDERAGOES GERAIS

A titulo de verificagao da eficiencia dc método,

resolvemos uma chapa, submetida a dois tipos de carregamentos.

Como se trata de um problema demonstrativo, TES

tringimo-nos a malhas poucc densas.

V.2 EXEMPLO 1

Trata-se de uma chapa retangular, comprimida em
lados opostos por um carregamenio de uma tonelada por metro-—Fi

gura 10.

Devido a dupla simetria do problema, disgretiza

mos apenas um gquarto do dominio.

A malha utilizada, encontra-se na Figura 11, onde
. s« : » Y .
se pode notar gue o orificio circular fol aproximado para um

vctogono.
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21

19
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?

20
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{5

1

13

Il

10

Figura 11

12
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Condigoes de Contorno

Valores de ¢ g Suag derivadass po cantorno

al Contorno Externo

¢, = 0 2 d)m )
o, = -1L52 ¢, = R T
;EQ_ = D em todos os pontos.

3x
. ..
sy ay " ay "
B89 | .4 3¢ _ L

b) Caontorno Interno

- 5,12

-20,48
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Em virtude da dupla simetria, em relacaoc aos ei

X055 X e Y, deveremos ter:

pois representam termos anti-simetricos em relagac a estes ei-

X0S. Desse fato resulta:
= = = [:
b, ¢ 6,
V.2-1.2 Valores de S nos contornaos

al. Contorno Externa

+

Escrevendo-se a relagac acima, em diferengas fi

nitas, para cada um dos pontos do contorno externo, resulta:

w
It

0,781 ¢20 -1

w
I

0,781 ¢ .
21
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S = a,?
m 81 ¢ 27
5 = 0,761 ¢ + 8
% 23
S, = -1
J
3, = a,781 ¢ + 8
b 23
S = a,781 ¢ + 8
h 19
S = 0,781 ¢ + 8
g 15
5 = 0,781 + 8
f d)11
Se = 0,781 ¢5 + B
bl Contorno Interno
S = a + C R
X ¥
ou, lembrando-se que, a scma de duas tensdes normais, segundo

duas diregoes perpendiculares entre si, € invariante, teremos:



ou

comog

resulta:

tas, para cada

53

2 2
g . 87 . 2°¢
an? at?
%4
g, = = 0
" at?
2
s - 29
an?

Escrevendo esta expressao em diferencgas

um dos pontos do contorno interno, teremas:

s, - 1,389 ¢ - 1,388C
S, = 1,26 ¢, - 1,26C
S - 1,389 ¢, - 1,389C

fini-
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V.2-2 Montagem do Sistema de Equagoes

0 sistema de equagoes foi montado, escrevendo-
-se gue:

Vis = 0
e

V¢ = s

em diferengas finitas para os 23 pontos do interior do dominic.

Na regidao do dominic onde a malha & regular, es
crevemos as equagOes aplicando o canhecido operador de Laplace

“m diferengas finitas. Na regiao onde temos malha irregular,

aplicamos as eguagdes estabelecidas por Santos|!].

As equagoes do contorno interno, merecem algumas

consideracoes.

No capitulo III, foram estabelecidas tres equagdes
para a determinacao das constantes do contorno interno. Dessas
tres, precisamcs de apenas uma, em virtude da dupla simetria do

dominio.
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Devemos entdo, observar qual das tres equagoes

€ essencial.

As fungoes U e 'V, sdo fungOes antissimétricas
de x e y em todo o dominio, incluindo o contorno. Assim, as
integreis dessas fungdes, estendidas ao longo do bordo interno se

rao nulas. Dessa maneira a condigédo essencial & a terceira equacag,

. o u 3V - ~ .-
pois e sao fungoes simetricas de x e y.
dy 3 x
Para o contorno interno descarregado, ¢ & uma

fungao linear de x e y, entac:

Ix“dy Ay Ix?

3 2
R i ( 2¢ ) = 0
ox 3 y? 3 x dy?

Devemos notar, a grande dificuldade gue encontra
mos a0 tentar escrever esta eguagdo em diferengas finitas em

coordenadas cartesianas, para a discretizacao adotada.
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Para contornar essa dificuldade, escrevemos V.1
em coordenadas triangulares, particularizando os valores de o,
&, B para cada ponto, e, também em coordenadas polares, tendo

em vista gue a fungao ¢ € constante no contorno interno, resyl-

tara:
8n¢ = 0, V.2
ap™
n = 1, 2 ...
em todo esse contorno. Se V.2 nac fosse verdadeira, as coor

denadas polares nao seriam eficientes para a discretizagao ado

tada.

As transformagoes de V.l em coordenadas trian
gulares e coordenadas polares, encontram-se detalhadas no Apén

dice.

A seguir passamos a apresentacgao e discussao dos

resyltados obtidos.

Tais resultados, foram comparados com os forneci
dos pela Teoria Matematica da Elasticidade[7]e pelo metodc dos

elementos finites atraves do programa Lorane Linear.

A fungao de Airy, encontra-se representada na Fi

gura 12,



- —

Figura 12
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0s valores da fungao @,

encontram-se na

Ponto ) Fonto ¢
1 - 6,91 14 - 6,28
2 -11,88 15 -11,86
3 -5,26 16 -1,186
4 -7,03 17 -2,28
5 -11,97 18 - 5,B8
6 - 4,35 19 -11,68
7 - 5,32 20 - 0,36
8 - 3,75 21 - 1,58
9 - 4,34 22 - 5,29
10 - 7,1 23 -11,56
11 -12,04 a - 4,458
12 - 2,33 b - 4,46
13 - 3,23 c - 4,46

Nes graficos

diversas pontos do dominio.

a segulr,

tabela

mostramos as tBnSE)ES nos
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- 0,85

-0.77

-0.61

0.3

- 1,05

=11

o] - Exemplo 1
*

(Timoshenko )

20

16

12
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Os resultados por nds obtidos foram bons. 0O fato
de que, na regiao de concentracao de tensdes, o métodc das ¢ife
rengas finitas deram resuliados melhores que o método dos ele
mentos finitos, pode ser justificado, pois & discretizagao ado-
tada, naoc € eficiente para esse método, ja que o elemento trian
gular de primeira ordem considera as tensdces constantes ao lan

go de sua superficie.

V.3 EXEMPLO 2

A seguir, resolvemos a mesma chapa anterior, po
I

rem com uma carga concentrada de Ztf na diregao x, como mostra
a Figura 13. A matriz dos coeficientes permanece a mesma, pois

3

nos utilizamos da mesma malha.

V.3-1 Condigoes de Contarno

V.3-1.1 Valores de ¢ e suas Derivadas no Contorno

¢D = D + ¢ﬂ = 116 » ¢m = _3:2 » ¢94 = 7415
= . . = = _BJ

% b5 *

CL = 0] em todos ous pontos
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—EJL— = -1 em todos os pontas.
3y
V.3-1.2 Valores de S nos Contornos

SD = 0,781 ¢20 - 1,25
Sn = (4,781 ¢21 + 1,25
Sm = 0,781 ¢22 + 2,25
52 = 0,781 ¢23 + 3,75
Sj = 0

S; = 0,781 ¢,, + 3,75
S, = 0,781 ¢19 + 3,75
Sg = 0,781 ¢, + 3,75
SF = 0,781 ¢11 * 3,75
S, = 0,781 ¢ . + 3,75
Sy = 0.781 ¢, + 3,75

A fungao ¢ encontra-se representada na Figura 14.
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Figura 14
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Os valores de ¢ estao representados na tabela
abaixo.

Ponto $ Ponto ¢
i - 4,48 14 - 3,95
2 - 5,15 15 - 4,99
3 - 4,29 16 - 2,04
4 - 4,45 17 - 2,53
5 - 5,16 18 - 3,55
6 - 4,06 19 - 4,87
7 - 4,13 20 - 0,98
8 - 3,77 21 - 1,87
g - 3,88 22 - 3,28
10 - 4,31 23 - 4,78
11 - 5,10 a - 4,01
12 - 3,01 b - 4,01
13 - 3,28 c - 4,01

Para esse exemplo, comparamos nossos resultados,

apenas com 0os resultados fornecidos pelo metodo dos elementos
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finitos, pois nao conhecemos & solugdo analitica.

Novamente, os resultados encontrados foram satii

fatorios.

Cabe agqui, um comentario a respeitc do velor en
contrado para & tensao na diregao x para o ponto O. A tensao
naquele ponto, teoricamente seria infinita. A fungao naguele

ponto e singular, caracterizando um grande errc ao se @SCrever

as derivadas em diferengas finitas.

Pela comparagao dos resultados fornecidos pelos
metodos das Diferengas Finitas e Eiementos Finitos, cremos que
0 processo por ndés encaminhado, chegard a ser uma opgdo no cdl-
culo de chepas multiplamente conexas, desde gue haja uma conti
nuidade de pesguisa. no sentido de se obter conclustes mais pro

fundas sobre o mesmo.

Embora o meto das Diferengas Finitas seja de difi
cil tratamento computecional, cremos gue a automatizacao do pro
cesso seria de grande valia para testar, de maneira segura, sua
eficiencia e os tempos de computacao, bem como a sua convergen
cia. Alem disso, diminuiria muito a intervencgdo do hamem, 0
que reduziria bastante a possibilidade de erro, pois & fato sa-
bido que o método das Diferencas Finitas € muito instavel nume
ricamente, pois uma peguena variagéo nos valores dos coeficieg
tes da matriz, provoca grandes variagOes nos valores da fungac

de tensdes.
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Outra sugestao, seria, resolver 0S5 exemplos por
nds apresentados, usando uma malba mais refinada, o que poderia

dar uma id&ia da convergencia do processa.

Embora reconhecendo que as limitagoes sao varias,
0 seu desenvolvimento, cremos, represente um pegueno passo no
sentido de tirar o metode das Diferengas Finitas do esquecimen

to em gue se gncontra.
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APENDICE A

Mostraremos agora, como proceder as transfarma
¢oes dos termos das equacoes dos contornos internos, de coorde
nadas cartezianas. para coordenadas triangulares 2 coordenadas

polares.

A.1 TRANSFORMACOES PARA COCRDENADAS TRIANGULARES

Essas transformagoes, serao particularizadas pa

ra o presente caso.

Isto €, para a discretizagado adotada, temos:

Ponto a:

8 = 90° , a= 157,5°¢ e B= 202,5°¢



Ponto b:

G

Ponto c:
5,
As

triangulares, sao:

/7B

= 45¢ . o= 112,5°¢ e Bg= 157,5¢
= 0° ] a= 67,5°¢ e B= 112,5¢
relagdoes entre as coordenadas cartesianas e

£ cos & + 1 cosa + I cos B

1

£ sen8 + n sena + L sen B

Os termos a serem escritos em coordensadas trian

gulares, sao:

Derivando as relagoes A.l, obtemos:

3% Ix
= cos 8 , cos & , = cos B

oan ac
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8y sene,-—g—y-—=sencx,—zl=sen6
ag an A
'As derivadas da fungac ¢, em relacao a £, 1 e
L, sao

% . 3¢ Ox 28 8y 90 cos §  + 99 sen ©
o ax af vy d& 3 x ay
9¢ . 3¢ _8x . 3¢ Dy B0 osa o+ 2% Lona
an 9 x an ay an 3 x dy
3¢ _ 3¢ Ix , 9¢ dy 0¢ cos B+ Rl sen B
la 3 x 3¢ dy 3z 3 x dy

As derivadas segundas serao:
2 2 2 2
97 ¢ G cos?8 + o ¢ sen® cos B + a7 ¢ sen’ 8
2E2 ox 2 Ixdy 3y ?
2 2 2 2
9”9 97 ¢ cos’a + o ¢ senc coso + sen? o A2
an? x ? axdy dy?
2 2 2 2
9°¢ 0" ¢ cos? B + a”¢ senf cosfB + a°¢ sen’ B
3c? dx? dx 3y dy?
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As relagoes A.2, formam um sistema de equagoes

. . 3%¢ 3%¢
algebricas, que resolvido, nos fornece e em fun
ax? oy*?
gao das coordenadas triangulares.
Derivando as relagoes A.2, teremos:
3 3 3 3 3
59 . ¢ cos®8 + 3 9’9 cos?Bsenb + 3 2% cos 8 sen? 8 + 0% sen’8
o> 3%’ P dy Ixdy? ay?
3 3 3 2 3
AL = GA cos®a + 3 0°¢ cos’a seno+ 3 07¢ cos 0 sen’o + a°¢ sen’a
an? ax? axZ By Axdy? ay?®
3 2 3 3 3
¢ _ 99 cos® B +3 8.¢ CGSZB sen B+ 3 9°¢ cos B SBHZB + 979 sen’ B
ac® ox? ax2ay ax oy 2 ay?

2% 2% 330

53
= cos?a cosp + Ld

ez 9x’ Dy axay®

(cos?a senB + 2cosocos 8senal+ (sen®o. cosB+

53
¢ sen‘a sen B

+ 2 cos® sent senfB) O+

Gya

Resolvendo o sistema de eguagoes A.3, encontra

mos o0s termos:




74

Temos, ent3o, todos os termos das equagoes do bor

do interno, escritos em coordenadas triangulares.,

ALZ TRANSFORMAGCOES PARA COORDENADAS POLARES

As expressbes por nds encontradas, estdo parti
cularizadas para problemas duplamente simétricas em relagao a

Xx e y, com contorno interno descarregado.

Vimos no Capitule V, que & equacgao essencial pa
ra determinacao da constante do contorno interno, para nosso

casn, tem a seguinte forma:

——
Q>
w
=
[wi
az
w
-
[mig
—
]
o

teremos gque encontrar apenas
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X = T —cos$8 . y = r sen 6
1y
r = (x + y ) 2 € = arc tg Y
X
or = cos © s or = sen 9
d x dy
36 _  senf$ a6 i} cos B
d x r dy r
o _ 3¢ or N 3 ¢ 36 _ 9 9 cos 6 - 39 sen 0
9% ar 3 X 3 8 9 % ar a6 r
3% 3%¢ cos?f + o ¢ sen? 0 o send cos @ 5% ¢ +
ax® ar? dr r r 9ra o
‘2 sen® cos ¢ . %0 sen? B

r 96 262 T

Em decorréncia de ¢ ser constante aoc longo do
contorno internc, teremcs todas as derivadas em 8, resultando

para as derivadas terceiras de ¢, as seguintes expressoes.



3% 3¢
ox? ard
3¢ 3%
By 3 ar®

cos’ B

81

3¢ cos?6 sen ®
ar? r
3%¢ sen’6 cos6
ar? r

‘2_2& sen b cos? 0

-2

ar r
3¢ cosB sen’®
ar r
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