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Estuda-se neste trabalho, o estado plano de ten 

soes, em domínios multiplamente conexos, pelo método das 

renças finitas. 

dife 

Inicialmente, apresentamos uma revisão das fÓrmu 

las e métodos da Teoria da Elasticidade, para o estado plano de 

tensões. 

No Capítulo III, sao mostrados os aspectos pec~ 

liares a domínios multiplamente conexos, b·em como, estabeleci 

das as equaçoes para a determinação das constantes dos 

contornos internos. 

vários 

No Capítulo IV, estuda-se um procedimento que 

torne simples a solução da equação de Laplace em diferenças fi 

nitas para malhas construídas de maneira irregular. 

Finalmente, no Capítulo V, apresentamos 

exemplos, para simples verificação da eficiência do método. 

dois 
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ABSTRACT 

The plane state of stresses in a multiply 

ted domain is studied by the Finite Difference method. 

connec 

At first, the formula from the theory of Elasti~ 

ity are reviewed for this plane stress state problem and me-

thods of solution are presented in Chapter II. 

In the Chapter III it is shown the peculiar of 

a multiple connected domain and associated boundary 

are stablished. 

equations 

In the Chapter IV it is presented a simple proce-

dure to write the Laplace's equations in forms of finite dif 

ferences for irregular meshes. 

Finally, two exemples for assessing the method 

efficiency as compared to the finite ellement method and one 

analytical solution, are briefly discussed in Chapter V. 

more, some conclusions are drawn from these results and 

Fut hu 

sugge~ 

tions to expand the applicability of the present approach are 

given at the end of this last Chapter. 
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CAPlTULD I 

INTROOUÇ/\0 

A moderna engenharia civil tem exigido a utili 

zaçao de elementos estruturais, sobre os quais pouco se co-

nhece. 

Dentre esses, citam-se as chapas multiplamente 

conexas, ou vigas-paredes com orifícios, de que, somente nos 

casos mais simples, a teoria matemática da Elasticidade, forne 

ce a solução analítica. Tendo em vista esse fato, urge o de-

senvolvimento de técnicas numéricas aproximadas, 

Em 1959, Santos l 1 1, apresentou nas Jornadas 

Sul-Americanas, realizadas em Santiago do Chile, a solução de 

placas e chapas de contorno poligonal qualquer, em 

finitas, utilizando malhas arbitrárias. 

diferenças 

Em 1961, Mason 1 
2 J, sugeriu um modelo para o 

cálculo de vigas-paredes com orifÍciós, também em 

finitas, para malhas quadradas. 

diferenças 

Nosso trabalho e uma tentativa de fundir os 

dois textos acima citados, no intuito de sugerir um encaminha 

menta para a solução de chapas multiplamente conexas, com ori 
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fÍcios de forma qualquer. 

A seguir, citamos alguns exemplos de utilização 

desses elementos estruturais: 

Reservatórios suspensos 

Vigas de fundações 

Paredes de centrais nucleares 

Vigas vazadas em edifícios, que sustentam 

vários pilares dos andares superiores. 



3 

CAPlTULO II 

FÓRMULAS E M~TOOOS 

II. 1 CONSI0ERAÇ0ES GERAIS 

O cálculo das chapas simples ou multiplamente c~ 

nexas pode ser tratado como um problema do estado plano de ten 

soes. 

ticularidades: 

O estado plano de tens6es tem as seguintes p a .E: 

como o pr6pri_o nome diz, o problema se define 

em um plano, por exemplo Dxy, 

com o da chapa; 

os deslocamentos segundo Dz, sao 

veis; os outros dois, segundo Ox 

identificado 

desprezí-

e O y, con 

s·idera-se independentes da ordenada z. 

as tensões segundo a direção z, sao 

a 
zz T yz 

T 
xz o 

nulas: 

II. 2 EXPRESSÔES FUNDAMENTAIS 

Por ser esse um assunto bastante conhecido, as 
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equaçoes di.ferenciais do equilibrio elãstico e as equaçoes de 

compatibilidade serao apenas transcritas: 

Equaç6es diferenciais de equilíbrio: 

a a a1 
X xy 

+ p o + 

ax ay X 

a 1 a a xy 
+ 

y 
+ p o 

dX ay 
y 

onde e sao as forças de massa nas direções 

respectivamente. 

e 
XX 

sendo: 

a u 

d X 

Express6es das deformaç6es: 

e 
yy 

a V 

a Y 

e 
xy 

3 V 
+ 

a u 

dX a Y 

e 
XX 

e e 
yy deformações lineares 

e distorção angular xy 

U deslocamento na direção x 

V deslocamento na direção y 

II. 1 

X e y 

II. 2 
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Condições de contorno: 

y 

y n 

'---------------=;;,,X 

Figura 1 

Estudando o equilíbrio do elemento tracejado da 

Figura 1, obtemos: 

X (J CDS (nx) 
X 

y íJ CDS (ny) 
y 

+ 

+ 

T CDS (ny) 
xy 

'[ 

yx 
CDS (nxl 

O problema do estado plano de tensões 

resolvido pela aplicação das equaçoes II.l e II.2, 

II. 3 

pode ser 

juntame~ 



6 

te com as condiç6ea de contorno LL.3. 

soes: 

Da equaçao LI.2 tiramos: 

2 
de 

XX 
+ 

2 a e yy 
2 a e 

xy 

dX oy 
o 

A lei de Hooke nos fornece as seguintes 

e 
XX 

e yy 

e 
xy 

1 

E 

1 

E 

o 
X 

l o 
y 

2(1+\!) 

E 

\) o 
X 

T 
xy 

Derivando a equaçao II.5 teremos: 

2 a e 
XX 

dX 2 

a 2 e 
xy 

dX oy 

1 

E 

1 

E 

2 
d o 

X 

d 2 
O 

y 

d X 
2 

2[l+v) 

E 

- \) 

- \) 

2 
d o 

y 

d 2 
O 

X 

dX 2 

d 2 T xy 

d X oy 

II. 4 

expre~ 

II. 5 

II. 6 
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Derivando as expressoes II.l: 

a 2 ª 
X 

d 2 
T 

xy 

dX d y 

+ 

+ 

d 2 
T . xy 

3x 3y 

a 2 ª y 

a Y 2 

+ 

+ 

d p 
X 

3x 

a P y 

d X 

o 

o 

Somando estas equaçoes membro a membro~ e considerando-se as 

forças de massa constantes: 

donde: 

2 

a 2 u 
X 

+ 

.d 2 
T 

xy 

d X oy 

+ 2 

.a 2 u 
. X 

d 2 
T xy 

3x 3 y 

a 2 cr 
+ ---~y-

a Y 2 

o 

Substituindo a equaçao II.7 na equaçao II. 6: 

3 2 e 
XX ----

3 2 e 
yy 

1 

E 

1 

E 

a 2 ª 
X 

a Y 2 

a 2ª 
y 

- V 

- V 

a 2 cr 
y 

a Y 2 

a 2 ª 
X 

II. 7 
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3 2 e 
1 V 

3. 2 o .3 2 o xy + X y [ + 

dX 3y E 3 X 
2 3y 2 

Substituindo II.8 em II.4, teremos: 

Chamando o + 
X 

- Levy. 

V 2 C o + 

o 
y 

X 

o 

s, 

o 
y 

o 

vira, finalmente: 

Esta equaçao é chamada de condição de 

A solução do problema plano de tensões 

pois, o seguinte sistema de equaçoes: 

a o 3 T 
X xy o + 

3x 3y 

3 T 3 o __ ':}'__ 
+ 

y 
+ p o 

3x 3y 

onde o e p 

II. 8 

II. 9 

Maurice -

II.10 



X 

9 

<J CDS lnxl + 
X 

T cos Lny) 
xy 

(II.3) 

y T CDS [nx) + 
xy 

<J CDS (ny) 
y 

e 

2 
V s o ( II. 9) 

II .. 3 A FUNÇÃO OE TENSÕES 

Com o intuito de simplificar a solução, G.B. Airy 

introduziu o que se cbamou de Função de Airy ou Função de ten 

soes. 

A aimplificação baseia-se no fato de que e rela 

tivamente simples encontrar a solução geral do sistema II.10. 

Ele é não-homogêneo, portanto, sua solução geral se 

como a soma da solução geral do sistema homogêneo é a 

particular do sistema não-homogêneo. 

a <J d T 
X xy o + 

d X a Y 

d T a <J 
xy 

+ y o 
d X a Y 

escrevera 

solução 

II . 11 
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Uma solução particular do sistema nao - homogê-

neo e: 

CT 
X 

outra pode escrever-se: 

a 
X 

T 
xy 

o 

o 

e 

e 

T xy 

a 
y 

- Px 

p 
y 

A obtenção da solução geral, será feita através 

da introdução de uma função <j, ( x, yl, que satisfaça às 

tes condições: 

a 
X 

a 
y 

<P - função de Airy 

T xy 
ôxcly 

ou função de tensões 

segui~ 

II .12 

se substituirmos II.12 em II.11, facilmente se verifica que 

<P (x, y) satisfaz as equaçoes II .11, e é, portanto, solução 

geral do sistema homogêneo. 

Da equaçao II.12 obtemos 

+ a + a 
X y 
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Lembrando que CJ 
X 

+ CJ 
y 

s, teremos 

s II.13 

II.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO EM TERMOS DA FUNÇÃO OS TENSÕES 

No parágrafo anterior, vimos que as condições 

de bordo prescritas para as tensões, em função das forças exter 

nas sao: 

X CJx cos Lnxl + Txy CDS (nyl 

y T cos Lnxl + o cos (nyl 
xy y 

Da Figura 1, tiramos: 

cos Lnxl dy 
e CDS (ny) 

substituindo II.12 

X 

y 

ds 

e II.14 em II.3, teremos: 

dX 2
· 

dx 

ds 

+ 

dX d y 

dx 

ds 

ds 

dx 

ds 
II .14 
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Estas relaç6es podem ser escritas da s eg u in te 

forma: 

X c-1.L 1 d 

ds oy 

y 
d L_lt_l 

ds ox 

Express6es que se integram entre dois pontos 

quaisquer de contorno, por exemplo (x , y J 
o o 

e ( X ' y ] 
s s Fig~ 

ra 2. Efetuando-se estas integraç6es, vir~: 

_lL Q + [ _lL ]o y 
dX dX 

II .JS 

_lL 
Qx + [::lo íly 

onde 

JS 
o 

y ds e JS 
o 

X ds II.16 
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r 
s 

y 
s 

y 

Yo 

X 

Xs 

X 

Xo 

Figura 2 

Por terem sido os limites de integração esco 

lhidos arbitrariamente, os termos r dq> J- e 

L~o [-~q,Y ]o 
0 

serao tam 

bém arbitrários: representá-lo-emos pelos constantes A e B res 

pectivamente. 

A equaç ao II.15 ficará então: 

~ Qy + A 
dX 

II.17 

~ Q + B 
dy X 
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As expressoes II.16, fornecem a resultante das 

forças externas, segundo as direções Y e X respectivamente, 

desde uma origem (x 
O 

y ) 
O 

até o ponto considerado ( X , 
s 

Para obtermos a função ~ (x, y), devemos efetuar 

nova integração de contorno. Faz-se isto, substituindo as ex 

pressoes II.16, na seguinte expressão diferencial. 

d <P dx + dy 

dX 

Procedendo a substituição e efetuando uma inte 

graçao por partes ao longo do contorno, chegamos à seguinte ex-

pressao para 

<f,(x, yl [ r s 

la x 

</>(x, yl válida no bordo. 

(y - y l ds 
s 

y(x-x 
s 

+ Ax + B·y + C II.18 

Na expressao acima, o termo entre colchetes, re 

presenta o momento das forças externas, compreendidas 

y l 
O 

e (x 
s 

y ) 
s 

em relação a 

tido anti-horário, logo: 

( X 
s 

y ) , positivo no 
s 

<P (x, y) m + Ax + B y + C 

ou, se o contorno for descarregado: 

<P Cx , y 1 Ax + By + e 

entre 

sen 

II.19 
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As constantes A, B e C, surgiram em consequência 

das integrações efetuadas, e representam fatores lineares de 

contorno. No próximo capítulo, nos deteremos com mais atenção 

na análise destas constantes. 

A solução do problema plano de tensões consiste, 

então, em resolver o seguinte sistema de equações diferenciais: 

í/ 2 s o (II. 9) 

II.20 

s ( II.13) 

juntamente com as condições de contorno especificadas para a 

função <j, Cx, yl: 

__jj_ Q + A 
dX y 

(II.17l 

__jj_ Qx + B 

ôy 

e 

<j, Lx. y) m + Ax + By + e (II.19) 

Devemos observar que precisamos primeiro encon 

trar a solução de II.9, pois ela fornecerá dados para a solução 

de II.13. 
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Alternativamente, podemos operar com II.13, da 

seguinte maneira: 

v2 e v2 
</> 1 .v 2 s 

usando II.9, teremos: 

o II.21 

Nesta forma, a solução do problema plano de ten 

soes sera dada por uma função <j, (x, y l que satisfaça II.21 e 

as condições de oordo II,17 e II.19. 

<j,[x, yl 

Na prática, verifica-se, que a função de tensões 

pode ser encontrada analiticamente para casos de rela 

tiva simplicidade. Na grande maioria deles, temos que optar 

por algum processo num~rico. 

método das diferenças finitas. 

No presente trabalho optamos pelo 
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CAP!TULO III 

ASPECTOS PARTICULARES 00 CÁLCULO 

DE PEÇAS MULTIPLAMENTE CONEXAS 

Eatudaremos neste capitulo, como tratar constan 

dos diversos contornos. 

A primeira vista, pode parecer que estas consta~ 

tes, por aerem fatores lineares de contorno, nao influem no es 

tado de tensões, pois desapareceriam com a derivação segunda: 

veremos, no entanto, que este fato não ocorre. 

Cremos que a maneira mais simples de verificar 

a veracidade des,te particular, é encará-lo pelo ponto de vista 

geométrico. 

I_maginaremos uma região a, B, y, o ' de con 

torno c
1

, no plano xy, provido de orifícios e 
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1 

1 

1 

Em cada ponto do domínio e dos contornos, levan 

temos uma perpendicular, representando o valor da função <P. Ob 

teremos assim a superfície <P Lx, y). 

Suponhamos o contorno externo carregado, e os de 

mais. descarregados. Assim procedendo. teremos 

<P 

<P + 

<P + 

+ 

B y + 
2 

B y + 
3 

+ em 

em 

em 
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Imaginemos a forma da função •• perfeitamente d~ 

Se alterarmos agora as constantes de um dos contornos, 

por exemplo o contorno externo, toda a superfície sofrerá um 

movimento de corpo rígido, mantendo assim, sua forma e canse-

quentemente sua curvatura. Para que isto ocorra, e necessário 

que as constantes dos outros contornos também sejam alteradas. 

Concluimos assim, que as constantes de um dos contornos são arbitrá 

rias, e que as constantes dos outros contornos dependerão des 

tas. Imaginando que as constantes de cada contorno, formam um 

conjunto, teremos então, no presente exemplo tres conjuntos, e 

podemos afirmar que est~s tres conjuntos serão dependentes en 

tre si. 

Para a determinação destas constantes, temos dois 

caminhos, a saber 

al Escolher as constantes de maneira a tornar 

a energia elástica armazenada na chapa um 

mínimo, oóedecendo um princípio 

da elasticidade; 

energético 

bl Obrigar os deslocamentos a serem funç5es uní 

vacas de sua posição no domínio; 

Em nosso trabalho, optamos pelo segundo. Antes, 

porem, de desenvolvê-lo, vamos tecer algumas considerações so 

Bre o método energético. 
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A energia elástica armazenada em uma chapa sujei 

ta a um dado estado de tensões, e expressa por J 
2 ] : 

1 

2E 
[ [ 3

2
4 i2 + 

ílx 2 

3
2 4 - 2 v e 

Para que a função 

( 3
2
4) 

ély2 
+ 2 (l+\JJ 

corresponda ao 

a24 2 J (--) 
élxély 

III. 1 

verdadeiro 

estado de tensões da chapa, e necessário que essa função torne 

a energia elástica armazenada na chapa um mínimo. Este 

pio energético serve, então, de suporte teórico para a 

nação das constantes B. 
l 

e e .. 
l 

Operando numericamente, pode-se exprimir 

princ.f 

determi 

III.l, 

em função dos valores de 4 no domínio e nos contornos, nos 

pontos escolhidos, resultando uma função quadrática deles. A ex 

pressao da energia elástica armazenada, terá então a 

forma: 

U*= ... , 

onde: 

n + numero de pontos do domínio 

m + numero de contornos 

seguinte 

A , B m m e J 
m 

Para que o funcional acima seja estacionária, te 



remos que ter: 

3 U* 

3 A 
m 

o' 

o' 

o' 
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3 U* 

3U* 

as 
m 

o 

o 

o 3U* 

ac 
m 

o 

o 

o 

Obtemos assim, um sistema de 3m equaçoes a 3m 

incógnitas_ em B. 
l 

e e., 
l 

i 1, m, que nos permite cal-

cu 1 á- 1 os , em função d os v a 1 ores d e <jJ nos pontos d o d o m í n i o . O 

sistema acima, sera dado em função dos quadrados dos 

formando o sistema linear de equações, resultante da 

das equações í7 2 S = O e V 2 q, = S, em um não-linear. 

Este fato torna o processo praticamente 

<P n trans 

aplicação 

inconve 

niente para a aplicação do método das diferenças finitas. 

Ocupemo-nos então do segundo. 

Com as expressoes II.5, teremos: 



au 1 

clx E 

ô V 

a Y 

a u 
a Y 

+ 

1 

E 

ô V 

Ô X 
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l G X 

e a Y 

V a y ] 

V G X ) 

2(1 + vl 

E 
T xy 

Substitundo nas equaçoes acima as expressoes II.12, vem: 

a u 
d X 

av 
a Y 

a u 
a Y 

+ 

1 

E 

1 

2 E 

ô V 

dX 

- V 

2(1 + ,;) 

E 

( III. 2) 

dX Ôy 

Segundo as expressoes III.2, precisamos garantir 

a unívocidade de U, V e 

unívocidade garantida. 

au 
cly 

e 
av 
d X 

pois as demais terão 

Para que isto ocorra, devemos ter, em caminhos 

fechados 

o ; o; [~) = o' 
ay 

d (~) 

d X 

o III. 3 
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Em qualquer curva completa, tal corno PQP, situa 

da no domínio, Fig. 3. as expressões III.3, têm de ser satisfeitas; 

y 

Figura 3 

estas curvas poderão naturalmente circundar os orifícios 

nos. 
inter 

Imporemos primeiro as condições de unívocidade 
para U e V. 

r dU D 
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usando a expressao diferencial: 

dU 

teremos: 

au 
dX 

au 
dX 

dx 

dx + 

+ 

au 
3y 

a u 
3y 

dy III. 4 

dy ) o 

Integremos, agora, a segunda parcela por partes: 

f a u 
a Y 

dy + y 
av 
d y J: -f y dy 

Se fizermos P 7 Q, teremos o fator constante nu 

lo, devido a univocidade de y, 

f (~ dx 
dX 

Das relações III.2, tiramos: 

a 
dX 

a 
3y 

(~) 

3y 

3 V 

d X 

y 

1 

E 

1 

E 

resulta assim 

dy ) 

a 3 <P 

d X 
3 

o 

- V 

a, <P 
- V ------'- ) 

3x 3y 2 

III. 5 



a 
ay 

a 
ax 

(_ ~) 

a Y 

av 
(--) = 

ax 

25 

1 

E 

1 

E 

a 3 <P 
(-- + [2+\!) 

ax 3 

Sul:istituindo III.2 e III.6 em III.5, teremos: 

I [ · a2 cp a2 cp a3 cp a 3 
<P 

~ L---v--ldx+y[--+[2+\!] . J 

oy 2 dX 2 dX 3 d X d y 2 

dy J 

Vejamos agora, a condição: 

f dV O 

escrevendo dV de forma analoga a III.4, teremos: 

ô V 

d X 

dx + 
a V 

a Y 
dy J 

integrando o primeiro fator por partes: 

av 
d X 

dx 
av Q 

+ --X 

dX 
- p 

o 

X 

se P + Q, o fator de contorno se anula, devido a 

de x, teremos, então: 

o III.7 

d X 

univocidade 



f [ - X 
.a, 1/ 

d.X 2 
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dx 
a 1/ 

d y l + --

cly 

usando III.2 e III.6 em III.8, teremos: 

f [ X [ +[2+\!) 
d 3 <P 
--l ·d'x 
clx 2 cly 

a 3 <P 
+ [--

clx 2 
- \) 

o 

a 2 <P 
--) 

cly2 

III. 8 

o 

III. 9 

Vejamos agora em que se transformam as condições 

de unívocidade para 
au 

e 
cl V 

d y d X 

a u 
d X 

l 1.!:1._l dx + 

a Y 

d 

cly 
(~) dy 

cly 

( lJ!.. l dx 
cly 

+ -ª- [~) dy 1 a y a y 

usando as relações III.6, chegaremos a 

- \) cl3<P l dx -
d x2 d y 

a 3 <P 
(--

clx 3 

Para ~: 
d X 

d[~) 

dX 

d 

dX 

+C2+vl 

(~) dx 
d X 

d 3 <P 
--~) dy 
d Xd y 2 

+ 
d 

d y 

J = 
o 

o 

III.10 



f 1 

a 
d X 

· .· av e.-. -1. 
dX 

dx + 
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a 
a Y 

usando as relações III.5, teremos: 

f [- a 3 q, 
(--

ª y 3 

+ 
a 3 q, 

(2 + V) ----)d X + 
a 3 q, 

(--

ox2 

C~l dy 
d X 

- V 

o 

Vemos que para a determinação das tres 

tes de •cada contorno, .ternos quatro equações. Porém, as 

o 

III .11 

constan 

equ~ 

ções III.10 e III.11, sao idênticas. Isto pode ser demonstra 

do facilmente, transformando as integrais de contorno em 

grais de domínio, através da aplicação do teorema de Green. 

inte 

Sabemos, por esse teorema, que: 

f ( F d y - G d x ) f f 

aplicado essa equaçao em III.10, teremos: 

G - V---- F 
a Y 3 dX 3 

oG 
--ldxdy 
ay 

+ ( 2 + V] 

III .12 

oxoy 2 



J f ( 

F 

a F 

d X 

aª </> 

d X 
3 

+ 2 

V 

cl G 

a Y 

oF 

ax 
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V 

+(2+vl 

Substituindo em III.12, teremos: 

+ dx dy J J 
V 4 <j,dxdy 

Aplicando o teorema a III.11, teremos: 

d X oy 2 

a"<1> v-~-

ax23y2 

3G 

ay 

G 

- a"<1> 
+ ( 2 + vl 

Substitu~ndo em III.12, teremos: 

o 
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f J ( + 2 + ) dx d.Y J f V
4 

cj, dx dy o 

ílx 4 

D que mostra que III.10 e III.11 sao idênti 

cas; podemos usar uma ou outra, indiferentemente, no cálculo. 

Temos então as equaçoes III. 7, III. 9 e III. 10 ou 

III.11, para a determinação das constantes Ai, Bi e e. 
l 

cada contorno. Devemos notar que este grupo de equaçoes 

de 

deve 

ser aplicado tantas vezes quantas forem os grupos de constantes 

a determinar. 

Alternativamente, podemos transformar as inte-

grais de contorno III.7 e III.9 em integrais de domínio, p~ 

la aplicação do teorema de Green, o que resulta em: 

+ V 
íl"cj, 

+ y (---'--- + l2 + V) d 4 cj, J --~- l dxdy 

dX
2 oy 2 

o 

ax 2 oy 

f f [ ~ 
dX 3 

- \? 
a'ct, 

+X(-~- + (2 + vl 3"cj, J --~-) dx dy 

ox 2 oy 2 

o 

3xoy 2 

Achamos porem, que, para a aplicação do método 

das diferenças finitas, o trabalho resulta mais cômodo, 
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cando as integrais de contorno. 
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CAPfTULO IV 

PARTICULARIDADES DAS MALHAS ARBITRARIAS 

Dissemos no capítulo anterior, que somente casos 

simples dos problemas de elasticidade, podem ser resolvidos ana 

líticamente. Na grande maioria dos casos, temos de lançar mao 

dos métodos aproximados. 

Um desses métodos e o das diferenças finitas, que 

e um método de discretização do domínio. 

O método das diferenças finitas, e de aplicação 

extremamente simples na resolução de problemas do estado 

de tensões. 

plano 

Este fato, se dá sobretudo quando o domínio do 

problema, pode ser discretizado através de uma malha 

não importando o sistema de coordenadas usado. 

como exemplo os seguintes sistemas: 

Podemos 

Sistema de coordenadas cartesianas 

regular, 

citar 
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y 

X 

+ IV.l 

Sistema de Coordenadas Oblíquas 1 4 1 

V 

u 

1 32 
2 CDS 0. ---

32 
+ --- IV.Z 

sen 2 a 3 u 2 3 u3v 
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Sistemas de Coordenadas Triangulares 

ª2 . 1 v2 = -- + ---------

au2 2sena sen S sen(a-SJ 
[ ª2 --sen2a-

3" 2 

a2 a2 
--sen 2S+ 2-
:) v 2 ou 2 

cosa cosS sen 

IV.3 

Nos exemplos acima, vemos que o trabalho de se 

escrever as equaçoes em diferenças finitas para todos os pontos 

do domínio, pode ser grande, mas será, sem dúvida, sempre muito 

simples quando o domínio pode ser discretizado através de uma ma 

lha regular. 

Porém. se quisermos escrever o operador de Laplace 

para a Figura 4, esbarramos na dificuldade de nao conseguirmos 

substituir os valores infinitesimais, por valores finitos, pois 
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uma direção nao e mantida por um mínimo de tres pontos. 

Figura 4 

A fim de contornar essa dificuldade, exporemos 

agora, um método absolutamente geral, isto é, aplica-se 

qualquer que seja a discretização. 

para 

O método a seguir foi desenvolvido para um pr~ 

blema de placas. No final do capítulo mostraremos a perfeita 

analogia entre esses problemas e os problemas de chapas. 

Consideremos um setor interno de wna membrana de 

contorno qualquer, Figura 5, discretizada de maneira 

ria. 

arbitrá-
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s 

p 

u 

K -+ no para o qual se deseja escrever o oper~ 

dor de Laplace; 

p, q' n -+ nos da malha vizinhos a K 

a b, bc, fa -+ mediatrizes aos raios pk, 

q k' ... ' u k' respectivamente. 

Figura 5 

Façamos algumas considerações sobre o desloca-

menta do no K. 
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Todo o carregamento que estiver contido no inte 

rior do polígono formado pelas meadiatrizes ab , bc ... , etc. , 

sera considerada agindo sobre o no K. 

O no K, sob efeito desse carregamento, se deslo 

e os demais nós, de w ' w , p q 
... , w 

u 
respectiv~ 

mente. A grandeza das reaçoes R, dependerá da grandeza desses 

deslocamentos. [Figura 6) 

w. 

º· R, \l'I, 
o 

.. -õ • 

r R, 
~º q 

Wo e 

b 
s w, 

07J 
p 

o a 
• 

º· f 

u 

w • 
w. 

Figura 6 
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É evidente que o somatório dos componentes verticais dos 

deverá equilibrar 

R. 
l 

Se S for a tração da membrana por unidade de 

comprimento, deveremos ter: 

Rp ab s 

Rq bc s 

Rr cd s IV.5 

Ru fa s 

Façamos agora, o deslocamento wk' do no K, uni 

tá rio e os deslocamentos dos demais nulos. Chamemos de 6kk a 

força capaz de efetuar esse deslocamento e - 6 
kp 

' - o 
kq' 

as forças que deveriam estar aplicadas em p, q, u ' respe~ 

tivamente, a fim de anular os deslocamentos desses mesmos nós. 

Estudemos por exemplo, o nos: 
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I< 

(3S 

Figura 7 

Se for diferente da unidade, a força 

cada no no S, sera: 

Porém, o no S, sofre um deslocamento w 
s 

K s 

apl ~ 

Para a posição S', isto e, o nos S sofrendo um 

deslocamento w, a força vertical em S, será 
s 

w ) 
s 

pois ela foi reduzida de: 
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Todos os demais nas que circundam o no K1 terão 

análogas para as forças verticais. 

Se escrevermos a equaçao de equilíbrio em 

do no, lembrando que e a força externa agindo em K, 

torno 

tere 

mos: 

IV.5 

Esta equaçao nada mais e, do que uma equaçao de 

coerência linear. 

Cálculo dos oó 

Se conseguirmos calcular, cada um dos óó em fun 

çao dos valores característicos da malha~ teremos o problema re 

solvido. 

Da Figura 7, tiramos as seguintes relações: 

R e 
s 

1 

Ks 



40 

das duas relações acima, temos: 

Rs 

Ks 

substituindo IV.4 em IV.6, decorre que: 

o 
ks 

substituindo IV.7 

wk e~ + 
bc 

+ 

kp kq 

de s 

Ks 

em IV.5, teremos: 

ab 
w + w 

p q 
kp 

bc + ... ) 

kq 

A equaçao IV. B, foi deduzida para seis 

circundando o no K, ela vale, no entanto para qualquer 

seja o número desses pontos. 

IV.6 

IV.7 

Pk 

s 

IV.B 

pontos 

que 

Vejamos, então, em que resulta a aplicação dessa 

equaçao no exemplo a seguir, Figura B. 
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'L------~ t 
u 

Figura 8 

pondo: 

Kr À 
r 

Ks À 
s 

IT 



teremos: 

À 
p 

Àr 

Àq 

Àu 

Àt 

90 - S + a 

90 s 

90 a 

ab de 

bc ef 

cd fa 

Area (abcdef) 
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1 

3 

a k b 

2 

a k f 

2 

b k e 

2 

Are a 

por construção 

d k b 

2 

e k d 

2 

f K e 

2 

"s cotg ( s - a) 

Àç cotg a 

À cotg S 
n 

(pqrstu) 2 T 



sen S .>.\ sena 

sen(B-al 
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:sena sen(S~al 

sen S 

sen LS-al sen S 

sena 

substituindo os valores acima na equaçao IV.8, teremos: 

IV.9 

- (w - 2w + w J cotg S - (w - 2 wk + w l cotg a -
r k u q t 

(w - 2w + w J cotg(S-a) = G)k 
p k s 

s 

IV.10 

Supondo-se um carregamento uniforme sobre a area 

formada pelas mediatrizes teremos: 

q x area [ a b c d e f ) 
X 

onde qk e a taxa de carga; 

T 

dividindo IV .10 por 2 T, usando IV. 9 e, lembrando que: 

w - 2 w + w 
r k u 

w - 2w + wt 
q k 

+ w 
s 
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teremos_: 

+ 
1 .él 2 w sen 2 Cl -L sen 2 S + 

2 sen Cl sen S sen [a- S l 

+ 2 cosa cos S sen LS-al J 

s 

O operador diferencial da expressao acima. e exa 

tamente o operador Laplaciano em coordenadas triangulares, vis-

to em IV.3. 

da Figura g_ 

Apliquemos agora, a expressao IV.8, no 

À 
p 

p 1' p 

À 
q 

bc 

a 

b: ~q 
e 

),1- r - X 

d 

>,s 
s 

Figura 9 

À À À 
r s 

cd de À 

exemplo 
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Aplicando a equaçao IV.8, teremos: 

cd 
+ -- + 

w 
p 

Àr 

~l - Lw 
p 

Às 

ab 
-- + 

Àp 

w 
q 

w - w 
r s 

w cd 
+ w -- + 

q r 
Àq Àr 

de J w -­
s 

ÀS s 

Vemos que o primeiro membro da equaçao acima, e 

o operador de Laplace em coordenadas cartesianas escrito em dis 

ferenças finitas. 

A equaçao IV. 8, representa, então, o operador 

de Laplace para qualquer que seja o tipo da discretização. 

Como dissemos no início do presente capítulo, a 

equaçao IV. 8, foi deduzida para um problema de placa. 

Vejamos, agora, a perfeita analogia 

entre os problemas de placas e chapas. 

M 

N 
onde 

Temos para as placas: 

M - N a2w 
(--+ 

ox 2 
N V 2 w 

M X + My 

1 + V 

existente 

, V2 M= -p 



para as chapas: 

onde: 

s () 
X 

o 

s 

+ G 
y 

o 
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Comparando os dois grupos de expressoes, podemos 

afirmar que tudo quanto usamos para as placas, pode ser correta 

mente empregado para as chapas. 
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CAP!TULO V 

APLICAÇÕES 

V.l CONSIDERAÇOES GERAIS 

A título de verificação da eficiência do método, 

resolvemos uma chapa, suometida a dois tipos de carregamentos. 

Como se trata de um problema demonstrativo, res 

tringimo-nos a malhas pouco densas. 

V.2 EXEMPLO 1 

Trata-se de uma chapa retangular, comprimida em 

lados opostos por um carregamento de uma tonelada por metro - Fi 

gura 10. 

Devido a dupla simetria do problema, 

mos apenas um quarto do domínio. 

discretiza 

A malha utilizada, encontra-se na Figura 11, onde 

se pode notar que o orifício circular foi aproximado para um 

octógono. 
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Condições de Contorno 

Valores de cj, e suas derivadas no contorno 

a] Contorno Externo 

o 

-11, 52 

-1,28 

• = cj, 
' j 

O em todos os pontos. 

dX 

o -1, 6 

3y o c)y 
n 

c)y 

-4,B , 

3y d 
3y 

bl Contorno Interno 

cj, Ax + By + c 

- 5,12 

-20,48 

- 3,2 
m 

- 6,4 
j 



xos X e y' 

5 1 

Em virtude da dupla simetria, em relação aos ei 

deveremos ter: 

A B o 

pois representam termos anti-simétricos em relação a estes ei-

xos. Desse fato resulta: 

cj,c e 

V.2-1.2 Valores de s nos contornos 

a l. Contorno Externo 

s + 

Escrevendo-se a relação acima, em diferenças fi 

nitas, para cada um dos pontos do contorno externo, resulta: 

s 
O 

0,781 cj,20 - 1 

s 
n 

O, 7 81 cj, 
21 
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sm 0,781 <j, 
22 

S. 
l 

s 
g 

s 
e 

0,781 <j, + 8 
23 

- 1 

o, 781 <j, + 8 

0,781 

0,781 

0,781 

O, 7 81 

23 

<j, 
19 

<j, 15 

+ 8 

+ 8 

+ 8 

+ 8 

b) Contorno Interno 

s o + o 
X y 

ou, lembrando-se que, a soma de duas tensões normais, segundo 

duas direções perpendiculares entre si, é invariante, teremos: 

s + o 
n 
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ou 

s + 

como 

o 

resulta: 

s 

Escrevendo esta expressao em diferenças 

tas~ para cada um dos pontos do contorno interno, teremas: 

s 
a 

s 
e 

l,3B9C 

1, 26 e 

1,389 <fis l,389C 

fini-
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V.2-2 Montagem do Sistema de Equações 

O sistema de equaçoes foi montado, escrevendo-

-se que: 

17 2 s o 

e 

em diferenças finitas para os 23 pontos do interior do domínio. 

Na região do domínio onde a malha e regular, es 

crevemos as equações aplicando o conhecido operador de Laplace 

"m diferenças finitas. Na região onde temos malha irregular, 

aplicamos as equaçoes estabelecidas por Santosl 1 1. 

As equaçoes do contorno interno, merecem algumas 

considerações. 

No c a p í tu 1 o III, foram estabeleci d as t r e s e q u aço e s 

para a determinação das constantes do contorno interno. Dessas 

tres, precisamos de apenas urna, em virtude da dupla simetria do 

domínio. 
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Devemos então, observar qual das tres equaçoes 

e essencial. 

As funções U e V, sao funções antissimétricas 

de X e y em todo o domínio, incluindo o contorno. Assim, as 

integrais dessas funções, estendidas ao longo do bordo interno se 

rao nulas. Dessa maneira a condição essencial é a terceira equação, 

pois 
a u 
a Y 

e 
o V 

d X 

sao funções simétricas de X e y, 

Para o contorno interno descarregado,~ e uma 

função linear de x e y, então: 

a 

ºY 

a 
d X 

o 

o 

A terceira condição ficará então ] 2 
1 

f dx -~ dy 
ox 3 

o V.l 

Devemos notar, a grande dificuldade que encontr~ 

mos ao tentar escrever esta equação em diferenças finitas em 

coordenadas cartesianas, para a discretização adotada. 
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Para contornar essa dificuldade, escrevemos V.l 

em coordenadas triangulares, particularizando os valores de ~, 

a, S para cada ponto, e, também em coordenadas polares, tendo 

em vista que a função~ e constante no contorno interno, resul­

tará: 

o' V.2 

n 1 , 2 

em todo esse contorno. Se V.2 nao fosse verdadeira, as coar 

denadas polares não seriam eficientes para a discretização ado 

tada. 

As transformações de V. l em coordenadas 

gulares e coordenadas polares, encontram-se detalhadas no 

dice. 

trian 

Apê.'2 

A seguir passamos a apresentação e discussão dos 

resultados obtidos. 

Tais resultados, foram comparados com os fornec~ 

dos pela Teoria Matemática da Elasticidade [ 7
[ e pelo método dos 

elementos finitos através do programa Lorane Linear. 

A função de Airy, encontra-se representada na Fi 

gura 12. 



57 

/ 
/ 

/ 

---( 

/ 

-1 - _), 
/ 

1 / 1 
/ 

1 
/ 

1 
/ 

- - - í 
/ / 

/ 

/ 
/ 

/ / 

/ 
/ 

1 / / 
/ 

__y / 

- _J, 
/ - - -

1 / 
--1 

// 
/ / / , 

/ / / 

--;) / 
/ / --+ / 

I / 
/ ' ' / / / 

I / / _J.,- I 

1 / ' 1 
/ 

_J,, 
/ 

1 / 
/ 

1 / 

- - - - ---r 
1 / 

/ 1 / 

/ 

_:;;+-
/ 1 

/ 
/ 

- - -

Figura 12 



58 

Os valores da função <jJ, encontram-se na tabela 

abaixo. 

Ponto q, Ponto q, 

1 - 6 , 9 1 14 - 6, 28 

2 -11,89 15 -11,96 

3 -5,26 16 - 1, 16 

4 -7,03 17 -2,26 

5 -11,97 18 - 5, 6 9 

6 - 4,35 19 -11,68 

7 - 5, 3 2 20 - O, 3 6 

8 - 3, 7 5 21 - 1, 5 8 

g - 4,39 22 - 5, 2 9 

10 - 7 , 1 23 -11,56 

11 -12,04 a - 4,46 

12 - 2, 3 3 b - 4,46 

13 - 3,23 e - 4,46 

Nos gráficos a seguir~ mostramos as tensões nos 

diversas pontos do domínio. 
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Os resultados por nos obtidos foram bons. D fato 

de que, na região de concentração de tensões, o método das dife 

renças finitas deram resultados melhores que o método dos ele 

mentas finitos, pode ser justificado, pois a discretização ado­

tada, nao e eficiente para esse método, já que o elemento trian 

gular de primeira ordem considera as tensões constantes ao lon 

go de sua superfície. 

V.3 EXEMPLO 2 

A seguir, resolvemos a mesma chapa anterior, PE 
1 • 

rem com uma carga concentrada de 2t-F na direção x, como mostra 

a Figura 13. 
3 

A matriz dos coeficientes permanece a mesma, pois 

nos utilizamos da mesma malha. 

V.3-1 Condições de Contorno 

V.3-1.1 Valores de q, e suas Derivadas no Contorno 

o 1, 6 - 3, 2 - 4, B 

- 6, 4 

-1.L o em todos os pontos 
dX 



-,, 
f-'• 

OQ 

e .., 
a, 

zt/ 

~ 
'\i' 
"\ 

, 

, 

2,0 /l1i 
, 

m 

"' 
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- 1 em todos os pontos. 

3 y 

V.3-1.2 Valores de S nos Contornos 

s O, 7 81 <Pz o 1 , 2 5 
o 

s 0,781 </l 21 
+ 1, 2 5 n 

s 0,781 <Pz 2 + 2, 2 5 
m 

s 9, O, 7 81 </l 2 3 
+ 3,75 

S. o 
J 

s. O, 7 81 <Pz 3 + 3, 7 5 
l 

sh O, 7 8 1 </l 19 + 3, 7 5 

s 
g 

0,781 </l 1 5 + 3, 7 5 

sf O, 7 81 <P 11 + 3, 7 5 

s O, 7 8 1 <P 5 + 3, 7 5 
e 

s O, 7 81 <P 2 + 3, 7 5 
d 

A função <P encontra-se representada na Figura 14. 
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Os valores de cjl estão representados na tabela 

abaixo. 

Ponto cjl Ponto cjl 

1 - 4, 4 8 14 - 3,95 

2 - 5, 15 15 - 4,99 

3 - 4, 2 9 16 - 2,04 

4 - 4,45 17 - 2, 5 3 

5 - 5, 15 18 - 3, 5 5 

6 - 4,06 19 - 4, 8 7 

7 - 4, 13 20 - O, 9 6 

8 - 3,77 21 - 1,87 

9 - 3,88 22 - 3,26 

10 - 4,31 23 - 4, 7 9 

11 - 5, 1 O a - 4,01 

12 - 3, O 1 b - 4, O 1 

13 - 3,26 c - 4, O 1 

Para esse exemplo, comparamos nossos resultados, 

apenas com os resultados fornecidos pelo método dos elementos 
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finitos, pois nao conhecemos a solução analítica. 

Novamente, os resultados encontrados foram satis 

fatórios. 

Cabe aqui, um comentário a respeito do valor en 

contrado para a tensão na direção x para o ponto D. A tensão 

naquele ponto, teoricamente seria infinita. A função naquele 

ponto é singular, caracterizando um grande erro ao se 

as derivadas em diferenças finitas. 

escrever 

Pela comparaçao dos resultados fornecidos pelos 

métodos das Diferenças Finitas e Elementos Finitos, cremos que 

o processo por nós encaminhado, chegará a ser uma opção no cál-

culo de chapas multiplamente conexas, desde que haja uma conti 

nuidade de pesquisa, no sentido de se obter conclusões mais pr~ 

fundas sobre o mesmo. 

Embora o méto das Diferenças Finitas seja de difí 

cil tratamento computacional, cremos que a automatização do pr~ 

cesso seria de grande valia para testar, de maneira segura, sua 

eficiência e os tempos de computação, bem como a sua converge~ 

eia. Al~m disso, diminuiria muito a intervenção do homem, o 

que reduziria bastante a possibilidade de erro, pois e fato sa-

bido que o método das Diferenças Finitas e muito instável nume 

ricamente, pois uma pequena variação nos valores dos coeficien 

tes da matriz, provoca grandes variações nos valores da 

de tensões. 

função 
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Outra sugest~o. seria, resolver os exemplos por 

nos apresentados, usando uma malha mais refinada, o que poderia 

dar uma idéia da convergência do processo. 

Emóora reconhecendo que as limitações sao várias. 

o seu desenvol·vimento. cremos, representa um pequeno passo no 

sentido de tirar o método das Diferenças Finitas do 

to em que se encontra. 

esquecime~ 
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APÊNDICE A 

Mostraremos agora. como proceder as transforma 

çoes dos termos das equações dos contornos internos, de coorde 

nadas cartezianas. para coordenadas triangulares e coordenadas 

polares. 

A.l TRANSFORMAÇÕES PARA COORDENADAS TRIANGULARES 

Essas transformações, serao particularizadas p~ 

ra o presente caso. 

"1. 

Isto é, para a discretização adotada, temos: 

Ponto a: 

e 900 C( = 157, 59 e B 202,5 9 
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Ponto b: 

e a 112, 5 9 8 8 157,5 9 

Ponto c: 

e a = 6 7, 5 9 8 8 112,5 9 

As relações entre as coordenadas cartesianas e 

triangulares, sao: 

gulares, sao: 

X E, CDS e + T] CDS a + S CDS 8 

y E, sen e + n sena: + i; sen 8 

Os termos a serem escritos em coordenadas 

Derivando as relações 

dX 
e os e , 

d E, 

dX 

d Tl 

e 

A.l, obtemos: 

CDS a , CDS 8 

A.l 

trian 



Ç, sao: 

--ª-!._ = 

an 
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sen e' 2L 
an 

sena , sen S 

·As derivadas da função cj,, em relação a /;, n e 

a cp 

3x 

--ª-!._ 

3x 

3x 

d X 

an 

d X 

+ 

+ 

+ 

___LJ_ cas e 
d X 

.1.1- -ª.j_ 
CDS Ci 

3 y dX 

~ -ª.j_ 
CDS S 

3y d X 

As derivadas segundas serao: 

cos 2 8 + 2 

3x 2 

-
a2cp 

CDS 
2 S + 2 

d X dy 

a 2cp 

a x a y 

32cp 

a x a y 

sen8cose + 

seno:coso: + 

senS cosS + 

+ 2-L sen e 
a Y 

+ ~ sen a 

3y 

+ sen S 

S en 2 8 

sen.2 o: A.2 

se n 2 S 
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As relações A.2, formam um sistema de equaçoes 

algébricas, que resolvido, nos fornece e em fun 

çao das coordenadas triangulares. 

Derivando as relações A.2, teremos: 

cos 3 e + 3 
33~ 33~ 

cos 2 8 sen 8 + 3---'-- CDS 8 sen 2 8 + sen 3 8 

3x3y 2 cly3 

-
33,1, _33,1, 33,1, 

'+' 't' CDS 3 Ci + 3 '---'-"-
33,1, 

e o s 2 a s e n a + 3 ---'--""''--
33~ 

cosa sen 2 a + -- sen 3 a 

3 X 
3 3x 2 3y 3 x 3 y 2 

33,1, 
c os 3 S + 3 --'---'-"-

33~ 
CDS 

2 S sen S + 3 CDS S 
33~ 

sen 2 S + -- sen 3 S 

3x 3y 2 3y3 

33~ 
= --cos 2 a cosS + 

3 3~ a 3~ 
--- (cos 2 a sen S + 2cosacos S sen al+--(sen2 a cosS+ 

3x 3 3x 2 3y 3x3y3 

+ 2 cos a sen a sen B J + 
33~ 

sen
2 a sen B 

Resolvendo o sistema de equaçoes A.3, encontra 

mos os termos: 

e 

dX
3 
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Temos, então, todos os termos das equaçoes do bar 

do interno, escritos em coordenadas triangulares. 

A.2 TRANSFORMAÇÕES PARA COORDENADAS POLARES 

As expressoes por nos encontradas, estão part~ 

cularizadas para problemas duplamente simétricas em relação a 

x e y, com contorno interno descarregado. 

Vimos no Capítulo V, que a equaçao essencial p~ 

ra determinação da constante do contorno interno, para 

caso, tem a seguinte forma: 

2..:1_ 
L dx 

2..:1_ 
dy ) o 

a Y3 

teremos que encontrar apenas e 

ox 3 

y 

X 

nosso 



dX 

BD 

X r CDS 8 

ar 

3r 

dX 

r 

+ 

a r 

d X 

a e 

d X 

d <P 

a e 

( X 

-ª2"' ª"' " cos 2 8 + --"-

3r 

+ 2 
sen8cos8 

r 

1/ 
+ y ) 2 

CDS 8 

S en e 

r 

a e 

d X 

S en 2 8 

r 

+ 

a e 

a r 

2 

y 

e 

3r 

3y 

a e 

d y 

CDS 8 

r sen e 

are tg _Y_ 
X 

sen e 

CDS 8 

r 

58 n 8 

a e r 

senecose + 

r d r a e 

S 8 n 2 8 

r 

Em decorrência de </> ser constante ao longo do 

contorno interno, teremos todas as derivadas em 8, resultando 

para as derivadas terceiras de ~. as seguintes expressoes. 



8 1 

-
dlcj, 

CDS l 6 + 
cos 2 6 sen 6 

2 
d cp S en 6 CDS 

2 6 

r dr r 

+ 3 
S e.n 2 6 C OS 6 CDS 6 sen 2 8 

r dr r 
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