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RESUMO

Apresenta-se a formulacao e implementacao numéri—
ca de. um modelo para concreto incorporado no sistema computacio
nal "CORANE-NL.™ |

0 material & descrito através de um modelo hipo-
elastico baseado na relacao-tensao deformagio uniaxial nio linear
que & generalizada para levar em conta condicdes biaxiais e tri-
axiais de tensao, Considera-se fissuracao, esmagamento .na com-

pressdao e carregamento ciclico.

Simula-se o comportamento do concreto armado atra

vés da introdugao de molas ndo lineares.

~Apresentam-se os resultados de  algumas analises,
nas quais sao discutidas a estabilidade e a convergéncia do mode
lo, em estruturas discretizadas por meio de eleméntos finitos

isoparamétricos com numero variadoe de pontos nodais.



ABSTRACT

The formulation and numerical implementation of a
concrete model that has been incorporated in the computer program

LORANE-NL has been presented.

The material model is a hypoelastic model based
on a nonlinear uniaxial stress-strain relation that 'is genera-
lized to take account biaxial and triaxial stress conditions... Ten
sile cracking, compression crushing and cyclic loading conditions

are considered.

Steel reinforcement has been modeled by discrete.

nonlinear spring elements.

The results of various sample analysis are given,
in which the stability and accuracy of the finite element repre-
sentations by four to eight node isoparametric quadrilateral ele

ments have been studied.
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"I - INTRODUCAO

Ultimamente, tem sido dada muita atencdo a anali-
se da deformacao e do carregamento Ultimo de estruturas de con-
creto armado e protendido, pelo método dos elementos finitos. Is
to se deve ao crescente uso do concreto cicldopico, armado e pro-
tendido como elemento estrutural, e ao desenvolvimento de técni-
cas relativamente poderosas de discretizagao e analise -em compu-
tadores digitais. Mediante uma simulagao numérica da resposta
estrutural completa, até o colapso, € possivel verificar a segu-
ranga sobre todos os aspectos, e na maioria dos casos reduzir 0s

custos da estrutura.

O concreto armado apresenta um.comportamento mui-
to complexo, envolvendo fenomenos como: inelasticidade, fissura-
cao, deformacao dependente do tempo ¢ efeitos da iteracdo entre

0 ago ¢ o concreto.

0 método dos elementos finitos vem sendo usado na
analise nao linear de estruturas de concreto armado ha mais de uma
década. Ngo e Scordelis! em 1967 propuseram um modelo para ana-
lise de vigas de éoncreto armado com o objetivo de -explorar as
potencialidades e as dificuldades encontradas no uso do método

dos elementos finitos.

Cada fenomeno que o compertamento do concreto
apresenta, pode ou nao ser tomado em consideracao, de forma mais

ou menos simplificada, em funcgao do objetivo do estudo realizado.

Durante o carregamento, o concreto nao somente
apresenta deformacgOes elasticas, mas também deformacdes inelasti
cas e deformagoes dependentes do tempo, causadas por variacdes

da microestrutura. Para carregamentos biaxiais e proporcionais,



existem resultados experimentais que fornecem os diagramas ten-
sao-deformacao para diversas razoes de tensao, como aqueles, ob-
tidos por Kupfer , et Aliif em 1969. Os ensaios triaxiais apre
sentam grandes dificuldades mecanicas. Devido a este fator, os
resultados experimentais disponiveis, para estados triaxiais de

tensao geralmente se referem apenas as caracteristicas de resis-

tencia.

Apesar , das oObvias restricoes que apresenta, a

teoria da: elasticidade tem sido largamente “empregada ,para

descrever o comportamento do concreto (5, 14, 15, 16, 31, 32).

Obino?®® , implementou um modelo que considera o con
creto como material ortotropico, elastico, com relagao tensdo-de
formagao uniaxial nao-linear, para anilise de estruturas sumeti-
das a estado plano de tensao e deformacgao, utilizando elementos

triangulares com campo de deslocamentos linear.

A formulacao elastica pode apresentar bons resul-
tados nos casos em que o carregamento nao € ciclico, porém & fa-
lha na identificacao das deformagoOes ineladsticas que se tornam
aparentes quando sao feitas experiencias de descarregamento. Es
se fato levou diversos autores a utilizacdo de modelos elastoplas

ticos e hipoelasticos.-

Suidan e Schonobrich?®, em trabalho .publicado em
1973, tratam o concreto como material elastoplastico perfeito.
Argyris et Alii’, tém examinado regras de escoamento apliciveis
ao concreto, que & tratado como material elastoplastico com endu
recimento. Exemplos da aplicacao da teoria da plasticidade a es

truturas de concreto podem ser encontrados em (9, 17, 33, 7).

Alguns autores (6, 13, 12) tem utilizado modelos



baseados em relacoes tensao - deformagao hipoelasticas para:repre

sentar o comportamento do concreto.

A formagao de fissuras, € a principal fonte de nao
linearidade nas estruturas de concreto. Para simula-la, duas apro
ximagoes tém sido usualmente empregadas. O procedimento mais co
mum € assumir que o concreto, apds fissurar, permanece continuo,
e que as fissuras sao distribuidas sobre o dominio do elemento .
Qutra alternativa € considerar a introducdc, na estrutura,de fis
suras discretas, o que € feito $Separando os nos dos elementos vi
zinhos a fissura. O primeiro procedimento foi adotado por Ras-

hid®® em 1968 e o segundo por Ngo e Scordelis? em 1967.

Em geral & assumida a aderencia perfeita entre o
aco das armaduras e o conéreto, 0 que implica em compatibilidade
de deslocamentos entre os componentes da estrutura, porém nas re
ferencias (1, 31) sdo encontrados esclarecimentos quanto ao em-
prego de elementos escalares do tipo mola para ligar o ago ao
concreto. Mediante a utilizacao de funcdes lineares ou nao, €

possivel simular o deslizamento da armadura.

Poucos trabalhos tém side publicados sobre o com-
portamento dinamico das estruturas de concreto armado. Isto se
deve a falta de resultados experimentais no que concerne a en-
saios dinamicos. No entanto em algumas estruturas, tais como va-
sos de pressao de reatores nucleares, devem ser consideradas car-
gas transientes, como as causadas por impactos e explosoes. Em fun
cao disto, alguns autores (13, 27), baseados nos resultados expe
rimentais, e nos modelos desenvolvidos para o caso estatico,téem
formulado modelos elastoplasticos ou hipoelasticos, que conside-

ram carregamento e descarregamento e podem ser aplicados a anili

se dinamica.



As propriedades do concreto armado, devem ser con
sideradas em todos os estagios do processo computacional,incluin
do a formulagao variacional, a técnica de discretizacgao e a solu

¢ao adotada na resolucao das equactes nao-lineares.

0 objetivo deste trabalho, € implementar um mode-
lo, que de forma simples, reproduza o comportamento nao -linear
das estruturas de concreto armado,.até o colapso. Para ser pas-
sivel de utilizagdo o modelo deve requerer para parametros de en
trada apenas resultados experimentais facilmente .'disponiveis .

Além disso requer-se que o modelo seja numericamente estavel.

Na forma em que foi implementado, o modelo efetua
a analise estatica e dinamica de estruturas representadas por es

tado plano de tensao e deformacao, e de sdlidos axissimétricos.

Para discretizar o.concreto utilizam-se elementos
finitos isoparamétricos com nimero variado dc pontos nodais,c rc

presenta-se o ago com elementos escalares nao lineares.

A formulacdo nio-linear & do tipo incremental, ve
rificando-se o equilibrio a cada intervalo pelo método de Newton

-Raphson Modificado.

0 modelo adotado apresenta as seguintes caracte-
risticas:
e considera o concreto como material ortotrdopico, continuo,e hi

poelastico; os efeitos nao lineares considerados sdo devidos

a fissuragdo e a relagao tensao-deformagiao nao-linear;

e para o ago admite curva tensao-deformagao especificada por

pontos, com a possibilidade de incluir deformagoes permanen-
tes

e considera aderencia perfeita entre o ago € o concreto.



O presente trabalho esta dividido em seis capitu-

los.

No Capitulo II sao feitas consideragdes sobre os
principais problemas envolvidos quando se utilizam modelos hipo-
elasticos, apresentando-se solugdes empregadas usualmente na li-

teratura.
No Capitulo III € descrito o modelo implementado.

No Capitulo IV € feita uma breve revisao dos algo

ritmos empregados na analise nao linear.

No Capitulo V descreve-se o programa computacio-

nal desenvolvido.

No Capitulo VI apresentam-se algumas aplicacles,
cujos resultados sao comparados aqueles obtidos em ensaios de la
boratério, analiticamente ou mediante utilizacao de outros mode-

los.



IT - COMPORTAMENTO NAQ LINEAR DO CONCRETO

A principal causa de nao-linearidade 1o concreto
€ o desenvolvimento de fissuras que aparecem devido & sua baixa
resistencia quando submetido a solicitacgGes de tragao. A adogao
de critérios de ruptura adequados para detectar o. aparecimento
das fissuras e a simulacdo do comportamento do concreto fissura-
do sao de primordial importdncia nos modelos que visam a analise
de estruturas de concreto .armado pelo método dos elementos fini-

tos.

Devido as dificuldades que os ensaios triaxiais
apresentam, cles sao geralmente restritos ao caso de compresééo
triaxial. Os critérios de ruptura para o caso triaxial sao lar-
gamente hascados em resultados experimentais .relativos a solici-
tagdes biaxiais. Sobre os varios fendmenos que influem .no .com-
portamento do concreto fissurado como o encaixe do-. agregado e
acao do ago através da fissura, existem poucos resultados experi

mentais disponiveis, mesmo para o caso biaxial.

Sao feitas consideragbes sobre as solugdes apre-
sentadas por‘vérios autores para o_1tratamento"da;ifissdragao.
Apresentam-se também alguns critérios de ruptura encontrados na
literatura, para determinacao dos estados de tensao - que causam

ruptura. por tragao OuU COmMpressao.

0 comportamento .do concreto na compressao € outra
fonte de nao linearidade. Devido ao fendmeno de microfissuragio,
para carregamentos muito inferiores ao de ruptura, o concreto ja
apresenta deformagaes nao lineares e ineldsticas. Aguns autores
tem adotado modelos elastoplasticos com endurecimento’, outros,, mo

delos hipoelédsticos (6, 12, 13), para apresentar .este comporta-



mento. Alguns modelos séo‘desenvolvidos supondo que o concreto
se comporta linearmente até atingir uma superficie de escoamento
(3, 17). Modelos deste tipo, sao perfeitamente aplicaveéeis, se
for considerado que a maior influencia no comportamento ndo 1i-

near do material &€ a formacao de fissuras.

No presente trabalho adotou-se uma formulagao hi-

poeléastica.

Faz-se uma analise dos principais problemas que
se apresentam no uso desta formulagao. Sao apresentadas solugoes
e simplificagoes adotadas por varios autores no que diz respeito

a equa¢do constitutiva e a relagdo tensido-deformagao uniaxial.

2.1 - FISSURACAO DO CONCRETO

A fissuracao pode ser considerada o fenomeno de
maior importancia quando se visa uma anilise ndo linecar de estru

turas de concreto armado pelo método dos elementos finitos.

As posigoes e orientagoes das fissuras sao obti-
das com o emprego de critérios- de ruptura como o da maxima ten
sao ou deformagao de tragao, pelo critério de Mohr-Coulomb, com-
binagdes destes dois, ou outros que representem os resultados ob

tidos experimentalmente,

Varios modelos tém sido estudados para simular a
formagao de fissuras em estruturas de concreto discretizadas pe-

lo Método dos Elementos Finitos.

Alguns sao baseados na alteracao das propriedades
topologicas da estrutura. Qualquer fissura que tome ‘lugar. no
concreto pode ser representada separando-se os elementos  vizi

nhos a fissura, isto &, assumindo-se diferentes pontos nodais em

o
I



cada face da fissura (Ngo e Scordelisi];

Os modelos mais correnfemente” empreégados ~5ao .aqueles
que sSupoem que no instante em que tracoes inadimissivéis apare-
cem no interior do elemento, este € atravessado por uma sé€rie de
fissuras paralelas, sendo entao todo o elemento considerado fis-
surado (Cedolin e Dei Poli?®). A orientacao das fissuras intro-
duz anisotropia na lei do material continuo equivalente ao ‘con-
creto fissurédo. 0 procedimento mais usual, €& considerar o con-
creto como ortotrdpico, passando a ter um dos eixos de ortotro-
pia orientadp na direcao em que se deu a ruptura, a0 mesmo tempo

em que apresenta uma perda de resistencia a tracdo nesta direcao.

Uma outra forma de solucionar o problema € adota-
da quando se usam elementos isoparamétricos, sejam estes planos
ou tridimensionais (Suidan e Schnobrick®). Admite-se que o con-
creto fissurado permanece continuo, e que as fissuras sao distri-
buidas na area do elemento que corresponde ao ponto de integra-
cao numé:ica em que a tensao de tragao foi considerada inadimis-

sivel, o que origina a fissuracao parcial do elemento.

A consideracao de que apds o surgimento da fissu-
ra, existe ainda alguma rigidez transversal no plano de ruptura
devido ao encaixe do agregado, tem resultado boa correlacido com
0os resultados experimentais. Embora nao existam comprovagoes ex
perimentais que fornegam valores precisos para a perda de rigi
dez transversal, varios autores tém proposto solucdes para este
problema, que resulta de grande importéncia‘na analise de estru-
turas de concreto armado pelo Método dos Elementos Finitos. Dois
procedimentos sao mais empregados na literatura: ou se adota uma
constante empirica com a finalidade de minorar o modulo de rigi-

dez transversal (Suidan e Schnobrick?®); ou se admite para rigi-



dez transversal do concreto fissurado um valor que seja

da abertura da fissura (Cedolin e Dei Poli?).

A maioria dos autores prefere assumir que
rial possui total meméria da historia das fissuras, isto

armazenadas todas as posicoes e orienta¢oes das fissuras

funcao

0 mate-

que ja

ocorreram, ao invés de considerar que o material n3o conserva as

orientagoes e posicoes das fissuras, e que a cada estagio a fis-

suragao obedece apenas a superficie inicial de ruptura.

plica em que novas fissuras podem ocorrer e outras serem
radas fechadas, mas uma nova fissura deve ocorrer em um
plano de ruptura ou em outro perpendicular a este. Esta

macdo €.valida no caso de carregamento proporcional. No

Isto im
conside
antigo
aproxi-

caso de

carregamentos nao proporcionais ou ciclicos, devem ser esperados

consideraveis desvios do comportamento real do material.

2.2 - CRITERIOS DE RUPTURA

Os critérios de ruptura propostos para o concreto

sao baseados nas teorias classicas de ruptura e nos ensaios expe

rimentais, visando representar o comportamento do concreto sob

solicitacgoes multiaxiais.

2.2.1 - Teorias de Ruptura

O comportamento de um material sob carregamento,

depende de suas propriedades e de seu estado de tensio (Belyaev'®).

No caso de materiais fridgeis, as deformagdes per-

manecem quase proporcionais ds tensBes até a ruptura.e .esta acon

tece sem qualquer deformagao plastica. A ruptura ocarre por se-

paragao em uma secgao perpendicular a tensiao de tracdo ou

rias secoes paralelas a tensao de COmpressaon,

em va-
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No caso de materiais dicteis as deformacdes elds-
ticas sao sucedidas por consideraveis deformacgoes plasticas e a
ruptura final se da devido ao deslizamento sob tensdes maximas de

cizalhamento.

Embora exista esta classificacdo dos materiais em
diacteis e frageis, um mesmo material, dependendo de suas condi-
¢oes de trabalho pode sofrer ruptura por separagio ou deslizamen

to.

a) Materiais Frageis

A ruptura dos materiais frageis pode ocorrer devi
do a maxima tens3o normal de tracdo ou devido a.maxima deforma-

¢do elastica.

A teoria da maxima tensado de tracao foli sugerida

por Rankine em 1862.

Se o0, > 0, > 07 , a Tuptura, ocorrera quando

o, = Orup ‘ (2.1)

onde S rup € a resisténcia a ruptura a qual & constante para ca

da material.

A teoria da maxima deformagdo foi sugérida por

Mariotte em 1686.

Se €y > e, > €, , a Tuptura ocorrera quando

(2.2)

M
=

I

M

rup

onde :
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sendo E o modulo de elasticidade.

b) Materiais Ducteis

0 fato de que aparecem linhas de cizalhamento na
superficie do corpo durante a deformagao pldstica, e que sob tra
¢ao os materiais ducteis rompem ao longo de planos de maxima ten
sao de cizalhamento, torna estas tensoes aceitaveis como crité-

rios de ruptura.

A teoria da maxima tensidoc de.cizalhamento foi pro
posta por Coulomb em 1773. De acordo com esta teoria, o estado
critico do material ocorre quando a maxima tensdo de cizalhamen-

to se torna igual a um certo valor.

Sendo ¢y > 0, > 0; , a maxima tensao de cizalha-

mento serda dada por:

Thax — f(ol \ 03) ' (2.3)

independendo da tensdo intermediaria.

O critério sugerido por Tresca em 1868 assume que
a ruptura ocorre em um dado material quando a maxima .tensiao de
¢izalhamento atingir um valor constante, sendo K um valor 1i-
mite .para cada material. O critério de Tresca pode ser expresso

por:
f(ol , 03) =0y - 0z - 2K = 0 (2.4)

Mohr em 1900 sugeriu que na ruptura, a tensido de
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cizalhamento maxima & funcao também da tensio normal atuando no

plano de ruptura.

Coulomb em 1776 propos um critério empirico que
pode ser visto como caso especial da teoria de Mohr. Em funcao

das tensoes principais, tem-se:

f(cl R 03] = (Ul - 03) - (2c¢c cos ¢) + [01 + 03) sen ¢ = 0
(2.5)

onde ¢ € a coesao e ¢ o angulo de atrito interno.

-

Expressando (2.5) em fungao de Tt_- e o ma-

max N °
xima tensao de cizalhamento e tensdo normal ao plano de cizalha-

mento, a equagao toma a forma mais usuai:

Toax = © - Oy tg ) (2.6)

No critério de Mohr-Coulomb a reta de . Coulomb &

associada a envoltoria de Mohr.

Na Figura 2.1 estao representados os critérios de

Mohr-Coulomb e Tresca no espaco das tensoes principais.

Von Mises em 1913 propbs que o escoamento ou rup-
tura do material comega quando a energia potencial de distorcao
por unidade de volume atinge um certo valor limite. Desta forma,

f(o) = J, - K?2 =0 : (2.7)

2

sendo J2 , 0 segundo invariante das tensoes desviadoras, em no-

tacao tensorial dado por
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1
J, =7 8:: 8. (2.8)
5. o (2.9)

onde 6.. & o delta de Kronecker e o = 11
1) m 3

|

Mohr- Coulomb

| ' ' Tresm
p

_Sz

FIGURA 2.1 - CRITERIOS DE MOHR-COULOMB E TRESCA NO
ESPACO DAS TENSOES PRINCIPAIS

O critério de Drucker-Prager € uma generalizacio

do critério de Von Mises, e &€ dado pela expressio:

£(o) =a I, + /I, - K =0 (2.10)

onde I1 € o primeiro invariante das tensdes, em notacao tenso-

rial dade por:

T, = 0., (2.11)
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e o e K sao constantes do material relacionadas com o angulo

de fricgdo interna ¢ e o coeficiente de coesao c

No espaco das tensoes principais o critéerio de
Von Mises representa um cilindro e o de Drucker-Prager um cone,

ambos centrados no eixo hidrostatico (Figura 2.2a).

Na Figura 2.2b, sao superpostas no plano desvia-
dor as intersegoes apresentadas pelas superficies: de Tresca,

Mohr-Coulomb e Von Mises.

Orucker- Prager ¢

(a) ®) t

FIGURA 2.2 - a) CRITERIOS DE VON MISES E DRUCKER-PRAGER NO ESPA-
GO DAS TENSOES PRINCIPAIS

b) CRITERIOS DE VON MISES,COULOMB E TRESCA NO PLANO
DESVIADOR

2.2.2- Critérios Utilizados para o Concreto

Para o caso biaxial os resultados experimentais

obtides por [Kupfer et Alii’,sugerem que na regiio compressfo =
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tracao a ruptura acontece por separagiao., a menos de . razoes de
tensoes menores do que 1/15. Na regido tragido - tracao,a ruptura

acontece por separacgao na direcao perpendicular a da 'maior ten-

sao (Figura 2.3).

foc = - 590Kp/Am? T0-20

G ==
G- =« 1 02044 ruptura ) 010
4 =-04030 5 Per separagao -
q'=-0.m9<2 \ ) \\ e ]

FIGURA 2.3 - RESULTADOS EXPERIMENTAIS OBTIDOS POR KUPFER

Kupfer & Gerstle® propde pard o caso biaxial ~que”

__a ruptura na regiao compressao-tragac, aconiteéceé por separagad nos

estados_de'péﬁgéq;dﬁg verifiquelm, pafa’ o3 < 03
°1 92
f(o) = — - 0,8 — -1 =10 : (2.12)
f f
ct cc
sendo fcc a resistencia do concreto d compressao e fCt a re-

sistencia do concreto a tracado, obtidas do ensaio uniaxial.

A superficie de ruptura utilizada por Connor e
Sarne®, se baseia largamente nos resultados experimentais obti-

dos em ensaios biaxiais, uma vez que 0s ensaios triaxiais geral-
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mente sao restritos ao caso de compressao triaxial. Connor e
Sarne® consideram que nos estados de tensao que envolvem tragao
a ruptura acontece por Separacao na direcgdo perpendicular a da
maior tensao de tragao, sempre que o estado de tensao estiver so

bre ou fora da superficie de ruptura.

0 modelo dos trés parametros utilizado por Argyris
et Alii7, consiste em combinar o critério de Mohr-Coulomb com o

da maxima tensdo de tracao (Figura 2.4).

FIGURA 2.4 - MODELO DOS 3 PARAMETROS

O critério de Mohr-Coulomb € normalmente expresso

em termos da coesao ¢ e do angulo de atrito interno ¢ . Se
> > - :

01 > 02 > 03 , tem-se que:

(01 - 63) - {(2¢c cos ¢) + (01 + 03) sen ¢ = 0 (2.13)
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Os parametros ¢ e ¢ podem ser colocados em fun

cao de fCC e fCt . Conforme a (Figura 2.5) tem-se que:
_ _2c c0s ¢
fet (1 + sen ¢) (2.14)
_ 2c tos ¢
fee © (1 - sen ¢} (2.15)

Censiderando que a .ruptura depende somente da

maior e da menor tensido principal, o critério de Mohr-Coulomb po

de ser expresso sob a forma:

o o
- - 1= (2.16)
ct cc
///—‘—h\\
e
yd
/
/
/
/ C
lf ‘/'_ i 6\'
fee 7

FIGURA 2.5 - CRITERIO DE MOHR-COULOMB
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Para utilizacao do critério de Mohr-Coulomb junta
mente com o da maxima tensdo de tracdo, a resisténcia a tracgao
oy . : J 1 =
fct e substituida por um valor fct , para fCt A fct , sendo
A uma constante (Figura 2.6).

41C

fey = oxl|fcc| |
coulomb:- mohr

e

0,2 fee

FIGURA 2.6 - CRITERIO DE MOHR-COULOMB COMBINADO COM O (CRITERIO
DA MAXIMA TENSAQO DE TRAQAO - MODELO DOS 3 PARAMETROS

0z , a ruptura acontecera sempre

-
f
=
f
Q

H

RY
Q
to
| v

que:

o 5
L. 3 1= (2.17)

ou
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Na Figura 2.7 sao apresentados no plano o, = 0
.as intersecoes obtidas utilizando-se a superficie utilizada por
Connor e Sarne® e o critério dos 3 parametros, delimitando-se as

zonas €m que a ruptura acontece por separacac ou deslizamento.

iy
i/
fCC
3 PARAMETROS
103
N T SARNE
fc . . /’
3, :
Lcc L N \\ L L L L
02 N
~
-0.2
: 4

A

b -

FIGURA 2.7 - SUPERFICIE UTILIZADA POR SARNE E
MODELO DOS 3 PARAMETROS

Os ensaios de compressao triaxial mais utilizados
na literatura sao os de Launay e Gachon®. Devido as dificulda-
des que o ensaio triaxial apresenta, a discrepancia entre os re-

sultados obtidos por varios pesquisadores ¢ muito maior do que no

caso biaxial.

Todos os resultados experimentais sugerem que a
componente hidrostatica € de significante influéncia no comporta

mento do concreto. Devido a esse fato, os critérios empregados
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para a verificagao da ruptura por compressdao ou plastificacao do
concreto incluem o primeiro invariante das tensdes. A superfi-
cie de Tuptura € basicamente um cone com meridianos curvos e se-

¢ao nao circular.

Willam e Warnke? desenvolveram um modelo, o qual
define uma superficie conica de base nido circular, para represen
tar os estados de-tenséo que ocasionam a ruptura do concreto. No
espago das tensoes principais, esta superficie & convexa, conti-
nua e tem gradiente:continuo. A ruptura acontecera, sempre que:

flo) = £(3, , I; , 8) = 0 (2.19)

1

Para 0 < 8 < 60° , sendo & o dngulo de similaridade.

Colocando (2.19) na forma explicita tem-se:

_ 1
I =
1 71 1 2 2 _
7 3 7 T0E) (5 Jd,07 - £, =0 (2.20)
sendo
g, + 0, - 2 0O
cos § = 1 2 — 3 (2.21)
6 2.
e (Jz)
/3
e
1
2 1,(r3-r?) cos & + r,(2 T,-1,) [%(rz—rzj cos? 9+ 5r>-4r r_TZ
r(6) = 227717 T 2V T 72 2 "1 1 1 ZJ
‘ 2 _ .2 2 _ 2
4 (rz rl) cos® 9 + (rz 2 rl)
(2.22)

Os parametros z , r; e T, sdo identificadosem
fungao de fp o resistencia a compressio obtida no ensaio bia-

xial para compressoes iguais nas duas direcoes, fCC e fct (Fi
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gura 2.8). Sao empregadas ao todo trés condicoes de teste.

FIGURA 2.8 - REPRESENTACAO NO PLANO DESVIATORIO

Estabelecendo-se que:

fCt
C!.Z = T (2.23)
cc
e
f
o, = <P (2.24)
u f
cC
0os valores de 2z , r, e 1, serao obtidos substituindo os tres

resultados de ensaio em (2.20). Obtem-se entao:
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o O
. = u z
a, - o,
o .
r. = u %z
1 520 + o
u Z
o
o u %
2 V5 3 a o + -
u "z %y %y

A superficie proposta se degenera no

L R R

coes de teste sao utilizadas.

Drucker-Prager se

(2.25)

(2.26)

(2.27)

modelo de

Neste caso somente duas condl

Khan e Saugy'® propoem um tronco de cone para a re

giao de compressac e um cone para a regiao de tracao.

Isto equivale a tomar, para a regiao de compres-

sao:

o, = U
z Soo, - 2
u
e para a regiao de tracao:
_ 2 o,
u 3o, -1

Calculados r e 2z , no primeiro ¢ no

0
caso, (2.20) toma a forma:
1
o, - 1 5 o
u Z S _
ro -1t BT e fee 7 0

para a regiao de compressao, e:

{2.28)

(2.29)

segundo

(2.30)
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I+ Il - P =0 (2.31)

para a regiao de tracao.

Na Figura 2.9 esta representada a superficie de

Khan e Saugy!® no espago das tensdes principais.,

Se z tender.a « (2.20) se reduz a:

1
1 .2 . .\2 . |
T (g J,)" - £, =10 (2.32)
que € o critério de Von Mises.
1.6‘3 e

FIGURA 2.9 - SUPERFICIE PROPOSTA POR KHAN E SAUGY



24

2.3 - RELACAO CONSTITUTIVA

Existem duas formulacbes bdsicas para caracteriza
cao da lei tensao-deformagao de um material, a formulacao secan-

te e a tangente.

As leis constitutivas da primeira categoria sao
restritas a processos reversiveis, como aqueles representados nos
modelos eldsticos ou elastoplasticos sem endurecimento. As da se
gunda categoria se aplicam a problemas em que a descrigao do ma-
terial € feita incrementalmente. A lei constitutiva incremental
na qual os incrementos de tensao sao obtidos em funcao das ten-
soes e dos incrementos de deformagdo foi :introduzida por
Truesdell, que dominou esta espécie 'de. comportaménto,' de. hipo-

elastico.

Pela definigao, os modelos elastoplasticos com en
durecimento, ¢cstariam englobados naqueles de comportamento hipo-
elastico. Mroz'', faz uma comparagio entre os: modelos elasto
plasticos com endurecimento e os hipoeldsticos, estabelecendo se
melhancas e diferencas bdsicas entre os dois, uma vez que na bi-
bliografia sao geralmente, denominados modelos hipoeldsticos ape
nas aqueles em que os dominios de carregamento e descarregamento

nao sao associados a nenhuma superficie de escoamento.

A Figura 2.10 mostra o diagrama tensao-deformacgao
do concreto, obtido do ensaio a compressaoc uniaxial. Até o pon-
to A, limite de proporcionalidade, o material exibe comportamen-
to linear. A partir deste ponto, o material comeca a enfraque-’
cer, devido ao fenomeno de microfissuracdo, até romper no ponto
B. As deformacbes nao lineares sao basicamente’ineldsticas.
Atingindo o ponto B, a deformagdo aumentard para decréscimos da

tensao.
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FIGURA 2.10 - CURVA TIPICA TENSAO x DEFORMACAO PARA O CONCRETO

Para representar este comportamento, a descrigao

do material deve ser feita incrementalmente.

2.3.1 - Relacao Constitutiva Incremental

Algumas consideracoes serao feitas a seguir sobre
as relacoes constitutivas incrementais usualmente empregadas quan

do sao utilizados modelos hipoelasticos.

No comportamento nao linear, sob condigoes multi-

axiais, a matriz tensao - deformagcao se torna anisotrépica.

O comportamento diferente em cada direcao princi-
pal de tensao implica em que essas nao sejam as mesmas direcoes
principais de deformacao, introduzindo acoplamento entre as ten-

soes normais e as deformacGes transversais. A nao consideracdo
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deste fato, € a primeira simplificacao feita na lei constitutiva
empregada nos modelos hipoelasticos, e torna os modelos hipoelas
ticos anisotropicos totalmente aceitos'apenas para os <casos de
carregamento proporcional. Apesar disto, muitas equagoes hipo-
elasticas ortotropicas tem sido propostas na literatura, para o

cidlculo de estruturas de concreto pelo Método dos Elementos Fini

tos.
Seja, a equacdao constitutiva incremental dada por.:
ts = p ¢ (2.33)
e
te=ct% (2.34)
onde:
te _ d .t t: _ d t
g =g¢ (o) e e = ¢ (el

Assumindo-se que nao ha acoplamento entre a ten-

sao normal e a deformagao transversal, a matriz C , para soli-

dos axissimétricos, pode ser explicitada por:

C11 C12 Ci3 0
¢ C C 0
c-| & 22 23 (2.35)

€31 Y €33 0

0 0 0 Con

sendo:
t. T _-,t t t_ Lt
A S-S TR SF
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Definindo-se o material como ortotrépico,a matriz

C'quando referida aos eixos principais toma a forma (Lekhnitskiil?) :

1 V12 _ V13 0
t t t

E, E, Es

_ta I 0
tE‘]_ th tE3

C = (2.36)

V3 _ V32 1 0
[ [ T,
£y £, Eg

he

12

onde tE1 ,th ,tE3 sao os modulos de elasticidade tahgente nas

diregbes 1, 2 e 3; Vi, ¢ o coeficiente de Poisson que relacio-

na as diregoes 1 e 2 (v
t

13> etc. sao definidos similarmente), e

G12 € o0 modulo de elasticidade transversal no Plano 1-2.

Invertendo (2.36), resulta:

) e . i

" (L -vy5 vg)) E Qg # 3 vgp)  Eplvpgtvgy vg) 0
Lt t
p.l Fylvgg +vp3 vai) Byl - vy vgy) Byl vy vz 0
-0 g (V.7 +Vgq Vor) g (Vap V2 Vy,) 5 (A - vy Vaq) 0
3y g+ vz vop 3(V3p * Vg1 Vo) 3l = vy vy
t
0 0 0 6%y,
(2.37)

onde
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V3r T V12 VY23 V31 T Vi3 V21 V32

D sao necessarias. 10

Para determinacao da matriz
constantes independentes. Utilizando-se a condicaoc de simetria,

o numero de constantes decai para sete.

Se C € simétrica tem-se, em notacgao indicial,
que:
vy vji
Ao 1 (2.38)
tg. tg.
j i
e admitindo-se:
vij ) “ji = “ij (2.39)
Em (2.38) e {2.39) nao ha somatdrio em i e j e

i e j wvariam de 1 a 3.
Utilizando-se. (2.38) e (2.39) em (2.37), a matriz
D pode entao ser escrita da seguinte forma:
B (1) VE (“13 32*“12) “ By Byl Mgy tigg) O
! t 2 i e
E, (L -mp3) 1” “ﬁz“13*“3? 0
11 —_—— — . oL e ——— i
D=2
~ 9| - | .
: 2
- TB5( - 12y 0
SIMETRICA 6 %G,

(2.40)
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sendo:

I o
=1 - uyp - Mz m Uy = 2 My, Hyg g

Nenhum resultado experimental forneceu ainda. um
valor totalmente aceito para o modulo de elasticidade transver-

sal do concreto, seja para solicitacoes biaxiais ou triaxiais.

Os valores adotados para o modulo de elasticidade
transversal na literatura, sao empiricos, baseados somente em que
este deve depender igualmente dos modulos longitudinais nas di

recoes envolvidas.

Elwi e Murray'? utilizam a matriz de tensio - -de-
formacao dada em (2.40), e o mddulo de :elastic¢idade transversal

€ dado por:

t 1

[t te Vte th o _ Afte 4 1/t L 32
Gi2 =ag [ B1 * Ep - 2 Wy V'E} "By - (VB Hyq # Ez-“sl)]

= 12 1

(2.41)

Alguns autores como Connor e Sarne® e Bathe e Ra-
maswamy '® , utilizam em seus modelos :equagdes' constitutivas bem
mais simplificadas do que a dada em (2.40)}. Isto se déve, a di-
ficuldade, encontrada na pratica, na determinacao das sete cons-

tantes envolvidas nesta equacao.

A matriz C proposta por Connor e Sarne®, tem a

seguinte forma:
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1 .V _ v 0
t t t
Eq By Ea
AY] RV,
> - 0
T T
E, E, |
C = (2.42)
Ay
T 0
3
"~ SIMETRICA 2¢L * v)
_ By ]
sendo:
t. 1t t £ . 1 .t t
By =3 CEp + "By + 7Eq) e B, =7 By *+ "Ep)

2.3.2 - Relacao Tensao Deformacao Uniaxial

A relacdo tensao - Deformacdo proposta por Saenz’S,

é adotada em diversos modelos hipoelasticos, para representar o

comportamento do concreto sob solicitacgoes uniaxiais (6, 14, 15).

0 ramo ascendente da curva tensao deformagdao, na
regido de compressido, € aproximado pela funcdo quadratica, suge-

rida por Saenz, da seguinte forma:

t Eo fe
o= EO t€ tE 2 (2.43)
1+ (7= -.2) (—) + (—
Es €cc €ce
- , fcc
sendo EO 0 mpdulo de elasticidade inicial, ES = EEE - Eec a
t

deformagcao correspondente a maxima tensdo de compressac e ¢ e ¢

a tensao e deformacao uniaxial.

A relacao tensao - deformagao proposta por Bathe
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e Ramaswamy'®, & uma fungio de terceiro grau e inclui os valores

de Een * @ maxima deformagao de compressio e fcu ,a tensao cor
respondente a esta deformagao, com a finalidade -de ‘descrever o

ramc descendente da curva.

Outros autores (16, 17), utilizam aproximagoes bi
lineares para representar o diagrama tensiao deformacio uniaxial

do concreto.

Um modelo hipoelastico deve descrever o comporta-

mento do material antes e durante a ruptura, para isso a relacgao

tensao - deformagao uniaxial, sob condicoes multiaxiais adotada,
deve ser baseada nos estados de tensao que determinam a. ruptura

sob condigoes multiaxiais.

No modelo para o caso biaxial, proposto por Nil-
son et alli'™ a relacdao tensdao deformacdo uniaxial,sob condigoes

multiaxiais tem a seguinte forma:

E_t

t _ 9] €
T 1oy tey L ey o
1 - vo Es Ecc Ecc

sendo o a razao entre as tensoes principails, v o coeficiente
1] .

de Poisson, ES = EES , féc a resistencia a- compresséo‘multi
cc

a deformagao correspondente a

1

axial e ¢
cc

féc , para um dado

valor de o .

Comparando-se (2.43) e (2.44)}, nota-se que:

f&cu = (1 - va) féc (2.45})

sendo f&cu a tensao uniaxial equivalente no instante da ruptu-

=
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ra.

Substi indo- ! j Tel
stituindo-se fccu juntamente com €lc em

(2.43), tem-se a equacao sugerida por Nilson.
Deve-se observar que para obter a tensao uniaxial

equivalente, o efeito de Poisson foi retirado de conside-

1
fcc ’
rando-se 0 material elastico, homogéneo e isotrdpice. O modelo
de Nilson et alii™ & derivado em termos de tensdes .e deforma-
cdes totais e embora ele sugira sua aplicacao a leis constituti-

vas incrementais, nao faz referencia a cerca do procédiménto a

ser adotado neste caso.

Qutros modelos como o de Darwin e Pecknold®™ sio
baseados em uma relacdao tensiao - deformacdo uniaxial para condi-
coes multiaxiais, dependente da deformagao uniaxial equivalente.
Estes modelos tomam em consideracdo o fato da :lei constitutiva

ser incremental.

No modelo proposto por Connor e Sarne®, a relacao
tensao ~ deformagao adotada, embora considere as relacoes multi-
axiais de ruptura, nao determina esta. A ruptura a cada passo,
& verificada em funcdo do estado multiaxial de tensio. A -Tela-
¢ao uniaxial adotada para o braco ascendente da curva . € a dada
em (2.43). O braco descendente ¢ aproximado por uma linha reta.
Para estados multiaxiais de tensao os valores de f e €__ sao

ccC cC

substituidos por e €' .

1
fee cc
Para condigdes multiaxiais de tensao o procedimen

to adotado por Bathe ¢ Ramaswamy'® & semelhante ao proposto por

Connor e Sarne®.
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IIT - MODELO IMPLEMENTADO

Optou-se por implementar um modelo hipoelastico,
uma vez que estes modelos, embora oferecendo seérias restrigoes
para os casos de carregamento nao proporcional ou ciclico,em que
sao empregadas leis constitutivas incrementais, tem sido muito
utilizados na analise de estruturas de concreto armado pelo méto
do dos elementos finitos, devido principalmente a sua flexibili-

dade para serem adaptados a resultados experimentais disponiveis.

0 modelo adotado ¢ fundamentalmente baseado naque
le proposto por Bathe e Ramaswamy'? , O'qual'foi idealizado visan
do a analise estatica e dinamica de estruturas de concreto arma-

do e protendido sujeitas a solicitagoes triaxiais.

Como o-objetivo principal do trabalho € a analise
de vasos de pressio de reatores nucleares implementou-se um mode
lo. que possibilita a analise de solidos axissimétricos e estrutu

ras submetidas a estado plano de tensao e deformacao.

Neste capIitulo € feita uma descrigdo detalhada do

modelc implementado.

5.1 - MODELO PARA O CONCRETO

De acordo com a teoria da hipoelasticidade (Coon
e Evans?’), a diminuicao de rigidez de um material devida ao es-
tado de carregamento, pode ser simulada utilizando-se uma rela-
cao tensao-deformagido incremental, com mddulo de elasticidade

tangente, da forma:

(3.1)

M
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sendo a matriz D avaliada diferentemente dependendo se o mate-

rial esta sendo carregado ou descarregado.

Define-se a fungao de carregamento em notacdo ten

sorial por:

9 b=t

te (L ottty ot t t
f = [7 (Fo. - 6ij om) ( Uij dij cm)J + 3o o (3.2)

onde t representa o estado de carregamento do material

§;; = delta de Kronecker, e o wuma constante que diz da influen

cia da tensao média no estado de carregamento do material.

Bathe e Ramaswamy'® sugerem que se adote um valor

negativo para a

Sendo f_ . o maior valor da fungao encontrado

durante a solucao completa, o material esta sendo carregado se

t . t
f > fmax e descarregado se f < fmax

3.1.1 - Relagao Tensao Deformacaoc Uniaxial

A relacao tensao - deformacao wuniaxial proposta
por Bathe e Ramaswamy'® (Figura 3.1), € traduzida pelas seguin-

tes equagoes:

g = E0 £ g > 0 (3.3)
E t
—2 - 8
t LB S
. 5 cC t
_.‘ ) fcc. tE - t€ 2 . t€ " E i a (3.4)
1+ A=) + B(z—)  + Ciz)

ccC cc cC
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Para

E = (3.5)

tem-se que:

t cc cc t
E - 3 SR P e <0 (3.6)
1:+ A(—) + B(=—) + C(=—=)
€ € €
cc cc cc
para
EO E _
|g> * (P® - 2P?) £2 - (2P° - 3P% + 1)
A = u S = (3'7)
[(P? - 2P + 1) P]
2E
B = |(g= - 3) - 24 (3.8)
s
- E
C = L(z - E—O) + A:| (3.9)
S
onde:
t f 3
E =.-%£ g = %% p - EEE (3.10)
5 fec Y Feu cc
sendo Cu © f., o valor da maxima deformagido de compressio e

da tensao correspondente a esta deformagdao obtidos no ensaio uni

axial.
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FIGURA 3.1 - RELACAO TENSAO x DEFORMACAO UNIAXIAL

A relacao tensao deformacao uniaxial para condi-
¢Oes multiaxiais de tensao proposta por Bathe e Ramaswamy!®, que
€ descrita a seguir, quando utilizada reproduz deforma¢des bem
menores do que as reais para estados de tensao que antecedem o
de ruptura, embora na ruptura, a deformacao real se¢ja atingida.
Considerando-se o fato de que resultados tao proximos da realida
de quanto os de Bathe ¢ Ramaswamy'®, poderiam ser obtidos de for
ma mais simples do que a sugerida por estes optou-se por adotar

dois procedimentos na implementacao do modelo.

Conforme a variavel "UNIAXIAL" que & dado de entra-
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da do programa seja 0 ou 1 se adota a relagdo tensao - defor
macao uniaxial para condicoes multiaxiais proposta por Bathe e
Ramaswamy'? , ou se utiliza diretamente a relacgdo tensdo - defor

magao obtida do ensaio uniaxial.

Calculam-se as tensOes principais [01 s 0o s 03)
e para cada diregao principal de tensao determina-se um mddulo

de elasticidade tangente (E, , E; ES)’ correspondente a dire-

1
¢ao principal de tensdo,utilizando-se (3.3) e (3.6).

Quando se utiliza (3.6), ou se wusam diretamente

0s resultados do ensaio uniaxial, f ,

£ ou, Con
cC ’ -

€
cc ' Tcu

>

fcu
forme Bathe e Ramaswamy'®, estes valores sdo substituidos por ou
tros que tomem em conta as condigoes multiaxiais, féc , féu
cc ' Tcu

Se 0, <0, <0, , utilizando-se, um critério de
ruptura para estados de compressao, a cada instante determina-se

para o, e o0, tomados constantes, a menor tensao de compres

sao a ser atingida na diregZo 3 que ocasionara a ruptura do mate

rial. Sendo esta tensao féc , tem-se para vy, = TEE , que:
cc
fio = Y1 fcu (3.11)
Elu ~-Y1.Y €L, (3.12)
e
Ece T Y1 Y Bee (3.13)
onde:

Y € uma constante, empregada com o objetivo de modificar
o modulo de elasticidade secante uniaxial, para conside
rar condigoes multiaxiais.
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3.1.2 - Matriz de Elasticidade

Admitindo-se Oz < 0, <0y, € sendo K uma cons

tante que fixa o estado de tensao limite para o qual se considera iso
. t . - . . - -

tropia, se CE > K féc , 0 material e considerado isotropico,com

coeficiente de Poisson constante e modulo de elasticidade tangen

te dado pela seguinte média ponderada:

E = (3.14)

Neste caso, a matriz D para sOlidos axissimétricos € definida

por:
(1+v) v v 0
tg (1+v) v 0
D =
- (1 + \)) (1 - 2\)7 (1+\)] 0
SITMETRICA %_(1—2v)

(3.15)

Se t

o7 < K féc , o material & considerado orto-
tropico, sendo as direcoes de ortotropia definidas pelas dire-
coes principais de tensao. Para solidos axissimétricos,a matriz

tensao - deformagao correspondente a estas direcgoes é€:

i t t t
(1-v) El v E12 v E13 0
t
. 1 - 1-v) B, v By 0
(1-2v)
SIMETRICA ——7——-tE12
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sendo:
& tE. tc. + tE. tc.
E.. = —2 1 S (3.17)
1] to; + tG
1 ]

para 1 e J variando de 1 a 3

Como se usa um sistema local para formagao das ma

trizes dos elementos, € necessario rotacionar a matriz D , defi

nida nas diregoes principais de tensao, para este sistema (Figura

3.2)

FIGURA 3.2 - SISTEMA DE REFERENCIA

Considere-se que se conheca Yy ,td ,to( ). to_
b y . Xy
t t t

. . t -
e se necessita determinar o Oy s Oz 5 Oy, - As equagoes

1 kl
bidimensionais de transformacdoc de tensdes tém a forma:
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tP =7
hul ol { b
73

z [~ =
o, . cos? ® sen® & |0
o, sen? 6. cos? 6 ' 0

> =
ot
0 { 0

-ty _ sen 28 sen 20

12 2 2 |

relacoes bidimensionais sao:

dade de volume € invariante e dada por:

(3.18)
- 1
sen 20 to
X
- sen 20 to
Y
< > (3.19)

0 tc

yA

cos 26 to

. Xy

Necessita-se também transformar as deformagoes. A

t
TP -T e (3.20)
- — T f )
cos® 8 sen®’ 6 0 sen228 te
- ‘ X
:
sen® 8 cos” 8 0 senzze te
Yy
J >(3.21)
; t
0 { 1 | 0 £,
- sen 28 isen 26 . 0 cos 28 te
. Xy

A variagdo do trabalho de primeira ordem por uni-

(3.22)

-t T p
o
oy 8¢

11K
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Logo

As leis tensao - deformacao nos dois sistemas de

referencia sao:

=D "¢ (3.24)
tHP ) PP tEP (3.25)
onde
P _ .. T
RN B (3-26)

Para o calculo dos incrementos reais de tensao,no

dominio de carregamento, a matriz D & substituida pela matriz

Tp de:
o= 'De | (3.27)
onde TQ ¢ formada considerando-se o modulo secante incremental
Esi , (Figura 3.3), calculado nas diregOes de ortotropia,
.t
£i
Esi = E52 e [Esl - EsZ) (3.28)

para 1 variande de 1 a 3, sendo Esi e ES2 obtidos em (3.3) e
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(3.4).

FIGURA 3.3 - CURVA TENSAO - DEFORMACAO UNIAXIAL

Se D for ortotrdpica os vetores o e e devem

ser tomados nas direcoes de ortotropia.

5.1.3 - Comportamento na Ruptura

Como a curva tensao-deformacao .uniaxial adotada
nao caracteriza os estados que provocam ruptura pOT COMPresSao,
€ necessdrio verificar a cada estado de tensdo se -esta ja foi
atingida. Devido & complexidade dos ensaios triaxiais,a discre-
pancia entre os resultados obtidos € muito maior do que no caso
biaxial. Numerosos critérios de ruptura por compressao triaxial
tem sido sugeridos. A superficie de ruptura foi implementada por
pontos situados em planos perpendiculares a diregdo de menor ten

sao principal. Supondo-se
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para

tO

1
— = K
fCC 1

devem-se fornecer 3 pontos no plano

t

g
— = K
CC

Estes pontos correspondem a:

t t t _ t t _ t
2 01 . 02 = 0.75 03 e 02 = 03

para Kl variando de 0 a 1.2 . Isto permite grande flexibili-
dade, na escolha do critério de ruptura a ser utilizado. Na Fi-

gura 3.4, € mostrada a superficie de ruptura de Khan e Saugy'®.

te ~ —- KHAN AND SAUGY

ee s
4 o -§ﬁ‘b
ar \Q“Z "\G‘b
NS4
TR e, Ve s'¢
3 e e 3= 2% 7
- g g \9 'G
gy = 3
= 4 6@ _/hc
2r =~ /3 A s K7
L : i
== ? dh |
’T‘ P = ) 5 "8..—-'*\ [13 |
3 |
L 1,2 /fcc 1
- * 3/ t"'
. G~3/ foc : 2/
. L fer } | | - fee
o | 2 3 . 4 tq-
2/
f

ccC

FIGURA 3.4 - SUPERFICIE DE RUPTURA A COMPRESSAO TRIAXIAL
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Qualquer estado de tensao sobre ou fora da super-

ficie de ruptura ocasiona esmagamento do material.

No caso de se estar adotando a curva temnsao -_de—
formagao uniaxial para condigOes multiaxiais, que nio leva em con
sideracao a resistencia a compressao multiaxial, deve-se verifi-
car ainda, se na diregao de menor compress3o, a deformagido cor-
respondente 3 maxima tensio de compressao, €cc ° obtida no en-
saio uniaxial, foil atingida.  Quando o . .procédimento adotado &
aquele sugerido por Bathe e Ramaswamy'’, o estado de tensdo limi
te € sempre atingido antes que a menor deformacdo de compressio

1 |

se torne igual a €ec *

Caracterizado o esmagamento, a tensao decrescera
para acréscimos de deformacao, fazendo com que o modulo de elas-
ticidade tangente seja negativo. Para montagem da matriz de ri-
gidez emprega-se para 'E , um valor proximo de zero,pordm no cal
culo dos incrementos reais de tensao, utiliza-se o valor de Esi
calculado em (3.4). A matriz tensao - deformagao é considerada

isotrdpica com médulo secante incremental, “Esi ~calculado na di

recao de menor compressio.

Se a menor deformagao de compressao se:torna igual
a maxima deformagac de compressdo da curva uniaxial utilizada pa
ra condigoes multiaxiais de tensdo, os incrementos de tensdo sao
considerados nulos, o que significa que o material nao tem mais

nenhuma rigidez.

Para caracterizagao da ruptura nos estados de ten
sao que envolvam tracao, adotou-se a superficie mostrada na Figu

ra 3.5 .
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e () ()
o ~\\1ﬁ0 —, fcc

i‘-:'fc_'

tgofer (|_fr ) N

(=

FIGURA 3.5 - SUPERFICIE DE RUPTURA A TRACAO

Se a tensao de tracdao em uma direééo principal
atingir o valor de resisténcia a trac@o obtido na superficie da
Figura 3.5, acontece ruptura por separacao € o material & consi-
derado incapaz de suportar qualquer tensaoc de tragao nesta dire-
cao. Forma-se entdo um plano de ruptura perpendicular i direcao
principal em que. a ruptura ocorreu. No plano de ruptura assume-
se estado plano de tensoes e nacﬁ&pgﬁonormal ao plano toma-se pa
ra tigidez um valor proximo de zero. Quanto a rigidez ao cortan
te,utiliza-se um mdédulo de elasticidade transversal minorado,ten
tando levar em consideracdo a acao do aco e do agregado através

da fissura. Os fatores que minoram a rigidez normal e transver-



46

sal, N, € ng sao parametros de entrada do programa usualmen

te tomados 0.001 e 0.5..

Se o material, antes do aparecimento da fissura

era isotropico, a matriz D (3.15), toma a forma:

My Vin Vin 0
tE 1 V 0
D= ——— (3.29)
(1 - v%) 1 0
1
SIMETRICA 7 Ng(l - v)

Para Oy maior do que a resisténcia a tracdao. Se o material,es
tiver sendo considerado ortotropico, a matriz D , (3.16), € ex-

pressa por:

t t t
Tn By Vi Epp Vi Epg 0
t t
ty E, v 523 0
D =
~ a2 t
(1-v°) ES 0
SIMETRICA Lot -y
L 2 s 712 V- ]
para tol maior do que a resisténcia a tracdo. Note-se que apss

a fissuracao o material torna-se sempre ortotrdpico.

Uma vez formado um plano de ruptura, para carrega
mentos subsequentes as relagoes tensao - deformagao levario em con
sideracao o que foi descrito anteriormente, tendo como direcdes
de ortotropia as diregoes principais no plano de ruptura e a di-

recao perpendicular a este planoc. O descarregamento ¢ retarregg
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mento do concreto fissurado tem o seguinte tratamento: quando a
deformagao através da fissura se torna negativa (compressdo) ,e me
nor do que aquela em que a ruptura ocorreu a fissura € considera
da fechada e supoe-se que o material possa resistir a tensbes de
compressao na direcgao normal ao plano de ruptﬁra, caso contrario,
se considera aberta, sendo o material, ainda, incapaz de resis-

tir a qualquer tensao naquela diregao.

3.2 - MODELO PARA O ACO

Para o ago admite-se uma curva tensaoc - deformacao
especificada por pontos com a possibilidade de. incluir deforma-

coes permanentes. (Figura 3.6).

FIGURA 3.6 - DIAGRAMA TENSAO - DEFORMACAO DO ACO
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IV - ALGORITMOS UTILIZADOS PARA ANALISE NAO-LINEAR

4.1 - EQUACOES INCREMENTATS DE MOVIMENTO

A formulacao do Método dos Elementos Finitos para
analise nao linear compreende a formulacdo cinematica do proble-
ma com o uso de principios da mecanica do continuo, a identifica
cao das relagdes constitutivas e finalmente a discretizacdo das

equagoes resultantes.

Considere-se um corpo genérico sujeito a grandes
deslocamentos, grandes deformagdes e relagdes constitutivas linea
res e nao lineares. O movimento do corpo & descrito em coordena
das cartesianas e a coordenada.de um ponto & Oxi no tempo zero,

t ) t+At
x.

X; Dno tempo it e no tempo t+At , com 1 =1, 2, 3

Tem-se que:
(4.1)

X. = "X, + ‘u. (4.2)

onde tu. e t+Atu

i i sao as componentes cartesianas dos desloca

mentos do ponto nos tempos t e t+At , respectivamente. O in-
cremento de deslocamento do tempo t ao tempo t+At & definido

per u. , logo:
u.- (4.3)
As equacoes de equilibrio sac formuladas com base

no principio dos deslocamentos virtuais que pode ser aplicado na

analise linear, n3o linear geométrica e fisica (Malvern?!). No
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presente trabalho pretende-se enfocar apenas o comportamento nao
linear fisico das estruturas de concreto armado. Faz-se ent3o a

hipotese de pequenas deformagoes.

Considerando-se o equillbrio 'do: corpo no tempo

t+At , o principio dos deslocamentos virtuais leva a:

t+At [V t+At
J Oij G;ij dv’ = R (4.4)
0
Vv
t+At - .
onde Oij sao as componentes cartesianas do tensor de ten-
s0es e eij as componentes cartesianas do incremento do tensor

de deformagoes infinitesimais, dadas por:
_ 1
£:. = ?_(u- .ot UL L) (4.5)

As componentes de deformacgoes sao obtidas das in-
terpolacdes do método dos elementos finitos, e as componentes de

tensdo sao dadas por:

t+At . _ t
;5 95 * Dijrs frs (4.6)

onde Dijrs € o tensor constitutivo tangente, no tempo t
Substituindo-se {(4.6) em (4.4}, obtem-se:
0 t+ht t 0
f ijrs Crs SeiJ av R J i3 éeij av (4.7)
v v

Note-se que a equagao (4.7) € a 1linearizacho da
equagﬁo‘(4.4), logo sua solucao nao & exata. Se em um lnico in-

tervalo de tempo ocorrem fortes ndo linearidades, a equacio (4.7)
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pode conduzir a uma continua acumulacgdo de erros.

Deve-se entao procurar uma solucdo mais precisa
dentro de cada intervalo de tempo, ou corrigi-la sistematicamen-
te de tempos em tempos, utilizando-se uma técnica "iterativa do

tipo Newton-Raphson.

Definindo-se:

t+f_\.tu (k) _ t+Atui(k—1)

(k)
i + A ug (4.8)

onde:

t+"‘\‘tu.@} = tu. (4.9)
i i

a equacao (4.7) pode ser escrita na seguinte forma:

(K) . (K) o4, _ t+At, [ t+at_(k-1) . (K) o
J Dijrs €rs 6Eij dv R 0ij ﬁeij dv
°y Oy (4.10)

A equacao (4.10) €& discretizada na analise pelo

método dos elementos finitos.

4.2 - DISCRETIZACAO POR ELEMENTOS ISOPARAMETRICOS

Na analise nao linear as discretizacoes das equa-
coes da mecanica do continuo utilizando .elementos isoparamétri-
cos parecem ser especilalmente recomendadas. Neste caso as coor-
denadas e deslocamentos em cada elemento, sao definidas pelas se

guintes expressoes:

n .
x; = © N, x% j =1, 2, 3 (4.11)
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n .
u; = & N ut j=1,2, 3 (4.12)
] i=1 J
onde x} ¢ a coordenada do ponto nodal i correspondente a di-
regao j , u% e o deslocamento do ponto nodal i , corresponden

te a direcao j , e n € o nimero de noés do elemento.
Nj ¢ a funcao de interpolagao relativa ao ponto

nodal 1

As expressoes (4.11) e (4.12) sao substituidas em
(4.10) para discretizar as relagdes de equilibriio, que, . em notacao

matricial, sao entao expressas por:

= R

tI~< 3PLK) _ tHAt, t+AtF(K—1) €413

onde 'K & a matriz de rigidez nao linear no tempo (t. , trity

€ o. vetor de forgas: externas.: aplicadas. nos: pontos. nodais,
t+AtF(K—1)

€ o vetor de forcas nodais equivalentes ao estado de

tensoes atuais do elemento e Au(K] e o vetor de deslocamentos

nodais. Assim:

teat (K) | t+AtE(K—1)

+ au®) (4.14)

t+AtF(K—1)

. T -
As matrizes K e , TnNecessarias na

resolugao da equagao (4.13), para um elemento, serao dadas por:

K = J B* DB “dv (4.15)

0
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sendo B a matriz transformacao deslocamento-deformacao.

Para andlise dinamica os efeitos de massa e amor-
tecimento sio introduzidos .da forma .usual ;racrescentando-se a
equagao (4.13) as expressoes que contém os produtos de matriz de
massa e vetor de aceleragdes, € matriz de amortecimento e vetor

de velocidades. Tem-se entao:

tratg (K) |,  t+dts (K) t+At, _ t+Atp(K-1)

M Lt )

~

(4.17)

4.3 - SOLUCAO DAS EQUACOES DE EQUILIBRIO ESTATICO E DINAMICO

O método de Newton-Raphson tem se mostrado efeti-
vo para a solucao de problemas mnao lineares. Entretanto, a atua
lizacao da matriz de rigidez em todas as iteracdes, muitas vezes

tem grande influéncia no custo da analise.

O processo conhecido por método de Newton-Raphson
modificado consiste na.utilizagﬁo do .método . de. Newton-Raphson
mantendo a matriz de rigidez inalterada durante um mesmo incre-
mento de carga. Este foi o procedimento adotado no presente tra
balho, uma vez que em problemas envolvendo nao linearidade fisi-
ca apenas, técnicas fundamentalmente incrementais s3o mais reco-

mendadas.

As equacoes de equilibrio consideradas na analise
estatica, mantendo a rigidez constante, durante o incremento de

carga sdo:

tK AE(_K] _ t+AtR _ t+AtFLK—1) K=1, 2, 3,

(4.18)
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A equacao (4.18) corresponde a iteracao do méto-
do de Newton-Raphson modificado para o zero da funcao £ , onde:

o trotg o trate(l (4.19)

m —_

A iteracdo K , em resumo, exigira a avaliacdo do

t+AtF(K~1)

vetor e a soluclo de um sistema de equagoes algébri

cas lineares. Estas equagoes podem ser resolvidas por um esque-
ma iterativo ou um método direto. -Para . aplicagdoes gerais sao
consideradas mais efetivas as implementacdes do método basico de

eliminacao de Gauss.

Na analise dinamica, o sistema .de .equagdes .dife-
renciais de segunda ordem pode ser resolvido mediante .a-.aplica-
cao de métodos de integracgaoc especialmente derivados para.as-.apli
cagoes do método dos elementos finitos. Estes métodos se encon-
tram detalhados em Bathe?® . No presente trabalho utilizaram-se
os métodos de integracdo que se encontram implementado na lingua

gem LORANE-NL?3 .,

4,4 - COMPORTAMENTO CRITICO E POS-CRITICO

Na analise de problemas praticos espera-se encon-
trar dificuldades no processo iterativo de Newton-Raphson Modifi
cado quando ocorrer perda subita de rigidez durante um incremen-

to de carga.

Na literatura diversos algoritmos para acelerar o
processo iterativo sao sugeridos (Bathe e Cimentoz”). Entretanto
_proximo a carga critica algoritmos de controle .de deslocamento

sao mais recomendaveis (Haisler e Stricklin?®).
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No presente trabalho optou-se pélo .algdritmo de

controle de deslocamentos sugeridos em Haisler e Stricklin®®. Es

te algoritmo, € resumidamente descrito a seguir.

Considere-se o sistema de ecquagoes incrementais
K&y =R-F (4.20)

Se a relacao entre as cargas da estrutura & fixa-

da, e apenas seus valores desconhecidos, pode-se utilizar:

=)
I
P
1 501

(4.21)

Tem-se entao:

-
=
o
o
)
| Rrel]
1
1t

(4.22)

Quando a matriz K se torna quase:sirgulat, a equa-
¢ao (4.22) nao pode mais ser resolvida. Em tais casos, esta di-
ficuldade pode ser contornada incrementando-se uma das componen-

tes de deslocamento. Supondo que o deslocamento Au.i seja espe

cificado, tem-se:

SRS ¥ by L gl 3}
= )\ - < > (4.23)
Ky Ky Bu, J R, : F,
onde Auy ¢ o vetor de deslocamentos nido especificados, K11 3

a matriz K «com a linha e a coluna i removidas, KZl & a li-

nha 1 da matriz X retirando-se a coluna i

, K € a coluna

~12
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i da matriz K sem a linha i , K22 € o elemento L da ma-

triz K , R € o vetor da relacdo das cargas na estrutura com a

linha i removida , ﬁz € o elemento Ri do vetor R, F, &

o vetor de cargas equivalentes em que se eliminou a linha i e

Fy € a linha i do vetor F

Da equagao (4.23) vem que:

K11 - R J Auy l Fl ]

(4.24)
K R ' A J )

A equagao (4.24) € um sistema de n equacoes com
n incognitas, incluindo A . A matriz dos coeficientes nio &
simétrica, consequentemente a resolucido do sistema nao & computa
cionalmente :eficiente. Para resolver & sistema, expande-se

(4.24), obtendo-se:

- Au. K

. K5 (4.25)

f12 89y = ARy - Fy

K Au, - » R, = - F

Ko By - Au. K

(4.26)

De (4.25) sabe-se que Ay, pode ser expresso por:

hu, = A+ B A (4.27)
onde A e B sao as solucoes das.equagoes:

X A= -~-F

f11 £ Py -y K

L K, (4.28)
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Ki1 B= Ry (4.29)
Substituindo-se (4.27) em (4.26) tem-se que:
- F, - K, A - Ko B
-2 __;1 7 M (4.30)
K21 B - R

Conhecido o valor de A., em (4.27), & determina-

do o vetor Agl

Considere-se agora, a equacao de recorréncia para

0 esquema de iteracao Newton-Raphson,

ty . oanK) o trAtp

t+ﬁtE(K-1) (4.31)

0 valor original dos deslocamentos no inicio do processo iterati
vo € calculado usando um incremento de deslocamentos fixado. 0

- (K+1) . - - _
elemento de Au . correspondente a diregaoc na qual o incre:
mento de deslocamento foi especificado permanece nulo durante as
iteragoes, o que significa que a cada iteracao o sistema de equa

coes a ser resolvido seri do tipo:

i B AUy ] f Fl ]
< >= - < > (4.32)
1 Ry A , [ 52 J

Para resolucao deste sistema, o procedimento ado-

tado &€ mesmo exposto, para a resolucgao de ({4.24).
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V - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

5.1 - GENERALIDADES

0 modelo hipoelastico para analise .de estruturas
de concreto armado pelo método dos elementos finitos,descrito no
Capitulo III, foi implementado no sistema .computacional LORANE-
NL?®. Este sistema foi desenvolvido em linguagem algol no compu

tador Burroughs modelo B-6700.

Para discretizar o concreto sao utilizados elemen
tos finitos isoparamétricos, e para discretizar o aco, elementos
escalares nao lineares. Na forma em que o modelo foi implementa
do, pode ser utilizado para a analise de 's6lidos axissimétricos

¢ estruturas sujeitas a estado plano de tensdao e deformacao.

Os elementos isoparamétricos tém nimero de pontos
nodais varidveis de 4 a 8 e a regra de integragdo de ‘Gauss pode

adotar 2, 3 ou 4 pontos de integracdo em cada direcao.

Considera-se que existe aderencia perfeita entre
ago e concreto. Isto implica em compatibilidade de deslocamen-

tos entre os elementos que representam os dois materiais.

Para descrever o comportamento da -estrutura apos
a carga ultima, pode-se usar o algoritmo de controle de desloca-

mentos descritos na secao 4.4

Considera-se na analise apenas a nfo linearidade
fisica. A formulagdo nao linear & do tipo ‘incremental verifi-
cando~se o equilibrio em cada intervalo de tempo pelo Método de

Newton-Raphson Modificado.

0 nimero de iteragbes em cada incremento & contro

lado pela tolerdncia obtida com o uso de normas euclidianas por:
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EUrlw,_lgm)

\H (H)H < tolerancia
ul

e pelo numero maximo de iteracgdes fixado.

5.2 - PROCESSO DE ANALISE

Considerando que o procedimento.adotado ~para re-
solver o problema nao linear, fol o Métedo de Newton-Raphson Mo-
dificado, a cada iteragao & necessario determinar o vetor de for

t+AtE(t)

¢as nodais equivalentes, , € no inicio de .cada’ "incre

mento uma matriz de rigidez tangente tK deve ser avaliada.

A cada iteragao, deve ser determinado por ponto

t+Atg(K)

de integracdo um vetor das tensoes atuais, , no siste-

ma considerado, principal ou de ruptura. Para. determindcao de

t+AtE(K) , todos.oswvetores t+AtUCK)

devem ser rotacionados pa
ra 0 sistema local do elemento. Este procedimento € mostrado no
diagrama da Figura 5.1.

Para montagem da matriz de rigidez tangente t

K,
deve ser calculada a matriz tensao .deformacio correspondente ao
tempo .t , D , em cada ponto de integragaoc. No caso de ortotro-
pia, seja esta devida & nao linearidade da lei tensido - defor-
magao uniaxial, ou a fissura do material, a matriz D , calcula-
‘da no sistema principal ou de ruptura, deve ser rotacionada para

0 sistema local do elemento. O procedimento seguido para a mon-

tagem da matriz D & mostrado na Figura 5.2.



CALCULO DOS INCREMENTOS DE DESLOCAMENTO

te ag(K) _ tdty _ trAtp(K-1)
.
CALCULO DOS INCREMENTOS DE DEFORMACAO
trat (K) _ tedt (K-1) _  (t)
LK) Bctfgfu(K) _.tys_,.

|
NAO ROMPEU

S0 ROMPEU POR TRAGAO
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5.3 - SUBPROGRAMAS DESENVOLVIDOS

dos ao sistema

guir.

MATRIZBPLANA

ROTACAO

ROTACAOMATRI Z

TENSAO

ELASTICIDADENL

MONTARC

MATRIZD..

TENSAOEDEF

Os subprogramas desenvolvidos para serem acopla-

LORANE-NL?*® , sfdo apresentados e descritos 'a se-

Calcula a matriz B em um ponto de inte-

gracgao

Rotaciona os vetores o & ¢ do sistema

local para o principal e vice-versa

Rotaciona a matriz de elasticidade tangen-

te do sistema principal para o local

Verifica a ruptura para estados de compres

530

Calcula o moédulo de .elasticidade uniaxial
tangente e a tensao uniaxial, corresponden
tes a uma determinada diregcao em .um ponto

de integracao

Calcula a matriz de elasticidade nas dire-
¢oes principais de tensdo a partir dos mo-
dulos de elasticidade tangente ou secante
incremental -.correspondentes as direcoes
principais. Modifica a matriz de elastici
dade de acordo com as condigoes de fissura

cao.

Calcula a fungao de carregamento e verifi-
ca se o material esta sendo carregado ou
nao no inicio de cada incremento. Chama
ELASTICIDADENL , MONTARC e ROTACAO MATRIZ.

Calcula as tensdes atuais em um ponto de
integracao. Calcula as direcgoes principais
de tensao e verifica a ruptura por tracgio
a cada iteracao
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Chama ROTACZO, ELASTICIDADENL, MATRIZBPLANA
TENSAO e MONTARC '

BICONCRETO - Calcula a contribuigao de um ponto de inte-
gragao no vetor de forgas -nodais -equivalen-
tes e na matriz de rigidez tangente da estru-
tura.

Chama ROTACAO, TENSAOEDEF e MATRIZD

Na Figura 5.3 & mostrada a estrutura geral do pro

grama



‘ BICONCRETO

ROTACAO

‘ TENSAQEDEF -

ROTACAQ

‘ ELASTICIDADENL

l MATRIZD

’ MATRIZBPLANA

| ELASTICIDADENL ‘ MONTARC

TENSAO \ ‘ MONTARC

FIGURA 5.3

ROTACAOMATRIZ

£9



64

5.4 - ENTRADA DE DADOS DO MODELO

A seguir serao enumerados os dados que devem ser

fornecidos, além dos usuais, no sistema LORANE NL*3®, para o cal-

culo das estruturas de concreto armado.

b)

d)

e)

1)

g)

E , £ , £ ,

cu £ , obtidos no ensaio unjaxial

fCt » Eec I
e definidos na secao 3.1.1 .

v , coeficiente de Poisson

. i
fop 03"’

0os seis valores de =~ e os dezolto valorés de 5 , pa-
cc ' cc

ra 1 variando de 1 a 6 e j variando de 1 a 3 , que defi-
) M - . - 2 L ‘ 'L
em a superficie de ruptura a compressao triaxidl,conforme se

encontra descrito na secgao 3.1.3 .

Yy , constante utilizada para modificar a razdao de proporcio-
nalidade entre Ele © I definida na secao 3.1.1 .

K , parametro utilizado para definir quando se usa a matriz
de elasticidade isotrdpica ou ortotrdopica, conforme esta de-

finido na secao 3.1.2 .

o , constante utilizada para multiplicar a componente hidros
tatica das tensdes, na funcao de carregamento, definida na
segao 3.1 .

n, € ng o, fatores utilizados para reduzir a rigidez normal
e a transversal, apos ocorrer ruptura -por .tracdo, conforme

descrito na secgao 3.1.3 .,
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UNIAXIAL, parametro utilizado para determinar quando se ado-
ta a relagdo tensao - deformacdo uniaxial proposta por Bathe

e Ramaswamy?!’

(uniaxial = 0), e quando se utiliza o procedi-
mento proposto neste trabalho (uniaxial = 1), conforme des-

crito na segao 3.1.1

EPTCON, EPDCON, AXICON , sao utiljizados para determinar o ti

po de elemento a ser utilizado na analise.
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VI - ANALISE DE RESULTADOS

Os 2 primeiros problemas analisadds. visam. eluci-
dar as caracteristicas basicas do modelo. Nos quatro exemplos
que se seguem, o objetivo foi comparar, para casos reals, 0s re-
sultados que o modelo fornece, com os obtidos por outros pesqul-
sadores. Devido ao fato de que foram feitas. muitas simplifica
¢oes para representar o comportamento das estruturas de concreto
armado, e como os modelos utilizados na 1iteratufa envolvem uma
grande quantidade de aproximagoes para os diversos aspectos en-
volvidos na anadlise, & de extrema importancia a analise e compa-

racdo de resultados, de casos especificos.

6.1 - EXEMPLO 1

Analisa-se o comportamento de um elemento plano,

carregado uniaxialmente.

Foi utilizado o-elemento isoparamétrico com 8 pon

tos nodais e ordem de integracao 4 x 4,

Os parametros adotados para definir os materiais,

foram os seguintes:

CARACTERISTICAS DQ CONCRETO

E, = 4600- Ksi fq = - 3.84 Ksi
£ = - 4.45 Ksi v = 0.
e = 0.45  Ksi €ey = - 0.00313 in .
€cc = - 0.00218 dnj; . ng = 0.5
n, = 0.00001 ' a = - 1.

K = 0.
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Na Figura 6.1 apresenta-se o diagrama tensao-de

formacgao obtido.

O controle de deslocamentos foi utilizado com a
finalidade de descrever o braco descendente da curva, pois no ca
so de se controlar tensoes, nesta fase, haveria uma interpreta-

cao de descarregamento.

No ponto B ocorreu ruptura por tragao, sendo.a fis
sura considerada fechada, no ponto E. Utilizou-se :'inicialmente
uma técnica incremental, e pode-se notar, que neste caso, a res-
posta a partir do ponto F, se afasta da solucao real. Este in-
conveniente pode ser eﬁitado, utilizando iteragoes para garantir
o equilibrio em cada incremento de deslocamento. Porém, deve-se
notar que mesmo procedendo—sé iteragoes de equilibrio, a respos-
ta depende fundamentalmente do incremento utilizado. Isto se de

ve ao fato da funcao de carregamento ser alterada a cada incre-

mento.

6.2 - EXEMPLO 2

Pretende-se comparar os resultados fornecidos pe-
lo modelo implementado com aqueles, obtidos experimentalmente por
Kupfer et Alii*. Para isto, analisa-se o comportamento de um ele
mento planoc submetido a compressao biaxial. O carregamento €
propofcional € a razao entre as tensoes nas duas diregoes princi
pais, tcl/toz, € 1/0.52.

Utilizou-se o elementoc isoparamétrico com & pon-

tos nodais e ordem de integracao 4 x 4.

Na Figura 6.2 plotou-se o diagrama tensao-deforma

cao, onde estao representados os resultados obtidos por Kupfer et
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Alii* e aqueles relativos a presente anadlise.

Fornecendo-se o parametro UNIAXTAL = 1, a curva
tensao-deformacao adotada € a obtida no ensaio uniaxial, e UNI-

AXIAL.= 0, é a sugerida por Bathe e Ramaswamy'?,

% |
L1l

(.0 ] P .

09 ¢
08l
.71

061

054

04 <4

0.31 ® CONTROLE DE DESLOCAMENTOS

COM [TERACAO DE €QUILIDRIO

0 CONTROLE DE DESLOCAMENTOS
SEM ITERAGCAO DE EQUILIBRIO

FIGURA 6.1 - COMPORTAMENTO DO MATERIAL NO DESCARREGAMENTO E RE-
CARREGAMENTO

Como se pode.notar, para carregamentos aquém do.
de ruptura o procedimento sugerido por Bathe e Ramaswamy'®, pro-
duz deformacdes que nao sao compativeis com as reais. Conforme
a segao 3.1.1, poderiam ser adotados valores para Y7 que tornassem
as deformacoes mais proximas das reais. Porém, a adocido de um

valor constante para y para todas as razles de tens3o em nada me
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lhora o aspecto da resposta.

Estdo a seguir, os parametros que definem o mate-

rial.

CARACTERISTICAS DO CONCRETO

E = 4600. Ksi f = - 3,84 Ks1
0 cu g
f = - 4,45 Ksi v = 0.2
cc
fct = 0.45 Ksi Ecu = - 0.00313 ln/in
> = - 0.00218 in,. a = - 1.
cc /in
X = 0.

Para a verificagdo do esmagamento devido & solici
tacao e compressao biaxial utilizaram-se os resultados de Kupfér
et Alii". Neste caso, a superficie de ruptura & especificada pe

los segulntes valores:

t o — t 2 - .3 =
Ol/fCC 0. Gl/fcc 0.25 Gl/fcc 0.5
tl—'* = ts‘ = te =
Gl/fcC 0.75 Gl/fCC 1. ol/fCC 1.2

toldje = 1 tol2/f = 1.2204 o3 /f_ = 1.1625
3 cC : 3 cc : ccC )

Nesta analise empregou-se: controle de deslocamen

to, € garantiu-se o equilibrio a cada incremento de deslocamento.
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REF (4)
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FIGURA 6.2 - DIAGRAMA TENSAO-DEFORMACAO

6.3 - EXEMPLO 3
A viga da Figura 6.3 fol analisada analiticamente

por Krahl et Alii“* que obteve o diagrama que representa a pro-
gressiva penetracgao das fissuras na alma da viga, nao apresentan

do porém no citado trabalho nenhum diagrama referente a flecha.

p |

I.-_Gu_._‘ }"—50 —-,'-""‘36 — 50" 1

] a8t = 0. 62 in®

T FTGURA 6.3 - VIGA ANALTSADA
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A mesma viga foil estudada Suidan and Schnobrich?,
mediante uma analise computacional na qual foram utilizados ele-

mentos isoparamétricos tridimensionais e modelo elastoplastico.

Os materiais sdo definidos pelos seguintes parame

tros:

CARACTERISTICAS DO CONCRETO

E = 6100.. _Ksi f = - 3.225 Ksi
0 cu
f = - 3.74 _Ksi v = 0.2
ccC
fct = 0.458 Ksi ECU = - 0.003 1n/in
€ce = T 0.002 "1P/in
CARACTERISTICAS DO A@O'
E = 3000.. ‘Ksi ' fy = 44. . Ksi
ET = 300. Ksi
¥y = 1. k = 1. nn = (.0001 ns = 0.5
o = - 1 " UNIAXIAL = ¢

A curva de ruptura a compressao fornecida & aque-

la sugeira por Kupfer et Alii®.

Duas formas de discretizacdo foram adotadas. Na
primeira utilizam-se elementos isoparamétricos com 4 pontos no

dais (Figura 6.4.a); na segunda, com 6 pontos.nodais. (Figura 6.4.b).

0 ago das armaduras foi representado (Figura 6.5),

pela introducdo de elementos escalares ndo lineares ligando nés
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do elemento isoparamétrico.

A ordem de integracdo nesta analise € 2 x 2.

A carga foi aplicada 1incrementalmente, pro;edeg
do-se iteracOes para garantir o equilibrio em cada intervalo.

A tolerancia exigida foi 0.001, limitando-se o na

mero de iteragodes em 20, por incremento.

—

L lol! I 9|| gll 6|l 6

i
g
5

—

1 1

—
——

(b) L -

FIGURA 6.4.a - DISCRETIZACAO A
6.4.b - DISCRETIZAGAO B

N e

———— -— R d

FIGURA 6.5 - COLOCACAO DOS ELEMENTOS ESCALARES
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Na Figura 6.6 apresentam-se os diagramas carga-
flecha, obtidos através das duas formas de discretizacao adota-
das. Estes resultados sao comparados com os obtidos por Suidan
and Schnobrich®. Deve-se notar que a carga para a qual, a fissura
c¢ao se inicia, conforme os resultados de Suidan and Schnobrich?®

€ confirmada pelo modelo implementado.

No primeiro intervalo de carga, seriam necessa-
rias mais de 20 iteragdes para que se estabelesse ' equilibrio.
Notou-se porém, que o equilibrio & atingido apds 8 iteragCes se

a convergencia adotada for 0.01.

o — — )

~
Il
1

. REF(3)

[ A
x b
o o
< e L. ___
2 S <
3 | 8
incremento
® DISCRETIZAGAO A
o DISCRETIZAGAO B
} } | -~
04 0.3 0.6 0.7

DESLOCAMENTO DO PONTO MEDIO(in)

FIGURA 6.6 - DIAGRAMA CARGA-FLECHA
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A truptura se da por flexao, devido ao escoamento
da armadura.

A carga de ruptura obtida pelo modelo, € a mesma
apresentada por Suidan e Schnobrich?.

Na Figura 6.7 apresenta-se o diagrama que. forne-
ce, a cada etapa do carregamento, a penetracao da fissura na al-

ma da viga.

)
a 16 1
=
o dicretlzacdo B
- REF(32)
g 8 - T_—_ discretizagdod
c =
I
; f } } -
0 02 0.4 0.6 08 |

PENETRACAO DA FISSURA

FIGURA 6.7 - DIAGRAMA CARGA-PENETRACAO DA FISSURA

6.4 - EXEMPLO 4

A mesma viga do exemplec 3, foi analisada dinamica
mente, para um carregamento concentrado aplicado instantaneamen-
te.

Para representacao dos materiais, foram utiliza-
dos os mesmos parametros do exemplo anterior.

A estrutura foi:discretizada da forma mostrada na

figura 6.4.b.
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Para integragac no tempo utilizou-se o método de
Newmark e matriz de massa consistente. O intervalo de integra-

¢ao adotado corresponde aproximadamente a 1/20 do periodo fun-

damental.

Na Figura 6.8, apresenta-se o diagrama da respos-

ta nao linear obtida, para o deslocamento do meio do vao.

A [Poies
13.5
040+ : fseg
- Q /O‘ 1
J:5/‘Dr ‘\.\ P/ h'q\ -# solugdo linear
0.30+ / \\\c\ o h\\ 0 solu¢io ndo-linear
N I /
i A

1 f{ \\ /! ‘Q\

| J'1' ,/.'—".\. h ,ﬂ '\g \\
O- 20 d \ \ ’/ / \\ \ ’ '

b 1Y \ / 2 b,
1 1 Y \t\ ”f ;5 \ X
0y Vs Y
7 % ¥ LY
ool \ o 4R /
7 \‘ Sy " f
[ | \ ¢ . M
I‘ i\ // ‘\ /
| } 4 | X A \\.-*.“ | ] | l | ;\.._
0 o~ e 12 |!s 24 30 38 12 ‘ 3_43
TEMPO/ At

FIGURA 6.8 - RESPOSTA DINAMICA

6.5 - EXEMPLO 5

A viga-parede mostrada na figura 6.9, foi analisa
da no Laboratdrio de Estruturas da COPPE/UFRJ, e faz parte do Pro

grama de Testes Desenvolvido por Tezatto"".

A armadura de flexao € colocada de forma a garan-

tir que a ruptura acontecera por cizalhamento.
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_ P P
'10cm tep——— - T0cm 60cm . 70cm -
I I 1 —[ T .

IQem -}

10¢em

% 1

ast=2.572 cm®
ast=3.858 cm2

/1,!71

FIGURA 6.9 - VIGA-PAREDE ANALISADA

Nesta analise, foram adotados os secguintes parame

tros, para descrever os materiais:

CARACTERISTICAS DO CONCRETO

= 2 - 2
Eo 1335 XN/cm fcu 1.65 KN/cm
f..=- 1.95 KN/cm? v = 0.2
- 2 _
ct 0.208 KN/cm €y 0.003 cm/cm
ECC = - 0.002 cm/cm

CARACTERISTICAS DO ACO

]
1

2.1 x 10" KN/cm? fy = 54 KN/cm?

e}
]

8 x 10®  KN/cm?

il
<

.S

Yy = 1. K =1 nn 0.0001 AR

@ = -1. TUNIAXIAL = 0 .
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Para verificagao da ruptura por .compressdo utili

zou-se a curva sugerida por Kupfer et Alii*.

Para a discretizacao (Figura 6.10) foram emprega-
dos elementos isoparamétricos com 6 pontos nodais e ordem de in-

tegracao 2.X.2.

30cm . 20cm L 20cm . ISem |5cm1
H T b

t——o—jr——c——wq

-4-
4

[ ]
[ 3

20cm

20cm

20cm
-
10em |
-~ L 2
0 em

FIGURA 6.10 - DISCRETIZACAQ ADOTADA

Na Figura 6.11 & mostrado o detalhe da colocacgio

dos elementos escalares nao lineares.

Utilizou-se uma técnica .incremental, garantindo-

se o equilibrio a cada incremento de carga.

A tolerancia exigida foi de 0.01, com "um nlmero

maximo de 20 iteracOes por incremento.
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FIGURA 6.11 - COLOCACAQ DOS ELEMENTOS ESCALARES

Na Figura 6.12, o diagrama carga-flecha fornecido

pelo modelo é comparado aquele obtido experimentalmente.

A ruptura & atingida, quando o estado de fissura-
¢ao da pega & tal, que torna a matriz de rigidez daestrutura sin
gular, fazendo com que nao se obtenha mals convergenciano proces

so iterativo de verificacao de equilibrio.

A carga de ruptura, encontrada com o modelo €& de

81,8% da experimental.

Os deslocamentos que o modelo fornece,  para o
meio do vdo, sdo muito préximos dos obtidos experimentalmente,

até 50% da carga de ruptura.

Para cargas superieores a esta, os. deslocamentos
sao menores do que os medidos no ensaio. Isto se deve as simpli
ficagoes feitas no tratamento do concreto fissurado. Principal-
mente ao fato, de nao se tomar em conta o crescimento da abertu-

ra da fissura.

Nas Figuras 6.13 a 6.18, mostra-se a configura
¢cao das fissuras obtidas experimentalmente, e com o modelo, para

as cargas de 80 KN, 120 KN e 160 KN.
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FIGURA 6.13 - CONFIGURACAO DE FISSURAS (EXPERIMENTAL}

e P P280 KN
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FIGURA 6.14 - CONFIGURAQKO DE FISSURAS (MODELO)
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FIGURA 6.15 - CONFIGURACAO DE FISSURAS (EXPERIMENTAL)

- -
AN NN NN N
B RN\
NN
yans NN
/117 /)] NN Y N
—1-/ 11E]! i\
i A4 INARAINNAN
7/ //I L H,l,;'lti Qg g

FIGURA 6.16 - CONFIGURACAO DE FISSURAS (MODELO)
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FIGURA 6.17 - CONFIGURAGCAO DE FISSURAS (EXPERIMENTAL)

P:160 KN

~N
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L L bty

I

!

FIGURA 6.18 - CONFIGURAGAO DE FISSURAS (MODELO)
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Como se pode notar, a configuracdo .das fissuras
fornecida pelo modelo, representa bem os ~resultados experimen-

tais.

Somente as fissuras que surgem sobre a .Iinha .car
ga-apoio, parecem ser excessivas, uma vez que experimentalmente
nao sao detectadas. Porém para a carga de 220 KN, acontece rup
tura brusca da peca, devido a4 uma fissura que se desenvolve exa-

tamente sobre a linha carga-apoio (Figura 6.19).

FIGURA 6.19 - CONFIGURACAO FINAL DAS FISSURAS (EXPERIMENTAL)

6.6 - EXEMPLO 6

0 vaso de pressao de concreto protendido (PCRV)
da figura 6.20 foi estudado experimentalmente por Sozen and-

Paul"?.
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FIGURA 6.20 - SECAO LONGITUDINAL DO VASO ANALISADO

Este vaso foi também analisado numericamente com

um modelo elastoplastico por Zienkiewics et Al1ii??®

Para modelar o comportamento dos materials, os se

guintes parametros foram fornecidos:

CARACTERISTICAS DO CONCRETO

EO = 4300. Ksi fCu = - 5,865 Ksi
fcc = - 6.9 Ks1 v = 0.15
fct = 0.615 Ksi Ecu = 0.0033 1n/in
€ec = - 0.0025 ln7in

CARACTERISTICAS DO ACO
Eo =~28§00. Ksi _ fy = 225. Ksi
E. =0
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Para verificacao do esmagamento na.compressao, foi

utilizada a superficie de Launay e Gachon®.

Na Figura 6.21 & mostrada a forma de discretiza-

cao adotada no presente estudo.

Foram empregados 32 elementos ‘isoparamétricos de
s6lido axissimétrico com nimero variado de pontos nodais e ordem

de integragcao 2 x 2.

0 ago da protensao circunferencial, e .da proten-
sao longitidinal, foi simulado mediante a introducdo de -12 .ele-

mentos escalares nao lineares.

FIGURA 6.21 - MODELO DE"ELEMENTOS "FINITOS UTILIZADO NA ANALISE
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0 carregamento foi aplicado incrementalmente. Em
um primeiro incremento aplicou-se uma pressao externa de 626.4
psi, equivalente a protensdo circunferencial. No segundo incre-
mento foi introduzida a protensdo longitudinal, 'pela aplicagao
da carga de 900 Kips. Finalmente, a estrutura foi submetida a

pressao interna, na forma mostrada na figura 6,22,

0 processo de verificacio de equilibrio foi efe-
tuado a cada incremento de carga. A tolerancia exigida foi de
0.01, com um nimero maximo de 20 iteracgSes por incremento. [Foram
necessirias em média duas iteragBes por incremento.

Os resultados da anﬁlise{sao5§yeggntad0§_ﬁé'figuré
6.22, 0 diagrama‘mostrado fornece para cada incremento de carga
o deslocamento do ponto médio da. laje superior do vaso. Na figu
Ta, oS deslocamentos indicados, sdo os medidos a partir dq confi
guracdo apds a aplicagao da protensdo, .

Na Figura 6.23 apresenta-se a configuragao de fis
suras, obtida com o modelo, para a pressao interna de 700 psi.

Na Figura 6.24, se encontram os resultados obtidos

para a carga de 675 psi, por Zienkiewics et A1ii® e parara car-

ga de 700 psi, por Bathe e Ramaswamyl® .
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VIT - CONCLUSOES

Procurou-se neste trabalho, abordar alguns dos
problemas inerentes a analise de estruturas de .concreto armado
utilizando-se o método dos elementos finitos. Em .especial, os
que concernem aos casos em que a relagdo tensao-deformagao do con

creto € representada através de um modelo hipoeladstico,

0 modelo utilizado para representar o concreto,
apresentou—se.estével,convergindo rapidamente para a solugdoc, ex
ceto nos incrementos de carregamento em que se estabelecem simul
tancamente muitas fissuras e nos incrementos em que o carregamen
to estd muito proximo 3 ruptura., O modelo apresenta grande fle-
xibilidade de emprego, podendo ser utilizado para representar o

comportamento nao-linear de outros materiais,

No exemplo 1, pode-se concluir, que . para analise
de estrutura submetidas a carregamento ciclico, 'a resposta depen
de fundamentalmente do incremento utilizado, sendo aconselhavel,
para uma boa descrigao dos deslocamentos da estrutura, a utiliza

cao de pequenos incrementos de carga.

No exemplo 2 sao comparado$ os resultados obtidos
com o emprego da curva tensdo-deformagao fornecida em ensaios uni
axiais, e da proposta por Bathe ¢ Ramaswamy'®. Ambas representam
com boa aproximacao o comportamento nao linear do material na com
pressaoc. Uma vez que as deformacgoes obtidas quando se utiliza a
curva proposta por Bathe e Ramaswamy!®, para o caso multiaxial,
sao inferiores as reais, considera-se a simplificagao de usar di

retamente a curva fornecida pelo ensaio uniaxial, mais. viavel .

A introdugao de elementos escalares mniao lineares
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para representar o ago mostrou-se eficiente, dentro da limitacao
de considerar aderencia perfeita entre os -.dois . materiais, nao

apresentando problemas de compatibilidade.

No exemplo 3, pode-se notar que a adocao de ele-
mentos de grau superior, e reducdo do nUmero de .elementos, nao.
prejudica a resposta. Somente no caso de se desejar ‘uma .repre-
sentagao mais precisa da configuracdao das fissuras, & necessario

adotar um numero maior de elementos.

No mesmo exemplo, nota-se que no primeiro incre-
mento de carga, a fissuracao acontece simultaneamente em muitos
pontos de integracao. Devido a este. fato, as 20 iteragdes permi
tidas sao insuficientes para que se obtenha convergencia de 1% .
0 aumento do numero de incrementos néb implica em convergencia
mais rapida. Conforme se pode constatar, as fissuras acontecem
todas em um Unico incremento de carga, mesmo quando este € bas-
tante pequeno. Verificou-se também que a cada iteracdo, a par-
tir das 10 primeiras, a resposta converge lentamente para a exa-
ta, e que uma convergéncia de 1% seria alcancgada, ja na 92 itera

cao.

No exemplo 5, a estrutura analisada apresenta fis
suragao simultanea e ruptura local. Verificou-se que ao ocorrer
ruptura localizada a estrutura nao foi mais capaz de transmitir
esforgos para as regioes nao fissuradas de modo a permitir o pros
seguimento da analise. A matriz de rigidez se" torna .singular
devido a formagao de um. mecanismo de ruptura. O processo numeri
Co, nesta etapa, nao apresenta mais convergencia. Mediante o con
trole dos deslocamentos, a analise numérica poderia ter prosse-
guimento, porém uma vez que a carga de ruptura ja foi atingida,

isto nao se faz necessirio.
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A carga de ruptura fornecida nesta . analise, foi
80% do valor determinado experimentalmente. Ao contrari¢ do exem
plo 3, em que & Tuptura era resultado do escoamento da armadura,

neste exemplo ela & atingida devido 3 fissuracao.

Tanto a convergencia lenta nos casos em que a fis
suragdo acontece simultaneamente em muitos pontos de integracio,
quanto a subestimativa da carga de ruptura sio consequéncias do
critério de fuptura adotado e das simplificacoes feitas na comnsi

deracao do comportamento do concreto fissurado.

Comprovadamente a fissuragdo & a fonte de ndo li-
nearidade de maior importancia na andlise de estruturas de con-
creto armado pelo método dos elementos finitos. Para obtencao de
resultados mais proximes dos reais, faz-se necessario um .trata-
mento mais apropriado da fissuracdo e de efeitos tais como a per
da de aderencia do ago, e a acao deste através da fissura. Po-
rém quando se visam modelos que serdo utilizados para o calculo
de estruturas submetidas a estados triaxiais de tensdo, pouco se
sabe sobre a estratégia a ser utilizada para consideracdo destes

efeitos.

No exemplo 6 foi analisado um vaso de pressao de
‘concreto ,protendido. Os resultados obtidos com o modelo prevéem
‘deformacgdes menores do que as reais para o concreto. A carga de
ruptura, porém, € considerada satisfatdria quando comparada com

a obtida experimentalmente.

Os resultados .calculados com o presente modelo sao
também comparados com os obtidos mediante o emprego de um modelo
elastoplastico. A comparacdo feita mostra que os deslocamentos

fornecidos pelo modelo elastoplastico .estdo mais proximos dos
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reais do que os calculados com o modelo hipoelastico. Porém, uma
vez que cada modelo inclui a representacao.de outros fenomenos,
como a fissuragao, isto nao nos leva a conclusoes definitivas .
Somente uma comparacao entre modelos semelhantes, em que se exa-
mine apenas a diferenca no tratamento das deformacdes inelasti-
cas, pode levar a conclusGes quanto a eficiencia de -se adotar

leis hipoelasticas ou elastoplasticas.

Para o caso triaxial, a consideracao -'de. uma lei
constitutiva hipoelastica que tome em conta os resultados experi
mentais obtidos para carregamentos multiaxiais e inclua a consi-
deracao de que o carregamento nao € proporcional, pode honerar
bastante a analise. Para 0 caso boaxial, porém, este .tipo de

analise pode ser conduzida com bastante simplicidade.
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