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SUMﬁRIO

Neste trabatho sao apresentédos algoritmos para
analise estatica de sistemas estruturais que possuam nao linea-
ridade fisica localizada, situagao bastante frequente em proble

mas de - interacdao solo-estrutura.

Associam-se metodos incrementais, iterativos e
mistos a tecnicas para a solucao dos sistemas de equagoes que
levam em consideracdao o carater localizado da nao linearidade
atraves da decomposicao das sucessivas matrizes de rigidez; tan
gentes de forma seletiva, permitindo o reaproveitamento das par

tes que permanecem inalteradas.

A eficiencia dos algoritmos e examinada na anali-

se de alguns problemasde interacgao solo-estrutura.
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ABSTRACT

In this wotk algorithms are presented for the
static analysis of structuta1syﬂ£ms with localized physical
nonTinearity. In many types of structures that exhibit signifi
cant non1inearify during static analysis, the nonlinear stif-
fness property 1is bonfined to a few predetermined 10c?iities.
This physical characteristic may be exploited by making use
of substructure concepts and selective reduction. In the for-
mer, the elastic components may be represented by small matrix
of stiffness coefficients coupling, then to the noniinear éle-
ments. In the last a substantia] part of the previously redu-

ced coefficient matrix is re-used.

The reduced system of nonlinear equations is

solved by incremental, iterative or mixed methods.

The eficiency of these algorithms is examined
through the solution of some soil-structures interaction pro-

blems.
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CAPITULO I

INTRODUCAQ

A an3lise de sistemas estruturais que apresentam
comportamento»nao-]inear fisico localizado aparece com frequen-
cia em problemas deinteracao solo-estrutura. Devido @ quase ine
xistencia de metodos especificos para este tipo de analise as
solugoes para estes problemas norma]mente sao obtidas pelos mes
mos procedimentos numericos e computacionais utilizados no tra-
tamento de casos mais gerais em que a nao-linearidade afeta to-
do o0 sistema estrutural. Estes procedimentos produzem solucoes
desnecessariamente dispendiosas e muitas vezes economicamente

inviaveis para a maioria das estruturas gue ocorrem na pratica.

Neste trabalho analisa-se alguns algoritmos que
procuram dar um tratamento seletivo as partes do sistema estru=
tural sujeitas a nao-linearidade. Tais algoritmos sdo de dois
tipos: os que efetuam a decomposicao parcial das sucessivas ma-
trizes de rigidez tangentes e 0s que utilizam as tecnicas de di
vidir o dominio do problema em régiaes, denominadas "subestrutu
ras", com a postetior condensacao dos graus de 1iberdade das

subestruturas de comportamento linear.

Os dois algoritmos foram implementados em um pro-
grama de computador em linguagem FORTRAN, utilizando o computa-

dor Burroughs B-6700 do NCE/UFRJ.



Na solugao do sistema de equagoes .nao-lineares fo

ram utilizados metodos incrementais, iterativos e mistos.

A apresentacao do trabalho e feita ao Tongo de
cinco capitulos. No Capitulo II s3ao discutidos os metodos nume-
ricos de analise nao-linear com enfoque para a nao-linearidade
fisica. No Capitulo III s3dao abordados os processos numericos
pelos quais se pretende analisar sistemas com comportamento nao
linear fisico localizado através de um tratamento seletivo a re
gido do sistema submetida a ndo-linearidade. No Capitulo seguin
te apresenta-se alguns elementos nEo—]ineares utilizados, en-
quanto no Capitulo V sao discutidos aspectos gerais da programa
cdo dos diversos metodos. 0s exemplos analisados sao apresenta-

dos no ultimo Capitulo.



CAPTITULO II

METODOS NUMERICOS

Je uma forma gera], todos o0s prob1emas da mecani-
ca dos solidos sdao ndao lineares. Entretanto, em um grande rume-
ro de aplicagoes & possivel admftir uma formulacao linear que
conduza a solugoes aceijtaveis na ptEtica. Ha , né entanto, va-
rias situagOes nas quais e necessaria uma analise nao linear pa
ra que se obtenha resultados corretos. Entre alguns exemplos
que se enquadram nesta ultima categoria podem ser citados o com
portamento pos-critico de vigas, placas e cascas, a analise de
estruturas submetidas a grandes desiocamentos e, a priori, to-

dos os problemas da mecanica dos solos e das rochas.

A nao-linearidade pode ocorrer de duas maneiras:
a nao-linearidade fisica, resultante de leis constitutivas nao
lineares e a nao-linearidade geométrica proveniente de mudancgas
apreciaveis na geometria dos corpos deformados. No presente tra
balho sao abordados ptobTemas envolvendo apenas nao-linearida-
de fisica, que compreende as situagoes nas quais as tensdes nao
sao linearmente relacionadas as deformagoes, mantendo-se, po-
rem, a 11nearidade_geom§trica, através da consideragao de peque

nos deslocamentos e deformagoes |1l*%

O0s metodos de solucao para resglver sistemas de

equacoes algebricas nao lineares partem de uma estimativa ini-



cial da solucdo e, atraves da utilizacdo de algum processo, de-

terminam uma sequencia de solugoes, devendo convergir para a so

lugao exata |[!].

Tais metodos podem ser nao sequenciais e sequen-
ciais. Nos metodos nao sequenciais os pontos sdao escolhidos ao
acaso. Desse modo, os metodos sequenciais, que determinam se-
quencias de solucdes aproximadas a partir de um conjunto pre-de
terminado de operagﬁes, sdc 0s que mais se adaptam a aplicagao
no presente caso, tendo em vista a facilidade de implementagao

dos aigoritmos.

De uma maneira geral, nos metodos sequenciais a
estimativa inicial da solugdo e feita arbitrariamente e um va-

lor corrigido e obtido hor formulas de recorrencia do tipo:
XM o x4 " (11.1)

Onde X" & a estimativa da solucdo na enésima etapa do processo
e 270" sua corregﬁo, sendo D" um vetor de dimensido igual a do
vetor X" que determina a ditegﬁo da corregao e‘An um escalar
que define sua intensidade. F6rmu]as de recorréncia desse tipo
conduzem a que a variagéo de uma etapa a outra seja sempre 11i-
near, porem se pode obter formulas de tecorréncia baseadas em
extrapolagoes quadraticas, cUbicas, etc. pela inclusao de ter-

n-1 ,Xn-2

mos contendo X . , etc.



A solugdo dos problemas nao-lineares atraves ..do
metodo dos elementos finitos & feita usualmente por uma .. das
tres tecnicas basicas: processos incrementais, processos itera-

tivos e processos incrementais-iterativos ou mistos.

0 problema nao-linear apos a discretizacgao do
continuo pode ser representado por um sistema de equagdes em
uma das seguintes formas, em funcao do tipo de problema em ques

tdo e do metodo de discretizagdo |?2].

$(U) = QU) - P = K(U) . U-P=0 (11.2)

Onde os parametros U representam a aproximagao da

fungao ou fungoes incognitas.

A nao-linearidade ocgrre na matriz de rigidez K

que e uma fungao das propriedades nde lineares do material.

2.1 - SOLUCAC ITERATIVA TIPO NEWTON-RAPHSON

0s metodos iterativos, utilizados na solucdoc de
equagoes algebricas ou transcendentes da forma f{x) = 0, geram

uma sequencia de aproximagoes sucessivas de uma solucao exata.

0 metodo de Newton-Raphson principia com uma apro
ximagao x; de uma raiz da equagao f(x) = 0 e utiliza a expansao
em série de Taylor da funcao f(x) para obter uma nova e melhor

aproximac¢ao dessa raiz |l%].



0 desenvolvimento em série de Taylor de f(x) nas

vizinhangas do ponto X; tem a forma:
fx) = Fx;) + £ (% M (x - xs) (I1.3)
(indicando apenas os dois primeiros termos do desenvolvimento).

Observa-se que (II.3) corresponde a equagao da re
ta tangente d funcao f(x) tracada no ponto X (Figura II.1}).

Seja (x 0) o ponto de interseccao da tangente

i+]?
com o eixo x. Este ponto e determinado igualando-se f(x) a zero
em (II1.3), quando x = Xi41"

CF(xy) 4 f'(xi)(xi+] - xi) =0 (I1.4)

Explicitando X5, em (I1.4) e adotando esse valor
como uma nova aproxima¢aoc para a raiz da equacao, obtem-se a

formula de recorrencia do metodo de Newton-Raphson:

X ) | (11.5)
. = X, - —— .

Podemos entao utilizar a equagao (II.5) para al-
cangar uma boa aproximagao para a raiz da eguacao. Observa-se,
entretanto, que o metodo nao converge em todos os casos. E pos-

sivel demonstrar |*| que a convergéncia s§ & garantida quando



Figura I11.1 - Significado geometrico do metodo de Newton-Raph-
son



o maior valor da derivada da fungao F(x) definida por:

‘ f{x) fix) f"(x)
F(x) = x - (x) = (I1.6)
f(x) [ £ (x)]?
for menor do qué a unidade no intervalo Xgs Xy» Xps ...s @ ON-

de o & uma raiz da equagao f(x) = 0.

2.1.1 - Metodo de Newton-Raphson

0 método de Newton-Raphson pode ser aplicado na
solugdao do sistema de equacgdes algebricas nao-lineares descrito

em (II.2).

Partindo de uma solucao aproximada para a equagao
(II.2) U = gn obtem-se uma melhor aproximacdao atraves da aplica

¢3o da serie de Taylor limitada a dois termos:

dy
9(-n+]) = p(u") + (=) au" = 0 (11.7)
du’'n
Com
TR TUNPYTL (11.8)

Onde



(I1.9)

o o
= =
n
1
L=
—

——
=
L

representa a matriz tangente.

0 metodo .de Newton-Raphson constara de uma sequen
cia de calculos nos gquais a estrutura e inteiramente carregada
a cada " iteracao. Note-se em (II.5) e (II.7) que a cada itera-
¢ao e usado um valor diferente de rigidez e o equilibrio ndo e
necessariamente satisfeito. Assim, apos cada iterac¢ao a parcela
do carregamento total que nio e equilibrada devera ser calcula-
da e utilizada na proxima iteracao para calcular um Jincremento

adicional nos deslocamentos.

Podemos obter o valor de Agn resclvendo o sistema

de equacgoOes lineares:
(uy au™ =P - QUM (11.10)

Onde P e a carga total aplicada e Q(gn) e a carga

equilibrada na etapa anterior.

Obtido desta forma 0o valor de Agn, atraves de sua

substituigao na equacao (II.8) obteremos o valor melhorado gn+].

0 processo devetE ser repetido ate que seja atin-
gido o equilibrio dentro da tolerancia previamente escolhida.

Essenciaimente pois, o processo consiste de corregoes sucessi-
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vas a uma solucao ate.gue o equilibrio sob a carga total seja

atingido (Figura I1.2a).

2.1.2 - Metodo de Newton-Raphson Modificado

Procurando reduzir o esforco computacional a que
somos conduzidos pela necessidade de ca]cu]ar uma nova matriz
de rigidez tangente e resolver um sistema de equacoes completa-
mente novo a cada iteragdo, e freguente adotar uma aproximagdo

escrevendo |[?]:

n 0
ET = ET , (I1.11)
Desta forma alteramos ¢ algoritmo da expressao

(II.10) obtendo:

KO

K7 au" =P - quu") (I1.12)

Que nos permite efetuar uma Unica vez a triaﬁgu]g
Fizagﬁo de 5?, conduzindo, por este lado a uma grande economia
de esfor¢o computacional em cada iteraggo. Por outro tado, 0
processo modificado necessitaré de um maior nﬁmero de iteragoes
resu]tante da falta de atualizacao da matriz de rigidez tangen-
te, podendo, em muitos casos, neutta1izar a economia obtida (Fi

gura II.2b).
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P a
PJ[ /I g I
Q(U;)
.’_\.U1 AUZ
U] U2 U3_ U
Figura I1.2a - Metodo de Newtdn—Raphson
P F 3
// /// ;LELV_
/,/ V
//
U] U2 U3 U

Figura II.2b -

Metodo de Newton-Raphson Modificado
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2.2 - METODO'INCREMENTAL

A base do processo incremental e a subdivisdo do
carregamento em cargas parciais ou incrementos de carga que co-
mumente podem ter a mesma magnitude. Para cada 1ncremento de -
carga as equagoes de equi1?brio sSo'supdstas 1ineafes, assumin-
do-se um valor constante de K em (II.2) que pode“é, entretanto,
variar de incremento para incremento. A solucao para cada ﬁncrg
mento de carga consiste numa parcela de deslocamentos U, cuja
acumulacao dara o deslocamento total para um dado carregamento.
0 processo incremental & repetido ate que o carregamento total

tenha sido atingido.

Essencialmente o processo incremental aproxima o

probTema ndo-linear como uma série de problemas lineares.

Para a aplicacao do processo incremental precisa-
mos partir de uma configuragao carga-deslocamento conhecida, a
qual servira como estado inicial ou de referéncia para o prob]g
ma em estudo. De um modo geral pértimos do estado indeformado
fazendo uso do fato de que o vetot de incognitas u e conhecido
quando o termo P da equacao e nulo. Estuda-se, portanfo, 0 com-

portamento de U ao incrementar o vetor P.
A carga total e dividida em m incrementos:

P:.g AP (11.13)



e dada por

obtem-se:

13

Depois da aplicacao do i-esimo incremento a carga

- % AP (11.14)

A eqﬁagﬁo (I1.2) pode ser escrita sob a forma:

Q(U) - APy = 0 (I1.15)

Diferenciando (II.15) em relagao ao parametro i,

. = - P, =0 (11.16)

Ke(U) — =P O (I1.17)

Onde ET e a matriz tangente descrita anteriormente.

Na etapa m.teremos:

Ky (Up) aly = 8Py (11.18)

Kr(Ug) aUp, = Py (11.19)
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Solugao incremental

APm

AU

/

Solugao exata

= 4

m+1

Figura I1.3.- Metodo Incremental
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Teremos entao:

gm+]

U+ AU (11.20)

!

= + .
Em+1 Em AEm (IT.21)

0 processo incremental & esquematicamente indica-
do na Figura II.3. Esse metodo e analogo aos metodos numericos
usados para a integragao de sistemas de equagoes diferenciais
lineares ou n3o lineares, tais como o metodo de Euler e as tec-

nicas de Runge-Kutta.

A precisao do processo incremental pode ser melho
rada atraves da diminui¢do do incremento de carga, por exemp]o‘
atraves de sua redugdo a metade. Contudo, como precisaremos com
putar para cada etapa do processo uma nova matriz de rigidez, o
crescimento da precisdo e obtido as expensas de um aumento sen

sivel no esforgo computacional.

2.3 - METODOS INCREMENTAIS-ITERATIVOS OU MISTOS

Trata-se neste caso de uma associagao entre 0s
dois metodos citados anteriormente, sendo considerado por al-

guns autores como um refinamento do processo incremental |!].

Se na equacgdo (II.19) toma-se para o incremento
de carga um valor suficientemente pequeno, e de se esperar que

0s vetores gm gerados por (IT1.19) representem aproximacoes ra-
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zoaveis de (II.15). Considerando-se, porem, o carater nao 1i-
near do sistema, erros inevitaveis irao se acumulando a : cada
etapa do protesso. Um modo de redUzir estes erros e utilizar ca
da U gerado por (I1.19) e (I1.20) como uma estimativa inicial

para ¢ desenvolvimento de um processo iterativo.

A equagao (II.2) pode ser reescrita como:

n+1l B n _ n
g(gm+]) B Am+1EO - 9(Qm+1) Am+1EO ¥ EI(gm+]) Al-Jum+] 0
(I1.22)
Ondezh e o indice que controla o numero de incrementos e n 0
controle do numero de iteragGes a cada incremento.
n n _ - n
1Une1) s = MnarBo Q(qm+j) (11.23)

Assim, o vetor correspondente a uma aproximacgao

encontrada na etapa m+l de carregamento sera:

n
m+1

n

n+1i
U m+1

m+l U

+ Al (I1.24)

A partir da primeira aproximacao para os desloca-
mentos, que & calculada por processos puramente incrementais pe
la equacao (I1I.19), calculamos as forcas residuais e damos ini-
cio do processo iterativo, o que sera feito com a utilizacdo da

equagao (I1I1.23) e que nos conduzira a possibilidade de dois pro

cedimentos:
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Figura II.4'- Metodo incremental-iterativo com Newton-Raphson
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- atualizar continuamente a matriz K. realizando, desta manei-
ra, as iteragoes pelo metodo de Newton-Raphson (ver Figura

(I1.4};

- manter a matriz de rigidez constante para todas as iteracoes
realizadas em um dado incremento e de valor igual ao inicial
ou recalculado para a primeira iteracao, em ambas as situa-
¢es, configurando a modalidade modificada do metodo de

Newton-Raphson.

Dentre as diversas possibilidades de procedimen-
tos para a solugdo de equagOes algebricas n3ao-lineares nao ha
pre-definicao de qual a melhor. O procedimento a ser usado deve
ra sempre ser escothido em funcao do tipo de problema a ser re-
solvido, do grau de nio-linearidade envolvido, da precisao exi-
gida, da facilidade de aplicagao, do nﬁmero de equagoes e do

esforgo computacional requerido |3].

A principal vantagem do processo incremental e
sua completa generalidade, sendo aplicavel a quase todos os com
portamentos nEo-Tineares. Alem disso, esse processo . fornece
uma descrigao telatiVamente completa do comportamento carga-de
formagéo. Entre suas desvantagens se encontra o maior consumo
de tempo computacional em comparagﬁo com os metodos iterativos
e a dificuldade de estimar antecipadamente o 1ncremento de car-
ga a ser utilizado de forma a obter uma boa aproximagao da solu
¢ao exata. Dessa forma, a menos que se tenha uma. solucao exata

ou experimental e extremamente dificil Julgar uma determinada
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solugao incremental obtida |1%].

Quanto aos metodos iterativos sao mais faceis de
programar gue o metodo incremental, alem de serem também-bastag
te rapidos. Sua desvantagem entretanto & que eles nao possuem
assegurada a sua convergencia em casos em que a solugao nao-1i
near difira muito da linear. Uma outra limitacao e que os deslo
camentos, tensoes e deformacgoes sao determinados unicamente pa-
ra a carga total nada se conhecendo sobre 0s estagios interme-

diarios de carga.

No caso especifico da nao-linearidade fisica 0s
metodos incrementais sdo bastante utilizados para a obtengao de
uma primeira estimativa ou mesmo podem ser bastante eficientes
na obtencdao de uma solugao a depender da aproximacao exigida.
Vale notar que a acumulacao sucessiva de erros residuais pode
levar a aproximacoes grosseiras no caso de problemas acentuada-
mente nao-lineares. Isso pode ser contornado pela reducao do
incremento o que, por outro lado, conduzira a maior esforgo com

putacional.

Desta forma, ) a]goritmo mais indicado no caso de
problemas altamente nEo-]ineares e o do tipo misto, qgue combina
as vantagens dos metodos 1ncrementa1 e iterativo e tende a mini
mizar-Thes as desvantagens produzindo solugoes de convergéncia
garantida e preciséo aceitavel. 0 esforgo computacional adicio-
nal e justificado pelo fato de que as Tteragaes permitem uma

avaliagao da qualidade do equilibrio aproximado em cada etapa.



20

" CAPTITULO III

METODOS DE RESOLUQKO D0S

SISTEMAS DE EQUAQUES

0s metodos de analise de estruturas nao-lineares
consistem geralmente da solugdao de uma serie de problemas linea
rizados em intervalos discretos de tempo ou carga onde cada eta

pa requer a solucao de um sistema de equacoes lineares do tipo:

1=

X =P (I11.1)

Onde A & uma matriz simetrica e esparsa, X o vetor das incogni-

tas e P o vetor dos termos independentes.

Para sistemas com grande numero de incognitas, a
solugao das equagoes constitui a maior parcela do tempo de pro-
cessamento gasto. Quando a solucao e repetida muitas vezes o

esforco computacional pode tornar-se exagerado.

Ao analisarmos estruturas apresentande nao-linea
ridade fisica localizada attavés dos mesmos procedimentos nume-
ricos e computacionais utilizados nos casos mais gerais em que
a nEo-]inearidade atinge todo o sistema seremos conduzidos a
solugoes desnecessariamente dispendiosas e muitas vezes economi
camente inviaveis. Isto porque, se temos em maos um sistema em
que a nEo-]inearidade afeta apenas um nﬁmeto reduzido de graus

de liberdade e a ele aplicamos processos gerais, estaremos, por
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tanto, desperdigando esfotgo‘computacional, visto que ao negli-
genciarmos o carEter localizado da nao-linearidade, negligencia
mos tambem as simplificacdes a que sua consideragao nos levaria
e com isso somos conduzidos a tealizar‘grande nﬁmero de opera-
coes desnecessarias, tais como, voltar a decompor a cada etapa
grande parcela da matriz A que nao sofre alteragao, visto ter
ela comportamento Tinear na maioria dos seus graus de liberda-

de.

Levando esse fato em consideracaoc foram conduzi-
dos numerosos estudos visando desenvolver algoritmos que dessem
tratamento seletivo as partes do sistema estrutural sujeitas a

nao-linearidade |%. &, 8],

Dentre os algoritmos desenvolvidos destacam-se

dois tipos:

- Tipo decomposigao parcial - efetuam a decomposicao “panciat

das sucessivas matrizes de rigidez tangentes.

- Tipo subestruturas - utilizam as tecnicas de dividir o domi-
nio do problema em regices, denominadas subestruturas, com a
posterior condensagao dos graus de liberdade das subestrutu-

ras de comportamento linear.
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3.1 —'DECOMPOSIQRO'PARCIAL‘DA'MATRIZ'TANGENTE

Os metodos diretos mais utilizados para a solucao
de (III.1) baseiam-se no metodo de eliminacdo de Gauss. Ha, no
entanto, grande nﬁmero de procedimentos que levam em considera-
¢ao o carater esparso da matriz A. Recentemente parece haver
uma crescente concordancia entre os diversos autores sobre é;sg
perioridade dos metodos que adotam o esquema de armazenamento
dos elementos de A em colunas ativas |*» 5 6, 8, 9, 10, 11] ¢
dos chamados metodos de solugao frontal |!2| para analise esta-
tica linear. Na analise dinamica e na analise nao-linear a

maior preferencia tem sido dada ao esquema de colunas ativas.

Assim, para a solugao de (III.1) adotou-se no pre
sente trabalho o esquema de armazenamento do tipo colunas ati-
vas (tal como pode ser visto na Figura III.1)}, juntamente com
as variantes de Crout e Cholesky |2 9%s 10]. Vale observar gque
a melhor "performance" dos dois metodos e alcangada estabelecen
do-se uma relagdo otima entre o numero minimo de operacdes efe-
tuadas com elementos nulos e a quantidade de testes adicionais

requeridos para evitar estas operagoes [?].

No caso de estruturas que apresentam nio-lineari-
dade fisica localizada observa-se gue e re]ativamente pequenc 0
.nﬁméro de graus de liberdade afetados por este carater ndo-1i
near e e possivel em um grande nﬁmero de casos numerar inicial
mente os graus de 11berdade correspondentes as partes lTineares

da estrutura e posteriormente os graus de liberdade associados
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SIMETRICA

14

0 0 0 0
0 0 0 0
0 | K36 | O 0
Kgs | Kag | © 0

Keg | Kgg | O | Kgg

] Kes | Ke7 | Kes
O Kgz o Kog
| Kes

ativas

- Armazenamento por colunas
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ao comportamento.nEo-]ineat, sem comprometer em demasia © cari—
ter esparso da matriz de rigidez tangente. Assim, s0 se fatEo
necessirias novas redugoes para as equagbes correspondentes a
parte nao-linear da estrutura, que estaréo situadas a partir da

equagao de numero p no sistema de n equagoes.

3.1.1 - Algoritmos Basicos

A maijoria dos algoritmos existentes, procurando
minimizar o esforgo na resolugdo de sistemas de equacgoes, obtem

solucdes apos realizar as seguintes etapas:

Etapa 1 - Sendo dada a equagao (III.T):

=

X =P (III.1)
Onde A e uma matriz de diménsao nxn, simetrica e ndo singular,
X e P vetores de dimensao nx1, respectivamente vetor de incﬁgni
tas e de cargas aplicadas.

Etapa 2 - E feita a reducao de A:

A=LU (I111.2)

Onde L & uma matriz triangular inferior e U uma matriz triangu-

lar superior, ambas de dimensdo nxn.
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Etapa 3 - E feita a reducao do vetor P

1

Y =p (111.3)
Sendo Y vetor de incognitas de dimensao nx1..
Etapa 4 - E finalmente & feita a retrosubstituigéq:

‘ ux =Y (111.4)
sendo obtidos os valores.das incognitas X.

3.1.1.1 - Metodo de Crout

No metodo de Crout a matriz A de (III.1) de dimen

sdo nxn e decomposta no produto:

>
1
e
o
1

(I11.5)

Onde L e uma matriz triangular inferior de dimensao nxn e ele-
mentos unitarios na diagonal e D & uma matriz diagonal de mesma
dimensao.

0 algoritmo para calculo dos elementos Lij e Djj

da coluna j e dada por:
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i-1
Gij =_A1j - .Z Lri Grj - . (III1.7)
remy : ,
m0=max(m1,mj)
Lij = Gij/D11 i = L N (I11.8)
Jj-1
Djj = Ajj - 1£m. Lij Gij (IIL.9)
J

sendo m. o numero da linha do primeiro elemento nao nulo da co-

Tuna 1.

Nota-se, a partir de observacgoes de (III.7) a

j e afetada apenas pe-

los elementos anteriormente reduzidos Gf@ e L

(II1.9), que a reducaoc de um elemento A%

Desta forma, se as modificagoes efetuadas em A fo
ram feitas apenas a partir da linha p, permanecerao inalterados
0s elementos das matrizes L e D acima da Tinha p. Somente sera
necessaria nova reducao para os elementos de A situados a par-

tir da linha p, ou seja:

pi1 'JE]
G.. = A.. - L . D - L G .
ij ij r<m, ri “rj “rr rep ri “rj
' (IIT1.10)
J = p, s N3 1 = max(p, mj + 1), . J-1
DE] 151
D.. = A.. - L . L ., Do~ L .
JJ JJ pem, TN rr rep ry ria
- ' (II1.11)

j=ps---,n



L

ri

Gri/Drr

27

ro>op (111.12)

Para as etapas 3 e 4 da solugao, a reducao do ve-

tor P e a retrosubstituigao, n3o ha alteragdo dos algoritmos,

visto que em ambos o0s casos elas devem ser realizadas integral-

mente utilizando as seguintes equagoes:

Redugao de P:

onde mp & 0 niumero

Retrosubstituigao:

i-1
p. - Z
r=m
P'/Dii
da linha do
P
Xp = L
n, n-1,

ri Pr T=my o+ 1, «oosn
(III1.13)
= > s II1.14
m, n ( )

primeiro elemento nao nulo de P.

1, ..., n (I11.15)

(I11.16)
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@.1.1.2 - Metodo de Cholesky

Mo metodo de Cholesky a redugdo da matriz A de

(III.1) e realizada através da sua decomposigao no produto:
(I11.17)
onde L e uma matriz triangular inferior.

0 algoritmo usado para calcular os elementos Lij

correspondentes a coluna j e dado por:

i '
/ 5!
L. =V A, - § L2, i=1, ..., n (111.18)

JJ JJ pem. ¥
J
e
i-1
Lij = (Aij - Z Lr1 Lrj)/Lii (I111.19)
r'=m
0
J =1, s, Ny 1 = mj, ,» J-1

sendo a definicao de my e my identica a do metodo de Crout.

De maneira analoga ao metodo anterior, verifica-

se.que, tambem aqui, a tedugéo de um elemento Aij so e afetada

pelos elementos anteriormente reduzidos Lij’ L (r < i). Deste

rj
modo, se os elementos de A acima da linha p nao sofrem altera-

¢ao, os elementos de L correspondentes tambem permanecem inalte
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rados. Para 0s elementos situados abaixo da linha p nova redu-

¢ao se fara necessaria e devera ser feita utilizando:

Il '
;\
1
.
[~11
—
—
po
—
|
-
-

"33 33 7 L T ces N (II1.20)
J
i-1
big m Wy o L by b/ (111.21)
0
i = max(p, m;), , j-1

Da mesma forma que no caso anterior, nao ha modi-
ficagao no que diz respeito a redugdo de P e a retrosubstitui-
¢dao, tendo em vista que ambas devem ser feitas integralmente nas

duas situacoes, utilizando os seguintes algoritmos:

Redugao de P:

Poo= (Py - T L. PL/L. (111.22)
r=m
0
i=mg, , n
Retrosubstituigao:
X, = P, R (I111.23)
X. = X./L i="m, n-1, , 1 (111.24)
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Observando-se as‘fﬁrmu1as de redugﬁo dos metodos
de Crout e Cholesky podemos vefificar a maiot efﬁciEncia do me-
todo de Crout para o caso de uma Unica redugao da matriz A, ten
do em vista que neste caso o metodo de Cholesky requer um acr§§~
cimo de n raTzes quadradas e n divisdes. Porem, no caso das re-
ducdes parciais, o metodo de Cholesky mostra-se mais eficiente
uma vez que os somatorios das equagOes (III.10) e (III.11) .udo
metodo de Crout incluem duplas multiplicacoes se My e menor que
p, engquanto que no metodo de Cholesky esseé produtos internos
permanecem essencialmente oslmesmos, como pode ser “observado:

por comparacao entre as equacoes (III.18) e (III1.20) e (III.19)
e (III.21).

Tendo em vista estas observagoes adotou-se o meto
do de Cholesky para efetuar as reducoes parciais dos sistemas
estruturais com nao-linearidade localizada a partir do grau de

liberdade p.

3.2 - SUBESTRUTURAS E CONDENSACAOQ

A analise por subestruturas e uma tecnica bastan:=
te conhecida e estudada [*> ®|, cujos principios basicos 530
0s seguintesf Sejam duas subesttuturas quaisquer, denominadas
de 1 e 2. No caso mais geral haVErS trés tipos de nos: aqueles
pertencentes a subestrutura 1, somente, aqueles comuns a ambas
as subestruturas e, finalmente, aqueles pertencentes somente a
subestrutura 2. Os graus de liberdade correspondentes a estes

nos serao reunidos nos subvetores g], X2 e X3 respectivamente.
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Deste modo o sistema de equacgao (III1.1) podera ser escrito em

forma de submatrizes:

A1 A2

.

Atz Arp
T
Aog

~-23

~33

Onde podemos obter a equacao:

Ay %1+ Ao

Fazendo a redugao pelo metodo de Cholesky

que:

App =Ly L

= P

~1

X P
X p
=2 L |72 (111.26)
X3 Ps
(111.27)

Dessa forma, em (III.27) ficamos com:

nt
Ly Lyq Xy

Ao pre-multiplicarmos

¢ -1
Ly %y *+ Ly

thyp Xy =

~12 ~2

X

X

temos
(I11.28)
ET (I11.29)
-1
por Lyy
=1
E11 E] (I11.30)
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£ -]
Lar = L1 Ao (111.31)

R. = L)

Ry = Ly Py (I11.32)

representam as reducgoes das matrizes 512 e E]. Com isso obte-

Mmos:

T T
bt o ST
Al A Aol lX p
~-12 ~22 =23(|~2| = ~2 (IT1.33)
T
R23 A33| (%3 P3
Pre-multiplicando-se a primeira equagao de

(I11.33) por EZ] e subtraindo-se da segunda obtem-se:

t by
Loy bon Xy + Loy Loy %5 = b By (I11.34)
t _
Arg Xy * Bop %o * Bp3 X3 = By (111.35)

t = -
(Rap = ka1 Lz1)¥p * A3 X3 = Py = Lpy Ry (I11.36)

Onde:

i t
22 = Bpp ~ k21 Ly (111.37)
PP=F2 -t By (111.38)



Ficamos portanto com:

0 vetor
retro-substituigao na

valores de X,.

Supondo

eliminadas, a redugao

33

£ |
Loy X Ry

A%2 Aazl|X2| = |P3 (I11.39)
£

A3 Aszs| X3 Ps

X, das incognitas podera ser obtido  por

primeira equacao de (III.39) a partir dos

que seja p 0 numero de equacoes a serem

parcial dessas equacoes pelo metodo de

Cholesky sera efetuada atraves de:

JJ

for ]
Li. = VA _ § L2, §=1,2,...,p  (111.40)

(II1.47)

A reducdao parcial do vetor P ficara:

(I11.42)
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Onde mpré ¢ numero da linha do primeiro elemento ndo nulo do ve
tor P e m, = max(mi, mp).

Atraves do desenvolvimento dessa tecnica foi obti
do um modo de reduzi¥ o numero de graus de liberdade e corres
pondentemente, o numero de incognitas que devem ser mantidas na
memoria do computador em um dado tempo durante o processo de
solugao. A motivagdo inicial para esse desenvolvimento foi vi-

sando conseguir resolver sistemas estruturais muito grandes

com rélativamente pouca ocupacao da memoria do computador.

Reportando-nos ao caso em estudo, "nao-linearida-
de fisica localizada", onde o primeiro grau de liberdade de com
portamento nao linear & o de numero p, podemos verificar a apli
cabilidade ao caso da técnica da subestruturacao, tendo em vis-

ta gue 0 sistema pode ser dividido em duas partes:

- a primeira parte, parte inicial, que vai ate a coluna p-1 e
que. se comporta linearmente, apresentando coeficientes da ma-

triz de rigidez que nao variam ao longo do processo.

- a segunda parte que se estende da coluna p a coluna n e na
qual se encontram todos os graus de liberdade correspondentes

a comportamento nao-linear.

Tendo em vista a linearidade da parte 1 da matriz
e a ocorrencia de modificacoes apenas na parte 2, correspondera

a um grande aumento da eficiencia computacional se condensarmos
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a parte 1 de A e passarmos a trabalhar apenas com a parte 2 de
modo a obtermos os deslocamentos correspondentes e sG apos atin
girmos a convergencia exigida para Ez,partirmos para a determi-

nagao dos valores de X,.

Com isso, ao inves de precisarmos resolver um sis
tema nxn, passamos a trabalhar sob consideracdes de nao-lineari

dade com um sistema bem menor de dimensao (n-p+1) x (n-p+1).
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CAPTITULO IV

ELEMENTOS NKO-LINEARES IMPLEMENTADOS

Em grande nﬁmero de aplicagoes podem ser vantajo-
'sas as tecnicas aqui descritas para a analise de estruturas
apresentando ndo-linearidade fisica localizada. Com o objetivo
de demonstrar as inﬁmetas vantagens que advem da aplicacao des-
tas tecnicas especificas foram desenvolvidos e implementados
dois tipos de elementos ndo-lineares: elemento tipoc mola nao-1i

near aplicado a um unico grau de liberdade e elemento de junta.

Com estes dois elementos, apresentados a seguir,
foram processados varios exemplos que permitem demonstrar a
maior eficiencia das tecnicas apresentadas para considerar o ca
rater localizado da ndo-linearidade em comparagao com uma anali

se do tipo geral.

4.1 - ELEMENTO DE MOLA NAG-LINEAR

Programou-se um elemento de mola nao 1inear apli-
cado a um unico grau de ]iberdade, cuja tigidez e determinada a
partit da curva forga-deslocamento da mola n50-1inear, forneci-
da por pontos. Como o elemento de mola nEo-]ineat esta aplicado
a um Gnico_gtau de liberdade, sua matriz de rigidez fica reduzi

da somente ao termo da diagonal.
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A curva forga-deslocamento para uma mola nao-1id
near pode ter o aspecto apresentado na Figura IV.]:
P
P N
5 Ky !
L
Py [ |
4 | |
K2 /| ‘
| |
! |
| |
| |
| I
| I
U1 UZ U3 !
| i —
E | PB U U U
' :
i !KZ
t 1
.‘ J
I } p
! 2
|
:'ﬁ
_________________ P

Figura IV.]

A rigidez da mola ndo linear e funcao do seu des-

locamento, sendo definida atraves da curva forca-deslocamento ,

de modo que:

a) Se o deslocamento da mola se encontra em um intervalo

un+1

a partir de:

) no qual sua rigidez e constante, ela sera

(up>

determinada
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P, .~ P
K=t 0 (IV.1)
n+1 ~ Yn
b) Se o deslocamento coincide com um ponto u, de inflexao da

curva, a rigidez sera determinada como sendo a media aritme-
tica entre os valores de rigidez dos intervalos a esquerda e

a direita do ponto de inflexdo:

K = _n__n-1 (IV.2)
Yn T Un-d
P .. - P

K, = _n+l n (IV.3)
Unse1 = Yn
Ky + K

K = 12 (1V.4)

2

A forca equilibrada pela mola e determinada dire-

tamente a partir da curva forca-deslocamento, observando:

a) Se o deslocamento u se encontra em um intervalo (un, un+1)

de rigidez K, a forga sera determinada por:
P(u) = P(u ) + K.(u - u) (IV.5)

b) Se o deslocamento coincide com um ponto u, de inflexao da

curva, a forga podera ser retirada diretamente:

P(u) = P(u,) (IV.6)
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4.2 - ELEMENTO DE JUNTA

Os elementos de junta sao utilizados para repre-
sentar falhas e descontinuidades em um meio continuo. De um mo-

do geral, as juntas apresentam as seguintes caracteristicas:

a) Nao possuem espessura, assemelhando-se a uma linha irregular

em uma representacao bidimensional.
b} Nao resistem a esforcos de tracdao na diregao normal.
¢) Oferecem alta resisténcia a compressao na direcao normal.

d) Quando sob compressao podem transmitir tensoes cisalhantes
paralelas a sua diregdo produzindo tendencia para um bleco
deslocar-se nas asperezas do outro. A resistencia ao cisalha
mento & friccional mas em caso de ruina por cisalhamento ao
Tongo das juntas ha contribuigao friccional e de coesdo na

resistencia ao cisalhamento.

Neste trabalho foi implementado o elemento de jun
ta com quatro pontos nodais desenvolvidos por Goodman et al.
|18s 17]|. Este elemento tem comprimento L e espessura zero de
modo que, inicialmente os pares de pontos nodais (1, 4) e (2,3)

tem coordenadas identicas.
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Y,W

L/2 ' _ L/2 2

T

Figura IV.2 - Elemento de junta
A energia total do elemento sera igual a soma dos
trabalhos das forcgas por unidade de comprimento para os desloca

mentos correspondentes.

Assim, temos:

L/2
-1 J WP dx (IV.7)
2 oy m T

Onde W & o vetor dos deslocamentos relativos e & dado por:
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topo _ybase
ws ws W
W = = (IV.8)
topo _base
" wn wn

0 vetor das tensoes ou forcgas por unidade de com-
primento e relacionado com as deformac¢des atraves da matriz de
elasticidade ou matriz de transformagao:

- c =D . ¢ (IV.9)

No caso do elemento de junta esse vetor sera ex-

presso como o produto da rigidez unitaria pelo deslocamento:

P = = kW (IV.10)

onde k e uma matriz diagonal de propriedades do material,expres
sando a rigidez por unidade de comprimento da junta nas dire-

coes normal e tangencial.

k = (IV.11)
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Levando (IV.10) em (IV.7)

/2
6 = 1/2 J Wk W odx (1v.12)
-Ly2 - T T

Aplicando-se uma formula de interpolacdo linear,

os deslocamentos W em funcdo dos deslocamentos nodais serao:

w§°p° 1o+ X 0 1 - 2 0 s
1 L L
2 V3
Wtopo 0 14 2% 0 2 I LY
n
L L .
4
(1V.13)
ybase ] - X 0 14 2% 0 Uy
s
_ 1 L L
= 4 v.l
2
u
ubase 0 ] - X 0 e 2X 2
L L v2
(1V.14)

0 deslocamento relativo do elementoc de junta se

ra, portanto:

topo base N

W OP - A0 -B. 0 B 0 A 0] [V
w= =1— u2=lDU
- 2 Vo 2 - -

topo base

W, - W 0 -A" 0 -B 0 B 0 A| |uj
(IV.15
Vg )

Uy

Va
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Onde:

Substituindo-se a equagao (IV.15) na

(IV.12) obtemos:

L/?
o = LT J o7 kodxu
2 /24~~~ -
Onde:
2 - _hZ
AZk 0 ABK, 0 -ABk, 0 AZK,
2 -
A2k 0 ABK, 0 ABK, O
2 -R2 -
B2k, . 0  -B2k, 0 ABK
pTkD = B2 k 0 Bk 0
— - n . n
2
B2k, 0 ABK
2
B2k _ 0
Simétrica Azks

equacao

©(IV.16)

-A2
A K

-ABkn

ABk

A%k
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Efetuando a integracao indicada em (IV.16) obtem-

se a matriz de rigidez do elemento:

—- "
2ks 0 kS 0 ks 0 Lks 0
2kn 0 kn _0 -kn 0 -2kn
2kS 0 -2kS 0 —kS 0
2k 0 -2k 4] -k
K= n n nl L (Iv.18)
= 6
2kS 0 kS 0
an 0 kn
. 2kS 0
Simetrica
2kn

Depois de calculados os deslocamentos, sao deter-
minados os esfor¢os nos elementos de junta, sendo o cisalhamen-
to relacionado com a tensao normal por meio da formula de Cou-

lTomb.
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¢ - angulo de atrito

Coesao - C

Figura IV.3

A matriz de rigidez do elemento de junta e modifi
cada de iteracdo para iteracdo em funcao das tensdes atuantes no
e]ementof
a) Se a tensao normal for de tracao para algum elemento tanto

kS comno kn sao feitos iguais a zero para este elemento e em
consequencia ele nao mais contribuité para a rigidez global

da estrutura.

b) Em caso de compressao, se a resistencia da junta ao cisalha-
mento & ultrapassada,e definido um novo kS (kS residual),fun

¢ao da resistencia ao deslizamento:
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c) Em caso de compressao, se a resistencia da junta ao cisalha-

mento nao e ultrapassada, kS e k. sao mantidos inalterados.
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" 'CAPTITULO V

ASPECTOS GERAIS DA PROGRAMACAD

Neste capitulo ana1isatemos 0 modo CcoOmo Se procu-
rou implementar em um programa computacional tanto o metodo da
Decomposicao Parcial quanto o das Subestruturas, vistos ambos
no Capitulo III e, dentro dos dois, a implementacdo dos diver-
sos modos de sclugao para estruturas nao lineares .apresentados

no Capitulo II.

5.1 - METODO DA DECOMPOSICAG PARCIAL

Como vimos antes no Capitulo II1I, neste metodo
procura-se reduzir o tempo computacional fazendo com que nas de
composicoes sucessivas a que os metodos de solucao de estrutu-
ras nao-lineares conduzem, apos feita a primeira decomposicgao
que e total, nas seguintes esta so seja realizada a partir da
coluna p, na qual se encontra o elemento correspondente ac me-
nor numero de grau de 1iberdade que apresenta comportamento nao

linear.

Com tal objetivo implementou-se em uma subrotina,
aqui denominada CHOLES, o metodo de Cholesky de tal forma a rea

lizar a decomposicao da matriz A em duas situacgoes:
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- decomposicao de A da linha p ate a linha n.

A subrotina processa normalmente tanto a decompo-
sicao do vetor P como a retrosubstituigio, considerando todos

0s graus de liberdade.

.Jé com vistas a implementacao dos diferentes es-
quemas iterativos e incrementais foram criados dois arquivos.
Um no qual se gravou a matriz linear, sem a inclusaoc dos elemen
tos nao-lineares e outro no qual se gravou a matriz A decompos-
ta ate a linha (p-1) e a partir da linha p apresentando ainda

seus coeficientes inalterados e lineares.

0 procedimento geral pode ser expresso pelo se-

guinte esquema:
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GRAVACAO DE A EM
DISCO (IKIJ)

T

DECOMPOSICAO DE A ATE
A LINHA p-1 OBTENDQ A*

y

GRAVACKO DE A* EM
DISCO (IDECOM)

ATUALTZAGCARO DE A*

DECOMPOSICAO DE A*
A PARTIR DA LINHA p

DETERMINACAO, DOS
DESLOCAMENTOS

i
|
)
|
[
)
n
I
|
|
I
|
|
I
I
|
|
I
| 4
l
|
{
[
|
|
[
|
|
|
1
I
1
s

LEITURA DE A* EM

oy

(IDECOM)
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5.2 J'METDDO'DAS‘SUBESTRUTURRS'E'CONDENSACEO

Para a implementacao deste metodo se precisou de-
senvolver varias subrotinas de modo a realizar a ~condensacgao
dos primeiros (p-1) graus de liberdade que constituem a parte

da estrutura a apresentar comportamento linear.

Tendo em vista a teoria de subestruturas e conden

sacao exposta no Capitulo III vemos que, se temos:

211
- - (V.1)

~21

t
N R [ - = - (VZ)
Ao Aoy X2 Ps

Levando a efeito a condensacao obteremos:

ASo-Xp = P% (v.3)

Onde:
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_ :
A%2 = Bop ~ Lorla (v.4)
e
P3 = P2 - Loy-Ry (V.5)

Depois de solucionada a equacgao (V;3) e determina

do o vetor 52, {1 sera determinado a partir de:

R, - L

_ t
Xy = By - Lgy Xy (V.8)

Desta forma, foram desenvolvidas as seguintes subp

rotinas:

- LXLT: subrotina que calcula o produto Ez]-E£1 eXpresso -t na
equagao (V.4) e o guarda no vetor B, armazenado por altura efe

tiva de coluna.

- AEB: calcula a matriz Q*Z expressa pela equagao (V.4) sendo

que o0s valores ocupam a mesma_Erea antes ocupada pela parcela

522 dentro da matriz total A, armazenada por altura efetiva de
coluna.
- VEZES: calcula o novo valor para Ez expresso na equacgao

{(V.5) sendo que EE ocupa a mesma area de armazenamento antes

ocupada por P,.
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- REPOR: subrotina que faz B igual a 552, ou seja, a matriz 552
e mantida ina]terada e 6cupando 0 mesmo Tugar dentro da ma -
triz A e, alem disso, copia-se 0s valores de 352 para a ma -

triz B de modo a que se passe a trabalhar com B.

- CHOLES: subrotina para implementacac do metodo de Cholesky e

que foi desenvolvida de modo a:

- promover a decomposicao da matriz A da primeira coluna ate
a coluna (p-1), determinando dessa forma E]] e LE] a partir

e AT

de A Aoq-

~11
- decompor o vetor P da primeira linha ate a linha (p-1), dan -

do origem ao vetor R,.

- realizar a decomposigao de B e EE completos, bem como a re-
trosubstituicao de modo a determinar o vetor de incognitas

x2|

- levar a efeito a retrosubstituicao a partir da linha (p-1)
de modo a determinar o vetor de incognitas X1 atraves da

resolucao da equagao (V.6).

Alem dessas, foi criada a subrotina CONTRL Gue
fun¢iona no contro]e do processo de condensagao dos primeiros
{p-1) graus de ]iberdade e que depois contro1a a detetminégao
dos desiocamentos g] a partir dos deslocamentos {2 determinados

pelos metodos usuais de resolucdo de sistemas gque apresentem

comportamento nao linear.
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ESQUEMA DO PROCESSO DE CONDENSACAD

{Subrotina CONTRL)

DECOMPOSIGAO . DE A ATE 0 GRAU
DE LIBERDADE (p-1) (SUBROTINA

CHOLES)
t
L Loy
A= |emeeocaos « {p-1)
As1 Ros

i t
CALCULO DE B = L,y Lo,
(SUBROTINA LXLT)

v

CALCULO DE A%, = A,, - B

(SUBROTINA AEB) RESULTANDO:

DECOMPOSICKO DE P ATE A LINHA

(p=1) (SUBROTINA CHOLES) RE-

SULTANDO.
R

P = sl < (p-1)
£2
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CALCULO DE 55 = EZ - EZ]

{SUBROTINA VEZES):

R,

RESOLUGAO DE:

32 %o = F5

RESOLUGCAO DE:

T ) T
Lyjn &y = Ry - b X

(SUBROTINA CHOLES)
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5.3 - IMPLEMENTACKO DE'ALGUNS'METODOS'DE‘RESOLUCKO DE_ SISTEMAS
DE EQUAQUES NK04LINEARES

Com vistas a programagdo elaborou-se uma unica
subrotina capaz de, em funcao de determinados parametros a se-
rem lidos, resolver o sistema de equacoes nao-lineares por um
dos seguintes metodos: incremental, iterativo Newton-Raphson e
NHewton-Raphson modiffcado, incremental-iterativo com Newton-
Raphson ou ainda incrementa]-iterativo com Newton-Raphson modi-

ficado.
Na presente exposigao, entretanto, para maior
clareza analisaremos a implementacao de cada metodo isoladamen-

te.

5.3.1 - Metodos Iterativos

5.3.1.1 - Metodo de Newton-Raphson

Consiste, basicamente, da implementacao da seguin

te equacao:
(U")ysag" = P - QM) | (V.7)

Esta equagao ja havia sido vista no Capitulo II.
Preocupam-nos atualmente apenas o0s aspectos da sua implementa-

cao que foi desenvolvida sob os seguintes aspectos:
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considerou-se a matriz de rigidez tangente como sendo consti
tuida de duas parcelas, uma parce]a 11neat (EL) e outra nao-
1inear (ENL)‘ Com vistas ao desenvolvimento da prpgramaéad
registrou-se em disco a parce]a 1inear de forma a poder ser
recuperada periodicamente. A parcela nao 1inear e calculada
a cada etapa e adicionada a matriz K » obtendo-se desta for

ma a matriz de rigidez tangente atualizada.
a parcefa de forca equilibrada Q(gﬁ) foi calculada como:
- Qu™) = kU 4 cu™) (v.8)

ane;g(g“) e um vetor que ‘contém as farcas atuanteso. corres-

pondentes aos graus de liberdade nao lineares.

a cada nova iteragdo sera calculado o erro relativo entre os

+ n o s
g U", utilizando uma norma euclidiana. 0 valor

vetores U
encontrado (E) @ comparado a uma tolerdncia fixada antecipa-
damente. 0 processo iterativo continua ate haver sido atingi
da a convergencia desejada ou o nUmero maximo de  iteracdes

pre-fixado (NIT).

Note-se que as consideragoes dos Ttens a e b sdo

validas para a implementacdo dos demais métodos e as do item ¢

sdo validas tambem para os demais metodos que envolvam itera-

coes.
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Com isso, basicamente, a implementacdo do

de Newton;Raphson consistiu das seguintes etapas:
METODO DE NENTON-RAPHSON

DECOMPOSIGAO DE K, ATE
A LINHA (p-1) E SUA

GRAVAGKO EM ARQUIVO CO
Mo Kt

LEITURA DE K

L EM

DISCO

CALCULO DO PRODUTO

n
KU

v

v

CALCULO DE C(u™)

CALCULO DA CARGA COMO:
F=2F

OBTENCAD DE

Q(u")=k u"+c(u™)

CALCULO DA CARGA NKO
EQUILIBRADA
F =P -euh

RECUPERACAO EM ARQUIVO
DA MATRIZ K¥

<L
¥

metodo




N
CALCULO DE Ky, RELATIVO A0S DES
1LOCAMENTOS ATUAIS E OBTENGRO DE
n -_—
Kr(Uh) = K+ Ky,
DECOMPOSIGAD DE Kp(u") A PARTIR
DA LINHA p E OBTENCAG DO VETOR
"
OBTENCAO DE:
L~ln+1 - Qn + Agn
/ =
S

e — e y — - W G e weiem e b ST AR N ML M G e A e s e WA MR e e e e E o W A e e

CALCULO DO ERRO RELATI-
VO E

IMPRESSAO DOS DESLOCA-
MENTOS '

\'i
CALCULO E IMPRESSAO
DAS TENSOES

FIM
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5.3.1.2 -'MEtOdO'dé'NéWtOn?Raphscn'MddefCadO

Como ja vimos no Capitulo II esse metodo parte da
mesma equacao gque o0 caso anterior, apenas, neste caso, COmMO nao
ha atualizagGes sucessivas da matriz de rigidez tangente a equa

¢ao toma a seguinte forma:

Ko 80" = P - q(u™) (v.9)

sendo a forga equilibrada Q(gn) definida agora como:

Q(u") = Kq.U" + 6(u"™) (v.10)

Onde Q(gn) e um vetor que contem a diferenca entre as forcgas
atuantes correspondentes aos graus de liberdade nac-lineares en

tre duas etapas consecutivas.
Da equacao (V.10) para um etapa n-1 obtemos:
TR YT (V.11)

Através da substituicao de (V.10) em (V.9) obte-

mos:

Ut - e (v.12)
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TR + oy (V.13)
Entao:

Ko- 80" = P - k(U™ e g™y - e ™) (v.14)

K. 8™ = P - ko U™ ok ™ s g™y (vas)

De (V.11) temos que:

Ko U™ = o™ - e (v.16)

Ko- 20" = P - qu"h) + gu" M opagru ) -a(u™)
(V.17)

Ko- 28" = 6"y - aqu™ (v.18)

Tendo em vista esta simplificacao a implementacao

constdu das seguintes etapas:
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METODO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO

DECOMPOSICAO DE K, ATE
A LINHA (p-1) E SUA
GRAVAGAO EM ARQUIVO CO

MO K

CONSIDERAGAOD DA CARGA
NAO EQUILIBRADA COMO
SENDO A TOTAL APLICA-

DA F = P

CALCULO DE K, E ATUA-
LIZAGRO DE K, COMO:

= *
br = KL+ Ky

CALCULO DO VALOR DE
a(u™)

l

DECOMPOSICAO DA MATRIZ
Ky A PARTIR DA LINHA p

CALCULO DA CARGA NAO
EQUILIBRADA COMO SEH-
DO:
F=a(u"!)-au™

2

DECOMPOSIGAO DO VETOR
DE CARGAS E RETROSUBS-
TITUICAO OBTENDO O VE-

TOR aUnM

OBTENCAOQ DE:
Un+] - Un + AUn

v
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N

Bt T

CELCQQO.DO ERRO RELA-
"TIVO E

IMPRESSAD DOS DELOCA-
MENTOS '

1

CALCULO E IMPRESSAD

DAS TENSOES NOS ELE
MENTOS

FIM
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A implementacdo deste metodo foi feita atraves

do desenvolvimento da seguinte equagao:

K

Ky (U

U,). sl = aP (V.19)

~Mm

Admitiu-se a divisao da carga em MC . ihcrementos
iguais e, levando-se em conta para a matriz de rigidez os mesmos
aspectos ja referidos ao se tratar do metodo iterativo de
Newton-Raphson, desenvolveu-se o metodo incremental segundo 0

sequinte esquema:
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METODO INCREMENTAL

DECOMPOSICAO DE K, ATE A LINHA
(p-1) E GRAVAGAO EM ARQUIVO CO

th *

MO K
r=———== M= 1, MC :>
|
| ‘ -

} /
1
1
b
1 F = AP
! F = aP
j
|
|
!
' =
|
|
]
|
|
|
1
|
!
! LER k¥ EM ARQUIVO
i
, | .
|
: ’
: CALCULO DE Ky, E ATUALIZAGAO
| DE K, COMO:
{ —
i Kr = K+ K
g |
@ /
! RESOLUCAQ DE:
| . _
: .}S Agm-E
|
| ]
1
]
L
gm+1 gm + al
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V

IMPRESSAQO DOS DESLOCA-
MENTOS

-

CALCULO E IMPRESSAD
DAS TENSOES

FIM
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5.3.3 - Metodos Mistos

Estes metodos, como sdo resultado de combinacoes
entre metodos incrementais e metodos iterativeos, admitem no seu
desenvolvimento as mesmas convencgoes admitidas para os metodos

que gs- compoem.

5.3.3.1 - Metodo Incremental-Iterativo com Newton-Raphson

Tem como equacdo basica para seu desenvolvimento:

Poo- QUM ) (V.20)

n n
U ) -2y m+]1 =0 ~m+1

K “m+1 ~m+1

Kyl A

A implementagao seguiu o seguinte esquema:



i
)
|
)
]
|
|
i
|
]
I
i
'
1
'
]
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METODO TNCREMENTAL ITERATEIVO COM NEWTON-RAPHSON

DECOMPOSICAQ DE K, ATE
A LINHA {p-1) E SUA GRA
VACKO EM ARQUIVO COMO

*

,
;x<:M - 1,HC :>>

LER K& EM ARQUIVO

-

CALCULO DE Ky, E ATUA-
LIZAGRO DE K; COMO:

KT = K+ A

L

"RESOLUCAO DE

ET Agm -

imm

Unel T Yp ~m




68

O0BTER EL EM ARQUTVO

"

CALCULO DO PRODUTO:

: n
E ) gm+]

y

n
CALCULO DE C(Uj, 1)

OBTENGAO DE:

n LN n
9(9m+1)=EL'Em+1+9(gm+1

CALCULO DA CARGA NEO

EQUILIBRADA:

n
F = Pp - Qllpyy)

A

RECUPERACAC EM ARQUIVO
DA MATRIZ K*

v

CALCULO DE ENL RELATIVO AQS
DESLOCAMENTOS ATUAIS E OBTEN=
CAC DE:

DECOMPOSICAO DE - -
Kp(UR, ) A PARTIR DA

LINHA p E _OBTENGAO DO
VETOR  AUR. 7
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|

OBTENGAO DE

n+l _ /n n
gm+1 - gm+1 * Agm+1

CALCULO DO ERRO RELA-
TIVO E

CONTINUACAD

IMPRESSAO DOS DESLOCA-
MENTOS

y

CALCULO E IMPRESSAD
DAS TENSOES

y

FIM
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ficado

Neste caso, tendo em vista que nao atualizamos a
matriz de rigidez tangente a cada iteragao, a equacao (IV.20)fi
ca sob a forma:

P

0 n ~
K AU = Am+-.|'—-0 - g(~m+'[)

ST 5 m+ ] (V.21)

e tem desenvolvimento segundo o esquema que Se segue:
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DECOMPOSICAO DE K. ATE
A LINHA (p-1) E  SUA
GRAVAGAO EM ARQUIVO CO

MO 5{.

A
o)

RECUPERAR K* EM AR-
GUIvo |

A

CALCULO DE ENL E ATUALIZAGAD

DE Ki:

K= K+ K

N

RESOLUCAO DE

ET A!m :E

CALCULO DOS DESLOCAMEN-

TOS ATUAIS

gm+1 - gm + Agm

y
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RECUPERAR EM ARQUIVO

B

\ 4

CALCULOC DE KNL RELATI-
YO0 AOS DESLOCAMENTOS
ANTERIORES E OBTENGAD

n1 n]
DE = Ky {Upy 1=K K Uy

y

CALCULO DO PRODUTO:

0 n
KT : gm+1

Y
CALCULO DE:

n
g(gm+1)

CALCULO DE

n
§(9m+])

OBTENCAO DA CARGA NAOC
EQUILIBRADA COMO:

- n-1 n
F o= Q(Q 1) - §(Qm+1)

{

OBTENCAO DE:

n _ 0
g(gm+1)'ET Um+1+G(Um+1)

\

CALCULO DA CARGA NAO
EQUILIBRADA:

A (!
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!

RECUPERAGAD EM ARQUIVO

*
OE K}

\

|ACUMULAGRO DE K\ e K&

DE MODO A OBTER K

DECOMPOSICAO DA MATRIZ
ET A PARTIR DA LINHA p

K

DECOMPOSICAO DO VETOR
DE CARGAS E OBTENGAO DE
n .
Agm 1

n+l _ \n n
Qm+] - gm+1 t Agm+1

/

CALCULO DO ERRO RELATI-
V0o E

_______ ——— E:TOL

<
v =

CONTINUACAO

IMPRESSAO DOS
DESLOCAMENTOS

/

CALCULO E IMPRESSAO DAS
TENSOES

FIM
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CAPTITULO VI

RESULTADOS DE ANALISE

Neste capitulo sac apresentados alguns problemas
cujas solugoes foram obtidas atraves dos diversos procedimen-
tos discutidos antericrmente, de forma a permitir uma analise

comparativa,

6.1 - PLATAFORMAS OFFSHORE

Na analise de plataforma offshore foram adotadas
para as fundag¢Oes as recomendagoes da norma do American Petro-
Teum Institute |'®|. Segundo a API as estacas devem ser proje
tadas para suportar cargas laterais, estaticas ou ciclicas.Des
ta forma, torna-se necessario relacionar a deformagdo solo-es
taca a resistencia do solo através da construcdo das = curvas
p-y, a partir de dados de tensao-deformacdo obtidos em Tabora—
torio com amostras do sofo. A ordenada dessas curvas e a resis

tencia lateral do solo, p e a abscissa seu deslocamento, ¥.

No nosso estudo utilizamos o conceito das curvas

p-y |'®| e fizemos representar o solo por molas nao-lineares.

6.1.1 - Plataforma 1

A primeira estrutura analisada e uma plataforma

Offshore de ago |?°| representada na Figura (VI.1). A  altura
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total em relagao ao fundo do mar e de 180 metros.

As estacas foram consideradas até uma profundida
de de 80 metros. 0 modelo estrutural da plataforma esta indica
do na Figura (VI.2) que representa uma estrutura do tipo porti
- co espacial com 145 nos e 271 elementos, dando origem a um sis
tema de equagoes de 866 graus de liberdade. A influencia do S0
lo nas estacas foi considerada atraves de 144 molas nao-linea-
res obtidas de curvas analogas 3s curvas p-y da norma do Ameri

can Petroleum Institute,

A plataforma foi ana]isada‘para uma carga de on-
da com um perjodo de 13 segundos, uma altura de 20 metros e pa
ra um nivel de agua correspondente a uma profundidade de 150

metros.

A tabela (VI;]) mostra o estudo comparativo dos
tempos de processamento em minutos obtidos em um computador
Burroughs B6700. Para os métodos de Newton-Raphson, incremen-
tal-iterativo com Néwton-Raphson e com Newton-Raphson'modificg
do foram efetuadas comparagaés entre as tecnicas de decomposi-
¢ao total com o metodo de Crout, decomposicdao parcial e utili-

zagéo de subestruturas com condensagac. Observa-se que 0 grau
-de liberdade correspondente a primeira mola nio-linear foi o
de numero 407, resultando num total de 460 graus de 1liberdade
afetados, direta ou indiretamente, pela n3o-linearidade do pro

blema, ou seja, cerca de 53% do total das equagoes.



FIGURA ¥I-2
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TEMPO DE | o o
METODO PROCEDIMENTO | PROCESSAMENTO | pepcxo
(MINUTOS)
DECOMPOSICAO TO
TAL 20962 -
INCREMENTAL -
ITERATIVO DECOMPOSICAD
(NEWTON-RAPH: |PARCIAL 10,38 50%
SON )
SUBESTRUTURAS 8,02 61%
DECOMPOSICAO TO |
AL 14,42 -
INCREMENTAL -
ITERATIVO DECOMPOSTCAD
(NEWTON-RAPH-  [PARCIAL 8,25 43%
SON MODIFICA-
DO) ‘
SUBESTRUTURAS 6,03 58%
DECOMPOSICAO TO
TAL 9:37 -
DECOMPOS ICAQ
6.28 33%
NEWTON-RAPHSON |[TARCIAL
. =
SUBESTRUTURAS 5,27 449

Tabela VI.1
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Em todas as analises foi adotada uma tolerancia
para os deslocamentos £ = 0,0001 e tres incrementos de carga

para os metodos incrementais.

6.1.2 - Plataforma 2

Como segundo exemplo analisamos a mesma platafor
ma Offshore de ago descrita no exemplo anterior e representada
na Figura (VI.1). Neste caso, entretanto, as estacas foram con
sideradas como atingindo apenas uma profundidade de 51 metros.
0 modelo estrﬁtura], como no caso anterior, esta indicado na
FiguraA(VI.Z). Teremos, entretanto, no caso, uma estrutura ti-
po portico espacial com 247 elementos e nos, dando - origem
a um sistema de 722 equagoes. A influencia do solo nas estacas

foi considerada atraves de 96 molas nao-lineares.

A plataforma foi analisada para a mesma carga de

onda ja descrita no exemplo anterior.

A tabela (VI.2) mostra o estudo comparativo dos
tempos de processamento em minutos obtidos em um computador
Burroughs B6700. As comparagoes foram feitas entre os mesmos
metodos e tecnicas para os quais'se testou o0 caso anterior.
Observa-se que o grau de liberdade correspondente a primeira
mola nao-linear foi o de numero 407, resultando num total de
316 graus de liberdade afetados pela nao-linearidade do proble

ma,'ou seja, cerca de 44% do total das equagoes.
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. TEMPO DE ¢ DE
METODO PROCEDIMENTO | -
PROCEDIMENTO | peocro
(MINUTOS)
DECOMPOSICAD 16,55 )
TOTAL
INCREMENTAL-
ITERATIVO DECOMPOSICAO 5 97 -
(NEWTON-RAPH= |oo0cro) ;
SON)
SUBESTRUTURAS 6,22 621
DECOMPOSIGAO 1318 ]
TOTAL
TNCREMENTAL -
ITERATIVO DECOMPOSICAO S 3 i
(NEWTON-RAPH- |p oo ;
SON MODIFICADO)
SUBESTRUTURAS 4,92 63%
DECOMPOSIGAD 013 )
TOTAL
DECOMPOSICAO 5 g8 362
NEWTON-RAPHSON |PARCIAL
SUBESTRUTURAS 4,45 51%

Tabela VI.?
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A tolerancia adotada, bem como o nimero de incre
mentos de carga para os metodos incrementais foram identicos

aoc do caso anterior.
6.2 - BARRAGENS

A térceifa estrutura analisada & uma barragem
cuja discretizagao vemos na Figura (VI.3). A barragem foi pro-
jetada em concreto e sua altura total em relagaoc ao fundo do
rio e de 65 metros. Esta assentada sobre uma camada de metase-
dimentos. A 15 metros de profundidade em relacdo ao fundo do

?

rio encontra-se a camada rochosa. Alem disso foi feita uma es

cavacao de 35 metros de profundidade a jusante de barragem,

A descontinuidade existente entre as duas cama-
das do solo foi considerada atraves de}21‘?e]ementos de junta
desenvolvidos segunde estudos de Goodman and al ['®> 17|, 0
modelo estrutural como vimos antes esta representado na Figura
(VI.3) que representa um corte transversal da barragem cqnsti-
tuindo-se em uma situacao de estado plano de deformagdes. Es-
sa regiao plana foi dividida em 96 elementos isoparametricos
de quatro nos e 13 elementos de junta, apresentando 136 nos

que dEororigem a um sistema de 236 graus de liberdade.

A barragem foi analisada para um nivel de agua

de 65 metros.



N
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A tabela (VI.3) mostra o estudo ccomparativo
dos tempos de processamento em minutos obtidos em um éompUta-
dor Burroughs B6700. Foram efetuadas comparagoes entre as tec-
‘nicas de decomposigao parcial e utilizacdo de subestruturas
com condensacgao com tecnica para analise de grandes deforma-
¢oes e plasticidade por meio de elementos finitos'isopanamétri
cos |*|. Essas comparagdes foram feitas para os metodos incre-
mentais-iterativos com Newton-Raphson e com Newton-Raphson mo-

dificado.

0 grau de liberdade de menor nimero.a ser atingi
do pela nao-linearidade e o de numero 129 e com isso ficamos
com um total de 108 graus de 1iberdade afetados pela nhao-linea

ridade, ou seja, cerca de 46% do total.

Para todas as analises foi adotada uma toleran-
cia € = 0,001 para os deslocamentos e tres incrementos de car

ga para os metodos incrementais.
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TEMPO DE

METODO PROCEDIMENTO PROCESSAMENTO REﬁUE;o
(MINUTOS)

DECOMPOSICAO B )
TOTAL

INCREMENTAL -

ITERATIVO DECOMPOSICAO 1,97 739

(NEWTON-RAPH- |PARCIAL

SON)
SUBESTRUTURAS 1,68 17%
DECOMPOSICAO 717 )
TOTAL

INCREMENTAL -

ITERATIVO

(NEWTON-RAPH- |PECOMPOSIGRO 2,12 70%

SON MODIFICA- |PARCIAL

D0O)
SUBESTRUTURAS 1,40 80%

Tabela VI.3
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CONCLUSOES

A partir da analise dos resultados apresentados
no Capitulo VI, em particular as tabelas VI.1, VI.2 e VI.3 evi
dencia-se E]aramente a utilidade dos procedimentos que conside
ram o carater local da nEo-]inearidadé. Como poderia ser pre-
visto, 0o métodd das subestruturas permite obter maiores redu-
cOes de tembo de processamento em relacao as analises do tipo
geral que o metodo da decomposigao parcial. Isto se deve ao fa
to de que no metodo das subestruturas o sistema de equagoes fi
ca reduzido, atraves da condensacao, apenas aos graus de liber
dade associados as regioes que apresentam nao-linearidade, per
mitindo a economia de operacoes nas tres etapas da solugdac do
sistema de equacoes enquanto gue no metodo da decomposicao par
cial economiza-se operagoes somente na etapa da decomposicao da
matriz efetuando por sua vez as etapas de redugaoc do vetor de
cargas e retro-substituicao para todos os graus de liberdade

do problema.

Apesar do metodo das subestruturas apresentar
maior economia de tempo de processamento quero metodo da decom
posicao parcial, este tambem conduz a uma economia significati
va e apresenta como vantagem sobre o metodo das subestruturas
sua facilidade de implementacac em programas de analise nao
linear ja existentes visto que, praticamente nao introduz alte
ragoes na logica dos programas. 0 mesmo naoc ocorre com o meto-
do das subestruturas que produz um aumento sensivel na comple-

xidade da logica dos programas acarretande um maior custo para
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sua implementagao. Porem uma vez implantado, ele coloca a dis-

posicao do analista estrutural uma das ferramentas mais poten-

tes e versateis para a solugao dos problemas que ocorrem na
pratica.

Quanto aos diversos metodos para resolucdo de
sistemas nao-lineares discutidos, vale notar que aqueles em

que ndo ha atualizac¢do da matriz de rigidez a cada iteracgao,
embora apresentem tempos computacionais menores que aqueles
metodos nos quais a atualizacao e feita constantemente, apre-
sentam redugoes percentuais menores que 0s metodos que atuali-

zam a matriz de rigidez em cada ciclo iterativo.

Outro fato a observar e que, quanto menor a par-
cela associada ao comportamento nao-linear da estrutura em
relagao ao numero total de graus de liberdade do sistema, a
maiores redugoes de tempo computacional somos conduzidos, quer
no metodo da decomposicao parcial, quer no das subestruturas.
Devido a isso, devemos sempre gue possivel, procurar numerar
inicialmente os graus de 1iberdade correspondentes as partes
lineares da estrutura e posteriormente o0s graus de liberdade

associados ao comportamento nao linear.

Sugere~se para desenvo]vimenfos futuros a imple-
mentagao de um programa gera] que permita a definic¢ao de super
elementos e da utilizagdo de varios niveis de subestruturas .
Finalmente, e interessante observar que os procedimentos que

permitem considerar o carater local da ndo-linearidade fisica
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podem tambem ser utilizados no tratamento de varios casos de

nio-linearidade geometrica.



88

BIBLIOGRAFIA

ODEN, J. T. - "Finite Elements of Nonlinear Continua",

McGraw-Hil1, 1972.

ZIENKIEWICZ, 0. C. - "The Finite Element Method", McGraw-
Hill, 1977.

LANDAU, L. - "Analise de Grandes Deformacoes e Plasticida-
de por meio de Elementos Finitos Isoparametricos", Tese

de M. Sc., COPPE/UFRJ, 1976.

JENNINGS, A. - "Matrix Computation for Engineers and

Scientists", Wiley, 1978.

ROW, D. G. and PONELL, G. H. - "Solution of Progressively
Changing Equilibrium Equations for Nonlinear Structu-

res", Computers & Structures, Vol. 7, 1977.

DODDS, JR., R. H. and LCGPEZ, L. A. - "Substructuring in
Linear and Nonlinear Analysis"™, International Journal

for Numerical Methods in Engiheering, Vol. 15, 1980,

. MOREIRA, M. L. T. e LIMA, E. C. P. =« "Analise Estatica de
Estruturas com Nao Linearidade Fisica Localizada", II
Congresso Latino-Americano sobre Metodos Computacionais

para Engenharia, Curitiba, 1980.



10.

11.

12.

13.

14,

89

ANAND, S. C. and SHAW, R. H. - "Mesh-Refinement and Subs-
tructuring Technique in Elastic-PTastic Finite Element

Analysis", Computers & Structures, Vol. 11, 1980.

MONDKAR, D. P. and POWELL, G. H. - "Toward Optimal Incore

Equation Solving", Computers & Structures, Vol. 4,1974.

FELIPPA, C. A. - "Solution of Linear Equations with
Skyline-Stored Symmetric Matrix", Computers & Structu-

res, Vol. 5, 1975.

BATHE, K. J. and WILSON, E. - "Numerical Methods in Finite

Element Analysis", Prentice-Hall, Inc., 1976.

IRONS, B. M.r- "Frontal Solution Program for Finite Ele-
ment Analysis", Int. Journal Num. Meth. Eng., Vol. 2,
1970.

SEN, H. K. and GADRE, S. H. - "Analysis of Mon-Linear
Structures by Newton's Method", Variational Methods 1in
Engineering, Edited by Department of Civil Engineering,

University of Southampton, 1972.

DESAI, C. S. and ABEL, J. F. - "Introduction to the Finite
Element Method - A Numerical Method for Engineering Ana

lysis", Van Nostrand Reinhold Company, 1972.



15.

16.

17.

18.

19.

20.

90

PACITTI, T. - "Programagao e Metodos Computacionais", Li-
vros Tecnicos e Cientificos Editora S.A., 1977.

GOODMAN, R. E., TAYLOR, R. L. and BREKKE; T. L. - "A Model
for the Mechanics of Jointed Rock", Journal of the Soil
Mechanics and Foundations Division, ASCE, Vol. 94,
1968.

GOODMAN, R. E. and ST. JOHN, C. - "Finite Element Analysis
for Discontinuous Rocks", Numerical Methods in Geotecni
cal Engineering, McGraw-Hill Book Company, 1977.

API-RP-2A -"Planning, Designining and Constructing Fixed

Offshore Platforms"- American Petroleum Institute, Ele-

venth Edition, 1980.

MATLOCK, H. and REESE, L. C. -~ "Foundation Analysis of
Offshore Pile Supported Structures", Proc. 5th Int.Conf.
Int. Soc. Soil Mech. Found. Eng., Paris, 1961.

LIOU, D. and PENZIEN, J. - "Seismic Analysis of an off

shore Structure Supported on Pile Foundations", Report
n® UCB/EERC-77/25, Univ. of California at Berkeley, No

vember, 1979.



1\

91

SIMBOLOGIA
matri; de rigidez tangente
vetor de cargas
vetor de deslocamentos
carga equilibrada na enésina itgragao
matriz triangular inferior
vetor de deslocamentos relativos

matriz diagonal de propriedades do material



