
ALGUNS ASPECTOS DA INTERAÇÃO FLUI DO-ESTRUTURA 
EM ESTRUTURAS 

11
0FF-SHORE" 

TESE DE MESTRADO 

ELABORADA POR 
,,. 

LINEU JOSE PEDROSO 

ORIEMTAOOR: Prof. NELSOfll FIUNCISCO F. EBECKEN 

COORIENTADOR: Prof. SÉRGIO H. SPHAIER 

COIPIPIE / UIF Ili .D 

Programo de Engenhorio Civil 

ESTRUTURAS 

Rio de Janeiro , R.J. - Brasil 

MARÇO, 1982 



ALGUNS ASPECTOS DA ftilTERAÇÃO-FLUJOO ESTRUTURA 
EM ESTRUTURAS POFF-SffORfff 

POR 

l ineu José Pedroso 



ALGUNS ASPECTOS DA INTERAÇÃO 

FLUI DO-ESTRUTURA EM ESTRUTURAS "OFF-SHORE" 

Lineu José Pedroso 

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇÃO DOS PROGRAMAS DE 

POS-GRADUAÇÃO EM ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO 

JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS PARA A 

DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS (M.Sc.) 

Aprovado por: 

RI O D E 

OBTENÇÃO 

N e 1 s o n F r a n e i se o F a v i l l a E bec ke n 

,. . 
" Edison C. Prates de Lima 

RlO DE JANELRO, RJ - BRASIL 

MARÇO DE 1982 



i i 

PEDROSO, LlNEU JOSÉ 

Alguns Aspectos da Interação Fluido-Estrutura em Estruturas 

no Mar IRio de Janeiro! 1982. 

338 p. 29,7 cm (COPPE-UFRJ, M.Sc., Engenharia Civil, 1982) 

Tese - Universidade Federal do Rio de Janeiro. Faculdade de 

Engenharia. 

l. Interação Fluido-Estrutura 

2. Estruturas Off-Shore 

3. Dinâmica de Estruturas 

4. Ação de Ondas Sobre Estruturas 



A um homem, que sempre quis um 

livro escrever, meu pai 

A uma pessoa especial, minha 

alfabetizadora, professora 

notável e modelo de mestra. 

Punindo-me diante da lousa, 

como exemplo, admoestava

-me rumo ao saber; a uma 

m u 1 h e r s i n g u 1 ar , ã minha 

mãe 11 em memória 11 



iv 

AGRADECIMENTOS 

Ao Professor Nelson F. F. Ebecken pela orienta 

ção deste trabalho; pelo estímulo e entusiasmo recebido, pelo 

interesse demonstrado, penhor e a sempre disposição em atitude 

de auxílio; pela ajuda no reencontro do caminho, quando dele 

por vezes me afastei; pela confiança que em mim se despertou, 

oriunda da própria confiança depositada no meu trabalho; pelas 

suas recatadas manifestações, que em ultima instância, eram o 

endosso de que, o que eu me propunha fazer, realizava a 

tento. 

con-

Ao Professor Sergio H. Sphaier, pela sua coorien 

taçao; pelos ensinamentos de hidrodinâmica e as muitas duvidas 

esclarecidas; e em especial, pelo ádito a uma nova área do co 

nhecimento, que alheia a minha formação, permitiu-me a 

berta e o ajuste a muitas de minhas aspirações. 

redesco 

Ao Professor Augustin J. Ferrante, pela orienta 

ção inicial; pela visão universalista do assunto e pela objet_i_ 

vidade demonstrada na condução e dosagem dos temas, e principa_i_ 

mente por me ter mostrado o alvo a ser alcançado. 

Aos Professores: Sidney Santos, Edson P. de Lima, 

Paulo de Tarso T. Esperança, J. A. Aranha (IPT/USP), Pio T. 

Flores (ITA/CTA); a equipe do Laboratório de Computação Cientí 

fica (LCC/CBPF), e outros tantos professores do Programa de En

genharia Civil, Mecânica e Oceânica, pela sempre acolhida; pelas 

discussões enriquecedoras e as freqüentes duvidas que me 

sanadas. 

foram 

Ao Programa de Engenharia Civil, na pessoa de 

seu Coordenador, Professor F. L. Lobo Carneiro, entusiasta e ba 

talhador da Engenharia Off-Shore; pela oportunidade de ter estu 

dado num programa tão expressivo e consolidada; bem como, aos 

seus professores e funcionários. 

A Fundação Universidade do Rio Grande (FURG), e 



V 

o PICO/CAPES, pelo suporte financeiro do Mestrado. 

A Biblioteca Central de Engenharia, representada 

pe Ias suas bibliotecárias, estagiárias e funcionárias, que sem-

preme devotaram uma especial - • 1 S ta atençao; e em part1cu ar a r . 

Elisa Silva Amaral pelo auxílio nas pesquisas bilbiográficas, e 

âs constantes contribuições, nas mais variadas causas. 

A Dra. Margot Ranck, pela ajuda nas versoes de 

textos em I Íngua estrangeira, e os sempre sol Ícitos gestos de 

participação. 

Aos amigos e colegas de Pós-Graduação, pela ade 

sao a causa comum. 

A Maria José Caetano de Mendonça e ao Sebastião 

Gilmar Fernandes pelo esmero do trabalho datilografado e ã exce 

lente confecção dos desenhos. 

Ao d e s c o n h e c i d o (a) , fonte i n sondá v e 1 d e cu r i os i -

dades, insano mistério que motiva e calcina; causa de tantos 

tropeços, e névoa espessa a ofuscar a caminhada; fator de fascí 

nio, temores e muitos retrocessos; todavia, o alvo a convel ir, e 

o ressurgir da chama a 

esforço em desvendá-To 

aprender um pouco mais. 

iluminar um novo rumo. Foi o magnífico 

que, proporcionou-me a oportunidade de 

A alguém misto de sonho e poesia; 

motivo e essência de muitas espe

ranças nesta caminhada 

A Cláudia Maria Valadão 

minha querida namorada 

Arruda, 



vi 

SUMÁRIO 

Apresenta-se uma sistematização lógica, básica e 

intuitiva do problema interação fluido-estrutura, orientado as 

estruturas no mar. 

Na sua generalidade, o problema e identificado, 

caracterizado e classificado; voltando-se às estruturas n 1 água, 

é cold ~do num contexto físico e fenomenológico, nos seus aspe~ 

tos mais qualitativos; todavia, sua abordagem se degenera para 

um tratamento simplificado, através das duas formulações cláss~ 

cas conhecidas: (a) equaçao de Morison, (b) teoria da difração 

linear invícita; envolvidas em todas suas manifestações e 

seqüências. 

con-

A magnitude dos efeitos de interação e quantif~ 

cado através das forças induzidas pelas ondas; depois compar~ 

das e estimadas a importância relativa destas, em função de ce~ 

tos parâmetros significativos, que definem a natureza e o 

nio destes efeitos. 
domí 

Finalmente estuda-se o comportamento dinâmico das 

estruturas no mar, com muitas de suas implicações, mostrando-se 

algumas aplicações e resultados. 

Para a obtenção de resultados e a comparaçao des 

tas formulações, programas de computador foram especificamente 

desenvolvidos; bem como orientados à algumas aplicações típicas 

e significativas onde se efetuou a análise hidra-estrutural di

nâmica completa. 
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ABSTRACT 

The fluid-structure interaction problem is pr~ 

sented in a logical, basic and intuitive systematization, 

cerning offshore structures. 

con-

The problem is identified, characterized and ela~ 

sified, as a whole; when particularized to structures in water, 

it is placed in a fisical and phenomenologic context, in its 

more qualitative aspects; however, its abordage degenerates in 

a simplified treatment, through two known classical formulations: 

(a) Morison 1 s operation, (b) invicit linear difraction theory, 

involved in all their manifestations and consequences. 

The magnitude of the interaction effects were 

quantificated through wave-induced forces, lates compared and 

estimated its relative importance, in function of certain signi 

ficant parameters, wich define the nature and domain of these 

effects. 

Finally it is studied the dynamic behaviour, of 

offshore structu res, wi th many of i ts impl i cat i ons showi ng some 

applications and results. 

To obtain results end the confrontment of t h i S 

formulations, computer programs were developed and directed to 

some tipical and significant applicationes, in which 

dynamic hydro-structural analysis were accomplished. 

complete 
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A = amplitude da onda {_M) 

As = areada seçao transversal (m 2
) 

a 

a 

= raio da estrutura 

= amplitude do movi menta da estrutura 

e força de amortecimento por unidade de velocidade 

= força de amortecimento crftico por unidade de 

cidade 

Co = coeficiente de arraste 

c 1 coeficiente de inércia 

CL = coeficiente de força transversal 

coeficiente efetivo de inércia 

c = celeridade da onda 

cg velocidade de grupo 

D diimetro, dimensão caracterfstica da estrutura 

E 
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energia da onda 

mô d u 1 o d e e 1 as t i c i d a d e (_ kg f / m 2 
) 

Ec = energia cinética 

e = espessura da parede 

F forças genéricas (kgf) 

FA = força de arraste (kgf) 

F0 = força de difração (kgf) 

F 1 força de inércia (kgf) 

Fk = força de Froude-Kri lov (kgf) 

Fs = força de sustentação {_transversal) (kgf) 

Fo 

{_F o) m 

f 

amplitude genérica das forças 

amplitude genérica máxima para as forças 

freqÜênc ia genérica (Hz) 

velo-

fA força de arraste por unidade de comprimento (kgf/m) 

fo 

f1 

fk 

fs 

( * ) 

= força de difração por unidade de comprimento (kgf/m) 

= força de inércia por unidade de comprimento (kgf/m) 

força de Froude-Krilov por unidade de comprimento (kgf/m) 

= força de sustentação por uni d ade de compr i menta (kgf/m) 

Quando um símbolo e usado com significado diferente 

apresentado, e definido na ocasião 

ao 
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Jn 
K 

k 

L 

i 

M 

Mz 

M* 

M' 

m 

m 

p 

p 

Q 

Q 

Q 

q 

R 

~·~ 

= f reqüênc i. a 

= freqüência 

= frequência 

i )\ 

natural da estrutura Hz 

da força trans:versal ( Hz 

( H z ) da onda 

amplitude genêrica máxlma para as forças unitárias 

= a c e I era ç ão d a g r a v i d a d e (9 , 8 l m / s 2 
) 

= altura da onda (d a crista ao ventre) 

= funções de Hankel de ordem n 

profundidade d'água ( m ) 

= momento de inércia da -seçao ( m 4 ) 

imaginário e r-T l 
= unitários na direção x, y e z 

função de Bessel de ordem n 

= 

= 

= 

rigidez da estrutura 

número de onda ( K = ~) 
L 

comprimento de onda ( m l 
= comprimento da estrutura ( m) 

= massa genérica total (kg) 

( m ) 

= momento em relação ao eixo Z (kgf. m) 

massa virtual total (kg) 

= massa adicional total (kg) 

= massa por unidade de comprimento (kg/m) 

= massa efetiva por unidade de comprimento 

massa adicional 

= 

massa da estrutura 

massa da água no interior da estrutura 

freqüência natural ( Hz ) 

número de Keulegan-Karpenter 

vetor normal unitário 

= potência ( kg f • m/ s ) 

= pressão genérica ( kgf/m 2
) 

= quantidade de movimento 

-. fator de amplificação dinâmica 

= vazao 

= vazao por unidade de comprimento 

= raio genêrico 

RI' 11' JI 1 ;::: relação de forças 

Re = número de Reynolds 

r = coordenada polar na direção radial 
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T 
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U, V, W 

V 
'v 

X0 , x 0 

X 

X 

X 

y 

CI 

11 

V 

V 

u 

= 
= 

= 

= 

numero de Strouhal 

comprimento de arco 

período (T = 1 /f } 

tempo 

X 

velocidade na corrente livre 

velocidade máxima 

= componentes da velocidade 

vetor velocidade 

= amplitude do deslocamento 

coordenada da estrutura, deslocamento 

velocidade 

aceleração 

= auto vetor 

= função potencial de velocidades 

altura medida do nível da agua 

= ângulo 

relação entre freqüências 

= pequenos incrementos 

ângulo de fase 

elevação da superfície 

= viscosidade cinemática 

= coeficiente de Poisson 

taxa de amortecimento 

ivre 

raio da Órbita na direção x 

volume 

p = densidade da agua 

Pe = densidade da estrutura 

r 
<S 
T = 

circulação 

tensões normais 

tensoes c i zal hantes 

= fronteira ( contorno 

função de corrente 

~ = ângulo 

8 = coordenada polar angular 

ef = ângulo de fase ( ef = kx - wt} 

s = raio da órbita vertical das partículas 

taxa de amortecimento 

w = freqüência circular genérica 
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w = vetor velocidade 
"' 

_J_ = perpendicular ( normal ) 

V = qualquer 

SU BTND ICES 

r' e' t 

o 

T 

= derivadas em relação a estas grandezas 

= relativo a águas profundas 

= p ri metro modo ( N, T, w ) 

total 

TNDICE SUPERIOR 

f fluido 

-"' o ( l ) variável aproximadamente da ordem de X "' = a X e g ra.':!_ 

de za de l 

o ( l ) variável -
X 3 a X e maior ou i gu a l a ordem de grand!. 

za de l 

X < O( ka) a variável X e menor do que a ordem de grandeza 

do parâmetro ( ka ) 
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A. E. 

c/ 

c~ 

e. e. 

e . i • 

c.s.q.d. 
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ABREVIATURAS 

= aceleração 

aeroelasticidade 

com 

constante 

condições de contorno 

condições inici:ais 

de f. = 
como se queria demonstrar 

deflexão 

de f. deformação 

des 1. = deslocamento 

dist. = distância 

Eq.(s) 

Est. 

esc. 

E. M. 

FA 

Fç 

equaçao e equaçoes 

estrutura 

= escoamento 

= equação de Morison 

força de arraste 

força 

Fo = força de difração 

Fç função 

F1 = força de inércia 

FE = fluidoelasticidade 

FK = força de Froude-Krilov 

HE = hidroelasticidade 

i . e. 

1 FE 

IOE 

L . C . 

L. E 

mi 
mov. 

N . L • 

osc. 

p 1 

p/ 

pq 

p. i • 

= 

= 
= 

= 
= 

= 
= 

isto e 

interação fluido-estrutura 

interação onda-estrutura 

linha de corrente 

1 i nha de escoamento 

mesmo 

movimento 

não 1 inear 

oscilação 

por 

pela 

para 

= por isto 



p. q. 

p t. 

pb. 

p. V. C. 

PI F E S 

q. 

q/. Q/ 

q. q. 

resp. 

R. U • 

SI 
t. q. 

veloc. 

V 1 . 

Vi b. 

= 

= 

= 
= 
= 
= 

= 
= 

= 
= 

porque 

ponto 

problema 

xi i i 

problema de valor de contorno 

proolema de interação fluido-estrutura simplificado 

que 

quando 

qualquer 

resposta 

ret i 1 Íneo uni forme 

sempre 

tal que 

velocidade 

va 1 o r 

vibração 
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CAPITULO 

O PROBLEMA r~TERAÇAO FLUIDO-ESTRUTURA 

1.1 UMA SITUAÇÃO 

E sabido de todos quantos tem consciência da ep~ 

caem que vivemos, que a humanidade atravessa uma fase crítica, 

onde fatores de todas as ordens e naturezas têm influenciado, 

direta ou indiretamente, na criação de um clima de incertezas, 

que pode comprometer a tão ameaçada ordem global ora existente. 

Entre todas as causas que podem desestabilizar a 

economia dos povos, nem uma tem sido tão aspera e marcante, qua~ 

to o impasse criado pela crise de Energia. 

A economia do mundo, que fora até pouco subme-

tida a um ritmo de crescimento espetacular, desde a Última gue~ 

ra, sofreu um desaquecimento sem precedentes. 

E notório, que o desenvolvimento ocorrido 

período decorreu, principalmente, dos resultados obtidos 

países fortemente desenvolvidos. 

Entre outros fatores que podem explicar 

neste 

pelos 

este 

crescimento citam-se o avanço tecnológico, a existência de mao

-de-obra barata e a participação do Estado no processo de acumu 

lação de capital. 

Como nao se produz riquezas sem energia, ou seja, 

como o crescimento econômico e o consumo de Energia estão estri 

tamente relacionados, a evolução do nível de consumo e sua re

percussao sobre a estrutura energética merecem uma anã! ise deti 

da. 

Se feita uma análise do balanço energético mun-

dial, pode-se facilmente constatar o nível de participação do 

Petróleo, como fonte preponderante de energia, nas últimas déca 
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das. Todavia, a crise do Petróleo em 1973 encerrou um longo p~ 

ríodo de estabilidade dos preços no mercado mundial e viabili 

zou economicamente a exploração do petróleo "066 .1.iha11.e" e em 

outras áreas de exploração mais onerosas, ensejando também a apl..!_ 

cação de métodos não convencionais de recuperação do Óleo, além 

de estimular o desenvolvimento de fontes alternativas de 

g ia. 

ener-

Tendo em vista o alto preço do petróleo no merca 

do internacional e seu grande e crescente consumo, as economias 

dos povos se desestabilizaram, passando por um período cujas 

consequencias, parecem por vezes, serem incontroláveis. 

Daí porque, nas tentativas de reduzir a dependê~ 

eia externa de energia, também o Brasil, que sempre teve no pe

tróleo uma parcela expressiva na participação do balanço energ~ 

tico nacional, deverá superar esta dificuldade a qualquer cus 

to, salvaguardando a atividade econômica dos efeitos recessivos 

da conjuntura internacional, sem prejudicar o ritmo do desenvol 

vimento, atraves de medidas, algumas das quais ligadas direta 

ou indiretamente ao setor energético. 

Não basta o racionamento do petróleo como 501 u -

çao para o impasse, pois o racionamento significa recessao. Sem 

energia não se produz riqueza. 

A 1 imitação do consumo sem recessao e possível 

mediante a adoção de medidas concretas, que entre outras ci-

tam-se: 

implementação de estudos e investigações 1 ig~ 

das ã área tecnolôgica, visando criar e otimi 

zar sistemas, capazes de desenvolver formas 

que conduzam a economia, ao conforto e a seg~ 

rança; 

a exploração de petróleo na plataforma 

rina brasileira; 

s u bma 
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aumento da oferta de transporte através da 

navegação costeira e interior; 

implementação de técnicas de conservaçao e di 

minuição do consumo de energia; 

desenvolvimento das fontes alternativas de 

energia. 

Estas medidas por si so carecem para sua concre 

tização de praticamente uma revolução tecnológica, a ponto de 

no mais curto espaço de tempo, se possam granjear resultados a 

nimadores, e que venham atender o objetivo nacional de 

o espaço que nos separa das nações mais desenvolvidas. 

reduzir 

Tendo em vista a atender essas metas, e que o 

presente trabalho, como será visto no seu desenvolvimento, en 

contra-se naturalmente vocacionado a contribuir, por pouco que 

seja, com procedimentos que venham participar do encontro das 

grandes aspirações nacionais do momento; inserindo-se por isso, 

perfeita e adequadamente âs prementes prioridades brasileiras. 

1. 2 - IDENTIFICAÇAO DO PROBLEMA 

E de todos sabido, que mesmo antes do 

to, na fase intra-uteriana, cada indivíduo encontra-se 

em fluido, dentro de uma cãmara especial. 

E, desde cedo o homem se vê diante de um 

nascimen 

imerso 

meio, constituido de ar e agua. Seus primeiros contatos 

imenso 

com 

estes entes virtuosos e providos de qual idades singulares, sem

pre causaram-lhe admiração, temor, respeito e mistificação. 

Portanto, é da natureza humana a condição primei 

ra e instintiva de aproximação e de expectativas diante deste 

meio que o cerca; e que é portador de tamanhos predicados. 



Este senso instintivo que acompanha cada um 

desde o nascimento, e uma noção primitiva da qual todos sao po~ 

tadores, como se abrigassem dentro de si, uma herança 

que os ligava a elos desconhecidos. 

atávica, 

Existem razoes suficientemente fortes para se 

compreender, que o extenso meio que envolve o ser e um espaço 

fluídico, predominantemente de ar e agua. 

Por outro lado, sabe-se, que o próprio indivíduo 

tem sua constituição básica formada, em sua quase total idade por 

fluídos (água). 

Se a agua e o ar sao fontes vitais para o i nd i 

víduo, entende-se facilmente que o fluido faz parte integrante 

e essencial da complexidade do fenômeno que chamamos de vida. 

Daí porque, a existência do próprio indivíduo e 

um mecanismo de inter-relação com os fluidos. 

Deste senso nato, surge no indivíduo a intenção 

de desvendar o veu espesso e obscuro que esconde as leis que 

regem esta inter-relação, da qual o ser busca auferir os benefí 

cios oferecidos pelo advento desta causa, cuja 

sente em suas próprias entranhas. 

existência, 

~ pois desta forma, que na tentativa do 

governar a natureza, conhecer sua açao, e prever seus 

que surge o conhecimento, que se sedimenta ao longo do 

homem 

efeitos, 

tempo, 

através das observações e experiências, que vão lentamente se 

somando. 

Por sua vez, entende-se facilmente, e nao se pr~ 

cisa de muito esforço para se enxergar em volta e em si mesmo, a 

existência da inter-relação entre sólidos e fluidos, que se pr~ 

cessa ao nível de um micro e macro cosmos. Basta apenas obse~ 

varo sangue que percorre as veias, a seiva que ascende às arvo 

res, os veículos que cortam os ares e as aguas; as ondas do 
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para se mar, a açao dos ventos, e outras tantas manifestações, 

perceber que sempre estão presentes sólidos e fluidos. 

constatação de caráter quase empírico, surge um conceito 

Desta 

essen 

cialmente importante, que identifica esta inter-relação, e que 

apropriadamente se denomina de ".ln.te,1<.ação". 

1 .3 CARACTERIZAÇ~O DO PROBLEMA 

Do que foi exposto anteriormente, infere-se com 

facilidade, que aonde quer que exista o contato entre um sólido 

e um fluido, ocorre a inter-relação denominada de interação, que 

se caracteriza pela chamada Interação Fluido-SÓ] ido. 

Ê também sabido, que esta interação se dá em 

vários níveis, quer seja numa dimensão macroscópica e/ou micros 

cópica, aparecendo com as devidas formas, impl icaçóes e propri~ 

d ades. 

Ainda que em outras areas do conhecimento possam 

existir maneiras diferentes de identificar, classificar e abor 

dar o referido problema, através do uso de terminologias pr~ 

prias; neste trabalho procurou-se dar um enfoque orientado e 

consonante, com a formação em Engenharia de Estruturas. 

Dada a identificação do problema, convem frisar 

que, a natureza Íntima da interação aqui propugnada, entre tan 

tos modos de inquirir a essência deste efeito, e 

através de grandezas identificadas como forças. 

qualificada 

Como a existência das forças sao de naturezas di 

versas, tais como: elétricas, magnéticas, moleculares, nuclea-

res, etc., serão objetos deste estudo apenas as de origem meca 

nica, quase sempre caracterizadas pelo contato das partículas 

do sólido e fluido, que se tocam numa região característica que 

serve de fronteira entre o contorno dos dois meios, chamada de 

interface, e que possui propriedades particulares. 
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Estas forças estão associadas a presença de pa~ 

tículas fluídicas, e a existência do corpo perturbador do meio 

fluídico, através das grandezas cinemáticas, suas propriedades 

mecânicas e de constituição. 

1 .4 INTERAÇIIO E:: 

indevido 

Tem sido observado, com muita freqüência, o 

e a ut i 1 i zação inadequada do vocábu 1 o interação. 

uso 

Se 

gundo um dos mais completos e modernos dicionários 

(Aurélio) tem-se: 

brasileiro, 

Interação. De inter + açao s.f. - açao que se 

exerce mutuamente entre ~uas ou mais coisas açao mutua entre 

duas partículas ou dois corpos. Forças que duas partículas 

exercem uma sobre a outra, quando estão suficientemente próxi-

mas. Em razão do transcrito, o uso deste vocábulo 

trabalho, exprime com real significado, a sua mais 

quaçao. 

no presente 

perfeita ade 

1 • 5 - O PORQUt DO TRABALHO 

Desde muito tempo, através da observação de cer 

tos fenômenos da natureza, 1 igados à presença de sólidos e flui 

dos, e em consonância com sua formação, o autor 

atração especial para o estudo e análise destes 

desenvolveu uma 

efeitos. As va 

ticinações e as especulações nesta área serviram para despertar 

uma forte intuição, que o tem levado a entender, que somente a 

compreensão física da inter-relação entre fluidos e sólidos, p~ 

de real mente conduzir a uma resposta real e cone reta, neste cam 

po tão ávido de realizações, e que promete resultados 

dentes. 

surpree.!!_ 

Sobre esta Ótica, e considerando o interesse de 

monstrado por certos segmentos da instituição, onde o autor se 
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encontra ora vinculado, a estes estudos; e entre todos os cam 

pos possíveis e de abrangências dos mesmos, que serao apresent~ 

dos, ou por siso inferidos entendeu-se de relevância, eleger 

uma aplicação diretamente I i gada ao problema origina], e que 

conservando sua virtude e essência, contribui-se, ainda queres 

tritamente, na consecuçao das duas primeiras medidas preconiz~ 

das no item Uma Situação, com o intuito desta forma, colocar 

uma pequena pedra no alicerce do conhecimento didâtico-cientí 

fico nacional, e ao mesmo tempo servir de evocativo a 

tantas investigações nesta área ainda tão incipiente. 

1 .6 APLICAÇÕES SIGNIFICATIVAS 

outras 

Do ate entao exposto, se pretende agora objetiv~ 

mente caracterizar as as suas aplicações, que anteriormente não 

ficaram evidentes, como uma forma de melhor elucidar a util ida 

de destes estudos, tendo em vista a sua apl icabi I idade. 

A incorporação da experiência, dos resultados de 

estudos e os conhecimentos no campo da interação-fluido estrut~ 

ra, fornecem um amplo espectro de u ti I i zação que envolve as 

mais diversas áreas da ciência, em cujas utilizações se 

cam: 

1. Estruturas no mar 

estruturas "ºtÍtÍ ~ho11.e" (pi ataformas de 

ração de petróleo) 

estruturas navais (navios) 

desta-

exp 1 ~ 

ufl..a..i..6efl...6 11
, cabos, emissários e tubulações no 

oceano. 

2 . Construções na agua 

estruturas de: portos, piers, dolfins, molhes; 
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açao das correntes e sismos; 

efeitos da agua sobre pilares; 

barragens e eclusas; 

canais e escoamento em tubulações; 

edificações sub-aquáticas. 

3. Ação de ventos sobre estruturas 

edifícios altos, torres e chaminés; 

cabos aereos, pontes pênsil 

4. Setor mi 1 tar 

mísseis e projéteis no ar e agua; 

explosões em ambientes confinados; 

submarinos; 

carros de combate. 

5. Bio-mecânica 

escoamento em vasos e artérias; 

remoçao de cálculos biliares e renais; 

pressoes nas artérias e camaras cardíacas; 

interação líquido amniótico-feto. 

6. Setor energético 

mecanismos de utilização da energia das on-

das, dos ventos e marês; 
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bombas e turbinas. 

7. Reator nuclear 

escoamento do líquido refrigerante sobre as 

barras de combustíveis nucleares; 

chicoteamento em tubulações. 

8. Aerodinâmica 

veículos aereos, terrestres e espaciais. 

9. Líquido em vasos 

fluidos armazenados em tanques; 

vasos de pressao; 

reservatórios. 

1 • 7 - OBJETIVOS DO TRABALHO 

Entre os mais diferentes aspectos, que 

ser perseguidos na área em questão, os objetivos abaixo 

poderiam 

citados 

se constituíram nos fundamentos que nortearam o presente 

ba 1 ho: 

t ra -

1) O interesse do autor nos estudos da interação fluido - estru 

tura, procurando com isto o engajamento e a familiarização 

na area, bem como, a compreensão do mecanismo físico exis

tente nesta inter-relação, entendendo ser esta a única for 

ma possível de investigações neste campo, visando a conti 

nuidade de estudos mais avançados e/ou as futuras pesquisas; 

2) A intenção de desenvolver o ensino e a pesquisa nesta area, 
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ao retornar à instituição de origem, a Fundação Universida 

de do Rio Grande-FURG- onde o vento e a água se constituem na 

vocação natural e por excelência desta universidade; 

3) Proporcionar um conteúdo sistematizado de tal forma que,sem 

perder as características de didática e continuidade pude~ 

se proporcionar, a futuros colegas, engenheiros civis estru 

turais, que quisessem ingressar na área, um trabalho mais 

ameno, e que discutisse e esclarecesse pontos de relevância 

na compreensao física do fenômeno, evitando com isto um 

longo e penoso caminho, destinado a perseguição do substan 

eia! tantas vezes confuso, diversificado, subjetivo e qu~ 

se rreal, difundido na 1 iteratura; e evitando com isso a 

rude peregrinação, que o autor vivenciou; 

4) Dentro da grande area apresentada, escolher uma aplicação 

que não fugisse do problema original, e pudesse representar 

alguma contribuição a um tema de relevância nacional; 

5) Que o conteudo didático, o grande numero de ilustrações, as 

campa raçoes, os 1 imites apresentados, as referências b i bl io 

gráficas a exploração exaustiva de certos parâmetros si~ 

nificativos, e os resultados, proporcionassem além da com

preensão física,mais segurança nas escolhas e decisões; 

6) Sem ser um evangelizador, e intenção do autor que este t ra 

balho sirva também de arauto a investigações mais efetivas 

na área de interação-fluido-estrutura, ou seja no campo da 

fluidoelasticidade, ou ainda desmembradamente, da hidra

-elasticidade e aeroelasticidade, os quais sem sombra de du 

vidas conduzirão a resultados práticos surpreendentes. 

1 • 8 - JUSTIFICATIVAS 

Como foi visto no item Uma Situação, as medidas 

citadas visando sanar o impasse criado pela crise de energia, 

englobam muitas das aplicações anteriormente apresentadas; e em 
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coerência com a orientação perseguida neste trabalho, se consti 

tuem tipicamente em problemas de interação fluido-estrutura. 

Na tentativa de economizar energia nos sistemas 

que consomem energia; buscar novas fontes alternativas, ou mes 

mo em aplicações que indiretamente revertam em economias, ou 

mesmo na exploração de outras modal idades não convencionais, a 

Engenharia se depara com um problema de otimização, em que o bi 

nômio segurança versus economia é procurado. 

Todos os processos da vida moderna estao 

-relacionados e conduzem inevitavelmente a utilização de 

g i a . 

inter

ener 

Não é suficiente diminuir o consumo de energia, 

e importante conhecer profundamente a natureza física do probl! 

ma, suas causas, efeitos e consequencias, para que entao, de 

posse do domínio global do fenômeno, se possa ter com segurança 

o máximo de economia. 

Em outras palavras, e através da pesquisa, de es 

tudo, da experiência e da análise profunda do problema em que~ 

tão, que surge a condição segura de correlacionar a expectat~ 

va de projeto com a real idade física. 

Este conhecimento, quase sempre redunda em apr! 

ciáveis economias; pois joga-se fora muito dinheiro pela intra 

dução de sucessivos gastos provenientes do super 

to dos sistemas, ocasionados pelo desconhecimento 

questao. 

dimensionamen 

Íntimo da 

Como exemplo, pode-se citar o fato de que muito 

combustível poderia ser economizado, não pelo racionamento ou 

uma utilização racional, mas sim por uma utilização de veículos 

mais aerodinâmicos, onde o estudo da interação fluido-estrutura 

conduziria a resultados favoráveis. Um outro caso ê a exager~ 

d a Se g U r a n Ç a q U e d e V e Ser d a d a à S e S t r U t U r a S II O ô 6 ./) ho Jr. e." , d e V i -

do ao desconhecimento e a quantificação da natureza física gl~ 
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bal do problema envolvido que se estudado e pesquisado poderiam 

reverter em milhares de dólares de economia. Ou mesmoemoutras 

áreas, em que se poderia, através do desenvolvimento de tecnologias 

nacionais, economizar divisas. t portanto imprescindível, a i~ 

vestigação nesta área de grande abrangência, num momento oport~ 

no e numa ocasião em que o Brasil tanto tem a exigir. 

1 .9 - QUESTÕES A INVESTIGAR 

Em virtude das dimensões do campo da apl icabi l.i_ 

dade do problema interação-fluido-estrutura, que possui uma ele 

vada abrangência, como foi visto, convêm por uma questao de ca 

racterização precisa dos casos a serem estudados, eleger certas 

aplicações, que se julgaram de real interesse, e que serao por 

certo representativas do problema original. 

Entre estas, citam-se: 

estruturas 11 066 .óho1te" (plataforma de explor~ 

ção de petróleo no mar - tipo gravidade); 

torres no mar. 

1.10 - A INTER-RELAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA 

Entre tantos casos, em que esta inter-relação p~ 

de ser observada, é facilmente perceptível: o efeito do escoa 

menta de fluidos ao redor de estruturas. O surgimento de cer 

tas conseqüências ocasionadas pela vibração de alguns instrumen 

tos musicais, cujos registros se guardam na própria história, 

como foi o caso bíbl ice da destruição das muralhas de 

pelo tocar de trombetas. 

Jericó 

Folhas sao arrancadas pelo vento, tufões ceifam 

verdadeiras cidades; plataformas "off-shore", também podem ser 

destruídas pela ação dos oceanos. O sódio líquido que refrig~ 
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ra o núc 1 eo de um reator, pode quebrar e precipitar a 

no centro deste. 

fundição 

Estas excitações provocadas pelo escoamento de 

fluidos tem se mostrado muito importantes nos Últimos anos, pois 

o s ma t e r i a i s e s tão s e n d o u s a d os nos s eu s 1 i m i t e s , e com i s s o, a s 

estruturas têm se tornado mais leves e flexíveis. Por vezes 

tem sido necessário criar-se palavras ou denominações estra-

nhas, para caracterizar certos efeitos, como por exemplo, o 
11 Gallop.{.ng 11 (gal opeamento), efeito característico em 1 i nhas de 

transmissão envolvida pelo gêlo, onde o perfil da seção pode se 

assemelhar a um perfil de aerofólio. Cabos submarinos que sus 

pendem hidrofones, provocam o mau funcionamento destes. Tubos 

de trocadores de calor giram rapidamente em órbitas ovais, para 

velocidades do fluxo acima da velocidade crítica. 

Tubulações experimentam deflexÕes causadas pela 

passagem de um fluxo acelerado ( 11 wa,t,te_11, hamme,11, 11
), escoamentos 

d'âgua em altas velocidades, quando interrompidos abruptamente, 

provocam o nosso conhecido golpe-de-Aríete; ou entao em um sis 

tema de alta pressão, a ruptura causada num tubo por falhas no 

mesmo, faz com que o fluido esguichado exerça uma reaçao impul 

siva sobre o tubo encurvado, podendo provocar o chamado 

whip 11
• 

"P.{.P e 

Ondas d'água, que se projetam contra quebra-m~ 

res ou certas estruturas marítimas, originam uma açao chamada 

d e g o 1 p e ame n to ( 11 bu 6 6 e,,i:.{. ng 11
) • 

Ruídos podem ser produzidos pelo desprendimento 

de vórtices, criando influências adicionais no caso de 

em torno de objetos. 

fluxos 

Cada uma destas vibrações nascem de mecanismos 

da dinâmica dos fluidos, distintamente diferentes; todavia, sao 

suficientes para mostrar algumas ocorrências, e a 

da inter-relação fluido-estruturas. 

importância 
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1 • 1 1 A INTERAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA, E OUTROS CAMPOS DA MESMA 

CIÊNCIA 

O problema interação fluido-estrutura, e na ver 

dade muito complexo, em especial, pelo número de variáveis in 

tervenientes. Muitas tentativas têm sido feitas, com a inten 

çao de se desenvolver um ponto de vista unificado para o assun 

to, tal como o trabalho de Toebes l 1
'

7 J. 

Dentro desta grande área, por exemplo, a ae roe 

lasticidade se caracteriza por um ramo da ciência que se preoc~ 

pa no estudo das forças aerodinâmicas e seus efeitos sobre es-

truturas elásticas. Estes estudos iniciaram na década de vinte 

(1920) e hoje parecem já possuir um estágio de maturidade. 

A bem pouco, o termo hidra-elasticidade foi in-

traduzido; e está relacionado aos efeitos das forças 

micas sobre estruturas elásticas. Em contraste com a 

hidrodinâ 

aeroelas 

ticidade, este Último tem mostrado pouca unidade analítica, e 

versado sobre coisas aparentemente não relacionadas. 

Uma diferença entre a aeroelasticidade e a hidr~ 

elasticidade, além da sugerida pelo próprio nome, em virtude da 

propriedade dos fluidos, é antes, histórica, do que lóg~ 

ca. E apesar destas indiferenças, ambas estão associadas ao en

v o l v i me n to d e f l u i d os e e s t r u tu r as , d a í p o i s , um a r a z a o s u f i c i 

entemente forte, para denominar-se estes dois campos, já que 

englobam a chamada interação fluido-estrutura, por um único ter 

mo, Fluidoelaõtieidade, que por certo permitirá uma coerência 

na investigação das características físicas e analíticas do pr~ 

blema. 

Contudo, o termo fluidoelasticidade possui 

tes e limitações definidas e poderá, sobre certo ponto de 

1 i mi 

vis 

ta, denotar apenas os fenômenos, em que o efeito de deformação 

da estrutura ocorre e/ou propriedades do fluido são alteradas. 

Isto é, envolve casos em que uma independência se desenvolve 

entre as forças dinâmicas do fluido atuando sobre a estrutura e 
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as forças elásticas e/ou de inércia, sao mobilizadas na estrutu 

ra, todavia uma interação, ao nível que seja, sempre ocorrera. 

Muitos efeitos fluidoelásticos se manifestam com 

características próprias: algumas üteis, outras prejudiciais, e 

as considerações que envolvem os conhecimentos sobre estes efei 

tos, versam sobre cinco áreas: teoria da elasticidade - mecânica 

das estruturas - dinâmica das estruturas - mecânica dos fluidos 

e processos aleatórios. 

Para análise do verdadeiro problema acoplado, uma 

das formas mais efetivas, consiste por assim dizer, na determi 

nação dos chamados operadores estruturais, operadores dinâmicos, 

e operadores fluido-dinâmicos 1
1 6 7 1 . 

O tratamento unificado dos fenómenos em questao, 

representam uma tentativa de caracterizar da mesma forma, 

tos que a priori parecem distintos. 

1 • 1 1 • 1 Aeroelasticidade 

efei 

Desde que o termo aeroelasticidade se consagrou, 

há uns 20 anos, esta disciplina tem proporcionado investigações 

na área de mecânica aplicada, tendo se preocupado quase que ex-

clusivamente com o projeto de estruturas, destinadas a artefa 

tos submetidos a altas velocidades. Porém, hoje, já num estágio 

de maturidade, as atenções se voltam ao campo da interação en 

tre fluidos e sólidos elásticos. Embora existindo uma signif.!_ 

cativa união recíproca entre as forças do fluido agindo contra 

a interface, resultando numa deformação elástica, ainda se pro

cura uma definição adequada para este fim. E isto é inegave.!_ 

mente uma fonte de pesquisas, que prometem resultados encorajad_c:,_ 

res. Esta fonte promissora, e ávida de soluções, deve-se entre 

outras causas, a natureza não conservativa das forças que afe 

tam a estabi !idade aeroelástica; que tem suscitado várias disp~ 

tas no campo da matemática aplicada, e das equações diferen-

ciais; pois se tem tido dificuldades de modelar muitos param~ 
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tros sistemáticos, as condições de contorno nem sempre 

das, além da dificuldade de reproduções em resultados 

mentais. 

atendi 

experi-

Há motivações práticas para muitos casos e a maior 

parte do progresso se origina da necessidade de estruturas 

mais leves e muito flexíveis; e a pressão dinâmica cada vez 

mais atuante, na crescente ativação de veículos 

cruzadores, foguetes ou projéteis tipo bal Ísticos. 

atmosfêricos, 

O comport~ 

menta aeroplástico 2 e também encontrado em navios, pontes, 

estacas de metal, palhetas em dispositivos trocadores de calor, 

e outros tantos projetos de engenharia. 

tem fornecido o maior estímulo. 

Porém, a aeronáutica 

Muitos trabalhos têm sido publicados, apos o ori 

ginal de Gossman na RÜssia, e Scaulan e Rosenbaum em inglês. Há 

também algumas monografias como as de Miles e Landahl 

De posse da literatura básica, e da que hoje se 

divulga, muitos autores dão crédito e melhoram as descrições, 

que vão dando pequenos desenvolvimentos, mas que parecem suste~ 

tar grandes promessas. Enfim, o "e.<1:tado da aJt:te.", demonstra 

que muitos destes desenvolvimentos são pouco conhecidos, outros, 

um potencial não totalmente reconhecido e, por ultimo, alguns 

representam um campo obscuro. 

1 . l 1 • 2 - Hidroelasticidade 

O campo da hidroelasticidade tem características 

comuns com o da Aeroelasticidade, e se refere ao estudo do fenô 

meno envolvendo interações mútuas entre forças de inércia, elás 

ticas, e fluido dinâmicas agindo sobre componentes estruturais 

imersas, ou que contenham líquidos. Inicialmente, o uso deste 

termo denotava certos tipos de interação fluido-estrutura, esp~ 

cialmente os I igados aos domínios da Arquitetura Naval e a Eng~ 

nharia Marinha J. Anteriormente era caracterizado por uma 

grande classe de problemas relativos a radiação de sons gerados 
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pela estrutura, para o meio fluido envolvente; assim como, a 

geração de som na estrutura, pelo movimento entre a estrutura e 

o fluido. Um mais recente e vasto uso é referido mais especif~ 

camente a classe de problemas associados com embarcações navais, 

e outros veículos marinhos, que conduzem a distintas e fechadas 

relações, já respondidas no fenômeno de estabi 1 idade longamente 

associado aos veículos aéreos. Foi nítido e evidente, que mui 

tos outros problemas de grande interesse, como odn arquitetura naval e 

a engenharia marinha se viram dentro da nova hidroelasticidade, 

como por exemplo, a vibração de cascos de navio introduzidas 

pela ação de certos artefatos e anexos (leme, ancoras propuls~ 

ras, periscópio submarino, etc ... ). Isto leva rapidamente a 

classificação dos possíveis problemas hidroelásticos, como deri 

vados de considerações correspondentes ao problema aeroelástico, 

no campo da engenharia aeronáutica. 

Grande parte dos problemas hidroelásticos der i 

vam mais ou menos de considerações semelhantes de problemas ae-

roelâsticos; e por 

mentas. De fato, 

isso, herdam uma vasta experiência e conhec~ 

se nao fosse a existência de quatro grandes fa 

tores, todo o conhecimento sobre aeroelasticidade poderia ser 

aplicada em hidroelasticidade. O primeiro deles, como é eviden 

te, é a existência de uma superfície I Íquida 1 ivre. Esta inter 

face leva não só apenas as complexidades nascidas das açoes dinâmi 

cas, que sempre tem lugar, mas também porque, o ar e um fluido 

de pouco peso. Ele pode envolver um corpo móvel, como permitir 

a formação de grandes bolhas de vapor nó 1 íquido, provocando os 

chamados efeitos de cavitação. A cavitação é na verdade o se

gundo maior problema. Também, massas relativas da estrutura e 

do fluido imediatamente envolvente estão geralmente longe do do 

mínio da experiência aeronáutica; mas apesar dos efeitos da su

perfície 1 ivre e da cavitação, este último fator ainda pode ser 

enquadrado nas concepções da aeroelasticidade. E finalmente, se 

tem o problema da compressibilidade do ar. 

As conseqüências destas similaridades e das dife 

renças entre os dois campos, faz com que a hidroelasticidade parece 

por vezes incompleta, porque um numero pequeno, mas importa_12_ 

te de questões ainda não foram respondidas adequadamente. 
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1 . 1 2 - HIPÔTESES, PRESSUPOSTOS E CONSIDERAÇÕES 

Dada a dimensão do problema interação fluido-es 

trutura, ensaiado nas seções anteriores, e evidenciado o grau 

de complexidade pelo numero de fatores intervenientes, tornar-se 

-ia impraticável qualquer aplicação, se um número grande de su

posições não fossem efetuados. 

Os estudos desenvolvidos e aplicados no presente 

trabalho, do campo da interação fluido-estrutura, 

exclusivamente às estruturas no mar, e obedecem às 

abaixo prescritas: 

restringe-se 

condições 

1 . 1 2 -1 

1 • l 2-2 -

Restrições 

estruturas cil Índricas circulares vazadas ou 

cheias; fixas no fundo pela extremidade 

ri o r; 

inércia constante, e se variável, de 

suavidade; 

estruturas nao totalmente submersas; 

e usado o Processo da Onda de Projeto; 

as aguas sao profundas; 

infe 

grande 

as únicas solicitações presentes sao os pesos 

e as cargas de onda; 

o modelo estrutural 

menta de viga. 

Suposições 

-e discreto e com comport~ 

ondas de caracter harmônico (senoidais); 

ondas de pequenas amplitudes (relação altura 
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comprimento muito pequeno) 

fundo fixo e horizontal 

estrutura rígida; 

os membros das estruturas sao suficientemente 

espaçado~, de modo que um nao influencia o 

outro; 

nao se questionam certos detalhes de 

çao, transporte e assentamento; 

const ru 

a existência de certos efeitos paralelos e s~ 

cundârios, como desprendimento de vórtices, 

ruídos causados por estes, ou pelo atrito en

tre o fluido e a estrutura; para as condições 

usadas, ainda que significativas nao 

considerados; 

serao 

a força de sustentação e outros mecanismos de 

instabilidade não serao reconheci dos; 

as estruturas poderão ou nao conter 

no seu interior; 

todas as condições e o problema em 

serao ineares; 

líquidos 

questao 

a interação sera quantificada pela existência 

e magnitude das forças; todavia, sem o efeito 

de interdependência atualizado. 

Não serao considerados: 

efeito de interação solo-estrutura; 

açao de correntes, ventos e sismos; 

as variações de dimensões e rugosidade da su

perfíci~ da estrutura. 
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Atendidas as condiç6es acima descritas, dir-se-i 

que presente se esti, de um Problema de Interação Fluido-Estru 

tura Simplificado (PIFES). 
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CAPÍTULO 1 1 

TEORIA LINEAR DE ONDAS DE PEQUENAS AMPLITUDES 

"\ 

ll.1-2i- INTRODUÇÃO 

A primeira vista, como resultado da observação, 

a superfície do mar parece um conjunto desordenado de eleva-

ções e vales, se distribuindo caoticamente em toda a extenção. 

Todavia, de uma observação mais criteriosa, onde 

se separa os efeitos localizados e de pequena importância, se 

poderia enxergar uma certa regra neste fenômeno, 

sem ordem. 

aparentemente 

E, em busca de leis rerejam o comportamento do 

fenômeno, e que possam expressar, mais realisticamente possível 

o problema, e que foi o motivo das muitas teorias de ondas, que 

hoje se conhece. 

Em geral, o fenômeno das ondas d'água sao compl~ 

xos e difíceis de serem descritos matematicamente, por causa 

das não 1 inearidades, pelo caráter tridimensional e pelo apa-

rente comportamente aleatório. 

Na tentativa de compreender e descrever o fenôme 

no da onda, são apresentados neste Capítulo, certas 

que caracterizam o problema essencial e simplificam a 

suposições 

questão; 

ao mesmo tempo, que se discorre sobre considerações importantes 

para o atendimento do meio fluido, atê a obtenção da clássica 

teoria de Airy. 
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Posteriormente, sao feitos alguns comentários sobre 

as teorias mais usadas, suas validades e discrepâncias. 

Excelentes d scriçÕes sobre teorias de onda pod~ 

11,21 11691, rao ser encontradas em , 11º91, nl, sal, 11ao1. 

1 1 . l -2 - EQUAÇÕES BIIS I CAS E FORMULAÇÃO DO PROBLEMA HIDRODINIIMICO 

Supondo um fluido em movimento, e conhecidas as 

forças externas que atuam sobre ele, o problema hidrodinâmico a 

ser resolvido será a determinação do movimento dos diversos pontos 

do espaço que constitui o fluido, e o seu campo de pressões. 

Seja o movimento definido em relação ao sistema 

de coordenadas mostrados na gravura abaixo, em que se busca uma 

formulação matemática que expresse o comportamento do fenômeno. 

Potm 

X 

h 

fundo, y: -h 

n, 

FIG. II .12 - Definição dos elementos. 

O estudo é baseado na teoria potencial, e por 

conseguinte, admitem-se as considerações 

O fluido e homogêneo: e incompressível 
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dU 
--- + 

ax 
dV 

ay 
+ 

dW 

az 
= o ( 1 1 • l - l ) 

i) O movimento e irrotacional 

w = rot ~ = 17 x V = O ( 1 1 . l -2) 

Esta relação representa uma condição necessiria e 

suficiente de potencial idade de um campo de velocidade, is

to é, da existência de uma função escalar ij, (x, y, z, t) -

- potencial de velocidade, tal que 

~ Grad. ij, 1.7ij, (11.J-3) 

Levando-se (11.2-3) em (11.2-1) chega-se 

( 1 1 . 1-4) 

1,7 2 ij,= O é condição a ser atendida em todo o domí-

nio do fluido ( íl) 

i) a pressao na superfície livre e uniforme e constante; 

iv) as tensões na superfície podem ser negligenciadas; 

v) o fluido e ideal (sem viscosidade) 

Vi ) o fundo é ho r i z o n tal , f i x o, e i m per me i v e l 

que a velocidade no fundo é zero; 

o que i mp l i ca 

vii) as ondas sao de pequena amplitude , (em relação ao compr.!_ 

menta de onda L ), e sua forma invariivel no tempo e no es 

paço. 
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ix) as ondas sao planas ou de cristas longas (bi-dimensionais). 

Por outro lado, a equaçao que descreve o movimen 

to dos fluidos não viscosos e: 

a V 
'\, 

Grad. P+{ (11.J-5) 
a t p 

Como (11.J-J) e (11.1-5) sao absolutamente g~ 

rais, necessita-se impor certas condições complementares 

para garantir a unicidade da solução, condições estas apr~ 

sentadas a seguir. 

Supondo que o fluido esteja submetido a um campo 

de forças conservativas, isto é, a força { advém de um 

potencial U : 

= Grad u 

como 

()(, x 6) ){, = / w x ){,/ + grad. 
v2 

2 

e, efetuando-se as devidas substituições em 

chega-se: 

2 
+-P- + 

p 
u = 4> 

( t) 

( 1 1 . 1 - 6) 

( 1 1 • 1 - 7) 

(11.2-5) 

(11.J-8) 

Equação (11.1-5} modificada, que representa uma 

condição dinâmica. 

Supondo-se o escoamento permanente, isto e, o 

campo de velocidade independente do Tempo, chega-se a 

J --ª--1... J 

2 
+ _P_ + U e constante ( 1 1 . 1 -9) 

2 p 
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equaçao de Bernoul l . , válida em todo o 

n i o ( 10 ) • 

ESTUDO DO PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO 

dom í. 

A resolução do problema hidrodinâmico assim apr~ 

sentado conduz a pesquisa da solução da equação V2
~ = O, que 

deverá satisfazer certas condições suplementares, que 

precisamente um problema específico. 

1 1 • l - 3 - l Condições Iniciais 

traduzam 

Ocorrem nos escoamentos nao permanentes; e con-

sistem num certo instante inicial ( t = O ) d o dom í n i o D ocu 
o 

pado pelo fluido; numa distribuição de potencial sobre este do 

mínio. 

~(x,y,z,0) f(x,y,z) 

11. l-3-2 - Condições de Contorno 

São determinadas a partir das condições de cantor 

no sobre a fronteira íl do domínio de escoamento D, para todo 

instante t :: o . 

Seja contorno íl dividido em três partes: 

(Vide Figura 11.1-1) 

Seja S(x,y,z,t)=O ( 1 1 • 1 - 1 O) a equaçao da 

superfície de um contorno impermeável genérico. Para que 

S = O as partículas do fluido se encontrem em S = O, e 

em 

nec es 

sário que as partículas e a superfície tenham movimentos afins 
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s (x ( t l, y ( t l, z ( t l , t l = o , Vt 
p p p 

a condição que expressa o fato do fluido permanecer sobre o con 

torno é dita condição cinemática da superfície do contorno: 

DS 

Dt 

ou' 

= 
as as 
-- + u -- + 

s = o 

= -

X 

as; a t 
1 s;, s 1 

ax 
u 

as 
-- + u 

y ay z 
as 
az 

o 

~=velocidade do contorno 

u 
"'n 

= velocidade de descola-

mento do contorno na 

direção de sua normal 

'v'S e um vetor perpendicular a S. 

e ' 

V = 
"'n 

n = 
'\, 

V 

V 
~ 

n 

= 

'v' s vetor normal ao contorno. 

Por outro lado: 

= V n + V 
X X 

'l <P n 
'\, 

Comparando com 

V 
n 

'\, 

y 
n + V n 

y z z 

as 

a t l'v'sl 

(11.2-12) tem-se: 

( 1 1 • 1 - l l ) 

(11.1-12) 

(11.1-13) 

(11.1-14) 

( 1 1 • 1 - l 5) 

condição cinemática, que pode ser traduzida como: a componente 



27 

normal da velocidade de um ponto qualquer da superfície do con 

torno, num instante qualquer, possui mesmo valor da componente 

normal da velocidade da partícula fluida, que neste instante es 

teja em contato com o ponto na superficie. 

Portanto esta conclusão, também indica que para 

todo (x, y, z) e t verifica-se (11.1-10) onde S atende a 

relação 

11.1-3.2-1 -

para o fundo 

11.1-3.2-2 

a s 
a t 

+ ( t:, </> • 6S ) = 

No fundo: 

( Vrp VS) = o ou 

horizontal 

V I y= - h = ~ 
1 y= - h ay 

Superficie Livre 

A forma desta sera: 

o (11.1-16) 

-ª-L = o ( 1 1 • 1- 1 7) 
an 

= o ( 1 1 • 1 - 1 8) 

S = 11(x, t) - y o ou y=n(x,t) ( 1 1 • 1 - 1 9) 

pelas condições cinemáticas, a partícula de fluido e a superfi 

cie tem a propriedade de satisfazer 

po 

D S 

D t 
= as 

a t 
+ u 

as 
ax 

(11.1-19) para qualquer te~ 

+ V 
as 
ay 

(11.1-20) 
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Levando-se a equaçao (11. 1-19) na equaçao ( 11. 1-20), tem-se: 

como 

logo 

Então, a 

a 11 

a t 

_lj_ 
ay 

~ 
dt 

equaçao da 

+ ..1...L 
a n 

= V = 

= v/y= 11 

superfície 

_lj_ = a 11 
-- + 

av a t 

a 11 

dX 
2-L = o 

ay 

-2.L e 
élt 

= ..1...L 
1 y= 11 ay 

1 ivre sera: 

a 11 

dX 

dx 
= 

dt 

= V 

, y=11(x,t) 

que e a condição cinemática na superfície livre. 

(11.1-21) 

2-L 
dX 

(11.1-22) 

( 1 1 • 1 -2 3) 

Para avaliação de (II.J-23) uma condição auxi 

1 iar deve ser procurada. E serâ expressa pelo acoplamento das 

condições dinâmicas e cinemáticas. A condição dinâmica se tra

duz pela igualdade de pressoes na superfície do fluido e apre~ 

sao atmosférica. p = patm) 

Da equaçao ( 11 .1 -8) se tem: 

..1...L + (t,<j,) 2 
- 911 = 0 y=11(x,t) (11.1-24) 

8 t 2 

11.2-4 - LINEARIZAÇAO DO PROBLEMA 

Observa-se que (11.1-23) e (11.1-24) envolvem 
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como incógnitas e n, além de possuírem -termos nao ineares. 

Se o movimento e lento, o termo de segunda ordem 

de ( 11. 1-24), pode ser desprezado em relação aos outros dois 

deverá termos; e a condição de contorno aplicada a superfície livre 

ser aplicada em y = O; 

n = 
__H__ (II.J-25) 

g a t 

fisicamente esta linearização supoe que o fluxo seja muito vag~ 

rosa, onde a energia cinética das partículas são muito menores 

que as outras energias mecânicas. 

Se em (11.1-23) a inclinação da superfície l i 

vre (~) e/ou 
ax 

chegando-se à: 

V 

v e pequeno, pode-se desprezar estes 

Y = n 

ou em termo de <j, 

= 

Y = n 
a t a y 

Expandindo em série de Taylor 

+ n _i_<L 1 y=O ay 
+ o (n 2

) 

para pequemas perturbações (pequenos n e/ou ..i.1_) 
ay 

y o 

termos, 

(11.1-26) 

(11.1-27) 

(11.1-28) 

(11.1-29) 
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logo n pode ser eliminado pela utilização simultãnea das condi 

çoes de contorno cinemáticas e dinâmicas 1 inearizadas. 

Isto e, levando-se (11.1-25) em (11.1-29): 

~ y = o (11.1-30) 
ay g 

11 .2-5 - RESOLUÇÃO GERAL DO PROBLEMA SIMPLIFICADO 

Seja o problema de valor de contorno definido a seguir, 

onde a função potencial <j, deve atender às seguintes condições: 

V z <P = o em D ( 1 1 . l - 3 1 ) 

<P y = o em y = - h (11.1-32) 

<Ptt+ g<j,y =O em y = o (11.1-33) 

Usando-se o método de separaçao de variáveis che 

ga-se a: 

<j, (x, y, t) = x (x) Y(y) T(t) = X. Y. T ( 1 1. l -34) 

Substituindo-se <j, no laplaciano vem: 

y" X " = (11.1-35) 
y X 

ou 

y li K2 y o (11.1-36) 

XII + K2 X = o (11.l-36a) 



d y ( y) 
K A

1 = 
d y 

que resulta: 

~ (x , y , t) 
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Resolvendo a equação ( 1 1. 1 -36) tem-se: 

y ( y) 
ky 

e + 
-ky 

e 

Aplicando-se a condição ( 11. 1-32): 

-kh 
KA

2 
kh o e e = 

Al 
-kh 

A2 
kh 

e = e ~ 
2 

Y (y) = A
3 

cos h [ k (y + h) J 

E a função~ torna-se: 

-kh 
e 

X(x) T(t) A
3 

cos h [ K (y + h) J 

(11.1-37) 

(11.1-38) 

(11.1-39) 

Levando-na na condição ( 11. 1-33) para y = O se 

chega: 

T" X A
3 

cos h [ K (y + h) J + g T X A
3 

K sen h [ K (y + h) J = O 

T" 
= - g k tanh (kh) (11.1-40) 

T 

como T" 
nao depende de y, conclui-se que esta relação e 

T 
constante para qualquer y. 

1 o g o, 

w2 g K tanh (kh) 

como 

(11.1-4]) 



T" 
; constante~ w2 

T 

cuja solução sera: 

T ( t) 
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T" + w2 T 

iwt 
e + 

o 

- i (JJ t 
e 

(11.1-42) 

como o fator tempo 
iwt 

e melhor descreve o problema, tem-se: 

T ( t) = (11.1-43) 

Observa-se que T (t) e uma função periódica de 

períopo T e frequência w = 2 1T /T 

Levando-se (11.1-43) e (11.1-38) em (11.1-34) 

chega-se: 

(x, y, t) = X(x) A
3 

cos h k (y+h) i Wt 
e 

(11.1-43) 

1 ntroduz indo-se esta na condição ( 1 1. 2-25) em 

y O, vem: 

- g • n = X(x) A3 cos h [ k (y +h)J iw 

para y = O: 

iwt 
e 

X ( x) A
3 

. c os h j k h j 
iwt 

iwe =-gn 

com o auxílio da identidade de Euler, ter-se-â: 

X (x) A 
3 

c os h ( K h) i w cos (wt) + sen (wt) 

Retornando ã (11. 1-57): 

X" + K X = O 

(11.1-44) 

(11.1-45) 

(11.1-46) 
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Tem-se a solução: 

X (X) A6 
ikx 

A? 
- i kx 

= e + e 

que por conveniência se toma, 

X (X) A7 
-ikx 

= e (11.1-47) 

X (x) também e periódica, e sugere a k uma interpretação seme 

l ha n te a w . 

Levando em (11.1-45) e isolando TJ obtem-se: 

Tl = ~ w cos h ( k h) i(-kx + wt) 
e (11.1-48) 

g 

a constante A
7 

se incluirá em A
3

. 

-Recorrendo-se a identidade de Euler se chega, 

n = - ~ cos h (k h) [ cos (wt - kx) + 
g 

sen (wt - kx)J 

(11.1-49) 

Esta equaçao e usada para se determinar a máxima 

elevação da superfície livre (A), isto é, 

Tl = A para X o e t = O 

donde se chega: 

A = cosh (kh) (11.1-50) 

e desta se tira a constante A
3

, 

A • g ( 1 1 . 1 - 51 ) 
c os h ( k h) 
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constante que substituindo em (11.1-43) juntamente com (11.1-47) 

resulta: 

<P (x, y, t) = 
C OS h [ k ( y + h )] 

cos h (kh) 

- (kx - wt) 
e (11.1-52) 

Trabalhando-se mais a expressao, redunda: 

( ) ~ cj) x, y, t = 
w 

cos h [k (y + h) cos (kx - wt)] 

cosh (kh) 

E representa uma onda progressiva se 

direção (x) positiva. 

Levando-se (11.1-53) em ( 1 1 . 1 . 2 5) 

equaçao do perfil da onda 

g 1 
a cj) 1 - - A sen ( kx - wt) 
~ y=O -

Tl 

periódica em x e t. 

(11.1-53) 

movendo na 

obtém-se a 

(11.1-54) 

Se um ponto virtual é identificado sobre a supe~ 

fície livre, e se move com a onda, tal que sua posição relativa 

a onda permanece fixa, entao 

(kx - wt) = constante (11.1-55) 

a velocidade com que este ponto deve se mover para acompanhar o 

deslocamente da onda sera: 

dx 

d t 

w 

k 
= 

L e (11.J-56) 
T 

Significando que este ponto virtual se move na 

direção x com a velocidade de propagação da onda 
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C = celeridade da onda (Vide Fig. il-12) 

Levando-se ( 1 1 . l -4 l ) em (11.1-56) se e he g a : 

c2 _g_ ta n h ( k h) (11.1-57) 
k 

ou' 

L ~ t an h 
2 1T h 

(11.1-58) 
21T L 

11. l-6 - DETERMINAÇÃO DOS CAMPOS CINEMATICOS 

1 1. l-6. l - Velocidades e Acelerações 

Na equação (ll.l-3) da consideração (ii) se tem: 

V = 'J <P = --ª..j___ ,l + --ª.L j = u i + V j 
'\, 

d X ay '\, '\, '\, 

logo: 

A g k cos h [k(y+h)] 
u = - sen (kx - w t) (11.1-59) 
'\, w cos h (kh) 

A g k 
sen h [k(y+h)] 

V = cos (kx - wt) (11.1-60) 
'\, w cos h ( k h) 

Por sua vez, na determinação do campo de acele-

raçao, deve-se reportar as simplificações apl i e adas ao problema de 

valor de contorno na seção correspondente as linearizações onde foi 

desprezado o termo _l_ (i'l<j,) 2 que representa a pareei a convec 
2 

tiva da aceleração. Para se manter esta consistência, deve-se 

usar unicamente termo local. Então: 
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au cos h k (y +h) 
u = A g k cos(kx-wt) ( 1 1 . l -6 l ) 

at cos k ( k h) 

e 

d V 
s en h k(y+h) 

V = --- A g k sen (kx - wt) (11.1-62) 
a t cos h ( k h) 

11. 1-6.2 - Deslocamento das Partículas D'Agua: 

É sabido que as partículas d'água na onda descre 

vem movimentos orbitais. 

Se na posição média do movimento da 

for considerado o centro da orbital, o deslocamento 

partícula, 

vertical 

desta, em relação a posição média, não poderâ exceder a amplit!:!_ 

de da onda A. 

Se a altura da onda for pequena, o deslocamento 

de alguma partícula d'âgua, em relação a posição média serâ P! 
queno. 

Então o campo de velocidade efetivo sobre esta 

partícula sera dado pelas equações (11.1-59) e (11. l-6D) ava 

l iadas na posição média da partícula. (Admite-se que a Órbita 

da partícula permanece nas proximidades do ponto inicial (x
0

,y
0

)) 

Logo, o deslocamento horizontal (!;) e verti-

cal (ç) das partículas, em relação a posição média sera: 

!;= J U d t = J, t _ij_ dt IX = ~ 
cos h [ k(y +h)] 

cos ( kx - wt) 
O d X o' y O w2 cosh(kh) 

(11.l-63) 

/,;= J vd t r -1.L d t 
lx , y 

~ 
cosh[k(y+h)] 

sen ( kw -wt) 
o ay o o w2 cos h (k h) 

(11.1-64) 
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Estas equaçoes podem ser simplificadas com o uso 

da relação: 

w 2 = kg tan h ( k h) 

que conduz a: 

I; A 
cos h [ k ( y + h)] 

(kx - wt) (11.1-65) = cos 
sen h ( k h) 

ç A 
sen h [ k ( y + h) J 

(kx-wt) (11.1-66) = cos 
sen h ( k h) 

ou escritas de outra forma: 

cos 2 (kx-wt) =[~ s en h ( k h) ] 2 

cos h k ( y + h) 

sen 2 (kx - wt) = [--;- s en h ( k h) ] 2 

sen h k ( y + h) 

que adicionadas resultam: 

I; 2 
+ 

ç 2 
= (11.1-67) 

x2 62 

onde, 

A A co S h k ( z + h) 
= 

sen h ( k h) 

e 

B A 
s en h k ( y + h) 

= 
sen h ( k h) 
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A equaçao ( 11. J-67) e a equaçao de uma 

com semi-eixo maior (horizontal) A e o semi-eixo menor 

tical) B. 

e 1 i ps e 

(ver -

Astrajetórias das partículas assim generalizadas 

sao el ipticas; todavia, para águas profundas ou rasas, deverão 

ser determinadas por um exame dos valores de A e B, que cond~ 

zirão a círculos ou elipses mais achatadas, cujos eixos decrescem 

com a profundidade. 

A magnitude e distribuição dos campos cinemáti 

cos aqui apresentados, bem como seus valores extremos e suas 

variações, em relação à posição do perfil da onda, são aprese~ 

tados na Fig. 11-13. 

11.2-6.3 - Equações Degeneradas, em Função da Profundidade Re 

lativa 

De acordo com a variação do parâmetro kh, que 

determina o comportamento das funções hiperbólicas, e represe~ 

ta uma condição geomêtrica, relacionando às dimensões da onda 

com a profundidade, se pode classificar as ondas em três tipos, 

e ao mesmo tempo obter certas simplificações. 

~ tambêm usual caracterizar esta classificação, 

atravês da relação altura d'água h, comprimento da onda L, re 

lação denominada profundidade relativa (h/L). 

l? Caso Aguas Profundas 

k h > > 1 ou _h_> 

L 2 

1 ogo, 

tan h k h ~ 

e (11. -58) se reduz a: 
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---- - -- - -jf---4-

e, o 'íl/2 11' 31T/2 21T 

VELOC. G)•'º ..,:+ -Q::; C)"'º y:- CP o CD··º ••+ 

ACEL. Q+ o oit•O Y:+ Dú·-Y=O oô•O i•+ Q+ o 

---· ----
----
--- -

----e 

, KIC - wt Vl!:LOCt'DADE: DA PARTÍCULA 

y ,------------ L ---------------i 

tg °' = 2~ • O ---e 

a 

RESULTANTE DA POR A SOl·RE A P-ARTÍCln.ll 

ÔR&JTA CIRCULAR 

i-----L -1---------' 
u 

... 
-:f,-·-,= ~ 

' _l h 

(a J 

(b) 

EL IPTICAS-z......-k=:st---
( c l 

( O J ÁGUAS PROFUNDAS - O> 11' 

(b) ÁGUAS INTEIIN!OlÂAIAB - ! < O <1f 

(cl 'B' 
RASAS - Kh ~ 'iõ 

A 

AG. II.. 13 -Esquema dos campos cinemdticos dos porticulos do fluido do onda. 
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L L = _g_ T2 = l , 56 T 2 (S.I.U) (11.1-68) 
o 2 1T 

e 

e = e = _g_ T 
o 2 1T 

Por outro lado, como: 

l im 
kh+ 00 

~ 

X., = 

~ = 

V = 
'v 

E, = 

ç = 

cosh k(y+h) 

sen h (kh) 

ky 
e e 

Tem-se as equaçoes 

koY 
- A w e sen (kx - Wt) 

koY 
A w e cos (kx - wt) 

A w 2 e ko y cos (kx - w t) 

A 2 
w e 

koy 
sen (kx - wt) 

k oY A e cos (kx - Wt) 

A e 
k

0
y 

sen (kx - w t) 

2~ Caso: Aguas Rasas 

k h << 1 

1 ogo 

l im 
kh+oo 

s en h k ( y + h) 

senh (kh) 

ky 
e 

simplificadas: 

(II.J-69) 

(11.1-70) 

( 1 1 . 1 - 71 ) 

(11.1-72) 

(11.1-73) 

( 1 1 . l - 7 4 ) 

h 
< 

L l 2 O 

tan h (kh) ~ kh 

A equação (11.1-58) se reduz a L = / g . h T 
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e 

(11.1-75) 

Por outro lado, sabe-se também que: 

limsenh (kh) 
kh + o e 

l im 
kh+ o 

cos h (k h) 
= k h 

que conduzem as simplificações: 

3~ Caso: 

Aw 
u = - -- sen (Kx - wt) 

V 

u = 

V = 

kh 

Aw ( l + _Y_) cos (Kx - wt) 
h 

Aw 2 

kh 

Aw 2 

A 

k h 

cos (Kx - wt) 

( 1 + _Y_ ) sen (Kx - wt) 
h 

cos (Kx - wt) 

A ( 1 + __y__) se n ( Kx - w t ) 
h 

Aguas Intermediárias 

k h ~ ou < _h_ <-l-
20 L 2 

= 

(11.1-76) 

(11.1-77) 

(11.1-78) 

(11.1-79) 

(11.1-80) 

( 1 1 • 1 -8 l ) 

as equaçoes anteriormente deduzidas e apresentadas nas suas ex 

pressões mais gerais, são aplicadas a este caso. 

Os resultados mostrados nesta última seçao, pod~ 
-rao ser sumarizados no quadro a seguir: 
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h 
k h senh(kh) cosh(kh) Tipo de Ondas --

L 

0-1/20 o n/ 1 O k h kh/2 Aguas Rasas - e 
(ondas longas) 

1/20-1/2 Tr/10- T[ senh(kh) cosh(kh) Ag.ias lnte rmed iã ri as 

1/2 + 00 1 
kh/2 Aguas Profundas 

T[ + 00 e (ondas curtas) 

Tabela 11.1 

Cl~ssificaçio das ondas e suas funções aproximadas 

Também se pode observar na Figura (11.13), (a) ' 

(b) e (c) a classificaçio das ondas, a forma das Órbitas das 

partículas e suas variações com a profundidade. 

11 .2-6.4 - Outras Teorias de Onda 

Existe uma série grande de teorias de onda, que 

podem ser facilmente consultadas na vasta 1 iteratura existente 

sobre o assunto. Cada uma apresenta vantagens e desvantagens, 

bem como condições de aplicabilidade e situações que melhor 

se adequam. 

Todavia, sao de uso generalizado hoje 3 6 1 as 

teorias d e: Airy, Stokes, Cnoidal, e "S.t1te.am-Func_.t.i.on". 

Embora se tenha apresentado neste trabalho unica 

mente a teoria de Ai ry, cujas razões, entre outras, se destaca a 

sua simplicidade de operaçio e a facilidade com que proporciona 

uma visão física do fenômeno; esta se constitui na base para compre

ensão das outras teorias. 

Em virtude do numero de teorias de onda, e suas 

recomendações específicas, o Engenheiro se depara com o probl~ 
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ma de eleger, qual a teoria mais adequada. E para superar este 

impasse, tem-se mostrado eficientes as regiões de validade des 

tas teorias, com seus respectivos limites conforme o quadro apr~ 

sentado por Le Mehaute (1969) l 1º 9 1 na Figura llcl4A. 

Para certos valores de H,heT,esta figura 

pode ser usada como orientação na escolha da teoria apropriada; 

ou como verificação, se para certos dados, se estâ utilizando a 

teoria mais adequada. A grandeza do parãmetro de Ursel 1 Ur p~ 

de ser usada para estabelecer o contorno 1 imite, onde cada teo 

ria em particular pode ser usada. 

= (-H-) 
L 

(-L-)3 
h 

Ainda como uma orientação qualitativa se aprese~ 

ta o grâfico complementar abaixo: 

N 

1-..... 
J: 

0.01 

Rebentação 
do ando 

0.1 

d/T
2 

(m/s
2

) 

FIG. II.14 - Faixas de validade dos teorias de ondo. 



Para teoria 1 inear tanto a inclinação da 

H / gT 2
, como o parâmecro de Ursel 1, devem ser pequenos. 

onda, 

A observação d a F i g u r a ( 1 1-1 5) , s u g e r e que a te o 

ria de Stokes V é mais adequada às águas profundas, enquanto que 

a Cnoidal as aguas rasas. 

Todavia, estas duas teorias sao nao 1 ineares, e 

apresentam complicações, que dificultam seu uso, razao 

qual se prefere a teoria 1 inear. 

pela 

Apesar dos gráficos anteriores servirem de for 

tes indicadores, não existe muita concordância dos diversos au 

tores com respeito ao campo de vai idade destas teorias. Contu-

do, as condicionantes do trabalho em questão, que prescreve uma 

aplicação a estruturas longe da costa, e em particular as exis 

tentes nas costas brasileiras, já não se tem necessidade de uti 

1 izar uma teoria para aguas rasas; se impondo como opção, duas 

teorias perfeitamente adequadas ao problema, que sao a teoria 

1 inear de Ai ry e a Teoria de Stokes de quinta ordem (Stokes V). 

J J .2-6.5 - Comparações entre as Duas Teorias mais Utilizadas 

Com o objetivo de tornar palpável as d i se repâ.!2_ 

e ias existentes na utilização destas duas teorias, sao aprese.!2_ 

tados nas próximas tabelas e gravuras, alguns resultados obti

dos no trabalho de Rivas [ 1 33 [ concernente ao campo e inemático 
( 6 ) 

das ondas , atuantes sobre um cilindro vertical longo. 

A discrepância destes resultados decorre da 1 i-

nearizaçao das condições de contorno na superfície livre para a 

teoria de Airy, o que não acontece para a de Stokes V. Foram 

obtidos até diferenças de em torno de 4D%, fato que sugere cui 

dados especiais na eleição da teoria de onda mais adequada. 

(s) O exemplo ilustra, todavia parece nao ser muito feliz. 
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Diante destas circunstâncias, e perante a uma 

i ndef in i ção gerada pela responsabi 1 idade, aconselha-se 

rer aos trabalhos de Evans (1969), Dean (1970), Rao e 

(1970), Ebbesmeyer (1974), Le Mehouté (1976). 
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d. = 30. 5 metros; a = 7. 93 metros ; T e: lO seq. 

TEORIA DE AIRY TEORIA DE STOKES V 

Coro u it o \/ 

30 5.530 - 3.051 5.666 -2.330 

25 4.558 -2.332 4.615 -1.901 

20 3.824 -1. 734 3.846 -1.471 

15 3.289 - 1.227 3.304 -1.066 

10 2.926 -o. 784 2.941 -0.691 
' 

5 2.716 -0.382 2. 734 -0.339 

o 2.647 o 2.666 o -

Tabela II. 2 

Vetocldades e Acelerações cam as Duas Tea,rf,aa 

Erro (0/o) Erro (04) 
ll '/ 2.5 it I -23.6 

'/ / 
Airy V Stoiles V S"/ 

r; 
1.3 / -18.4 f/ / 

~Stokes v I 

0.6 
I 

I -T5.l 

I 
I 

0.4 I -13.1 
I 

l 
0.5 I -11.8 

" l 
0.7 -n.2 

0.7 o.o 

FIG. II.15 - Perfís de u e v. 
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. 

d = 18G metros; o :: .10.68 metros 1 T : lO ng. 
' 

TEORIA DE AtRV TEORIA DE STOMS V 

Coto u v u \1 
' 

lBO 6.710 -4. 216 6.061 -2.593 

150 2.006 -1.261 2.039 -1. l46 

120 0.600 -o. 376 0.696 i -0.421 1 

90 0.179' -0.112 0.239 -o. \48 

Tabelo ](, 3 

u 
Erro (º/o} 

v 
ENO. 4%· Stokes V Sfoke.s V 

-9.7 -M.61 

Airy 
1.6 -9.t 

16.0 n.s 

-1µ1...-------- 33.5 
____ ._ _______ 52.1 .· 

FIG. Il. 1'6 - Perfís de u e v. 
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CAPTTULO 1.1.1 

FENOMENOLOGIA DA INTERAÇÃO FLUIDO-ESTRUTURA 

1 1 1 • l INTRODUÇÃO 

~ quase intuitiva a compreensao, que o ambiente 

fluídico que circunda, ou penetra numa estrutura situada no seu 

meio, pode alterar substancialmente suas propriedades dinâmicas, 

e com muito maior razão, se a estrutura for relativamente fie-

x íve l . Forças aparentemente não identíficiveis a grosso modo 

numa anil ise bastante superficial, podem exercer esforços comp~ 

riveis em ordem de grandeza às forças de inércia e elisticas. 

Ainda que muitas vezes, por uma questao de sim-

pi i f icação ou desconheci menta de causa, nao se I eve em conta a 

verdadeira interação; uma vez que, considerações de cariter vi 

vencia! permitam, se despojar do problema, suas características 

tidas como secundárias; o fenômeno da interação, mesmo que, num 

nível muito restrito, continuaria existir. Estes diversos ní 

veis, ou estigios de envolvimento das quantidades inerentes a 

questão, chegarão ao nosso senso pritico, através da quantific~ 

ção de grandezas chamadas de "no1tça<1 11
• 

Dois subsistemas se encontram presentes, um so

l ido e outro fluídico, e em virtude da variedade de questoes 

suscitadas por este 11 Sta-lu.6 Quo 11
, que se degeneram em espécies 

particulares de problemas; e também uma preocupação deste Capi 

tulo, buscar a unidade de um campo de conhecimento, que reune 

ramificações aparentemente sem a menor relação. E para isto, e 

reforçado o uso do termo "filu-<.doe.la1.,L<.c.-<.dade. 11
, como seri visto. 

Na verdade, o que se tem tantas vezes referido 

com a denominação "úde.1tação-nlu-<.do-e.1.,;t11.u:tu1ta", quer seja num 

âmbito global ou mesmo localizado, pode ser apresentado concei 

tualmente, como uma inter-relação de ações recíprocas, simultâ 

neas, interligadas e retroai imentadas, num processo cont Ínuo. 

Isto é, a presença da estrutura altera propriedades do meio 
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fluido, e este por sua vez da estrutura, de forma que um Único 

sistema detêm as propriedades. 

Em vista disto, pode-se observar o grau de difi-

culdade, que apresenta o tratamento acoplado do problema, e 

maior ainda, se reunidos muitos dos fatores atuantes. E mesmo 

usando-se de alternativas adequadas, o problema se tornaria i n-

solúvel, se se pretendesse reproduzir fielmente os 

físicos intervenientes no problema, ao nível do 

mecanismos 

conhecimento 

atual . Apesar dos recentes progressos o assunto se encontra am 

plamente em aberto. 

O presente Capítulo procura dentro do conhecime~ 

to atual, vasculhado na literatura disponível, enfatizar a com 

preensao do mecanismo físico interveniente neste processo de 

inter-relação entre fluido e estrutura, colocando-o exclusiva 

mente em aspectos qualitativos, fazendo observações para os ca-

sos desfavoráveis, prescrevendo verificações para as situações 

mais críticas, e definindo o mêtodo simplificado para abordagem 

do problema. 

111.2 - CARACTERIZAÇAD GRAFICA DA INTERAÇAO FLUIDO-ESTRUTURA 

Estas representações gráficas servem para estimu 

lar a perfeita compreensao das definições básicas, sua natureza 

e sua extensao; e ao mesmo tempo, colocar o leitor numa si tu a 

ção privilegiada, em que possa ter uma 

tores (forças), seus laços de l igaçÕes, 

nâncias e consequências. 

visão do conjunto de fa-

manifestações, predom.!_ 

1 1 1 • 2 -1 Triângulo Fluidoelãstico 

Na Figura 111 .l este diagrama típico, foi dese-

nhado após o originpl de A. R. Collar e adaptado por Heller e 

Abramson l'"'I. E mostra nos círculos os tris tipos de forças 

geralmente envolvidas nos problemas de interação (fluidoelást.!_ 
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ca s) . No centro do triângulo, 

eminentemente fluidoelásticcs. 

o hexágono localiza os problemas 

(Vi-se na Figura F+E+I). Os pr~ 

blemas fluidoelásticos estáticos estão localizados fora do tri

ângulo e dentro das figuras ovais. As linhas de ligação espe~ 

sas significam uniões definidas e as interrompidas uniões fra 

cas. E nestas, as dentro das ovais interrompidas não são flui 

doelásticas. No entanto, elas ainda 

estrito, exibindo características de 

dança de condições, podem migrar mais 

possuem um relacionamento 

interação, e a uma leve mu 

para dentro do hexágono. 

Por exemplo: vibrações mecânicas (v), são mui tas vezes analisa 

das como se ocorressem no vacuo. Uma análise fluidoelástica se 

ria necessária, no entanto,se o fluido fosse um líquido. E a esta 

bil idade dinânica (ED), inclui por exemplo o movimento ressonan 

te de uma plataforma de perfuração ancorada (quando interage 

com ondas de um dado período) ou o movimento dos elementos de 

um quebra-onda flutuante. Conectando-se estes elementos com 

membros elásticos ou por cabos, pode-se criar efeitos como o 

golpeamento ("buó6e--túig") 

tivamente. 

(B) e problemas de cabos (C) respe~ 

Contudo, a classificação de fenômenos pouco co

nhecidos no triângulo fluidoelástico, requer um julgamento con 

cernente ã importância relativa das forças e dos deslocamentos 

envolvidos. 1 sto orienta as investigações em direção ao seu 

julgamento básico, constituindo-se por isso, num dos méritos do 

triângulo fluidoelástico. Todavia, é conveniente conduzir os 

assuntos para os casos em que se encontre, em geral, muita ite 

ratura. 

A classificação mostra diversas ligações e suas 

relações, e que podem servir para o direcionamento de outros 

tantos esforços em futuras abordagens do problema. 

A Figura 111.3-a, b, c, mostra alguns casos de 

fenômenos fluido-elásticos. 
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E: FORÇAS ELÁSTICAS I: FORÇAS DE 1 NIÉRCIA 

f.±.!_ IEE: fSTAIIILIOACIE ESTATtC.I 

oc· C/1.RGAS 01SHU11U10AS 

w: "WATEl'I HAtalEl'I'" 
X: EX~Losio 
l!I: "!IUll'l"(TING" 

C: PROIIL'EMA EM CAIIOS 

lC: INSTAIILIDAOE NA CAYtT.AÇÃO 
f'1: R(,t,ÇÂD DE INTflll"Act 

G : "GALLO~l'Hn 

O: 1:11.ITACÃO l"OA YÔl'ITIC[S 

, : "f'LUTT[lt" 

Triengulo fluidaelÓsfica. 

1 1 1 • 3 PROBLEMA DA INTERAÇllO, EM ESTRUTURAS ELASTICAS SUBMERSAS 

~ conhecido o efeito da pressao acústica exerci 

da por um meio gasoso sobre uma estrutura metálica vibrante, e 

em muitas situações e um efeito desprezível na resposta dinâmi 

ca da estrutura. As características dinâmicas de uma estrutura 

vibrante (placa ou casca) 7 9 na atmosfera, e efetivamente o 

seu modo de vibração no vácuo. Exceções fogem a regra, quando 

o meio ambiente é confinado a um contorno rígido, ou quando, a 

estrutura é excitada até próximo de uma das suas ressonâncias. 

Em contraste, a resposta dinâmica de uma estrutura em agua, di 

fere muito da sua resposta no vácuo, porque a carga de radia-

çao, exercida pelo fluido do ambiente é comparável em magnitude 

com as· forças elásticas e de inércia, no entanto, o problema elásti 

co de predizer a resposta dinâmica para forças prescritas atuan 

do sobre a estrutura não pode ser separado do problema acústico 

de prever a pressao acústica no meio ambiente e, especificame~ 

te na sua interface com a estrutura, para uma configuração din~ 

mica prescrita nesta interface. O problema elástico e acústico 

estão acoplados num circuito retroai imentado, pois as cargas de 

radiação modificam as forças que excitam a estrutura. As cargas 

de radiação tomam a forma de forças de inércia associadas as 

massas d'água circundantes, e as forças resistentes se incorpo-

rama radiação da energia acústica. As cargas de radiação sao 

excepcionalmente compatíveis com a existência dos modos normais. 
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FIG. IlI.?. - Um exemplo ilustrativo do problema. fluidoelóstico. 

CAMADA LIMITE 

------ - - -::-.. ? ' ' TIJPf.BILHONAWNTD •., 
RA OTl!.tRA 

FIG. m. 3 - Comando limite ao longo da superfície de um corro 

FIG. m:. 4- DESPRENDIMENTO DE VÓRTICE DENTRO OE UMA 
CAVIDADE ( ACÚSTICA ) 
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Jnfel izmente, a menos que uma solução possa re

solver, ou ao menos se aproximar dos modos normais da estrutura 

submersa, uma solução analítica não poderá ser desenvolvida. So 

luções numéricas do problema da interação, nao podem certamente 

exigir a determinação precisa dos modos normais, mas diferentes 

soluções analíticas, dificilmente revelaram explicitamente are 

lação funcional, que possa governar a resposta da estrutura e 

a radiação do som resultante. A Figura 111 .4 identifica um des 

tes efeitos, mostrando o caso da ressonância dentro de uma cavi 

dade (acústica) de um trocador de calor provocada pelo despren

dimento de vórtice num cilindro circular. 

Algum esforço tem sido feito para descrever va

rios aspectos desta interação dinâmica, de uma estrutura elásti 

ca num meio líquido infinito ou semi-infinito, com especial en 

fase as condições abaixo das quais as estruturas conservam, os 

b 1 
7 9 1 . modos normais quando su mersas 

111 .4 - NATUREZA FTSICA DO PROBLEMA 

Antes da preocupaçao da análise matemática do 

problema, e sempre conveniente uma pausa, para considerar sua 

origem física. Ambas as situações são fundamentais para a esco 

lha do modelo matemático. 

Nos seus ingredientes físicos, o problema básico 

e aparentemente simples: uma estrutura está imersa numa corren 

te de fluido. Quer-se-á responder duas indagações sobre o sis-

tema fluido-estrutura. 

l ) Sobre que condições uma perturbação no sõl ido e l Íquido 

fluido) diminui ou aumenta? 

2) Se a perturbação aumenta, qual e seu estado final? 

(e 

A primeira questao é clássica da estabi I idade e 

e usualmente tratada dentro da teoria linear. A segunda, que 
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envolve o maior interesse, carece de uma análise nao linear, vis 

to que a teoria 1 inear prevê um aumento da perturbação que con 

tinuará crescendo indefinidamente. Se procurado este caminho, 

o primeiro passo para a formulação nao linear do problema, e a 

identificação das não 1 inearidades dominantes no sistema. Para 

isto, alguns recorrem âs evidências experimentais, e/ou para a 

ordem das magnitudes na análise das equações da mecânica dos 

sõl idos e flui dos 38 [. 

Todavia, o fluxo de fluido e a estrutura formam 

sistemas que se interagem, e sua interação e dinâmica. Estes sis 

temas se encontram acoplados pela força exercida sobre a estru 

tura, pelo fluido. A força do fluido causa deformação na estru 

tura, se a estrutura por sua vez se deforma, ela muda sua orien 

tação no fluxo, e a força do fluido pode mudar. Alguns casos, 

como a excitação das placas dos cascos de navios, na agitação 

das águas que se projetam sobre ele, as forças do fluido sao 

independentes das pequenas mudanças de posição da estrutura. 

Em outros casos, tal como as vibrações em 1 i nhas 

de transmissão cobertas por gelo num vento permanente, as for

ças do fluido são completamente determinadas pela orientação da 

velocidade da estrutura relativa ao fluxo do fluido. Modelos ma 

temáticos são gerados para a estrutura e para o fluido. Desde 

que, muitas estruturas sejam quase 1 ineares na deformação, com 

o aumento da carga, estas podem ser modeladas como osciladores 

1 ineares. Os modelos para os fluidos são mais sensíveis. 

Desde que uma precisão, 

das forças do fluido exercida sobre uma 

para o modelo genérico 

estrutura rombóide, nao 

exista, os modelos de fluido contam com extrapolações não 1 inea 

res de medidas de testes de sustentação, arraste, ou pressoes 

superficiais. A interação dinâmica da estrutura e o modelo do 

fluido é descrito por uma equação de oscilador nao inear. Se 

mais de um modo estrutural ou grande 1 iberdade está presente, 

como a translação e torção, muitos grupos de equações sao neces 

sârios para descrever o sistema. 
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Em alguns casos, como exitações por turbulên-

eia, o tempo aparece explicitamente nas equações porque a força 

no fluido depende da turbulência produzida na corrente acima, 

com mais razao que a orientação da estrutura. Se as forças no 

fluido dependem totalmente da disposição da estrutura, como o 

giro rápido de tubos revestidos, 

pl i e i tamente na equação 12 1-

então o tempo não aparece ex-

1 nfel izmente, as forças do flui 

do geralmente contém não linearidades de primeira ordem. Como 

resultado, poucas soluções gerais são possíveis. Bleuvis 17. 1, 
resolve casos especiais, apresentando resultados numéricos, e 

medições em parâmetros testados. 

1 1 1 • 5 ESTRUTURAS FLEXÍVEIS E VIBRANTES 

Como foi mencionado no item (111.3), a reaçao do 

fluido que se encontra ao redor da estrutura, pode causar efei

tos significativos em sua vibração e irradiação sonora. 

Poderão ser incluídos nestes aspectos a carga do 

fluido, que se constitui essencialmente na reação do fluido ao 

movimento do corpo; outras forças são provocadas pelo movimento 

do fluido e o campo acústico (ou estruturas rígidas). 

São três as classificações dadas as forças de 

reaçao sobre um corpo, feitas por seu movimento nos fluidos 1100 1-
Para um certo percurso o corpo aumenta sua energia cinética, 

armazenado-a no fluido; o fluido tem uma reação de inércia, afe 

tando a dinâmica da estrutura. Se os fluidos foram considera 

dos, ainda que pouco compressíveis, um pequeno montante da 

energia pode ser irradiada adiante do corpo como som. Este si~ 

nificativo efeito de carga de fluido, assume grande importância, 

quando a interação da estrutura com um campo sonoro e investig~ 

do. 

Quando o fluxo do fluido é permanente, entao for 

ças de arraste são produzidas sobre o corpo. Vibrações sobre o 

corpo podem modular estas forças e produzir efeitos reativos, 
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que sao essencialmente dissipativos. Distintos efeitos de ra

diação sonora, que também são dissipativos, causam a modulação 

das forças permanentes, e dependem da velocidade do fluxo exter 

no. Como se vê, as forças de arraste podem causar a instabil ida 

de, amplificação e potencialmente,movimentos prejudiciais à es

trutura. 

Algumas outras idéias simples, mais ilustrativas, 

de efeitos correlatos, podem ser entendidas, por exemplo, num 

fluxo passando por uma estrutura cilíndrica, em dois regimes d1._ 
ferentes do número de Reynolds. Para um baixo Reynolds, o flu 

xo permanece laminar ao redor do corpo. A distorção nas 1 inhas 

de corrente (Figura 111.4a), causam um aumento de densidade da 

energia cinética ao redor do corpo. 

rido â velocidade do fluxo, pode ser 

Este aumento, quando refe 

representativo do acrésci 

mo virtual de massa do fluido associada a estrutura, em seme-

1 hança ao que se constata, sempre que se quer mudar a velocidade 

de um fluxo em andamento (ou a velocidade do corpo num fluido 

em repouso). 

Se a velocidade do fluxo continua aumentando, o 

fluxo vai se dividir no outro lado da estrutura, e uma força de 

arraste permanente vai ser experimentada pela estrutura. Uma re 

gião de acréscimo da densidade da energia cinética ainda conti 

nua a existir na face anterior, mas a mudança de uma velocidade 

ordenada, para movimentos aleatórios desordenados na esteira, 

introduzem um grande componente dissipativo no fluxo. Quando um 

pequeno componente oscilatório da velocidade, é devido a vibra 

ção da estrutura, então surgirá um componente de força que e 

oposta ao movimento e proporcional à velocidade de flutuação do 

fluxo médio. 

Quando ocorre a separaçao, o efeito dominante do 

carregamento do fluido é um amortecimento da oscilação através 

da flutuação da força de arraste. Como se observa, exatamente 

este tipo de força pode causar movimentos amplificados num ex

tenso sistema. 
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1 1 1 . 6 - EFEITOS DA FORMAÇAO DE VÔRTICES 

O efeito da viscosidade em torno da estrutura, 

produz em contribuição ao arraste, o despreendimento de 

ces na esteira. Estes vórtices ocorrem alternadamente de 

vórt i 

um 

lado e outro da esteira atrãs da obstrução (Figura 111.5). A su 

cessao deles ê chamada de corredor de vórtices e sua freqüê~ 

c ia ê dada por um numero adi mens i anal, chamado de número de 

S t rou ha 1 • Se a freqüência do despreendimento dos vórtices e 

semelhante a freqüência da estrutura, as forças de sustentaçao 

que são várias vezes maiores que a força de arraste e tambêm os

cilatórias podem ocorrer. Em muitos casos as freqüências naturais 

da estrutura estão acima das freqüências significativas do es 

pectro da onda, ou da freqüência da onda de projeto, mas dentro 

da freqüência do despreendimento dos vórtices, e a ressonância 

ocorre. Os engenheiros projetistas de estruturas devem estar 

ciente disto, pois muitas falhas deste tipo têm sido 

das. 

registra-

1 1 1 • 6-1 Mecanismo de Formação de VORTICES 

Assim como um fluxo de partículas de fluido, sao 

orientadas na direção das bordas de um corpo ci 1 índrico rombói 

de, as pressoes nestas partículas, aumentam desde a corrente 1 i 

vre atê o ponto de estagnação. A alta pressão do fluido próxi 

ma ã direção do bordo provoca o desenvolvi mente da camada-1 imi 

te sobre ambos os lados do cilindro. No entanto, a força 

pressão não ê suficiente para manter a camada-1 imite ao 

de 

reder 

da porção traseira de um cilindro rombóide, para um alto numero 

de Reynolds. Perto de uma seção mais distante do cilindro, a 

camada-1 imite separa-se de cada 1 ado do ci 1 indro e se formam duas 

camadas cizalhantes 1 ivres, que seguem ao final do fluxo. Estas 

duas camadas cizalhantes livres dei imitam a esteira. 

porção mais interna, a camada cizalhante livre move-se 

Desde a 

muito 

mais lentamente que a porção mais externa da camada, que está em 

contato com o fluxo 1 i vre; as camadas c i zal hantes 1 i vres tendem 

a enrolar-se sobre o interior em discretos redemoinhos (vórtices). 
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Uma sequência regular de vórtices e formado na esteira, e inte 

gral com o movimento da estrutura e, são á fonte das 

vibrações induzidas por vórtices. 

chamadas 

Forças periódicas sobre a estrutura, sao produzi 

das por vórtices que alternadamente se desprendem de cada lado 

da estrutura. Estas forças oscilantes podem levar cilindros 

elasticamente montados a vibrar e emitir sons. As vibrações de 

grande amplitude induzidas em estruturas elásticas pelo despre_ri_ 

dimento de vórtices, sao de grande importância prática, porque 

sae conhecidos seus efeitos destrutivos sobre pontes, 

antenas e trocadores de calor. 

cabos, 

A Figura 11 [.6 mostra o campo de pressao oscilan 

te, e as forças que aparecem sobre o corpo, para um dado 

do ciclo de desprendimento do vórtice. 

tempo 

Alguns autores têm demonstrado experimental mente a ex is 

tênc ia de uma flutuação periódica no alinhamento do fluxo de 

aproximação de um corpo rombóide, envolvendo a reorganização do 

modelo do fluxo, tal que a linha de corrente central passa a l 

ternativamente de um lado para outro do corpo com a mesma fre

qüência de desprendimento dos vórtices 29 1. Foi observado 

que a trajetória seguida pela linha de emissão central, está 

sempre fora da camada cizalhante promovedora do vórtice forma 

d o . Um a i m p I i e ação d e s ta os e i l ação e o r rente a e i ma é que a q u a .':2_ 

tidade que passa de um lado para outro do corpo, flutua com o 

desprendimento do vórtice, sugerindo que, uma variação da velo 

cidade na separação é também uma característica. Esta conseque.':2_ 

eia, por outrossim é consubstanciada na observação do ai inhamen 

to da camada cizalhante, que também muda durante a formação do 

vórtice, se tornando mais distante do corpo, e portanto, causan 

do uma grande concentração do fluxo, no lado de fora do preen

chimento do vórtice. A Figura 111 .5 com suas linhas tracejadas 

procura ilustrar este efeito. 
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- ... 

FIG. ][L5 - Fluxo oscilante em torno da estruturo. 

Re • 1,12 a 10& 

u--

FIG. m.6 - Distribulçõo das pressões causados pe'1o formaçõo de vórHc:e. 
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11 L.6-2 Vórtice na Esteira de uma Estrutura Rígida 

Para um bai.xo Número de Mach (Item Vll.9-7), a 

esteira periódica formada atrás de uma estrutura cilíndrica, 

apenas função do Número de Reynolds (Re). Os maiores regimes 

-e 

de 

desprentimento de vórtice para uma estrutura cil Índrica sao mos 

trados na Figura 111-7. Conforme reprodução 

Para numero de Reynolds muito baixo, o fluido 

não se separa. Se Re começa a crescer, um par de vórtices fixos 

se forma imediatamente atrás da estrutura. Com Re crescendo 

ainda mais, os vórtices se alongam até que estes se quebrem 

ao longo; e uma esteira periódica, e um corredor de vórtices os 

cilantes é formado. Acima de Re 150, o corredor de .vórti-

ces é laminar. Para Re ;;; 300 o corredor é turbulento e deg~ 

nera num fluxo totalmente turbulento, a uma distância além de 

50 diâmetros da estrutura. Para Reentre 300 e~ 3 x 10 5 tem 

-se uma situação subcrítica, porque ela ocorre antes do i n í e i o 

da camada-limite turbulenta; para Re {l:; 3 x 10 5 depende da tur 

bulência na corrente livre e da rugosidade da superfície. Nesta 

classe de Re subcrítica, o desprendimento ocorre numa freqüê~ 

eia bem definida. Na transição de Re, o ponto de separação do 

fluxo se move para trás , o desprendimento de vórtice e desorgan.!_ 

zado (com uma larga banda de freqüências), e a força de arraste 

cai muito. Para altos Re, regime supercrítico, o corredor de 

vórtice turbulento é reestabelecido por si mesmo. 

1 1 1 . 6-3 Influência do Movimento da Estrutura Sobre a Esteira 

As vibrações numa estrutura cilíndrica, próximas 

da freqüência de desprendimento de vórtices, e normais a corren 

te 1 i v re, podem 1 
1 2 

1 : 

Aumentar a intensidade do vórtice; 

Aumentar o caminho de correlação na esteira; 
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A freqüência das forças do desprendimento de 

vórtices, mudam as freqüências de desprendi-

mento da estrutura estacionária, para a fre-

qüência de vibração da estrutura. Este efei 

to também pode ser produzido se a freqüência 

de vibração for igual ao múltiplo ou submúlti 

plo da freqüência de espalhamento; 

Provocar o crescimento da força de arraste. 

Vibrações na, ou próximas à freqüência de des-

.orendimento de vórtice, tem um forte efeito reorganizador na es

teira. A correlação de desprendimento de vórtice, aumenta consi 

deravelmente ao longo do eixo da estrutura. Esta correlação e 

uma medida da tri-dimensionalidade do fluxo na esteira da estru 

tu ra. Por exemplo, a correlação de 1,0 corresponde ao fluxo bi 

dimensional, com vórtices depreendidos uniformemente ao mesmo 

tempo. A freqüência de despreendimento sincroniza-se com a 

freqüência de vibração. A banda de sincronização é um interva 

lo de velocidades do fluxo, sobre o qual a freqüência de despre.!2_ 

dimentos dosvõrticessincroniza com a freqüência da estrutura vi 

brante. Quando a amplitude de vibração do c i 1 i ndro cresce em 

torno de 0,5 D, o modelo simétrico de vórtices alternadamente 

espaçados, começa a se destruir. Esta destruição da 

de desprendimento de vórtices, implica que forças 

sime'tria 

induzidas 

pelos vórtices sobre o ci 1 indro, sao autol imitantes em ampl itu 

desde vibração do cilindro na ordem de um diâmetro. 

Freqüências de vibrações da estrutura, distantes 

dos harmônicos e sub-harmônicos da freqüência de desprendimen

to de vórtices, tem um efeito muito pequeno sobre a esteira. 

111.7 - CLASSI FICAÇliO DE ALGUNS CASOS DE INTERAÇlio FLUIDO-ESTRUTURA 

Em função da natureza do problema interação-flui 

do-estrutura, estes podem ser agrupados segundo certas carac 

terísticas comuns de comportamento, conforme as categorias: 



a) 

b) 

c) 

d) 
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Problemas com grandes deslocamentos: a estru 

tura ou parte dela está normalmente vincula 

da em um ou mais pontos fixos ou móveis o 

fluido é incompressível. 

Exemplo: caso típico de oscilações em cabos; 

grandes movimentos relativos em 11 Jta.i-6 e.tr..h 11 , 

11 pipe.f.ine.6 11
, emissários no oceano; a ocorren 

eia do "tí.tutte11." em veículos aéreos, e etc. 

Problemas com pequenos deslocamentos: a estr.t:_ 

tura possui vinculações do tipo anterior: 

- não ex i s te compres s i b i 1 i d a d e , e a excitação 

e de longa duração. 

Ex em p 1 o : e s t r u tu r a s II o 6 6 ;., ho 11. e 11 
, 1 í q u i d o s 

contidos em recipientes (vasos ou tanques) 

movimento característico dos navios, ação de 

ventos sobre construç~es, sismos em barra 

gens, correntes sobre pi 1 ares, e o f 1 uxo do 

refrigerante sobre as barras de combustíveis 

nucleares, etc. 

Problemas impulsivos de curta duração: suje~ 

to a efeitos de compress i bi 1 idade - estrutura 

é fixa, o fluido é confinado, ou a perturb~ 

ção é localizada. 

Exemplo: explosões em vasos, cargas de impa~ 

to, impacto de estruturas sobre líquidos 

com superfície 1 ivre, ";.,.tamming", fluxo em 

tubulações (sob pressão), etc. 

Problemas com movimentos relativos apreciá 

veis: a estrutura se encontra livre e merg~ 

lhada no meio ilimitado, o fluido pode ou 

nao ser incompressível. 

Exemplo: veículos aerodinâmicos, corpos em 

velocidades super-sônicas, movimentos de pr~ 

jéteis num meio fluido, explosões submarinas, 

e etc. 
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FIG. m. 7 - Regimes de escoamento passando por um cilindro. 
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FORMAS DE ABORDAGEM DO PROBLEMA INTERAÇÃO 

a) 

b) 

e) 

As solicitações induzidas pelo fluido 

computadas por processos próprios e 

sao 

indepe~ 

dentes do fenômeno estrutural, e posterior

mente introduzidos na estrutura para sua ani 

1 ise, como um carregamento conhecido, isto 

ê, como uma força externa, após uma sêrie de 

simplificações (PIFES); 

Estrutura e fluido -sao d i se ret i zados da mes 

ma forma, porem o fluido é tratado como um 

sólido elástico sem resistência ao cizalha 

mento. O movimento do fluido e da estrutura 

são descritos por seus deslocamentos (lagra~ 

giano); ou então, o fluido pode ser caracte 

rizado por uma Única pressão (ou potencial) 

variável 1
186

1 e o acoplamento feito por uma 

consideração das forças de interface (mêtodo 

euleriano), e tem a vantagem de um menor nu 

mero de variáveis para descrever o movimento 

do fluido,todavia apresenta o inconveniente 

que os elementos da interface podem originar matr.!._ 

zes sem características de banda, elevando o 

custo computacional, sendo contudo um proce~ 

so efetivo se os efeitos de compress i bi 1 ida 

de são desprezados. 

E taméêm usual diversas formas de discretiza 

çao, além de alternarem-se elementos finitos 

e/ou procedimentos de solução de contorno (so 

lução atravês de integrais de contorno) esp~ 

cialmente se existe uma extensão infinita de 

fluido; 

Processo misto. A estrutura (domínio inte-

riorl e o fluido (domínio interior) sao tra 

tadas de formas diferentes 1183 I, 1107 -J, l'ªª 1-
A estrutura é tratada por uma solução de ele 
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mentas finitos, enquanto que o fluido através de 

uma solução exterior (séries, analíticas ou 

integrais de contorno (distribuição de fon

tes e identidade de Green) l 1ªª I. 
Em outras palavras, elementos finitos sao 

convenientemente usados em torno do corpo, 

ou somente onde o meio é heterogêneo, ao pa2 
soque as representaçoes analíticas são usa-

das longe destas irregularidades. Existe uma 

transição entre a região analítica e a dis-

cret i zada, onde sao ut i I i zados os chamados 

super-elementos, por outro lado, se também as 

representações anal Íticas têm dificuldade de 

representação longe do corpo, elementos de 

comprimento infinito (elementos 

têm sido usados com sucesso 1
1

ª 1 1 

infinitos) 

A F i g u r a 1 1 1 • 8 , tenta i 1 u s t r a r e s tas for mas d e 

abordagem do problema de interação. 

111 .9 - VARIAVEIS SIGNIFICATIVAS ADIMENSIONAIS 

111.9-1 Parâmetros da Onda 

Estes parâmetros regem o comportamento das ondas, 

e em função de seus valores, tem-se situações particulares: 

H 

L 

H 

h 

h 

L 

= inclinação da onda 

= altura relativa 

Ç o mais importante 

\ profundas 

em aguas 

) : mais significativo em 

l aguas rasas 

ou kh = profundidade relativa 
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Parâmetro de Ursell (iguas intermediirias) 

como esti se tratando da teoria 1 inear em iguas profundas, tem

-se os seguintes 1 imites para estes parâmêtros: 

1 1 1 • 9-2 -

H « 1 

L 
H «l ~> ;(J:l_)(-L-)3<< l 
h L 2 L h 

Parâmetros de Interação da Onda 

Quando uma onda passa por uma estrutura, suas 

características são afetadas pela presença do corpo; e os prin

cipais efeitos resultantes desta interação, são o efeito de es 

palhamento da onda sobre o corpo e a dissipação viscosa na es

teira da estrutura 1 
54 J. 

111.9-3 - Parâmetros de Espalhamento (ka) 

Descreve o espalhamento da onda sobre a estrutu 

ra. Quando se trata de estruturas de grandes dimensões, este é 

o parâmetro mais expressivo deste efeito (difração) 

111.9-4 -

ka 
11 D 

=--= 
L 

2 1T 
--a 

L 

diâmetro de estrutura 

comprimento da onda 

Parâmetro de Esteira (H/D) 

(111.1) 

Descreve os efeitos de esteira, e bem caracteri 

za o fenômeno de dissipação viscosa na esteira do corpo 

H 

D 
= 

altura da onda 

diâmetro da estrutura 

A (111.2) 
a 
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111.9-5 - Número de Keulegan - Carpenter (Nkc) 

Também denominado de parâmetro de período. t uma 

forma redundante do parâmetro de esteira e está associado ao fe 

nômeno de separação, formação de vórtices e o surgimento da for 

ça de sustentação (lift) conforme se pode verificar em 1 811, E 

é dado pela relação 

N . = 
kc 

U T 
m 

D 

ou pela expressao equivalente: 

onde 

TT H 

D 
e 1 1 1 . 3 i 

U = a máxima velocidade das partículas d'água 
m 

na direção da onda 

111 .9-6 - Número de Reynolds (Re) 

O aumento da camada-] imite e a separaçao do fl u 

xo sao determinados por forças no fluido a nível microscópico. 

A camada-limite é impelida contra o corpo pela inércia do flu 

xo, e o atrito viscoso sobre a superfície do corpo retarda o 

fluxo; de forma que, o número de Reynolds representa uma rei ação 

entre as forças de inércia e viscosas. 

Re=~= forças de inércia ( 1 1 1 • 4) 
v forças viscosas 

onde 

v = coeficiente viscosidade cinemática do fluido 

o numero de Reynolds fornece também, informações sobre a pa ss~ 

gem de um regime (do fluxo) para outro; da separação do fluxo, 
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e da espessura da camada-] imite. 

111 .9-7 - NGmero de Mach (~a) 

Este parâmetro informa sobre a tendência do flui 

do se comprimir, de encontro a estrutura; e é dado por: 

IM 
a 

u 
= --= 

c 

velocidade do fluido 

velocidade do som 
( 1 1 1 • 5) 

como este estudo está li mi ta do a baixos numeras de Mach ( IMa <0,3) 

o efeito de compressibilidade não será considerado. 

1 1 1 . 9-8 "Ampl.U:ude. Ad{me.n.6{ona.t" e Velocidade Reduzi da 

Seja a estrutura fixa no fundo d 1 água. Supõe - se 

que ela vibre pela ação de um fluxo permanente, de velocidade U 

(velocidade na corrente livre) numa frequência f. O comprime~ 

to da trajetória para um ciclo sera: d= UT =~e a largura 

2 Ae, onde Ae =amplitude de vibração da estrutura. 

O comprimento da trajetória pode ser relacionado 

com uma dimensão característica da estrutura (diâmetro) 

d u --=--= 
D f D 

comprimento da trajetória por ciclo 

largura da estrutura 

relação chamada de velocidade reduzida, ou velocidade 

sional. 

(111.6) 

adimen-

Uma outra relação importante, e a amplitude adi 

mensional 

Ae amplitude da vibração 
( 1 1 1 • 7) 

D largura da estrutura (diâmetro) 
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a dimensão característica, tende a governar a largura da es-

teira. 

Se a velocidade reduzida é pequena ( < 10) entao, 

a estrutura interage intensamente com as componentes periódi 

cas nas proximidades da esteira. 

1 1 1 • 9-9 Parâmetro Geométrico 

A geometria é o mais importante parâmetro na de 

terminaçâo das forças do fluido sobre a estrutura; e é dada por 

uma relação de esbeltez 

l', comprimento da estrutura -------''----------------- ( 1 1 1 • 8) 
D largura da estrutura (diâmetro) 

111.9-10 - Parâmetro de Massa 

Estabelece a relação entre a massa da estrutura 

e a do fluido deslocado, e é proporcional a: 

pD2 

massa por unidade de comprimento da estrutura 

densidade do fluido x dimensão da estrutura 
( 1 11. 9) 

Este parâmetro proporciona uma medida dos efei 

tos de flutuação e inércia da estrutura em relação ao fluido, 

todavia, é usado para medir a susceptibilidade da leveza da es 

trutura, as vibrações induzidas pelo fluxo• Se esta relação di

minui, existirá um forte indício de propensão, da estrutura vi 

b r ar. 

inclui a massa estrutural, mais a adicional 



71 

111.9-11 Número de Strouhal (S) 

É a constante de proporcionalidade entre a fre 

quencia da no~mação de vôrtices (fs) e a velocidade da corrente 

livre (U), dividida pela largura do corpo (D). 

fs 
su 
D 

(Ili.TO) 

O numero de Strouhal e função da geometria do 

corpo, e Re, para baixos números de Mach. 

A Figura 1 1 1. 9 mostra re 1 ação do numero de Strouhal 

versus Reynolds para um corpo cilíndrico circular. 

Na transição de (Re), a freqüência de despren-

dimento é definida em termos da freqüência dominante na 

faixa de freqüências de desprendimento. 

0.47~--------------------~~~--~ ,,, 
- 0.4 

"' 
e 
s:. 0.3 

" e 
~ 

"' g 0.2 

~r e 0.1 .,, 
z 

I 1 
/ 1 

/ 1 
/ 1 

/ 1 
I 1 

I 1 -/ \_..-, .,. ... J,,f ____ ., 

O L..J..J..L_L-....L...LI..1_....L..-1.....L..L.L-1._J-1...U.-L-...I..-.LJ..L-...I..-.....L...'-'U 

40 102 105 104 105 10
6 

10
7 

Número de Reynolds - Re 

ampla 

FIG. m. 9 - Números de Strouhol em função de Re poro um cilindro circular. 

1 1 1 • 9-1 2 Fator de Amortecimento (ç) 

A energia dissipada pela estrutura na sua vibra 
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çao e caracterizada por 

energia dissipada por ciclo 
Ç=------"-------'---''------- ( 1 '1 1 . 1 1 ) 

4TT x a energia total da estrutura 

onde 

Ç = taxa de amortecimento. 

Para o amortecimento viscoso linear da estrutu 

ra, 2TTÇ e igual ao logarítmo natural de duas amplitudes su-

cessivas na curva de decaimento 1 ivre. 

Se a energia fornecida e menor que a energia dis 

sipada pelo amortecimento, as vibrações provocadas pelo 

tendem a diminuir. 

fluxo 

Uma outra variável interessante e a chamada amor 

tecimento reduzido ( 6r), e é formada pelo produto da relação 

de massa e o fator de amortecimento 

6 r 
2m (2TTÇ} 

p D 2 

com o crescimento de 6 r, se reduz as vibrações 

pelo fluxo. 

1 1 1 • 9-1 3 Constatação 

( 11 1. 1 2) 

introduzidas 

Entre tantas variáveis, a experiência tem mostra 

do, que do grupo de variáveis adimensionais anteriormente apr~ 

sentadas, as abaixo referidas, têm tido sucesso na descrição do 

problema específico da vibração de estruturas elásticas, subme 

tidas ao escoamento de um fluido. 

São eles: a geometria, a amplitude adi mens i onal, o 

parâmetro de massa, o numero de Reynolds, a velocidade reduzida 
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e o fator de amorteclmento. 

Do que foi visto nesta seçao; se dado o enfoque 

da interação fluido-estrutura, voltado a atender estruturas rela 

tivamente flexíveis sujeitas a um fluxo fluídíco, onde muitos 

dos efeitos anteriormente anunciados têm suas manifestações, s~ 

ria conveniente estabelecer uma dependência da amplitude do mo

vimento da estrutura e sua dimensão característica, em relação 

ao grupo destas variâveis adimensionais, isto é: 

Ae 

D 
= F (-,Q,

D 

UD 

\) 

u 
fD 

m 

p D 2 
' ç ) (111.13) 

onde então, a amplitude adimensional (~) forneceria uma medi 
D 

da importante para a caracterização dos efeitos vibratórios. 

1 1 1 . 1 O DESPRENDIMENTO DE VORTICE DEVIDO A AÇAO DA ONDA 

1 1 1 • 1 O - 1 Introdução 

Os vórtices são desprendidos na passagem da onda 

por uma estrutura. A flutuação das forças transversais que re 

sultam, podem ser da mesma ordem de grandeza das forças da onda 

na direção desta. O problema tem sido investigado para casos 

particulares(
2 l, e os resultados utilizados em outras situações; 

dai porque, a resposta dinâmica, ainda não é bem conhecida J 
41 j. 

O coeficiente de sustentaçao e ' L e sua 

qual a onda atua com uma frequência fw 

tros: 

Re e kh 

onde 

frequência fs' 

dependem dos 

para a 

param~ 

(
2

) Estruturas cilíndricas verticais, em ondas bi-dimensionais 

ocorrendo em águas rasas. 
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F ' s 

p (U m )2 D • h 

como Re envo 1 ve Um, que pode ser ca I cu I ado para cada 

( 1 1 1 • 1 4 ) 

condi 

çao de onda associada a largura da estrutura, é conveniente dar 

Re em função de um parâmetro que dependa do período da 

este parâmetro é dado por: 

Parâmetro de freqüência= Pf 

onda, 

( 1 1 1 . 1 5 ) 

logo, o numero de Reynolds e Keulegan-Carpenter ficam rela-

cionados por: 

O numero de Keulegan-Carpenter e um 

indicador, de quando a força de sustentação aparece. 

(111.16) 

parâmetro 

Trabalhos 

experimentais têm mostrado que o desprendimento de vórtices ca~ 

sadores da sustentação, surgem quando Nkc > 5. ( 1 saacson - 1974). 

111.10-2 - Freqüência da Força de Sustentação 

A rei ação f , / f 
s w 

(é um valor inteiro) e prime.!_ 

ramente dependente de Nkc, e depois de Re. Num gráfico 

versus Nkc, o menor valor para a relação de freqüência 

estaria para Nkc "-' entre 5 e 16, com o crescimento de 

rei ação também cresce (1 i nearmente). O parâmetro kh, 

f , / f 
s w 

( = 2) 

N kc a 

também 

diz sobre a variação da força de sustentação com a profundida-

d e. Para agua profundas k h > 'lT o fluxo ao longo da estru tu 

ra e altamente tridimensional, com forças de sustentação relati 

vamente pequenas, o que não acontece em águas rasas. 
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1 1 1 • l 0-3 Coeficiente de Sustentação (CL) 

da onda. 

O máximo valor de CL ocorre quando da passagem 

Na prática a maior força de sustentação tende a ocor 

rer no instante da máxima velocidade, e todavia, coincide com a 

maior força alinhada na estrutura, em que a força de 

predomina sobre a de inércia. 

arraste 

Os efeitos das respostas sobre estruturas cil Ín 

dricas, devido as forças oriundas dü desprendimento de vórti

ces, que ocorrem num fluxo permanente, não são bem conhecidos para 

o caso de ondas, contudo existem indícios que sejam 

mas tal fato não é provado. 

1 1 1 • l 1 ANALISE DAS VIBRAÇÕES INDUZIDAS POR VORTICE 

menores, 

Quando a velocidade do fluxo aumenta ou diminui, 

de modo que a freqüência do desprendimento se aproxima da fre 

quencia natural da estrutura, o desprendimento dos vórtices, s~ 

bitamente sincroniza-se com a freqüência da estrutura. A sin-

cronização da oscilação ressonante de perto da esteira, i n t ro 

duz energia na estrutura, de modo que vibrações de grande ampl~ 

tude podem ser produzidas. As ressonâncias com espalhamento de 

vórtice ocorrem perto de uma velocidade reduzida de 5, que cor 

responde ao número de Strouhal de 0,2. Vibrações, também, têm 

sido observadas para sub-harmônicos e super-harmônicos da fre

qüência de desprendimento, mas estas tendem a ser bem menores que 

a amplitude observada na ressonância fundamental. Se vibrações 

paralelas ao fluxo têm lugar, elas serão esperadas perto da ve 

locidade reduzida de 2,5, porque dois ciclos de pressões oscila 

cárias paralelas à corrente livre são produzidas para 

ciclo normal da corrente livre. Três harmônicas vibrações indu 

zidas por vórtices em pilares marítimos aparecem para a veloci 

dade reduzida de l ,2;e tem sido observado o desprendimento simé 

trico de vórtices, mais que no usual modelo oscilante. 

Seria desejável para uma predição analítica, que 
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as amplitudes induzidas pelos vórtices, usassem as superfícies 

de pressão sobre o cilindro, que são obtidas de uma anã li se do 

campo de fluxo. O ideal seria uma solução da equação de 

Navier-Stokes dependente do tempo, em presença da estrutura vi-

brante; e a separação de fluxo, formação de vórtice emergi ri a 

naturalmente desta solução; e as pressoes e o carregamento ciz~ 

lhante sobre a superfície da estrutura proviriam de uma função 

forçada do acoplamento do movimento da estrutura. Algumas solu 

çoes numéricas para o campo de fluxo têm sido ativadas pelo uso 

de computadores digitais, estas soluções tem si do 1 imitadas, p~ 

ra estruturas estacionárias e número de Reynolds baixo, onde o 

fluxo e laminar, ou para soluções onde a viscosidade é despreza 

da. 

A análise integrada para ambos, o campo de fluxo 

e o movimento da estrutura não é avaliável para a maioria dos 

casos. Todavia, modelos 1 imitados têm si do desenvolvi dos para se 

descrever esta interação fluido-estrutura. Ainda que estes 

modelos não resolvam a equação de Navier-Stokes dependente do 

tempo, eles têm incorporado muitos dos efeitos dinâmicos, que 

tem sido sido experimentalmente observados. Dois modelos 

tando reproduzir os efeitos das vibrações induzidas por 

1 2 1 • 

ten

vórti 

Nenhum ces sobre estruturas são apresentados por Blevis 

deles pode ser aplicado a seções não circulares, ou 

paralelas ao fluxo. 

vibrações 

Experimentos realizados em ci 1 indros estacioná 

rios indicam que forças oscilantes paralelas ao fluxo numa es

trutura cilíndrica, sao de 7% a 8% daquelas ocorridas normais 

ao fluxo. Estes modelos, sao essencialmente, métodos para se esten 

derem dados experimentais avaliáveis; e não se constituem em 

aproximações rigorosas da verdadeira interação flu ido-estrutu 

r a. Todavia, eles servem utilitariamente para estimar as res 

postas em estruturas cilíndricas circulares, a ressonância, p~ 

ra vibrações induzidas por vórtices num intervalo de 

entre 10 3 a ]0 5
• 

Reynolds 

O primeiro destes modelos e o do oscilador de 
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esteira; retratando a esteira como um oscilador nao i near auto 

-excitador acoplado i estrutura. O segundo modelo e designado 

para estimar os efeitos de correlação que tem uma grande influ 

ência sobre as vibrações de pequenas amplitudes induzidas pelos 

võrtices. 

111.12 - METODOS DE PREVENÇÃO DAS OSCILAÇÕES INDUZIDAS 

VÕRTICES 

POR 

Aqui sao apresentados os três mais importantes: 

l) Por um controle do projeto estrutural se garante que valo 

2) 

res críticos de Um/ND no fluxo permanente e fs'/fw em on 

das não é excedido; 

No projeto estrutural se assegura valores suficientemente 

altos da massa efetiva e amortecimento próprio. Este crité 

rio não é sabido para desprendimento de vórtices induzidos 

por ondas; 

3) Por modificações do fluxo, quer por divergência ou aproxim~ 

çao do mesmo, ou por modificação da forma da estrutura. 

1 1 1 . 1 2 - 1 Controle de Um/N.D 

As propriedades da 

forma que os valores críticos de 

estrutura 

Um/N.D e 

-sao escolhidas de 

fs'/fw (para ondas) 

não sejam ultrapassados. E geralmente o processo mais satisfa 

tório, mas pode ser só inicialmente econômico, num estágio de 

projeto. Deste modo as altas freqüências naturais, ou um grande 

diâmetro da estrutura é requerido para oferecer segurança em 

obras n'âgua. Estas altas freqüências podem ser conseguidas, 

usando-se estruturas de grandes diâmetros, com isto tem-se um 

duplo benefício. Uma outra alternativa para aumentar as freqüê~ 

cias seria contraventar a estrutura entre suas partes. 
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Outra maneira seria a mudança da forma da seçao, 

de circular para quadrada ou retangular, com isto se aumenta a 

velocidade crítica do fluxo, o que nao e recomendado, além da 

atuação do arraste ser mais intensa nestas seçoes. Outras for 

mas de seção, também podem ter o inconveniente de apresentar ou 

tros tipos de oscilação, que nao ocorrem na circular. 

1 1 1 • 1 2 - 2 Massa, Amortecimento e Forma da Seção 

O crescimento do parâmetro de massa m/p0 2 e/ou 

o parâmetro de amortecimento (ó) reduz as amplitudes de oscila 

çao, e se seus valores são grandes o movimento fica completame~ 

te suprimido. 

O aumento da massa da estrutura diminui os efei 

tos de oscilação, mas pode reduzir as freqüências naturais, in 

clusive levando à freqüências perigosas. 

Aumento do amortecimento reduzido: se a massa e 

o amortecimento interno da estrutura tendem a aumentar, entao as vibra

ções ressonantes devem diminuir. O aumento do amortecimento pode ser 

conseguido, pelo atrito entre os elementos estruturais; usando

-se materiais compostos, tal como concreto, em vez de aço sold~ 

do; materiais com alto amortecimento interno, como madeira, bar 

racha e areia, ou usando amortecedores externos, ou pára-choques. 

Simples procedimentos para a dissipação de energia podem ser 

muito efetivos. 

Evitar a ressonância: 

estiver abaixo de um, Um/N.D < 1 onde 

Se a velocidade reduzida 

N = a freqüência natural 

da estrutura (Hz) então a ressonância com o desprendimento de 

vórtice através do terceiro harmônico é evitada. Isto é ordina 

riamente conseguido pelo endurecimento da estrutura com fios 

guiados ou ganchos, para aumentar a freqüência natural. Este en 

durecimento não é prático para estruturas grandes e complexas; 

Mudança da Seção Transversal Se a estrutura p~ 
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de ser delineada na corrente, então o fluxo pode nao se separar 

e o desprendimento de vórtice eliminado. Este delineamento sô-

mente será efetivo se o ângulo do fluxo relativo à estrutura 

for constante. Um pequeno desvio provocará grandes forças lat~ 

ra i s. A 1 gum sucesso tem si do consegui do atravês do uso de estrias 

helicoidais sobre a superfície da estrutura, ou mesmo placas 

pequenas colocadas em certos intervalos. No entanto, alguma i~ 

regularidade próxima da esteira da estrutura provavelmente rom 

pera o desprendimento regular de vórtices. Todavia, estes 

cursos podem aumentar consideravelmente o arraste. 

111.13 Exemplo Simples 

Seja uma torre de concreto armado e seçao vazada 

constante, com comprimento de 73,2 m e diâmetro de 4, l m, fixa 

na extremidade inferior no leito do oceano, numa lâmina d'água 

de 60,4m; sujeita a uma onda de projeto de altura H = 10m e 

período T = 1 OS. 

h = 

H = 

T 

L 
'\, 
'\, 

K = 

w 

fw 

Jl = 

Sejam os dados e parâmetros 
( 3 ) 

As da - 7,97 2 = ar ea seçao = m 

60, 4 m E = módulo de elasticidade = 4 , 1 X 1 o 9 Kg f /m 2 

1 O m Pe densidade da estrutura = 2483 kg/ m 3 

1 O s Pa = densidade da agua do mar = 1 O 31 kg / m3 

l 54 m de inércia l l , 7 4 = momento m 

o , o 4 l Ka· = parâmetro de espalhamento = o , o 8 4 

0,628 rds/s Kh profundidade relativa = 2 , 5 

o ' l Hz m m + m = l 9. 80 l + 13.612= 3 3. 41 3 Kg/m 
e ad 

7 3, 2 m e = espessura da parede = O, 7 6 m 

Os cálculos de grandezas nao fornecidas no enunciado, fo-

ram realizadas por programações via computador, realizadas 

no trabalho. 
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As freqÜênc ias naturais da torre estão na Ta be 

la 111-1, cujos valores foram obtidos pelo Programa Lorane] 99
1 

F req. Nat. Freq. Nat. Freq. Onda/ 
Um 

MODO (vácuo) (água) F req. Nat. N-0 
( H z) ( H z) n I água 1 

1 0,583 O , 5 1 4 O , 1 9 5 1 , 52 

2 3,565 2 , 9 6 5 a, o 34 O , 2 6 

3 9 , 6 l 2 7,772 O , O 1 3 O , 1 O 

4 14,712 12,278 O, 008 O, 06 4 

5 l 7,902 14,387 o, o O 7 0,054 

Ta bel a 1 1 1 - l 

Supondo que o período da onda seja suficientemen 

te grande, a ponto de se poder considerar o fluxo como permane~ 

te, para a situação mais desfavorável; tem-se os parâmetros: 

u D 
Re 

max m 
= 

V 

u = max 

1T H = 

N kc 

-m 

p D 2 
a 

T 

u = ~ 5x9,81x0,041 = 3 , 2 O m /s 
m 

0,628 w 

D 4, 1 o 
1,2x10 7 

1T X = -6 
V l,llxlO 

Um T 1T H 
7, 7 (Keulegan-Carpenter) = = 

D D 

3 3. 4 13 
---'-C......--"---- = 1 , 9 3 

1031 x4,l-
2 

(Parâmetro de massa) 

para um amortecimento estrutural 6 - 0,05 

Tem-se: 
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2 m º 
p D 2 

a 

= 2xl,93x0,05 = 0,193 (amortecimento reduzido) 

Se 2 m º 
p D, 

a 

> 1 , 8 condição que 

dade de excitação na direção do fluxo, e 

versal ao mesmo ) 1 " 1 1 . 

exime a possibil_!_ 

> 1 O (na trans 

-
O amortecimento reduzido e pequeno, nao atenden 

do as condições acima. Esta verificação conduziria a se pensar 

num 

xo, 

leve indício, de que a torre poderia oscilar devido ao flu

todavia, outras condições mais fortes devem ser garantidas. 

A ressonância com o desprendimento de vórtices 

para o regime subcrítico de Re é esperado próximo de: 

u = 
NiD 

s 
Ni 

4 , l o 
O, 2 

= 10,53 m/s (1~ modo) 

= 60,78 m/s (2~ modo) 

= 159,33 m/s (3~ modo) 

como a velocidade máxima do fluxo é 3,20 m/s, nao existirá a 

possibilidade de ressonância, pois as velocidades requeridas 

para tal, ao fluxo, são todas superiores; ou de uma forma análo 

ga, sabe-se que a condição de ressonância ocorre para velocida 

de reduzida de % 5 

u . -e r I t . 
5 NO (-u

N.D S O , 2 
5 ) 

a Última coluna da Tabela 111-1 efetua esta verificação. 
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1 li .14 - UM ENSAIO PARA A ANALISE FTSICA E INTUITIVA DO PROBLE 

MA INTERAÇÃO ONDA-ESTRUTURA 

Na propagaçao 1 ivre de ondas de superfície, o 

efeito de viscosidade da agua é desprezível, conforme demons-

trou Ar·anha (l 979) l 1 63 j, quer para a fina camada-] imite do fun 

do ou da superfície livre; sendo que este efeito só se torna rã 

sensível, após a onda percorrer uma distância bem maior do que 

seu próprio comprimento de onda. Quando o fluido encontra um 

objeto não delgado, ocorre, devido ã viscosidade, o fenômeno da 
-separaçao, facilmente reconhecido no caso de escoamento unifor 

me, como aquela região turbulenta que aparece na parte 

rior do corpo. Em um escoamento uniforme ê necessário que 

po st~ 

se 

leve algum tempo até que a zona turbulenta seja formada e esta 

bilizada. Devido ao caráter oscilatório associado a propagação 

de ondas, o fenômeno da separação pode não ocorrer, se o perí~ 

do for curto o suficiente de forma a não permitir a formação da 

região viscosa na parte posterior do corpo. Período 11 curto 11 im 

plica em comprimento de onda "curto", ou seja: a separaçao nao 

ocorre quando o comprimento de onda incidente (L) e pequeno qua,:: 

do comparado com as dimensões do corpo (D), isto ê, Ka >> 1. 

Em resumo: o efeito da viscosidade pode ser ig-

norado quando o corpo for grande, isto ê, quando a sua dimensão 

característica for da ordem de grandeza ou maior que o compri

mento da onda incidente ( ka::; O (1 )). 

A superfície 1 ivre, por sua vez, é uma fonte de 

nao inearidade; pois, sua forma depende da dinâmica do fluido, 

que por sua vez depende das condições de contorno impostas na 

superfície 1 ivre. Para uma onda se propagar na ausência de 

qualquer estrutura, as Únicas dimensões características são A 

e L, a amplitude e o comprimento de onda respectivamente. Pare 

ce claro que se A/L < < (onda de pequenas amplitudes) a su

perfície livre pode ser aproximada, sem maiores erros, pelo pl~ 

no y ~ O. Isto e, matematicamente falando, que nestas 

çoes (A/L << 1) as equações podem ser 1 i neari zadas. 

condi-
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No presente estudo, julga-se basicamente impo~ 

tante a preocupaçao de se entender fisicamente o problema em 

questão, isto é, de se entender quais são os parâmetros 

tantes na interação onda-estrutura. 

impor-

Esta análise pode ser iniciada com uma afirmaçao 

de caráter geral: é de se esperar a máxima interação da onda 

incidente com o corpo, quando ka ~ 0(1). De fato, se ka << 1 

(estruturas delgadas) a onda praticamente não sente a presença 

do corpo, e portanto quase não se espalha, o que implica numa 

fraca interação. De outro lado, se ka >> 1 (corpo mui to gran-

des) a onda vê o corpo como se fosse uma enorme parede só 1 ida 

que reflete, transmite, porém espalha muito pouco a onda inci 

dente. Diante disso, o entendimento físico do processo de inte 

ração cria a expectativa de zonas de baixo espalhamento da onda, 

ka << 1 e ka >> 1. 

1 1 1 • 1 4 - 1 Efeito da Viscosidade Devido a Presença da Estrutura 

nas Ondas 

Como foi dito anteriormente, na propagaçao 

de ondas, a viscosidade pode ser desprezada. 

X -+ ! 00 

Em um escoamento uniforme (V (x, y, t) =ui 

u = constante), a presença de corpos afeta o 

ivre 

para 

escoa 

menta dependendo das características geométricas do corpo. As

sim, corpos delgados, perturbam muito pouco o escoamento pote~ 

c i a 1 • De fato, forma-se na superfície I ivre do corpo uma cama 

da estreita que gera vórtices, camada esta que se mantém ade 

rente ao corpo (não existe separação) e cujo efeito global, como 

será visto no Capítulo IV, e introduzir uma circulação no escoa

mento potencial, no caso de corpo não simétrico. Para corpos 

não delgados a camada separa-se, dando origem a um escoamento 

turbulento na parte posterior do corpo. Esta região da turbu

lência é suficientemente grande de forma a nao permitir que os 

resultados obtidos através da teoria potencial sejam válidos. 

Neste caso, o Único modelo matemático correto é aquele associa 
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do aos fluidos viscosos (equaçio de Navier-Stokes). 

As estruturas que serao futuramente ana 1 i sadas, 

nem todas, sao de grandes dimensões. O escoamento associado a 

propagaçao de ondas nao e uniforme, mas sim oscilatório, de 

fato: 

U (x, t) sen (kx - wt) 

onde 

o(~) 
w 

Para se entender como o carater oscilatório medi 

fica o comportamento do escoamento, considere-se o caso de um 

corpo imerso em um fluido e inicialmente em repouso. O objetivo 

é caracterizar os vários tipos de escoamento que ocorrem quando 

este corpo é acelerado. 

Inicialmente, o escoamento é potencial e assim 

continua por um tempo extremamente curto. Após o corpo ter se 

movido a uma distância da ordem de grandeza do seu diâmetro, a 

camada 1 imite começa a se separar e concerni tantemente a regi a o 

turbulenta na parte posterior começa a ser formada. A este tem 

po o escoamento nao e mais potencial e o modelo para fluido vis 

coso deve ser usado. Seja T' o tempo característico para que 

a camada comece a se separar do corpo. Um a velocidade média 

do corpo, e 

acima 

(a) a sua dimensio característica. Pelo 
a 

O( Um). Em um escoamento osci latõrio, com 

exposto 

período 

T = 2 1T 

w' define-se o adimensional 

T' a 

T U T 
m 

Considere-se primeiramente, que este adimensio 

nal seja muito grande (T' >> T). Nestas condições, muito antes 

da camada limite ter se separado do corpo, o fluxo já inverteu 

sua direçio. Da mesma forma nio existe separaçio com o fluxo 
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na direção invertida; e portanto, para 
T' 

T 
paraçao e o escoamento deve ser potencial. 

gas, se T 1 << T o fenômeno de separação é 

menta não é potencial. 

>>lnaoexiste se 

Por razoes análo-

relevante, e o escoa 

O caso T' << T corresponde a períodos longos e 

portanto, o comprimento da onda L = ·-32:.. longo, ou seja ka «.1: 
k 

nas vizinhanças do corpo a dimensão característica é (a), o te~ 

po característico é/ a Definindo-se 
g 

e usando a relação de dispersão para águas 

obtem-se: 

X = --32.._ , t 
a 

profundas 

= I _JJ__ 

2 a w 

g 
= 

t ' 

k ' 

u = u (u, t) m sen [ (ka) x - {;;_ t J 
portanto, 

u 
X ;;; O (ka) << l O ( I ka ) < < l 
u 

e U(x,t) e praticamente uniforme quando ka << l . Como o 

corpo e muito pequeno a onda não sente a sua presença e o fenô 

meno do espalhamento é irrelevante; resumindo: quando ka << 1 o 

efeito onda não existe, o escoamento é basicamente uni forme, a 

separaçao ocorre e portanto, o escoamento não é potencial, e as 

forças no corpo devem ser basicamente próxima daquelas existen

tes quando o mesmo corpo é posto em uma corrente uniforme. 

A questão prática e tentar determinar quao 

grande deve ser o corpo para que não ocorra a separação (T' < < T) 

e o escoamento possa ser c o n s i d era d o ponte n c i a 1 • Como U % O (~ ) 
m w 

obtem-se: 

T' 

T 
= a 

w w 

= ( - ka ) ( 2 ) w = gk 
211 k A 
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para ondas de pequenas amp I i tudes (ka < < 1), T' >> T 

ka ;: O (l). Isto é, corpos grandes são aqueles para os 

( ka) são da ordem de grandeza igual ou maior que um. 

1 ise é uma derivação do trabalho de Keulegan-Caroenter, 

se 

quais 

Esta ana 

que 

UmT 
criaram o adimensional = e mostrado foi, que p~ 

pequeno, ( T' 
ra 

D T 

D 
grande o escoamento e praticame~ 

U T 
te potencial. Na realidade, eles verificaram que para _m_ < 3 

a 
- -a separaçao nao era mais notada, e que as forças medidas esta-

vam de acordo com a teoria potencial. 
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CAPTTULO IV 

FORÇAS PROVOCADAS PELA AÇÃO 

DAS ONDAS SOBRE ESTRUTURAS DELGADAS 

1 V. 1 INTRODUÇÃO 

O uso frequente de construçoes constituídas por 

partes delgadas, em estruturas no mar ("oóó ~ho.1ce."), i nevi tavel 

mente conduz a consideração do efeito de interação da onda com 

a estrutura. O problema básico é prever as forças sobre a es 

trutura, devido ao campo do fluxo associado à onda. Estes f 1 u 

xos sao complexos, e quase sempre supoem-se que a estrutura es 

tivesse ausente. As soluções apresentadas, levam em conta cer 

tos coeficientes empíricos, que aumentam as formulações teóri

cas sobre o problema. 

O processo de avaliação destas forças, pressupoe 

o atendimento de uma série de considerações implícitas ao mesmo, 

para que seu uso seja válido, como será visto mais adiante. Es 

te campo das forças de onda, soe possível se o movimento da on 

da nao e afetado pela presença da estrutura, isto é, a estrutu 

ra se apresenta transparente à onda e, esta por sua vez nao 

se deforma. 

E para que isto ocorra, e necessário que as dimen 

soes da estrutura (a) sejam pequenas, quando comparadas com o 

comprimento da onda (L), isto é, Ka < 2 11 /1 O; conforme se con

cluirá no Capítulo VI. 

Será desenvolvido neste Capítulo, um procedime~ 

to para o cálculo das forças da onda sobre estruturas, expresso 

como uma soma 1 inear de termos, um devido a inércia e outro de 

vido ao arraste 1
116

1 Apesar deste procedimento não possuir 

uma base física muito consistente(
1
), se constitui numa aprox.!__ 

(1) Será justificado no trabalho este ponto de vista. 
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maçao amplamente aceita na prática da Engenharia. Será também 

mostrado que estas componentes são definidas em termos do campo 

cinemático das partículas dos fluidos. E o procedimento para 

avaliação das forças é dividido em duas fases: l) Cálculo do 

campo cinemático do fluxo na onda; e 2) As forças e o campo 

cinemático do fluxo são relacionados por meio de dois coeficien 

tes de força hidrodinâmica (Cm e CD). 

São também apresentados considerações sobre es 

tes coeficientes empíricos, as forças transversais, e ao movi

mento da estrutura. 

1 V. 2 - FORMULAÇÃO DE MORISON POR UMA CONSIDERAÇÃO DE 

CINtTICA 

IV.2-1 -Cilindro com Movimento Uniforme Acelerado, num 

em Repouso 

ENERGIA 

F 1 ui d o 

Quando um corpo de massa M se move com uma velo 

cidade U num fluido em repouso, sua energia cinética 

E = M U2 

c 2 

(E ) sera 
C· 

( 1 V. 1 ) 

fluido, ao seu 

Este corpo induz automaticamente um movimento 

redor (perturbação), que tende a desaparecer, 

no 
-a 

medida que a distância que o separa do corpo tende ao 

(r+oo). 

infinito 

A lei que rege o decaimento do movimento do flui 

do depende da forma do corpo; e longe deste pode-se dizer que 

as velocidades das partículas V t) decrescem com l/r 2 

(X' y ' 

r = distância do centro do corpo ao ponto considerado. 

E 
c 

total do fluido circundando o corpo (e que se pertu_r:_ 
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ba) sera: 

r f 00 

J J 
1 im 2 

2 

p V dA 
(x , y , t ) 

( 1 V. 2) 

1 im = 1 imite do corpo 

dA = area elementar 

E total do sistema - ( 1 V. 1 ) ( 1 V. 2) sera equaçao + c 

[ M + p f f OO 
( ....':'.'....) 

2 

dA J E = v2 
c 2 u 

1 im 

( 1 V. 3) 

a quantidade p f f 00 (....':'.'....)
2 

dA 
u 

tem dimensão de massa e e c ha 
l i m 

mad2 massa adicional 

M' (-V-) 2 

u 
dA 

M' = massa do fluido que se movendo com velocidade U, 

a mesma energia cinétida de toda a massa fluida. 

Sabe-se que a energia cinética e igual ao 

( 1 V. 4) 

teria 

traba 

lho necessário para dar ao corpo uma velocidade U, ou então, 

para pará-lo. Este trabalho também inclui o trabalho necessa 

=> l M' U 2 

2 
rio para mover o fluido em redor do corpo 

Este trabalho seria contínuo para efetuar o pe_r: 

curso através de um fluido perfeito, com U = constante. 

Como: 

V 
(x,y,t) 

decresce com 
- 2 

r 

(-V ) 2 - -variara com distancia em 
u gral de dA com r 2 

-4 
r e a inte-
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Conseqüentemente a integral para M' tem um va 

lor finito. 

to de u 
Para o caso geral M' é função 

e por extensão do numero de Reynolds 

do valor absol u 

UD/ v e outro pa-

râmetro emp,rico caracterizando o fluxo UT 

D 
(número de Keule 

gan-Carpenter. Logo M' será também em geral, função do tempo. 

Porém, para fluidos perfeitos tem-se: 

V 
(x, y, t) 

u 

Se V (x, y, t) 

independe de U, e somente do mo 

delo do fluxo. 

for referida a um sistema de coor 

denadas móveis no corpo (com velocidade U) (-V-), também, inde-
u V 

pendem do tempo. Então, a integral do coeficiente ( (x, Y, t)) 
u 

independe de U e t, isto e, MI e apenas uma constante asso 

ciada com o corpo e a massa específica do fluido;como o sistema 

se move com o corpo a mesma velocidade, a energia cinética do 

corpo neste sistema não precisa ser considerada; pois, para to-

dos os efeitos o corpo se encontra parado; e a 

dada só pela parcela do fluido perturbado. 

E 
c 

total sera 

Por outro lado, podemos associar este movimento, 

a superposição de dois escoamentos: escoamento retilíneo uni forme 

+ dipolo 

<P = <P e. r. u 
+ <Pdipolo 

( 1 V. 5) 

Sendo que o dipolo e que simula a perturbação no 

meio 

<P 
UR 2 

e dip cos 
r 

Ed i p L 
v2 

d m = t ~2 pd u _P_ r (17q,dip)2 du = 
c 2 2 !u 

( 1 V. 6) 
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Edip _P_ f U 
2 R4 l V ( co S e l 

c 2 \) r 

M' = p R 4 J [ V 
cos e.[2du 

\) r 

Forças para o Corpo em Movimento: 

F = forças de inércia do corpo; 
c 

= forças de inércia do flui do circundante 

Ff f Jf 
p 

onde 

d V 
d -

dt dt 

Sabemos que: 

<P = u(t) [ 1 

e 

F = (M+M') 

onde se chega a: 

d V 

d t 

( V ij,) 

d V 

d t 

d \) 

= 

+ 
R2 l 
-J 

r 

d u 

d t 

d\) 

V~ 
d t 

cos e 

12 d \) 

( 1 V, 7) 

( 1 V. 8) 

( 1 V. 9) 

( 1 V. 1 O) 

( 1 V. 1 1 ) 

( 1 V. 1 2) 

( 1 V. 1 3) 
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M' = ( 1 V. l 4) 

d u / d t 

A equaçao (IV.14) e obtida multiplicando-se e 

dividindo-se a equação (IV.10) por d U / d t. 

A princípio (IV.14) parece ser diferente da Eq. 

(IV.4) o que nao é verdade. 

Quando r + 00 temos certas dificuldades para 

avaliar a integral l 1º
9 1, e tentando-se contornar este problema, 

para o caso do corpo se movendo no fluido em repouso, F'=M' dU/dt 

poderá ser determinada pela força exercida pelo fluido sobre o 

corpo, que e a mesma, que o corpo exerce sobre o fluido, que 

sera: 

por Bernoulli. 

F' = J J p co s 'I' d s 
s 

p pressao ao redor do corpo 

'I' = ângulo que normal a ds forma com a 

do movimento 

S = área do corpo 

( 1 V. l 5) 

direção 

Conhecido V ou ,j) ' p pode ser determinada 

xo 

Em geral a integral 

de D'Alambert) e a integral de 

v2 
de p -- será zero (parad~ 

2 
p__!!_ é significativa. Is-

to e: 

p - p__lj__ 
at 

a t 

1 - P -- v2 
2 

pressão hidrodinâmica 

p g z ( 1 V. 1 6) 

pressao estática 
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e, finalmente (JV.17) em 

M' - f f 
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p = 

(JV.15): 

p ( a <P / ô t ) cos 'I' d s 

d u / d t 

P a <P 

a t 
( 1 V. l 7) 

( 1 V. l 8) 

também a igualdade força-momentum pode tambêm ser obtida por di 

ferenciação da igualdade trabalho-energia. 

potência 

d ( E ) 
c 

d t 

E 
c 

--.!_ (M + M') U2 

d ( E 
c 

) 

d t 

=variação da 

= 

d w 

d t 

(M+M') U 

2 

d [ (M+M') = 
d t 2 

energia cinética 

d u 

d t 

d ( E ) 
c ----= F 

d L 

d t d t 

= F d L 

d t 

velocidade 

( 1 V. 1 9) 

u 2 J (IV.20) 

( 1 V. 2 l ) 

(IV.22) 

ou por outro lado, sabe-se que o produto da força que acelera o 

corpo multiplicada pela velocidade representa a potência gasta. 

Esta potência deve ser igual a taxa de crescimento da 

Cinética no tempo. Ou seja: 

F u = 
d ( E ) 

c 

d t 
= ( M + M' ) U 

d u 

d t 

Energia 



F = (M+M') 
d u 

d t 
(IV.23) 

F=(M+M 1 ) 

d u 

d t 
= M* 

d u 

d t 
(IV.23a) 

onde M* e chamada massa virtual. 

Assim a presença do fluido pode ser tratada como 

um efetivo crescimento da massa do corpo, com o propósito de 

determinar-se a força total de aceleração do mesmo. 

A força devido a adição de massa, sera a 

entre o corpo e o fluido, que e igual a integral sobre a 

reaçao 

supe!:_ 

fÍcie do corpo da componente da força de pressão na direção do 

movimento (Eq. IV.IS). Seria uma espêcie de força extra prese~ 

te, se o corpo fosse acelerado no vacuo. E a resultante da for 

ça atuando no fluido, varia a energia cinêtica do fluido. Ela 

desaparece se a velocidade U = constante. 

e obtida: 

logo: 

Da Equação IV.22, tem-se: 

F DL 
Dt 

Visto 

M' 

M' 

(M+M') 
dU 

= u 
dt 

d L 
u ' que a 

d t 

= constante e 

(-V-) 2 d \.J 

u 

ou para fluxo irrotacional 

(IV.24) 

igualdade força - momentum 

dF/dt = D 

(IV.25) 
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r r p (a qJ /3 t) cos '!' d S 

J J 

d u / d t 

M' sera usado para o cálculo de Ff: 

APL I CAÇJ!.O 

d u 
Ff = M'---

d t 

(IV.26) 

(IV.27) 

Seja um cilindro circular de raio R se movendo 

num fluido. 

O potencial de velocidade dado para um cilindro 

se movendo através de um fluido em repouso é dado pela superp~ 

si ção de um modelo de fluxo permanente ao redor do cilindro + 

+ uma velocidade uniforme U. 

R2 
qJ = - U ( r + --) co S 6 + U r cos 6 

r 

Vemos que o fluxo uniforme cancela-se, 

apenas o dipolo para <P 

R2 
- u -- cos e 

r 

o mÕdulo da velocidade para algum ponto do fluido sera: 

v2 = [ (-1-~ 
r r 

ou seja: 

v2 = [ (-1 _ij_ i2 + 
r a e 

2 

sen e ) + 
u 2 R 4 

4 r 

c.ifi
2

J 
a r 

cos 2 e ) ) = 
U 2 R 4 

r 2 

(IV.28) 

restando 

(IV.29) 

(IV.30) 



V = (r, e, t) 2 .r 
u ( t) 

onde u (t) e a velocidade do corpo. 

A energia cinética total do fluido por 

de comprimento do cilindro serâ: 

= -- = 
v2 

p J ±. d u 
u 2 2 

( 1 V. 3 l ) 

unidade 

(IV.32) 

Seja um volume elementar do fluido de altura uni 

t.iíria e area elementar (dA), limitado por um arco (ds) e uma 

fração de raio (dr). Então: 

d u = dA l=ds.dr U = J21T J
00 

rd 8dr 
o r=R 

logo: 

p 
R 4 U 2 

---r dr d8 = (IV.33) 
2 r" 2 

onde a massa adicional M' sera: 

M'=prrR 2 (IV.34) 

que e a massa do cilindro de Raio R, que possue a mesma densida 

de do fluido. A força total para mover o corpo sera: 

d u 
F = (M + M' } 

d t 

como 
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F' = p TI R2 d ~ ( t l 

d t 

que conduz novamente a 

M' = p TI .R2 

IV.2-2 CLlindro Fixo num Fluxo Acelerado 

Seja a Figura IV-1. Um diferente, mas 

resultado sera obtido para este caso, como se verá. 

(IV.37a) 

análogo 

Com o corpo estacionário, e óbvio que a mudança 

de massa do corpo, assume outra dimensão e a forma permanece 

constante. Pode não haver efeito da força externa sobre o cor 

po pelo fluido. Todavia, como anteriormente foi visto, a varia 

çao E do f 1 ui do, é uma conseqüência da ação de todas as for-
e 

ças externas agindo no fluido. Nestes casos estas forças in 

cluem as forças atuando no contorno externo do sistema 

-corpo, bem como a reação do corpo sobre o fluido. 

fluido-

A força externa total exercida pelo fluido sobre 

o corpo parado sera: 

F J L p cos e ds (IV.38) 

Levando-se a Equação IV.17 nesta última, se 

obtém: 

F cose d s (IV.39) 

Como potencial de velocidade para o caso sera, 

<P = u ( t) ( r + 
R2 
--l cos e (IV.40) 

r 
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Se tem: 

___ij_ 
d u 

= - 2 R cos 
a t r =R d t 

Levando-se a Equação (IV.41) para (IV.39), vem: 

F 

que integrando-se resulta: 

F = 2 TI R 2 p 

como M' = p '1T R 2 vem 

F 2 M' 

d t 

d u 

d t 

d ~ ( t) 

d t 

cos 2 e d s 

( IV.41) 

(IV.42) 

(IV.43) 

A componente da força devi do ao movimento do f 1 ui 

do, e neste caso o dobro do valor da componente da força para o 

cilindro móvel (força devido a perturbação do fluido). 

Comparando-se a Eq. (IV.41) com o primeiro termo 

da Equação (IV.37) (do 2~ membro) observa-se que aquele é o do

bro deste. 

E interessante se notar que no 1 ~ caso, com o c i 

1 i ndro móvel e a agua parada, a mesma força seria encontrada se 

fizéssemos na Equação (IV.23): 

M = M' 
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d ~ ( ) 

d t 
(IV.44) 

Pelo visto podemos concluir, que M 1 = p TT R2 e 

a massa de fluido igual aquela deslocada pelo corpo 

Genericamente: 

fazendo k = Cm 

vem: 

então: 

M'=pvolume 

M* = KM' 

Para o caso: 

função da forma e dimensões do 

corpo, e p do fluido. 

(IV.45) 

Cilindro móvel k 

Cilindro fixo k 2 

M* KM 1 = c M' p c Vo l m m 

F = P c Vol. 
d ~ ( t) 

(IV.46) m 
dt 

Resultado semelhante a este, foi primeiramente 

apresentado por Lamb 1 •" I 

C = coeficiente de inércia 
m 

Vo 1 . 

d ~ ( t) 

d t 

volume de fluido deslocado pelo corpo 

aceleração num fluido nao ~erturbado, no 

centro do corpo, como se este não 

vesse ali. 

esti 
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Como pode-se observar, o cálculo do arraste e 

dado pela integração dos componentes das forças na direção x, 

decorrente da ação da pressão sobre o contorno. Usando a teo

ria potencial (fluidos ideais) ao efetuar-se esta integração, 

obtém-se uma F 
X 

de magnitude zero; o que não é coerente com a 

real idade, pais sabemos que a passagem de um fluido real por um 

corpo imprime sobre este uma força. Esta discrepância é conhe 

cida como paradoxo de O'Alembert, que corresponde a hipótese de 

fluido ideal, em que despreza-se os efeitos de viscosidade. Mui 

to embora, se se plotasse (p) versus (e) para um fluxo uni-

forme em torno de um cilindro, como sugere a Figura IV-1, encon 

trar-se-ia valores muito próximos da realidade, para a zona an 

terior do corpo. (Até uns 30~ a partir do ponto de estagnação). 

Para um fluxo permanente, pode-se representar a 

distribuição de pressões adimensionais, em torno do cilindro,p~ 

ra o escoamento potencial, e turbulento. Seja para a intensida 

de da pressao numa zona de movimento uniforme, onde a velocida 

de e U, e p a intensidade da pressao num ponto de velocida-
o 

de U 

logo: 

ou ainda, 

L'i p 

p U 2 
/ 2 

o 

= 

_P_ 

2 

para o ponto de estagnação 

L'i p 

pois: u = o e = 

(u2 - u2) = L'ip 
o 

(-u-l 2 

uo 

+ 
P u2 

o 

2 

(IV.47) 

(IV.48) 
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O e f e i. to d a se p a raça o d a e a ma d a 1 i mi t e , d e se n v o.!_ 

ve uma região de baixa pressão no lado posterior do 

introduzindo um arraste, que aumenta a superfície da 

cilindro, 

resistên 

eia- (camada de atrito). A Figura IV-2 mostra a distribuição de 

pressoes em torno de um corpo e i 1 índrico. 

A diferença de pressao na frente e atrás, (o que 

nao ocorre para fluidos ideais) é que origina a força de ar·raste. 

O estudo feito nesta seçao para o fluxo ou o cor 

po acelerado, conduziu a uma força resultante associada unica 

mente a um termo de inércia. Todavia, a consideração do fluido 

ideal e o escoamento potencial não responde sobre a 

de outros efeitos. 

existência 

Tentando reproduzir em parte o verdadeiro fenôme 

no que ocorre nos fluidos reais, pensou-se em acrescentar-se a 

Eq. ( IV.46), um termo que se responsabi 1 izasse pelos efeitos de 

vide a viscosidade do fluido. 

las, a saber: 

~T = (M+M') 

E a força total seria constituída por duas pare~ 

d ~ ( t) 

d t 
+ Força de origem viscosa 

Experiênci?s mostraram que esta força de 

(IV.49) 

origem 

viscosa, que causa o arraste tem duas parcelas a ser considera 

da: uma produzindo sobre o corpo efeitos de atrito; a outra de 

pressao, causando a separaçao e a criação de baixa pressão atrás 

do corpo. A primeira depende da forma do objeto e do fenômeno 

de separaçao, a segunda da extensão e do caráter da camada 1 i

mite. 

Estudando-se o fenômeno, poder-se-ia verificar, 

que o arraste . • . (2} ( d ) a prrnc1p10 a grosso mo o seria uma função de: 

( 
2

) Existem constatações, que conduzem a dependência da força 
de arraste, de outras grandezas. 
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f (A, p, µ, U , E) (IV.50) 

onde sao grandezas que intervêm no problema: 

A= areado corpo; 

p eµ= densidade e viscosidade do fluido; 

U = velocidade do corpo; 

E módulo de elasticidade. 

A análise dimensional permite o reagrupamento da 

expressao (IV.50), conduzindo a relação: 

F = 
a 

f* (/7\pU/ 
µ 

ou mais sinteticamente 

F 
P. = 

f ( R , IM) A p U 2 

e 

2 

se o coeficiente de arraste for definido por 

A p U 2 

2 

este sera também uma função de 

= f (R 
e 

R 
e 

e 

A p U 2 ( 1 V. 51 ) 

(IV.52) 

Isto e: 

(IV.53) 

A experiência tem demonstrado que os efeitos do 

R 
e 

sao predominantes para fluido incompressível, isto e, num 

grande intervalo onde IMª é pequeno, e as velocidades subsôn i-

cas, onde só seria função de R • 
e 
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Note-se que: 

c2 E 
R pUD 

= e = 
e 

po µ 
(IV.54) 

logo, quando u + e IMa + 

e torna-se importante o numero de Mach bem como a compressibi-

l idade. 

Comparando-se a 

ve-se a estampa da relação de 

ga a empírica equação: 

~T = F + F 
-a 

~T = KM' 
d~ ( t) 

d t 

Pela Eq. (IV.46) ter-se-á: 

~T p CM Vo 1 

Eq. (IV.51) com a Eq. (IV.54) 

+ 

com IR 
e 

pCD 

d~ ( t) 

d t 
+ 

e IM Donde se che 

(IV.55) 

AU 2 

(IV.56) 
2 

2 
u ( t) 

A-~~ (IV.57) 

2 

A equaçao (IV.57) obtida por este procedimento, 

eminentemente físico-intuitivo, e que mostra a expressão da fo~ 

ça total do movimento do fluido (ação da onda), através da com

posição de duas parcelas: uma de inércia, proporcional a acele 

ração do fluido; e outra de arraste, proporcional ao quadrado da 

velocidade; é universalmente conhecido como Fórmula de Morison 

Expressões semelhantes, através de procedimentos anál o 

h • 8 1 1 • gos sao con ec1dos 
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1 V. 3 - FORMULA DE MORISON POR UMA CONSIDERAÇÃO DE QUANTIDADE 

DE MOVIMENTO 

Seja uma estrutura cilíndrica fixa no leito do 

oceano, em águas profundas, submetida a ação das ondas. Supõem

- se c o n h e c i d o o campo c i n e má t i c o (Ver C a p í tu I o 1 1 ) , p a r a q u a l -

quer tempo (t). 

Então u u(y,t). É também razoável de se su 

por que FT (y,t). 

A força total existe (FT), porque o corpo obstrui 

a passagem da onda dispersando as partículas d 1 água, e canse 

qÜentemente, alterando a quantidade de movimento do sistema. Se 

a estrutura for completamente rígida, existirá uma reaçao hori 

zontal (R ) e um momento (M ) na extremidade inferior (fundo); 
o o 

pois a distribuição da força total é levada até o fundo através 

do esforço cortante. 

Seja um disco de espessura unitária, localizado 

a uma profundidade y. A força horizontal para mantê-lo estacio 

nário, será dado pela Eq. (11.l -21-c) ou seja: 

t p 
V 

X 
(V n) d A + (p V ) 

X 
dy (IV.58) 

para uma melhor vi zual ização dos termos desta equaçao, façamos 

este disco de espessura unitária encerrado dentro de um volume 

de controle quadrangular ABCD, ou melhor, 

ra IV-1 inscrita num quadrado de lado (D) 

com a face AB normal a direção do fluxo. 

Através da face AB tem-se: 

imagine-se a 

e de vértices 

p V ( V n) dA :: p u ( u co s l 8 O) A ~ - p u 2 D 
X 

Pelas faces BC, CD, DA considera-se 

Figu

A BC D, 

(IV.59) 

V 
X 

o 
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(não entra fluxo nenhum); e ~eja também V 
X 

u (a velocidade 

da equação do dentro do volume de controle), 

momentum se tem: 

a 
at 

(p V ) d y -
X 

d u 
p-- y = 

d t 
p 

para o outro termo 

dU 

dt 
D. D. 1 

dU 
= p-- D2 

dt 
(IV.60) 

Logo, a força unitária agindo em cada disco uni 

tário do cilindro será aproximado por: 

dU 
= - p.D2--_ + pD U2 ( 1 V. 61 ) 

dt 

u e Fx estao na direção de 
-T 

(+x), se u tem direção oposta, 

muda de sinal. 

Nesta consideração de mudança de direção de 

com a mudança da direção de U, a quantidade u!ul é usada 

lugar de u 2 para conservar o sinal da força de arraste. 

Para que a Eq. (IV.61) se transforme numa i gua.!_ 

dade, introduze-se as constantes empíricas CM e CD' que re-

sulta: 

dU 

dt 
+ CD P ..Q._ u ! u ! 

2 
(IV.62) 

X 
FT, é a força total por unidade de comprimento, 

atuante numa fatia unitária do ci I indro, e é a mesma equação já 

obtida (IV.57). 

A Eq. (IV.62) representa a equaçao de Morison ob 

tida da condição de conservação da quantidade de movimento, para 

um volume de controle. 

CM e CD sao coeficientes empíricos, determina 

dos experimentalmente e que dependem de uma seríe de grandezas: 
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Geometria, 

Nk, IM, e etc ... 

Rugosidade, Turbulência do Fluxo, R 
e 

c a 

IV.4 - CALCULO DAS FORÇAS E MOMENTOS 

Considera-se nesta seçao, que CM e CD, na equ~ 

ção de Morison são constantes e conhecidos. 

Conforme foi apresentado no Capítulo 11, Parte 2, 

o campo cinemâtico associado a onda de projeto é descrito pela 

teoria linear de Airy; cujos resultados na direção de interesse 

(direção de propagação da onda (x)), são a seguir sumarizados: 

Perfildaonda:n=-A sen (kx- t) 

Velocidade: u = -
Agk 

w 

cosh(y+h) 

cos h (kh) 

(IV.63) 

sen (kx-wt) (IV.64) 

Aceleração: 
du 

dt 
-- = u 

dU Agk cosh (y+h) cos(kx-wt) (IV.65) 
at cos h (kh) 

1 V. 4- l Forças por Unidade de Comprimento de Estrutura 

Considerando-se um comprimento unitârio de estru 

tura, da Eq. (IV.57), se tem: 

f = -- u + D u I u 1 

4 

Levando-se as Eqs.(IV.64) e (IV.65) 

chega-se: 

f I = CM ( p 1T .a 2 
) .J1.!:!... . K 

2 

e 

cosk(y+h) 

cos h (kh) 

(IV.66) 

em (IV.66) 

(IV.67) 



onde 

2 
(~) 

4L 2 

1 07 

cosh k(y+h) 

cos h (kh} 

ef = (kx - w t) -+ ângulo de fase 

(IV.68) 

As equaçoes (IV.67) e (IV.68) mostram as duas 

componentes da força total variando com a profundidade (y), "on6-
-;.,e.t" (kx), e o tempo C wt), estando o termo de inércia em fa 

se com a aceleração, e o de arraste, com a velocidade. 

Seus máximos valores se dão para y = O, diminuin 

do com a profundidade, todavia, o decaimento do arraste é mais 

rápido. 

J.V.4-2 - Forças Totais Sobre a Estrutura 

No projeto de estruturas no mar, ê importante o 

conhecimento da força total que atua sobre a mesma, e o momento 

de tombamento na base. Isto pode ser conseguido pela 

ção das equações (IV.67) e (IV.68): 

J.
o f 1 

-h 

e 

M = Jº ( y + h) f I d y + 
-h 

d y + Jº f A d y = 
-h 

Avaliando-se estas integrais se chega: 

{ _1_ 

2 
tan h (kh) cos (kx-wt)} 

integra-

(IV.69) 

(IV.70) 

( 1 V. 71 ) 

F = 
A 

{-1 
8 

2 k h J 
sen h (2 kh) 

sen ef ! s en ef 1 } 

(IV.72) 



onde: 

l 
n = --

2 

H 

2 
h 

108 

tan h (k h) { [ l + l-cosh(kh) J ---'-------'-'-'--'---- } 
(k h) sen h (2kh) 

cos (kx - wt) (IV.73) 

H2 
g-

8 
h [1 + __ 2_k_h __ J { [-21 

sen h (2kh) 

l +--
2n 

l (-+ 
2 

l - cos h (2kh) ~} 

2kh sen h (2kh) 

(IV.74) 

2 kh l 
sen h (2kh)J = c 

velocidade de grupo 

celeridade da onda 
(IV.75) 

Os termos entre chaves nas equaçoes (IV.71) a 

(IV.75) representam quantidades adimensionais, e podem ser pl~ 

tados em função da profundidade relativa (kh), transformando-se 

em ábacos que simpl ifics1m tremendamente o cálculo das forças, ·s~ 

mel hantes aos apresentados na referência 1" 9 I (Capítulo VI 1). 

IV.5 - EXPRESS~O ASSINTOTICA DA FORMULA DE MORISON 

A fórmula de Morison, é muitas vezes questionada. 
( 3 ) 

Mas se os efeitos de viscosidade puderem ser desprezados , e 

possível mostrar analiticamente, que esta fórmula é uma correta 

solução assintótica para grandes valores de (ka) 11391. O valor 

de CM pode então ser 2. Isto será conseguido pela integr~ 

ção das forças devido as pressões não perturbadas. 

Seja a Figura IV-1, num sistema de coordenadas 

polares, na qual se tem: z = r sen e X = r COS 

(3) O estudo a respeito sera desenvolvido no Capítulo VI. 
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e 

n = r cos e r sen e k 

A pressao de Froude-Krilov (campo de pressao nao 

perturbado pela presença do corpo), será: 

p = 

d f k 

como: 

ílcj) 
p--=pgA 

ílt 

cosh k(y+h) 

cosh (kh) 
sen (kx - wt) (IV.76) 

A força de Froude-Kr i l ov para um elemento dy sera: 

- i p g A 
cosh k(y+h) 

cos h ( k h) 
dy a f 

2 1T 

sen 
o 

(wt - ka cos 8) cose d8 (IV.77) 

sen (wt - ka cos 8) = sen wt. cos (ka. cos 8) -cos wt sen (ka. cos 8) 

e, considerando-se L >> a => ka < < l , entao: 

d f = k 
- i p g A 

cosh k(y+h) 

cosh (kh) 
d y a { 

r 2 1T 
J, cos8d8 
o 

se n wt -

f 21T ka cos 2 8 d8 cos wt} 
o 

(IV.78) 

Na Eq. (IV.78) observa-se que a parcela da for 

ça, que está em fase com sen wt não contribui ã força total, 

logo: 

onde 

p g A k 1T a 2 dy 
cosh k(y+h) 

cosh (kh) 
cos wt . p1Ta 2 dy 

(IV.79) 

p1Ta 2 dy massa de fluido deslocada pelo corpo; 

componente da aceleração para x =O, 
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1 

l l o 

como se o corpo nao existisse. 

A Eq. (IV.79) e a força de Froude-Krilov por uni 

dade de comprimento da estrutura. 

Sendo que a força total sera: 

Fk= fº dfk= (pna 2 )Ag tan(kh) cos(kx-wt) 
-h 

A força devido a pressao nao perturbada, 

t e u ma p a r t e d a f o r·ç a t o ta l s o b r e a f a i x a d y Todavia, 

este caso, e fácil perceber que se o corpo e virtual, o 

(IV.80) 

e somen 

para 

fluido 

atravessa a parede do mesmo. Sabe-se que fisicamente isto nao 

é possível, por isso, simula-se a existência de uma parede no 

corpo, através da criação de um campo de pressão, que cause um 

campo de velocidade contrária ã componente normal da velocidade 

do campo de velocidades incidentes (não perturbado). 

Para se encontrar as forças devidas a esta dis

tribuição adicional de pressao, raciocina-se da seguinte forma: 

como o comprimento da onda é grande, pode-se dizer que o probl~ 

ma de se encontrar esta distribuição de pressões adicionais, e 

equivalente ao problema 

com uma aceleração - u 

onde se temo cilindro acelerado no fluido 

1 

(Ver Seção IV.2-1). x=O 

~ sabido da hidrodinâmica básica 1 , que a 

força sobre um corpo devi do a uma oscilação forçada - ~ 1 será: 
x=O 

+ M' ~1x=O ( 1 V. 8 l ) 

onde M* é a massa acrescida também chamada de niassa adicional, 

que e a massa do volume do fluido deslocado, já 

obtida (Eq. (IV.23a)). 

anteriormente 
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1 

FIG. W. l - Cilin,dro fixo num escoamento irrotcciO·l'IOI. 

---- '1.UID lltllBTACllnl.lL -

-- 11 z le6-1t lD" ,". 

-·- ... S.7 t lO• // 

(FIG-d1sbGTt) 

FIG. N. 2 - Distrlbui,ção de pressão em torno de um corpo ciffndr1ioo 
{ fluxo bi- dimensional). 

Fs 

FIG. N.3 - Forço de sustentoçõo 
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IV.6 - FORÇAS TRANSVERSAIS DEVIDO AO DESPRENDIMENTO DE VÕRTICES 

E bastante conhecido o fenômeno resultante, qua~ 

do se incide um fluxo uniforme sobre um cilindro rotativo, imer 

so num meio fluido. Surge uma força transversal, que e conheci 

d f · M ( 4
) Fº IV 3 a como e eito .agnus , 1gura - . 

Uma outra experiência muito simples, que propo~ 

ciona a visualização da existência de uma força transversal; e 

o efeito que ocorre, quando se tenta arrastar uma haste ci l Tn-

drica dentro d'água, nota-se a dificuldade para se deslocar a 

haste em linha reta, pois esta tende a descrever movimentos os 

cilatórios em torno da linha diretriz. 

IV.6-1 Fundamento Teórico da Força de Sustentação 

Utilizando-se as bases desenvolvidas em cima da 

( • a ) - • teoria potencial Capitulo 11, l. Parte , e poss1vel montar o 

problema atraves de uma composição de escoamentos básicos (escoa 

mento R. u. + Dipolo + vórtice livre), Figura IV-4. 

A Função de corrente e o potencial de velocidades 

já foram anteriormente obtidos. Então: 

e 

forças 

ursen8- m 

cj, = u r . cos e + m 

5 en 6 

2 11 r 

cos e 

+ 
r 

2 7T 

r 
2nr 211 

9, n r 

(IV.82) 

e 

Seja a Figura IV-5, onde pretende-se calculas as 

(F e F ) exercidas pelo fluido sobre o circulo. 
X y 

(4) Denominação em homenagem ao descritor do efeito. 
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u ------------
FIG. m:.4 - Oipólo num escoamento retilíne·o com clreuloçõo. 

,, 

y 

_é·'· pRcsaQIS ---------- F. • --
/' 

dy 

FIG. Ill.5 - Força5 devido o um fl.uxa unUorme possond:o po. um citlndro. 
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Aplicando Bernoul 1 i num ponto de corrente 1 ivre 

(V= U e p
00

) e outro ponto sobre a superfície do corpo onde a 

pressao e p e a velocidade V= v
8 

+ U. Para r = R, tem-se: 

e 

_l_i/J_=-U(l+ 
a r 

v' 00 z p + p 00 + p g 
2 

que resulta em: 

p = p= + p u 2 -

2 

R' 
-) r ---= sen e 

r 2 211 r 

constante = 
00 

p [- 2 u sen e -
2 

Sabe-se que: 

D = F = 
X J 

211 

p R 
o 

- 2 u sen e 
r --- (IV.83) 

211 r 

v' z p- + p + p g (IV.84) 
2 

r J 2 

2 11 r 
(IV.85) 

cos e d e (IV.86) 

Levando-se a Eq. (IV.85) para a Eq. (IV.86), e 

avaliando-se as integrais, obtem-se o valor zero para cada Pª.!:. 

cela, logo 

F = D 
X 

O + Paradoxo de D'Alembert ( 1 V .86a) 

Para fluidos ideais (invícitos) a força de arras 

te exercido sobre um contorno sólido é nula. 

Fazendo 
r 

À, levando para a Eq. (IV.85) e 
2 11 r 

depois substituindo-se (p) na Eq. (IV.87), tem-se: 

L = - R f 11 
1 p

00 
+ ..e__ ju 2 (1 - 4 sen 2 8) -

o 2 

UÀ À 
2 

1 4--sen8---) x sene 
R R2 

d e 
(IV.87) 



a 
como a 1. 

vem: 

e a 

1 1 5 

2~ integral são nulas, e 

21T 

J, sen 2 8 d 8 = TI 
o 

F = L = y 
R2p UÀTI 

R 
= P u r (JV.88) 

força de sustentação (Li ft) por uni d ade de compr i menta do c i 1 i n 

dro, para um escoamento potencial. 

IV.6-2 - Cálculo da Força de Sustentação (Fs) 

Para um fluido real, a resistência da superfície 

e os efeitos de separação produzem uma força de arraste (FA). O 

super-imposto resultado do movimento de uma circulação local, 

sobre o fluxo permanente passando pelo cilindro desenvolve re-

giÕes de altas e baixas velocidades nos lados opostos do cilin 

dro, ocasionando com isso uma força transversal 11101. 

O coeficiente CL e definido pela equaçao: 

F = 
s 

p U 2 A (IV.89) 
2 

F força de sustentação 
s 

A = area de projeção do corpo sobre o plano normal a direção 

do fluxo. 

Para um cilindro tem-se: 

F 
s 

= p .U 2 D = 
2 

F 
s 

_1_ p U 2 D 

2 

(IV.90) 
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Como foi mostrado no Capítulo 111, estas forças 

transversais dependem da resposta dinâmica da estrutura. Se a 

freqüência natural da estrutura estiver em torno de duas vezes 

a freqüência da onda (N/w: 2), um acoplamento entre o movimen 

to da estrutura e o do fluido pode ocorrer, resultando grandes 

forças transversais. Chakrabarti I observou que a freqüên

cia destas forças são sempre múltiplas da freqüência da onda. 

A máxima força de sustentação é proporcional ao 

quadrado da velocidade horizontal induzida pela onda, e análoga 

a força de arraste: 

F 
s CL (pa) g H2 

[-} ( 1 + 
2 

k h i] sen efl sen ef/ 
sen h (2kh) 

( 1 V. 91 ) 

onde C e um coeficiente empírico, semelhante ao 
L 

coeficiente 

de arraste CD 

IV.7 - FORÇAS DE ONDA SOBRE ESTRUTURAS FLEXTVEIS 

Seja uma estrutura relativamente flexível osci-

lando em virtude da excitação da onda (Figura IV.6). 

ocorram forças transversais, supoe - se que estas nao 

(para simplificar a análise), e que a estrutura vibra 

Ainda que 

influem 

somente 

na direção de propagação da onda. Também se considera que a 

forma do modo de vibração, corresponde ao movimento das partíc~ 

las dadas pela teoria de Airy; todavia, com pequenas ampl i tu-

des, e seu movimento ê harmônico com mesma frequência da 

incidente('). 
onda 

A força total por unidade de comprimento da es

trutura, e constituída pela soma das componentes de inércia, e 

arraste: 

(5) Consideração nao muito razoável. 
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MAX. DEF\.EXÃO 

e - 1--X111----l 
' ' ' ' ' ' "'·/ ' ' ,"'-. 

h 

/ Y' - h 

FIG. N. 6 - Estruturo flexível vibronóo sob ocõo do onda. 
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(p rr a 2
) u + CM (p rr a 2

) (~-x) + CD pa I u-~ 1 (u-~) (IV.92) 

Supõe-se que o deslocamento do eixo da estrutura 

tenha a forma: 

x= Xm f(y) cos (wt+ij,) (IV.93) 

onde: 

X deslocamento mâximo no topo, 
m 

1jJ representa a diferença de fase entre o movi 

mento da onda e da estrutura. O campo cine 

mâtico do eixo da estrutura serã dado por: 

velocidade: X = - w X f ( y ) s en e 
m 

(IV.94) 

Aceleração: X = -w 2 X f(y} cos 8 
m 

(IV.95) 

Fazendo CM= CD= 1, e substituindo-se as velo 

cidades e acelerações na Eq. (IV.92), tem-se: 

F 
( y' t} 

prra 2 f(y){2gka cos + w 2 X c os 8 } + 
m 

g k A 8 X sen f + w m sen 8 { . k -g kA 
1 w w 

w xm s en e } 1 (IV.96) 

onde 

e wt - 1jJ e f ( y) = 
cosh k(y+h) 

cosh (kh) 

para aguas profundas: 

k. y 
e e w 2 

;;; g k então a Eq.(IV.96) fica: 



F 
( y 't) 

prra 2 w2 k.y 
e 

1 1 9 

j 2A cos e' f + X 
m 

cos e + 

paw e2k.y 1-A sen 8f + Xm sen e/ x J1-A sen 8f + Xm sen8]/ 

(IV.97) 

As forças totais sao obtidas por: 

= f.º F ( y, t) dy 
-h 

e (º (y+h) F( ) dy Jh y, t 
(IV.98) 

Se a estrutura for estacionária Xm = O, a 

ção (IV.96) se torna idêntica as Eqs. (IV.67, 68). 

Equ~ 

IV.8 - ESCOLHA DOS COEFICIENTES DE FORÇAS HIDRODINAMICAS ( CM, 

CD , CL) 

Um dos maiores problemas existentes no compleme~ 

to das forças provocadas pela ação das ondas, está na escolha 

adequada destes coeficientes empíricos; pois são muitos os fato 

res que intervêm na questão, tais como, Re' Nkc, 

des na superfície do corpo, variações ao longo da 

irregularid~ 

estrutura, e 

do tempo; geometria, e outros. Muitos estudos l'"I, 1 "1,1 10 ª1, 

têm sido realizados para a determinação destes coeficientes, in 

clusive experimentos sofisticados j 184 /,J 75 1, e a reunião de 

muitos destes resultados, em função de uma série de 

veis "I. Todavia, além das prescrições de certas 

normalmente tem-se recomendado certos procedimentos que 

apresentados a seguir 1169 I. 

IV.8-1 Fatores que I nfl uenc iam em CD 

variá-

normas, 

serao 

de R 
e 

O coeficiente de arraste CD depende diretamente 

Isto se poderá verificar, no gráfico da Figura (IV-7), 

onde também são apresentados alguns resultados experimentais, 

bem como outras curvas próprias, para estimativas diferentes de 
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rugosidade da superfície. 

Ali sao identificadas 03(três) regiões: 

1) Regime sub-crítico: Re< 10 5
, CD= constante, isto e, CD= 1,2 

2) Regime de transição: 10 5 < R 
e 

4x 10 5
, 

mente com R 
e 

varia inear-

3) Regime super-crítico: Re > 4 x 10 5
, onde CD = constante, isto 

e, CD= (0.6 - 0.7) 

IV.8-2 Fatores que Influenciam em CM 

Os va 1 ores encontrados por Lamb 1 94 1, Mac Camy e 

Fuchs 1 1 º1 1 teoricamente 2) servem apenas como uma es-

timativa deste coeficiente; o efeito produzido pelo fluido real 

que envolve o corpo, invalida a análise que levou a considerar 

CM~ 2, pois os fatores que influenciam em CD, sao os mesmos 

para CM tovavia, uma dependência quantitativa tem sido esta 

belecida entre CM e R 
e 

Baseado nas informações obtidas através de resul 

tados de mui tos autores, tem-se recomendado para CM os segui.!:_ 

tes valores (Vide Tabela IV-1). 

CM Reynolds (Re) 

2 R > 5 X 1 o 5 

e 
R 

2,5 - e 

5 X J Ü S 

2,5xl0 5 < R < 5 X] 0 5 

e 

1, 5 R > 
e 5 X 1 o 5 

Tabela JV-1 
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Ate agora tem s ido d i s cu ti d o a a p 1 i cação d a f ó r 

mula de Morison particularizada, para o caso de estruturas ci-

1 índricas verticais, com o eixo da estrutura perpendicular ao 

plano de incidência da onda. Todavia, quando a estrutura ou 

seus elementos se encontram numa posição arbitrária, em relação 

ao plano da onda, nao e possível aplicar as equaçoes apresent~ 

das neste Capítulo. 

tera tu ra 1
105 1, 1133 

dros inclinados, pela 

No entanto, existem várias tecnicas na li 

para se calcular as forças sobre cilin

aplicação da fórmula de Morison, muito em 

hora, não existam concordâncias entre elas. Inclusive as refe 

rências acima desenvolvem programações com este fim; para quai~ 

quer condições de posicionamento da estrutura em relação a água, 

bem como para todas as possibilidades de incidência da onda. 

1 V • .9 - APLICAÇ.110 

Seja o cálculo das forças de onda sobre um pi lar 

isolado, que serve de suporte a passarela de acesso à torre de 

sinalização de um pier. São as características da onda de pr~ 

jeto: altura - H 1 , 5 m e Período-T=3s. 

São dados: 

h = 8 m comprimento da estrutura: Q, = 17 m 

pa = 10,25 kg/m 3 diâmetro externo: D= 0,324m 

espessura da parede: e = 0,0095m 

-- 1T a 3 e = O. 116 X l O - 3 
m". 

m 
-3 

m2 A - 2 1T a e = 9 X 1 O -s n 

E = 205 X 1 o 9 N/m 2 

Supondo o eixo do pilar, coincidente com a o ri -

gem do sistema de referência: X = Ü 

logo: 



n 

e 

+ 

H 

2 

p 1T ª2 

123 

Jo u d y + pa 
-h J

o u J u J dy 
-h 

1) Cálculo do comprimehto de onda em aguas profundas: 

L 
o 

L = 14,0Sm 
o 

2) Verificação em que tipo de aguas se local Lza a estrutura: 

kh 
2 1T 

L 
o 

h = 3,6 > 11 ~> aguas profundas 

3) 

1 ogo: L = L 
o 

e ta n h ( k h) + 

então, as equaçoes modificadas podem ser aplicadas: 

e u = 

u = 

H 

2 

~ 
L 

Determinação de 

g 

e 
ky 

CM 

T 

L 

ky 
e 

cos ef 

e CD 

u = 

u 

H11 ky 
e 

T. 

2 H (112)eky 
T2 

sen ef 

cos ef 

u D 
11 H D 

R 
max 

max 
e 

11 x 1,5 x 0,324_, = 4,58 x las 

u T u 3 1 , ] ] X ] Ü 

Para seçao transversal circular 2 

Pelo gráfico da Figura IV-7 tem-se: CD = 1,3 

4) Cálculo das Forças: 

(p 11 a2) CM Jº 
-8 

Hg11 eky dy 

L 



Fl 

e 

= 

FI 

(1025xTix (0,162) 

= l 2 O 9 cos ef 

(- ~) 
T 

= (pa) c
0 

( \TI) 1 

2ky 
e 

2 k 

1 2 ~ 

2 ky 

'-º8 
X 2 X 3 X (~) e 

ef cos = 
9 k 

(N) 
' 

sen ef Jº (eky) 2 dy I sen ef I sen ef = 
-8 

]025x0,]62 X 1,3 

x (2,~67) (1, 11806) / 1 - 0.000781 sen ef I sen ef 1 

FA = 595,5 sen 8f I sen 8f 1 = + 595,5 sen 2 8f (N) 

Pode-se observar que a parcela de inêrcia e mais 

que o dobro do de inêrcia. 

2 1T 
- K 

a = -- a 
L 

max. 

S . "fº - (6) eJam as ver, 1caçoes : 

= 0.072~ 
1T 

1 O 
+ equaçao de Morison 

H 
- 1 , 5 (ôrbita máxima das partículas) l;y=O 

tan h (kh) 

1 ,5 

1 , 00 

- ~ - H 
-= ~, 63 < 5 + inércia predomina, fato que 

D D 
já se tinha observado ante 

riormente. 

{ 6 ) No Capítulo VI sera dedicado a obtenção destes limites. 
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(kx-wt) = e + sen 2 
8 f 

FA c os FI FI 
(N ) f 

( N ) ( N ) f -

O? 0,00 o' o o 1 , O 1209 1 209 

30 0,50 297,7 0,866 1047 1 1 96 

60 O , 2 5 1 4 j, 9 O , 5 O O 604,5 753,4 

90 1 , O O 595,50 o' o o o' o o -595,50 

1 20 O , 7 5 446,6 -0,500 -604,5 -1 58 

1 5 O O , 2 5 1 48, 9 -0,866 -1047 -8 98 , 1 

1 8 O o' o o o' o o -1,000 -1209 -1209 

TABELA I V-2 

- Pesquisa do Pico da Força: 

F = + AA sen 2 ef + AI ef CDS 

Para o pico max. de F + 
a F 

= o 
a e 

Se AI :: 2 AA -+ o pico ocorre quando ef = O? 

Se AI< 2 AA -+ o pico ocorre quando ef 90? e 180? 

AI 1209 2, O 3 2 , O como = = > + max. a O? 
AA 595,5 

entao 

F 1 2 O 9 N. max 
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CAPTTULO V 

AÇÃO DE ONDAS EM ESTRUTURAS DE GRANDES DIMENSÕES 

V. 1 1 NTRODUÇÃO 

Nos últimos anos, e mais intensamente, por certo 

no futuro, tem sido, e será a atenção devotada a exploração dos 

mares, seus recursos e potencial idades. 

O rápido crescimento da exploração e produção 

est rutu de petróleo longe da costa, tem suscitado a demanda de 

ras de grandes dimensões, que pudessem atender os requisitos de 

produção e estocagem. Muitos planos de construções no oceano 

são propostos, tais como: ilhas artificiais, usinas nucleares, 

aeroportos flutuantes, edificações submersas, e outras tantas 

obras do engenho humano. Todavia, a existência destas obras 

de grandes dimensões, conduzirão inevitavelmente a efeitos, em 

que a presença destas estruturas, alterarão o campo das ondas. 

Neste caso, não mais ocorrera o que acontecia com as estruturas 

do Capítulo anterior (ka < 21r/l O); a presença da estrutura se 

faz sentir, originando significativos efeitos de interação, de

nominado de difração, ou espalhamento (ka > 21r/10). 

Como a estrutura nao se mostra mais transparente 

a onda, o cálculo das forças nao poderá ser mais feito pela ex 

pressao de Morison, carecendo-se para isto de um novo processo. 

Neste Capítulo, procurou-se apresentar outra si s 

tematização dos estudos clássicos realizados por j 1
17 I para o 

espalhamento de ondas sonoras; 

ra a difração de ondas d'água, 

centes, tais como: Chakrabarti 

1 k 1 
6 41 M Have oc e c Camy-Fuchs p~ 

bem como outros autores mais 

Mei e Sarpkaya. 

re-

Devido as grandes dimensões de tais estruturas, 

a solução através do escoamento potencial 1 inear, possui uma im 

portância primária, pois neste caso, os efeitos viscosos 

ser negligenciados. 

podem 
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Como sera visto, o efeito da difração, em gran

des estruturas no mar, será baseado na teoria potencial, e a 

distribuição das pressões em redor a superfície imersa, calcula 

da por esta teoria, conduz a resultados muito bons para as for 

ças induzidas pelas ondas. 

Apesar de nao se ter tradição, nem uma boa exp~ 

riência no projeto e construçao destas estruturas 

tipo gravidade) no Brasil, elas possuem uma série de 

sobre as que atualmente se utiliza em nossos campos 

("oóó- 1.,ho1te 

vantagens 

petrol Ífe-

ros, como se tem discutido algumas vezes 911, 11831; razao 

pela qual, se compreende, que em muito breve a adoção do seu 

uso, sera uma meta a perseguir. 

Como nestas estruturas normalmente o reservató 

rio (caixão), e as torres, se encontram em zonas tipicameote de 

pouca influência dos efeitos de viscosidade(!), assim como, sao 

constituídas por elementos cilíndricos verticais serao constan 

tes, com a seçao variando suavemente, a teoria que sera aprese~ 

tada neste Capítulo, representa um recurso potente para aborda 

gem de problemas tipicamente enquadráveis nas condições prescr~ 

tas para a questao. 

O Capítulo V, reune praticamente o propósito fun 

damental deste trabalho, e tenta evidenciar a dependência sign~ 

ficativa das pressões dinâmicas, forças, momentos e a distribui 

ção de elevação da superfície 1 ivre do parâmetro de 

menta (ka). 

V.2 - Efeito de Espalhamento da Onda 

espalha-

Quando uma onda d'âgua encontra um obstáculo, a! 

guma cai sa da onda ê desviada do seu curso original. Define-se 

a diferença entre a onda atual e a onda não perturbada, que es-

As regiões de influência de cada efeito sera discutido no Capítulo VI. 
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ta ria presente se o obstáculo nao estivesse ali, como uma 

espalhada. Quando uma onda plana encontra um corpo em sua 

onda 

tra 

jetória, em composição com a onda original ali se encontra uma 

onda espalhada (ou difratada) que se estende do obstáculo em to 

das as direções, distorcento e interferindo na onda plana origJ.. 

na 1 . Se o obstáculo for muito grande comparado com o comprime~ 

to da onda, metade destas ondas espalhadas se estendem mais ou 

menos uniformemente em todas as direções, e a outra metade se 

concentra atrás do obstáculo, interferindo destrutivamente com 

as ondas planas não perturbadas existentes atrás deste; criando 

um dei i neamento de cantos af i 1 a dos (Vi de Figura V-11). 

V.3 - TEORIA DA DIFRAÇAO LINEAR PARA ONDAS PLANAS 

A análise adimensional das forças de onda sobre 

uma estrutura fixa, é uma forma conveniente de indicar as condi 

ções de difração, ou quando outros efeitos são importantes. 

( k a 

H/L 

> 2 rr / 

e pequeno 

Para uma força invariante no tempo tem-se: 

F 
f ( k a, 

p g H a 2 

H 

L 
k h ' R 

e 

ad dimensões da estruturas sao 

R 
e 

(teoria 

pode geralmente ser omitido 

1 i nea r - ondas de pequenas 

grandes 

j 1
ti

2 Como 

amplitudes) 

então o problema da difração I inear se reduz a: 

F/pgHa 2 = f (ka, kh) 

Logo, os coeficientes de força variarão unicamen 

te com ( k a) para uma dada profundidade d' água. 

(2) Limite para caracterização dos efeitos de difração obtido 

no Capitulo VI. 
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V.3-l - Formulação do Problema 

O problema consiste em determinar o potencial de 

velocidades ( ij)), que atenda a equação de Laplace, e esteja su

jeita a certas condições de contorno. O estudo de determinação 

do problema de valor do contorno já foi realizado (Vide CapÍt.:!_ 

lo 11, Seção 11.2-3). 

e 

ó 

h 

Sejam as considerações: 

o fluido e o assumido como incompressível e 

invícito 

fluxo irrotacional 

fundo horizontal 

movimento da onda é simples harmônico no tempo 

a relação entre a altura e o comprimento da 

onda é suficientemente pequeno para que todas 

as quantidades envolvendo o parâmetro (H/ L) 

de segunda ordem ou superior possam ser negl~ 

genciadas (teoria linear}. 

r 
H A 

L/2 
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O ndc 

z 

FIGURA lr.2-0NDA INCIDINDO SOBRE A ESTRUTURA. 

O movimento -e governado pelas equaçoes: 

a < r < 00 

~-

'7 2 ,j,(r,8,y,t) o no fluido -h § y < n 

2 

1 im 
r +oo 

(82 + 8 2 + --
r y r 2 

d <j, --1 r=a 
:l r 

+ 

= 

o 

<j, 2 ) 
8 

o 

= o ' 

o , 

-rr f 8 < 1T 

y = n 

r a 

y = n r ~ a 

-h [ y § n 

(V. 1 ) 

(V. 2) 

(V. 3) 

(V.4) 

(V. 5) 

(V. 6) 
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V 
r 

V 
y rp y = (V. 7) 

r 

e 

potencial de velocidade total = rp 1 + rps (V. 8) 

onde: 

as letras subscritas r, 8, y e t indicam derivadas par-

ciais com resposta a estas variâveis. 

A Equação (V.6) é a condição de radiação; quer!'. 

quer, que a onda "diólLatada" se aproxime de uma onda progress.!_ 

va, numa distância infinita do cilindro; condição de Sommerfeld 

11 5 4 1 . 

Sobre o corpo estacionário 

mal total e desprezível 

C, a velocidade nor 

a rp 

a n 

onde 

= o 

n 

ou 
a rp s 

a n 
sobre e 

e a normal unitária para dentro do corpo. 

(V. 9) 

Aplicando a Teoria Linear de ondas de gravidade; 

a velocidade potencial de uma onda incidente não perturbada, p~ 

de ser escrita: 

rp 1 ~ CDS h k(h+y) i 
(kx - Wt) (V. 1 o) = + e 

2 w CDS h ( k h) 

onde 

w2 = g k tg h ( k h ) ( V . l 1 ) 

se as coordenadas polares (r, ) forem introduzidas na Eq u a-

çao (V.10), podemos reescrevê-la como uma série infinita de p~ 
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tências, isto e, numa expansao em harmônicos cilíndricos. 

i kx 
e 

onde 

e 

i k 
e 

Usando a expansao de Jacobi vem 

rcos8 

E = 
o 

E 
n 

2 

oo. 

I 
n=O 

para 

para 

.n J (kr) , n cos n8 

n = O 

n > O 

(V. l 2) 

(V.13) 

J = função de Bessel do l ~ tipo de ordem n 
n 

entao 

<P ' = + ..E.!:!_ 
2 

cos h k (h + y) 

cosh (kh} 

00 

I 
n=O 

. n J 
E 1 

n n 

v.3-2 - Potencial de Difração (<j>s) 

J 
-i wt 

(kr) cos n8 e (V. l 4) 

Consideremos que a onda difratada admita uma ex 

pressao semelhante à Equação (V.14). 

Uma onda progressiva ê facilmente descrita em co 

ordenadas polares. Por separação de variáveis encontra-se uma 

expressao geral para a onda difratada, que se comporta como uma 

. d. l I "' 1 • onda progressiva ra ,a Para uma onda se afastando do 

tal corpo e simetricamente distribuida, com respeito a 

que <j>(-8) = <j,(8). 

então 

00 

= I 
n=O 

B 
n 

(kr) cos n8 - i wt 
e 

e , e 

(V. l 5) 
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onde 

n O , 1 , 2 , 3 

e 

H(l) = função de Hankel de 1~ tipo e ordem 
n n ' 

que e uma combinação de funções de Bessel 

H Cl ) 
n 

de fato a Eq. (V.15) 

pois para k r >> 1 , 

fórmula assintótica. 

= j + y 
n n 

se apresenta como uma 

isto é (r-..oo) H(l) 
n 

onda progressiva, 

se comporta como a 

/ 2 
_.,(n1T TI) -z- + ,;- ikr 

e = 

que também satisfaz 

e 
1T k r 

im ~(d'PS 

d r 

k r > > 

k <t, s ) o 

que pode ser considerada como uma forma altertativa da condição 

de radiação, Equação (V.6). 

Para grandes valores de r, (Eq. (V.15) se com-

porta como uma periódica perturbação se movendo para o exterior, 

na direção de r, com frequência w e número de onda k, que e 

desprezível para r -.. oo 1 1 01 1 . 

Levando as Eq5. (V.9) e (V.IS) para a Eq. (V.8) e 

aplicando a condição de contorno (Eq. V.5), isto e, 

_l__Llr=a O 
d r 

pode-se determinar as contantes B • 
n 
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a <P; 
+ 

a <P s 
= o r = o 

a r cl r 

Seja 

<j, o ( y l 
____g__i:!_ cos h k (y + h l 

(V. l 6) = + 
2 w cos h k h 

Resolvendo para B tem-se: 
n 

E .n j 1 
(k a) 

B - <j, o ( y) 
n 1 n 

(V. 17) n 
H ( 1 ) ' ( ka) 

n 

para 

n o E 
o 

J' ( k a ) 
B - <j, o ( y) 

o = 
o ( l ) 1 

H ( ka ) 
n 

(V.17a) 

para qualquer n > o + E 2 
n 

2 in 
1 ( ka ) 

Jn 
B = o ( y) n 

H ( 1 ) 1 

( ka ) 
n 

(V .17b) 

onde houver (') indica derivado com respeito ao argumento. 

Levando-se a Eq. (V. l 7b) para (V.15); e esta ül-

tima com a Eq. (V.14) para (V.8), e posteriormente reorganiza~ 

do-se o somatório, chega-se: 

k(y+h){ 
00 

1 Jn(kr) -
J' ka 

H ( 1 ) 
(kr) / cos </l = +gH cos h I .n n 

n8} e 
-iwt 

E 1 

2 h kh n=O 
n ( 1 ) 1 

n 
cos 

H Ka n 

onde 

E = e E 2 para n > o (V. 1 8) 
o n 



l 3 5 

a segunda parcela do segundo membro da Eq. (V.18), que corres

ponde ao potencial total de difração é apresentada em termos da 

função de Hankel do l? tipo. Entretanto, alguns autores 64 J, 

J 101 J, J 11, J preferem apresentá-las em termos das funções de 

Hankel de 2? tipo, cuja diferença reside na escolha conveniente 

de uma ou de outra, na obtenção do potencial de difração; ou 

seja, ambas satisfazem a Equação de Bessel de ordem n, contudo, 

pelo fato do fator tempo ser da forma exp (- iwt), este melhor 

se combina com as funções de l? tipo, ao mesmo tempo, que a re 

presentação exponencial do comportamento assintótico de H(l)-n ' 
para grandes argumentos de (kr) (Eq. 9) Apêndice 11, além de 

atender a condição de radiação (Eq. V.6) representa uma onda 

progressiva no infinito, daí sua conveniência diantes das fun 

ções de 2? tipo. 

Por outro lado observa-se que a parcela da Equ~ 

çao (V.18) referente ao potencial da difração, corresponde a 

solução rigorosa do problema de difração para r>aJ 154 J. 

v.3-3 - Campo de Pressões 

A pressao dinámica devido a açao da onda na su-

perfÍcie do cilindro de raio r = a e a uma altura y qualquer 

abaixo do nível de repouso, em termos da função potencial cjl ; 

computada pela Equação Bernoulli fornece: 

p= 

ou 

-p { l.i. + 
a t 2 ª2 

p 
2 

para ~= o 
ar 

a 2 

cjl 2 e + e , 
y 

r=a (V. l 9) 

desprezando os termos de energia cinética local (teoria linear, 

os termos ao quadrado sao negligenciados) vem: 

p - p -1....L (V.20) 
a t 
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Se o potencial e resolvível a pressão 

sobre o corpo será da forma 

R { p e - i Wt } 
e 

dinâmica 

onde na Equação Bernoull 

a Eq. (V.18) tem-se: 

1 inearizada, (Eq. V.20) levando para 

p + i p w <j, 

e a força total da onda sobre o corpo, omitido o fator 

sera: 

(V. 2 1 ) 

tempo 

F = p n d 
s 

... 
n sentido para dentro do corpo 

e o momento total sobre um ponto 
+ 
r (0,0,y) 

c c 
sera 

(r r ) d 
c s 

(V. 22) 

expandindo a Eq. (V.21) e considerando que as ondas progress.!._ 

vas só envolverão na difração funções de Hankel de 1~ tipo, bem 

como os de Bessel para a onda incidente, não é necessâ ri o refe 

renciar o tipo que se está utilizando, já que são todos do 1~ 

então: H ( 1 ) H J ( 1 ) 
= j 

n n n n 

H' 
d ( H ) j ' _d_(J ) = = n dy 

n n dz n 

onde: 

H' = J' + y' 
n n n 

logo 

cos h k (y+h) { 
00 

IJn(ka)-
J' ( ka) 

1 · cos n8} P ( e i= +pgAi I . n 
H (ka) n 

E 1 

a' 'y cos h kh n=O 
n n 

H' ( ka) 
n 

( V • 2 2} 
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Usando-se a identidade de Wrosnkian: 

1 2 
J [ ka ) H [ ka l H ( ka l J ( ka l 

n n n n 
ka 1T 

chega-se a: 

"1 
k(y + h) 

00 .n E cos ne 
_e~ cos h l: L n (V.23) 

P(a,8,y) 
1T ka cos h kh n=O H' ( ka) 

n 

o campo de pressoes dinâmicas em torno e ao longo de uma estru 

tura cilíndrica são dados nas Figuras V- lOa,b, bem como adis 

tribuição das mesmas, devido ao efeito de espalhamento. 

V.3-4 - Forças e Momentos 

A força na direção (+ x), por unidade de compr_i_ 

mente axial do corpo na difração de propagação da onda será: 

dF 
X 

= a P(a,e, y) cose d8 
dy 

Usando-se a Eq. (V.23) na Eq. (V.24) e 

rando-se a ortogonal idade dos cossenos, somente o termo 

da série permanece; visto que: 

de onde vem: 

r 2 lf 

J, cose n8 cose d8 
o 

dF 
X ---= 

dy 

2 p g H a 

K a H 
1 

(ka l 

1T ' n = 

o' n #, 1 

cos h k ( y + h) 

cos h k h 

- i wt 
e 

a força total sobre o ci 1 indro (para ondas de pequenas 

des, referida ao nível da água em repouso) sera: 

(V.24) 

conside 

n = 1 

(V.25) 

(V.26) 

amplit~ 
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F = Jº 
X -h 

dF 
X 

dy 

F = 
X 

4igAahp 

kaH'(ka) 
1 

tg h (kh) 

k h 

- i wt 
e 

(V.27) 

(V.28) 

É passivei operar-se com H' 
1 

(ka) , e através de 

algumas transformações chegar-se a : 

- i ó 2 - 2 1 /2 
H' ( ka) = e ( J 1 + Y' ) 

1 . 1 1 

ou então 

-i eio ---'----= - i eió A(ka) 
H 1 ( ka ) 

1 
IJ•2+ y12 

1 1 

quando, 

ka + O A (ka) + (TT/2) (ka) 2 
e Ó + (TT/4) (ka) 2 

e a força total poderá ser expressa por: 

F 
X 

onde 

4 p g A a h tg h k h e 
- i (w t - 6) 

ka /1 J1 (ka) 2 + 1 v1 (ka) 12 kh 

= a r e tg 
J' 

1 
ka 

Y' ka 
1 

o momento total no fundo da direção dez, sera: 

M 
z 

+ 
J

o (y+h) 
-h 

dF 
X 

d y 
d y 

efetuando a integração chega-se: 

( V .28a) 

(V.28b) 

(V.28c) 

(V.28d) 
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M 
z 

= - 4 i 

(ka) 

p g A a2 1 (+ k . h sen h (kh) - cos h ( k h) + 1 J - i wt 
le 

• H
1 

(ka) k 

para rnostrarrnos a depend~ncia de 

A (ka), o fator de fase 6 {_ ka), 

cos h k h 

e M de 
z 

e o coeficiente 

(V. 29) 

(ka) plotamos 

efeito de i nér 

eia CM (ka), conforme podemos observar nos gráficos das Figu

ras ( V-3 , V-4 e V-5 l mostram respectivamente os valores de 

A (ka), 6(ka) {fator de fase) e F em função de variações 
X 

do parâmetro de espalhamento (ka) 

v.3-5 - Massa Aparente {_Virtual) 

Podemos definir massa aparente da estrutura como 

a taxa da força hidrodinâmica agindo sobre esta, para uma acele 

ração relativa do corpo e fluido no infinito 1111 I. 

a e negativa para o fluido acelerado em 

sem a presença do corpo. 

então: 

Da Eq. (V.26) 

dF 4 i X 
= + 

d y (ka) 

por outro lado 

u 

u = g 

a u 

a t 

A k 

se tem: 

p A g a 

H' 
l 

( ka) 

dF 
X 

= 
d y 

-º- (~) lx=O 
a t a x 

cos h k ( y + h) - i wt 
e 

cos h k h 

cos h k ( y + h) - i wt 
e 

cos h k h 

d M 
a u 

d y 

X = Ü 

(V.30) 

(V. 3 l ) 

(V. 32) 
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onde a massa aparente de uma porçao unitária do cilindro a uma 

cota y referida ao nível de repouso sera: 

d M 
a 

d y 
= 

d F 
X / u 

d y 

levando-se as Eqs. (V.30) e (V.311 para a Eq. (.V.32) vem: 

4 i p a 

(ka) H' (ka) k 
1 

= 
d M 

a 

d y 

que multiplicando-se e dividindo-se por 'TT(ka) resulta: 

4 i p TI a 2 
___ .::_.:._:__ = 

'TT(ka )2 H1 (ka) 

onde 

dM 
a 

dy 

dM 4i 
--ª- = --------

d y 

4 i 

'TI 

'TT (ka) 2 H
1 

(ka) 

(ka)2 H' (ka) 
l 

. (p'TTa2) (V.33) 

(V.34) 

= coeficiente efetivo de inércia 

ou por Eq. (V.28b) tem-se: 

4 A ( ka) 

TI ( ka) 2 

A Figura V-6 mostra 

tivo de inércia (CM) em função de 

(que corresponde ao coeficiente de 

Morison, em estruturas delgadas. 

( V .34a) 

a variação do coeficiente efe 

( ka) • Quando ka + o, e ... 2 
M 

inércia para a Equação de 

Levando-se a Eq. (V.34a) para (V.33) resulta: 

d M 
a 

d y 
= p 'TI a 2 (V.35) 
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FIG.:xl".6-Valores d,o coefl.ciente efetivo de iAércia. 



145 

Então: 

d F 
X d y 

d y 

Da Eq. (V.32) com (V.30) e (V.33) vem: 

lo CM p 1T a2 g A k 
-h 

cos h k(y+h) 

cos h kh 
cos (wt - li) dy 

(V. 36) 

= p { rr a 2 ) g A CM tg h k h cos (wt-li) (V.37) 

a equação (V.36) pode ser usada para o cálculo da força total, 

quando a altura da onda ê pequena em comparaçao com a profundi 

dade da água. 

Todavia, quando uma maior precisão for requerida, 

especialmente para grandes alturas relativas da onda (H/h) >0,2) 

1, a distribuição da pressão ao redor do cilindro acima do 

nível de repouso, pode ser tomada como 1 inear; e uma correçao a 

Eq. (V.37) deverá ser feita, devido ao excedente de pressão ca~ 

sado pela variação do perfi 1 da onda, não desprezível, ao redor 

do corpo. 

O 1 imite de integração de FH sera de J 
11 

- h 

Para o momento de tombamento (M
2

), com a 

çao (V.34) na Eq. (V.29) resulta: 

M z 

M 
z 

prra 2 Ag 

K 

kh sen h (k h) + 1 - cos h 

cosh (kh) 

A ( k h) 

\ cos (wt -li) 

Então a Eq. (V. 38) se transforma em: 

A ( k h) 

k 
cos (wt - li ) 

Equ~ 

(V.38) 

(V.39) 
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FIG.Y.7-Volores de AKH(Kh) e BKH(Kh) versus {Kh). 
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Trabalhando-se co·m A (kh) /k resulta: 

cos h (k b) + 

k h sen h 

k h sen h 

( k h) 

B ( k h ) 

t g h k h 

B (k h) = A (k h) / (k h) tg h (k h) (V.39) 

ou 

A ( k h) 

k 
= B (k h) . tg h ( k h) . h (V.40) 

Na Figura V-7 sao plotados os valores das fun-

çoes A (k h) e B (k h), mostrando suas dependências do param!. 

tro (kh). 

Levando-se a Eq. (V.40) para (V.38), tem-se: 

M CM ( prra 2
) 

H 
= g z 

2 
tg h (k h) B(kh) . h (V. 4 1 ) 

ou 

M = FH z B (k h) . h (V.42) 

O ponto de aplicação da força horizontal re s u 1 -

tante (I) sera: 

= B(kh).h (V.43) 

Os máximos valores serao: 

1 2 =-pgHL 
4 

CM(ka) . A (k h) (V.44) 

As Figuras V-8 e V-9, apresentam respectivamente 

a variação dos máximos valores adimensionais da força horizon 
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tal (FH) e do momento de tombamento (Mz), em função de ( k h) 

para vários (ka); inclusive deixando evidenciado a independê~ 

eia destas grandezas, da profundidade relativa (kh}, quando esta 

cresce muito (k h + 00 ). 

v.3-6 - Elevação da Superfície Livre 

O perfil da elevação da superfície livre 

ser obtido através da Eq. (V.3) 

n = 

9 a t 

onde 

an ( r ' e J a n 
1 

( r ' e J a s 
( r ' e ) n = + r = a 

a r a r a r 

cuja solução e: 

"' J' (ka) 

1 

Ai I ( i ) n J ( kr) - H (kr) n 
cos n e n (r, e) = e 

n=O 
n n n H' (ka) 

n 

pode 

(V.45) 

(V.46) 

Usando a identidade de \./rosnki an, chegamos: 

2 A 

1T k a 

"' 
I 

n=O 

e 
n cos 

H' ( ka) 
n 

n e (V.47) 

A Eq. (V.47) possue semelhança com o termo da se 

rie na Eq. (V.23), que também pode representar o deslocamento 

normalizado da superfície livre para uma amplitude unitária ao 

redor do cilindro. 

Então: 

n (r,e) 
IA=I = 

"' 
1 

J 1 (ka) 
1 cos ne f I ( i) n+ 1 J (kr) - H (kr) n = e 

e A n=O n n n 
H' (ka) 

n 
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FIG.V.9 - Momento de tombamento ( Mz ) em função de ( Kh) poro 
diversos ( Ko) . 
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Que também representa a elevação relativa da su 

perfície livre, para uma amplitude unitária da onda; e que na 

verdade caracteriza o efeito de espalhamento (definição dada na 

Seção V.2) é denominado de fator de espalhamento. Este fator 

(f ) é o responsável pela simulação da perturbação identificado 
e 

ra do fenômeno do espalhamento (difração). 

Os gráficos polares da Figura V-10) mostram o fa 

tor de espalhamento ao redor de uma estrutura c i l Índrica 

vários (ka). 

para 

Ainda com respeito a caracterização física do 

e f e i to d e e s p a I h ame n to d e f i n i d o na Seção V- 2 , a F i g u r a V- l 1 , mos 

tra as linhas que unem pontos de mesmo valor da relação ai tura 

resultante, e altura da onda incidente para o modelo do espalh~ 

menta calculado para ka = 1,4 1171 1-

Observando-se a Figura V-l 1, pode-se notar re-

giões onde as ondas sao mais altas, bem como regiões onde as on 

das são mais baixas que as ondas incidentes; o que sugere uma 

região mais amena atrás da obstrução, que indiscutivelmente apr~ 
( 3 ) 

senta grandes vantagens . 

A expressao (V.47) é plotada na Figura V-12 e 

mostra a elevação relativa da superfície livre ao redor da es-

trutura para vários valores de (ka) Nota-se que para estrutu 

ras de pequenas dimensões (ka > 1) a superfície I ivre se desen 

volve suavemente em torno da estrutura, ao contrário do que 

acontece, para altos valores de ka. 

V. 4 - OUTRAS FORMULAÇÕES PARA O PROBLEMA DA DIFRAÇAO 

Várias teorias da difração tem sido desenvolvi 

das para a análise das forças de ondas sobre grandes estruturas 

mas, geralmente o custo impede o seu uso no estágio de formula 

(') Por exemplo, para a atracação de embarcações. 
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Ko= 0.1005 

Ko= 1.0 

Ko= 2.0 

Ko= 3.0 

90" 

FIG.~. IO- O diagramo polar mostra o fator de espalhamento ao redm" de 
um corpo cilíndrico. A distribuiçõo de pressões ( p/p,,} e o ele· 
voçfto relativa da superfície livre ( '1/H) corresporumm raspecli· 
vamente: 0.32 e 0.5 deste fator. 
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FIG. 1Z: fl - Distribuição das elevações relativos da sup.-ficíe livre oo 
redor do corpo - Ko = 1.4. 
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çao do projeto. 

Vârios resultados experimentais, como os que se 

rao mostrados, vem confirmar as potenciai idades da teoria I i -

near, na abordagem do problema da difração, dentro de seus itens 

1 imitantes. 

Para estruturas de forma arbitrâria o problema e 

resolvido de maneira aproximada 1142 1, 6 ] , usando-se o méto 

do das funções de Green J 'ª'I, conduzindo-se a solução, as equ~ 

çoes integrais. Isto e feito numericamente por uma represent~ 

ção da forma do corpo por um número de elementos planos e reso! 

vida a equação matricial resultante. Se o corpo é de forma com 

plicada e com mui tas faces, grandes matrizes são necessâ ri as. 

Todavia, o problema pode ser resolvido de uma maneira mais eco

nômica se o corpo for simétrico l 14
2 1, em relação a um eixo. No 

caso de simetria axial, técnicas ".6t.andaJLd" de anâl ise de Furier 

são usadas para reduzir as equaçoes integrais de duas dimensões, 

sobre toda a superfície de corpo, para uma equaçao unidimensio 

nal ao longo da curva formada pe Ia interação do plano axial com 

o corpo. 

de 1/10 2 

Usando-se esta redução o tempo de computação cai 

1/10 3 do caso original. 

Os resultados destes programas têm sido compar~ 

dos com testes experimentais, com modelos de concreto - gravid~ 

de 41 1, apresentando bons resultados. 

tos, 3 2 [ ' 

E mais recentemente, o método dos elementos fini 
183 1, 1 '"I aplicados ao problema da difração, tem 

conduzido a resultados muito bons, o que tem incentivado o im 

plemento do seu uso. 
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V.5 - DIFRAÇ~O N~O LINEAR E VISCOSA 

Muitos têm s[do os trabalhos dedicados ao estudo 

da difração, levando em conta as nao linearidades das ondas 1 
7 t 

20], 11 l, 112al, 11311 e etc ... , todavia, é notável o traba 

lho de Chakrabarti 1 23 1; que usou a teoria de Stokes-V para a 

onda incidente, e obteve a força de difração atravês da soma 

das cinco componentes, que constitue a onda não linear, para uma 

dada freqüência fixa. 

Seu procedimento foi semelhantes ao adotado nes 

te trabalho, diferindo apenas no que tange a composição de cada 

grandeza, que é formada por um somatório de cinco termos, ou 

seja: 

5 
f (w, y, t) l: 

a=l 
e 

ma 
(pTTa 2 ) UCl (V. 48) 

onde 

cos h I k (y + h) 1 cos (awt-lia) (V. 49) 

À e um parâmetro de amplitude para a teoria de 5~ ordem. 

tg li = 
Cl 

J 1 (aka) / y 1 (aka) (V.50) 

e 

4 

TT(aka) { 1 J' (ak a)ll2 + 1 y' (aka) 12} _1_ 
1 1 1 2 

(V. 5 1 ) 

Os gráficos das Figuras (V-4), (V-5) e (V-6) re-

presentam estas quantidades para a= 1 (teoria linear). 

Posteriormente num outro trabalho l
189

J,Chakrabarti 

procurando considerar os efeitos da viscosidade, formulou o pr~ 

blema da difração, resolvendo a equação de Navier-Stokes l inea 

rizada para uma estrutura cilíndrica, decompondo o campo deve-
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locidades do fluido numa parte irrotacional (teoria potencial) e 

outra rotacional (levando em conta os efeitos viscosos), obtendo 

uma expressão do tipo da fórmula de Morison, onde existe um ter 

mo de arraste, que estã mais associado as tensões tangenciais, 

do que os efeitos de esteira, como acontece no termo de arraste 

da Equação de Morison. 

e 
8 

= 

x cos h (3 Sy) 

O potencial de velocidades de 5~ ordem e dado por: 

+ 

sen (3e) + À" A
44 

cos h (4 Sy) sen (48) + 

+ À 5 A
55 

cos h (5 Sy) sen (5 e) (V.52) 

d a R e f . l I o5 1 

os valores de 

determinadas. 

Resolvendo-se as duas Equações 1(1.14) e (1.15), 

Apêndice 1, ou por J34 li, simultaneamente tem-se 

(-h-) e À e todas as ca racte rist i cas da onda são 
L 

V.5-1 - Aplicação 

Seja uma estrutura cilíndrica de altura 

submersa numa lâmina d'âgua de 18,3 m. 

Sâo dados: 

h = 1 8 , 3 m L = 129 m 

H = 9, 1 m h/L = 0,142m 

T 1 O 
k h = O , 8 9 

= s 

a = 7, 6 m k a - o, 3 7 - -+ ól O, 1 O 7 

6 , 1 m, 

rd 
s 
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A teoria de 5~ ordem fornece os coeficientes: 

Al l = 0,9849 A22 0,3528 A35 = 0,3849 

Al 3 -2,6235 A24 -0,6967 A44 = -O, 0088 

Al5 = -5,5769 A33 0,0685 A
55

=-0,0l03 

A máxima força por unidade de comprimento sera: 

Da Eq. (V.48) tem-se 

5 
f = {p TI a 2 ) W l 

ex= 1 

que resulta 

e (ex À ) sen h (k h) cos (cxwt - ôcx) 
ma ex 

f = 43065,6 cos (wt - O, 107) + 16.123 cos (2wt - 0,3) + 

2204,3 cos (3wt - 0,337) 

- 48,5 cos (5wt - 0,017) 

101,7 cos (4wt - 0,207) -

e obtido para 

O máximo valor de f para 

wt = 0,1396 rds, e vale 

a profundidade de 6,l m, 

f = 91,076 tf/ max m 

Para a teoria linear Eq. (V.26) tem-se: 

= 63.397,22 cos (wt - 0,1053) 63,397 

A Figura V-3 mostra mais esclarecidamente, para 

as características do presente problema, uma comparação dos va

lores da força por unidade de comprimento, para a difração li 
a near e de 5. ordem. 

Por outro lado o gráfico da Figura V-13 mostra 

uma comparaçao - a entre as sol uçoes de l. e 2 ª. d l or em, e os resu 

tados experimentais l"' I, para o problema da difração, em fun 

ção dos parâmetros mais caracterizadores das não linearidades 
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_H_). 

L 

Para valores crescentes de (kh) os efeitos nao 

lineares decrescem, todavia, estes efeitos aumentam com o cres 

- (-H-cimento das relaçoes: e _H_). 

L D 

Os resulta dos da Fi.gura (V-14a, b) "I, compl~ 

mentam a gravura anterior. Estão em jogo aí, três parâmetros 

importantes (ka, 
H 

h 
e _h_). Nota-se que a nao 1 inearidade 

a 

é alta para valores moderados de 
H 

(-L-) 
H 1 

(-L-=-1-0 ); e apreci~ 

veis efeitos não lineares se apresentam para valores intermediá 

rios de (ka)' quando e+) é alto. Para grandes valores de 

H (~h-) a teoria não linear fornece resultados mais próximos dos 

experimentos. 

V.6 - RESULTADOS 

Tendo em vista a possibilidade de verificações 

experimentais, a maior parte dos resultados obtidos neste traba 

lho, forar1 realizados em cima de um provável modelo a ser cons

truído, cujas características para tal, após um breve estudo de 

análise adimensional, e das condições disponíveis no Rio de Ja

neiro (Laboratórios da COPPE e 1.N.P.H) conduziu aos seguintes 

dados: 

Estrutura cilíndrica circular rígida se estendendo desde o 

fundo do canal, até acima da superfície 1 ivre; 

A seção de verificação do campo de pressões em torno da es-

trutura, será a uma profundidade de y = - 0,25 m do NAT. 

A onda incidente e senoidal, e com uma freqüência. 

H = 10 cm k = 0,018 
H 

L 
o, o 6 7 
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h = 150 cm kh = 2,70 
(-H-)_ (-L-) = o, 3 6 

L h 
T l , 5 o s ka = O , l 8 

H :: O , o 3 -L-
L = 348 cm a 1 O cm 

Estes parâmetros estao dentro das hipóteses da 

t eo r i a l i n e a r e águas p r o funda s , l o g o 

F . - = d1fraçao 
f ( ka) 

A Figura (V-14) mostra o valor teórico da distri 

buição de pressões em torno do semi-perímetro da estrutura, numa 

profundidade de y = -25 cm, durante a varredura da onda, isto 

e, (ângulo de fase entre o~ e 360~). 

O contorno definido pela origem das setas, 

ca a I inha de pressao zero. 

indi 

A Figura (V-15) mostra a variação das pressoes 

com a profundidade, para duas posições da onda: na origem e em 

crista. Pode-se observar o decaimento exponencial das pressões, 

todavia estas ainda apresentam um valor significativo no fundo 

(kh > TT). 

Na Figura (V-16) mostra as defasagens das 

soes, para os pontos A, C 

passagem da onda. 

e E da Figura (V-15) durante 

pre~ 

a 

Por sua vez, a Figura (V-17) mostra para algumas 

posições da onda, a distribuição das pressões em torno da estru 

tu ra. 

resultados 

Na tentativa de se estabelecer comparações 
( 4 ) 

experimentais, foi rodado via computador um 

com 

exem 

( 4 ) Foi desenvolvido um programa que calcula o campo tridimen 

sional de pressões em torno do corpo. 
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espalhamento da onda. 
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plo apresentado na referência 2 3 1 , cujos valores teóricos re-

produziram com uma razoável precisão, os valores teóricos ali 

apresentados, e constrastados aos experimentais. A Fig. (V-18) 

mostra estes valores, para as posições da onda em crista 

ventre. 

e 

O diagrama polar da Figura (V-19) apropriadame~ 

temostraadistribuiçãodaspressoes (p/pgH) em torno da 

semi-periferia da estrutura, em função do parâmetro de espalh~ 

mente (ka). A curva formada pela origem das setas, caracteri 

za a I inha de pressao zero. 

A respeito da distribuição das elevações relati 

vas da superfície I ivre, em torno da estrutura, devido ao efei 

to de espalhamento; os resultados teóricos obtidos, reproduz.!_ 

ram com boa aproximação, os valores teóricos e experimentais 

d f - . 11711 ( ) . apresenta os na re erenc1a . Vide Figura V-20 , referi-

dos ao modelo na escala de 1/100, que representa uma i I ha art i 

ficial cilíndrica (tanque de estocagem), com S6m de diâmetro, 

numa lâmina d'água de 50 m, se estendendo até a superfície. 

Procurando-se estabelecer uma relação entre as 

forças, e as freqüências da onda incidente, para aumentar sign.!_ 

ficativos da ordem de grandeza das dimensões da estrutura; a 

Figura (V-21) mostra valores das forças adimensionais, em fun

ção da freqüência (e período) da onda incidente, para vários 

raios de estruturas. 

Os gráficos apresentados neste Capítulo foram 

obtidos de resultados via computador, e procuram explorar ao ma 

ximo as informações, que podem ser inquiridas do parâmetro de 

espalhamento (ka). As gravuras são suficientemente claras, a 

ponto de fornecerem de imediato as conclusões, após uma simples 

anãl i se dos resultados que são mostrados. 
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CALCULADO ( Ref. 171 ) 
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FIG. :XZ:.20 - Elevação relativo do superfície livre o frente e atros 
do corpo. 

500 



1,5 

N 

''" 
Ili ... 

1,0 

0,5 

0,1 

20 10 

___ ___.s:: 

0,4 

173 

5 3 T( s) 2 1,5 1 

( Ko) rnáx., 0,42 

- - - MOM. TOMBAMENTO "" 0,76 ( forço) 1 

__ ..-.--- ...... , o; 10° 

-------~---- ------------------

,,o 2 

' 0,042 
\ 

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ ., 

o:10 \ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 

\ 

3 W(rds/s) 4 

B 

1 ... , 
--- e.i, 

Kh, 4,0 

e, (}'11'112 ).G ~ 

\ 
'\. 

'\. 
'\. 

' ' ' ' ',, 

5 

4,2 
'-..... ...... __ 

4,2-

4,2 

6 

FIG.il.21- Forcas e momentos versus frequência do onda, paro diversos 
raios do estruturo. 



V 1 . 1 

1 7 4 

CAPTTULO VI 

ESTUDO COMPARATIVO DO CAMPO DE APLICA 

BILIDADE E DA IMPORTi'iNCIA RELATIVA DOS FATORES 

INTERVENIENTES NO COMPUTO DAS SOLICITAÇÕES DE ONDAS 

1 NTRODUÇi'iO 

Existem basicamente duas aproximações diferentes 

usadas hoje em dia para a computação da interação fluido - estru 

tura associadas as estruturas fixas ou flutuantes no mar: (a) 

aplicação da fórmula de Morison e ( b) a teoria da difração 

(teoria do fluxo potencial). Todavia existe muitas vezes uma 

confusão generalizada, quanto ao uso destes dois procedimentos, 

e seus 1 imites de apl icabi 1 idade. Por isso, torna-se conveni-
- (1) - d ente uma discussao mais elaborada sobre a formulaçao e 

Morison e a teoria da difração não viscosa (os efeitos de visco 

sidade são desprezíveis para 

teoria). 

ka >> 1, o que justifica o uso da 

Reconhece-se que a teoria da difração, como foi 

concebida se refere a fluidos não viscosos, incompressíveis e 

irrotacionais (fluxo potencial), mas que atende com grande êxi

to o problema da interação fluido-estrutura, se respeitadas suas 

premissas originais. Nesta teoria, a solução da interação é ob 

tida através de simplificações, como a 1 inearização das condi

ções de contorno na superfície 1 ivre; e com o auxílio das condi 

çÕes de contorno cinemâticas na superfície do corpo e no fundo 

d o mar. A 1 é m d i s s o , as onda s c a u s a d a s p e 1 a p r e se n ç a d o corpo e/ 

/ou seu movimento satisfazem a condição de radiação a uma grande 

distância deste, ao mesmo tempo, que as forças são fornecidas 

em função de um coeficiente efetivo de inércia, que se atualiza 

permanentemente em função dos vai ores de (ka), tentando com is 

s o, reproduz i r ma í s r ea I i s ti e a mente o que ocorre. 

( 1 ) A 1 iteratura nao tem discutido a contento o problema. 
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Por outro lado, na formulação de Morison, 

que tentante levar em conta os efeitos da viscosidade, 

muitas vezes nao suficíente para reproduzir as cóndições 

ainda 

parece 

mani-

festadas, como os ·efeitos de estei.ra, movimentos da estrutura e 

etc., e se depara com um grande problema, que sao a determina 

ção dos coeficientes empíricos, cuja dependência se estende a 

um número muito grande de variâveis, quase sempre 

de serem tratados ao mesmo tempo. 

impossíveis 

Diante destas dificuldades, mais difícil ainda 

se torna a escolha das condições corretas para as situações cer 

tas. 

Por isso, o presente Capítulo tem como objetivo 

discutir, analisar e mostrar mais claramente, a importância re

lativa dos fatores intervenientes nas parcelas que contribuem 

no cÕmputo das forças; ponderar suas zonas de vali d ade, estabe-

1 ecer faixas precisas de aplicabilidade e propor limites mais 

perceptíveis e concretos, disponíveis ao uso imediato; bem como, 

sugerir certas orientações Úteis. 

Vl.2 - CURVA LIMTTROFE DOS EFEITOS INERCIAIS E/OU VISCOSOS 

Como foi visto no Capítulo IV, a maneira tradi 

cional de se calcular as forças sobre estruturas esbeltas, tem 

sido dada por: F = 
T 

F 1 + F A , com cada uma destas compone!2_ 

tes variável no tempo; e sua formulação apresentada em termos 

de (i) propriedades geométricas da estrutura (ii) propriedades 

que descrevem o campo fluídico e (i i i) "constantes variáveis" 

determinados empiricamente. 

Em virtude disto, decorre naturalmente a 

de se precisar o grau de contribuição de cada uma destas 

nentes. 

idéia 

comp2_ 

Existem dois parâmetros de interação onda-estru 



1 76 

tura, que fornecem boas informações a respeito da influência 

dos efeitos inerciais e viscosos: parâmetro de espalhamento (ka) 

e o parâmetro de esteira (H/D); tentar-se-á portanto, 

uma relação entre ambos. 

ga-se: 

Trabalhando-se convenientemente com eles, 

H 

D 

H = 1T (-) 

L ka 

buscar 

c he-

( V 1 . 1 ) 

como 
H l 

= 
L 7 

( 1 i mi te má xi mo d a i n c I inação d a onda par a a 

teoria I inear em águas profundasl, tem-se: 

H 

D 
= 1T 

7 (ka) 
( V 1 • 2) 

Da Eq. (Vl.2) se conclui que os efeitos viscosos 

sao inversamente proporcionais aos efeitos inerciais; isto e, 

para valores significativos de ambos os dois efeitos nunca acon 

tecem ao mesmo tempo. Tal como foi apresentado na Seção 111-9, 

as informações prestadas por estes dois parâmetros, servem como 

indicadores e I imitadores, da predominância destes efeitos; fa 

to que ficará bem caracterizado mais adiante. A 

ra VI - J ) mostra a relação entre (H/D) e ( ka), 

curva da F i 9.!:!. 

como esta cur 

va representa a I inha de máxima inclinação da onda (para aguas 

profundas), todos os casos apresentados estão localizados na re 

gião abaixo desta curva. Curvas de interpretação análoga têm 

si do apresentadas I' 3 9 1, e se se qu i zesse representar H/D ver

sus (L/D) ter-se-ia uma reta com coeficiente angular igual a 

( 1 /7). 

V 1. 2 - l Variação das Forças com a Profundidade 

das e CM, CD 

to realista). 

Seja uma onda incidente senoidal em águas profu~ 

constantes com a profundidade (suposição não mui 

Pode-se facilmente mostrar, que a componente de 
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- (eky) inercia decai com a profundidade segundo o fator 

f = 
1 

enquanto que o arraste, com 

pois 

onde 
2ky 

X e • Vê-se com isso, que o arraste es 

tá mais concentrado na superfície, e tem seu máximo valor para 

uma faixa, submersa, quando a crista da onda está sobre o eixo 

da estrutura. Para a força de inércia, tem-se um máximo abso-

luto, quando um nodo da onda está sobre o mesmo eixo. 

V 1 • 3 - PESQUISA DAS CONDIÇÕES DA FORÇA DE PICO 

A força total sobre a estrutura e a soma das com 

ponentes de inércia e arraste: 

+ F = 
A 

p A u 
s 

+ c I p As u + --
2 

CDDpuluJ ( V 1 • 3) 

e a força total por unidade de comprimento para o cilindro esta 

cionário fica: 

onde: 

+ 

A TI a 2 
s 

+ - p CD D u J u J 
2 

areada seçao transversal 

Seja novamente a consideração de uma onda 

( V 1 . 4) 

i n e i -

dente senoidal de freqüência circular w (fluxo oscilante no tem 

po), com a amplitude não perturbada (A), se desenvolvendo em 

águas profundas: 

Da Equação simplificada (111.2-69) tem-se: 

u = - Aw 
ky 

e sen (kx - wt) 
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Supondo-se o eixo da estrutura na origem do sis 

tema de referência (x = O), vem: 

u = Aw 
ky 

e sen wt 

e a Eq. (VI .4) se transforma em: 

2 

u 
m 

u2 
m 

sen (wt) 

sen (wt) 1 sen (wt) 1 

( V 1 • 5) 

(V 1 . 6) 

por diferenciação em relação ao tempo da Eq. (VI. 6) encontra-se 

o mâximo ou o mínimo da força, isto é: 

= o + u 
m 

cos (wt) = O ( V 1 . 7) 

E pode-se facilmente mostrar que o mâximo valor 

da força por unidade de comprimento em cada ciclo da onda sera 

igual ao maior dos dois valores: 

fT ou 
max 

(pA C U W )
2 

p u 2 D CD + 
s m m 

2 m 2p u 2 D CD m 

se 

se 

u 
~< 
wD 

u 
~> 
wD 

CM\ 

C D2 

D 

( V 1 . 8) 

( a ) 

( V 1 • 9) 
( b) 

O caso (a) diz que a amplitude da componente de 

arraste e menor que a da de inércia. 

com a condição (VI .8-a) vem: 

1T 
c 

(-M) . D 
4 CD 

Isto é: trabalhando-se 

( V 1 . l O) 

Sabe-se que o raio da trajetória das partículas 

em aguas profundas (Eq. 111.2-73) e: 
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entao a Eq. (Vl.10) diz que a amplitude do movimento horizontal 

das partículas d'água (para o fluxo não perturbado) é menor que 

l-.-'11 ( _cM )] vezes o raio da estrutura. 
2 CD 

Para este caso wt = O 

e a máxima força será: 

( V 1 . l l ) 

pelo exame do perfil da onda nao perturbado, TJ= - A sen (kx -wt) = 

= - A sen ef' encontra-se que a força máxima ocorre quando em 

ef tem-se um nodo, e a inclinação da onda é negativa para o eixo 

da estrutura. 

Agora, se 
c 

'1T (-M) a (Vl.12) 

2 CD 

a força tem um ponto estacionário de inflexão para wt = O e o 

máximo ocorre para 

'1T 
cos wt = 

4 

e a amplitude da força sera: 

2 

c 
(-M) 

CD 

D 

(pA CM u w) 2 

s m 

( V 1 • l 3) 

( V 1 • l 4) 

Se a estrutura e estacionária e contínua de y= O 

até y = -h 

= 
J.

o fl dy 
-h 

+ J.ºfAdy 
-h 

VI. 4 - PREDOM I NIINC IA DAS FORÇAS DE INÉRCIA E/OU ARRASTE 

( V 1 . l 5) 

Muitas vezes torna-se necessário estimar a impo~ 
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tância relativa da contribuição das componentes de inércia e 

arraste, no cômputo geral do cálculo das forças pela Equação de 

Morison; isto é, em que condições uma predomina sobre a outra, 

ou ambas possuem a mesma representabi l idade. 

Para tal, estabelece-se uma relação entre as Equ~ 

çoes (IV.72) e (IV.71), para seus máximos individuais, onde: 

e 

8 

H 

2 

( 1 + 

tg h (kh) ' 

2 k h 

sen h (2kh) 

Chamar-se-á de R
1 

a relação: 

(.FA) C 
R 

1 
= ___ m_a_x_ = ( _D ) 

(FI) max CM 

H sen h ( 2 k h) + 2 k h 

4 TI a senh(2kh) tgh(kh) 

onde: 

c 
(-D) 

CM 

(_li_) 
D 

H 

D 
= 

senh(2kh) +2kh 

4n sen h 2 
( kh) 

c 
4n(-M) 

CD 

sen h 2 (k h) 

sen h (2 kh) + 2 kh 

Tentando-se simplificar a Eq. (Vl.17), 

= 

( V 1 . l 6) 

(V 1 . l 7) 

escolhe-

-se valores de muita ocorrência para CM e CD, ou seja: CM=2,0 

e CD = 1 , 1 ogo: 

H 

D 

s en .h 2 ( k h) 

se n h (_2 k h ) + 2 k h 

Procurar-se-á agora, examinar a condição 

(V 1 . 1 8) 

impO.!:_ 

tante de I imitação entre a influência do arraste e da inércia. 
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Para o caso, imagina-se a condição em que o máximo da força de 

arraste e inêrcia e exatamente igual a um, ou seja: R = 1 
1 

Então: 

H 

D 
= 8 1T 

sen .h 2 (kh) 
( V 1 . 1 9) 

senh(2kh)+ 2kh 

A relação (Vl.19) é plotada na Figura (Vl-2), e 

mostra a relação (H/D) em função de ( kh). 1 nd icando quando a 

força de arraste, ou de inércia se tornam predominantes. Para 

valores da relação (R
1

) maiores que um, ter-se-iam curvas se 

inserindo na região achuriada do gráfico; e para (R
1

) menores 

que um, curvas abaixo da 1 inha desenhada; indicando zonas do do 

mínio das forças de inércia. 

Por outro lado, esta figura fornece uma interpri:'_ 

taçao valiosa, no que tange a escolha de regiões precisas, onde 

os efeitos de inércia ou arraste se tornarão predominantes; e 

com isso, aumenta-se a confiabil idade dos resultados experime.'2_ 

tais definidos em zonas bem caracterizadas deste diagrama. 

Poroutrolado,quando kh ~ o, 

' 
tada tende para uma assíntota equivalente a H/D 

a curva aprese..'2. 

= 4 1T • 

V 1 . 4-1 Um Outro Resultado Importante 

E possível se demonstrar para aguas profundas, 

que os efeitos de esteira, estão assoei ados a predominância das 

forças de arraste. 

Sejam as expressões das forças de arraste e inér 

eia, por unidade de comprimento da estrutura; em aguas 

das 

(fA) max 
p a (~)2 

T 

2 ky 
e 

profun-

(Vl.20) 



,p 

EFEITOS OE INÉRCIA 
Pflf;l)OMINAM 

(Kh) 

FIG. lZI.2 - (ri} versus ( Kh) para relação Rr = arraste / inércia = l com 

4p 

.!!.. = _,_ 
L 7 
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( f 1 ) ma x (pTia 2 ) CM ~ 
ky ( V 1 . 2 l ) = e 

L 

e seja 

R 1 
força máxima arraste ( f A) max 

= = 
força máxima inêrcia ( f 1 ) max 

Então: 

c 
( _1_) H2 TI 2 L ky 

RI = (-º) e (VI .22) 
CM TI a T2 H g TI 

como 

w2 = k g 

resulta: 

c 
H ky 

RI = (-º) (VI. 23) e 
CM TI D 

ou 

c 
H e k y ) 

RI (-º) ( TI- ( V 1 • 23a) 
TI 2 CM D 

Por outro lado sabe-se que: 

u T ky T H 
N kc 

max Aw (Vl.24) = = e = TI --
D D D 

Comparando-se as Eq s. (VI .24) com (VI. 23), tem-se: 

c 
RI = (-º-) N 

TI 2 CM 
kc 

(Vl.25) 

onde 
c 

Nkc ( R 1 ) .TI 2 e-º l 
CM 

(Vl.26) 
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para 

CM = 2 CD e R = 
1 

N kc 2 ir 2 (VI .27) 

Da Equação (Vl.27), com apoio da Figura (Vl-2), 

infere-se: 

Para N kc < 2 .ir 2 ~ 2 O, os efeitos de inêrcia 

serao 

serao 

predominantes, todavia, para N > 2ir 2 os efeitos viscosos 
kc 

preponderantes. Estes limites obtidos de uma constatação 

analítica, ainda que com a utilização de algumas simplificações, 

representam um importante resultado, que vem ao encontro da or 

dem de grandeza obtida por Keulegan-Carpenter para as manifesta 

ções significativas dos efeitos de esteira. 

VI .4-2 - Relação (ka) versus (kh) 

No jogo de se buscar relações, que melhor carac 

terizem a participação e influência das forças de inércia, e 

arraste; torna-se possível, relacionar o fator de espalhame~ 

to (ka) com a profundidade relativa (kh). 

que resulta: 

para 

Trabalhando-se a Eq. (V 1-18) chega-se: 

= 
(ka) 

(-L-) 
H 

(ka) = (-H-) 

H 

L 
= 

7 

L 8 R
1 

e 

sen 2 h (k h) 

sen h (2kh) + (2 kh) 

sen h (2 kh) + (2 kh) 

se n2 h ( k h) 

(Vl.28) 

(VI .28a) 
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A Figura (Vl-3), para máxima inclinação da onda, 

e a relação força de arraste versus força 

= 1), mostra a relação entre (ka) e 

de inércia igual a um 

( k h) . Observa-se que 

para corpos delgados e localizados em águas baixas a força de 

arraste tende a predominar; em contrapartida, para os corpos de 

grandes dimensões, localizados em águas profundas a força de 

inércia tende a ser preponderante. Para valores de < 1 o 

arraste predomina, e todos os casos caem em baixo da curva da 

Figura. Para R
1 

> 1, a inércia predomina, e todos os casos si 

tuam-se acima da curva dada. 

VI .5 - MORISON VERSUS DIFRAÇAO 

Supondo-se o desconhecimento de algumas 

çoes apresentadas na 1 iteratura, no que se refere aos 

prescr1_ 

1 imites 

das regiões tipicamente caracterizadas pela predominância dos 

efeitos viscosos, inerciais e de difração; é possível, tal como 

já foi feito para as forças de inércia e arraste, buscar uma re 

lação que traduza a importância relativa da difração, em re 1 a -

çao as anteriores. Ainda que não definam 1 imites precisos, es 

tas relações são de capital importância no controlo global do 

problema; pois, poderão sugerir simplificações substanciais, 

uma vez que, o conhecimento pleno do domínio onde o fenômeno 

acontece, fornece a segurança e confiabi 1 idade nas aproximações, 

que adequadamente poderão ser ut i 1 i zadas. 

V 1 . • 5 - 1 Relação de Forças 

Sejam as expressoes das forças totais de Froude

já obtidos anteriormente. 

(p11a 2
) 

H 

2 

arraste (FA)' e difração 

tg h (kh) c os (Vl.29) 
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onde 

H 
2 

[ c
0

(pa)g
8 

l+ 

1 88 

H 

2 
tgh(kh) cos 8 f 

2kh J ------ sen 8f ] sen 8f 1 

sen h (2kh) 

F = 
D 

c~ (p TI a2
) g J!..... tg h (kh) cos (wt -ó) 

2 

(Vl.30) 

( V 1 • 3 l ) 

(VI .32) 

C~ = coeficiente efetivo de inércia obtido pela 

teoria da difração 

Para o máximo individual de cada uma destas for 

ças; trabalhando-se com as Eqs. (VI .29) a (VI .32) poder-se-á e.!'. 

primir cada uma delas, em função do parâmetro de 

(ka),ouseja: 

H (-L-) (ka )2 tg h (kh) Fk (pg-L) 
2 4TI 

FI = CM (p g _H_ L (-L-) ( k a ) 2 tg h (kh) 
2 4 'T[ 

FA CD {p H (-H-) ( k a ) [ l + 
2 k h 

= g -L 
2 8TI s en h ( 2 k h) 

(p g _li_L) (-L-) 
2 'T[ 2 

tg h (kh) A ( ka) 

espalhamento 

(VI .33) 

(VI .34) 

J (Vl.35) 

(Vl.36) 

Como o termo de inércia da Equação de Morison 

representa um resultado assintótico nas duas formulações, ou 

seja: quando as dimensões da estrutura crescem muito (ka + oo), 

na Equação de Morison, o termo de arraste torna-se desprezível 

( FA ~ O), e se utilizada esta formulação, ter-se-ia como resu.!_ 

tado para a força total, unicamente o termo dado, pela compone~ 

te de inércia. Por outro lado, na teoria da difração, quando 

* as dimensões da estrutura vão se tornando pequenas (ka ->-0) Cw•2, 
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i s to e , CC M = C ~) ; a força d a d i f ração aprese n ta v a 1 ores s i mi 1 ~ 

res aos obtidos pela fôrmula aproximada de Morison; estas asse~ 

tat ivas se tornarao mais clara no decorrer desta seção. Logo, o 

termo de inércia da Equação de Morison, representa um fator ade 

quando para efetuar-se as comparações desejadas. 

Então, relacionando-se as forças da difração (F
0

) 

com as de inércia (F 
1

) , tem-se: 

ou 

4 A ( ka) 

( k a) 2 

Trabalhando-se a Eq. ( VI .37) 

= (-4-) (...I:!...) 

H 
-=C 

D M 

CM L 

A ( k a) 

ir 2 (ka) 

( ka) 

A ( ka) 

(v1.37) 

chega-se: 

(Vi.38) 

(Vl.39) 

para as condições: 

CM 2 e H/ L 1 / 7 

vem: 

H 1T 2 k a ) R 1 1 
(Vl.40) 

D 14 A ( k a ) 

Para relação Froude-Krilov (Fk) e inércia (F
1

) 

se tem: 

R 1 1 1 
Fk 

'\, 
= '\, 

F L 2 

( V 1 • 4 1 ) 

que conduz a: 

H H ( 1 
= 2 1T CTl R 1 1 1 D ( ka) 

(Vl.42) 



com H/L = 1/7 resulta: 

H 

D 
= 

2 
-- TI 

7 
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(VI .43) 
( ka) 

Fazendo-se R
1 

= R
11 

= R
111 

= 1, introduzindo-se 

o parâmetro (H/L = 1/7) na Eq. (VI. ), e plotando-se (H/D) 

versus ( ka) para todas as relações de forças, ter-se-á as cur 

vas apresentadas na Figura (VI .4). Pode-se observar que as for 

ças de inércia se orientam para a porçao inferior das curvas, 

enquanto que o arraste se orienta para a porção superior. 

Da análise e interpretação desta Figura se ex-

trai as seguintes constataçoes: 

P a r a o i n ter v a 1 o cor responde n te a O , 1 < ka < O, 5 5 

e respectivos correspondentes 4,5 < H/D < 0,85, tem-se uma re 

gião onde o termo de inércia da Equação de Morison, é equivale~ 

te aos valores obtidos pela teoria da difração. Todavia, para 

0,15 < ka < 2TT/10 tem-se os efeitos de inércia predominantes, 

sendo que o arraste será menor do que 5% da força hidrodinâmica 

total, onde então se terá valores muito próximos, quer se use a 

Equação de Morison, ou a teoria da difração, sendo que a dife 

rença máxima entre estes cálculos está em torno de ~ 3%, zona 

em que por simplicidade, se pode recorrer a solução aproximada 

(Equação de Morison). 

Vl.5-2 - Forças Adimensionais 

Usando-se variáveis admensionais, aumenta-se a 

abrangência da análise, proporcionando a extração de maiores in 

formações dos resultados. 

Para CM= 2, CD = 1, Kx = O, e admensional i 

zando-se as expressoes das forças totais, pelo fator (pTTa2
) g H 

2 
obtem-se as equaçoes: 
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FIG. :21.4 - ( ~) versus ( Ko) poro curvos representativos do rel,oç{to 

unitário de forças. 



1 92 

Fk = t g h ( k h) cos wt (VI .44) 

fr = CM tgh(kh) cos wt (Vl.45) 

i\ CD (-1-) 1 + 
2 k h 

sen (wt) 1 sen wt] (VI .46) 
4TTa sen h (2 kh) 

FD = CM t g h ( k h) cos (wt - ô ) (Vl.47) 

As Figuras (VI-Sa,b) mostram para a varredura da 

onda (um ciclo) sobre a estrutura, a variação comparativa das 

forças totais admensionais em função do tempo (wt) para dois 

v a I ores d o p a r â me t r o d e e s p a I h ame n to : ( k a = O , O O 1 ) e (ka = O, 18 05). 

Pode-se observar que para o menor (ka), o efeito de arraste e 

dominante, contribuindo integralmente para força total deMorison. 

No outro caso nõs temos a baixa participação do arraste, e a 

força praticamente dada pelo termo de inêrcia, que coincideapr~ 

ximadamente com a força de difração; constatação estas que eram 

de se esperar, pois ao olhar-se as Figuras (VI -3) e (VI -4) p~ 

der-se-i notar, que para as caracteristicas da onda. apresentada, 

o menor valor de (ka) situa o caso numa tipica região de arras 

te; enquanto que para o valor maior de (ka), numa zona típica 

de interceção dos efeitos de inêrcia e difração. 

Nota-se tambêm, a posição relativa da onda e as 

amplitudes das forças, sendo que a força de pico ê arrastada p.'.: 

ra a posição do miximo individual da componente predominante no 

efeito. 

Para os mesmos parâmetros característicos forne 

cidos na Figura (VI-Sb), a Figura (Vl-6), mostra a variação co~ 

parativa das forças admensiona·is com a profundidade, para duas 

posições bem representativas da onda. Como o movimento da onda 

ê oscilatório, se terá mesmos valores para as forças, so com o 

sinal contrário, em posições correspondentes às mostradas. 
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Vl .5-3 - FORÇAS ADIMENSIONAIS VERSUS O PARI\METRO DE ESPALHAMENTO 

Dada a importância do parâmetro de espalhamento 

(ka) na caracterização dos efeitos de interação onda-estrutura, 

torna-se interessante mostrar o comportamento e grau de pa~ 

ticipação das forças, em função de suas variações. A Fig. (Vl-7a) 

com um detalhe na precedente Figura, tenta mostrar estas variações. 

Trabalhando-se com as equaçoes das forças máxi 

mas, e possível chegar-se a uma expressão explícita de dependê~ 

eia de (ka), quando admensional izadas pelo fator (B). CM= 2 e 

CD = 1 • 

A Figura (VI .?b) apresenta as forças horizontais 

máximas admensionais em função do parâmetro de espalhamento (ka). 

Pode-se novamente observar a predominância do arraste para os 

valores baixos (ka << 1), da inércia para as intermediárias 

(ka ~ < 1), e da difração para os valores mais altos (ka ~ >1). 

~ importante se notar na Figura (Vl-7a) e no de

talhes desta, que exatamente na zona de predominância da inér 

eia, existe uma região de interceção de Morison e da difração; 

faixa (rr/21;, ka '.( 2rr/l O) para a qual tanto a formulação de 

Mor i son como da difração conduz a resultados semelhantes. 

Como complementação destes resultados, que vao 

gradualmente se orientando a definição de 1 imites mais precisos, 

para os efeitos comparados neste Capítulo, a Figura (Vl-8) mos

tra o grau de participação em percentagem de cada um destes efei 

tos, no cômputo global das forças, em função de (ka), tornando

-se os valores obtidos para Morison como comparação, atribuindo 

- 1 he o peso ( 1 O O%) . 

Outra vez se evidencia o fato de pouca represe~ 

tatividade do arraste para valores não muito baixos de (ka), 

sendo que é poss Ível i nsti tu ir o 1 imite de ~ rr/21 (5 %) de pa~ 

ticipação do arraste na força total); como limite da influência 

dos efeitos de viscosidade, desde que controlado o parâmetro de 
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(H/0~<5). 

1 ece-se como 

Para a influência dos efeitos de inérica, estab~ 

imite, o valor de ka ;\; 21r/l O, que corresponde a-

proximadamente a diferença de 5% no 1 imite superior da 

de interseção das formulações de Morison e da difração. 

faixa 

A par-

ti r deste 1 imite ambas as formulações se defasam violentamente, 

fato que indica a inadequação da Equação de Morison para o pr~ 

blema, uma vez que os resultados obtidos por esta, conduziriam 

a valores ultra-conservadores. Portanto, acima de ka~21T/10 e 

abaixo de ka ~ 1T (ponto em que a onda vê a estrutura, como uma 

imensa parede vertical = condição intuitiva de reflexão total) 

tem-se a região de influência da difração. 

As Figuras apresentadas sao muito sugestivas; de 

sua análise e interpretação, outras tantas informações 

ser extraídas. 

VI .6 - COMENTARIOS 

poderão 

Como pode ser facilmente percebido, a formulação 

de Morison (E.M.) e um resultado semi-intuitivo, pois nasce de 

um termo de inércia, que é exatamente a forma que resulta da 

teoria de fluxos não viscosos; enquanto o arraste, surge da for 

ma usada em fluxos permanentes. Esta formulação pode se conci 

liar com a análise dimensional do problema se os coeficientes em 

pírico CM e forem considerados como dependentes de Re , 

deslocamento relativo, o ângulo de fase e etc .... A suposição 

de valores constantes para CM e c
0 

num ciclo do movimento e 

cômodo, e parece ser válido para ci 1 indros 1 isas, mas não para 

cilindros rugosos, pelo menos para valores intermediários de 

(H/D) 11031. 

A E.M. fornece as forças de onda sobre corpos 

delgados e representa a forma assintótica da teoria da difração 

(T.D.) quando (ka-+ O) Se os efeitos da viscosidade são des 

considerados, a T.D. fornece resultados semelhantes ao termo 

de inércia da E.M., quando nesta última (ka >> 1). 
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A T .D. apresentada neste trabalho, representa a 

solução exata do problema da difração para estruturas cilíndri 

cas circulares verticais. E como foi visto, o coeficiente efe 

tivo de inêrc ia c* 
M = + c' se aproxima de 2 , O , quando ka + O. 

Então, a T. D. se conduz a E. M., quando ka + o. 
' 

mostrando 

que para ka «:: rr / 1 O pode-se estabelecer um 1 imite prático de 

utilização da E. M. , a partir do qual a T . D • poderá ser i n d is 

cutivelmente utilizada. 

VI. 7 - CONCLUSÕES 

O estudo desenvolvido neste Capítulo, pode ser 

apresentado graficamente, e de uma forma tal, que reuna todas 

as condições possíveis, a ponto de sugerir com segurança a apli 

cação de seus 1 imites. 

A Figura (Vl-9) mostra um procedimento convenien 

te de representação das regiões de apl icabi 1 idade da teoria da 

difração não viscosa e da Equação de Morison, para uma estrutu 

ra cilíndrica circular vertical. 

O gráfico é plotado para linha de máxima inclina 

çao da onda, isto é, para o maior valor possível de H/L = 1/7 

(máximo valor para existência de ondas em águas profundas), e 

todos os casos possíveis estão representados abaixo desta 1 inha. 

A região duplamente achuriada, 1 imitada pelos pontos H/0 «:; 1 e 

ka 2rr/1 O, mostra a zona, em que ambos os procedimentos pod~ 

rao ser utilizados. As regi Ões para 

( e f e i tos v i s coso s p r ed o mi na m} , e k a 

grandes valores de 

(efeitos de difração 

H/ D 

p red~ 

minam}, mostram zonas em que um nem outro procedimento 

ser aplicado. Também, pode-se observar, que nunca os 

viscosos e de difração acontecem ao mesmo tempo. E os 

poderá 

efeitos 

efeitos 

viscosos, por outro lado, só tem relevância, onde a Equação de 

Morison é válida. 

Para H/0 > 6,0 a força de arraste viscosa sera 

maior que 5% da magnitude da força hidrodinâmica total, e 
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L ~ 21 vezes D, todavia uma modificação, num dos parâmetros en 

volvidos na plotagem da curva, poderá alterar estes valores, 

tal como a percentagem do arraste em relação a força total. 

A região achuriada indica tambêm a zona onde a 

força está em fase com a aceleração das partículas 

para ka < 211/l O a solução aproximada (E.M.) pode 

para o cálculo das forças. 

da onda, e 

ser usada 
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CAPITULO VII 

PARTE 

VI l . l - l INTRODUÇIIO 

Na análise da interação onda-estrutura, em estr!:!_ 

turas fixas parcialmente submersas em água, se requer consider~ 

ções especiais que não surgem nas estruturas em terra. Qualquer 

procedimento, visando compreender o fenômeno, deverá reconhecer 

a presença de solicitações dinâmicas adicionais, bem como, medi 

ficações nas propriedades dinâmicas causadas pela água ci rcun

dante, uma vez que, o comportamento dinâmico da estrutura é no 

tadamente diferente. 

As formulações apresentadas para o cômputo das 

solicitações pressupoe a estrutura como sendo rígida; no entan 

to, se a estrutura tiver uma resposta dinâmica, seus movimentos 

induzidos serão significativos, quando comparados com as veloci 

dades e acelerações das partículas d'água, e neste caso deveria 

ser considerado o movimento da estrutura. 

Ê sabido que o parâmetro mais importante, que d~ 

termina a sensibilidade das estruturas no mar aos efeitos 

que coincide 

dinâ 

com micos é a freqüência natural da estrutura; 

freqüência de excitação (desprendimento de vórtice, onda,etc .. ) 

produzirá uma condição de ressonância, e conseqüente aumento da 

resposta. Três quantidades são importantes na determinação das 

freqiiências naturais: a massa efetiva da estrutura, a rigidez e 

o amortecimento, que em relação a freqüência de excitação e a 

natural, determinam zonas características de suas influência, e 

o controle do comportamento da resposta. 

Uma modelagem matemática do problema interação 

acoplando a estrutura e água, considerando-se adequadamente as 

leis hidrodinâmicas e constitutiva, parece ser no presente, ain 

da impraticável ] 183
], as razões são perceptíveis: o desconheci 

mente Íntimo das leis físicas e a falta de procedimentos comp!:!_ 
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tacionais dlsponiveis para problemas desta complexidade. 

O valor dos resultados de uma análise 

depende da aproximação envolvida no estabelecimento de 

dinâmica 

modelos 

matemáticos para a estrutura e o mar, bem como na seleção de 

várias condições de cargas dinâmicas. Em geral a formulação do 

modelo, e a análise dos resultados são as fases mal s críticas 

da análise dinâmica, ainda não considerado que o mitodo partic~ 

lar de anál is.e não introduza erros adicionais na solução do mo

delo para cargas especificas. 

Efetivamente um mitodo Cnumirico) para a análise 

dinâmica depende primariamente de dois fatores: a minimização 

do armazenamento e do tempo de execução computacional. 

O presente trabalho faz uso de um programa (LORANE/ 

/DINA) que atende estas caracteristicas conforme mostrou 
99

1 no seu meritõrio trabalho. 

Li ma 

Deve ser notado que, sem as devidas simplific~ 

çoes, uma estrutura apresenta um numero muito grande de 

de liberdade, quando submetidas às cargas dinâmicas. Uma 

preocupações principais na escolha do modelo matemático é 

zir o problema a um número limitado de graus de liberdade. 

graus 

das 

redu 

Por 

isso, uma considerável reprodução do comportamento dinâmico es 

parado do sistema, precisa estar presente, se um modelo ma-

temático realistice é estabelecido. O modelo precisa ser capaz 

de representar a ambos, a significativa propagação da onda e o 

comportamento da vibração estrutural. 

Graças a potencial idade do programa utilizado 

neste Capitulo (Lorane-Dina), a análise dinâmica através dele, 

permite se obter as frequências naturais, os modos normais, as 

respostas: transiente, em frequência e aleatõria pelo método di 

reto ou modal. Com estes procedimentos ter-se-á com grande fa

cilidade e confiabil idade nos res:,ltados necessários a um progr~ 

ma de projeto. 
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Neste Capítulo, em sua primeira parte, apresent~ 

-se a teoria básica da dinâmica das estruturas, destacando-se 

aspectos do comportamento dinâmico de estruturas no mar. 

gunda parte é reservada às aplicações práticas, com a 

A se 

análise 

dinâmica de várias estruturas. A terceira e última parte, se 

destina a interpretação dos resultados do trabalho, conclusões, 

e recomendações. 

V 1 1. 1 -2 - SISTEMAS COM UM GRAU DE LIBERDADE 

Os tipos .de estrututas "oó6-<1ho1t.e" para as quais 

o presente trabalho se orienta, são estruturas em que seus mem 

bros (ou a estrutura toda) possuem uma d i_mensão predominante em 

relação as outras; de forma que poderão ser representadas por 

componentes c i I índ ricos engastados no fundo do oceano (ou no 

"c.ai<1<1on"), de modo que seu comportamento se assemelha a de uma 

viga em balanço, e o sistema com um grau de liberdade 

ta a primeira aproximação para o problema. 

represen 

Sabe-se que as ondas produzidas num estado de 

mar aleatório, pode fazer com que a estrutura vibre em muitos 

de seus modos. A faixa de freqüêncla das forças causadas por 

ondas podem ir de O, O 4 Hz a 0,70 Hz [ 118
], que correspondem 

a comprimentos de onda desde 975 a 3m. Nosúltimosanoses 

truturas construídas em águas profundas, com lâminas d'água de 

1 O O a 200 m, têm apresentado sensíveis freqüências de vibra-

çoes (ordem de O, 1 2 5 Hz a 0,25 Hz), caindo dentro do es pe.<:_ 

tro de freqüência do mar; estas freqüências passam pelas fre

qüências de flexão da estrutura aumentando a chance da estrutu 

ra experimentar vibrações extremas, e conseqüentemente desas 

tres. 

Para estes tipos de estruturas, o primeiro modo 

de forma, e o mais importante modo de vibração, e corresponde a 

mais baixa ou natural freqüência flexional da vibração. Ainda 

que altos modos existam e possam ser excitados, as amplitudes 

de tais vibrações tendem a diminuir rapidamente devido ao amor 



207 

tecimento estrutural e do meio (mar), por esta razao, o modelo 

matemático de uma estrutura 11 066-<1hafle 11 fixa será tomado com um 

grau de 1 i berdade (na primeira aproximação). 

Vll.1-2.1 Vibraç~es Livres 

A estrutura é representada por um modelo, com a 

inércia de uma simples massa ( M) e a rigidez de uma mola ( k ) ' 

Figura (Vll-1), sem o amortecedor. Considera-se a massa se mo-

vendo na direção transversal (direção da força) e somente uma 

coordenada, x, define sua posição. Deste modo, o modelo é des-

cri to como um sistema de um grau de 1 iberdade (SUGL); este sim 

ples modelo pode proporcionar resultados vantajosos em muitos 

casos práticos de engenharia, e ao mesmo tempo, um adequado mo 

delo para uma avaliação inicial. 

Seja um sistema, massa mola, simulando a estrutu 

r a , onde F 
o 

-e uma força estática, 

Uma força igual 

que deforma a mola de uma 

restau quantidade (x ) . . o 
radora da mola) surge. 

K x 
o 

força 

( V 1 1 • 1 ) 

Se (F) e removida instantaneamente, o sistema 
o 

dei xará seu equ i 1 Íbr io e osc i 1 ará, sendo que o excesso de força 

na mola causa uma aceleração na massa; e o movimento chamado 

harmônico simples (MHS). 

radora será: 

F = K X 

logo: 

M x -F=-Kx ou 

com as 

Para qualquer tempo, a força restau 

e x= d 2 x/dt 2 

Mx + Kx = o 

para t=t, a solução é: 
o 

(VI I-la) 

(Vll.2) 
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X = X cos 
o wl ( t - t 1 - o ( V 1 1 . 3) 

para t > t o' 
apos a liberação de F 

o 

X = w2 X cos wl ( t - t ) - w2 X 
1 o o 1 

( V 1 1 • 4) 

a aceleração mâxima ocorre no ponto em que o movimento muda de 

direção, isto é x = x
0

, 

- w 2 
1 

X 
o 

Levando-se a Eq. (VI J. 5) em (Vll.21, tem-se: 

rds/ 
s 

(Vll.5) 

(Vll.6) 

w
1 

= freqüência natural circular da estrutura; o subíndice (1) 

denota (S.U.G.L) 

freqüência natural ( H ) 
z 

e = = Período (s) 

entao: 

( s ) = ~ 
2 Tr M 

(V 1 1. 7) 

O exame da Equação ( V 1 1 • 6) revela que a 

quencia natural de oscilação da estrutura cresce com o 

mento da rigidez ou pela redução da massa. 

fre

cresci 

Nesta idealização, nao existe energia absorvida 

pelo sistema, e a amplitude de oscilação do deslocamento, ten-

soes, etc ... , permanecem constantes. Na verdade, todas as es 

truturas reais dissipam energia (conversão de energia cinética 

em calor) e a amplitude diminui do valor inicial. A taxa de ab 

sorção desta energia e a consequente amplitude de decaimento, de 

pende de uma propriedade da estrutura chamada amortecimento. A 

energia absorvida ocorre devido ao atrito interno do material, 
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devido aos efeitos de fricção nas vinculações, e tambêm a dissi 

pação no solo e âgua circundante. 

Na prática e conveniente e real Ístico represe~ 

tar-se todo o amortecimento como uma força resistente ao movi-

mento e proporcional a velocidade, isto é: 

C X ( V 1 1 . 8) 

Esta força de amortecimento (FA) tem um mâximo 

quando a velocidade é mâxima, isto é, quando o deslocamento pa~ 

sa em sua posição mêdia. Esta forma de amortecimento e denomi 

nada de amortecimento viscoso, porque pode ser reproduzido pelo 

movimento de uma placa num 1 íquido viscoso. Ele ê representado 

esquematicamente na Figura (VI 1-1) sem o carregamento harmônico. 

A Equação do Movimento (VI 1.2) fica: 

Mx + ex + Kx o ( V 1 1 • 9) 

Para este caso, retirado (F ) bruscamente, as 
o 

amplitudes do deslocamento (p] diminuirão devido a presença do 

amortecimento. A amplitude decai logaritmicamente, e uma medi 

da desta, é definida como o logaritmo natural da amplitude de 

dois sucessivos picos na oscilação, então, o decaimento logari!_ 

mico ( o), sera: 

o = 2n ( _ª_n __ ) 

ªn+ l 

o, também representa a variação da energia num ciclo de 

menta, para pequenos valores deste vem: 

o=-
2 

Energia (n) Energia (ªn+il 

Energia (n) 

(VII.TO) 

d ec a i -

( V 1 1 • l 1 ) 

O crescimento do amortecimento, estrutural e ma 

nifestado por um mais râpido decaimento na amplitude do movimen 
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to, logo apos a retirada da força (F ) . Se o amortecimento cres 
o 

ce a estrutura logo retorna ao repouso. Se o amortecimento 

cresce suficientemente uma condição i alcançada, em que o deslo 

camento decai ao repouso. sem passar pela posição midia, este 

amortecimento i chamado de amortecimento crítico (C ) . O amor
e 

tecimento estrutural pode ser expresso em termos deste amorteci 

mento, logo: 

c 
e 

2 I M K ( V 1 1 • 1 2) 

a medida do amortecimento idada pela taxa de amortecimento (~) 

c c -----= --= 
2 /Mi( 

c 
2Mw 

( V 1 1 • 1 3) 

O termo da massa na Eq. (VJJ.12) pode ou nao con 

ter a massa adicional e os efeitos da água dentro da estrutura. 

Uma propriedade do amortecimento viscoso e que a 

energia dissipada por ciclo de oscilação cresce 1 inearmente com 

a freqüência do movimento. 

Embora o amortecimento histeritico representem~ 

lhor a energia dissipada dentro do material, e o amortecimento 

de atrito seco melhor represente as perdas nos vínculos; o amo~ 

tecimento viscoso muito melhor representa todas as perdas, e es

tas juntas com a manutenção da linearidade das equações fá-lo a~ 

piamente usado e univirsalmente aceito 4 l 1 • 

A Tabela a seguir mostra alguns valores do amor

tecimento viscoso em estruturas: 

Material o ~ 

Aço Caldeado o , o 3 0,005 

Concreto = 0,06 O, O 1 O 

TabelaVJJ-1 
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Vll.1-2.2 - Resposta para um Carregamento Harmônico Simples 

E particularmente vantajoso a representaçao do 

carregamento por uma função coseno, uma vez que as estruturas 

analisadas se encontram na zona de predominância da inércia, e 

mesmo que, esta função e usada diretamente para a análise de 

estruturas sujeitas ao desprendimento de vórtices, oscilações 

induzidas por fluxos e muitas formas de forças mecânicas, 

as cargas causadas por bombas, geradores e máquinas. 

como 

F F cos wt 
o 

( V 1 1 . 1 4) 

Seja a resposta forçada para um (S.U.G.L.) su-

jeita a uma força senoidal, Figura (Vll-1). 

A equaçao do movimento ser a : 

M X + e x + K x = F cos wt 
o 

cuja solução e: 

X = X o 
cos ( (1) t - qi ) (Vll.15) 

onde: 

x - (1) X sen (wt -<j)) 
o 

( V 1 1 • 1 6) 

e 

X = - (1) 2 X cos (w t - <j) ) = - (1)2 X 
o 

(Vll.17) 

= amplitude do movimento 

<j) ângulo de fase entre a força aplicada e o movimento 

e 

X 
o 

qi = 
-1 

tan 

F 
o 

e w 

K - Mw 2 

(V 1 1 • 1 8) 
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A Eq. (Vli.18) representa a condição permanente, 

e pode ser colocada dimensionalmente: 

Taxa de freqüência 8 = 
w Freqüência Forçada 

( V 1 1 • l 9) 
w

1 
Freqüência Natural 

Taxa de Amortecimento = 
Valor do Amortecimento 

Valor do Amortecimento Crítico 

(Vli.20) 

usando estas últimas equaçoes e (VI 1.6) o deslocamento dado por 

(VI 1.18) ficará: 

com 

x = [ K / (1 - 82): o 

q, = 
-1 

tan [ 2 I; 8 

l - 82 

J cos (wt - <j,) 
(21;8)2 

J 

A amplitude da resposta pode ser 

( V 1 1 • 2 l ) 

(Vll.22) 

representada 

a dimensional mente pe Ia definição de um fator de amplificação d i

nâmi ca (FAD) 

F A D , Q = Amplitude 

deslocamento estático equivalente F / K 
o 

(Vll.23) 
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ou 

Q = (Vll.24) 
/ ( l - B )2 + ( 2 i; 8)2 

Q e cf> podem ser plotados em função de B para 

várias percentagens de amortecimento, produzindo os gráficos bá 

sicos e tão conhecidos da dinâmica. 

Da relação X versus B ( E q . V-22), mostra que 

B 
w < deslocamento controlado pela rigidez. se o e 

wl 

Por exemplo: se w = wl ' a mâxima deflexão e '\, 
'\, 13% > que 

3 
a produzida pelo carregamento aplicado estaticamente. 

xas de freqüência nesta ordem ou maior, os mêtodos 

sao inadequados. 

Para ta 

estáticos 

Se 

deflexão estática, 

B :); l a resposta pode ser 

i; << l • 

muito maior que a 

especialmente se 

Quando B = l a freqüência forçada e a natural 

coincidem, isto é chamado de ressonância. Esta ê a área da cur 

va da resposta de maior interesse nos problemas dinâmicos. Na 

ressonância a amplitude ê governada pelo amorteci menta e se este 

tende a zero 

ta é atingida. 

(!;+O), então teoricamente uma amplitude i n f i n i 

Para B >> l , a resposta e reduzida, e controla 

da pela massa com maior intensidade que a rigidez e o amorteci

mento. A Figura (Vll-2) mostra estas regiões característicasdo 

comportamento da resposta. O crescimento do amortecimento re-

duz as amplitudes para todas as freqúºências forçadas. O Pico da 

resposta ocorre para B = l para baixo amortecimento. Mas para 

amortecimentos muito altos (B= 0,5 e 1,0) o pico é para bai 

xas freqüências forçadas (isto é, para B < l). A freqüência de 

oscilação para que o deslocamento de pico, com um dado amorteci 

menta, ocorra é dado por: 

N = 
2 rr I 

K 

M 
(VI 1 .25) 
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Como nas estruturas em engenharia civil, o amorte 
- -cimento estrutural e pequeno, entao seus efeitos sobre as fre-

qÜências naturais podem ser desprezados, e a Eq. (VI 1-25) se 

reduz a (VI -7) 

2'TT 

e as três regiões da Figura (Vll-2) pode ser discutida: 

1?) Região de baixa freqüência forçada 

2?) 

3?) 

f < N 1 ( f ~ w/2 'TT) 

F 
X + o cos wt com f + o 

k 

a resposta dominante e controlada pela rigidez. A 

e própria para análise estática, baseada no 1 imite 

região 

s u p !. 

rior da combinação do carregamento estático e dinâmico. 

Região próxima da ressonância f '\, 

N 1 '\, 

F 
+ 

o ( wt + 2-) f N 1 X cos com + 

2 kl:; 2 

-a resposta e predominantemente controlada pela força de 

amortecimento (C) A análise dinâmica é essencial e a 

resposta e muitas vezes maior que a 

estática. 

prevista pela análise 

Para região de altas freqüências forçadas 

F 
X + o cos (w t + 'TT ) com f + "' 

Mw 2 

a resposta e predominantemente controlada pela massa ( M). 

A resposta e pequena quando comparada com a força estática 

de mesma magnitude, todavia ao cálculo da fadiga pode ser 

importante. 
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A amplificação da amplitude na ressonância em re 

lação ao deslocamento estático vem da Eq. (Vll.23, 24): 

Q ~ (Vll.26) 
21; 

( F AD ) so é função do amortecimento, se relacionando com este 

através de outras expressoes: 

taxa de amortectmento 
e 

2 !Mi< 

% do amortecimento crit[co: y= l;xl00% 

decremento logarítmo o = 2 'li 1; (Vll.27) 

então FAD ser a: Q = 
'1T 

õ 
(para ressonância) 

Por estas expressoes, a Eq. (VI 1 .13) pode 

cera força de amortecimento na equação de movimento por: 

forne 

C = 2 M N
1 

ó (Vll.28) 

Foi realçado nesta seçao a importância das rela 

çoes entre a freqüência de excitação (w) e a frequência natu-

ral ( w
1 

), particularmente se o amortecimento estrutural é bai 

xo. Em muitos casos, previamente dá-se a conhecer a possibili 

dade da resson~ncia ocorrer; ent~o antes de mais nada, a inacel 

tabilidade desta condição deverá ser evitada. Para isso, a Ta

b e l a (V 1 1. - 2 ) 41 
1 mos t r a a f a i x a d e f r e q ü ê n c i a s e n v o l v i d as nu ma 

série de casos de forças dinâmicas devido ao meio fluido. 
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Tipo de Força Fluídica 

Vento turbulento 

Velocidade variável no fluxo da mare 

Desprendimento de vórtice 

Força das ondas 

F a i x a T í p i c a de 
Freqüência (Hz) 

O, O 5 20 

l 'o l o 
O , 5 3, o 
O, O 5 l 'o 

Período (S) 

20 o, o 5 

l ,o - o ' l 
2 O, 3 

2 O l , O 

Ondas de longo período 

Fluxo das marés 

0,001 - O, O 5 l O O - 20 

0,0002 5000 

Ta bel a VI 1-2 

Forças fluídicas e suas freqüências típicas 

V 1 1 . 1 -3 - SISTEMAS COM VARIOS GRAUS DE LIBERDADE (SUGL) 

Tal como foi visto na seçao anterior, os S.U.G.L. 

descrevem bem o princípio básico dos problemas dinâmicos, e 

tem sucesso em muitas aplicações estruturais; todavia, sao 

inadequados para representarem uma série de problemas mais com-

plexos em engenharia. Para estes casos muitas massas, molas e 

amortecedores são usados na descrição do modelo, assim como, es 

tas massas podem se mover em muitas direções, .estando por isso, 

associadas a vários graus de liberdade. 

rotaçoes por massa) daí a denominação de 

graus de liberdade. 

(Até 3 transações e 3 

sistemas com vários 

A proposição primária e dividir a estrutura (dis 

eretizar o contínuo) e, vários pontos, sempre maior, que o sim 

ples sistema massa-mola-amortecedor (SUGL); permitindo com isso 

uma maior precisão no cálculo 

xa (freqüência fundamental). 

da freqüência 

Em continuação, 

natural mais bai 

se calcula as fre 

qüências mais altas e 

distribuição completa 

depois a forma defletida. Na teor i a , a 

nume de massas na estrutura, conduz a um 

ro infinito de freqüências naturais, todavia, somente as cinco 

primeiras são geralmente importantes, para estes tipos de pr~ 

blemas. ta seleção adequada dos sistemas massa-mola, uma dos 

mais difíceis tarefas na análise dinâmica. 
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V 1 1. 1 -3. 1 Vibrações Livres em Sistemas com Muitos Graus de 

Liberdade 

Tal como se conhece na mecânica das estruturas, 

o procedimento matricial poderá ser aqui utilizado; então a 

equação do movimento (VI 1.2) poderá ser reescrita novamente, so 

que para um sistema com "n" graus de liberdade (n.G.L.) 

.. 
Mx+kx=O (Vll.29) 

onde: 

Ml o o 

o M2 
e a ma t r i z de massa dis 

M = c reta (matriz diagonal) 

o M 
n 

K = é a matriz de rigidez 

k 
n 1 

k 
nn 

e 

X 1 X 1 

.. 
X2 x2 -sao os vetores de deslocamen 

X = e X = 
to e aceleração 

X X 
n n 
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- • ( 1 ) 
Considerando que a matriz harmon1ca 

; x sen (w t), Eq. (Vll.29) pode ser reescrita 
o n 

(k w2 M) x o 

para a solução nao trivial 

det. k - w2 M ; o 

que conduz a um polinômio de grau "n" em w2 

a (w2)n + 
n 

( 2)n-l 
a 

1 
w n- ······ª1(w2) + a ; O 

o 

X ( t) ; 

(Vll.30) 

( V 1 1 • 3 l ) 

(VI 1.32) 

cuja a solução fornece as "n" freqüências naturais que estao 

associadas aos modos de forma (forma defletida ) . 

trar todas as 

Na prât ica 

freqüências 

muito raramente se necessita encon-
( 2 ) 

para um SUGL , de forma que alg~ 

rítmos especiais são usados para encontrar as primeiras cinco, 

ou todas as freqüências que ocorrem dentro de uma faixa de fre 

qüências especificadas; uma vez que a utilização de (Vll.31) se 

torna inadequada com o crescimento de "n". Uma destas têcnicas 

consiste reduzir a Eq. (VI 1.30) a forma: 

(A - À 1 ) X o (Vll.33) 

onde 

ma t ri z unitária 

-1 
(Vll.30) X M na equaçao vem: 

- l 
k w2 ) o M X ; (v11.34) 

( 1) Todos os pontos descrevem movimentos harmônicos e em fase 

(todos os pontos tem o mâximo deslocamento ao mesmo tempo) 

( 2) Para n com mais de G.L. usam-se mêtodos diferentes 

do apresentado (numéricos) 
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que e comparada com a anterior quando 

A M ' k e À = w 2 (Vll.35) 

M e k sao simétricas, A= (M-l k) é uma matriz assimétrica, 

por isso, este procedimento não é o mais indicado. Para superar 

esta dificuldade, através de uma mudança de coordenadas, y, p~ 

de-se obter uma equação da forma da (VI 1.32) onde A e simétri 

ca ou seja: 

y = X ou X 
-1 / 2 

M y (VI 1.36) 

pré-multiplicando por (M-l 12 ) e fazendo a substituição em X na 

equação (VI 1-31 ), tem-se: 

ou 

onde 

-1 / 2 
M k 

(Vll.37) 

(A - ÀI) y o (Vll.38) 

A é simétrica e À= w2 (VI 1 .39) 

A partir daí, sao inúmeros os processos de solu 

çao do problema típico de autovalor (Eq. Vll.38), onde os valo

res de À são denominados autovalores, e estão associados aos 

vetores y (autovetores). 

Os auto-valores estao relacionadas as freqüé~ 

cias naturais (Eq. Vl:1.39) e os autovetores (y) aos modos de 

forma; porém estes estão distorcidos pela transformação de coar 

denadas, e uma retro transformação conduz as coordenadas orig_i_ 

nais (Eq. VI 1.36). 
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VI 1 .1-3.3 - Método da Superposição Modal 

Seja a equaçao do movimento: 

Mx + C x + k x = F (t) (Vll.40) 

diferenciais. 

Que representa um sistema simultâneo de equaçoes 

E possível através de uma mudança de coordenadas 

desacoplar estas equações, tornando-as num sistema de "n" equ~ 

ções diferenciais ordinárias independentes; e cada uma 

ser trabalhada individualmente, como se fosse um sistema 

p 1 e s com G L. 

O desacoplamento destas equaçoes e feito: 
-lando-se primeiro os autovalores e autovetores da equaçao 

poderá 

sim-

ca I cu 

red u 

zida M x + kx = O, por algum método qualquer, tais como os 

apresentados na 

-se uma matriz 

seçao 

<ll ( n X 

anterior. Com os 

n ) • Efetuando-se 

y e pré-mui tipl icando (VI 1.40) por 

autovetores, 

a transformação 

~ T, chega - se: 

monta 

X = 

( V 1 1 • 41 ) 

Considerando que a matriz de amortecimento C se 

ja bem comportada, ou seja, atenda certas condições (C a M + 
o -

+ ª1 
d e z) , 

k . ·. combinação 1 inear da matriz de massa e de rigi

será possTvel manter as condições de ortogonal idade para 

e' onde a 
o 

são constantes dependentes das freqüências 

naturais, e 
e ª1 

obtidas pelo processo da matriz de amortecimento de 

Ral eygt 31 J, através da fixação da percentagem de amortecimen 

to sobre dois modos, em que se tem muito controle. Desta forma 

se consegue o desacoplamento. Na verdade, as coordenadas, y ' 

sao os modos normais e representam a contribuição do movimento 

global para cada modo independente da estrutura. De fato, a 

operação de desacoplagem é possível graças a propriedade de or

togonal idade dos modos normais; e também que a energia contida 
-em um modo e independente da energia contida em um outro modo 

4 1 1 • 
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A equaçao de ordem "i" de (VI 1 .41) tem a forma: 

Mt Y. 
- 1 1 

+ • e~ v. 
1 1 

+ K~ y. 
1 1 

= q,. F ( t) 
1n n 

(VI 1 .42) 

que e idêntica a equaçao para SUGL; com exceção de que devido 

ao desacoplamento a excitação consistirá agora numa soma de "n" 

forças de excitação. 

Encontrada a resposta em coordenadas modais, Y, 

se processa o retorno as coordenadas originais (x) atravês da 

equaçao 

X = </> y (VI 1 .43) 

O mêtodo da superposição pode ser sumarizado J 31 J: 

aL Monta-se a equaçao do movimento 

mx+cx+kx F ( t) 

conhecidas ~, ~, c e F ( t) 

b) Com (~ - W
2 

~) X Ü 

w2, wn) -

encontra-se as frequências 
-
X 

n -
c) Obtem-se as matrizes generalizadas 

M~ = <I> '. M <I>. <!>'. K <I>. = M. w~ 
_, - 1 - 1 - 1 1 1 1 

naturais 

<I> 
n 

</> '. F 
1 

d) Equações modais com 1 GL, com ou sem amortecimento (Equa-

ção de movimento desacopladas) 

Yi + 2 /;i Wi Yl + w~ Y. 
1 1 

= 

e) A integração da equaçã.o anterior conduz a equaçao de Dulhamel 
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Y. 
1 

M. wD. 
F. ( t) l

t 

1 
o 

-f;. w.(t-·r) 
e 

1 1 
sen wDi (t-·rl Fi (-r) dT 

1 1 

onde 

w
0 

= freqüência da vibração amortecida 

Vibrações modais 1 ivres: se a 

brações modais 1 ivres com c. i. 

tem-se: 

equaçao de 

Y. (D); e 
1 

-f;. OJ, t 
1 1 y. = e 

1 [ 

y. ( o ) + y. ( o ) f;. OJ. 

- 1 OJ: i 1 1 

(d) for para vi 

y. ( o ) 
1 

dadas, 

Isto pode ser obtido da especificação inicial 

do deslocamento x (O) e a velocidade x (O) expressa nas 

coordenadas geomitricas iniciais, como o seguinte, 

cada componente modal. 

para 

y . ( o ) 
1 

~: m x(D) IM~ 
_, - 1 

e y. ( O) 
1 

. . 
= ~ '. m ~ (O) 1 M* 

1 - i 

Retorno as coordenadas originais x 

h) Cálculo das forças resistentes (fR) 

fR = K x = K ~ y 

ou 
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VI 1.1-4 - EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

A equaçao do movimento para a estrutura mostrada 

na Figura (VI 1-3), é obtida através das forças de onda sobre 

uma estrutura elástica. 

= pA e u -pA e X 
s m . s 1 

1 1 • 1 • + - p U - x x (U - x} D CD 
2 

(Vll-44) 

onde 

M = massa por unidade de comp. da estrutura 

~ coeficiente de amortecimento da estrutura (pode ser medido 

pelo decaimento da vibração livre no vácuo} 

A Equação (VI 1.44} e de um oscilador nao linear, 

e em geral nao tem uma solução fechada, a nao 1 inearidade resi . 
de no termo de arraste. Todavia, se u >> x, este termo pode 

ser 1 inearizado 1 12 I: 

(V 11.45} 

em que: 

e U >> X 

Vll.1-5 - SOLUÇÃO DA EQUAÇÃO DO MOVIMENTO LINEARIZADA 

A Equação (Vll.44) fora movimentos muitos pequ~ 

nos da estrutura (linearizada}, se reduz: 

(Vll.46) 
2 

onde: 

M massa efetiva da estrutura por unidade de comprimento, in

cluindo a massa adicional e o fluido arrastado 



225 

(Vll.47) 

a freqüência natural ( w ) e o fator d e a mo rt ec i me n to d a 
n estru 

tura são diminuídos de alguma coisa pela massa do fluido arras 

tada pela estrutura: 

onde 

w o 
;_K_ 

M 
e 

w 
n 

w 
o 

; ; 

(l+pAC/M) 112 
s I e 

(freqüencia da estrutura medida no vicuo) 

e ; fator de amortecimento no vacuo "o 

wN ; freqüência natural da estrutura imersa no fluido 

(VI 1 .48) 

A equaçao do movimento (VI 1.46) ê linear no deslo 

camento x e pode ser resolvida expandindo-se o termo de arras

te, deslocamentos em sêrie de Fourier. 

V 1 1 . I -5. 1 Movimento Oscilante da Onda 

Para uma onda senoidal em aguas profundas, a velo 

cidade do fluxo oscilante ê dada por: 

U ; - A w 

onde: 

X ; Ü 

ky 
e 

e 

sen 

w ; 

(kx-wt) U sen wt 
m 

freqüência circular da onda 

(Vll.49) 

o termo de amortecimento e expandido em sêrie de Fourier: 

JuJu; U 2 
J s en wt 

m 
sen wt; u2 

m 

00 

l ( V 11. 50) 

R,;] ,3,5 
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onde os coeficientes sao: 

c9., = 2 [ l - 9., 2 
J (9., 2

- 4) J J (n9.,) 

que calculados se tornam: 

c 1 = 0.8488 

c 2 -0,1698 

c = -0.0242 
3 

( V 1 1 • 5 Oa) 

analogamente, o deslocamento (x) e expandido em série 

X l (a9., sen K w t + b9., cos K w t) 

9.,=l 

(VII.SI) 

Substituindo as Eqs. (Vll.49, 50, 51) em (Vll.46), 

e comparando os coeficientes de Fourier em cada termo da Equa-
1 2 1 ção, determina-se as constantes 

tão será: 

X e 
D m 

p.D2 

m 

A 
(-5 ) 

D 2 

+ 2 f;N 
w sen wt } Q1 + (~) 

2 m 

00 

X l 
9.,=l , 3, 5 

onde 

{ [ 1 - ( 9.,w / w N )2 r + 

e 

w 

A solução J en 

(~)
2 J cos wt + 

WN 

X 

cos 9., w t} Q9., (Vll.52) 

(Vll.53) 

A resposta dinâmica típica para este modelo de es 
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trutura é dada na Figura (VI 1 .4), como uma função da relação de 

freqüência da onda e da estrutura. A resposta da estrutura e 

expressa pela relação entre a resposta dinâmica, é a deformação 

produzida pela mâxima carga do fluido aplicada estaticamente. A 

anã] i se das zonas de comportamento da resposta em função da re-

1 ação de freqüências jã foi discutida na seçao (Vll.l-2.2). 

V 1 1. l -6 PROPRIEDADES FfSICAS PARA A ANALISE DINAMICA 

As propriedades físicas.da estrutura devem ser 

conhecidas de modo que um modelo analítico idealizado para ser 

construído e dinamicamente analisado. 

Em essência, isso envolve calcular para a estrut~ 

ra os coeficientes individuais do lado esquerdo da equação do 

movimento. 

M x ·+ e x + K x F ( t) 

Isso requer o conhecimento da massa, da rigidez e 

do amortecimento da estrutura. O termo do lado direito da equ~ 

ç a o f o i o b j e to d e estudo nos C a p í tu l os 1 1 e V, p a r a ondas e c a r 

gas induzida por fluxo respectivamente. 

Quando tais dados físicos forem determinados, as 

técnicas anal Íticas descri tas neste Capítulo podem ser 

das para determinar a resposta dinâmica da estrutura. 

VI l . l - 5~. 1 Massa 
/ 

ap 1 i ca 

A primeira etapa no câlculo da massa de uma estru 

tu r a é obter d e ta l h e s d a ma s s a e s t r u tu r a 1 e sua d i s t ri b u i ç ão, i ~ 

cluindo o meio circundante. Em geral, isso é uma tarefa fâc i l. 

Deve ser notado que é melhor errar em superestimar a massa, uma 

vez que esta conduzirã a uma freqüência natural mais baixa da 

que provavelm~nte ocorrerã. 
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FIG. W. 3 - Acão do fluxo num sistema com 1 G. L. 
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FIG. 'iZII. 4 - Resposta dinâmico típico poro uma estruturo poro um fluxo 
oscilatório ( f= frequencio do onda; f• = frequencio natural). 



229 

Quanto ao comportamento de estruturas no mar, 

as adições importantes ã massa estrutural normal devem ser con 

sideradas, Há uma massa circundante de água, que se move com 

os membros estruturais submersos ou parcialmente submersos. Es 

sa massa circundante é chamada de ma~~a adieional. 

O aumento em massa feito por cracas, fará com que 

a massa varie durante a vida da estrutura e este fato deve ser 

considerado. 

Massa adicional 

Para certas estruturas que estao submersas ou pa~ 

cialmente submersas sofrendo oscilações, uma certa quantidade 

da água circundante se move com a estrutura. Essa massa de 

água deve ser incluída quando se considerar a dinâmica da estru 

tura. Deve ser lembrado que a agua adicional e externa a estru 

tura, e ainda pode existir uma agua contida dentro do vazio da 

estrutura, que obviamente se moverá com a estrutura. 

exemplo, um membro Õco que contém água, tem uma massa 

dada por 

( a massa do membro 

Assim,por 

efetiva 

( i i ) a massa de agua contida dentro do membro 

( i i ) a massa da agua circundante 

A determinação dos itens (i) e (ii) nao aprese.!2_ 

tam problema, mas a água circundante é mais difícil calcular e 

é altamente dependente na forma geométrica do corpo submerso. 

Tabela do Apêndice 11 apresenta os valores para serem usados 

em formas que ocorrem mais freqüentemente. 

Al teraçoes de Massa Causadas por Cracas Marinhas 

Um crescimento de cracas numa estrutura produz um 

aumento de massa sem uma mudança significante da rigidez e isso 

causa uma redução na freqüência natural. Uma indicação dos va-
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lores destes aumentos de massa associados com tipos 

res de organismos marinhos devem ser procurados. 

parti cul~ 

O aumento das dimensões geométricas feito por cr~ 

cas produz um aumento correspondente na massa adicional de água 

e esse efeito também precisa ser considerado. 

Amortecimento 

Dos parâmetros que afetam a resposta dinâmica, o 

amortecimento estrutural e o mais difícil de ser determinado. 

Não pode ser calculado analiticamente e normal mente deve-se l an · 

çar mao da comparaçao com uma estrutura proposta com os valores 

medidos em estruturas existentes. No entanto, o amortecimento 

estrutural não é verdadeiramente viscoso, mas é conveniente nes 

ta forma para facilitar análise. Esta representação conduz a 

erros, mas que sao pequenos, quando comparados com a taxa total 

do valor do amortecimento. 

Amortecimento Hidrodinâmico 

Em todas as estruturas imersas n'água há a adição 

do amortecimento proveniente da água. No caso de movimento in

duzido pela onda, este é considerado parte de uma função forç~ 

da e se a estrutura se move na freqüência da onda, o amorteci

mento viscoso é negl i gene i ado. 

Medidas de Propriedades Dinâmicas Estruturais 

Desde que a predição do amortecimento estrutural 

depende das medidas tomadas em estruturas existentes, as difi 

culdades associadas com essas medidas são evidentes. Muitas ve 

zes é possível obter resultados em outras estruturas que sao si 

milares âs propostas. 

Basicamente existem tres aproximações a excitação 
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de estruturas (Wootton, 1972, Ruhl, 1976) 

e à estrutura e aplicada uma carga estática 

que e entao instantaneamente retirada e a 

queda de oscilação resultante i estudada. 

Isso requer uma outra estrutura prôxima p~ 

ra naçao. Alternativamente o movimento 

inicial pode ser produzido com a força se 

noidal. 

ii A segunda aproximação i oscilar a estrutu 

e i i i i 

ra continuamente numa freqüência natural 

com uma força senoidal de magnitude conhe 

c ida e medir sua amplitude. 1 sso dá o fa

tor de amplificação dinámica. 

A estrutura pode ser excitada por uma for 

ca randômica que contim componentes de 

energia da freqüência natural ou freqüên-

cias da estrutura. Um estudo do espectro 

da resposta dada e da amplificação conduz 

ao conhecimento do amortecimento. 
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APLICAÇÕES E RESULTADOS 

PARTE 2 

V 1 1 • 2. 1 1 NTRODUÇAO 

Dados os conteúdos apresentados nos Capítulos an 

teriores, que procuraram de uma certa forma, abordar senão to

dos, pelo menos os mais importantes aspectos relativos ao com 

portamento de estruturas num meio fluido; nada mais justo agora, 

que utilizar destes conhecimentos, para aplicações de caráter 

real, cujos os resultados serão sem dúvidas interessantes. 

Das estruturas no mar hoje existentes: estruturas 

articuladas, móveis, flutuantes, semi flutuantes, plataformas 

tipo jaqueta ou gravidade, estruturas tipo bóia, etc., escolhe~ 

-se um conjunto de estruturas representativas da classe de es

truturas localizadas no mar, e que estivessem dentro das regiões 

de interesse (inércia e difração), que por sua vez, se consti 

tuiu no objeto destes estudos (estruturas tipo gravidade); uma 

vez que, às plataformas tipo gravidade, em quase nada tem sido 

estudado em nosso país, e muito menos, tem sido feito gestões, 

no sentido do seu uso num futuro próximo. 

As estruturas escolhidas para análise sao a saber: 

(a) torre com inércia constante 

(b) torre com seçao va r íavel 

(c) ilha artificial 

(d) plataforma "066-.õho1te. 11 tipo gravidade. 

todas construídas em concreto armado. 

Sabe-se que das solicitações que uma estrutura no 

mar está sujeita, às forças dinâmicas preponderantes, são as 
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que resultam das açoes das ondas. Estas solicitações sao obti 

das pelos dois procedimentos apresentados neste trabalho (E.M. e 

T. D.),·e para tal foi desenvolvido um programa de computador, 

que apesar de não possuir uma unidade lógica operacional impl~ 

mentada, possibilita o câlculo do campo cinemâtico da onda, das 

pressoes, das elevações da superfície 1 ivre, e as forças e mo 

mentos de qualquer natureza, para uma estrutura cil Índrica ver

tical, com inércia constante, ou seção variando lentamente. Por 

sua vez, para a anâlise dinâmica se lança mão dolorane-Dyna 99 1, 
que oferece recursos excelentes para este tipo de análise. 

Finalmente esta 2~ parte é finalizada com a plot~ 

gem dos resultados obtidos nestas aplicações. 

Vll.2-2 IDEALIZAÇliO ESTRUTURAL 

A modelagem da estrutura se constitue numa etapa 

importante, pois dela dependerá o quao realístico se poderá re 

presentar o problema físico. O modelo estrutural visa em ulti 

ma análise despojar todas as qual idades secundárias, com que se 

reveste o problema; e mantida suas qual idades essenciais, sim 

pl ificar a questão. 

A Fi·gura VI 1.5 mostra a idealização estrutural p~ 

ra todas as aplicações deste trabalho. 

Começando pelo mais simples, a estrutura e trata 

da como um bloco rígido. Nota-se que este modelo não pode for 

necer informações sobre a resposta da estrutura, mas pode dar 

informações sobre a resposta das forças dinâmicas 

as fundações. Para uma estrutura como um tanque, 

transmitidas 

isto pode re 

presentar um modelo dinâmico razoável. Um modelo mais realísti 

co é obtido, considerando-se a estrutura como uma viga em balan 

ço com várias rigidez. A massa da estrutura é distribuída em 

alguns pontos nodais (5). Cada um destes possue 3 G.L. (2 trans 

lações e uma rotação). Apesar deste modelo fornecer uma repr~ 

sentação realística da rigidez, massa e das cargas; proporei~ 
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TIPO DE ESTRUTURA ESTRUT. RÍGIDA 

2 G.L. 

X ..,.,..,,... -
VIGA EM BALANÇO 

5 a 3 • 15 G.L. 
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(-

• .,.... __ -
PORTICO PLANO ( 15 G.L.) 
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e 

FIG.W..5 - Idealização estrutural ( modelos planos). 
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nando uma predição razoável do comportamento dinâmico total (p~ 

ríodo de vibração natural forças nos apoios; e ainda muito sim 

p 1 e s • Para uma representação mais aprimorada, a Figura VI 1 .5 

ainda apresenta a estrutura discretizada como um pórtico espa

cial. Como o 11 Cai<1<1on" é muito rígido quando comparado com as 

torres (pernas), este é modelado por um sistema de vigas hori 

zontais e inclinadas com grandes rigidez, a ponto de reproduzi 

rem este efeito. A meso-estrutura e representada por 4 vigas 

horizontais de rigidez apropriada. A massa e as cargas sao apl.!_ 

cadas nos pontos nodais. Como para todos os casos as ondas sao 

de cristas longas, e incidentes numa Única direção, o modelo 

tridimensional, pode ser restrito aos movimentos num plano (Z=O) 

apenas. Por outro lado, a simetria geométrica e de cargas pe_i:_ 

mite que esta estrutura espacial possa ser estudada como um po_i:_ 

tice plano (3 G.L. por nó). Este modelo apresenta uma distri-

buição razoável de rigidez e massa, como também uma boa 

sentação da carga, visto que as cargas que produzem os 

repr~ 

mâximos 

efeitos surge quando um nodo da onda se posiciona no eixo da es 

trutura. 

Apesar do modelo da parte superior da estrutura 

ser simples, proporciona informações detalhadas da resposta da 

meso e super-estrutura. Este modelo é capaz de predizer o com 

portamente dinâmico do sistema como um todo, e nos elementos in 

dividuais; com uma boa aproximação para a direção da onda. 

Quanto à massa adicional, esta é computada para a 

estrutura rígida, e considerada constante ao longo de cada ele 

mente. Todavia Chopra 98
[ mostrou que esta varia com a forma 

do modo de vibração, não existindo uma Única função válida para 

todos os modos. Este autor também verificou que os efeitos de 

compressibilidade da água pode ser negligenciado para estes ti

pos de problemas. 

Quanto a Matriz de Amortecimento (Raleygh) 

t obtida por uma combinação I inear das 

de massa e rigidez. 

matrizes 
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C = a m + K 
o 

que por transformação se chega: 

b. ( O e 1 ) • 

E; = 
2 w 

n 

I 
b 

2b 
w n 

e om - o:i < b < + oo 

Na prâtica toma-se valores pr6ximos de zero para 

Considerando-se o controle (Conhecimento) do amor 

tec imento para certos modos ( 2 por exemplo, l ~ e 3~) tem-se: 

E; l 

= 

E; 3 

onde 

logo 

em que a 

E; = 
2 . 

wl 

2 

W2 

a 2 

Q a 

wl 

w2 

-1 
Q 

a 
o 

a 1 

e o vetor dos coeficientes da matriz de amortecimen 

to procurada. 

V 1 1 . 2-3 TORRE DE CONCRETO co~ SEÇIIO CONSTANTE ESTRUTURA =E-1 

Seja uma torre de concreto armado e seçao vazada 

constante, com comprimento de 73,2m e diâmetro 4,10m, fixa na 
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extremidade inferior no leito do oceano numa lâmina d 1 água de 

50,4 m (Figura Vll.6); sujeita a uma onda de projeto de 

ra H = l O m e período T = l O s. 

a l tu-

h 

H 
T 

L 

K 

w 

f w 

t 

\J 

Sejam os parâmetros e características: 

= 60,4 m A area da seçao = 7,97 m' 
s 

l O m E módulo de elasticidade 4 , l X ] 0 9 Kgf /nt 
= l o s 

~ l 54 m Pe = densidade da estrutura = 2483 kg/m 3 

= 0,041/m pa densidade da agua do mar = l O 3 l kg/m 3 

0,628 rd s/ s momento de inércia = l l , 7 m" 

= o , l Hz Ka parâmetro de espalhamento = 0,084 

7 3, 2 m Kh profundidade relativa = 2 , 5 

= O , 1 7 e espessura da parede 

coeficiente da matriz de amortecimento: a 
O

= 3 , 4 5 a1 = O.001561 

% de amortecimento= 5% do amortecedor crítico sobre os mo 

dos que se tem controle. 

O cômputo das sol ic itaçôes extremas nas condições 

mais desfavoráveis são realizados por um programa de computador 

elaborado para tal, que fornece os seguintes valores para as 

forças nodais, devido as características de onda do 

(Vide Figura VI 1.6). 

problema 

A análise dinâmica, com a resposta em freqüência 

fornece as propriedades dinâmicas e as respostas próximas, que 

são sumarizadas na Tabela VI 1 .3 e (Figura Vll.7). 

São considerado os casos e influências da massa 

da estrutura (me) somente; da massa adicional (mad) e da mas 
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sa de água interna no vazio da estrutura ( m • ) • 

ª' 
Vll.2-4 TORRE DE CONCRETO COM SEÇÃO VARIAVEL 

ESTRUTURA E-11 

As características do problema sao as mesmas da 

anterior, somente agora a estrutura tem Inércia variável, pos

suindo um raio na base de 3,457 m e no topo a=l, 75 m (Fig.VI J-6). 

A Estrutura é discretizada em 15 pontos nodais, 

com 14 elementos; sendo que ao longo de cada elemento as proprl 

dades são mantidas constantes. 

Os Coeficientes da matriz de amortecimento sao: 

a = 0,645 o 

O cômputo das sol icitaçôes extremas devido a on

da sao mostrados na Fig. Vll-6 e os resultados da análise dinâ

mica na tabela (VI 1.4) e figura (VI J .8). 

VJl.2-5 ILHA ARTIFICIAL (Grande Torre Hiperbólica) 

ESTRUTURA E-1 11 

O problema se enuncia de forma idêntica ao da Estru 

tura E-1, somente agora com certas características e proprieda

des diferentes (Fig. Vll.9). 

h 82, 1 9 m Ka(min) = o, 7 

H 1 5 m Ka (max) = 1 , 2 

T = 1 2 5 ªbase 4 1 , 7 m 

L " 221 m ªtopo = 2 4 , 6 m 

k = 0.0285/m e 1 , O m 

i = 100,78 m \) O • 1 5 

ªo 
= 1 • 2 2 m(deck) = 

a = 
1 

0.00138 
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A equaçao da curva e dada por: 

a = A / (Y) 2 + l 
B 

A= 25,6 m e B=63,9lm 

A Estrutura é discretizada em 18 pontos nodais,e 

cada elemento é tido como constante em características e propr~ 

edades. Ainda que com grandes dimensões (se assemelhando mais 

a uma casca espessa) a estrutura é tida se comportando como uma 

viga em balanço. 

As Cargas de onda sao computados pela Teoria da 

difração (ka > 2!]/10) para as condições de máximo (Fig. Vll.9) 

e os resultados da análise dinâmica são sumarizados na tabela 

(Vll.5) e figura (Vll.10). 

V 1 1 . 2-6 ESTRUTURA "OFF-SHORE" TIPO GRAVIDADE 

ESTRUTURA - E-IV (Fig. VII.lia) 

Em função de certas características, fim que se 

destina e dimensões, encontrados na literatura, se projetou a 

presente estrutura (Fig. VI 1 .ll, a,b,c) cuja as dimensões e ou

tros dados são dados nos cortes vertical e horizontal. 

Sejam as características: 

h 

H = 

T = 

L "' 

80 m 

1 5 m 

125 

221 m 

Diâmetro aproximado do 11 Caisson 11 

Altura do "Cai sson" 

ª(base) = 

ª(topo) 
_Q, = 
(torres) 

.Q,(total)"' 

= 86 m 

= 35 m 

Altura das transições das torres = 70 m 

5,5 m 

3,25 m 

70 m 

105 m 

Os resultados das respostas são dadas na tabela (VI 1 .6) e na 
figura (Vll.13). 
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~ Diâmetro das Barras "'n 

en = Espessura das Barras 

0,75 m, e 5 , 6 = 0,64 m, e 7 , 8 O 6 m e ( ) = O, 5m ' ' outros 

Elementos que simulam o "Caisson" (1,2, 15) 

<P 80 m, e= 30 m 

Mad = Sa ITa 2 
= 5 988 878 kg/m 

Cálculo das Cargas 

1) deck de aço= 4.794 x 10 6 kgf 

2) guindaste= 0,306 x 10 6 kgf 

3) equipamento de perfuração 3,06 X 10 6 kgf 

4) carga de habitação e 

equipamento de Produção= 2,04 x 10 6 kgf 

5) Bombas e tubulações= 1,02 x 10 6 kgf 

6) modulas = ] ,02 X ]0 6 kgf 

TOTAL 12.240 tf 

As solicitações devido a onda sao computados pe

los dois procedimentos: Teoria de difração ("Caisson"), equaçao 

de Morison (Torres) (Fig. Vll.12), todavia as dimensões da tor

re e a pequena influência do arraste, permitem que sejam usados, 

sejam quaisquer um dos dois procedimentos. 

As Cargas nodais máximas sao batidas apos uma ana 

lise prévia da posição da onda, que ocasiona as maiores solici

tações. 
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SECÇÃO HORIZONTAL 
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ESTRUTURA E-1 

Frequencias Naturais ( H z) u Esforços Máximos 
Situação max 

N 1 N2 N3 N4 N5 ( m) °v ( t f) M2 (tf.m) 

Me O , 5 8 2 3, 5 3 9,47 1 4, 7 1 7, 6 O, O 8 3 1 21 41 25 

Me + Ma d O, 51 3 2,94 7, 7 1 2, 3 1 4, 2 0,084 1 22 4159 

Me+mad+mai O, 49 2 2,80 7,26 1 1 , 6 1 3, 4 0,084 1 22 4173 

TABELAVll-3 

ESTRUTURA E - 1 l 

Frequencia Naturais ( H z) u Esforços Máximos 
Situação max 

N 1 N2 N3 N4 N5 Qy ( t f ) M
2
(tf.m) 

Me 1 , 1 2 5, o 1 2 , O 1 6, 9 2 1 , 2 0,0261 183 5540 

Me+Mad 0,97 4,08 9,45 1 3, 5 5 1 6, 58 O, 0262 183 5554 

M +Ma d+Ma i e , 0,915 3, 8 1 8, 7 1 2 , 5 1 5, 2 0,0263 184 5561 

TABELA V 1 1-4 

ESTRUTURAS E- 1 1 1 

Frequencias Naturais ( H z) u Esforços Máximos 
Situação max 

Nl N2 N3 N4 N5 ( m) Qy ( tf) Mz(tf.m) 

Me O, 7 8 3 2,39 2,85 5,6 7, 7 O, 1 8 33284 1739400 

Me+Mad 0,443 1 , 22 1 , 26 2,24 3,23 O, 1 8 338S2 1777500 

M +M '' e ad 0,49 1 , 3 1 1 , 35 2,39 3, 41 O , 1 79 33822 1769400 
M ~·, e 1 , 26 3,52 3,58 6,54 9,36 o, 1 75 33194 1730100 

TA 8 E LA V 1 1 1-5 u, SEM o CONVES) 
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ESTRUTURA E-IV 

Frequencias Naturais ( H z) u .Esforços Máximos 
Situação 

ma x 
( m) 

N 1 N2 N3 N4 N5 Qy (f t) M2 (tf.m) 

Me O , 81 6 6, o 6,35 6,70 6,94 0,0072 3 7 2, 1 9672,5 
M :': e O, 8 1 6 5,86 6, o o 6,33 6,70 O, 00 7 2 3 7 2, 1 9672,5 

Me+Mad o , 9 o 4, 61 4,85 5,87 7,35 0,0071 372,0 9665,8 

M- 1 , 71 6,0 7 , O 8 7,38 1 3, 2 1 e 

Reações me me+ mad m ;': 
e 

Rx 3225,35 3225,46 2225,60 

Rz 133,563 133,549 133.574 

( - ) Sem o conves ;': Só o 11 Coisson 11 n 'ã g ua 

TABELA V 1 1 -6 
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CAPITULO VI 1 - PARTE 3 

CONCLUSÕES, DISCUSSÕES E RECOMENDAÇÕES 

V 1 1. 3-1 CONCLUSÕES 

Da análise e interpretação dos resultados, e dos 

estudos desenvolvidos neste trabalho, além das já concluídas po~ 

derações efetuadas em cada capítulo em particular, se pode gen~ 

ralizar uma série de constatações de caráter nitidamente impor

tante: 

Como a maioria das estruturas correntes em Engenharia Civil, 

situados no mar, tais como: piers, cais, plataformas tipo ja

queta e gravidade, pilares, estacas, etc ... , são elementos ci 

llndricos verticais (excetuando-se os casos de elementos in

clinados) e de seção constante, as formulações aqui apresent~ 

das se aplicam integralmente. 

- Para o caso de estruturas com grandes dimensões (tipo gravid~ 

de "Caisson"), onde novamente persiste a geometria cilíndrica, 

a teoria da difração linear invicita, tem a sua mais 

aplicação. E no caso de seções variáveis, todavia com 

çÕes suave, ainda assim esta formulação é adequada, 

eficaz 

varia-

u ma vez 

que, a inclinação da superfície no cálculo exato conduziria a 

uma diminuição da força horizontal, as expensas do surgimento 

de uma componente vertical, que quase sempre se encontraria fa 

vorecendo as condições de estabilidade da estrutura. 

- Para estruturas com formas arbitrárias, ou com grandes incli

nações, como é o caso de estruturas em engenharia naval, esta 

teoria se mostra inaceitável, e outros processos método das 

Funções de Green) tem apresentado bons resultados. 

- Resultados experimentais tem mostrado que a teoria linear de 

ondas da bons resultados para a situação onde as forças devi 

do ao espalhamento de ondas sao maiores que a simples força flui 

do-dinâmica de arraste. 



255 

- Para plataformas do tipo gravidade onde o "Caisson" se encon

tra assente no leito do oceano, e conseqüentemente totalmente 

submerso, tem se notado que os componentes de altas ordens das 

teorias não lineares tem pouco efeito sobre este. Experiências 

tambêm tem indicado que em mui tos casos, como por exemplo, qua~ 

do uma onda de Stones-V ê usada para representar a onda inci

dente, apenas a componente de primeira ordem tem efeito sobre 

o "Caisson", sendo por isso necessário apenas definir o p~ 

tencial de l~ ordem. Fato que vem realçar o uso da Teoria da 

difração linear. 

- Quando da interação de ondas com estruturas de grandes dime~ 

sões, se exerce um forte controle sobre os parâmetros provoc~ 

dores de não linearidades (H/L, kh), todos os efeitos serao fun 

ção unicamente do parâmetro de espalhamento (ka). 

- Da magnitude e distribuição de todas as grandezas envolvidos 

no efeito de difração, se conclue que, o parâmetro de espalh~ 

mento (ka) ê o parâmetro mais importante ( Característicos efei

tos) . 

- Das considerações dos Ítens anteriores se conclui que, para 

as condições e limitações impostas no início deste trabalho, a 

Teoria da difração Linear representa um potente processo para 

a estimativa das ações das ondas. 

- Pode-se observar pela gravura (VI .8) e (VI .9) que as torres~ 

nal isadas se encontram numa região típica de predominância dos 

efeitos de lnêrcia; apesar do arraste ainda ser significativo, 

em virtude de sua defasagem, a força total na equação de Mori 

son será dada unicamente pelo termo de lnêrcia. Se usada a Teo 

ria de difração, ter-se-iam resultados mais conservadores (vl 

de Fig. VI 1.5). 

- Efeitos aparentemente secundários, tais como o desprendimento 

d e v o r t i e e s , as soei ado a i n d a a o mo v i me n to d a e s t r u tu r a , em s i -

tuaçoes especiais podem ser importantes, daí porque 

efeitos em muitos casos devem ser previstos. 

estes 
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- ~ por vezes ilusório se pensar, que garantida as condições de 

ressonância para as oscilações da estrutura na direçâo da on

da o problema esteja contornado; sendo que os limites de tole 

rância das excitações transversais podem ser atingidos, ain

da que garantidas as condições anteriores. 

O efeito da massa adicional se manifesta mais acentuadamente 

para os mais altos modos, o que resulta numa redução da sepa

ração entre as frequências. 

O efeito da massa adicional, a rigor depende das propriedades 

dinâmicas da estrutura, e da forma dos modos de vibração. 

- A resposta de uma estrutura como uso da massa adicional, como 

foi definido neste trabalho, nao e o mesmo dos efeitos da agua 

circundante. 

- O efeito da âgua interna na estrutura, e da âgua Circundante 

diminui as frequências de vibração e modifica os modos de for 

ma. 

- Tanto a agua Circundante como a âgua interna da estrutura tem 

o efeito de aumentar a massa virtual da estrutura, o que re

sulta num decr~scimo da taxa de amortecimento, e em conseque~ 

eia num aumento da resposta. 

As frequências da torre com Inércia variâvel sao mais espaça

das, que as da torre uniforme. 

A diferença mais significativa na dinâmica das duas torres,p~ 

rece ser que, as frequências nas torres mais delgadas sãomais 

afetadas pelos efeitos hidrodinâmicos. 

- Os erros advindos da representação da resposta apenas com o 

modo fundamental, são maiores para a torre de seção variâvel. 

Os modos mais altos sao relativamente maiores no caso da tor

re uniforme, devido ao menor afastamento das frequências. 
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- A resposta elistica de torres envolvidas por igua sujeitas 

as cargas de onda pode ser obtida considerando-se apenas o mo 

do fundamental de vibração. 

- Notadamente, a resposta estrutural aumenta pela 

agua. 

presença da 

As respostas considerando apenas o primeiro modo de vibração 

estão de lado da insegurança. 

- Quando comparada as torres, parece que os maiores erros se si 

tuam no lado da torre uniforme, devido a menor separaçao en

tre as frequências. 

A respeito a equaçao de Morison tem-se a dizer que, nao e su

ficiente acrescentar se correçoes nos coeficientes impiricos 

para levar-se em conta certos efeitos paralelos (desprendime~ 

do de vórtices, campo adicional de forças causado pela forma

ção de ruídos, etc.), que na verdade com isso, se introduz a 

dificuldade de se depender de resultados experimentais, para 

cada problema em particular (nem sempre é possível extrapola~ 

se a uma classe de problemas). Torna-se premente a formulação 

de um modelo (Quem sabe mais termos na equação de Morison)que 

procure levar em conta estes efeitos, e não corrigir-se os coe 

ficientes a cada passo, a medida que mais e mais efeitos sao 

i nt rodu z idos. 

O Termo de Inércia na equaçao de Morison foi obtido da anil i

se de forças sobre um corpo num fluxo acelerado, e num fluido 

ideal. E o termo de arraste pela força exercida sobre o corpo 

por um escoamento permanente para um fluido real e viscoso, e 

isso parece não ser muito consistente. 

- nao adianta se utilizar teorias de ondas mais sofisticadas 

(não lineares), na busca de maiores precisões, quando se des

conhece, ou mesmo se dá pouca importância aos coeficientes i~ 

pi ricos da equação de Mori son; em que nestes poderão se local.!_ 

zar maiores erros~ que a precisão que as teorias mais sofisti 

cadas poderão fornecer. 
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APÊNDICE I 

J = função de Bessel n 

Y = função de Weber = função de Bessel do 29 tipo n 

Jn e Kn sao funções de Bessel modificadas de 19 e 29 tipo. 

As fórmulas abaixo podem ser tomadas como definição: 

00 

(kr/2)n+ 2p 
J (kr) = l: e -ll P 

n p=o p: (p + n) : 
(1) 

2 
{ [ log (__!_1:_) - y J J (kr) 1 n-1 (n-p-1): (kr /2) 2P - n y (kr) = -- l: n 

onde 

e 

7T 

1 

7T 

00 

I = l: n p=o 

Kn 
7T " --
2 

2 n 

(kr /2) 2p + n 

p: (n+p): 

(i)n+l l J e i k r ) n 

7T 

+ l y 

p=o 

(kr/2) 2p+n 

p: (n+p): 

n (i k r) J 

y = constante Euler 0,5772157 

= 
n 
l 1 

= o 
n=l n 

(2) 

(3) 

(4) 
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para grandes r, temos as aproximações assintóticas 

J (kr) n 
= ! 2 cos 

1T k r 
(k r - ___:r:_ - n" ) 

4 2 

Y (kr) = v=:r 
n 

sen (kr -

kr 
I (kr) = e K n /21Tkr 

por combinação linear de Jn e 

e 29 tipo sao definidas 

H (l) ; J + i Y 
n n n e 

n 

y 

ou 

1T 

4 

(kr) 

as n 

J (kr) =-1-(ekr)n 
n /21Tn Zn 

= 

~) 
2 

1 

l 2 1Tk r 

funções de 

-kr e 

Hankel 

H(2) ; J i y 
n n n 

para grandes argumentos, segue de (5) a (8) 

1T 

H (1) 
i (kr 

e 
- --

n 

(21 -H. -
n 

1 (kr -
e 

H(l)' (kr) = i H(l) (kr) 
n n 

4 

1T 

4 

n TI ) 

2 

n TI ) 

Fórmulas de recorrências para as funções de Bessel: 

J 
1 

(kr) n+ 

J (kr) ; 

-n 

J' (kr) ; 

o 

J' (kr) ; 

Il 

( -1) n 

2 n 

k r 

J n 

-J 1 (kr) 

k [ J 
2 

Jn (kr) - Jn-l (kr) 

(kr), n ; o, 1 , 2, 3 ... 

n-1 (kr) - Jn+l (kr) J 

(5) 

(6) 

(7) 

de 19 

(8) 

(9) 

(1 O) 

(11) 

( 12) 

(13) 
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Fórmulas semelhantes sao também aplicadas as funções de 
Bessel de zç tipo (Y) 

n 

Para Y temos: 
o 

Y
0 

(kr) = 
2 

1T 
[
- l 

9-n (kr/2) +y JJ
0 

(kr) + 

* (1 + _l_) + (kr) 6 

(1 + 1 + _l_) 
2 z2 42 62 2 3 

(1) ' 8n (kr) H' (kr) J' (kr) + l Y' n n n 

Quando: 

Kr + o Kr << 1 

J (kr) - (kr)n / zn . n '. 
n ... 

Jo (kr) ;: 1 J' (kr) o 

Jl (kr) kr J' (kr) = --2 1 

y (kr) 2 e i n kr -1) ;: 

o 
1T 

yl (kr) - - 2 / 1r kr Y' (kr) - 1 

J' (kr) 1 ( ---1.!:_ f-1 = n ( n - 1): 2 

H (kr) - zn (n - 1) ! / 1r ( kr) n ... - l n 

Ho ;: 2i 
9, n kr + o (kr) 2 9-n kr) 

1T 

2 
* 

1T 

. (14) 

(kr) ( 15) 

= kr -
2 

= 1 

2 

= 2 / 1r (kr) 2 
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Y' (kr) 
2 :: 

o Tikr 

y (kr) - ( n - 1) (-2-)n Y' (kr) - n! (-2-)n-l -n kr n 2TI kr 'TI 

n>o 

A (kr) = TI /2 • (kr) 2 o (kr) = TI /4 • (kr) 2 
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APENDICE 11 

RUDIMENTOS DE HIDROMECANICA 

1 1 • l REVISAO DE HIDROMECANICA 

li . l -1 Introdução 

O estudo das ondas e seus efeitos sobre 

ras no mar exige 

ca dos fluidos. 

antes de mais nada, conhecimentos de 

Este Apêndice e devotado a revisão dos 

tos de hidromecânica. Sobre o assunto, e atendendo a 

estrutu 

mecâni 

fundamen 

várias 

abordagens, muito se tem encontrado na literatura; todavia, o 

que será aqui apresenta do, restringe- se unicamente aos concei-

tos básicos essenciais, julgados necessários á compreensão do 

trabalho. 

Sem o interesse de demonstrações exaustivas nem 

tampouco detalhar o assunto, os fundamentos aqui transcritos, 

apresentam-se por vezes mesclados a outros conceitos, sem que 

estes sejam anteriormente referidos. 

Inicialmente sao apresentadas as equaçoes funda 

mentais e a seguir os escoamentos potenciais básicos, até a g~ 

ração do corpo cil Índrico virtual, que será o objeto de 

estudo no meio fluido. 

94 

1 7 

I ' º 9 1 

I ' 6 B 1 

Entre tantas refer~ncias, recomendam. as 
1 7 O 

1 6 2 

B 4 

9 7 

B 6 

e etc .. 

nosso 

obras 
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11. 1 -2 - Equações Fundamenta is 

11. 1 - 2.1 - Equação Hidrostática 

Seja um volume elementar de agua 6u, a uma pr!: 

fundidade h, com faces opostas na direção y, e areas elementa 

res, 6A e 6A. 
s l 

Se o elemento se encontra num estado está 

tico de equilíbrio, a equação das forças na direção 

sera: 

l--( p + --ª---L 
d y 

onde: 

como 

resulta: 

por outro lado 

1::, y ) 

p 

6 A 
s 

p 6 A. 
1 

= pressao 

y 6 uj l . 
'\,-

j 
'\, 

y = peso específico 

j = unitário 
'\, 

6A 
s 

j = 

= - y 

= 
d u d z 

na direção 

6 A. 
l 

o 

j 

y 

= 1::, Ay 

que pode ser integrada diretamente. 

Logo, (111-1.1) pode ser escrita 

- y 
d y 

= 

vertical 

o 

( 1 1 . 1 - 1 ) 

( 1 1 • 1 -2) 
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e' 

J
-h 

{ 

y h y = constante 
p = o y d y 

f ( h) y = variável 

11.1-2.2 - Equação da Continuidade 

nem destruído: 

ou, 

e 

ou 

= -[ 

Dp 

Dt 

a (p u) 

d X 

o' 

Expressa o fato do fluido nao poder ser 

+ 
d ( p V) 

a Y 
+ 

a ( pw) 

a z J = -'v.(p~) 

+ ~ + ~) = o 
D t ax a y a z 

Se o fluido for incompreensível, 

entao: 

a u 

d X 

+ 

= 

d V 

a Y 

o 

a w 
+ -- = o 

a z 

p 

11.1-2.3 - Fluxos Rotacionais e lrrotacionais 

( 1 1 • 1 - 3) 

criado 

( 1 1 .1 -4) 

( 11 • ]- 5) 

constante 

( 1 1 • l - 6) 

O conceito de rotacional idade esta li gado a no-

çao de circulação e vorticidade. 
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Circulação, r, é definida como a integral de 

linha da velocidade tangente do fluido, ao redor de uma curva 

fechada 2, incluindo uma superfície S dentro da região do flui 

do considerado. 

Então, tem-se: 

r d s 
'\, 

; f (udx + vdy+ wdz) ( 1 1 • 1 -7) 

Usando-se o Teorema de Stokes, 

• d s ;trot>!, d s ; 
'\, 

2f.w.nds 
s '\, 

( 1 1 • l - 8) 

onde )('. e o vetor rotação, cujas componentes representam a 

taxa de rotação das partículas do fluido em torno dos eixos x, 

y, z. (Ver Schlichting - 1968) 

w ; 
'\, 

Se a 

r o t V 
'\, 

integral de 

(11.1-9) 

l i nha e independente da traje-

tória, para qualquer ponto a e b sobre 2 , entao a e i rc u la 
- isto çao e zero, e' 

(~ d s ; - (t q,,s (11.1-10) 
'\, 

logo: 

r f Y., d s 

Sendo rot V 
'\, 

e suficiente para a potencial 

isto é, da existência de 

velocidades), tal que ){, 

uma 

; 

ou 

u ; -22._ 

dX 

; f r o t V d s o 
'\, 

= o , esta condição e necessária 

idade de um campo de velocidades, 

função escalar ~ (potencial de 

í/ ~ 

etc ( 1 1 . l - l l ) 
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11 .1-2.4 - Equações do Movimento 

Pela segunda lei de Newton, tem-se: 

I F = 
'\, 

= m 
d,\'. 

d t 

Aplicando 

+ '>(, d m 

d t 

é) V 
'\, 

=m(--+_\'. 
é) t 

esta equaçao a uma massa 

[', ,\'. ) 

( 1 1 • 1 -1 2) 

elementar de 

f 1 ui do m, de volume constante /', u' sujeita a tensoes cizalhan 

tes T . . , normais, a .. ' e a forças de corpo, f /',u , chega-se: 
1 J 1 1 '\, 

d ,\'. [ 
a o é) T dT 

V V) ( XX yx ZX P /',u (- + '>(, = t /',u + + + + 
é) t 

'\, 
d X d y d z 

dT a o dT é) T é) T a o 

J 
( xy yy zy) j ( XZ yz zz 

k --+ + + + + 
'\, '\, 

d X d y é) z d X d y é) z 

conforme 1110~ 11 ( 1 1 . 1 - 1 3) 

a .. - p + a .. ( 1 1 • 1 - 1 4 ) 
1 1 1 1 

onde 

é) u . 
( 3 ) 

2 1 
( 1 1 • 1 - 1 5) a .. )l 

1 1 

X. 
1 

é) u . é) u . ( . ) 
T • . = T •. = )l (_1_ + --'-) ( 1 1 . 1 - 1 6) 

IJ J 1 d X • d X • 
1 J 

(3), ( 4
) - Um Único sub-Índice se refere a velocidadeeascoor 

denadas direcionais 
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Levando-se (11.1-14) a (11.1-16) em 

chega-se a Equação de Navier - Stokes 

p (~ + V,. 6Y,) 
a t 

.{ - 17p + 11172 ~ 

( 1 1 • 1 -1 3) 

(11.1-17) 

Quando (11.1-17) é aplicada a um fluxo sem vis 

cosidade (11= O) onde as forças de corpo são o peso do fluido, 

a expressão resultante é chamada Equação de Euler. 

p ( a)l + V, 17)l ) = - g j - 17p 
at '\, 

onde 

)l 17 )l = 17(~) - V X ( 17 X V) 
'\, '\, 

2 

como foi visto na s eçao anterior. 

r o t V 
'\, 

entao (11.1-19) fica: 

V 
'\, 

17 V 
'\, 

= 17 X = o 

2 
= 17 (-V-) 

2 

e a equaçao ( 11. 1-18) se transforma em: 

17 (i_c_l 
a t 

1 
+-

2 
v2 + g Y) + ~ 

p 
o 

que integrada entre dois pontos quaisquer se obtém 

i_c_l + 
a t 2 

v 2 + gy +....e_= f (t) 
p 

(11.1-18) 

(11.1-19) 

(11.1-20) 

(11.1-21) 

Denominada Equação de Bernoulli, que e um balan 

ço matemático da conservação de energia para um fluxo irrotacio 
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na 1 e i ncompreens Ível. 

11.1-2.4.l - Conservação da Quantidade de Movimento 

Seja um sistema constituído por massas de parti 

cu las fluídicas - aplicando a segunda lei de Newton as massas 

das partículas contidas num volume de c.on.;tJtole. 6ix.o (u) em re

lação aos eixos (x, y, z), e superfície (A), para um escoamen 

to de velocidade ( V ) ' e que coincida exatamente com ( u ) num 
'\, 

dado instante de tempo ( t ) ' tem-se: 

d ,Q d ( m )l ) d L { ; ; ; p V d u 
d t d t dt 

'\, 

(IJ.1-Zla) 

onde 

Q ; quantidade de movimento por unidade de 

massa 

F ; soma das forças externas atuando sobre a 

superfície de Controle (S) 

Far-se-ã agora a taxa de variação com o tempo do 

valor de Q para o sistema, em termos do volume de controle. 

como 

então: 

F ; 
'\, 

d Q 
'\, 

d t 
li m 

ti t + o 
(Qt + tit) si s 

ti t ] 
(11.l-21b) 
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( Q )entra 

Trabalhando estas expressoes, 1 evando ao imite 

e agrupando as parcelas do fluxo de entrada e saída de Q, no 

volume de controle, em resultados semelhantes 

-se a: 

z F = _d_(_m_~_) - 1 
'I., dt - 1J 

d 

élt 
(PV)d u 

'I., 
+JPv(v 

A o., o., 
n) d A 

'I., 

chega-

( 1 1 .1.21-c) 

ou seja: a força resultante que age num volume de controle e 

igual a taxa de variação com o tempo da quantidade de movimento 

do volume de controle, mais os saldos dos fluxos da quantidade 

de movimento através da superfície de controle. 

[1.1-3 - Escoamento Potencial 

y 
1", 

ds 
V l', 

u 
Y, 

Yo 

A 

FIG. II. 1 - Linhos de corrente num escoamento potencial . 
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Sabe-se que 1j, constante ao longo de uma 1 i 

nha de corrente. Avazão entre as L. C. A e B sera di)!; por 

uma questão de continuidade 

d 1j, -vdx + udy (11.1-22) 

1j, = ij,(x, y) (11.1-23) 

A diferencial total de ( 11. 1-23) sera 

d 1j, = -2.!i!._ d X 

dX 
+ 2í_ d y 

ªY 

comparando-se (11 .1-24) e (11.1-22) 

V ~ e u = 2í.. 
dX d y 

por outro lado, sabe-se da equaçao da continuidade: 

d u d V o d Í V ){ + -+ = 
d X ay 

ou, 

dU 
= d 

( - V) 

dX d y 

para equaçao da 1 i n ha de corrente tem-se: 

V X d s o 
'\, '\, 

onde 

l 
e> -,. 

V U 1 + V j 
'\, 

d s d X 
e> 

d " = 1 + y J 
'\, 

(11.1-24) 

(11.1-25) 

o 

(11.1-26) 

(11.1-27) 

(11.1-28) 
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Para (11.1-27) ser válida 

u i 
'I, 

d y j d X i 
'I, 

V j 
'I, 

(11.1-29) 
'I, 

o que significa: 

u d y V d X o (11.1-30) 

- -que e a conhecida equaçao da I inha de corrente,como se queria de 

monstrar. 

Comparando (11.1-24) com (11.1-30) vem: 

d 1/J _l_!t. d X + .i.!t_ d y -vdx +udy=O 
ax a y 

d 1/J = o constante 

ao longo de uma I inha de corrente. 

11 .1-4 - RELAÇAO ENTRE O POTENCIAL DE VELOCIDADES E A FUNÇAO DA 

CORRENTE 

(x,y,t) 

sabe-se que: 

1/J (x,y,t) 

aplicando-se e Gradiente ( V ) vem: 

.1...L 7 .1...L + + .+ 
V ~ = 1 + j u i + V J 

d X a Y 

~ 7 .l.!L + + :> 
V 1/J = 1 + j - V i + u J 

d X a Y 

V ~ V 1/J = u ( ) 7 7 _-v 1 1 
-t -t 

+ U V J J = - U V + U V o 

+ V ~ 
__l_ 

V 1/J 
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como V~ = V e tangente a 1 inha de corrente, tem-se: 

1'' e'• 

0, e'• 

FIG. Il.2- Ortogonalidade das linhas de corrente e equipotenciais. 

11.1-5 - 1/1 COMO MEDIDA DE VAZÃO 

v, 

Ye ---------------- e 

V, 

'• X 

FIG. Il. 3 - Vazão entre duas linhas de corrente. 

Seja o fluxo através da 1 inha AB.,. dQA-B = >!,, • ,() d J!, 

dJ!, = dl = B - A Q J
B V 

A "' 
11 d J!, 
'\, 

d Q = (u i - v j l . (cos a i + sen a j) d J!, = (u cos a - v sen a) d J!, 
'\, '\, '\, '\, 

Pela Figura il-3 vem: 

d x d J!, s en a 

d y d,\!, cosa 
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logo d Q = LI d y - V d X , que e idêntica a equaçao (11.1-22) 

entao d Q = d 1/J e 

1 

Q I: d 1/J = 1/JB - 1/JA c.s.q.d. ( 1 1 . 1 - 3 l ) 

11.1-6 - ESCOAMENTOS BASlCOS 

l ~) Escoamento R. u. 

r 0c0 J~c e" 
u - -l'. 

A 
-l', 

[,.- l v,, 

" , e ' 
-l', 

' "º 
X 

FIG. II. 4- Escoamento retilíneo uniforme. 

1/J 1/J ( X ' y) 

entao 

d 1/J = ~ d X + 2-.:L d y = -f X + LI d y 
dX a Y 

o 

d 1/J = LI d Y 

r 
d 1/J f U d y + f ( Ü) d X = J LI d y J 

1/J = LI y + e 

fazendo 1/J = O a 1 inha de corrente passa na origem + c o 
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ljJ = u y como y r sena. 

- ljJ = ursene/ (11.1-32) 

d cj> = ~ dx + 
d cp 

d y = U d X + 1, d X a Y 
o 

J d cj> = f U d X + J (o) d y = U X + e 

cj>= ux +C 

fazendo cj> = O para x = O vem C = 0 como X = r COS 8 

ou cp = u r cos e (11.1-33) 

11.1-7 - FONTE E SUMIDOURO 

Seja q = vazao por unidade de comprimento, que 

deixa o ponto na unidade de tempo 

FIG. Il.5 - Fonte e/ou sumidouro. 
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q = constante para o mesmo raio 

V = constante para o mesmo raio 

como q constante :(_, deve diminuir a medi 

da que as L • e. se espalham 

rTI d q = :(_, d"'s = V d s = V r d e q=vr rd8 = V r r e ]2TI 
r r r - o o 

q = V 2 TI r (11.1-34) 
r 

V 
r 

q 
e = o 

2 TI r 

Quando r + O V + oo 
r por que q =constante-> Singularidade 

Como 1jJ e ~ sao funções de (x , y) 

l : = r cos e X = f 1 ( r ' e ) 
--> (11.1-35) 

= r s en e y = f2 ( r ' e ) 

logo 

1jJ = f (x, y) = f [f1 (r,8), f2 (r,e)] F ( r' e ) 

(11.1-36) 

ox oF 
+ _'}_y_ (11.1-37) 

ae ae dX ae ay ae 
ou 

(11.1-38) 
ae dX ae ay a e 

por sua vez de ( 11. 1-35) vem: 
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- r sen 6 e r cos 6 (11.1-39) 

?Ubstituindo a equação (11.1-39) em (11.1-38), 

_]L + V r s en 6 + u r cos 6 (11.1-40) 
36 

e 

-1.í.. V se n 6 + u cos 6 = V (Vide Figura 11-5) 
36 

r 
r 

Fazendo de maneira análoga relação a r vem: 

3r 

3x 

3 r 

Levando-se ( 11. J-42) 

3r 

3x 

cos 6 

3x 

3r 
+ _]L 

3y 

-3.l = 
3 r 

em (11.1-41) 

cos 

- V cos 6 + u sen 6 = - V 
6 

a diferencial total de lj! sera 

d lj! = ~ d r + -2L d 6 
3 r 36 

d lj! = - v6 d r + r V 
r 

d 6 

- f v6 d r + f V 
r 

( 1 1 • l -41 ) 

6 (11.1-42) 

( Vide Figura 3-5) 

r d 6 
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Fazendo ijJ o 

V 8 = 

J 
_q 

2 rr r 

i/1 = 

para 

o 

e 
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q8 

21T 

i/1 = __:!J!_ 
21T 

e V 

+ c 

r 
= _q_ 

2 rr r 

o -> c = o 

11 .1-8 - OBTENÇJIO DE ijJ A PARTIR DE rj, OU VI CE-VERSA 

Sejam as relações: 

r u = ~ V = ~ ~ = _ª-'L 
ax ay au ay 

1 
l==C> 

u = _lj_ 
V = -~ ~ =-~ 

ay ax ay a X 

Se rj, ou ijJ e conhecida, por (11.1-44) 

resolver para uma ou outra. Seja: 

___zí_ = a 1/J = a Y 

ay 

então 

ijJ = f ~ d y + f (x) 
dX 

(11.1-43) 

(11.1-44) 

pode-se 
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ou 

= - J _i__<l 

a Y 
d X + f ( y) (11-1.45) 

Exemplo: Seja potencial da fonte (sumidouro) dado por 

como ijJ 

= _q_ 

21T 
Jl.n r 

Sejam as expressoes em coordenadas polares 

_ª-J._ = V V ~ 
a r 

r r 
r ae 

__lL 
ve ve = - __lL 

r ae ar 

__lL = ~ 
ar r ae 

( 1 1 . l - 4 6a) 

__lL aijJ 
-r--

ae ar 

__lL = ~ aijJ = r __l1_ d e 
ar r ae a r 

ijJ f r (~) d e + f ( r) (ll.l-46b) 
ar 

ijJ = f (-ª-±_) d r + g (e) ( 1 1 .l-46c) 
r a e 

_q_ Jl.n r vem por (ll.l-46b) 
2 1T 

ijJ ~ + f ( r ) ( 1 1 . l -4 6d ) 
2 1T 



279 

De (11.1-46-c) vem: _lj_ O 
ae 

iµ = - f ( O ) d r + g ( 8) = g ( 8) ( 1 1 • 1-4 6e) 
r 

igualando-se as duas ultimas equaçoes vem: 

+ f ( r) g ( e l 

Comparando-se os dois membros, conclui-se que: 

g ( e l 

logo: 

= 

g e 
2 TT 

e f ( r) o (11.l-46f) 

como se pretende demonstrar. 

Com processo idêntico, somente pelo caminho in-

verso, poderia se obter cj,, apart ir de iµ conheci do. 

rh (5) 
11 .l-9 - VÕRTICE LIVRE: Lj----1 

y 

FIG. II.6 - Vortice livre. 
( s) - partícula flutuando num vórtice com superfÍcie livre. 
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Para calcular a distribuição de velocidade, 

toma-se um elemento de area dA e calcula-se a circulação em 

torno dele (A + B + C + D) 

r sera = o para V contorno que nao seja 

ponto de descontinuidade, como em tal escoamento 

dr em torno de dA sera (A + O): 

v = O vem: 
r 

d r = o (r + dr) de + o - ve(rde) + 

que resulta: 

dr = d (ve r) d8 o --> e # o o 

onde 

ve . r = constante, resultado já esperado. 

Sabe-se que: dA r d e d r 

Se d ( V e r) = o --> ve r = constante 

isto mostra que: 

Quando r + o 
' ve + 00 

por outro lado 

t d t t 
d (V e r) 

r = r = d ( ve r) d e = r dr d e 
r dr 

t 
d(V 8 r) 

r d A 
r dr 

como para v pedaço de area r o' vem que o integrando 

o' 
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d = o r = constante 
r dr 

A circulação ao longo de uma linha de corrente 

fechada sera: 

r = f 'il . d S = 
'\, 

( 

7 r d e [ e l21T 

r = --> para -V-linha de corrente (11.1-47) 

que inclua o centro, r será o mesmo e diferente de zero, nao 

significando que o regime seja rotacional, pois não é aplicável 

o Teorema de Stokes, isto e, 

se, 

1 X, d'\,s 

(contorno) 

t 1/ . ,'t'. d A 1' O-> 1/ x ~ # O 1::=';>regime rotacional 

pois ~ nao é definido em 

logo nao se ·poderá aplicar 

todo o interior do contorno (centro) 
/ 
T 'il . d,,.,s 

Para V- contorno que inclua o centro tem-ser 1' O 

r 
e V = O 

21T r r 

por outro lado 

dl/J ~ d r + 
a r 

r 
~= vr 

ae 
~= 

ar 
e 

logo 

d l/1 d r 
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f d ~ ; f -V 8 d r 

~ 
r 

f 
d r 

; -
21T r 

~ o para r ; 

1 ' Q, n r 

~ 
r 9,n r 

2 1T 

como 

d <I> 
~ d r + 

ar 

d <I> ; 

v/d r + 

o 

d <I> ; r ve d e 

<I> 
re e + 
2 1T 

fazendo C ; O , chega-se: 

re 

2 1T 

r 
ln e r + 

2 1T 

; o e e ; o 

(11.1-48) 

~ d e 
ae 

r V e d 8 

<I> f 
r r d e ; 

21T r 

(11.1-49) 

onde: <f, representa o potencial de velocidades para um vórtice 

1 ivre; e r a intensidade do mesmo. (Positiva quando no sentido 

anti-horário). 



283 

11 .1-10 - FONTE NUM ESCOAMENTO RETILINEO 

y 

'f > _E_ z 
u 

• 

FIG. II.7- Fonte num escoamento retilíneo. 

Sejam: 

Escoamento Ret i 1 Íneo - 1),
8 = u 

y 
u 

r 
sen e (11.1-50) 

Fonte ij,A = -9.Jl.... 
2 TI 

ij, ij,A + 1),8 = u sen e + ~ 
r 2 TI 

( 1 1 • 1 - 5 1 ) 

V = a !I: = u CDS 8 + 
q 

r 
r a e 2 TI r 

(11.1-52) 

V8 - 21.___ - u sen 8 

a r 
(11.1-53) 

próximo ao ponto O tem-se grandes velocidades, que dimi-

nuem com o aumento de r. 

A partir de O tem-se um ponto (S), em que a velocidade 

da fonte = velocidade escoamento reti 1 íneo, donde resulta: 
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V = 0, 
r 

o para (S) 

as particulas não conseguem ultrapassar este ponto e sao le 

vadas pelo escoamento uniforme, formando uma 1 inha que pode 

ser considerada o contorno do corpo. (Vide Figura 11-7). 

Para ponto S temos: 

r = X = o ' V 
r 

e e 

como 

V u cose + 
q 

r 
2TI r 

e 

- u sen e= o 

resu 1 ta 

= 
2 TI U 

e a função de corrente passando por S sera: 

tjJ = s 

tjJ = s 

u rL_q~J 
2TIV 

_q_ 

2 

se n Tf + 

e a equaçao do contorno do corpo passa a ser: 

_q_ = 

2 
u r sen e 

Outras Dimensões para o Corpo: 

1 ~) para e = 
TI 

sobre 
2 

+ 

_q_ 

2 

e = TI • 

o 

(11.1-54) 

(11.1-55) 

(11.1-56) 

vem: 
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_q_ u y + _g_2:_ y _q_ (11.1-57) 
2 4 rr 4 u 

2 ~) Para 8 = o sobre \/Js = _q_ 

2 

_q_=uy y __9__ q/8+0, y+q/2u (11.1-58) 
2 2 u 

11.1-11 - FONTE E SUMIDOURO DE INTENSIDADES IGUAIS 

l 

FIG. 11.8- Fonte e sumidouro de mesma intensidade. 

Sejam uma fonte e sumidouro de potenciais q e -q. 

\jJ q 81 
\jJ B 

q 82 
= 

A 2 1T 2 1T 

\jJ = \jJA + \jJB = _q_ 
( 8 1 - 82) 

2 1T 

porem a = 82 - 81 = constante ao longo da 1 i n ha da cor-

rente. 



ijJ = 

Por outro 1 ado: 

tg e1 = 

Então: 
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_q_ a 
2 TI 

y 

X + a 

y 

X - a 

_q_ 

2 TI 
[a rc tg 

(11.1-59) 

e i = are tg y 

X + a 

y 

X - a 

y 
- a rc tg 

x+a 

(11.1-60) 

com ijJ pode-se ob·ter as velocidades, no entanto, ê mais 

obtê-las diretamente das expressões já usadas para fonte 

f ác i 1 

e 
q (11.1-61) 

11.1-12 - DIPOLO 

GI • ê • • 

FIG. II. 9- Linhos de corrente e equipotenciois poro um dipólo 
bi - dimensional. 

Dos i\ ABP e ABC vem: 

AB = v2 sena= 2 a sen e
1 

(11.1-62) 
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Quando a+ O, a+ O, sena-+ a, r-+r-+r 
2 l 

de onde, ( 11. l -62) se reduz {quando a + O) a 

r a= 2 a sen 8 (11.1-63) 

Substituindo 

corrente para dipolo tem-se: 

(11. l-63) na equaçao da função de 

1/J = _q_ a 

2rr 
= - _q_ ( 2 a 

2rr 

se n 8 ) (11.1-64) 
r 

Quando a= O, 1/J = O, no entanto, a medida 

que a + O , supoem-se que q cresce, de tal forma que 2 q a 

permaneça sempre constante 2 q a = constante = m. 

m = intensidade do dipolo, logo: 

1/J = 
m sen e 

2 rr r 
(11.1-65) 

11.1-12-l - Cálculo da Função Potencial para o Dipolo 

e que: 

Sabemos que 

-2:L = ~ 
3r 

--2.!Q__ 

38 

r 38 

= -r~ 
3 r 

integrando (11.1-66), tem-se: 

m sen 8 

2 rr r 

r 

~ = - f r 

~dr+ 
38 

~d8 + 
3r 

f ( 8) 

(11.1-66) 

g ( r) 

(11.1-67) 
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2 T[ 
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+ f (e) 

por sua vez, integrando (11.1-67) vem: 

</l = 
m co S 8 

2 Tr r 
+ g ( r) 

(11.1-68) 

(11.1-69) 

Comparando-se (11.1-68) e (11.1-69) conclue-

se que 

g (r) = f (8) = O 

o que resulta 

como 

as 1 i n ha s de 

vem: 

</l 
m cos e 

= 
2 Tr r 

</l 
m cos e 

= 
2 Tr r 

potencial constantes 

K 
m co S 8 

2 Tf r 

x' + y2 - m 

2 k Tr 

( K) sao dadas 

como co s e 

X = Ü 

que e a equaçao de uma circunferência para ~ = 

maneira análoga vem: 

= 

(11.1-70) 

por 

X 

r 

(11.1-71) 

m S en 8 

2 TI r 
de 

m sen e 
2 TI r 

e C = 1 inha de corrente constante 

donde 

x' + y2 - = o (11.1-72) 
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FIG. Il.10 - Dipolo 

1 1 • 1 -1 3 - DIPOLO NUM ESCOAMENTO RETILTNEO 

f um caso 1 i mi te d a ova 1 d e Ra n k i n e J 1 
6 0 

1 , como 

na Seção (11.1-10), faz-se surgir um contorno fechado, que simu 

lará a forma de um corpo. 

Seja a composição dos dois escoamentos 

ijJ = ijJ e.r.u + 

em coordenadas polares tem-se: 

ijJ = u r s en e -

ijJ d i po 1 o 

m sen e 
2 11 r 

da experiência da oval de Rankine tem-se que 

corpo deve ser zero, isto e, ijJ = o 

1 ogo: 

O = u r sen e m sen e 
211 r 

(11.1-73) 

no contorno do 
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que resulta 

r R / m = = (11.1-74) 
2 TI U 

R raio do corpo. 

Como o radicando é constante, conclui-se que a 

figura geométrica assim obtida é uma circunferência 

tante). 

( R = c on s 

~ também pode ser expresso em função de R e 

nao mais de m., isto é: 

para 

com: 

para 

para 

~ = u r sen 8 

u ( r 
r 

2 TI u R 2 sen e 

2 TI 

Sen 8 

a velocidade tem-se: 

r = 

e = 

e = 

R' 

TI 

2 

TI 

6 

V r 

+ 

~ ( l 
R2 

e V = = u --) cos 
r as r 2 r 

~ ( 
R2 

e ve = - - u l + -) sen 
ar r 2 

= o e ve = - 2 u sen e , vem: 

ve e máximo e = 2 u (dobro de u) 

a velocidade que existe no 

sem perturbação: 

(11.1-75) 

(11.1-76) 

(11.1-77) 

escoamento 
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u 

FIG. TI. 11-Area física de interesse prático ( cilindro virtual) gerada 
pela composição de escoamentos. 

para 

r ; 00 

u ; u ' V ; o 

por outro 1 ado: 

( r 
R2 

(11.1-78) e/> 
; - u + -) CDS e 

r 

Destes resultados, como de outras constataçoes 

obtidas em seções anteriores, pode-se concluir que: 

a) A area de interesse físico encontrado e 

círculo de raio 

R 
1/2 __ m_) 

2 TI U 

um 

b) Se escolhido o interior do círculo para re

presentar um cilindro sólido,·limitado pela 

1 inha da corrente que passa pelos pontos de 

estagnação, obter-se-ia para as Linhas da cor 

r e n te a c o n f i g u ração mos t r a d a n a F i g u ra 1 1- 1 1 . 
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TABELA 1 - Mosso adicional introduzido paio ftuido 
(Rlllt 41 1 

SEÇÃO 
FORMA MASSA AOICIOIIIM. POR 

00 UNIDADE OE COllf'l'l • Yad 
TRANSVERSAL CORPO OJRfç.lO 06 WO\l 

~ CIRCULO )'1r a2 

• ELIPSE /Tíb2 

' 
EI. IPII. /'ff 02 

11 PLACA /íí w2 

t--o-f ~ n 

rm - 1.00 /11•' 1 '. 51 l'flo~ 

AETANBU~ 10 1.14 . 0.5 1. 7G .. 
• 1.21 . o.e I.H • 
2 1.H • Q.1 e.n 8 

[i1 2 o .•• . 
L08AN80 1 0.78 . 

0.5 o.aT . 
0.2 o.e1 . 

--- PERFIi. X 

rt-H a/e • 2.8 2.11 J'l102 _,e ., 3.& 

1-•• -.j 

•• POLI a NO n= • 0.154 /TTo1 

RE.ULAR • 0.717 n 

: ' 

ou I • 0.823 .. 
6 0.887 . 

n Lado• - 1.000 .. 

APE NOICE III 
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