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_ 2.
SUMARIO -

Esta tese representa uma.sistematlzagéo
e uma aplicagao do método de Poincaré-Lightnill-Kuo (PLK)
para a solugao de equagdes a derivadas paréiais pelo de-
senvolvimento em série de fungoes., Pelo exposto flca evi
dente que o método dés perturbagSes pode ser épllcado a
um perfil "suave™ gualquer.

Como orientagdo para a leitura dividimos
o trabalho em duas partes. Na primeira flzemos um estudo
generallizado e na segunda temos uma aplicaggo a um per -
i1 cossenoidal. H2 ainda uma terceira parte destinada a
comentérios. e &oﬁs anexos contendo os programas e curvas
determinadas por esfes. )

A prinecipal utllidade de nossas conclu -
soes seré na Aerodinamica de vez que faz parte de nossas
. hipdteses simplificadoras a suposigéo de um.elevado nﬁmg
ro de Reynolds. A soluggo fica também restrita a primei-
ra parcela perturbada que, em casos especials (como ocor
re na placa cossenoidal), pode ser na realidade a segunda
parcela e assim por diante. Para ordens superiores tor -
na-se necessidrio a introducao de uma distorgao do siste-
me. de coordenadas em fungso do parémetro-perturbaggo o/
que nao fol realizado por carencis absoluta de tempo,

De uma forma geral, para fdcil assimila-
950, as'concluSSes encontradag podem ser encaradas. conmo

uma corregac da solugao de Blaslus para a placa plana



3.

em fungao da ordem de grandeza da perturbagsao.

Mals uma vez chamamos & atengdo que, co-
mo & da propria essencia do método, o perfil em estudo
tem de ser "suave" (ou sej}a,suas derivadas tem que ser'
de. pequeno valor ao longo de todo o perfil) caso contrda-
rio o que esta exposto nio se aplica.

Sob o ponto de vista matemdtico o proble
ma consiste em uma 1inearizag§o'de um sistema de equa -
goes diferenciais (nao linear) a derivadas parciais, pe-

lo desenvolvimento em série de fungoes .



INTRODUGAO -

0s métodos de linearizagao de equagdes
diferenclaeis por uma expansﬁo em série de fungaes e em
tdrmos de um paréme%ro € considerado "pequeno” @& prig
ri, tem sua origem com o tratado de Polncaré "Les
Méthodes.Nouvelles—de La Méchanique Celeste"(Paris,1892),
0 método .desenvolvido por Poinéaré tratava essenclal -
mente da expansao da varidvel dependente em termos do
parametro € , '

A gfande deficiencia deste processo é
uma "transmissgo amplificada® das singularidades da
fungao. expandida as parcelas de ordens mals elevadas.

Lighthill solucionou esta deficiencis
expandidndo também as variaveis independentes em. tér -
mos de potenclas de {f. -

Finalmente s Kuo apllcou este proces-
50 80 problema da placa plana e o método tomou entao
o nome de método de Poincaré-Lighthill-Kuo (PLK) (Maio
res detalhes. poderao-ser encontrados em Advances in
Applied Mechanics ~ IV - Academic Press - 1956 -~ pags.
281,282,283)

Uma outra caracterfstica destes estu-
dos é que a camada-limite apresenta as fungdes do es
coamento (gradiente de temperatura,tenggb viscosa,etc)

variando muito mals rdpidamente ac longo da direcao
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transversa que ao longo da parede. Tal propriedade permi
te introduzir hipéteses slmpiificadoras que sac essen. -
ciaig pars a determinagéo‘do gradiente de pressaoc 20. lon
go'do escoamento,

Nao se fez um estudo sdbre a convergen -
cia dos desenvolvimentos em série propostos pois parti -
mos sempre da suposiggo que o fendmeno & fisicamente -de-
finido e neste caso. o descricao matemdtica deve acompa -

nhar a descrigao fisica .,



PARTE I - O PROBLEMA GENERALIZADO

' 3
a, 0 Modelo Matemdtico - §§4ﬁ4;ﬂﬂﬂfmﬂvﬂﬂTﬁw

Seja o escoamento de um fluildo sobre um per
fil curvilineo "suave", As equagaes que descrevem ¢ campo
de velocidade assim formado sao as de Navier-Stokes e da

continuidade :

M@ﬁ«—’\fé}:‘:_la‘ﬁ{.f/(au gu)

o3 faﬂ o 652 on?
WS 4 U — (a% s )
25 YL @ ’a"r’L om?
au A a_g':O
2 on

Vamos adimensionalizar as nossas varidvels

introduzinde :

sk

>

ondé N= comprimento qualquer caracter{stico da superf{-
cie na diregao do campo de velocidade do "free-
stream",
Up= velocidade no "free-stream"

= masss especifica do fluido em escoamento
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Levando as novas varidvels nas equagoes an-

teriores obtem-ge ¢

u*@‘_**Jr vFauw® | _ QE*_\- ity azu* )

aS¥ 3(\-* as*t R 93"’2‘ on¥?
A a‘}*-f ¥ Q0¥ .- a%;* ’a(}"’
A A
o5 own¥
onde : G_ Yo
¥

Vamos supor que W seja muito grande (ou se

ja, que 4/ sej]a muito pequeno em comparaggo com o. produto

UpA ). Efetuando a nova transformagao de varidveis :

S=5¥ FMawt G gm0t Bogt
Obtem-se:
—_ A = A — —_ 2 21—
wokivou 2, a Iu 1\ Fi
o3 on 9% W R+ W iz
T oF, T OT . _o a5 5o da
Q& I35 o 37\_‘-@(&. a§l+a a—;{—z
U, X
28  on
Colocando-se a’-z@ vem que :
198 4+50d . _ % (@_14+__t_82_§)
Xy Sn 35 \9ytr W a8
%—(Jiﬁslf)——éﬂe KON
IRC R T M RIx: R 72
<_9;_J+ @_‘_’an
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Como4 fol suposto multo grande face aos
valores presentes nas equagées aclima,poderia se reduzir

0 s8istemsa a :

WL T I __ 3, Fi
_F;aS on oS on?
P _o
on
ta._a+_9__li;:o
o5 oM -
A segunda equagdo indica que %?:E%E e es-

8 ds
ta expressso mostra que se pode calcular a variagao de

pressao.dﬁ em qualquer superficie m =constante, Vamos
ds
entao avaliar este gradiente de presseo no "free-stream"”
Supondo o escoamento incomgressfxel, ou

seja, que JP.O serd aplicével a equagio de Bernouilli :

2
ds b %OD
Consequentemente : &e:_pum%o e:
s. S < dp. 5 du
E como 5= = vird que : L= - U P
2 RSP d3

Para o nosso problema, considerando-se o
perfil de velocidade em s=0 come sendo retangular as. con
digoes de contdrno ficam sendo :

1. u(s,0)=0 (velocidade nula juto ao perfil}
2. v(8,0)=0 (idem)

3. u(s;D)=%D(s) (velocidade no "free-stream”)

b, Linearizagao pelo Método das Perturbagdes -
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Introduz-se ume fungao-fluxo tal.‘.q.ue.aa..fi_‘: a
i

e -—%%:U . Desta forma a equagao da continuidade estara
automaticamente satisfeita. A seguir, & semelhanga. da. so
1ug,3.o de similaridade para a placa plana vamos colocar @
FE )= 5(5 “7]) onde "q fﬂS-/z e vamos admitir que
se possa desenvolver cb(sm) na forma abaixo :
P(EN )= 5/"-{1(’]) +Z_€ C\D (5, *))
sendo € um parametro ceracterfstico
da g;eomie*tria_ da parede e tal que :
o ((e-& jecd
A e P & por sua vez um.com -
primento. caracter{stico da diregac. transversa & de ug,.

Para esta mudanga de coordenadas. teremos

05 operadores : _

2 . @E_a,ﬁra“a L]
on onos oy a_'ﬁ"' V2 on
Logo ¢ 0
o %:_35/2_(:(7])4.?_— 2_ £ ad)r Zé acb"‘_sléﬂp(—n)ﬁ
Sy M iz as
iy _L - () c' —:,j-a—q?‘]
T=- 7zn ((11 “%PWJL f % o7
A expressao de u seria :
a;9—5=:25f()2-€ Ocpi
on 57 Lz( 371
0 <

ProiCp WU P Y
g PR ay]
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As demals derivadas'exlgidas pela equaqﬁo

seriam:
oo -
55w 1 D (322 a5
. 7). L3 € 8P
Z-mt TR S
@_2:_: _l_.r—m(ﬁ)Jr _-l-_é/.z fgf’ i:;
xS S = amn :

Substituindo estas expressces.na.equagao
primitiva obtem-se ¢

_ © T 5B 9 IPi
Tepr )LL) L ZE (A
11/; Il-é BZ) )( o?ﬂishc Y}) o?gl/;‘)" iz (S 8\/] osaN

J‘S_i 25))+ (g (Fon-nfm). fé(?g—l 2)).

I A
PG LT ¢ @EE‘) _ | _F”( if1§'5§¢; dp

i
g iz 5Y}

S % i< or 2s 2 iz 871—
- _ ao o0 '.I.‘ _ _ N

2-é§§g + i; SPi )_ L 2 € Jéigj(’:; obi 2 b,

° s oM/ ds = g o A\ § 9 asom

S ' _ -
*T R ) @G- m) £ Peer 5 o8

S 2 iz ag— o?& ay} y
1 —_ =~ \ g O o . . —
= - .;S 3:' J=1 2% % 2%
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-

Grupando os tarmos independentes de £ e

efetuando convenientemente as transformacoes dos.soma-
térios obteve-se :

- LE)-
k.

.—;:‘F (ﬁ) LG‘Q]: L_ 821)}@ u 8<Db

J5¥ oM 5. 2897
7 3B [L ey _ 2.8%ey \_ L"7) 2Pk _
5 J=r 0N <S aq ason ) g ©%
- A7) &b by OP Vb | =
{
tp 25 RSB L 8] %
287 2 s =it 3 2 oy dg

Onde se tem $,=O por convengéio.

e

Vamos colocar :EOO'(S) 1+Z€ uu), ou .seja,.va
mos desenvolver U,, em uma série de parcelas "perturbadasi

Se convenclonarmos que u

o=i entao :
M(D(S)—-Zé (§)
Logo : owcn Z_{Qduu; e entao. @
45 po d3
- b - ® o U o
di, _[ ek, ze%ﬂuue Ngdlj._TC' Rk
as K= ko dS | Re0f0 ds -0 k.o dS

Levando esta expressaoc na expressac anteri

_ ,_4’" A~ L£)- - o Mo

e como u, =1 : _f"(ﬁ)-f(ﬂ +-§‘(”1|1) O
od

or e comparando oS termos na mesma potencla de € vem

Esta seria =a equag,ﬁo para a. ordem zero, Pa
ra ordens. superiores a zero obteve-se



) T L) SB L2 D[ L o2 ey

Si/&,, o< S asan T 93 Jei 9M S @ 8=
—_ —_ -— _— %—
L) ope_ L) SPn_ L f(észh—J 9?1) A
S 25 g%k ond S gavont 9%/ §%R 3
= 2 W ey
J=e A<

¢. Desenvolvimento das Condigoes de Contdérno -

1. u(s,0)=0 , e entdo #(F,0)=0
_gf o)+ & 2'_ e’ b, (5,0)=0
27

l/:_ l {
Vamos arbitrariamente obrigar a:
_F|(O)-:O
aé‘(€,0)=o
on
2. v(s,0)=0 , e entao ?(E 0)=0

Fo- L [ﬂn {6 'anq;. 495‘&} B (7)- Le P_cp 4%1

28" =1 o5 4§ @ 35 45 o9
Onde vg(f]) representa a veloci,dade,, transver

sal na solugao de Blasius !

Vamos tomar V.B(O)=0 o que obriga a :
_F(o)=o

?_4’;5('5,0):0
oS
3. u(sw)—um(s) donde : Uy(3): Z_€ o)

_F(oo)# 2__ 6 %E’(soo) " L€ R (5)

Vamos obrigar :
.Q‘(oo)—l
L 29 (5,00) - U,(5)

5% a7

Como a nossa equagac é de terceira ordem o
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nosse problema fica determinado com o conhecimento destas

trés condigdes. Passemos entso & solugao das equagdes :

d. Solugao.de equagdao de ordem zero -
(0Yy=0
Temos ¢ {"'(7)+ *ﬁ(q}@(ﬂ <0 e: f['(o)-
£(co) = |
Esta é a equagio de Blasius cuja.solugdo &

de uso corrente. Vsmos entac para a seguinte :

e. Solucao da equacao de primeira ordem :

5% o7 34 950 &8 o oy &Kov g% &%
2 — _ -—
() S 1 882D 1 TP H dd, 7 da.
T ogcam My § 9t 38 §% 9y a3 a5
Que, como u,=0 e P;0,8e¢ reduz a
— L A= —_
{f(?} ) &b £_(9_8cb(_ %9‘_@9—?2‘_7’3 ____I=O_l}-&_l
s oM 2 8fon IR B8 @57 2Rt s oS 43
Com as condicoes de contérno :
b (5,0)- 0 2B (§0)-0 L 2B (§00)- X,GE)
=37} o5 . 3% a‘r,

Vamos buscar uma solugao para esta. equagdo

_ oo
B LS 6

na forma. :
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Substituindo esta expresséo na nossa equagao
ficaremos.com

S N Y 1o, A
22570,

T2 s AS ek 5 AE ‘Rq-\-_‘_% Z S““ "+
30 §V;z, o /g, o] 23 /2, ©
T :L:?/ % gﬁ%‘ﬁ”]tnz‘ Om-—‘
S’ o AS
Ou seja :

D )19 plp o oped oWy _Pwdh
. %{Tﬁﬁxi*qmgﬁ*%-v@\ %.5 - i&“‘

As condigoes de contdrno ficardo. sendo :
1. 22(50)-0
&

v 9O

s Lilo)n L. TN

_?\“-ézu“"ﬁ\(o\:o °c ‘g\(O\“O
TQ .
Y
L 2d P s q
3. o 5% '(5,00)= g—ZJLS .Q\(oo) ucg),ul -Fu(‘” =2 (§)
- Consgequentemnente. ¢

-,
E > (ML) oo)
N

ALZO
Donde podemos..escrever que §

s n \ _ o« ':)"\_3/ '

24 DRl R RN PR T 0w )E o)
ao ™ W, 3/ gy
% % -2 "Lf{:,\+?tn‘€'\]€ ££‘ ‘g'\‘s& " E -2 ’F\“( O‘E’hué‘

(= 8]

Z.

_ R Q)

2. D1 (§ L
S

w0
Comparando os térmos de igual potencia em

Sven s Pn PLAKSY LB R LDk
(1= f L Db L% CR 28 (1) [ (co)

’Y'L:Ol1,21,...~

Introduzindo-se uma fungao. ’léﬁ\ {i@L (e,

co)
consequentemente admitindo-se que.. f (co)O ) obté;emos

()R 20 ' £RY 03 (4-23u)

Com as condigGes de contdrno :
1. ?(O): »F,:(O)
£

M=01,2,.--

=0
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]
J (o
2.37\(0)-_-,{;“_.)-:0
Li(o0) U
M-
3o =y T® _Chs
M (8) = Lwo
€0 Y . |
Como n,&hZfL[@s " 'z'entao 3 -ﬁtfwﬁcn,
Uuso '
Naturalmente : (o)L , que é a terceira con
digao de contdérno requerida .

Observamos que a equagao ordindria acima- apre-

senta uma solugao assintdtica tal que &gt;akﬁ}=\ polis:
Para valores de ;i suficientemegi; grandes te
riamos : -ﬁwﬁ\ﬁi'
fr@=o.

Consequentemente nossa equagao, neste interva-
1o poderlia ser escrita :

(-0 B ) + PRI RN - 120
Onde se tem obrigatdriamente : j{k00\=\

;quﬂ =1 se verificando assintéticamen
te obrige a J{r&b}:o e 'kaoo}:qj pols neste caso re -
caimos em uma identidade 1-2%=4-22y_ o que eviden
cia a assintoticidede .

Chegamos entao a uma solugao ( até primeira or
dem) com um alto grau de generalldade, ou sejla, & solus
gdo proposta se aplica a um-fluido escoando-se sGbre um
perfil de forma qualquer desde que :

1.0 perfll sejs "suave"

2.0 perfil de velociddde de.ataque (s=0) seja retangular
3. 1? seja multo grande

4.A velocldade no inf. Possa se escrever :
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e os A,(3) por sua vez possam ser escritos ¢

O M-l :

11&§§1§§;m5 Chamamos a atencao que deste ponto em-dian
te impce~-se uma soluggo numérica, Temos entao.um. proble- ]
ma de condigoes de contdrno (duas na origem e uma no in-
finito). Este problema toi resolvido com o programa rela
clonado no anexo 2 e gque pode ser resumido COomo . um.pro -
cesso. de tentativa-e-8rro em que se dispae da subrot;na
RK3 (Runge-Kutta para um sistema de.seis_equagaesiJ“Péra

. valores. inteiros de A obtivemos para.a terceira condi-

¢ao 'de contdrno. na origem :

Fg(o)=-olab
Fy(0)= 1.35465
Fp(0)= 2.637772
F3(0)= 3.6759u24
P (0)= 4.58717223

Fg(O): 5.41655268

FP(0)= 6.18718087
F$(0)= 6.91274758
FE(0)= 7.60220427

F5(0)= 8.26179557

F?(0)= 8.8960956
jD( ) 9_ 9563

Ainda do computador e usando-se o plotador

e o simulador analdgico CSMP obteve-se_a.sérlewde~curvas
para as fun93e311ﬁﬂ e Th(W) (anexo 1) e que ilustram a *ag
sintoticidade"” de nossas'soluQSeé, ou'seja, que pars .va-
lores .de 7) suficientemente elevados ( 7] =8 provou ser
um limite bastante razodvel, como se vé) entao :
F@ENR-b
PLEL
' (R)zo.

onde .b & uma constante.
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Este método de perturbacoes (até a primeira
ordem exige, como }a vimos que as funqaes presentes pos -
sam ser expsndidas em uma série de potencias de F. (em dl-
tima andlise. Vide a expressao de A (). £ fécil,berceber
que isto nao seria sempre possivel (a priori nao.podemos
.garantir a analiticidade das fungdes presentes).. Contudo,
sera sempre: possivel. nos aproximarmos destas.eXpressoes
por uma série de potenclas intelras de § que multiplica
um 8 elevado a uma dada constante determinada & priori,ou
seja, estaremos efetuando a expansao :

ﬁ.,(§)=‘§af%5n

u=0 (4 semelhanga do que se faz no

método de Frobenius para a solugao de equag¢des ordindrias
por melo de séries). Tivemos o culdado de preparar umsa
subrotina (anexo 2) que realiza esta aproximaggomaté uma
ordem. qualquer dentro das. 1imitagoes do. computador,. pelo
método- dos mfnimos quadrados.

Conforme sabemos das solugoes em. séries,
quanto mals afastados estivermos de 5=0 malor nimero. de
térmos serfo necessarios para descrever o .fenomenoc .o. que
impde uma outra restrigado ao método :valores. grandes. de
§ (fique entendido que .sendo 5=5/A ,ou seja, uma fungdo
da natureza geométrica da superficie este térmo "gran -
de" nao pode ser avalisdo sem o seu conhecimento).

Devemos ainda chamar & atengdo que o pro-

cesso alnda se indicaria para uma superficie apenas co-
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nhecida por pontos (desde que seja "suave") pois poderia-
mos ajustar a estes pontos um polindnio pelo método acima

exposto.

f, Descolamento da Camada Limite -

A Camada Limite ira se descolar quando.a -

tensao entre o fluido e a parede se anular, ou seja, quan

do Gu=0O . Sabemos que : Oyp=-p | , portanto : .
a"l*no
A Ul . Yo Ju _ Ya® ai
on on A ot A on

ComofL,Lboea?Q sao por hipdtese diferentes

de zero .temos que no ponto .de separagao.:

5 o L B 0 AT -0
on |5-0 S% o7 In=o0 on M=o

Y ]° —_

Como u~f’(~rﬂ+§l}@ ?-1_—.6 aac)ft])i entao. :
0o

o . P'(m)+ L 1 €' &b

oy ._'/ —_

oR SR iz Oy

Se aproximarmos até os térmos. de. primeira

ordem vamos ter que {substitulndo.o desenvolvimento pro -

posto para ¢ ) ¢ I“(o} L7 G‘ C?aqb' (§o0)-0 , i=L.

S"ﬁ.li

3 -F“(O\+ c Zib SM /;L’)Q\H(

E -0 problema fica reduzido so calculo dos

"zeros" de uma fungdo polinomial em 5.



19.

PARTE II - APLICAGAO A UM PERFIL COSSENOIDAL

Seja o caso de um escoammento satisfazendo
as restrigSes impostas e que se processa sobre uma pla-

ca de perfil cossenoidal cuja expressao analitica seja:

onde +-= amplitude e A= comprimento de onda
As duas primeiras condigoes de contdorno
independem da natureza: da superficie 1036 continuam a
ser nulas. para o presente estudo enquanto que a tercei-

ra condigao passa a ser :

b ‘ . U= ®

-~ 2 4 &
1 (5,0)= Uy cosfd .7 U\(S,OO)_LB{(?’: l#%_f%_eﬁ.
) | = 2ThH T
o) 1[5 e5]
Vamos supor £ =0.10 no méximo. Como (ﬁwdi:.auc\]tc}('g—i—ﬂ)

(&@0*13%052‘570-56” entao 3 r¥"='ol.66r~o\ . Teremos para -
este valor o erro { aproximando cos 3 por um polindmio

do 42 grau) :

= - 0.00003
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Logo, poderemos para um valor méximo de Cna

ordem. de 0.10 fazer a aproximagao

~ B -
cos 2 1- £+

Como - W)} vamos desenvolver

em série de potencias (Tabelas da CRC - pag. 409)

" W] NSRRI
p[-kee) - Bl [ éﬂ_ 1]

{Bz-hl(rh E\i’f) _ L\'S(t)+ lz'h:')_ \:"(»:)
3 5 7 R

)
N N f ] o] 4
s 1= Ko kém.,.] U +hm- ?5 +J

Poderemos entao escrever

2 5 R b
Cosfb'él- N L\(f) k } k(r NG RN
K] ER ? h 24 S 5

Como {.(r) é da ordem de € , @gﬁ nao te-

Donde : 4= (—OS(B Cos[ NESP b\(t)_ kﬁc))r _E

ré termos de ordem impar em relagido a £ .
Joltando para a terceira condigdo de contdr
no :

GG,00) - (oo)+ I adi(s )

g% ws 9N
. 4 2 4
2 [ ) | H
o e W), h(t)[]_f_m_(g_;_,.-
& (Seo)= 1= K- BEe [

: f
Fazendo-se \Q(n\z E MY Vo Hin), - oM vam 2a
~ - ' A
vem que (para que as condigoes de contornc sejam indepen -
dentes entre si)

)
Ordem zero @ -C(QD\:J_



| ab
Primeira ordem : g_ 27
. @.1

— 2 —
Segunda ordem : é@ R (Sio0) - —i“ ()= kg,
.Tercelra ordem : %,l%‘(grco\;o: Ug
- . L 2By (500)- 2 Hx):
Quarta ordem : A (s,00) 8 4

E assim por diante ...

21.

Por outro lado vamos considerar 7/A bastan

te pequeno para que se possa fazer :
Suh, T2 x gl S = g A
x >

Pré - fixando-se um &rro midximo toleravel .

(érro absoluto) de 0,1 vé-se que o valor mdximo possivel

de 8 serd fungdo tanto de € como de ™

‘f\/“’(é} L A ‘/\/:(‘9”’3)‘3 "Zn?:ma&c

5. _,/ \//;_472@3«“3@0 b
2, 7

Para um )\ = 1l.,pelo programa 1listado no

anexo 2, foram obtidos :

< S
0.10 | 0.355036
0.09 0.359931
0.08 0.375647
0.07 0.401431
0.06 0.457122
0.05 0.892999

0.04 1.392619
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0.073 2,501 704
0.02 4. 4500BY3
0.01 16.419234

Consequentemente, respeitados os intervalos acig

ma indicados : —ljk.l(g\:O 4_,2 .
TR R DR R
I8 (5) 2-5

}u%ﬁ q{)rﬁv\ﬁ- = 6uq.sw4 9

E assim por-dlante...
como 4(3)=0 obteremos para = solugao .de pri-
melra ordem :
Cn =0 . -FL(OO) =0 n=0,1,2,3,...
Desta forme nao poderfamos trabalhar com
pols isto implicaria em uma divisac por zero. Comtudo

vejamos & equagao

(12N )P0 DML B0 94 (1) £ (o)

que fica reduzida a :

(DR AP L 2 o

Com as condigoes de contdrnoc @

£ (0)-0 ﬁh&ﬂ:o ﬁ;(w -
n=0,1,2,....

A solugso desta equag@o serd evidentemente :

ﬁn(ﬂ):o N=0,142y.0..



23.
Donde : (TJ, (iﬁ)zo
Da expressao geral de Eﬁﬁ(glﬁ\' temos que para
este caso especi{fico dezﬁﬁ§ﬁ)§C)poderemos calcular a so

1ugao de 28 orden que teré por expressao :

_ y (7) &b _
._f(ﬂ é;%+§ n)ac.b,e 1 (0+0)- .ﬁ%)fgfﬂ i_}z,ani

"‘5/ S'/,Q, asav) 28
.
- t(oro). L 22 .0, dia 0
S ¥ on?d dg
Ou sela :
- P@) oPa, L) Sy £ 2 £07) 9429- ‘J‘s °ps_ duz
Q52 N S 2% s/b 25 Q3% on* 2 993 dg

Com as condigoes de contérno :
T 2
&A= 2 O)=u
1. &Pe(§50)=0 @29—(5 o)-0 3. """’“3’7 (§,00) = y(5)
Como esta expressao é em tudo semelhante a de
primeirs ordem anterior, poderemos propor o mesmo tipo

de desenvolvimento em série de fungoes que fornecers :

G-DRRl DAk 24 (12w o)
g:,t(o -0
Qn(o)_o

INCON Can2 n= 0,152,440,
Como aa(g):_%ﬁfm{zﬁ vamos desenvolver em
série de Taylor esta expréssio em torno de g =0 :
Ty(3)e— AL sw” 2TS . i (0) -

Atz () = 4T3 eun AT K2y

as as
iz (z). 16T deqs hTE du2(01 677
I iz

cig_a&(s) 6UT mllus Q\_‘“(o)=ol
4cs d53
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Podemos ver que todos os térmos da potencla im-
par de s serac nulos e ainda o térmo independente sera
nulo, Podemos alnda formar a recorrencia @

QE@EHJ6F2dudaZ n=3,4,5,.......--.
AT™ d—s-u- 2

Tomando apenas valores pares para n vira @

n=2m

d uL:—‘6ﬁ2d3M ui m=2,3,4,...-...-.

agdm dgim-2

m e

Wod [_16 d w}

WA= g, o - dg -1

m, dZwue e f‘ m -2
Y 4 ( T ) \ b
W A"?’“’" uwy g imed

Simplificando esta expressao resulta que :

™G5y Lot HHED) - dMR0) L)Y

dgIm g dsom
Consequentemente :
&nf@ O v
4%,(€): z (-r)“’”'«? - _MLCMG
=t

Donde vem que ¢

. n 4‘1___%’1#92
Cos folo0) - 1) LT

n=1’2’3,o|.o|¢un

Para n=0 terfamos uma equagao homogénea com

condicoes de contdrno homogéneas,; logo :

IGIE



25.

Os valores de‘?hucorrespondentes 80 problems

serao @ )
_ oo “An2- . .
4,(3) = J G2 S e ,.)w@—%=&1n,%m1=42;4
e

Determinados (, , e My, 0 problema estd resolvido

pois se resume a interpolaggo de valores nos gréflcos

em anexo,



26.

PARTE III - Comentarios =

Durante a solugao numérica das equagoes
diferencials pudemos observar que aumentando-se a orden
da equagao & resposta da mesma flca mals sensfvel a uma
variagao do valor da condig@o inicisl arbitrada., Desta
formé, enguanto que na equaggo de ordem zero apenas duas
casas declmals no valor arbltrado para Fg(o) foram sufil-
clentes para que €f¢¥%ﬁ)=‘ » J& na equacgdo de ordem 10
oito. casas decimaig?;:;mitiram apenas uma aproximagao.da
verdadelira solugao. Ficamos entao limitados & esta ordem
de n;pelawimpossibilidade do computador 1130 de traba -
lhar com um malor niimero de casas decimais, Paralelamen
te, um infinito.da ordem de 8. provou ser suficlente pa
'ra.que a assintoticidade se verificasse. Do ponto de
vista prético poderemos considerur nossa condicao F;(O)
como sendo expressa por um nimero de oilto casas decimais

e ressaltando-se que para valores de ﬁ superiores a 8.

deva.se ter: v
:pn, (_Vﬂ =1
1‘:‘“ [ﬁ} - 'O

Esta colocagao do problema é particular
mente importante gquando queremos (por exemplo) calcular
o ponto de descolamento da camada limite, Neste caso

. nao hd interésse em trabalhar com um malor nimero de 8l



2?.

garismos significativos pols o érro cometido em. se a-
plicar o método das perturbaQSes é evidentemente supe
rior a este limite de precisao .

lPor outro lado, temos repetidamente nos re-
ferido & ordem (intelra) de F (7). Convém chamar a a-
tengao que F_(7) nao é prépriamente uma fungao de n .
Na realidade seria malis preciso (ou mals direto!) se
dizer que Fn(ﬁ) é tungao de )\, que por sua vez & uma
fungdo de n e notar E}“(ﬂ). Contudo a notagao que utl
lizamos leva a vantagem de ser mais simples e unir a
nogao de dependencia com a ordem das fungaes F%(ﬂ) em

relagao a série de fungdes proposta.



ANEXO I - GRAFICOS OBTIDOS
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L 18,

7 12.

B

GRAFICO DA VARIAGAO DA FUNGAO F_(T)

. EM FWGAO DA ORDEM DA EQUAGAO E DA

VARIAVEL ﬁ .

T 1 T 1 1 137

~t

U -

) 3.5 a0 4.

5.0
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ST VARIAVEL @)

. GRAFICO DA VARTAGAO DA DERIVADA.PRIMEIRA : . - |°
. F}(7) EM FUNGAO DA ORDEM DA EQUAGRO E DA%~ '




DA VARIAVEL fq-'




ANEXO IT -~ PROGRAMAS UTILIZADOS
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31.

YN oL
/7 Do
¥NELETE BACY]
#NF|CTE BACY D
*#NELETE _ PACY =
/7 €0R

*L1ST SOUFCE DROGRAM

*OME WORD [NTEACRS

C S IBPROADANA BACK]
FLINCTTAN BACK] (STA V] 402,172)
BACKE] =V

RETHIRN
FAD
/7 DUR
#*STORE WS s RaCY]
// FQR

#LTST SGURCE DROGRAM

£ONE WORN [MTE(ERS

€ SIRDRQGRAMA RACKD
EUMCTION BACK2(ETAVI1.V2av3)
BACk 2=V7

RETIURN

Fain
/7 nyp
#STORE WS Ua RACH ?
/7 FOR

*LIST SQURCE DROGRAM
¥ONE LORD [NTEGRFERS
C SURDROGPAMA RACK?Z , .
EUNCTION PACKITETA VT4V eV 3]
BACY Sz {Y]1¥VZ) /D,
RET RN
U
S/ P
*STORF WS UA RACY?



// EDR
#10CS{CARD, 1 132PRINTFR)
FONE @worn [MNTFAERS
#LTST SOURCE PROGRAM
SOLJCAN DA FAUACAN NF BLASISUS PARA UM DARD INFINIT
PRAGRAM/, PRIMCIPAL
COPREN JALMA RODRTIGUES TEIXEIRA FILEO
EXTRRMAL RACK]1 +RACK? yRACKE
DIVMENGTION AT (21VAL(34]100)ETA{IRD).
N=8
MA=1 00
AT{1)=0.
AT{Z21=0.
47(3)1=0.3
TOL=0.0%
RN/ 10, %M
ViI=(.
290 NC 13 J=1.100
12 OFETA(J)=J*N/107.
CALL BKA(RACKL yBACKZ24RACK 3R VI AT »1C100:VAL)
RO 233 J=1.1u0s10
232 WRTTE (351001 FTALF) o VAL LaJ) s VALIZv)) aVALLZ )
100 FORMAT(4F2R7.10)
S50 TN 20N
3NN TFE(VAL( 221NN =1 140N 44004500
400 TE(TC _ =0,000001YRDN 80N (450
450 al(2)=AT(2)ETOL
METTE (2800041 {31)
HON FORMAT(FIQLT)
GG TO 260
E3) Aal(2)=aT{2)-TOL
TOL=TOL#Ne 1
AT{31=A1{3)ETOL
WRITE(?4A0NIAT(3)
O TO 2580
AN FIv=1, - -
‘ WRITE{ 24750 )YAT (3)
780 EORMAT() COMRDICAG INICIAL CORRIGIDA='F10.7)
CALL #XI1T7

EAIm

A/ OXED

T



FAVARNISTS
P
#OFLETR . o1
*DELETE RN
*¥RFELFTF YN
*RELFETE nJa
®OFILETF mJR
#DFLFTE | DJ&
/7 EOR

#ONE WORD INTFGERS
#EXTENNFD PRFCISTION
#LI5T SOURCF OROGPAM

. SURERNABAMA N
FUMCTION DJTIXeY1a¥24Y2,Y4aY5,Y6)
DJl=Y2
RETURN
IND
/7 nue
*STORE WS Us hJ]
// FOR

®ONF WORD INTFGFRS
#LIST SOURCF PROGRAM
¥EXTINDER PRECTSTON

C° SURLROARAMA DJ?
FUNCTION DJUZIXsY1aY24Y3,Ya,Y5,Y48)
DJ2=Y32
RETURN
Far
/7 nup
*STORE WS U4 DU
// FOR

*ONE WORD TNTEGERS
*LIST SOURCE PROGRAM
¥EXTFENDEN PRFECISTON
C SURPROGRAMA D)7
FUNCTIOH DJ2{XaY1aY2Z4Y24Yb,yY5,Y6)
BJ3==0Y1xY2) /2,
RETURN
EAN
/7 nye
#STOBF WS A DY?



/7 FOR
#ONE WORN INTFGERS
#¥LTST SOURCE PROGRAM
®EXTENDEN BRFCTSIOM
C SUBRPROGRAMA D J&
FUNCTION DJAIXsY1eY2aY3:eYhaYRaVE)
Dot=YHR

RETURN

ENn
// Do .
#STORE We A DJ4

/7 FOF
#ONE WORM INTFGERS
#LIST SQURCT PROGRAY
REXTENDFEL PRFECISTION
C SURPRNOGRAMA DJS
FUNCTINAN DJSIXaY1aY2sY3aYasVa,YA)
nNJs=Y4h
RETLIRN
END
/7 DUP
#STORE [ V- S o W

// FOR
#ONE WOART INTFGERS
#LIST SOURCE PROGRAN
CREXTENDFN PRICISION
e SURDROGREMA DA
FUNCTION DUB{XsY1aY2s¥Y3aVYasYa.YE)
COMHON LAMNA
PAR=( ] =7 %L ANDA) /2,
NJA2PAR=DARFY2 ¥ VS| AMDAXRY XY 4w (YIHYE ) /2.
CoaLl OVIRFELITIY
L0 T (P20e30440) 1)
20 WRITE(]1s140)
T1A0 FORMAT!Y CUINARDNYERELOW!)
A0 D AR=0,
3n (‘Qr\.]T]NIIF-'
BETURNM
EAR }
/7 nue ' ~
#STORE ws A DJa



/S OFoR
*T0CS{ZARPN W 1132PRINTERWTYPFWRITERJKEYROARD ]
#LIST SOURCFE DPROCRAM
#EXTENAESY B35C1SI0NM
#ONE WORDY INTFGERS
FXTERNAL DUl sDJ2+DJ3 s NJaaDJ5DIA
DIMFNGTIOM YI (&) ywWaL(&4100)
COMMON LaMDAC -
PROGRAMA QUF RPFSOLYE AS EGUACOES OF ORDEM #
HUTTILIZ786=-SE A SURRQOTINA RK32
CODPE DYALLMA TEIXETIRA
MATO NP 19Q4R
PRAGRAMA PRINCIPAL
23 CONTINUF
RELD (A 1N0IOPNEM
100 FORMAT(£1545)
WRITF(24110)0RDEM
110 FORMAT(! ORDEM NA SQUACAD EM ESTUDO='3F15.&)

BEANAEANS!

CLAMDA=ARNE M
XT:G.

K=1

H=0.08

' N=100

10 YT(1')1=0a

YI(2)=0.
YI(3)=043320C
Y¥I1{4)=0,

YI(s)=0, )
RFAN(E.120)IYT(4A)

120 FORMAT(F15,10)
WRITE(R+125)Y1(4)

125 FORMAT (' VALOR INICIAL ARRITRADO='4F15.10)
CALL RYAINDII D20 )2 yDJasD IS sDJEsHs X Ta Y s eNaVALD
MERTITFI24130Y ({VAL{TeJ)el=146)sJ=14100.:5)

120 FCRMAT({AF1Z.3)

. CALL RATEW{]1,1T)

GO TO (10453017
50 COMTIAUF .

: Calll MaTgui{3 MMM

GO TOIZ23424) $MM
A4 ZOMTTMLIF

cAaLL EXIT

ENn
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/7 JOR

c PRAGRAMA CGMD
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/7 JOR
// FOR
#EXTENNER POFCTSION
®L1ST SOUPCE BROGRAM
c CURDROARAMA DA
FUNCTION DJAL(7) '
givhom DT, EPS
YJAL= » -
QFT:],?;Q””"H“*PI*FDS*S'W[2"*"1*7}1%1-%2-!
CEMD
I nup'
""QTO[?E ’ 7!1'5 U.A pJA[

38.
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/7 FOR
#TOCS(CARN Y 1122PRINTERLTYREWRITER.KEYRNARD)
*LIST SOURCE PROGRAM
XCXTENNEN PRECTISION -
COPDF=RJALMA TEIXETRA
NETIRMINAZAN - AN walLOPR MAYIMO NA AD(Tg:n CURVILINEA
PRF=F1Y/NO NE N, ‘ '
COPPE-NJALVA TFIYS[RA
OMATO NDEO1GAR
GERACAN DA FUNCAD SENG DF X
QEAL LAMR :
FYTERMAL DAL
COMMON DI 4FEPS
1 REAN(AL250) 4
2E0 EDPMAT(EO,4)
REAN( A, 2P0} LAVE

AN

2en. FoRhAT(FO,.&)
Feg=a /| AMRB
MRTTE(2.200)FO0G .
26N EQRMAT (1 VALOR NE A/AMNG ARATTRARD=! .FG,4)
Y=,
:h.,rll
O1=3414159
R OARMA=T %DT*Y/LAMD
SIMY =S IN| 3)
C CESACAD L4, FqMCAo SENQ IF c
‘ ALl ~wD:N(nJAl.0..H-u.nﬂr1-10“ﬂ ST1sS:Ns1ER)
ABR=p 2RI #S /L AVD
SIMS=CIN{ARPG)
C TESTE DO SRPRNO
FRABE=QINE-S5TNY .
EPRE | =F2ARSH]I00, /SINY
CAlL OWERFL L)
GO TOUI02020) s )
10 WRITE(2.205)
2o5 SQRPMAT(Y CUINANONVERE[ Q)
20 EREEL =0,
20 COMT NS
7=y /Lave



T=5/Lave
¥aYiH
[F(ABS(FPARS)=N41) Rshs&

EN WRITE(2,300)

300 FQRAAT(! ATINGIDC O VALOR LIMITF DE ERRRGT)
WRITE(75200)7+T+F20RGSFRREL

P00 FORMAT (4 (2Y3FO,6))

CALLL PDATSW(] 4k

GO TOU1460) 44K
6N CONT MR
caLl, FYIT

NIt



L)

FOR ' 4l1.
SUPROUT INE A TN A o N F ETA,T, '

s Vel et
PIUMFNGTON BLANT aT(I)aF (1) WETACLIaAVAT(31,21)
COPBE — DJALMA TFIXSIRA = JUNUC NE 1GgP :
Nan Trappluar 0¥ YALOBR 7600 PDana £ 20aNMRO O VALOR n: n FOR INT
FI%0 NFGATIVA ' .
A £ @ FXBQEMTFE 0O FATOR  “ULTIPLICATIVO .
voE O GRAY RO BOLINGYIO CINTFIR0  AUE NFUFYE SER VULTIPLICADO 9FLD
FATAR “yULTIPLICATIVO X#x4 '
MOEQ NUMERD DE LINHAS DO VYETOR F F DO VETGR ETA
F £ 0 VETOR QUE REPRESENTA O CORJUNTO DF VALORES DA VARIAVFEL IMRE
PENDENTE A SFR CAJUSTADD .
TETA F N VETOR QUE REBREGANTA O CONJUNTO DF VALORES DA VARTAVEL
PESENREMTE & SER A JUSTANA .
T RFORESENTA O VETQR NS COSFICIFANTES FM ORDEM CRESCFMTE NAS
BOTENCTAS NF © .
A NIMENMSAD NF T MO PROGRAME BRINCIDAL F M)
j\' '\1:'.’!{,1
‘:f‘x?:?.ﬂ.\,‘
FORMACAND DA “ATRIZ QuAT
NG 13 T1=1avx2

BiIT)=
~no132 J=1s’\|

13 p(II)“ (AI (Y #* (IT/HZ.%A)
NC 20 TT11=1eNM ‘

nG 20 JJJ=19MN
K=1116&0d)=2
IF{¥) 1As1As1%
15 2VATLTIT s JdUd) =R (K
6N T0O 20
168 Yu=t.
Do 18 JM=1.M
18 XO=NOAT (IMI##(2 %4
S OMATILe13=Y0
Ir CONTIMUE
FORMACLD DOS TERMOS I[MREPEMDENTES
T(1i=0. '
F\O t"g I-'|‘r\1
&3 T(li=T(1 +¢(I)v%A
NOO1LT TJ=2n
T{iJ)="a
PG 17 Jde=140
17 T(1)= T(IJ)&(F(J%}&*(IJ 168 VHETALJY)
CALLIL APRBRAY (3 42] 221 gMY e MMLOMAT LOMAT)
Colll STMVA{QVAT ¢ TahM, S
Keg=¥gqn]
GO TO (12:14) K85
14 WRITE(2,455N) - ,
550 FOPMAT (! CUINADOWAMATRIZ [DOS “INMIVOS GUANPANDDS £ SINGULARYY
STOP ‘ _ [
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