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SUMARTIO

Estudo de sistemas de um grau de liberdade com variacdo
de massa linear com o tempo, considerando que ela se &8 ou nao na velo
cidade do movirento. Indicacao para caso mais geral. Estudo de vibra -
coes longitudinais de barras com massa uniformemente variavel, linear
com o tempo e com uma variagao "step" ao longo de seu eixo dependente
do tempo; solugao proposta. Estudo analitico de uma viga com massa va-
riada num certo trecho sem alteragao da inércia. Indicagao da solugao

numeérica. Discussao das dificuldades encentradas.



I. INTRODUGCAO

Ao considerar o problema de massa variavel em siste-
mas de um grau de liberdade intuimos um amortecimento para um aumento de
massa. Este trabalho nasceu da tentativa de estudo do mesmo fendmeno em
meios elasticos. Camo nao encontramos bibliografia que abordasse extensi-
vamente o primeiro caso nés lhe dedicamos dois capitulos, no primeiro
dos quais foi feito um estudo extensivo dos tipos de variagdo de massa ,
discreta ou continua, inicialmente para um caso linear, Partinos de um
corpo base que definimos como sendo o recipiente vazio no caso de acrésci._
mo de massa ou o recipiente cheio para-quando houver diminuicao da massa
e € estudada a variac3o de massa com ou sem variagao da energia envolvida
no processo. No segundo capitulo é feita ligeira generalizacao da lei de
variagao e indicagao para casos mais camplexos. Podemos ja chamar a aten-
Gao sObre os bons recursos que o computador analégico fornece para a solu
gao déste tipo de problema.

Para sistemas elasticos foi nossa intencao verificar
a aplicabilidade das formulagoes de sistemas continuos e dai n3o tentar -
mos construir um modélo do tipo "lumped mass". Na bibliografia indicada
(2 ) ésse método € usado para uma carga passante de formato triangular
(sem considerar variacac de massa) .

Cronologicamente o primeiro caso elastico considera-
do foi o da viga biapoiada, modglo simplificadc de uma ponte, sujeita &
passagem com velocidade v de uma carga distribuida, suave, constante e in
finita. Essa carga no movimento vertical apresentara uma certa inércia e
além disso ao se deslocar sobre a viga leva a velocidade que tem num pon-
to %, para um ponto X + Dx que, ao considerarmos a viga, tSem velocida
des v(xl) e v(x1 + A x), seja v(x, +Ax) > v(xl ); entao a carga oo que
freia o movimento, ou seja, age como um amortecimento. Quisemos de inicio
fazer um estudo tetalmente numérico do caso e a fim de nos familiarizar-

TOS COM OS NOVOS termos que surgem na equagao, levamos em conta de inicio



apenas a infrcia da massa, sem considerar o efeito de amortecimento intro
duzido. Introduzimos entao as equagCes e solucGes para o caso (cap. V) e
descrevenos de modo detalhado, em apéndice, a parte numérica feita. Camo
sera posteriormente detalhado, a viga foi dividida em trechos, a carga a-
plicada de um modo constante e atuando durante um tempo equivalente ao
deslocamento do trem de carga do inicic até o fim déste trecho. A condicao
da viga neste instante serve de condicdo inicial para o estudo do proximo
trecho, Os resultados obtidos nao fazem parte déste trabalho ji que o pro
cesso nao teve o éxito esperado e serd comentado e criticado em apéndice.
Podemos adiantar todavia, que uma das maiores dificuldades encontradas
foi devido a falta de convergéncia das condigoes iniciais na série que d3
a resposta da viga pelo método da analise modal.

E pois desta aproximacao por trechos que tem origem
a sequnda parte déste trabalho, estudando os modos e a resposta de uma vi
ga com variacao de massa e sem variacao de inércia. Nio levamos avante o
processo em parte devido a urgéncia de apresentacao déste trabalho e da
morosidade do servigo de computacao envolvido @o se considerar séries com
nuero sempre crescente de termos e se verificar a demora da convergéncia.
Desaconselhamos o emprégo déste método para a solucao do problema, embora
pensemos em futuro proximo, estudar novamente sua viabilidade.

Voltamos nossa atengao a solucao tedrica direta do ca
SO mas para tratar de algo mais simples no que diz respeito a equagao do
movimento tomamos a vibragao longitudinal de barras. Procuramos para ela
trazer o problema da viga e dai decorre a idealizagdo mais ou menos forga
da que € feita no capitulo IV (4.3). Nosso objetivo foli o de nos familia=
rizarmos com o manuseio das equagoes de movimento para casos de massa va-
ridvel, trabalhando com algo mais simples do que a equacio de 4% ordem da
viga. Desta -vez o nosso desenvolvimento foi puramente analitico, consi-
deramos somente o amortecimento introduzido pelo acréscimo de massa e nao
sua infrcia (suposto possivel para pequenos valores de variagdo de massa
face ao corpo base) e propomos uma solucao por aproximacoes sucessivas,
método semelhante ao das perturbagtes.



Limitamo-nos no entanto & apresentacao de um caminho,
que provavelmente serd possivel também quando existir o termo de inSrcia
da variagao de massa. A verificagao da aproximacio por método numdrico e
sua extrapolagao para o caso de vigas podera ser objeto de trabalho futu
ro.

Para introduzir a vibragao longitudinal & citado um
artigo de L., Meirovitch, ref. 5, no qual é estudado éste problema em fo-
guetes, acoplado com vibragoes transversais, onde a variacao de massa pro
vém da queima do carbustivel. Todavia néle & feita a simplificacdo da quei
ma uniforme em todo o foguete sequndo uma variacao linear no tempo. Esta
limitagao talvez possa ser eliminada seguindo o processo proposto.



capfruLo 1II

SISTEMAS DE M GRAU DE LIBERDADE COM VARIACAO DE MASSA LINEAR QOM O TEMPO

2.1 - GENERALIDADES

Representenos a variacao de massa por:
mi(t) =m + mt
o
onde m, € a massa do corpo base, ou seja, do corpo na situagao t =0, e m
pode ser positivo ou negativo.
Um modélo para o nosso estudo poderia ser

*

|—|-

s k
3—'\1\/\/\/\,— v (1)

Q (8]
Frerrirress

que todavia resulta incompleto pois nao contém informacao scbre como va -

ria a massa, energeticamente falando.

Sera Qitil aos nossos raciocinios posteriores o estudo da equagdo ge

ral
:
ML ¢ IX LRy =D ; x(), %)
dt dt
Se esSCrevemmos Wy, = % frequéncia natural do corpo base,
o
Q_z_ﬁh”, e P VI

N, ™M,



entao

d_zx 1 dx 2 _ 2.4
(1+at) T y C It + wax =0
onde chamaremos 6=4+ot , obtendo
T ‘£’i CLdx L WiGx=

d. G2 o 4% o

equagdo de Bessel cuja solugao:
(ot [C;]l’g(%“\lﬁ.-ﬁ-a{ )+ Y. (o Ve )] 22

onde Cy, C, sao obtidos pelas condigCes iniciais de posicao e velocidade.
(Observe-se que o amortecimento funcao de velocidade influe apenas na or—
dem das fungoes de Bessel e no expoente do termo (1 + at) diminuindo-os
para valores crescentes de c').

Esta equacao tem dois valores interessantes de serem examinados.

Considerando c¢' = a/2, entao

o= ek (€], (B iat) « O, (e it )]
_m“ 2 [Cosen(BeeVirat) - (o ccs(%m)]_}

ey 4ot

= C,‘L cos (g-%“‘\li rot ) * C'?_ SR (e%\] L-{‘Q‘t.) 23



Solucao harmonica de amplitude constante e frequéncia variivel de pon
to a ponto.

Se tomarmos pois um amortecimento menor, ¢' = 0, por examplo, teremos
oscilagoes de amplitude crescente para a > 0 (acréscimo de massa) .

Outro amortecimento interessante € ¢' = a em que a solugao se torna
Bessel puro:

x= C, T (2eeiat) + (Y (3 \hat) 2.4

2.2 - VARTACAO DE MASSA SEM VELOCIDADE

Pode-se variar a massa do oscilador introduzindo ou retirando massa
sem velocidade. Dois modélos podem ser imaginados:

consideremos uma bandeja oscilatdria na qual € despejado um fluido (areia
por exenplo)

_ R :
' g/‘mo
‘l a A" '.A .| ? Il ' 1

N
\
[o] (o]
VA
|—x

ou uma bandeja na qual & queimado determinado combustivel.

A equacao que rege o movimento do sistema pode ser derivada de diver
Sas maneiras, mas para que nos familiarizemos com o fendmeno vamps estudar
certcos casos especiais.

Suponhamos que a variagao de massa se dé de modo instantineo nos pon



tos de velocidade nula, ou seja, nas posigoes extremas de modo que a so
lugao da equacao do movimento passa de

_ & _ k
X—-XQCOS\Jm"t para X—XQCOS m

o que para um Am>0 acarreta diminuigdo da frequéncia de vibragao,
mantendo-se a amplitude.

Nos pontos de velocidade maxima (mola sem energia acuiulada): a SO
lugao da equagao do movimento &

A massa varia e a velocidade ;{o também: um sistema de massa m ,
a oscilar, ao receber um Am nessa posigcao de velocidade mixima altera
sua velocidade instantaneamente de modo a nao modificar sua quantidade
de movimento. Temos duas variagoes simultaneas do tipo "step” ou degrau.

A nova velocidade € x| = X (k) (7“—"—:‘-&_) onde x(t) & a

velocidade no instante da variacdo de massa.

x-‘—‘-l—ﬁ&n\]-—h—tz X(t‘] m'..Saw_B__t

" R w,+ Avn '__E. y i, 4+ A ™I, + v
m+Am ™

HA pois um decréscimo de amplitude para Am> 0 e também um abai

xamento da frequencia.

Vamos agora derivar a equagao do movinento para uma variagdo conti



nua de massa através da equagac de Lagrange. Tomando o oscilador e o re-
cipiente do fluido como um sistema, interessa-nos déle a parcela de ener
gia que influi no movimento horizontal:

Energia potencial armazenada na mola Ve = Rx!
=T

- X1
Energia cinética 1, = mik).
e

d o1 T +DV-:O obtemos
ot 9x o %

LACORE L i S .

dt

ou (‘mo+\'\'\1t)‘>i+ m X+ kx =0

Podemos derivar a mesma equagaco simplesmente pelo conceito de quan-
tidade de novirento de um sistema

4Q _ = Q - quantidade de movimento
4t F - fOrgas externas
ent3o _.d;.[m(t\-f(} = —kx ou mt)x+dmy s kx =0
dt dt

Ora esta equacao corresponde ao caso c¢' = a , ou seja, sua solugao & 2.4,
portanto anortecida (m > 0) e de frequéncia varidvel,

Convém nesse ponto do trabalho discutir uma aproximagdo possivel pa
ra valores de (m.t) despreziveis face a m, e que viria a ter maior interés

se a0 examinarmos sistemas continuos de desenvolvirento mais @omplicado.



Desprezando m.t no termmo. de infrcia teremos:

YY\O‘X.-F\'.Y\;(+%ZX =0 2.6
na convencao ja adotada: X +OX +waX = O

e a solucao

% = e:%t [QL cos“%"ili St o+ ¢, s&wd_(a%‘)l-il %_t} 2.1

com condigoes iniciais de deslocamento e velocidade para a determinagdo
de Ce G .

Temos pois uma variante ao nosso processo de solucac de problemas
de massa variavel com introducdo /retirada de massa sem velocidade.

Fagamos uma comparagao entre as solucoes 2.4 e 2.7. £ necessirio

que a <<1leseja (L =8
o.
entao 2.4

x(d) = cdo(n_\mm Y + Cz){,(‘,n_\ha-o;t\

pode ser expandido assintoticamente para argumento muito grande |

x= ot [Cicos (alivat - ™) + &, sen(QVizor -m)]
YLvat

4 n e o -.
X=4m [Qi tos (IL\JQ+O-‘\'-} + Cy Saw(ﬂ\]l-»oi)]

como O tempo nao assume valores muito grandes

Yiror'  ~ Laplot)
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e a expressao pode ser transformada em

)= — L (Crecoe .2t + € somn.gt)
§ + %)
- W-_t (€ cos wnt + Chsemwyt)

ot
i+ 3

a. 1
En 2.7 pode se ter \',(___a“’“ -1 2wy, e
Q. Q.

x(t) = é%t (t. cos wal + {, sew wv\t)

Camo se pode verificar numéricamente para valores pequencs de a

(a ~ 1 %) termos uma diferenca entre £ e @gxt da or-
L+ 2%
dem de 2%0 ., Todavia como era de esperar, os valores de amortecimento
Sa0 extremamente pequenos e o caso se torna mais interessante para valo
res de a crescentes e do calculo do desvio entre os resultados com vis-
tas a uma possivel aplicacdo em casos mais complicados de sistemas con-
tinuos.

2.3 - VARIACZO DE MASSA (COM VELOCIDADE

Seja um sistema tal que a massa que lhe € acrescida/retirada o faz
na velocidade do ocorpo naquele instante. Imaginemos como modelo uma ban-
deja que cheia de um fluido qualquer (areia p.ex.) o perde através de o-
rificio inferior.

5\;\
Xr

AP ART < o]
O . Q
A S
[ ——
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Consideremos todavia no raciocinio que se segue, conforme os casos
anteriores, acréscimo de massa,bastando ao estudar o caso da figura, atri
buir sinal conveniente onde necessario.

Varos induzir a equacao do movimento através de casos discretos on—
de em instantes de tempo bem definidos teremos acréscimo de certa porgao
de massa.

Num dado instante t; a equagao que rege o fendmeno &

2 » >, L] Ll
(Mo +vn,) &% o hy = O » pelo equilibrio das forgas.
Cat

Se apds um instante At hi introducdo de massa Am no sistema, a

equagao passa a ser

2
(m°+m,+km\% + Rx =0 valida a partir de t_l+ﬁt e com
condigoes iniciais x(t; +0t), f((tl + At) da equacao anterior.

Concluimos que a equagao désse movimento &

dox
[W\o +m (ﬂ] e + Rx =0 2.8
com condigCes iniciais x(0) e Xx{0}.

Considerando m(t) = mt podemos aplicar a solucao anterior com c=0
ou seja, sem amortecimento, obtendo

x = JTrat |G, (B frat ) + (Y, (3a fivax )| 2
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que atribuidas condigoes iniciais pode ser escrita

para %(0) = x, e x(o)=0 seja %‘i Ny

x(}) = Xo Ni+ot T-l\o(ﬂ)\/x(n-\li"'(lt) — Yo() r&‘(ﬂ-\lhrofc\ 210
Tty () = Ly Yo ()

para x0Y=0 e x(0) =u,

x(t) = U, m _Y;_(ﬂ):h(ﬂ\fl‘\-o—"-) - ‘1:,_(&)\/1(&@) o 44
o T Y0 - T Q)

Teremos pois um movimento que de acordo com nossos raciocinios an~
teriores & amortecido para a < 0 ; para a> 0 as oscilagbes tém ampli-
tudes crescentes. Neste Qltimo caso, com um amortecimento conveniente

(¢' = a/2) podemos obter um movimento harmonico.

2.4 - VARIACAD DE MASSA EM OORPOS QUE OSCILAM SOB ACAO DA GRAVIDALE
a) Massa Varia na Velocidade do Corpo:

Novamente vamos principiar o nosso estudo imaginando casos de varia-

cao discreta de massas.

mt) T
Y
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Suponhamos um corpo de massa m_ em repouso sobre o qual cai de uma
altura h uma particula de massa A m. A equagao do movimento pode ser de-

terminada pela conservagac da energia do sistema das duas massas e mola

hm @ R
(g + Ben) 3_3'11 + Rz = Am.glfu?\ 1IN
\“— dt Am.s
i 2,
S

com condigoes iniciais:

z(0) = Amg l+-\’i+?.—hg“—
R Om.q

.2(0) - - Q (4 AV\’I,% .Q\

o+ A

onde z & a ordenada contada a partir da posicao de deslocamento maximo (ve-
locidade nula) do sistema apds o chogque e y € contada a partir da posicao
de equilibrio do corpo base. Temos y = z, - 2 e substituindo

it

(o + Am) % + Ry = Awn o 4} =0

"
=_ _
o
P
3
3

3(03

Passemos a cansiderar o caso em que a particula é colocada sdbre a mas

sa, ou seja, cai de altura h = 0, o que transforma as condigoes iniciais em
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%(O\:O e \‘j(O):O

A solugao desta equagao €

\j(ﬂ = (4 cos \_—h__._‘t, +Calsem,\ R L _\‘ﬁ‘m{_)a

- Wio+hvn

Wi+ &m

wlt) = .ﬁ%% L. cos:.\_h_ t

Uma vez pdsto o corpo base em movimento coloquemos néle nova parti-
cula, que também incide de uma altura h = 0, (mas durante o movimento),
no instante t, com relagao & origem de tempos da equagdo anterior. Esta
passa a ser valida entre 0<t¢ t, e entre

tostet, vale (my+ 2AmY Z\T}% + )R:_\ = a&ma

onde a ordenada y € a mesma anterior e as condicOes iniciais desta equa -
gao sao y(t;) e y(t,) dadas pela equagao anterior.

Sequindo éste raciocinio por inducao podemos concluir que se a massa
€ variada com o tempo, colocada ou retirada na velocidade do corpo base,
a equagao do fenameno é:

[mer mt)] &y 4 ky = mityg 4r=0
d.t yloy=0

onde y € contado a partir do repouso do corpo base.

Como se v&, & necessdria a variagao simultinea de m(t)no termo de i-
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nércia e na excitagdo da equagdc. £ uma condigao indispensavel para que o
caso em estudo esteja representado. Na variagao linear:

(o e vnt) s Ry = gt

cu

(4 + o..t}li +uuf.\\j =a3t

A solucao da equagao homogénea ja esta determinada em 2.9; a esta su-
perpoe-se uma solucac particular de determinacao imediata: 5 = % T
n

e a solugao geral

g = Joak (647 G0 frar) « G, o))+ 2s x

Como a solugao particular se anula em t = 0, as condigoes iniciais determi

nam constantes C, e C, identicas as calculadas anteriormente em 2.10 e 2.11

1

b) Massa acrescida/retirada sem velocidade

Pedemos concluir imediatamente, com tudo o que foi visto, gue a ener-
gia usada para acelerar a massa (ou perdida com a massa) equivale a um a-
mortecimento e a -equacac do movimento pode ser deduzida por Lagrange ou in
duzida diretarente do caso anterior, valendo para a variagao linear

(g ¥ t) 89 4 o 49 4 hy = vaqt

© | 4lo)
ot ax EIRCEE

)
cuja solugao para a forma (i+oft)% + 0;3 +uf,,5 :QS'\'.
passa a ser:

g = GolBg firad) + R Bsk) 28 - gy

Wy
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capfTULO 1I1II

VARIACAO DE MASSA N3O LINEAR NO TEMPO EM SISTEMAS DE UM GRAU DE LIBERDADE

3.1 - INTRODUGAD

Vamos procurar nesta parte generalizar um pouco o problema ja aborda
do, admiftindo agora uma variagéio de massa do tipo

) =m, + vt

o que transforma nossa equacao do movimento em

(mo-\-\’;ﬁtn)ézl{- + v'\ﬁ'\th-\ E'L_’( + hox =0
dt 4t

Supondo a variagao total de massa desprezivel face a massa do corpo
base podemos levar em consideragao somente seu efeitc de amortecimento, ou
seja:

moéi"ﬁ -\-Y\Y-ﬂ'\'.“-\d_—".( + Rx = 0O
at* ax

que permite uma solucao por série de poténcias do tipo Frobenius.

3.2 - SOLUGAO QONSIDERANDO O EFEITO DE AMORTECIMENTO DE VARIACAO DE MASSA
SEGUNDO mt"

A equacao obtida pode ser colocada na forma

avt' ax N W i X = O
t dt £

2
AX 4
at’
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e identificada com a forma geral

Rty dx . L Pyax | L Q).x =0
ax* at

conforme a referéncia de F. Hildebrand.

onde entaic  R{t) =4\

Pi) =P, ¢

Q) = 0t = wi &

a.ni”

My

- - s <
A equacao indicial para uma solugdo do tipo x =T Z Ayt

() = 8 +(P-Ness+ Q=0
?KS\ = s{s-1) ou 'se'sc:.. s =0 s =1

que embora difiram por um numero inteiro, dac margem a duas solugoes nor -
mais ja que o ponto t = 0 é ordinario.

3
A formula de recorréncia & ¥($+h) Ay=- 2 aht":*h) Ah-h
n=i '

onde da nossa equagao todos q,(s) sao nulos a menos de

T
%1(5‘3 = W, e Quis) = om (&-) +wa

Estudando para k = 1 temos

(e+1).s. A& = - %L(s*i-ﬁ Ae =0

Para s =1 a igualdade acarreta A,L: 0
Para s =0, A‘l @ indeterminado, podenos escolher um valor qualquer, por

exernplo , A1= 0.
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Vamos ter, inicialmente para s = 1:
Se tomarmos n Impar TN ‘
os elementos pares dao a formula geral Ay = {(-1) Wy, reroy Slﬁ‘ o
e+ )
para qualquer k
ou seja
NI
- (‘L\ Wy L\o
(Rat)!

os elementos impares comegarao a existir a partir de k = n, como exemplo

__ amawa A
Ah (ned) .,
A _ wa (o +w) Bon+wa  Wwh A,
me = [na3)(na ) nedIn N (n+3¥(na) G

e assim por diante, pela formula de recorrencia.

Se tamarmos n par, os elementos pares nao se alteram até k =n, e a
partir de entac teremos por exemplo:

A= [(-Dvyfl W, O ]Ao

GYYA bretyn
Ami’- o
Ausr == b [ WALy (Bon vl 8],
etc.

podemos pois construir a primeira solugao, tomando AO= 1 por exemplo.
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LR 4 4 4 & 3 " N
= Wty e b D Wn by AL ALY e
X&) =t KL e ' iz0 3 600 + o e | )

para s = 0 seguimos um raciocinio idéntico,

e para n impar os elementos pares sao Ag = ('—L)JR_‘-U_UA e
os impares que comegarac em n :

n wvin-1) °
A ) [ o . _Gawn ywn ) _u;r;} A,

e [ O Y S T I CYC YOI O 1
e etc.
para n par, a partir de k = n teremos

'.L_&'_L

N L L e |,

" ! nln-8
An,y, = ©
e etc,
sendo a sequnda solut;ao, fazendo Ao= 1

Yy " Vet
E N W)
ka(8) = (Lo te S S A AT )

e a solugao final passa a ser

¥ = ¢, x 1) + ¢, v 1Y

onde C, e C, sao as duas constantes & determinar pelas condigbes iniciais.
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3.3 - INDICACAD PARA UM CASO GERAL

Queremos apontar a referéncia de R. Bisplinghoff que no seu capitu
lo 10 estuda varios casos para a equacao

al®)g + bty g+ cdg =0

resolvida por uma aproximagao claSsica do tipo
I %)
-q_ e o) - —] i
4 % XPJ { 2.0(6)

Para o assunto de estabilidade dinamica em voos, € detalhado exten-

sivamentes

alb) =t b)) =, (V€Y clr) ze (taee)t

1 ]

Nao vamos levar avante o estudo analitico das equagbes que represen
tam 1 grau de liberdade. Queremos todavia chamar a atencao da vantagem de
uso do computador analGgico na solugao desses casos: a montagem dos cir -
cuitos € relativamente simples e poder-se-ia imediatamente estabelecer um
critério da influéncia das diversas grandezas no resultado, além da deter
minagao da faixa de validade para as simplificagoes feitas. Sugerimo-lo
camo parte de um trabalho futuro.
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CAPITULO 1V

VIBRACAO TONGITUDINAL DE BARRAS COM VARTACAD DE MASSA

4,1 - APRESENTACAO DO PROBLEMA

A vibragao longitudinal de barras é assunto bastante estudado e di-
fundido. A parte tedrica que necessitamos para encara-lo scb nosso ponto
de vista pode ser encontrada nas referéncias de Volterra e Meirovitch.

Vamo-nos fixar em um problema especifico, que escolhemos como sendo
a barra engastada em uma extremidade e livre na outra:

N A
|

.

i
Sendo u a coordenada que mede o deslocamento da secgdo x a equagao
que rege 0 movimento &

2 1
mo ab\ - Ep\ D,U‘- = O 4.1
dt° axt
com condicoes iniciais wix,0) , L., 0) onde L =%E€

e condigoes de contomo
wlot)y=0 , dul _ ¢

OX o

desde que a secgao seja de area constante: A(x) = cte.

Usando a separagao de variéveis,temos um movimento harmdnico e um pro
blema de modos proprios dade por
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eV (gu -0 cndee U =LY 42

z ~
X (52‘: owE m (u? cte da separogso)

4 —tn

EA

cuja solugao nos fornece as frequéncias naturais

e os modos proprios sac dados por
0, &) = \, & sen (af-l)%f
mﬂ

onde a constante multiplicativa provém da ortonormalizacdo dos modos e &
de grande utilidade no processo da analise modal a ser estudado mais tar
de.

Podemos entao escrever a solugao para u(x,t)

u.b(i) =2 Sen (ar—ﬂ%% LA‘_ cos (2r-1) %Qi_:‘it N

=1

c-O)T (EA t}
+ B _cen(® D& — 43

as constantes A, B_ no processo da separagao de variaveis sao cbtidas va
lendo-se da ortogonalidade dos modos.

v

A‘_ = %j wix o) sen (av—i\%%d.x b4
[
L
2wl 2 L | W(x0)sen @e-DN X dox s
Bf: _Q“ EA T ?.--Lj' ERR ] )

Vamos estudar o problema de vibragoes longitudinais levando em conta
os possiveis tipos de variagac de massa. Recomendamos para o assunto a re-
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ferencia de R. Bisplinghoff .

A equagao geral 13 indicada e que sera posteriommente derivada para

O nosSso caso &
v
a "G - EAIY = ¥ix,b) hé
ETAL T
que com uma massa m{x,t), se permitir separacao

m(x,t) = m{x). m(t)

admite um resultado q(x,t) = g(x) . q(t)

podendo-se pois resolver a equagao homogénea por separacao de varidveis ou
entao, pela analise modal quando se considera a excitacao.

A separagao de varidveis levaria a duas equacGes :

d.q, ot -
ﬁl LR %T-El q-x = O 47
g, F g cudq =0 4b

- onde a parte que nos fornece os modos proprios ja foi resolvida para m(x)=
cte. e a parte de 9y pode recair nos métodos usados com 1 grau de liberda-
de.

Nao & nosso objetivo examinar o caso onde m = m(x). Vale observar
que havera uma modificagdo conveniente no formato do modo, tal que seja o-
bedecida a equagao 4.7, em cuja solugdo reside tdda a dificuldade do pro-

blema.
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4.2 - MASSA VARIA OOM TEMPO . SOLUGAD

Chamamos a atengao na solugao do problema de massa que varia cam o
tempo ao artigo de L. Meirovitch publicado na revista AIAA, indicada na
referéncia. Achamos interessante neste ponto do trabalho apresentar uma
sintese do processo af empregadec para a solucao da equagio do movimento
pois € um caso tipico de encaminhamento pela anilise modal.

mE) G- BEADY o (ki 44
* oxt “? )

cam condigoes de contdrno de barra livre em ambos os extremos (estd sendo
resolvido um problema de vibracao de foguetes).

Considerando a resposta construida por uma base ortonormal, no caso
os modos proprios, cada um d8sses elementos € multiplicado por uma coorde
nada generalizada dependente do tempo

L3
WG ,k) =Z Q{8 § ) L.to
=1
de modo que a condicao de contOmo se escreve EA%._Q =0 para 1v(=‘t%u
%
O problema no caso nao tem restrigao e portanto além de
78 Y
j Mo by §; Ax "'giﬁ teenos j o b, dx = O 444
-Q/z _Q/z

conforme pode ser verificado na referéncia 1.

A variacac de massa representa a queima de combustivel no foguete e

m(t) = m - mt = mo(l -pAt), m, massa do corpo base onde se oonsidera a

queima uniforme ad longo do corpo.
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Substituindo 4.10 em 4.9 usando 4.11 obtemps

(‘.\.-(b'\.) q“ +u.>th:U'L(’c\ L=4,2...0m
&
ownd.e L) = | D ¢ (x) dx
-2,

foi feita a consideragao de Ui(t) = cte, ou melhor, uma "step function"
em t = 0 e a solugao da equagao acima recai nos nossos casos de 1 grau de
liberdade.

As condigdes iniciais U, (x) =wlx,0) e G,)= %ﬂ _ o
X

©

levam a resultado

: (o= Vi) (L-pe)® k\m-\ RACES
t - o L \
. Z B, (R - T ) Y, 000 b

Al

v UL _L
oY Dteet]] ) ) ende kB

Y.
e VI :j g ) bk dux
Le,

4.3 - MASSA VARIA COM ESPACO E (DM TEMPO. SOLUCAO APROXIMADA PROPOSTA.

Tomemos para o estudo de um sistema onde a massa varia com espago e
com tempo, na vibracao longitudinal de barra engastada em uma extremidade
e livre na outra, um modélo constando de uma barra supostamente oca e que
€ enchida numa velocidade v cam uma substancia idealizada como sendo tal
que ira vibrar em "fase" com a barra,embora por hipStese ndo acumule ener
gia elastica. Chamamos de vibrag@o em fase, s& possivel para nossa subs-
tancia ideal, uma situacdo em que as secgoes j3 cheias vibrem com a sec -
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cao correspondente da barra como fOssem um sG corpo (se nac houvesse mais
acréscimo de substancia, a barra parcialmente cheia vibraria como um meio
continuo wniforme, fazendo-se a restrigdo de ndo se acumular energia elds
tica na substancia) .

R
-
< 4
/-_4, LI - at
t Ao va t ot
ra e o ar L)
Vs
re
rd ]
[ 1
~ AL ) Ft_&mm Pontoe A no repouso tem
] 1
P e ! uma abcissa X
- A
- T
- HEEE N AR Rt
t"-h-t ; ,| .t . '-"-°'n:_.°n
4 [ |
rd [
2 - =
(LN A

Poder-se-ia pensar também em uma substancia com as caracteristicas acima
que aderisse externamente & uma barra cheia, de um modo wniforme na sua
circunferéncia, e que progredisse com uma velocidade v ao longo dela.

Para ¢ nosso sistema tudo se passa como se a massa fosse acrescida
sem velocidade, sendo a energia do sistema responsavel em acelerar a mas
sa que cal em cada instante a uma velocidade, quase aquela que o siste
ma estava. Podenos pois esperar um termo de amortecimento na nossa equa-
gao.

A variagao de massa no nosso sistema pode ser escrita

m{x,t) = m + m.u(vt - %)

onde m, em sao por unidade de comprimento e vt representa o comprimento
ja cheio de massa acrescida com © que estamos retratando a situacdo num
dado instante. A fungao u(3) € a fungao degrau ou "step".

Lenbrando do raciocinio usado no caso de um grau de liberdade, nao
estamos introduzindo energia no sistema, apenas massa. Podemos entao es-
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crever as energias totais :

¢ 2
T ._,.Léj e (22 dx
09.

1
V= %d[ EA (%f) dx

[}

e aplicar uma equagac de Lagrange adaptada para meios continuos, Para tal
usamos a referéncia indicada de H. Goldstein, onde esta equacao & obtida
por uma passagem ao limite de um sistema discreto, aurentando o nimero de
graus de liberdade, o que nos transforma n equacoes de movimento para
coordenadas apenas dependentes do tempo em uma equacao que englcba todas
estas, pois a coordenada passa a ser 1 (xx) .

Seguindo em paralelo ao autor no capitulo indicads, supondo agora
m, (t) que no limite sera m(x,t) , tomamos energia cinStica camo sendo um
somatdrio entre as particulas, e a potencial como a acumilada por uma m
la hipotética (elasticidade do meio) que uniria as particulas.

=
1=
s

_.f, i \i&_n.
& AN — o AAAA G N AN
YW Wi Wil AUEFEY
z
T:-\-Z_ m-(t\.\'f(t\ V=L 37 h(“l@.“"\;\
2T Y - C

e apds levar ao limite obtém-se o Lagrangiano do sistema através do qual
é possivel identificar a densidade Lagrangiana (formulas 11-4, 11-6 e 11-9
na ref. indicada), a qual & dada por:

of = w{x,t) (%_;-_:Li - Ep\(%“—:i
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mas demonstra-se para sistemas continuos

AL, 3L oL _ 4
ot DU dxb(%t_:) ow

e a equagac do movimento sera:

M) Fu, dmbd) du _ gA v o
o DT ot Ox*

que aplicada a nossa variacao de massa

[mormuntoto0] 8 4w Sorn 2o e Yaso 4

As condigCes geométricas de contdrmo e as condigdes iniciais ndo a
presentam maiorss problemas, deve-se ter o inicio da contagem de tempo
no instante do comégo de enchimento.

Varias sdo as observagoes sobre a equagao 4.12:
O amortecimento cbtido & dado por uma fungio & de Dirac, ou seja, & um a
mortecimento "infinito" no ponto x = vt que representa a seccao da frente
de massa, ou melhor, a secgdo na qual estamos num determinado instante a-
crescentando massa com velocidade nula, Ha por outro lado uma coeréncia
dirensional j& que os termos sdo de dimensdo [F]IL]' e a fungdo § de
Dirac agindo na retratacao feita do sistema (deriva do step de massa) nu
ma dada abcissa , pela sua definicao

ﬁ@gqmﬁ - 2(0)

-

assume no caso dimensdo L] o que leva [‘mu S(ot-x) %E.‘-] a si-

s

tuagao acima.

Considerando-se todas as idealizacOes feitas no infcio do capitulo e
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que da situagao que restringimos estamos estudando um caso ideal no que
diz respeito ao acréscimo de nova massa (desprezamos qualguer efeito que
possa surgir devido ao fato da parte Gca da barra ter uma Area finita) e
outros fendmenos paralelos que podem surgir, de modo que realmente era de
se esperar que obtivessemos o amortecimento numa dada abcissa da barra .

Por outro lado a equagao & tal que praticamente poderia ser induzi
da a partir de sistema com um grau de liberdade.

A fungao step e a fungdo Dirac tornam dificil o estudo da solugao
pelos metodos tradicionais, ja que nao consegquimos separar a massa em

duas fungoes, uma de {x) outra de (t) que se multipliquem.

Vamos colocar mais uma restrigao ao nosso problema: suponhamos
m <« ome s0 levamos em conta o efeito de amortecimento no acréscino de

massa.

Temos v 2
My 9% L o blot-x) 3 _EA du - o 413
i ot '

condigoes de contdrmo wlot) = 0 e Q_‘-ﬁ\ =0
Ot lax

condigoes iniciais wix,8) e Wix©)

Apliquemos a transformada de Laplace em relagao ao tempo na equagao

acima.

af kmc’ a;_ltz + M\'T éﬁk‘Jt"'K\ %—&; -~ EA B%LF‘\ - O tt.’\'\

sendo I { ULL,(,\-,)\ = wilxs)

o

e I{mu&(\rt-x\%%\ — v ] et -x) ?')_t éﬁ'di

o slok-xy = §Lx - #g)



30.

como a transformada € em relagao ao tempo du <st
s
= wm [-— € 1
ot v

Temos entao uma incognita que corresponde a velocidade. da barra no
instante t = x/v .

Para resolver o problema propomos um método aproximado, tal como se
fosse um processo de perturbacio, pelo uso da solucac da mesma equagao
nac considerado o amortecimento (equagao 4.1) dada por 4.3:

Wt ) -Z sen(2e- DT | A, cos (e D1 \'Ew%}t
+ B sen @e-b) 5 En‘}‘tl

onde A_ e B_ provém das condigbes iniciais e sao dados por 4.4 e 4.5. Sim
plifiquemos os algebrismos considerando u(x,0} = 0 com o que Br =0 e va-
mos reintroduzir

—(2e-1)y 7 |EA - [mc':za-i_'z\_
. =@r \?. o e 3. er}: (“\EQ-

entao

od
%;_ = z - we A senBoxsemous T
=\

_a¥ -
{p_\" és\:l - es/q Z w, A su«.({)rx SeW W X,
Dt L% Tzt (&)

Voltando a 4.14

1 —
d';._g - V_V‘Ls’f W= L e s ulx 0\-— o QS&GZ\M L\ %‘W\(& * Hen W, % 438
dnt EA EA [T,

A resposta da equagao acima devido ao termos de perturbacao considerado
pode ser determinada por 4 parcelas internas ao somatorio:



-8*{’0
€  sevfbex sen wex o

3 é*/u- Lé({srx _ é}p'x) (e"w'x/"'

-4 -
4

éE-“" e )

<+ Lol i - el s -
- e.xPKL(.’:r.. i\’:.*.&)x] x ex?\ Kg s -was xl\

e nos fornece a solugao particular

w (X.Eh:”_"__i_zwr A, {eXp\(\.ﬁf Lwr -8 x] } e.x.p‘_ ML Ly - s) E
o F EA 4

(Lp, + \%g e Y-

_ exp Lep.- e == N exp&‘ﬁaf" S )|

' N
((5 L_Lﬁ)_::"_og (L\a,n____wfw AL
N U E A U A
g T
Lembremos que (5‘_ = W, ¥Ya , Se chamarmos
EA

=3 Oz Bos 8 =Wl

- Cen o - o e,

31.
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entao
[~ =]
— La.X ~6s %4
Ulxey = L [EA E we A, € 2 J— ;
¢ EA 4 g - 2iog | Ls-LoAy  (o-1%p)
_ e‘mlx ._,xfu és’yu. “ ei..n.lx_ 3 S ¥4 .
&0, (s+i Oy \ (st ) Bioy | (8-1%4,)  (e-1%#,)

(a+i S/ (s»'\o../bh

L0 X -&"Ia - s¥y
e e

Lo,

que pode ser antitransformado
para t < x/v tem-se U, (x,t) =0
para t > x/v '

:LLPLX{’(.) = %_v%; \’

'-2.\.\0‘

o K : On X
ol et

. Slo \éi%:&-%\ _ é&i&-z‘a\] N dogx [é%ﬁ&-%‘a_ eih'%ﬂt-%‘l““
Bib, - 21k,
é\'e’“lx ‘\ ‘\%l L{"%) _ éL%LL‘t—l‘.\]

Y

Agrupando convenientemente
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UP(XI'\l] —_’—j-T- LY:— o -ﬁ Z A-‘. _‘t. I:.':Q.\F\ (SN %l(t__ _1;_1;_)() _
a N '

oo len B ] e BB -
Ceem mf@-g\xm

Vamos comentar o resultado obtido para o termo de perturbacgao:

Vejamos o que significa o limite t = x/v: ele pode ser estudado de
duas maneiras distintas; primeiramente encarando a haste como um todo,pa
ra um determinado instante de tempo t; o temo sO sera levado em consi-
deragao no trecho da haste ja cheio de substincia (x variando de 0 a vt.),
ou seja onde o movimento ja foi amortecido; por outro lado olhando para
un ponto (secgao) X;, © temmo passard a contar a partir de t > % /7, ou
seja, quando a substancia acrescida passa pelo ponto considerado.

Por outro lado, lembrando a conceituagdao que demos a ésse termmo, as
similando-o a uma perturbagao, vamos estudar sua influéncia nas condigoes
iniciais da equagio onde aparece (4.15) . Consideremos para tanto os valo
res de tempo até o enchimento total bem menores que a expressé'.o(\/% x)
para qualquer x ; portanto calculando u (x,t) em x = 0 vamos supor possi-
vel a substituicao do serno pelo seu argumento obtendo

Uplor) = VR i A, {“";:“( ) v (“;z‘ —L)} =0

=



34.

Na extremidade x = a condigao de contdrno implica em ?)_'-,_A O
X
mas como vimos, o termo de perturbacao influi s a partir de t>» x/v = Ly,
0 que nao € possivel ja que a nossa aquagaosovaleateotenpoemqm a
haste esta cheia.

Concluimos pois que ésse termo nio influi na determinacido das duas
constantes da solugao da parte homogénea da equagao 4.15. Devido a ésse fa
to a parte restante da solugao da equagao 4.15 nao precisa ser antitrans-
formada diretamente, bastando lembrar que ela pode ser identificada com a
transformada da equagdo original 4.1 , e as solucdes também sdo identifi-
cadas ,

Pelas hipbteses feitas a solugao final desta primeira aproximac@o a
ser considerada nos instantes de tempo ou posicao do ponto examinado, con
forme descrito acima & :

",

u (xt) :.Z F\‘..sen%rx.cos wl o %m ,ii_ ot Z A‘,{%l
=4

l‘-"em —E’o‘-l(wi —(50(\ - sen (‘-Ort *@fxﬂ + t lse\n %lKqut-L@‘.x)—

- Sen (wﬁ- - @r*)\} para L > X4y

9

onde A‘_ = %jukxp} E;e_\q(?)‘."&{ix

- E L b :-.'l;_ Ma
(5‘.:_(2. L\T_‘e:.i A U*\IEA

EA Lo,
K‘e\‘""L\%\J bz:-G_dm

£
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Propomos © encaminhamento que demos ao problema camo método de solu
gao de equagoes como a que foi estudada. Torna-se evidente a necessidade
de verificagao numérica da aproximagao obtida, re-substituicao de uma ve-
locidade proveniente do resultado acima na equacao 4.14 estudando a ocon-
vergencia do processo de "perturbagdes" adotadn, assunto que sera retoma-
do num trabalho futuro,

Sugerimos também levar em consideracao o temmo de massa m.u(vt - x),
que pelo processo adotado vai consistir em considerar mais um termo de
perturbagao proveniente da estimativa da aceleragac no trecho que em cada
instante ja estd cheio de substancia.
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SEGUNDA PARTE

carpriTULO v

'VIBRACAO DE VIGAS SOB A ACAD DA VARTACAO IE MASSA

5.1 - INTRODUGAD

Ja foi mencionado na introdugdo geral o motivo da apresentagdo dés
se estudo e que sua falta de pleno éxito nos levou a ndo consideri-lo
mais como objetivo final do trabalho. Por éste motivo a parte numérica
n3o tem o destague que deveria em outras circunstincias ter, sendo apre-
sentada em apéndice, detalhada no processo mas sOmente com um ou outro e
xemplo de calculo.

O problema da viga sab agao de um trem de carga passante cuja i-
nércia queremos levar em consideracao foi examinado por uma aproximagao
que julgavamos suficientemente poderosa. No nosso estagio de familiariza
cao can processos deéste tipo, resolvemos estudar de infcio o movimento
sem considerar termos de amortecimento, apenas induzindo o caso a partir
de sistemas de um grau de liberdade.

Teriamos
.
mo,
SN
E* 2 ]me'\""\’\ \m, &
. t .

m, M mMAssas por unidade de comprimento

mg carga passante
v velocidade da carga

Para nao levar em consideracac o potencial da massa m, da viga to-
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mamos nossa origem de medida das deformagoes a linha elastica da viga
sob agao do péso proprio.

A equagao do movimento induzida

L i :
(o mulot-x] 29 4+ BT Y = mamlot-x) 54

ik Jx™
can  Ylx O e \’j(ﬁ O) condigoes iniciais
condigoes de contdrno 4log) = 4yl ) =0
(flecha e momento nulos z 2
| Y. 0_3.\ -0
nos apoics) dxlag O%Xtlag

Tanmbém de modo intuitivo, o amortecimento, se considerado deve apa
recer afetando o trecho da viga até a frente de carga.

Foi feita neste capitulo V, pois, a preparagao das equagoes que vém
do método da analise modal aplicado a0 nosso caso, considerando uma apro-
~ ximagdo discreta, ou melhor, carga atuando e massa variada atd um trecho
?.1 da viga sem que se altere sua inércia. Inicialmente foi estudada a vi-
bragao propria com determinagio das frequéncias e dos modos proprios e a
sequir a formulagao geral para a resposta da viga nessas condigoes.

No apéndice sao entdo apresentados os comentirios sdbre os resulta
dos numericos.

5.2 - ESTUDO DA VIGA BIAPOIADA COM UMA VARIACAQ DISCRETA NA MASSA UNITARIA
5.2.1 - Modos Proprios de Vibragao

Podemos esquematizar o problema
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M, +m Wy
P -,»‘/_ A /
3 = 3
L, '
‘ A ! .
m, m, i massa/canprimento ; I =cte
regido pela formula
- S . -aq
\m°+m,M(Q\—X\] L3y BEL 23 =0 5.2
Ott O
A solugdo serd por separacao de variaveis
Gt = w ). glh)
e 4
w ‘_m,4.vnM(Q.-x)]w = O 53

a x“ ET

de L 2
+ o = QO
d—tz Ql'

0 problema dos modos proprios nos leva a procurar a solucao da equa-
¢ao 5.3 . A fim de eliminar a dependéncia de x do ocoeficiente, separamos a
equacao em duas:

4
L. _d.-_w__o't(zf‘w—_o osf s, o =lam
dx" Ma
ovidoe
4
2. dow _ @AW = O Q_‘S*S:D\ (_)fzuj?‘\r_ﬂ-?
A =

Duas condicoes de contorno para cada equagao provem da condicao de flecha
e momento nulos nos apoios . As outras resultam da igualdade de flecha ,



angulo, momento e cortante no ponto x = 2.

Resumindo, temos a resolver:

L. df‘w _oi'(_\f.wzo , _
ax’ dx*

Condicors doe Contlormo

d wiloy = O willy =0
b 0w _ O dw| - o
& x* Iv=0 &x? gy
1 wil) = will)
dw . Gw
a Ax ke, oW O PRY
& dw | _ dw
d\-xl x=R, i“il %=,
Lw | dw
\ d.)(?’ \x:Q!_ d.X’!' =g,

~ 4 4
A solugao geral de d'w - kAw =0
o x*

(]

wix) = Acewhx +Bcoshx + CsendhZx 4 D colh I

onde A, B, C, D sac constantes a determinar.

Aplicando as condigoes de contdrno a e b obtemos para as equagoes:

L owilx) = Aden 0.(5)( + C =enhh o.Bx D=sxsgQ,
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2 wix) o A seapl o senhpllox) Q, ex <L
c.os%Q (‘_osQn(b‘L

As condigoes restantes nos levam a um sistema de 4 equagoes a 4 in-
cognitas:

Asewn o B, + C senly o..?;@,\ = _ A  Sewn ngL-U.\\ _ ¢ senl &U’.-Qh
cosBl cost @R

< (R, Voot BLR-1)
(kwso-@@.\ +C c,of;QAo.\sQDQ_ = P\%%_T + C Tﬁ:@

(-Asenall,~ C senbh Q%Q\\ o = A sew RAR) _ ‘5%@\&?@*‘2)
' cos Bl costy Q_,Q

S\ @) . ¢ cosh BR-0)
(-A coso Be. C coslhapl ) : _wcéo%@-‘l_ J oo _—g)_—QDSQn(SQ

- Agrupadas de um modo conveniente podemos separ@-lo em 2 sistemas homoge-
neos de 2 incOgnitas.

(of - i.) oS O.@Q‘\EA o.(&\".‘ + o.tcsﬁ—\@\‘l-‘l‘\]_ A - (ci‘.-t 1) wosth Q,Q)Q.\H_tsg\ Q.Q)L * Q%FKQ-Q.)XC =0
- (t+1)cosapl Ty o p - ot B[ A (o2 1) oo Yool fR-)| ¢ = O

é um déles, sendo suficiente para nossas determinagoes.

A equagao caracteristica dos dois sistemas homogéneos €, logicamen
te a mesma
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(o’i-ﬂt I_\‘% abl, + &.‘C%W\ g:Ul-Q‘ﬂ \_tc:SQ\ o Bl « oﬁi @(Q -Ql\} -

54

~ (41} (o pl, +ale L)) [t o pL, + ol p2-2)] = 0

equagao que nos fornece as frequéncias de vibragao.

Sua solugdo serd cbrigatOriamente numérica e serd discutida em apén

dice.
Vamos explicitar as nossas constantes em funcao de uma delas, por e
xemplo de A.
Entzo
Z
C . (8-4) cos08l, ) t%a[éll. + Outoign B-R) A 5.5

S o oBl t®apl, + a LB

para sinmplificar seja

_ QDSQ.EQ\ ° HL_ A
C QOSQ\ o.@»ﬂ.,

ouw C=HA
onde

e 2 Le-t) T ap. + el BlE-0)
(a¥+ LY tﬂg" Q,{&Q, + QI,SQI\ &S(Q-Q.)

© A‘ = _Q%&_‘_-(Cﬁ'*i\ senoBl, +(£-L\.H.%enQ\aﬁ$Q,\ oA
Coen3-L)

0Bl { (c-4) semopl, - (o +4). H, sanbk 0], A
% senih @Ul-l)
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Onde o valor de A sera determinado pela condicao de ortogonalida-
de dos modos proprios de vibracao.

A solugao das duas equagoes pode ser escrita de uma forma compac-
ta como:

wix) = A\i sen 0.fx + H sendy Q&"‘X ki -x) & %[((&;1\sen apl, -

- (of-41) H gent Q":Q,) ﬁ%‘% - ((oﬂ‘-ﬂ senafbe,-

— (aed) H sent o L) %{fé_ﬁ-;_:] -0
R X

nessa expressao vamos definir os grupos

SS = sen o, H senl, o..(&Q_‘

SD = senafl, - Hsend o,

ocom o que

wix) = A \(sa\r\ o@x H seng\&(&x) m R -x) « %i(%%-\- OESD) .

aew(\sm—x) + (55 - & SD) a&n‘?«(\’;&-x\l “(x-Q)x 5.6
sen BR-1) oan® 0-0)

sera a expressao do modo de vibragao.

Ja que da equagao 5.4 iremos cbter infinitos valores de B , cor -
respondentes as diversas frequéncias de vibracao, as constantes acima a -
presentam valores diversos para diferentes frequéncias e a equagdo 5.6 for
necera o modo da frequéncia usada.

Sera exemplificado éste trabalho em apéndice.
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5.2.2 - Resposta 3 excitagao externa. Formulagdo

O nosso problema sera resolvido pela andlise modal (vide ref. 1),
que oconsiste em supor a resposta da viga como uma superposicac dos modcs
proprios miltiplicados por coordenadas generalizadas dependentes do tempo

qr(ﬂ , ou seja

\j(K;’c\ = ; wr(x\.v‘\rtt)

Para isto os modos de vibracao devem ser ortonormalizados,

A equagao que fornece o w({x):

v _ wiwe \.L ¥y M(Q.-K\\ w =0
ax* EX Mo

pode ser assimilada 3 forma deral apresentada por L. Meirovitch na referén

cia indicada: L{w] =AM {w] onde L e M sio operadores, w_ e w, duas

solucoes distintas.
Liwd = 7\‘. ™M \_wr]

L LWJ = A M ‘.Ws]
L Q
j (g L] = e L) Y o = j (R ] = R ML) dx

)
Os operadores sendo auto-adjuntos (X, —Igj weMlw ldx=0
a

e
Ao # Ry [ws“’\[wﬂd.x=0 cts

a

que vem a ser a condigao de ortogonalidade. Para 0 nosso caso nao temos ne-
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cessidade de abordar o problema de autovalores repetidos.

A ortonormalizagao a que nos referimos acima corresponde a se ter

v

j wie ™M \_Ws.l dx = %rs

a
onde grs € o delta de Kronecker.

Observe-se que o ovperador M age como se fosse uma funcao péso em
relagio a qual & determinada a ortogonalidade.

Temos M = m{x) = m_ + mu(Ql - X) evidentemente auto-adjunto.

4 - -
Vamos provar que L=z EX t'\é_._“ tambem o é:
'

Pela integracao por partes, valendo-nos da condigao de contdrno de momento
e deflexac nulos nos apoios:

L

wbEI_-!_:l_‘_‘wr ax = we BI A.w,-
A a3

y
T |dwe dwe dx =
Ax  dx3

[o]

d-w_s &Wc e d-Ws d"’"" dx =
ax? Ax* Axt dxt

e L é auto-adjunto, o que prova a ortogonalidade, e se
e

L
jwser d_x = %\'5 e-‘(\\-so jws\—w‘. CLK '—'-7\1-%‘-3 :L‘-—)zg,rs
o o
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A eguagao geral para o caso em estudo €:

\ma-\- mp(Q,-x)] 3%_\ s ET Y . -?(\ti\
a 3

ox!

onde f(x,t) representa a forca externa aplicada.

Substi tuindo Q) = 7w, (0 ()

numna @1&{;50 2
1 \ a__ L = ()(nLB
337- + j g

- teremos:

M Zr Wl D+ L L Wb ey = {CRN!

2w M i3+ Tl g = wa§e )
'l ! ¢
- Z '\:lrjwserd.x +Zvlrjw5Lwro\u :jwbg_(x,ﬂd_x

Aplicando as propriedades deduzidas
¢
;if 4 \_ua‘ rl‘_ :j W gb&.‘:\ Q\_X

chamando L

jwr Uxt) dox = Nlt)

o

entao -r:\r b P\r VTN

constituli um sistema de infinitas equagoes desacopladas,
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Aplicando a transformada de Laplace:

< ﬁrksﬁ - S\']rko\ -é]tko\ rudt Flr&s\ = K\r(q

t:lfks\ . <

= L0 (0)
"}-(’Dﬁ .ot Y L) + POy %
t
- M senwel
ou V‘lrtﬂ - r[ AB) sen w t-8Ydo + v\(ojcoswt a,-v-l(o) oL
Temos por solucac para a deflexao
of
\j(x;ﬂ = Z_ w..(ﬂ.q,&\
Tal
que pode ser transformada em
e v
fM wbub(x.\‘-\ Ax = Z V}f({)}W%M Wi ax
no instante t =0 L
er(0\ -:-.jM.Wr (=) \3()('03 dx
0
s
vllr{o) :}'M. we () .(j(x 0) d.x
onde Yz %‘% . Representam as condigOes iniciais para a equagao acima.

Definimos pois a solucao dada por

R = ) g @)

=1
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5.2.3 - Ortonormalizacac dos modos proprios.

b
J M.ow, dx=L

Q

Sabemos que

onde M = mo + mu{ll - x)

W, & a expressao dada por 5.6, atribuindo o Tndice r acs termos que

variam com o modo.

Substituindo essa expressao na integral acima (deixando implicito o

Indice) :
v A1
Pt. .. Roﬁf[ﬁe\n a.%x + H sen® o.,[&x,lac\.x + _L_j L(SS + &SD) %Q'“S‘%LQ"O .
: N 4 \, ‘:}QN\?.»LQ.’Q,\

|4
+ (85 - &2 5D) cent pll-x) ] dx % =0
sent, @(Q-QA

Podemos desenvolver e agrupar de um mndo conveniente cbtendo:

= e“".L_
he = \}_m‘% eAL

Cl= o k(L‘Hl)a(&Q‘—coéa@Q,[(i-ZHlﬁ%m{'sQl +

(a#Hl)UsQ\o.@Q.lj N %u(fs—;*—&f%j _ (%ﬁ@%ﬂu_m@_

(65 + L SDIBSH - a&SD) | (95-ISD)(ESS + a1SD)

t;ﬂ@LQ-O..\ tBQ" (s.&-(l,\

onde

5.7




48,

O modo de vibragao ortonormalizado da viga sem variacao da massa

e:
wlx) = \) e sen (e
Wil
onde (g{ = "-l""\ ou (73(-_"5(_.[ =TT

nosso caso tanbém pode ser escrito como

W) = A w0 onde w,_(x) & obtido por inspegdo de 5.6
e \ 2 o cuja primeira parte € a constante do ca-
£ = el \f A so sem variacao de massa.

Wy (x) passa de uma expressao de seno simples a uma que contém seno e se-
no hiperbolico diferentes em cada um dos dois trechos estudados.

Chamando % = e 9 =Q_;1L podenos escrever a expressao

X
'y
do modo proprio como

wixl = szoq' \;__C_'% {(sew_a(&‘x + H sewh &@'ﬁq H-GVQ"‘) N

L Ves +at 5D seﬂgé'(k-'ﬂ (S8 -2 SD) &.ev\Q«\’;U-'X\ 0 58
i &\( ~50) sen @' t-Q) N sen%(a‘u-e)\u(x '{0

Vale observar que Cl, H, SS, SD dependem do modo j& que néles fun-
coes de (él estao implicitas.

5.2.4. - Resposta a excitagao externa. Aplicacdo ao nOSsO caso.

4 x =°Z° wie ) &)

cxy
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\r\rkﬂ = VF‘_ &) + vlr(o) cos L + \F]r(o\ senux

Al

-

& a solugad da equagao \}\‘_ W (l" =j welx) 1) dx
A .

Tomemos a f6r<;a externa como f(x,t) = mg{)(x,t) , de uma forma geral

o v
N (&) =jwrm-9r(*ﬂ dox = vng \’——ZKS—} Wil $ek) dx
A v, CL A |

teros " LN sen w4-1) 4T
r e
W Ve daf N O !
e sabemos que (5 T W = ‘moQ"(S
(4
Vamos chamar AL ¢ cuja unidade & LT]2 (termpo) entdo
EX
W= (&‘79{ fazendo um artificio e deixando implicito o Indice:
t
vf‘&) - D(;." uuj NEG) sewn wilk-T) 46
B o
u i Q
() = mq [2 : o=l [ = j s wlE-T) } wiylx) XD fLmel
wil Cl 34
Se y(x,0) = y(x,0) =0 entao
k e
chamando qf &) = j senus(t-5) j () (08 A 4 53
fo]

entao \j(&&‘s L ‘( _%r th(:O.\mg \:;Q _&r 0(%% v‘“({\



o0

o(Z R’QSLC‘L w, k) v’lt'("c)

=1

Conhecemos a4 =1+ m/&no escrevenos  a, = al4 -1

e qixt) = Zakx%z : CL M,Lx\fﬁ,&\

onde escrevemos  Y{x L) = 2 a;x %ij(x‘t)

30.

Como a parte constante tem ‘_Ll por unidade, o samatorio & adimensional.

Levando em consideragac as condigoes iniciais, temos
L

L
V“(D\ =] M.w(x).ﬂ(x,o) dx = !L}M w ) glx,0) dx =

4]

]
A
__d_é_ & L e\&L“%[jOf‘-WLKﬂ.jLU.O\ dx +

L
+ jwﬁﬁ\i;@.ﬂ d-"‘]
b,

.
LY

-
g‘(oy ,_j Mow ) gleldx - QJM.wmgkt.OXch =

Lo

aQ,_S_MQaalu%‘-] ol W;Cﬂ‘i (x0)dx +

L

N l wy ) § e, 0) dx
Yo

«©
Onde, como Yeeky =/ Wc(x\.V’\rk\‘_) substituindo a expressao

LY

de Yl(t) e
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y k) = Ealo(% ‘jx(’(‘t\ 4 ZN;:\%E % wukn)\\._v%&% 2, 20, o 0

: ("l“(o) cos LafL & 3]“(03 Stk )l

e

o L \

) contact 4, o) wen ShA

e

Decorre a formula final:

o s \ ‘ .
{iuk) =g/ Wg;ﬂ “@f&"‘ v BRrooset o)+ Bfpsenwd ﬂw_t@\l

5.40
onde Wy :%‘:/W
“ () dado pela férmula 5.9
et
wlr(x) dado pela formula 5.8

cL, dado pela formula 5.7

Q.[Q L
Nucl0) = j o w0 3, [ By A + j w,y (X) 4, (%,0) A%

v
\ L L
- 1] [t jgnoas J:M .9 dx)

Apresentaremos no apéndice a tentativa feita para o estudo numérico.



5.3 - ESTUDO DA VIGA BIAPOIADA COM VARIACAO DISCRETA NA MASSA UNITARIA
DESLOCADA DA EXTREMIDADE,

5.3.1 - Modos Proprios de Vibragdo

Podemos esguematizar o problema

~
fa
Hr

N

m, m_ - massas unitirias ; I é constante para a viga
regido pela formula:

z b
[\moa- muu,-x\}.&(xﬂ.al %_3. + X %i\“ =0

Separando as variaveis 4 (x &) = wix). grLt)

dw

BTy L vag e Q=% ).L(x-Q,_\-\ w=O
dx” =L

%‘L.\.wiq::o

A equacao dos modos sera separada em trés partes:

A

dw _(ﬁ'w =0 osxzQ, (v
d.x*

d_AW __D{‘(sl.w__o Qlﬁ)(f:Q-\ ‘\-e‘)
A x~

ddw W =0 ¢, sx¢? (s)
o x“

52.
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A primeira e a terceira se valem das duas condigoes de contdorno nas
extremidades de flecha e momento nulo. As outras duas saem de sistemas de
equagoes que podem ser escritos em x = ]lz e emx = 9.1 igualando flecha ,
angulo, momento e cortante. Esses dois sistemas determinam as constantes
da sequnda equagac, como passamos a mostrar.

Ja sabemos que a solugdo geral da equagao é:
w(xYz A somdx + B cow Ax +C ol lx + D MSQ\IK
A equacao (1) tem solucao através de
wixy=A sen (’ox + C sewt Bx Soi que wioy=0

¢ dfw = O
O 2T xX T, S,}- =
L=

A solucao da equagao (2) se escreve

W)= A %evm.(‘.\x +BeosoB®x 4 Cleen ofox D ot o.fbx

b, ex <0

A solucao da equacac (3) fica

Wix) = — A SenBl-R) o senl BR-x) 0 sx e
ws B cohh b

A igualdade das condigoes em x = Q2 nos leva e escrever

Asenl,+Cosenla 3,2 Acenopl, + B wsopl, + Ccentiafl, +Deosh o,

M con @R+ C oosth B8, =0 (Neos o @l —@oena e+ C ootk o iR, 4 T sevth ol D
A 5o, + C semb G, 20l Asem Q@z“@cos AR+ Cloonth 6B, + D costan 3L))
~A oo pR, *C oot pR, = Al Meos af, +Bsennbl, + ¢ eorha e, +T sends 260,
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O mesmo processamento no ponto x = Q’l

A senBRAAY o senb BRALY - Ao
cos Bl U

CLQ:Q- +Reos &%Q, * C'&x,,.\\a\'aQ, + D eoelia BR,

o N oY) | " bR | o Neosal,-Risenape, s C oo, + T senbhonl,)
@R st\\'BQ.

p A2 BR-1Y " el ble-n) o ol Rsem ofl ~%cos oQ CoenlhaRl, v eorho@R,)
wos L coR. BL

N ces B o o B0 :eﬁ(—!\c,obo.%n,a{%‘ s&na%@.\*-c_‘co&-. o BR, L D'senl) ch}Q,\
JRY-NCIE colA R

Vamos escolher A', B', C', D' como as constantes que vao formar o sistema
de compatibilidade, do quel vai sair a equacao caracteristica .
Obteremos das oito equagoes acima:

(148 cos 0 [ (T (-0t @) N + (s alyafl e €] -

- (D o ape, | g o~ RR,) ¢+ (L - o, 80) BT = 0
O-D s b, ] (a e, -alofha.p ) N +(1s otg a.pl, b 12,)R'] -

(o1 @Ln_e,tzl[(t%e\ B, ot B,V + (L~ ol 0 5 00,)D] - 0
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(D eoy XS .\U%'a.%‘?.ﬁnﬁgfak‘l&.\) NS (Lo.bi SRV N® I -
- G-Desd AR \Ut%& afR, +olg 30 D ¢ (s alfafe a0 Noi=0

(-1 e, (g 00 voTgh UL & o (4 - SRNRNUEN
~ (@t} castnafl X(tgk o B, TR Y+ (Lrotfhapl NS Nol=0

A equagao caracteristica ééste sistema resolve o nosso problema de au
tovalor; B', C', D' podem ser determinadas em funcao de A' do sistema acima.
Tanmbém A, C, A", C" podem-ser determinadas dos Sistemas anteriores em fun -
cao de A' que por sua vez sera obtida na ortonommalizagao dos modos.

Dada a complexidade do caso, o calculo terd de ser totalmente numeri-
co. Determinado @ pela solugac da equagao caracteristica, a matriz acima
nos fornecerd os valores das constantes.

Finalmente determinados todos os valores, o modo proprio podera ser es
crito

wil) = A\L K%‘ sewBx 4 %‘» W‘L[&gx) mlQ-xy & (se,wa@;x +'§‘j- cos abix +
‘ y I\

N % A N T ’E_\\tb costa Q.GN‘-) M(*'Q?}@—\"x) -
_ (E‘: 4O SE;(Q-K ) Y g SEMQA ]?_ﬁ.&‘ K\\ ’LL)(-—Q..)X
N, o b & N cabpit

¢
e a constante seri obtida de fim°+mka\-x\ (-1 w;}txjc&.x =4
L]
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APENDICE

I. DETERMINACAO NUMERICA DA FREQUENCIA DE VIBRACAO E DOS MODOS PROPRIOS
DE UMA VIGA COM UMA VARIACAO DISCRETA NA MASSA UNITARIA E SEM VARIA-
CAO DE INERCIA.

1. FREQUENCIA DE VIBRACRO

Referimo-nos @ sequnda parte, paragrafo 5.2.1., onde desejamos o calcu-
lo numérico do autovalor (frequéncia de vibracao) da equacao diferencial
que da os modos proprios de vibragao.

Isto & feito pela equacdo caracteristica 5.4

(- | g 0.0, + octofn a2 [t ot v ol (L- 0. =
(oo LY [ta0.0 + aype-0y] o ol + atghh ple-t))

ou seja, a determinagzo de  leva—nos a procurar as raizes da equagdo aci
ma. O trabalho & menos simples do que parece e para éle adaptamos o método
da particac de intervalos.

Como had acréscimo de massa, podemos esperar uma diminuicao da frequén -
cia de vibragao. A referéncia que possuimos € a solucao da viga biapoiada

de inércia I e massa m_ por unidade de comprimento.

ad
—
4

cuja frequeéncia € cbtida de senPL =0 (vide refer. 2, pg. 313)
ou seja (51.:(5‘:\01'\
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Vamos entao pesquisar raizes num intervalo entre (n.3) e (n.m™) deixan-
do alternativa para quando @ fOr menor que o extremo inferior, de aumen -
tar o intervalo nesta diregao. Devemos nos cuidar entretanto, das tangen -
tes na equagao acima e que vBo a infinito nos miltiplos Impares de (7/2)
devendo portanto eéstes serem excluidos do intervalo de pesquisa .

Tentamos varias modificagOes na equagao a fim Ge eliminar éste problema,
mas nao houve sucesso numericamente falando, pois a nova expressao & fracio
naria e nao se remove o problema principal, que & de grandes oscilactes de
valor para pequenas variacoes do argumento das funcoes trigonométricas.

O processo de procura de raiz consiste basicamente em, chamando

X = (ct-1) lt aBl o.T&Q\ @&Q-Q\ﬂ hg‘l\ o.fl+ mtg(SLQ-Q\\]
Y= (1) [tyade, + ot RULEY] (b o+ ol -ty

tentar anular (Y - X) para diversas tentativas ao valor de .

Inicialmente calculamos a diferenca para os dois valores extrenos:

Uma vez que as duas diferengas (Y - X) forem de sinal oposto, garante-
-se a existéncia da raiz. Partindo o intervalo pela metade, determinamos
qual das duas partes contém a raiz através do estudo do sinal e seguimos o
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processo avante,

A tangente, todavia, pode obrigar uma curva a ir a (+92 ) e wltar de
{ - 00 ). Devem pois ser eliminados os pontos onde isto ocorre; como te-
nos -tangentes de dois argumentos diferentes definimos dois intervalos ra
ra os argumentos:

ARy
anDR oln R

ARGL =afQ, w4

ARq&:(SUl-D.\\ N ARG2 .
naY1-0Y (-1

Estudamos os sequintes casos:

1. Nao ha miltiplos Impares de ™/2 no intervalo: tudo se pasaa como des-

crito acima.

2. HH um n~/2 (n Tnmpar) em um dos intervalos. Elimina-se este valor de

b e estabelecido um € & direita e 3 esquerda do mesmo, construimos

com os mesmos limites extremos dois intervalos distintos nos quais &
procurada a raiz.

3. HHum nn/2 (n Inpar) em cada um dos intervalos, sejam ;e Byos
valores que levam tg(ARGl) e tg(ARG2) a infinito respectivamente. Pre
cisamos conhecer a posigao relativa entre ¢, e @ e dividindo o tre-
cho em trés partes fazemos a pesquisa da raiz.

Numéricamente foi constatada mais uma dificuldade: 3s v8zes as curvas
correspondentes ds expressoces de Y e X caminham quase paralelo nas proxi-
midades de uma raiz, de modo geral muito inclinadas (mas em raros casos
também podem ser quase horizontais) acarretando que na aproximagao da sex
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ta ou sétima casa decimal do valor de (5‘ ¢, Ou seja, num intervalo de pes-

quisa, por exemplo de 0.1 x 10'"6 a0.2x 10- ainda existam lugares onde

(Y - X) /¥ nao atingiu a aproximagdo desejada, assumindo valores por vézes
incrivelmente grandes, retratando a verticalidade do tragado das duas cur

vas. Para superar esta dificuldade cortamos o processo da pesquisa de raiz

quando esta atingir uma aproximagao para nOs razoavel. Os casos de curvas

horizontais, por serem relativamente raros e para frequéncias mais altas,

nao foram detalhados mais a fundo.
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DIAGRAMA DE BLOCOS PARA DETERMINACAO NUMERICA DA FREQUENCIA NATURAL

DO SISTEMA

CARACTERISTICAS

CARACTERTSTICAS
DO PROGRAMA

MOLTTIPIOS
IMPARES DE

PESQUISA DE

™

SUBDIVISAD DO
INTERVAIO EM 2

LOCALIZACAO DAS
SINGULARTDADES

SUBDIVISAD DO
INTERVALO EM 3~

¥

A

PROCESSO DA
PARTICAO DE
INTERVALO

MECANISMD DE

IMPRESSAO

MUDANCA DO
SUB-INTERVALO
PESQUISA

OE
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CARACTERISTICAS DO SISTEMA:

Valordenyfmo

R = Trecho da viga ocupadopormqu/g_
Rl =A %R

R2=1-R

CARACTERISTICAS DO PROGRAMA:
Definicao de € , 'El, 1 |
Loop até o fim do programa para o calculo de uma frequéncia natural
por vez (J € o Indice que indica o nimero do modo cuja frequéncia
se esta a calcular)

Determinagao dos limites B(l) =W x J
B(2) = 3.0 %J
Definigao dos argumentos ARGl = B{J) x Rl
ARG2 = B(J) % R2
Definigao das chaves LA, MA, MAD1, MAD2, MUD = 0
Valor inicial F1 =0

SEGUE PARA A

- Volta de P para o bloco caracteristicas do programa.

- Volta de W para mecanismo de impressao ou para-o programa principal
quando o processo acima for subrotina.



o<

RL=R1

CMI =B +RL/(V) [*

MI=CML

>Q ’ =
ML

M=M+2

(B(2)+ RL-M4T)

RL=zR2

LA=1

MAzMA+1

PESQUISA DE MULTIPLOS TMPARES DE

RTEMP=RL
MTEMP=M

59c¢.
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T

PMA = MTE MP;JE./Rl
1W4a=tﬂﬂ%§/Ra

?
€=t /2
BTEML = B(1) BIEMP =B(2)
B()=PMA-E, BY=PM14E,
MaD2=1 MBDA =4
D
LOCALIZAGAQ DAS SINGULARIDADES =~ SUBDIVISAC DO INTERVALO EM 3
B
- >Q
BTEMP=RE)
B = ((MTEMPL T )/
/RTEMP) + €,
- 3 = T

SUBDIVISAQO DO INTERVALO EM 2

59d.
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D
K=o [« BR=B(E)
£0
K =K+1
21 BO)=BE)
X(KY YK "

1Y ()= X0 =16 YO0
R X2} - [§ w7

B =80 +BEY2 w&m”"&)-ﬂm

>

Fi=F4i04

B2) = (3-F1)#Y

)

PROCESSO DA PARTICAO DE INTERVALO



59f.
£

F
‘p
CBTRS2
B()= PM2 -E, B() =PM1 - €,
BR)= BTEMP B =PMR '+,
MUD=1 MADA =2
\
B{i)=BTeMi BN = PM2-€,
B(2) =PM2+ &, B()=PM1 +E, >
MUD =1 MAD2 =2

BO) =(MiEMP Y/

/RTEMP)- &,
B)=BTEMP
MUD =4

Y

MUDANCA DO SUB-INTERVALO DE PESQUISA
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2. MODOS PROPRICS

Sua determinacao se resume no estudo numérico da expressdo 5.6.

w (x) =A{(%&na{5$ +H senlh o B ) milliox) + 1_3 LSS+ 25D o Bl |

%%LQ‘Q“)
4 (65 ~oteD) dmh pl-x) \ wlx -¢)
w2l V;{Q-L\

onde estd implicito o Indice que afeta ® (3@ que sao infinitos os valo
res) e consequentemente H, SS, SD, A.

O valor de A provém de A & B onde \'b\ =RL
Yl CL

Cl & obtido da expressao 5.7.

S5 - gcen O.@Q. + W santh c\,(ao.‘
SD = sen &,(%Q‘- (=} s{’MQ\&@Q_.
e H & dado por 5.5.

0 cilculo numérico € simples, de substituicao direta e serd apresenta-
do o resultado de um exenplo, que considerando um acréscimo rn/m0 o estuda
em 1/3 e depois em 2/3 da viga. Observe-se que os modos estao ortonormali
zados e que nessa ortonormalizacao influi o acréscimo de massa

t
j W\(\K)'Wr (“‘\ NSLK\ d—K = %‘-5

Serao comparados com os modos da ‘viga sem variacac de massa dados por

wix) = ’:e;:a- %o,\n(Sx ondie q:‘.-_vwr\
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Se o estudo fosse extrapolade para quando a viga inteira estd com sua
massa alterada, teriamos se

(1e35) =<

o

os modos dados por

\
w(x) = \m&Q, Se“ﬁ%: ownde @ = EJ_:-

((3;‘ :@.Q)



VARIACAD DE MASSA NO

1¢

TERCO DA VIGA
AS TRES PRIMEIRAS FREQUENCIAS NATURAIS LEVANDO EM CONSIDERACAD A VARIACAO DE MASSA

3411144
6.16587
9428576

COMPARACAO ENTRE OS TRES PRIMEJROS MODOS CONSIDERADA OU NAQ A VARIACAO DE MASSA

PRIMEIRO MODO

De12910E
0+25593E
Q+378B25E
D+49392E
0+60091E
0«69738E
O+78167E
0+85238E
0.90835€E
D.94870E
0.97280E
0.98028E
0+97106F
0+94533E
0+90354E
O0eB4642E
O TT497E
0.69039EF
0+59413E
O0.48782E
037327E
025240FE
0.12728E

00
00
co
00
oo
00
00
00
00
00
816
o0
00
00
00
Q0
00
co
00
00
00
00
0o

Cs+13052E
O.25881F
Oe.38268E
0+50000F
0e«60876E
0«70710E
0e79335E
Ce86602E
0e9238B7E
0«95592E
0«G9144E
0« 10000E
0¢99144E
Ca96592E
0e92387E
0.86602E
Q«79335E
0«70710E
0+60876E
0e49999E
0.38268E
0+25881E
0.13052E

00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
00
01
00
(0]0]
00
00
0o
00
00
00
00
00
00

SEGUNDO MODO

O«24778E 00
O.a47781E QO
0«67360E 00
0s82114E 0O
0+909%91E 0O
0.93361E 00
0.89065E 00
O.78427& 0O
0e62228E 00
Qeslb22E 00
0«18035E 00
=0+65284E-01
-0431585E 0O
~0+54284E 00

=0+735G9E 00

=-0.87976E 0O
~0496721E 00
=0+99157E OO
=0.95115%E 0O
-0+84852E 00
~0«69036E 00
=0+48700E 0O
=025174E QO

TABELA PARA m/mo

0.25881E
0+50000E
0«707T10E
0+86602E
0.96592E
C«.10000E
0.96592E
0.86602E
0« 70710E
0449999E
Ce25881E
0.00000E
=0.25881E
~0+50000E
~0.7T0710E
-0.86602E
~0s96592E
=0.1000GE
~0s96592E
-0.86602E
=0.70710E
-0449999E
~0+25881E

= 0.2

00
00
00
00
00
0l
00
0o
00
00
00
00
00
00
0o
oo
00
0l
00
00
o0
00
00

TERCEIRO MODO

C«35904E 0O
C«65976E 0O
0e«85322E 00
Qe90C775E 0O
C«81401E 0O
0.58637E 0O
0.26054E 00
-0.11248E 00
~0s47487E OO0
-0.77110E CO
~0«95610E 00
-0.10016E 01
-0«90033E 0O
—-0+66680E 00
=0e23528E 00
0.45410E-01
Oe4l1911E OO
Q«73068E QQ
0«93409E 00
0.99933E 00
0+91677E 0O
0+69865E 00
0«37721E 00

0+38268E
0«70710E
0.92387E
0+10000E
0«92387E
Q«70710E
0.38268E
0«00000E
. =0+38268E
=0+70710E
=0.92387E
~0.10000E
~0+92387E
-0+ 70710E
=-0.38268E
0.00000E
0+38268E
0«70710E
D.92387VE
0«10000E
Qe92387E
0«70710E
0e«38268E

00
00
00
01
00
00
00
00
00
00
00

01

00
00
0C
00
00
00
0o
01
00
00
Q0

‘B9



VARIACAD DE MASSA NO

22 TERCO DA VIGA

AS TRES PRIMEIRAS FREQUENCIAS NATURAIS LEVANDO EM CONSIDERACAO A VARIACAO DE MASSA

3.02644
611060
9414578

COMPARACAO ENTRE 0OS TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERADA QU NAO A VARIACAO DE MASSA

PRIMEIRQO MODO

O0el2174E
0.24138E
0+35684E
Deb6614E
0e56737E
0+65880E
Os73884E
0.80612E
0+85950E
0+89805E
0s92114E
0+92838E
0«91967E
Qs+89521E
Q0+85544FE
0.80111E
0.73320E
0+65291E
0e56166E
0.46101E
C.35265E

De23841E

0«12020E

00
00
00
ao
00
oo
go
00
0o
00
00
Qa0
00
00
00
oo
00

Qo

00
00
00

00

oo

0e«13052E
1+25881E
0«38268E
0+50000E
De60876E
De7071CE
0«7%9335E
0«B6602E
0.923B7E
0e96592E
0e9%144E
0.10000E
0.99144E
0.96592E
092387E
0«B6602E

- DaT79335E

0e70710E
0e60876E
0+49999E
0+38268E
0+25B81E
0s13052E

00
00
00
00
00
Q0
00
0o
00
00
Q0
01
00
00
00
00
090
00
00
00
00
oo
0

SEGUNDO MODO

0e24313E 0O
O« 46907E 00
0.66183E 00
D«BOTT7TTE 0O
CeB9654E 00
Ce92183E 00
0.88178E Q0
077912E 00
0+62100E 00
Oe41842E 00
O0«18551E GO
-0+61540E-01
-0+30562E GO
-0452991E 0O
-0s«71913E 00
-Q+86063E 0O
=0«94533E 00
-0«96805E 00
~0s492757E 00
«~0eB2669E 00
-0s67208E 0O
~0+47384E QO
~«Qas24486E 00

0«25881E
0«50000E
0+ 70710E
0«B8B6602E
0+96592E
0+ 10000E
O«56592E
0+B6602E
0.70710E
04e49999E
D«.25881E
0.00000E
-0+25881E
-0.50000E
=-0+70710E
~0+86602E
-0« 96592E
-0+1000CE
=0.96592E
~0.86602E

-=Js70710E

~0e49999E
~0+25881E

TABELA PARA m/mo =0,2

00
00
00
00
00
0l
00
00
co
00
00
00
Qo
00
g0
00
Q00
01
a0
00
00
00
co

TERCEIROC MQODO

0+435462E 00
0+65359E 00
0+484997E 0O
0+91297E 00
0«83270E 00
0s62181E 00
0+31344E 00
-0s43930E-01
“0439410E 00
~0468196E 00
~0+86209E 00
~0+90589E 00
~0480599E 00
~0457734E QO
-0425475E 00
0s11276E QO
0s46991E 0O
0+76358E 00
0.95038E 00
0410026E 01
0e91226E 00
0.69177E 0O
0«37250E 00

0+38268E
0470710E
04923B7E
0+10000E
0492387E
0+70710E
0438268E
0400000E
~0438268E
~0470710E
~0492387E
-0+10000E
~0492387E
~0.70710E
~0+38268E
0+00000E

0e38268E

Ce70710E
Ce923B7E
0+10000E
0s92387E
0«.70710E
0«38268E

00
00
00
01
00

00

00
00
00
00
00
01
00
00
00
Qo0
oo
00
00
¢l
00
00
GO

*q19



VYARIACAD DE MASSA NO

AS TRES PRIMEIRAS FREQUENCIAS NATURALIS LEVANDO EM CONSIDERACAC A VARIACAQ DE MASSA

1¢

TERCO DA VIGA

»

3411144
6416587
9+28576

COMPARACAO ENTRE 0OS TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERADA OU NAO A VARfACAO DE MASSA

PRIMEIRO MODO

0s12136E
0e24018E
0+35398E
0.46042E
0e55736E
0«64292E
0«71553E
0.77397E
0+A3375E
0«87780E
0+90559E
0«91686E
0«91160E
0+89004E
0+85268E
0.80028E
0«73382E
0«65451E
0.56378E
0e46324E
0+35465E
0+23990E
0+12100E

00
00
00
00
00
00
00
oo
00
0o
00
00
(014]
00
00
00
00
00
00
oo
00
00
00

0¢13052E
0s25881lE
0«38268E
0+50000E
0. 60876E
0«70710E
De79335E
0eB&H602E
0¢923287E
09659 2E
D0+99144E
0.10000E
NDa99144E
0«96592E
0s92387E
0+86602E
De 79335E
04 7TQ710E
0. 60876E
De43999E
0e38268E
D+258B1E
0s13052E

00
0o
oo
00
o
0o
00
00
00
00
Q0
01
0o
0o
00
00
00
GO
00
00
0o
oo
oo

TABELA

SEGUNDO MODO

0e26231E
0«50015E
Qe69127E
D«Bl774E
QeBETBLE
0«83569E
0e72461E
Ce54392E
0«43383E
0e28112E

0e99034E-
~0+98011E~

=0s29515E
-0+ 47796E
~0+63330E
-0.75006E
=0+ B81985E
=-0e83766E
~0+80178E
=Q0e71428E
~-0+58062¢E
~0.40935E
~0a21154E

PARA m/m0 =

00
0o
00
00
00
00
00
0o
00
00
01
C1
00
00
Q0
co
00
00
co
oo
Qo
00
00

1.0

Q«25B881E
0«50000E
0«70710E
0.86602E
D«96592E
0+ 10000E
0«96592E
0+86602E
0« 70710E
0e49999E
0+25881E
0.00000E
-0s25881E
-0+50000E
"O.?O?lOE
~0s865602E
~0e96592E
-0«10000E
~0+96592E
~0eB86602E
-=0.70710E
=0 49999E
=0«25881E

00
00
oo
00
00
01
Q0
go
00
Qo0
00
00
00
00
1810
0o
00
01
0o
Qo
co
00
go

TERCEIRO MODO

0eB2489E~

0s14759E
0s+18149E
DelT76T4E
0s13376E

0e60595E=
~0e28957E-

~0+11848E
-0s55961E
~0+91948E
=0sl1l444E
-0s412008E
-0.10801E
=0.80015E
=0440204E

0455362E~

0e50448E
Q0«87896LC
Qell234E
Qel2018E
0ell024E
0e84015E
0+45361E

01
00
Qo
0Q
00
01
01
00
Qo
00
01
01
01
81¢
Q0
01
00
Q0
01
01
C1
oo
00

D«38268E
0.70710E
0+92387E
0.10000E
0492387E
0.70710E
0+38268¢E
0.00000E
=-0.38268E
-0, 70710E
=0e92387E
-0+10000E
=-0¢92387E
-0s70710E
~0.38268E
0.00000E
0e38268E
0« 70710E
0+92387E
0+10000E
0492387E
0s470710E
0.38268E

00
o0
o]
el
00
0
00
00
co
co
00
ol
00
Q0
olo)
00
Qo
co

00

0l
00
00
Q0

‘979



VARTACAD DE

COMPARACAC ENTRE 0§ TRES PRIMEIROS MODOS CONSIDERADA OU NAQ A VARIACAO DE MASSA

PONTO

[
OO oW P W=

11
12
13
1a
15
16
17
18
19
20
21
22
23

MASSA NO

PRIMEIRO

Ds11342E
0s422431E
0433015E
Oe42859E
0.51741E
De59462E
0.65849F
0«70757E
Ca74078E
O«75T37E
Oe 7T5696E
0.73957E
0.70559E
0+65%7TE
0e591258E
Qe51348E
Qa4 7616E
0442844E
0«+37156E
0+20687E
0+23583E
0+15994E

0.80791€E=-

22 TERCO DA VIGA
AS TRES PRIMEIRAS FREQUENCIAS NATURAIS LEVANDO EM CONSIDERACAO A VARIACAO DE MASSA

00
00
00
aQ
0o
00
00
oo
00
co
0o
ce
o
00
00
00
co
00
oo
00
00
00
01

MODO

0e13052E
Oe25881E
0e28268E
0+50000E
0+60876E
0«70710E
0e79335E
0«866C2E
Q0«92387E
0496592E
0s99144E
0«10000E
0aS99144E
0296592E
0e92387E
0«86602E
0.79335E
0.70710E
0+60876E
0« 49999E
0+38268E
0e25881E
0+13082E

0o
00
00
0o
00
00
00
00
0o
00
00
1
00
00
00
00
00
00
00
00
0o
00
0o

SEGUNDC MODO

Ds20856E QO
0+39810E CO
0e55134E CO
0«65427E CO
0.69748E QO
Qe67693E CO
0«59439E QO
Os45722€ (O
D427769E QO
C-71877E-01
-0+14187E QO
=-0e34452E QO
~-0451856E 00
—~0+6488BCE 00
=0s72471E 00
=0«74104E 0O
-0+83962E 00
=0+87541E QO
-0.84818E 0O
-0«76133E 00
~0s+62178E 00
-0e43963E 00
~0s22753E QO

TABELA PARA m/mo

0+25881E
0+ 50000E
0+706710E
0eBEHO2E
0s96592E
05100005
0s96592E
De86602E
Qe70710E
0449999¢E
Q«Z58B1E
0400000E
=0.25881E
=0+50000E
=0«70710E
-0«86602E
~0+96592E
-0+10000E
=0.96592E
~0+86602E
=~0+70710E
~0s49959E
-~0+25881E

= 1.0

(£19]
00
00
00
00
01
Qo0
00
00
00

a0 .

o
co
00
00
co
co
1l
00
0Q
00
0o
00

3.02644
€411060
914578

TERCEIRQ MODO

Ce70442E~01
Oal2667E 00
0«15733E 00
Qel5626E 00
0s12367E QO
0066169E-01
=0.46088E~02
~0e74325E~01
-0e12883E 0O
~0s1570Q0E 0O
=0es15296E QO
=-0+11724E QO
~0+.56588E~01
Oel748B5E-01
0+91165E~01
Qe«l15137E CO
Qe76374E 0O
0¢12656E 01
0+15853E 01
Qelb6771lE 01
C«15280E 01
Cell5%5E 01
Oa62451E 00

0.38268E
C«.70710E
0+92387E
0«10000E
0.92387E
0«70710E
0+38268E
0.0000Q0E

-0s+38268E
~0.70710E
-0e32387E
-0+ 10000E
=0692387E
~Q+70710E
=0+ 3B268E

0-000C0E
O« 38268E
C.7071CE
0e92387E
0e¢10000E
0492387E
0.70710E
Qe3B268E

00
Q0
o0
01
00
00
00
00
o]0}
00
00
01
co
00
00
o0
00
00
00
01l
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II, TENTATIVAS DE APROXIMACAO PARA A SOLUCEO DO PROBIEMA DE RESPOSTA DE
UMA VIGA BIAPOIADA A UMA CARGA PASSANTE QUE EM CADA INSTANTE EM CA-
DA PONTO ASSUME A VELOCIDADE DE VIBRACAEO DA VIGA.

Vamos descrever sucintamente como foi tentada a solugao da equagdo a
presentada na introducao do capitulo 5,

\m°+mu(ut-x\1 'iﬁ, + B ii\ = m%M(\J‘t-XB
OX* Oxh

pois embora nao houvesse exito expressivo na aplicacao dos processos ima-
ginados, os problemas encontrados poderao talvez orientar futuros traba-
lhos neste sentido.

A base do método imaginado consistiu em, mum determinado instante, fi
xarmos a situacao da viga e calcular o movimento até um intervalo de tem-
po posterior como se a carga estivesse parada. Neste instante encararia -
mos novamente a viga e repetiriamos o processo. A aproximacac feita foi
em considerar a situagao final de um caso como inicial do proxiro.

Exemplifiquemos para uma viga dividida em trés trechos, e seja t o
tempo de travessia da carga.
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aproximada pela equagao
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ANt dx"

e valida entre 0 ¢t ste/y



63, .

A condicao da viga neste instante serve de condigao inicial para o es
tudo do 29 trecho.

TR

iy —
**;”,ﬁre.‘l; ¥

\
N
! i

cuja equagao de movimento & semelhante e valida entre

T
3

< U ox

e,
3

repete-se ¢ processo seguidamente,

Supuzemos que dividindo a viga num numerc suficientemente grande de
trechos, consequiriamos uma aproximacao razoavel do resultado pretendido
para um trem de carga que se desloca continuadamente,

Foi elaborado pois um programa de computagao, razoavelmente complica
do, que automatizaria este metodo. Um dos grandes problemas encontrados
foi tempo (o programa & excessivamente demorado) e para suplanta-lo tive

mos que sacrificar um pouco a aproximacao nurérica desejada.

Dividimos a viga em 24 trechos e impusemos um tempo de travessia de
24 unidades. O calculo das frequéncias de vibragao & feito pelo programa
do apéndice I, como subrotina. A seguir sdo computados os deslocamentos
pela aplicacac da equacao 5.10 especializada para ésse caso, consideran-
do nulas as condigoes iniciais, para a carga no 19 trecho (1/24 da viga)
na primeira unidade de tempo das 24, armazenados na memoria do computador
e inpressos para os 23 pontos calculados. Désses pontos, nas condigoes a
cima tanbém determinanos e armazenamos a velocidade e & impressa a da ab-
cissa que da a frente de carga. Isto porque pensamos em estimar a energia
introduzida devido ao desprézo do amortecimento e pelo acréscimo sibito

de carga nesta tentativa de solugao por um limite superior.
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De acordo com a equagao 5.10 ao passarmos para o sequndo trecho e de
terminarmos a situagao no instante 2/24 precisamos das oondigaes iniciais
de deslocamentc e velocidade no instante 1/24 que passa a ser © novo ins-
tante zero, j& que em cada pedago recomeca a contagem de tempo. Calcula -
-se as novas frequéncias naturais pela subrotina correspondente e determi
na-se os modos para €ste caso atraves dos 23 pontos em estudo. Estes sao
multiplicados pelo deslocamento do caso anterior, ainda armazenados e in-
tegrados pela regra de Simpson ao longe da viga (dados os 23 pontos) ob-
tendo a condigac inicial V‘\LU.(» . Bnalogamente é feito para a velocida
de com determinagao de ﬁlu,O) . Podenos passar entao aos deslocamen-
tos no instante 2/24 (absoluto), e repete-se o processo até a carga pas —

sar pela viga.

O primeiro fator de demora & no cdlculo das frequéncias naturais que
no caso feito repete~se 24 vezes; limitamo-nos entao ao estudo dos 10 pri
meiros valores, ou seja, nossas séries sao de 10 termos. O segundo fator
de demora se d3 ao perfazer as integragoes para as condigdes iniciais, I-
nicialmente o nosso programa era dividido em diversas subrotinas que per-
mitiram o calculo de deslocamento e velocidade ao longo da viga e uma ou-
tra subrotina que processava o método de integragao de Simpson, se valia
delas para obter um resultado que estivesse na precisao dos outros valo -
res. Ora, considerandc que lidamos com 10 modos e isto deveria ser feito
ao longo da viga, o tempo gasto era excessivo. Foi entao tudo centraliza-
do em 1 programa principal com diversas chaves internas e a integragao
feita pela formula de Simpscn para 23 pontos,

Nestas condigoes o programa pode ser rodado em duas horas num compu
tador IBM 1130.

Passaremos a comentar os resultados obtidos:

Como era de se esperar, os valores de deflexao obtidos sac maiores
que os de uma viga sem variagao de massa sujeita a passagem de um trem de

carga (problema simples de resolver, seja pela anilise modal como fizenos,
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seja por série de Fourier sequndo ref. 2). A diferenca contudo & relati-
vamente pequena, obrigando—nos a encarar o problema mais de perto, com u
ma aproximagao coerente. O calculo das velocidades infelizmente veio nos
mostrar a partir de determinado trecho, ligeiras oscilagoes nos valores,
que examinadas mais de perto, trouxeram a tona o que viria a ser nossa
critica mais forte a analise modal: a falta de convergencia nas series
que nos fornecem as condigoes iniciais. Descreveremos posteriormente um
exemplo mais grave dste problema . Por ord e'rdemsde certo modo a con -
fianga no metodo e paramos nossas investigacOes nessa altura sem sequir
o caminho 10gico que seria aumentar por exemplo para 20 o namero de ter-
mos da série, fazer ainda assim uma extrapolago désse nimero para garan

tir a convergencia.

Como vemos pela equacao 5.10 ha dois termos distintos na solucao: um
proveniente da equagac homogénea (nao amortecida neste estudo) retratan-
do as condigdes iniciais  [M,(x0) qi(x,o\] e outro devido 3
excitagao externa V']*L (x 1) . Caso as condigoes iniciais sejam
nulas, ¢ estudo da convergencia vai se resumir na parte da excitaqéo,que
aparece dividida por uma poténcia (4) de (> . Todavia se os termos da sé
rie forem encarados isoladamente notaremos uma oscilacao bem forte : se
o termo correspondente a0 primeiro modo for da ordem de 10_3, o do tercei
ro 1078 pode o quarto ser novamente 1073
tudarmos a soma parcial da série, o resultado parece mais coerente, as oS

e isto vali se repetindo. Se es—

cilagdes sao bem pequenas , e um determinado algarismo numa certa casa de
cimal, uma vez estabilizado, permanece, com 0 que podereros ate ali ga -
rantir o resultado.

Foram feitos um sem nimerc de experiencias, inclusive com a solugao
da resposta de uma viga sujeita a agdo de uma carga concentrada passante,
apresentada na ref. 1 , na qual concluimos poder garantir cinco casas de-
cimais do resultado se levarmos em consideracao 14 termos da série (8ste

numero oscila de 1 ou 2 unidades oconforme a abcissa Xx).

Ora, as expressoes de condigao inicial nao tém um denominador forte
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que force a convergéncia. Logo esta tem que se dar nas proprias integrais
e isto nem sempre ocorre nos 10 primeiros termos (para o que tinhamos re-
duzido nossa aproximagao a 3 algarismos decimais). A partir de um determi
nado trecho da viga em que esta parte da solugao camega a pesar face a ex

citacao, nao podemos mais confiar nos resultados.

Resolvenos entao estudar um problema que fOsse scmente de condicao i-
nicial para o que construimos o seguinte modélo:

oL

2

o 'y

i ol

T

Uma haste vertical Gca, cheia até 1/3 da altura de alguma substancia
ideal que n3o acuimle energia elastica na vibragao transversal.

Cam isso desaparece o termo de excitagac e a equagac do movimento pas
sa a ser
q 4

) T 0y
{mo’mekQ\’xﬂ 'ﬁ'}_ 4 EL —aéz = 0O

homogenea, com 0 que precisamos de uma condigao inicial nac nula. Tomamos
um deslocamento inicial de formato senoidal. A equagao 5.10 oontinua véli_
da, mas reduzida ac termo Vh(x_()) que pode ser determinado analItic_el
mente.

O estudo numérico do resultado nos levou a considerar 35 termos do
desenvolvimento em série e ainda nessa altura nao tinha a convergéncia
qualquer significado pois embora houvesse termos da ordem de 10719, e in

tercalavam cutros de 10_'3 nao atingindo a equacaoc 5.10 no instante zero



67.

as condigoes iniciais estipuladas.

Tivemos por bem neste ponto do trabalho abandona-lo sem mesmo verifi-
car a influéncia do amortecimento devido ao acréscimo de massa para reto=
mar tedricamente um caso mais simples que deu origem ao capitulo IV, e su
gerir para apresentagao futura um estudo mais profundo desta parte numéri

ca.

Querenos, para finalizar éste apéndice, chamar a atengao schre duas
outras aproximagoes que podem ser imaginadas.
Da viga dividida em partes

_y
SR
i Q i ;g?
A 3 .,

consideramos que o trecho Y 1 j& esteja com a massa acrescida, enquanto
que a carga agora tomada sO como excitacao externa se desloca com veloci-
dade v; quando ela atingir o fim do primeiro trecho o acréscimo de massa
passaria instantaneamente a ocupar o primeiro e sequndo.

A equagao do movimento &

L

[m,, LMMUL.-xﬂ %EE + BL —O—‘i\r

> :\fngu(\st—ﬂ |

onde também € aplicavel a solugao de 5.10. Todavia, relembrando nossas con
clusdes de acrescimo de massa em sistema de um grau de liberdade sujeito 3
agao da gravidade, nao variar conjuntamente o acréscimo de massa u(Ql-x)

e a carga u(vt - x) significaria n2o tomar como origem de medida dos des
locamentos y a linha elastica da viga descarregada . Serd que é possivel es
tabelecer um critério que nos dé o érro cometido ?
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Também o contrario seria imaginavel ou seja, a carga que se desloca
com velocidade v e ao chegar ao final de um trecho acrescentar de sibito
a variagao de massa. O érro & da mesma natureza do acima mencionado.
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// J08 T

// FOR

*EXTENDED PRECISION
*¥LIST SOURCE PROGRAM
* JOCS(CARD#+1132PRINTER)

2NaNala!

ANANA]

%% ¥

569

594

603
604
*nn
595
572

571
312

580

551

COPPE HANS INGO WEBER
RESPOSTA DE UMA VIGA BIAPOIADA A PULSOS DE CARGA UNIFORMES
DISCRETOS ITERADOS DE TRECHO A TRECHO COM BASE NOS DEZ PRIMEIROS
MODOS DE VIBRACAO
DIMENSION ET1(10)sEI2(10)sDEF(24)sVEL(23)9FIN(10s23)sRESUL(8)
COMMON B{(10)»1I
CARACTERISTICAS DO SISTEMA
Aml e 2#%0425
ETA=5,
PARTT=24,
PARTX=244
PARTV=24,
IPART=PARTV
RT=1e/244
SITUACAO NUMERICA INICIAL
CONDICOES INICIAIS ZERADAS
DO 599 L=1y10
EIL1(L)=C,
EI12(L)=0.
DETERMINACAO DAS FREQUENCIAS NATURAIS NO PRIMEIRQO TRECHO
1=1 .
CALL AUTOL
CHAVES DO PROGRAMA
MIT= INDICA QUANDO A CARGA ENCHE A VIGA MUCANDO O CALCULO
MIT=1
MED= SE 1 INDICA CALCULO DEFLEXAD SE 2 VELOCIDADE
MED=1
MDO= SE 1 RESULTADOS PARA IMPRESSAC SE 2 NAD
MDO=1]
MDV= SE 1 RESULTADO ARMAZENA EM DEFLEXAQ SE 2 EM VELOCIDADE
MDV=1
DESVIO PARA IMPRESSAQ DAS CONDICOES INICIAIS
CALL DATSW(O»JJ)
GOTO{6034595) 94
WRITE(3+6064)I+{EIL(JIsETIZ2{( L) »J=1,10)
FORMAT (15+2E18+10/ 9{5X+2E18410/))
CALCULOC DA DEFLEXAO £ VELOCIDADE (ATE 501)
MSMP= SE 1 NORMAL SE 2 ESTAO SENDO CALCULADOS 0S MODOS DO PROXIMO
CASO PARA INTEGRACAO NAS CONDICOES INICIAILS
MSMP=1
GOTO(571+572) +MDO
DO 502 Ix=14s23
GOTO 580
11=0
I1=1161
[2=]11%8
[3=]12~7
MWR=0
DO 310 IX=13s12
MWR =MWR& 1
TRX=1X
X=TRX/PARTX
RX=X
RXI=A®¥RX
RX2=1as=RX
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YXTS=04
SOMATORIO DOS DEZ PRIMEIROS TERMOS
DO 501 J=1+10 "
OMEGT=B () #*¥2#ETARXRT
ARGX1=B(JI1*RX1
DESVIO PARA QUANDO A CARGA ENCHE A VIGA
IF{I~IPARTI612+6304+630
630 GOTO(6134631) ¢MSMP
631 El= SIN(CARGX1)
GOTC 573
613 IF{MED=11211+211+212
211 YXTJ=SIN(ARGX1)¥({la={=le %% J)#{1a=COS{OMEGT})/BlJIR%5E24%E]1(J)*C
1O0S{OMEGT &2 %EI2(J) #SIN({OMEGT) } /A%%4
GOTO 500
212 YXTJ=SIN(ARGXL}#¥{(le=(=14)%¥* ) %SIN{OMEGT)/(B(J)##5} =2 #E]]1 (JI*SIN{
10MEGTIE24%ET2{ I} RCOS(OMEGT ) ) /A% %4
MIT=2
GOTO 500
612 TSI=14/(B{J)*ETA)
TR=1
R=TR/PARTV
R1=A%R
R2=1ls=R
CARG1=RB({JI*R1
ARGZ2=B(J}*R2
T1=SIN{ARGLl) /COS(ARG))
T2=SIN(ARG2) /COS{ARG2)
TH1=TANH(ARG1)
TH2=TANH{ARG2)
S2=SIN{ARG2)
SH1I={EXP(ARGL)}=EXP(=~ARGLl)) /2,
SH2={EXP(ARG2)~EXP (=ARG2) ) /2,
CH1=8H1/TH1
Hlz={{A#%2=] )R {T1HEA¥TH2) )/ ({A#%2614 ) #(THIEAXTH2))
H=H1#COS{ARG1) /CH]
S5=S5IN{ARG] ) 6H#%5H]
SD=SIN(ARG])=H*SH1
Cl=A®R3R (] o=H*¥%2 ) #ARGI={COS{ARGL)I*¥#2 )% {{1e=2#H1 )} #T1GHL*TH]I*{2¢~H1
IYINIGECCIISSEARR2RSD ) /82 1 ##2—( (SS—A##2#SD)/SH2 ) ##2 ) #ARG2=(SSEA*%2%5D
1} {3 o #SS=ARKIRSD) /T2EL(SS—ARMIRGD ) K (B X SSEAR#ZRED)/TH2) /4s
ARGX2=B(J)%RX2
SHX1=(EXP{ARGX1}=EXP(=ARGXL1) /2
SHX2=(EXP (ARGX21=EXP(=ARGX2)) /2.
DESVIO DA VARIACAO DE MASSA
IDESV=(PARTX/PARTV ) *]
IF{IX=IDESVIB454545,4506
545 E]1 =SIN(ARGX1)&6EH#SHX]
GOTO(S54T4573 ) ¢ MSMP
573 FIN{JeIX)=A®E4REL#DEF(IX)
GOTO 501
546 E1 =((SSEA#¥2%SDI#SINIARGX2) /S26(SS=A%%2%5D ) #SHX2/5H2)1/ 2.
GOTO(547+574) s MSMP )
574 FIN(J»IX)=E1*DEF(IX)
GOTOS501
547 E2A={(le=H)=(1a~H1)*COS{ARG1}))/A
IFIMED=1)548+5481+549 -
548 E2=E2A%{1~COS{OMEGT))
YXTA2ELI#(E2/8(J)#*#46 (22 #E]1( JI*COS{OMEGTIE24#EI2(JIXSIN(OMEGT ) ) %B(
1J13/C1
GO TO 500



549
500
501

575

581
310

5
705

6
706

7
707

9
29

19
709

640

345
625

582
502

583
20

598

610
€11

X1
584

68c.

E2=E2A*SIN(OMEGT)
YXTJ=ELI*(E2/BlJ) ##45(=24%E11(J)*#SINIOMEGTIE2.%ET12(J) #COS(OMEGT) ) #B

1tunr/cl

YXTS=YXTSEYXT

ZMU=0,

GOTO(5754502) s MSMP

YXT=YXTS

GOTO{5814582) ¢+ MDV

ARMAZENAGEM £ IMPRESSAQO DOS RESULTADOS DE DEFELEXAO
DEF(IX)I=YXT

RESUL{MWR)=YXT

GOTO(546s7)s 11

WRITE(3s705)

FORMAT(//12X9 "1 ' 913X 0'2%s 13X s 31 313X "4t 913Xe"'813]13Xs76' 913Xy 751

13Xs'8¢)

GOTO 9
WRITE{3+706)
FORMAT (12X '9'912Xe' 10" 912X 21"'912Xs"12"'912X0"13%912X9"'14%412Xy

1'15%912Xs'16"}

GOTO §
WRITE(3,707)
FORMAT  (11Xe'17'912Xe"18%912X9"'19"+12X»'20's12X9%21"'912Xs'22"'912X

191230 412X01240)

GOTO (19429} o+MIT

ILT=I&IT

WRITE(3+709) ILT» (RESUL (MWR)sMWR=1,8)

GOTO 640

WRITE(3+7C9) I+ (RESUL{MWR) sMWR=1+81
FORMAT(I498E1444)

GOTO(312+3124345),11

DESVIC DE FIM DE LOOP GUANDO A CARGA ENCHE A VIGA
GOTO(625+620) 4MIT

MED=2

MDO=2

MDy=2

MRE= SE 1 NORMAL SE€ 2 DESVIA PARA O CALCULO DA INTEGRACAO POR SIMPSON
MRE=1

GOTO 595

ARMAZENAGEM DOS RESULTADOS DE VELOCIDADE
VELIIX)=YXT

ZMO=0,

GOTO(5834584) yMRE

WRITE(3+20) IDESVIVELI{IDESY)
FORMAT ( /30X *VELOCIDADE DO PONTO' 4139t =1,43F1244)
MUDANCA DE TRECHO NA VIGA

I=161

IF{I=IPARTE1)59845984610

CALL AUTOL

MSMP=2

MRE=2

MED=0

GOTO 572

DO 611 J=1,10

BlJ)={341415026%J) /A

MEMP=2

MRE=2

MED=0

GOTO 572

CALCULO DAS CONDICOES INICIAIS PELA INTEGRACAQ DE SIMPSON
MED=MED&1



68d.

DO 503 J=1,10
IX=0
FINA=Q.
MINT= CHAVE QUE DIZ SE O TERMO E PAR QU IMPAR
MINT=1
590 IX=IX&1
IF(IX=231591+5914592
591 GOTO(5854586) sMINT
585 FINA=FINABG*FIN{JyIX)
MINT=2
GOTO 590
586 FINA=FINAG2#FIN(JYIX)
MINT=1
GOTO 5%0
592 GOTO(587+588) +MED
587 EI1(JI=FINA/T2
GOTO 503
588 EI2(J)=FINA/T2
503 ZM1=0,
GOTO (593+632) ¢yMED
632 GOTO{5944633)4M1IT
593 DO 600 L=ls+23
600 DEF(LY=VEL(L)
GOTO 572
633 MSMP=]
MDv=1
*%% CALCULO DAS DEFLEXQES PARA VIGA TOTALMENTE TOMADA PELA CARGA
(INICIO DE LOOP)
DO 620 IT=1,10
TRT=IT
RT=TRT/PARTT
GOTO 571
620 ZMA=0.
GOTO 335
335 STOP
END
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NOMENCLATURA

1

- relagao entre massas (m/m, ou (1 + m/m ) /4)

- oonstante de amortecimento

- c/rno
- modulo de elasticidade
- inércia da secgao

- coeficiente de mola

- densidade Lagrangiana

69,

~ massa do corpo base ( pura ou por unidade de comprimento)

- massa acrescida

- massa acrescida por unidade de comprimento
- quantidade de movimento

- coordenada generalizada do tempo

- energia cinética

- funcao step

- coordenada que mede deformagao longitudinal
- energia potencial

- velocidade

- modo de vibragao

- ooordenada de espago na horizontal

- coordenadas de espaco na vertical

- relacionado com w { 82 =? "o _ barra g" =
- fungao de Dirac EA

- delta de Kronecker L

- 2mn/a B

-frequéncia natural de vibracdo do corpo base

- ooordenada de espago ou tempo
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