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S UM Á-R I O 

A aplicação do método da transformação de similaridade à 

análise do problana de transferência de calar an escoamento turbulento~ 

xige essencialmente que: 

· - Nas equações diferenciais da camada limite ténnica e hidrodinâmica, 

transfonnadas can a utilização das variáveis de similaridade E; e n 

(propostas por Meksyn) , sejam considerados desprezíveis os tênnos con­

tendo derivadas can relação a E;. 

- Seja especificada, caro dado anpírico, una expressão para a vii;coSídade 

ad:imensional efetiva. 

+ Considerada a primeira hipÓtese e indicada para E a ex-

pressão de Spalding, a solução do problana torna-se possível por méta:los 

numéricos. 

A oanparação de valores calculados,para a placa plana, .de 

( ) + +( +) anal- . . - . dado . Cf x e u = u y can os de outras ises tearicas e s expermen-

tais, mostrou ser conveniente a adoção de um novo valor para a constante 

- + A da expressa.o de E • 

Foi desta fonna possível a detenninação direta dos perfis 

de velocidade e tanperatura, do coeficiente de atrito e do núnero de Sta!!_ 

ton, no caso de gradiente de pressão nulo. 

A extensão do método à análise dos escoamentos can gradi-
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ente de pressão não nulo, não foi, todavia, possível, pois a expressão a­

dotada para t+ torna desprezível a influência da geanetria do escoamento, 

visto seran superestimados os efeitos da turbulência, 
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INTRODUÇÃO 

1) - Considerações gerais 

O escoamento de um fluido, sujeito à ação de um canp:, de 

fôrças exterior, é governado por duas leis físicas, a saber: 

- lei da conservação da rrassa 

- lei da conservação da quantidade de movimento (2~ lei de Newton) 

Na descrição lagrangeana do escoamento, sendo as proprie­

dades do fluido consideradas constantes, estas leis são expressas rratanà­

ticamente sob a fonna da equação da continuidade e das equações de Navier 

-Stokes, respectivamente. 

Un número muito reduzido de soluções exatas é apresentado 

na literatura, para êste sistema de equações diferenciais extranamente 

oarplexo 16, 71. 

No 3Q Congresso Internacional de Matanâtica, Heidelberg, 

1904, foi, entretanto, apresentada por Prarxltl,a Teoria da Camada Llrnite, 

estabelecendo sup:isições que pennitan uma grande sinplificação nas equa­

ções de Navier-Stokes. 

A luz da teoria da carrada limite a solu;:ão de una grande 

variedade de problemas tornou-se possível. 

A extensão da análise de Prandtl à equação da energia 

originou a equação da camada limite térmica, pennitindo, assim, seja fei-
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ta a análise tentcdinâmica do escoamento. 

Indicanos, a seguir, suscintamente, alguns dos métodos u­

tilizados nas soluções dos problanas irecânioo e ténnioo de escoamentos, 

considerada a hipÓtese de canada limite. 

2) - Métooo da transfoDnaÇão de similaridade 

No estu:io do escoamento laminar an tôrno de urna placa p~ 

na, Blasius (1908) solucionou a equação da canada limite hidrodinâmica de 

Prandtl, anpregando, pela primeira vez, o método da transfODT1aÇão de sim!. 

laridade 111. 

Êste método, a ser descrito can maiores detalhes no pri­

meiro capítulo dêste trabalho, consiste em urna transfOD!laÇão de coordena­

das, que pennite escrever a equação de Pramtl sob a foI!lB de urna equação 

diferencial o:cdinária. 

Convém, entretanto, que a notável análise de Blasius, que 

tão grandanente influiu no desenvolvimento da mecânica dos fluidos e 

transferência de calar, seja, agora, esboçada. 

cana introdução da coo:cdenada aditrensional 

ri=y~ vx (1) 

e da função fluxo 

,p = V \lX u f(ri) 
o 

(2) 
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nas equações da camada limite hidrodinâmica, Blasius conseguiu satisfazer 

autanàticamente a equação da continuidade e reduzir a equação da quant~ 

de de irovimento à fonna 

f f" + 2 f''' = O (3) 

no caso do gradiente de pressão nulo. 

A equação diferencial ordinária, não linear (3), foi re­

solvida oan a utilização do desenvolvimento an série de f (n). 

A análise, de grame ele,ància matanática, torna-se da 

maior i.mportânc.ia observada a fonna s:inples da equação resultante. 

M:xiernamente, a utilização do cálculo eletrônico, facili­

ta, an extraro, a inte,ração da equação (3). 

Urna extensão das soluções de similaridade, pennitindo a~ 

nálise dos escoamentos oan gradiente de pressão não nulo, foi apresentada 

par Falkner e Skan l 3, 6 I . A equação obtida, denaninada equação de Falk:­

ner-Skan, foi posterionnente estu:lada por Hartree e Falk:ner, tendo êste 

Último apresentado soluções mais precisas 13, 61. 

Soluções numéricas da equação de Falk:ner-Skan, ban cem:, 

da equação da camada limite ténnica, para uma grande faixa de variação do 

gradiente de pressão, são apresentadas por Evans l 3 I ; tm estu:l.o analíti­

co, utilizando desenvolvirientos an série, ê indicado por Meksyn l 6 I . 

O emprêgo da solução de similaridade para a camada limite 



ténnica, em escoamentos laminares, foi feito inicialmente par Polhausen 

l 6, 11 I , para altos números de Prandtl. 
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A extensão do método da transfonnação de similaridade ao 

escoamento turbulento par Telles l 11 I , utilizando a expressão da difusiv! 

dade turbilhonar proposta por Gill e Scher, mostrou,,se bastante fecunda, 

permitindo a detenninação direta dos perfis de velocidade e tanperatura 

no caso de gradiente nulo de pressão. 

3) Método integral 

O problana geral do escoamento de um fluido em tôrno de 

um perfil de fo:cmato arbitrário, é una tarefa bastante árdua se fôr feita 

por meio de métodos analíticos. 

Un método de solução aproximado, válido para esooamentos 

laminares e turbulentos, foi sugerido por von Kannan e Pohlhausen, visan­

do obter soluções cem menor trabalho, enbora, evidentanente, menos preci-

sas. 

Êste método, denaninado Método Integral, consiste na aná­

lise do canportamento médio das partículas fluidas ao longo da camada li­

mite, em contraposição com o de partículas consideradas individualmente, 

o que é feito em uma descrição lagrangeana. 

Êste objetivo é alcançado por um balanço de quantidade de 

movimento e energia, para um volume de contrôle incluin:lo a camada limi­

te. 
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Un aperfeiçoamento no método de von Ka.Illan e Pohlhausen 

foi posteriormente introduzido por Holstein e Bohlen, e é descrito deta­

lhadamente por SchlichtinJ l 71. 

As equações integrais resultantes são transfonna.das em e­

quações diferenciais ordinárias, através da especificação de perfis de ~ 

locidade e tanperatura. 

A análise da camada limite hidrodinâmica turbulenta, uti­

lizam.o o método integral, foi feita, entre outros pesquisadores, por 

Prandtl 171, utilizando o perfil de velocidades de Blasius (lei da potên­

cia iL?7>, Prarn.tl e Schlichting l 71, can o anprêgo do perfil logaritmico 

de velocidades, e Schultz e Grunov l 71, a partir de perfis anpíricos sa­

tisfazendo a dados experimentais. 

O problema de convecção forçada foi estudado por Hanna e 

Myers l 11 I , através de uma analogia, usam.o a equação integral da camada 

limite hidrodinâmica. 

4) Método de Spalding 

A circunstância de que a equação da energia sob a fonna 

de von Mises pcxl.e ser integrada diretamente, sem a prévia solução da e­

quação do irovimento, se fâr feita utilização da "lei da parede", foi ob­

servada inicialmente por Spalding. 

Da análise de Spalding resulta a ~ão 



onde 

ae 
-= 1 a 

+ +a+ 
E: u u 

(
_l l§_) 
Pr a + e u 

l~W(x) 
- dx 
" p 

T - T 
e = ,,,w~____,,-

T - T w ., 

As oondições de contôrno mais 

equaçao (4) , sao 1 s 1. 

0 = 1 + o + 
> o para X = e u 

0 = 1 para + 
u ... ., e + 

> o X 

0 = O + 
= o + 

> o para u X 

6 

(4) 

(Sa) 

(Sb) 

indicadas na integração da 

(6a) 

(6b) 

(6c) 

A ~ ( 4) pode ser integrada numericamente, se supos!_ 

ções apropriadas são feitas SÔbre o número de Prandtl efetivo e a relação 

funcional entre e+ eu+, definindo uma função lmiversal. 

0 ( + .+ ) - = 0 X, ti, Pr (7) 

O principal objetivo da análise é a detenni.nação da fun-

ção de Spalding. 

s~ (x +, Pr) = ( :: + ) u + =O (8) 

relacionada ao núnero de Stanton pela expressão 
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St = Sp ( t Cf ) 

2 

7 

(9) 

Cbnhecido o coeficiente de atrito Cf, a expressao (9) ser 

ve oano base para a solução dos problemas de transferência de calor. 

POdan ser feitas restrições a, pelo rrenos, dois pontos da 

análise de Spalding. - + Em primeiro lugar, a expressao de E calculada a 

partir da "lei da parede", por meio de 

+ du+ 
E = dy+ 

(10) 

implica an que a tensão tangencial seja pràticamente constante na direção 

nonnal à parede; o que não é verificado sequer no caso de uma geometria 

simples, oano a da placa plana. o segundo ponto criticável é apresentado 

pela análise da corrlição de contôrno (6.b). Cbnsi.derada oano válida a ~ 

pressão da "lei da parede" de Spalding, resulta que 

+ u ~m quando y~m (11) 

(visto ser finito o valor de TW(x)) • 

Por outro lado, para um escoamento do tipo camada limite, 

podanos escrever 

quando (12) 

A contradição exposta por (11) e (12) nostra a in~ti­

bilidade da adoção da "lei da parede" cem a hipÓtese de camada limite. 
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Fisicamente, a condição deu+ tender a infinito não é ve­

rificada na região de escoamento, exceção feita ao escoamento can separa­

çao. 

5) - Vantagens do método da transformação de similaridade 

Consideranos desnecessária uma canparaçãoentre o Métcdo 

da transformação de similaridade e o nÉtodo integral, p:>is, confonne men­

cionado, o segundo é um processo de solução aproximado. 

Suposta conhecida, ClCl110 dado enpírico, a expressão da vi~ 

cosidade adirnensional efetiva, apresentarros, caro resultado de um estu:io 

car,parati vo can o nÉtodo de Spalding, as observações: 

a - A hipÓtese T.,,. TW' que permite, na análise de Spalding, a determina-

- + ... . ... . . çao de E , .torna-se desnecessaria. Ul1a melhor concordancia da teoria 

cana análise física do escoamento é, consequentemente, obtida. 

b - Sendo desnecessária.a adoção de qualquer expressão para a "lei da pa­

rede", é evitada a incanpatibilidade, indicada no 4, com a hipÓtese 

de camada limite. A teoria desenvolvida torna-se, portanto, coerente 

e envolve menar número de suposições heurísticas. 

c - As equações resultantes, feita uma sup:>sição apropriada, conterão uni 

camente derivadas can relação a uma das variáveis de similaridade, ~ 

dendo ser integradas caro equações diferenciais ordinárias. Tal fato 

reduz enormanente o volume e dificuldade apresentados para a solução 

numérica dos problanas. 
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d - Os perfÍs de velocidade, tenp!ratura, tensão tangencial e fluxo de ca 

lar, são obtidos de fcmna direta. 

e - A detenninação dos adimensionais st(x) e Cf(x) é independente, nao 

sendo necessária a utilização de uma analogia caio a representada por 

(9). 

É ainda importante mencionar-se que a aplicabilidade do 

método da transfonnação de similaridade independe de qualquer suposição 

concernente à relação entre EH e EM' e que sua validade se verifica para 

quaisquer valores dos parâmetros característicos. 

Estas observações, cranos, justificam a utilização, nesta 

análise, do método de transfomação de similaridade. 
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ll - F.qnaçres fundamentais 

A fonnulação matanâtica do problema bi-dimensional de tran~ 

ferência de calor an escoamento turbulento leva, sob as hipÕteses de cama­

da lmte, propriedades físicas mnstantes, escoarrento não dissipativo, às 

equaçoes: 

F.quação da mntinuidade 

au + av e o 
ax ay 

F.quação da camada lmte hidrodinâmica 

au au u-+v-=v ax ay 
2 

_L!! + 2-_ (E dU) 
ay2 ay M ay 

Equação da camada lm1ite tému.ca 

ar ar a2r a ar 
U - + V - e « - + - (E -) ax ay ay2 ay H ay 

(I.l) 

(I.2) 

(I.3) 

Estas equações são a representação analÍtica das leis de 

mnservação de l!Bssa, quantidade de m:wi.llento e energia, respectivamente. 

As variáveis u, v, T e P são os valores médios tenporais 

- ~ l dP 
das muponentes da velocidade, tanperatura e pressao. O tenro ; dx , 

que mede o gradiente de pressão na direção tangencial à parede, pode ser 

calculado, se conhecido o esOJairento potencial mrrespondente. utilizan­

do o teorema de Bernouilli, podares escrever: 
' 
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(I.4) 

onde 11i_(x) é o valor da velocidade potencial na fronteira da camada lm­

te. Os i:erfís de difusividade turbilhonar para transferência de quan~ 

de de movimento e de calor são representados por ~ e EH. Expressões se­

mi-anpíricas para ~ são obtidas da chanada "lei da pai;Erle", através de 

hipÓteses canplanentares. O valor de EH é obtido detenninada sua relação 

can EM' para o que se utiliza um modêlo do mecaniS!OO de transferência de 

calor e de quantidade de movimento. 

Os eixos coordenados são tanados segundo as direções nor­

mal.se tangencial à parede, e a fonnulação se canpleta can a indicação das 

oomições de contôrno, resultantes da consideração de camada lmte. 

T.., 

Fig. I.l 

f u = o (I.Sa) 

y = o l V= o (I.Sb) 

TW (I.Sc) 

J u + u
1 

(x) (I.6a) 
y -+ o:, 

l T + T (I.6b) m 
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2) - rei da parede 

Definároos, inicialmente, as grandezas adimensionais 

+ + -u e y pelas eJq>ressoes: 

+ 
u~ 

u e (I. 7a) 

+ ~ y = l'.. 
V p 

(I. 7b) 

onde v e p são a viscosidade ci.nenática e a densidade do fluido, e T W a 

tensão de cisalhamento jllllto à parede. 

Segundo postulado por Prandtl e confinnado experirren:ta~ 

te por Nikuradse e outros pesquisadores, deve ser verificada pela veloci­

dade a expressão: 

(I.8) 

denaninada por O::>les "lei da parede". 

Fonnas da lei da parede tân sido propostas por diversos a~ 

tores, consistindo-se an expressões sani--e'l1)Íricas, Verificando os dados 

experimentais. Na tabela 1 são apresentadas diversas fÓnnulas para a 

"lei da parede". 

Prandtl-Taylor: 

+ + u = y 

+ + 
U e 2,5 .f.ny + 5,5 

TABEIA I.l 

14,5,91 

+ o 1 y < 11,5 

+ 
11,5 °' y 



von Kannan: 

+ u = 

+ u = 

+ u = 

Reichardt: 

+ y 

+ 5 lny - 3,05 

+ 2,5 lny + 5,5 

+ 5"y <30 

+ 
30" y 

13 

+ + + 
u+ = 2,5 ln (1 + 0,4y+) + 7,8' {l - e-y /ll - II e-o. 33y} + o " y 

Deissler: 

d+ 

1 +nu y 1 - exp (-nu y) 2 + +[ 2 + + ] 

n = 0,124 

+ + u = 2,78 lny + 3,8 

van Driest: 
- + 

u+ =J: 2d + 

+2 [ 1 + {1 + 0,64 y 1 - exp 

Rannie: 

+ + u = 14,54 tanh (0,0688 y) + O ~ y < 27 ,5 

+ + u = 2,5 lny + 5,5 + 
y ~ 27 ,5 

+ O.-;y <,/l6 

+ 26" y 

+ y .. o 
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Spalding: 

+ + Bu+ + 
y = u + A {e - 1 - Bu -

+ 4 
(Bu ) } 

4! 
+ y ~ o 

A= 0,1108 

B = 0,4 

Entre estas expressões, as propostas por Reichardt, van 

Driest e Spalding apresentam a vantagan de seran válidas para todo o danf · 
nio de y+, resultando contínuo o perfil de velocidades oor:respomente. 

3) - Perfil de difusividade turbilhonar para transferência de qpantidade 

de irovirrento 

A tensão tangencial é calculada por 

Considerando (I. 7a) e (I. To), teraros 

+ EM T dy+ 
E =l+-=-

V T W du+ 

SUpondo a tensão de cisalhamento independente da distância à pareie 

fr z TW) resulta finalmente: 

+ EM d+ 
E =l+-=.!!1__ 

V 

(I.9) 

(I.10) 

(I.11) 

Una outra foma de se obter a expressão (I.10), iro.icada por 'Ielles e OU­

kler I U 1 , cxmsiste na aplicação do método das pequenas perturbaçÕes à e­

quação da canada linú.te hidrodinâmica. 
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A expressão (I.10) equivale, neste caso, à perturbação de 

o:càem zero. 

Cbnhecida a II lei da parede 11
, u + = u + (y +) , podemos, por ~ 

tennÉÍdiO de (I.10), detenninar EM. 

Para a fÕnnula de Spalding 191. , a visoosidade adinensio­

nal efetiva resulta expressa por 

+ EM Bu+ + 
E = 1 + - = 1 + AB {e - 1 - Bu -

" 

+ 3 
_ (Bu) } 

6 
(I.U) 

• Neste ponto é inp)rtante observar-se que duas bases d.is~ 

tas podan ser anpregadas na foIIIIUlação de uma teoria da transferência de 

calor. 

Se fôr feita a suposição de que a lei da parede é exata, a 

adoção de E+ calculado por (I.10) implica an que T seja apro.,drnadamente 

igual a T w· una teoria que se fundamente nesta primeira hipÓtese segun­

do indicado por Kestin e Richardson l 5 I leva a resultados satisfatórios 

quando ~:::: :w , sendo êste o caso verificado para tubos e canais. CcrlD 
q ~ 

exenplo de aplicação citarianos Sparrow e Siegel IS, 101. 

CcrlD segunda hipÓtese, o ponto de partida da teoria pode 

- + - + + .. ser a expressao de E CXlll'O funçao de u ou y , admitida neste caso CXlll'O 

anpírica, passarldo a lei da parede a ser simplesnente uma expressão~ 

tível cem os dados experimentais. 

No presente trabalho, considerareoos a segunda hipÓtese ~ 
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- + ~ clicada, sendo a expressao de E , dada por (I.12), oonsiderada oano anpir!_ 

ca. 

Das considerações anteriores, ooncluinos ser da mais alta 

.importância a especificação oorreta de um perfil de clifusividade turbilhe. 

nar. 

A adoção da expressão de E+ de Spalcling foi feita princi­

palmente pelas razões: 

EM + 
- A oontinuidade do perfil - = f ( u ) 

V 

EM 
- A tendência assintótica de quando y+-+ m o que pode ser verifica-

v 

do no diagrama r-2. · 

4) - Perfil de clifusividade turbilhonar para a transferência de calor 

A partir da análise de um m:idêlo sinples do mecanisno de, 

transferência de calor e massa em escoamento turl::ulento, Reynolds 141 

propos fÔssem considerados iguais os valores de EM e EH. 

Tal hipÓtese, verificada expernnentalmente para números 

de Prandtl pI."ÓKinos à unidade, ten uso largamente difundido nas soluções 

de problemas de transferência de calor 14, 5 I • Em realidade, existe uma 

forte dependência entre a exatidão do nodêlo estudado por Reynolds e o n§. 

nero de Prandtl. Un aperfeiçoamento do nodêlo de Reynolds, levou Jenkins 

aos resultados apresentados na figura I-3 141. 
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Fig. I.3 

Entre os poucos dados experinentais existentes citanos os 

devidos a Beckwith e Fahien Ili para transferência de calor an tubos ci­

lmiricos. 

Por falta de uma relação analÍtica entre os valores de EH 

e EM' consideraranos 

o que, segundo Sparrow I B I , leva a excelentes previsÕes de transferência 

de calor para 0,7 < Pr < 100. 

Convan observar que a suposição adotada EH = EM nao res 

tringe em absoluto a aplicação do método que utilizareros. 
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5) - ~todo da transfonnação de similaridade 

Flnpregado pela prineira vez por Blasius J J , 6 , 7 J , no 

estl.rlo da camada limite laminar en tôrno de uma placa plana, o método da 

transfonnação similar oonsiste essencialmente en uma transfom,ação de oo­

ordenadas que reduz a equação (I. 2) á \l11a equação diferencial ordinária. 

Apresentairos, a seguir, a teoria geral de transfom,ação, apontando poste­

riomente os casos en que a solução de similaridade se faz possível, para 

escoamentos laminares. 

can a introdução da função fluxo ,i,, verificando a 

(I.lJa) 

(I.13b) 

a equação da continuidade resulta autanàticamente satisfeita. 

Considerarencs as novas variáveis i; e n definidas por 

i; =Lx 
u1 (x) 

dx u 
o 

(I.14a) 

1 

( 2 
1 

J2 u
1

(x)y Tl e \) u ( 
o 

(I.14b) 

Escrevendo ,i, sob a forma 

1 

,j, e (2 " u o2 
o f(l;,n) (I.15) 

as cmp:,nentes da velocidade terão= eicpressão 



u = u1 (x) 

v = - u1 (x) E; lf - (À + 1) a E; 
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(I.16a) 

(I.16b) 

A substituição dos tênoc>s da equação (I.2) cem:> função das novas variá­

veis, conduz a: 

+ 2 E; 

(I.17) 

sendo 

À = - E; 

2 
d l.n u

1 
(x) 

dE; 
(I.18) 

Da observação de (I.17) conclui-se que o único tênoc> de­

pendente do escoamento potencial é À. O valor de À representa, portanto, 

a influência da geanetria do escoamento. 

Defini.ndo,-se uma tanperatura adiJrensional por 

(1.19) 

~ 

a equação da camada limite ténnica (I.3) se escrevera 
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(I.20) 

As ooncliçôes de contôrno (I.5) e (I.6) serão agora escri-

tas: 

Tl = o !n f (~.o)= o 

af f(~,O) + 2 ~ ãf (~,O)= O 

e (l;,O) = 1 

e ... o 

(I.2la) 

(I.2lb) 

(I.2lc) 

(I.22a) 

(I.22b) 

O sistena de equaçÕes (I.17) e (I.20) can as oontições de 

contôrno (I.21) e (I.22) apresenta tão grame dificuldade que .impediu fÔ~ 

se apresentada qualquer solução direta. 

Sa-l - Canada limite laminar 

Para os es=tos laminares e M = e H = O, as equaçoes 

(I.17) e (I.20) se escrevan 

A [1 -(2!. ·i· 2] + 2~ ( .ll a2f - .ll a2f) 
an an a~ an a~ an2 

(I.23) 
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(I.24) 

A análise de (I.23) e (I.24) pennite concluir que, se f 

e e forem consideradas unicamente função de n, para as geanetrias de e~ 

mento satisfazendo a condição de ser >. constante, estas equações se rm:i:: 

zen a equações diferenciais ordinárias 

f f" + f "' = À [ 1 - ( f' ,2 J 
e 

e"+ Pr f e• = o 

can as condições de cxmtôrno 

n = O f = o 

f' = o 

e = 1 

n .. a, f' + 1 

e .. o 

(I.25) 

(I.26) 

(I.27a) 

(I.27b) 

(I.27c) 

(I.28a) 

(I.28b) 

Os escoamentos para os quais~= cte, serdo; portanto, possíveis soluções 

de similaridade, estão representados na figura I -4 l 3 I • 
y y 

a 

Fig. I.4 

\ 
' 
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Para os esooamentos =esporo.entes à figura I-4a, solu­

ções satisfazendo às condições de cxmtôrno (.27) e (I.28) são encontradas 

na faixa O< À~ 0,199 IJI; ao valar extraro À= 0,199 corresponde a c~ 

da limite cem ponto de separação, caracterizado por f"(0) = O, ao longo 

da superfície x = o. Para valores de À superiores a 0,199 não existan ~ 

luções do tipo camada lllllite. 

À configuração I-4b =espondan soluções, verificando 

(I.27) e (I.28) para -1 ~À~ o. 

O caso À = o, placa plana can gradiente de pressão nulo, 

foi solucionado por Blasius, originando o mét.odo de transfonnação de siin!. 

laridade. 

5b) Camada lllllite turbulenta 

Una argunentação simples, apresentada por Telles l 11 I e ~ 

qui reproduzida, daronstra a não aplicabilidade do conceito de camada li 

mite sllllilar ao escoamento turb.ll.ento. 

A expressão da tensão tangencial junto à parede para es­

coamentos lamll1ares ou turbulentos é 

T W = µ ( :y ) y=O (I.29) 

Indicamo pelos sub-escritos .e. e t, regimes laminar e ti.!!::. 

bulento, respectivamente, e oonsiderado um mesm:> esooarnento potencial, re 

sulta an virtuie de (I.13) e (I.16a) 
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( ) (X) f " o(O) !!!. Tw l = ul ,L ay (I.30a) 

(TW) = u
1 

(x) f" (O) !!!. 
t t ay 

(I.30b) 

supondo que pn-a o escoanento turrulento ai.ma se verifique ft = ft(n), 

De (I.30) obten-se 

f" (O) l 
f" (O) 

t 
= constante (I.31) 

A expressão (I.31) .implica, portanto, pn-a todo x, an ~ 

porcionaJidade entre as tensões (T ) e (TW) ., o que está an franco desa-
w l t 

oôrdo cem os resultados exper:i.nentais. 

Evidenciada, desta foil!la, a não redutibilidade de (I.23) 

a uma equação diferencial ordinária, piopoeu-se uma solução quase-similar 

baseada na ordan de grandeza de seus tênros. 

Suporenos que os tênros, envolvendo derivadas cxm relação 

a F; sejam desprezíveis. 

As equações assm obtidas, enbora a derivadas pn-ciais, 

só contêm derivadas cxm relação à variável n, o que reduz grandenente as 

dificuldades de integração. A ordem de grandeza dos tênros não consider~ 

dos pcderá ser posterionnente avaliada e correções indicadas se asslltl se 

tornar necessário. Feitas estas suposições, as equações a se integrar na 

presente solução têm a fonna 



À [ 1 - (f ') 
2 J = 

c·!­
(f + -1!) 

" 
f" + 

E 
< L·+ ...!! )e" = -

Pr " 

E' 

(f +-ª > e' 
" 

oan as condiçÕes de oontôrno 

n = o f = o 

f' = o 

e = 1 

f' ... 1 

e ... o 

E 

(1 + ..1!) 
" 

f Ili 
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(I.32) 

(I.33) 

(I.34a) 

(I.34b) 

(I.34c) 

(I.35a) 

(I.35b) 

A integração destas equaçÕes, utilizando o mêtoao Runge­

Kutta, foi realizada nos oanputadores IBM-1130, do Departamento de cál.cu­

lo Científioo da ClJPPE e da Esoola de Engenharia da UFM;. Detalhes do mé 

to:lo nunérioo são apresentados no Apêndice • 



26 

II - APRESENTAÇÃO E ANÃLISE JX:6"-RESUL'I2\0C6 

1) - Tensão de cisalhamento junto à pareie 

A tensão tangencial T w é calculada can o anprêgo da lei da 

viscosidade de Newton, pela eicpressão: 

T = IJ ( -ª.'!. ) 
W ay y=O 

(II.1) 

Cbnsiderada a definição (I.14b) da variável de similaridade 

11 , teraios : 

T • ~ u
2 

f"(Q)( W 1 

1 

1 < ) 2 
2 V U ~ o 

· I:efinindo Re pela eicpressão 
f; 

u f; 
Re = _.2._ 

f; V 

e oonsiderada a definição do coeficiente de atrito 

cf = 1 2 
- p u 
2 o 

resulta: 

2 

e = ( ul ) .... ~ f"(O) 
f u

0 
V~ 

No caso de placa plana, u
1 

(x) • U
0 

e f; = x, e 

=-. f2 f"(O) V~ 
X 

(II.2) 

(II.3) 

(II.4) 

(II.5) 

(II.6) 
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Para o regime laminar f"(O) é oonstante e igual a 0.322 

enquanto para o regime turbulento verifica-se ser o valor de f"(O) função 

Matada para E+ a expressão proposta por Spalding l 9 I , 

sendo A= 0,1108 e B = 0,4, foram deteJ:lninados os valores de Céx) para a 

placa plana. 

A não disponibilidade de dados experimentais fozçou-nos a 

oanparar os resultados calcu]ados unicamente can os de outras análises 

teóricas enoontradas na literatura. 

Na figura II.l estão plotados os resultados calculados 

neste trabalho e os indicados por Telles l 111, Spalding l 11 I , Prandtl­

Schlichting 17 I e Schultz-<irunov 171. 

A análise de Telles l 11 I consiste na aplicação do irétodo 

de transfomação similar, tendo sido utilizada para a difusividade turbi­

lhonar o perfil de Gill e Scher llll, enquanto a de Spalding ISI é feita 

por meio da integração da equação da camada limite ténnica, sob a forma 

deduzida por von Mises, oonsiderada a expressão do mesrco autor para a 

"lei da parede". 

5 5 10,JxlO, 

Os valores calculados de Cf(x) 

106 , 3 X 106 e 107• 

Conforme pode ser verificado, existe una temência à de­

tenninação de valores para Cf (x) superiores aos dos trabalhos anteriores, 



,-r~ 
' ' 

" 

---·-­"' 



29 

a discrepância tornando-se tanto mais acentuada quanto mais elevados os 

valores de Rex. Fisicanente tal fato indica que os efeitos da turl::ulên­

cia foram superestimados nos cálculos efetuados. Una pesquisa sôbre a ~ 

fluência do coeficiente A do perfil de Spalding sôbre os valores de Cf(x) 

levou aos resultados apresentados na Tabela II.1. 

A Rex f" (O) Cf(x) Cf(x) - Spa1ding 

0.1108 105 1.295 5.80 X 10-3 6.20 X 10-3 

107 7.390 3.30 X 10 2.85 X 10 -3 

0.1 105 1.270 -3 5.68 X 10 -
107 7.240 -3 3.24 X 10 -

o.os 105 1.218 -3 5.45 X 10 -
107 6.970 -3 3.12 X 10 -

0.06 105 1.155 5.15 X 10-3 -
107 6.630 -3 2.96 X 10 -

Tabela II.1 

Considerando que una alteração no perfil de difusivi.dade 

turbilhonar afeta o canp:, de velocidades, realizamos, simultaneamente, 

una carpa.ração entre os perfis adimensionais · u + = u + (y +) resultantes, 

canos calculados a partir da expressão de Pramtl para a "lei da parede~ 

Dêste estu::l.o conjunto da influência de A sôbre Cf (x) e 

+ + + u = u (y ) , cxmcluimos ser indicada a redução no valor de A para O .1. 
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Novos cálculos pennitiram deteJ:minar a variação de Cf(x) 

can Rex indicada na figura II. 2. 

Una segunda conclusão, apresentada a se,uir, llDstra ser 

pouex> indicada a utilização da expressão de E+ devi.da a Spalding. 

Cl:lnfonne mencionado no capítulo anterior, para escoamen­

tos laminares cx:rn gradiente de pressão positivo, a equação (I.25) possui 

sol1.Ções satisfazendo as comições de contôrno (I.27) e (I.28) para 

O < À$; 0.199. Para À= 0.199 ocorre o fenâneno da separação, caracteri 

zado por f" (O) = O. 

Segundo verificações experimentais l 71 a turbulência atua 

caro un agente de estabilização, o que leva a prever que a separação em 

escoamento turbulento se verifique para um valor de À superior a 0.199. 

-7 Os valores obtidos para f" (O), para Re = 10 e 
X 

A= 0,1108, indicados na tabela II.2, :inq>licam em uma influência desprezf 

vel da gecrnetria do escoamento, o que é fisicamente incorreto. 

É tambán, pràticamente, pouex> provável escoamentos do ti­

po de camada l:imite ex>=espondendo a altos valares de À. 

A análise quantitativa roostra que, para Rex = 106 , o au­

mento de À de O. para 0.1 ocasiona uma redução em f"(O) de apenas 1,34%, 
' 

enquanto uma variação de A dez vezes menor (0.0108) é responsável por uma 

redução de 2,05% naquele valor. 
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À f" (O) 

o.o 7.390 

0.3 7.294 

0.4 7.265 

0.5 7.235 

0.6 7.208 

0.7 7.179 

0.8 7.153 

0.9 7.127 

1.0 7.100 

Tabela II.2 

+ Novamente a adoção da expressão (I.12) para E, leva a um 

efeito da turbulência exagerado, tornando desprezível a influência da va­

riação de>.. 

Não =nhecendo dados experll!leilt.Ms para À ,j O, restringi­

mos nossa análise ao caso À = O, adotando para A o valor O .1. 

2) - Perfis de velocidade 

Os perfis aclimensionais de velocidade são detenninados 

sob fonna paramétrica, utilizadas as definições de u + (I. 7a) , y + (I. 7b) , 

Rei; (II.3), n (I.14b), e as expressões deduzidas para TW (II.2) e 

u (I.16a). 
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1 1 

u+=u~= (2 4 
[ f"(O) ] 

-2 
f' Res) . TW 

(II. 7a) 

1 1 

+~ 4 
[t"(O)] 

2 y = Y.. - = (2 Res) n 
V p (II. 7b) 

No caso de À = O, poda!Ds es=ever: 

(II.Ba) 

n (II.Bb) 

Na figura II. 3 estão plotados os perfis de velocidade ca.!_ 

culados para os valores de Rex indicados anterionnente. 

Consegwrnos obter, can o ajustamento da constante A de 

Spalding, urra Ótima ooncordância entre nossos cálculos e os valares indi­

cados pela expressão da "lei da pare::l.e" de Prandtl-Taylor, que, confonne 

indicado na literatura, fornece resultados rrnrito próximos dos dados expe­

rimentais. 

A análise da figura II.3 nostra a não universalidade dos 

f ~ ad' . . + +( +) . anali~ . - f- 'lmente per J.S :unensionais u = u y , o que, ticamente, e ac:1; ve-

rificado por intennédio de (II.Ba). 

3) - Resultados referentes à transferência de calor 

O fluxo ,local de calor é calculado a partir da lei' de Fou 

rier 



., 

utilizando as definições de 0 (I.19) e n (I.14b), obtatos 

1 

<iw = - K (TW - T.,) ( 2 v Üo E; ) 2 ul (x) 0'(0) 

No caso de>.= O, sendo u1 (x) = U
0 

e i:,; = x, terenos 

1 

<iw = - K (Tw - T.,,) ( 2 u ~ X l 2 a' (O) 

35 

(II.9) 

(II.10) 

(II.11) 

O valar de 0'(0) é, para escoamentos turl:ulentos, una função de Rex e Pr. 

É de uso canum na literatura a apresentação de dados r~ 

ti vos à transferência de calar, por meio dos adirnensionais NU (x) e St (x) , 

números de Nusselt e Stanton, respectivamente, definidos por 

hx qW X 

Nu(x) = ~k = K (T T) 
w - "" 

h 
St(x) = e P u 

p o 

Consideramo (II.11), podaros escrever' 

Nu(x) = --~ : V T 0'(0) 

St(x) = _ a'(O)' 

h"V 2 Re 
. X 

(II.12) 

(II.13) 

(II.14) 

(II.15) 

As curvas apresentadas na figura II -4 representam a var~ 
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ção de St(xl' cem Re , tendo cano parânetro o número de Prandtl. 
X 

Os valores calculados de St(x) correspondan aos Rek indi­

cados e aos núneros de Prandtl 0.1, 1 e 10. 

A mesma dificuldade apontada anterio:rmente para a obten­

ção de dados experimentais de Cf (x) , repete-se para St (x) . 

Considerando, todavia, que o produto St.Pr2/3 tan varia­

ção menos pronunciada, os valores calculados nesta análise para Pr = l, 

estão plotados na figura II -5, juntamente oan as m::rliçÕes de Reynolds 

l 11 I para o ar. É interessante observ.mnos que para Pr = l, é verificada 

a expressao 

(II.16) 

que constitui'una conclusão básica, na teoria elanentar da transferéncia 

de calor, denaninada "Analogia de Reynolds". 

4) - PerfÍS de temperatura 

Os perfís de tanperatura obtidos diretamente da integra­

ção do sistema de eqgações (I.32) e (I.33) são representados nas figuras 

II-6, II-7 e II-8, para os números de Prandtl 0.1, l e 10. 

Conforme pode ser notado é grande a influência de números 

de Prandtl SÔbre a fOilla das famílias de soluções determinadas. Para ba!_ 

xos valores de Pr, a camada limite térmica é mais espêssa que a camada l!_ 

mite hidrodinâmica, os perfÍs de temperatura são mais suaves e alongados 
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• 
que os oorrespondentes a Pr elevado. 

Para Pr = 1, é verificada a relação entre os perfis de ~ 

locidade e tanperatura que possibilita a analogia de Reynolds: 

e= 1 - f' (II.17) 

As camadas limite ténnica e hidrocl.inâmica' têm a mesma espessura. 

A Pr = 10, correspondan perfis representando uma transi­

ção abrupta da temperatura; a camada limite ténnica torna-se mais fina 

que a hidrcrlinâmica. 

5) Resumo aos'resultados numéricos obtidos 

A tabela II.3, apresenta os principais resultados obti-

dos. 



Pr = 0.1 

Re f"(O) 3 -0' (O) .10 St(x).10-3 
X 

Cf(x) .10 

105 1.270 5.68 3.346 7.48 

3.105 1.861 4.80 4.257 5.50 

106 2.919 4.13 5.841 4.13 

3.106 4.477 3.65 8.155 3.33 

107 7.241 3.24 12.228 2.73 

Tabela II,3 

Pr = 1 

-0' (O) St(x).10-3 

1.269 2.84 

1.860 2.41 

2.918 2.06 

4.476 1.83 

7.241 1.62 

'. 

Pr = 10 

-0' (O) St(x).10-4 

3.217 7.19 

4.739 6.12 

8.226 ' 5.82 

13.169 5.38 
-· 

22,225 4.97 

... 
w 
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III - a:NCLlJSÕES E S[X;ES'IDES 

A extensão ao escoamento turbulento, do método da trans­

fo!lllaÇão de similaridade, nostrou sua grame utilidade na análise da pla­

ca plana can gradien~ de pressão nulo. 

Conforme foi verificado an uma análise quantitativa sus­

cinta, a adoção de novos valores para o coeficiente A, da expressão de 

Spalding para a difusi vidade turbilhonar, conduz à detenninação de perfÍs 

adirnensionais de vel~idade u+ = u+(y+) e de coeficientes de atrito Cf(x) 

verificando can boa aproximação aos dados experimentais. 

A teoria desenvolvida foi, entretanto, incapaz de penni­

tir a detenninação da separação nos escoamentos can gradiente de pressão 

positivo. 

Una análise da estrutura matemática e física do desenvol­

vimento apresentado, rrostra que êste fato pode ser proveniente de duas 

causas. 

É inicialmente questionável a validade da suposição de ~ 

ran desprezíveis os tênros contendo derivadas can relação a ~ na equação 

transfonnada da camada limite hidrodinâmica (I.17). 

Para o caso de gradiente de pressão nulo, tambén estwado 

por Telles l l+ 1, esta hipÓtese é realmente verificada. Sua extensão a 

uma primeira análise quantitativa dos casos de gradiente de pressão não 



45 

nulo nos parece inteiramente justificável. Una verificação posterior pE!!:_ 

mitiria a avaliação do êrro caretido. 

Muito mais caipranetedora para a aplicação do métcdo foi, 

a nosso ver, a utilização do perfil da difusividade de Spalding. 

Convan salientar, novamente, que a expressao (I.12) para 

+ E , oontán an sua dedução a condição T::: Tw' que, confonne canentamos na 

intrcxlução, é <X11q?letamente falha quanto a uma justificativa de natureza 

física. 

Foi ainda verificada uma influência não justificável da 

. variação de A soõre o valor de f" (O) , quando oanparada à influéncia da 

geanetria do escoamento. 

l:b anterior, podaros concluir que a aplicação do métcdo 

da transfonnação de similaridade pode ser bastante c:arpranetida pela~ 

cificação de um perfil de difusividade não adequado, nonnente se conside­

rannos que a expressão especificada de E+, é considerada cano arpírica e 

constitui um fundamento da teoria apresentada. 

A fim de que se possa avaliar ,efetivamente, o alcance do 

método da transfonnação de similaridade à anãlise de problanas de escoa­

mento turbulento, sugeriIIDs que um estudo teórico-experimental seja reali 

zado, visando a detenninação de valores ótinos para os coeficientes A e B 

do perfil de Spalding. Êstes coeficientes, segundo o artigo original de 

Spalding, estão sujeitos a.confinnação 191. 
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Conhecidos os OOIIOS valares de A e B a aplicação do méto­

do aos problemas de grandiente de pressão não nulo apresenta-se caro pes­

quisa imediata, podendo ser seguido pelo estudo da placa plana oam inje­

ção e sucção, e o da convecção natural que constituiu tópico não oanpl~ 

mente resolvido na análise de Telles l 11 I • 
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APtNDICE 

Métodos numéricos 

Em virti.rle das hipÓteses estabelecidas no desenvolvimento 

do primeiro capítulo, vim:>s que as equações fundamentais (I.2) e (I.3) ~ 

dem ser escritas 

E' 

1 - (f 1 >2 - (f + ~ f" f"' = ___________ v __ - À 

E 

1 +~ 
)1 ,, 

E' 
- { f + " ' 8ê:) e' 

e" = v 
1 EH 
-+-Pr v 

canas condiçÕes de cantôrno 

n = O f = o 

f' = o 

e = 1 

f' + 1 

e+ o 

(A,l) 

(A.2) 

(A.3a) 

(A.3b) 

(A.3c) 

(A.4a) 

(A.4b) 

O sistema (A.1)-(A.2) pode, utilizado um artifício sim­

ples, ser escrito sob a foma de um novo sistema de cinco equações dife­

renciais não lineares de primeira ordem; para tanto, façanos 



f = f 
1 

e•= f 
5 

Obtemos, assim, o sistana 

dfl 
-= f 
dn 2 

E' 

df3 - À (1 - f;) - fJ (fl + V M) 
- = -------------dn E 

1 + ..l! 
V 

e as =oo;ções de =ntôrno 

50 

(A.5a) 

(A.5b) 

(A.Se) 

(A.5d) 

(A.Se) 

(A.6a) 

(A.6b) 

(A.6c) 

(A.6d) 

(A.6e) 
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n = o fl = o (A. 7a) 

f2 = O (A, 7b) 

f4 = 1 (A, 7c) 

n ... "' f2-+ l (A.8a) 

Í4-+ O i(A~Sb) 

Nestas equações a expressão de e:H = ~· dada por (I.ll) e (II. 7a), ê 

l 
4 

- l - 2 

~r;_ 
B2 

2 

1 
B f - z 

3 

f3 
-1 (O) 

(O) 

1 

Ref; 
2 f2 

2 

3 
24 

-6 

(O) 

l 
4 

Re!;; 

-\ 3 
B3 f-'.;L 2 (O) 

3 

3 ' 
Re!;; 

4 f~} 
Cano resultado da suposição de propriedades físicas =ns­

tantes, as equações (A;6a), (A.6b) e (A.6c) cxmstituem um sistana que po­

de ser resolvido independentanente; pennitindo contornar a necessidade de 

se arbitraran simultaneamente f" (O) e e' (O), valores necessários à apl~ 

ção de um método de integração numérico. 

Para a solução dêste sistana parcial, que equivale ao es­

tudo hidrodinâmico do escoamento, utilizamos o método de Runge Kutta. 

O problema de cxm:tições de contôrno consiste então na de-
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tenninação de un valor de f" (O) que satisfaça ã corrlição (A.Sal, exigindo 

que f' tenda assintõticamente para a unidade. 

Feita uma estimativa de f" (O) a aplicação do método de 

Runge Kutta conduz a um valor assintótico de f ' • Se o valor obtido é 

f' (m) = 1 a estimativa de f" (O) é correta; caso contrário, uma =ieçao 

em f"(O) é feita e o processamento repetido. 

Para a integração numérica no a::mputador IBM-1130 foi ut!_ 

lizada a subrotina RKES, segundo programa anexo an linguagan Fortran. 

Detenninada a condição de cxmtôrno f" (O) = f 3 (O), proce:i:!:_ 

mente análogo é utilizado para a integração do sistema ccirnpleto (A.6) ,~ 

do, neste caso, necessário esti.Irar e• (O). 

A programação para canputador anpregada sofre, neste ca­

so, algunas alterações rrotivadas pela variação do núnero de Prandtl. 

O programa anexo foi elaborado para Pr = 0.1. 
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II J·'.lS T 

LOG DRIVE 
onoo 

// FOR 

CART SPEC 
0008 

•O IE WORD INTEGERS 
•LIST SOL",CE PROGl,A.M 

CART AVA!l PHY DRIVE 
OOOR 0000 

SUBR0UTINE FCTIX,F,DERI 
D!ME'lSION F(3l,DER(3) 
COMMON RE,F30,XL,A,B,YMAIS,UMAIS 

C TRANSFERf~C!A DE CALOR EM ESCOAMENTO TURBULENTO 
C JOSE AUGUSTO FERREIRA DÉ GOUVEA 

RE2=2,*RE 
YMA1S=RE2**0,25*F30**0,5*X 
UMAIS=RE2**0,25*F(2l*F30**(-0,5) 
XN1=XL*ll,-Fl2l**2,l-F(ll*Fl3l 
XN2=RE2**0,25*B*F(3l*F30**1-0,5l•EXPIB•UMA1S) 
XN3=RE2••0,25*B*F(3l*F30**(-0,5) 
XN4=RE~**0,5*8**2,•Fl21•F(3l/F30 
XN5=0,5*RE2**13,/4,l*B**3,*F(2)**2,*F(3l*F30**(-l,5l 
XN=XN1-A*B*Fl3l*(XN2-XN3-XN4-XN5l 
P,M,-,B*UMAJS 
XD=l,+A*B*IEXP(BMl-l,-BM-0,5•BM**2,-BM**3,/6,l 

C SISTEMA DE EQUACOES IA-6) 
C CAMADA LIMITE H!DROD!NAMICA 

DER(ll=F(2l 
DERl2l=F(3l 
DER(3)=XN/XD 
RETURN 
':ND 

FEATURES SUPPORTED 
ONE WORD INTEGERS 

CORE REOUIREMENTS FOR FCT 
COMMON 14 ~ARIABLES 

END OF COMP!LATJON 

// DUP 

•sTnRE WS UA F(T 
CARí !D OOOA DS ADDR lCBD 

// FOR 
•ONE WORr INTEGERS 
*LIST SOURCE PROGRAM 

30 PROGR.AM 

DB CNT 001( 

S'IBR'lUT!i\iE OUTIX,F,DEFl,IHLF,NDIM,Pl 

356 

53 
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DPiENSION F(31 ,DER(31,P(51 
COMMON RE,F30,XL,A,B,YMAJS,UMAIS 
CALLDATS\,J(l,KKI 
GOTOf4,')l,KK 

J JFU,BS(X-P(2l 1-0,05150,50,30 
C NOVA ESTIMATIVA DE F30 

50 FC=F30/F(2l 
,IR l TE ( 3, 7 l F ( 2 1 , F ( 3 l , RE, X L, FC 

7 FORMA~(2Fl0.5,F20,2,F7,4,Fl5,51 
READ(6,BIF30 

8 FORMAT(Fi0,51 
30 RETURN 

·~ ,JX=5*( X+0,00t51 
2=5,*X 
!F(hBS(JX-7-l-0,060120,20,30 

?O \,fs:!TEl3,51X,F(ll,Fl21,F(31,YMAIS,UMAIS 
5 ICQRMAT(6Fl5,51 

GOT09 
END · 

F EA. TURES S'JPPORTED 
ONE ~OªD INTEGERS 

CORE RFQIJ Ir ':tJ.Et, T S FOR OUT 
COMMO,~ 14 VARIABLES 

END OF COMP!LAT!ON 

/ I '.iJP 

*STORE WS UA OUT 
CART lD 0008 DB ADDR 1CD9 

// FOR 
*ONE WORn INTEGERS 

14 PROGRA1'1 

DB CNT 000( 

*LIST souRCE PROGRAM 
*IOCSICARD,TYPEWR!TER,KEYBOARD,1132PRJNTERI 

EXTERNAL FCT,OUT 
DIMENS!ON P(5l ,F(3l ,AUXl8,3l ,DER(31 
(O~MON RE,F30,XL,A,B,YMAIS,UMAIS 

5 READ(2,61RE,F30,XL,A,B 
6 FORMAT(Fl2,2,4F7,4l 

!F(REl7,7,25 
2.i D(l)=O, 

D(2)=12, 
Pl31=0,0500003 
P(úl=0,00001 
Pl51=0, 
Flll=O, 

54 

162 
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F(2l=O, 
F(3l=F30 
ND!H=3 
DER!ll=0,3 
DER!2l:e0,3 
DER(3l=0,4 
CALL RKGS(P,F,DER,ND!M,IHLF,FCT,OUT,AUXl 
CA.t L DA.TS\•/(2,NN) 
GOT0(25,5l,NN 

7 CALL EXIT 
END 

FEATURES SUPPORTED 
ON~ WORD INTEGERS 
! ú". s 

CORE REOUIREMENTS FOR 
COMMON 14 VARIABLES 

END OF COMºILAT!ON 

// XEO 

78 PROGRM'1 152 

55 
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li JOC T 

IJJG DR! VE 
0000 

li FOR 

CM, T SPEC 
0008 

•ONE 'WORD INTEGERS 
•LISf SOURCE PROGRAM 

56 

CART AVAIL PHY DRIVE 

0008 ºººº 

C TRANSFERENC!A DE CALOR EM ESCOAMENTO TURBULENTO 
C JOSE AUGUST~ FERREIRA DE GOUVEA 

SU~ROLJT[NE F(T(X,F,DERI 
DJMENSJON F(51,DER(51 
COMMON RE,F30,XL,A,B,PR,F50 

U~AIS=RE2**0.25*Fl21*F30**(-0.51 
XNl=XL•(l.-F(21**2,I-Flll*F(31 
XN2=RE2**0,25*B*F(31*F30**1-ci.51*EXP(B*UMAISI 
XN3=RE2**0,25*B*F(31*F30**(-0.51 
XN4=RE2**0,5*B**Z;*F(21•Fl3IIF30 
XN5=0,5*RE2**(3,/4,l*B**3,*Fi21**2•*Fl31*~30**1-l.51 
XN=XN1-A*~*Fl31*1XN2-XN3-XN4-XN51 

~D=l,+A*B*IEXP(BMl-l,-BM-0,5•BM**2,-BM**3,l6, 1 
C SISTEMA DE EOUACOES (A-61 
C CAMADA LIMITE TERM!CA 

!FI X-12• 138,39,39 
38 DEf'!(U=F(Zi 

DERl21=Fl31 
DERl31=XNIXD 
DERl41=Fl51 
r)ER ( 5 I = 1 -F ( 1 I *F ( 5 1 -.A *B"F ( 5 1 * ( XN 2-X,'B-XN4-XN 5 1 1 / ( 1. I PR +X D-1. 1 
F!=Flll 
GOTO 55 

':\9 Flll=X-12,+FI 
F121=1. 
Fl31=0, 
DERlll=l, 
DEF'l21=0, 
DEfi(ôl=O, 
D•R (is) =F( 51 
D[R ( 5 1 = 1 -F ( i 1*F151-/l.*B<fF ( 5 1 * ( XN2-XN3-XN4-XN5 III ( l • IPR+XD-1, 1 

55.RETUF'~ 
e: í\l i) 

FEATURC:S SUPPOkTED 
ON5 WCRD JNTEGERS 

CORE REOUIREMENTS FOR FCT 
CCMMON 14 VARIABLES 36 Pf,CGRAM 524 
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EN'l OF COMPILAT!ON 

// DUP 

*STORE WS UA FCT 
CART !D OCOB 08 ADDR lCBD 

I / :0 oR 
•CNE WORD INTEGERS 
*LIST SOURCE PROGRAM 

08 CNT 0029 

SUP~OUTINE OUTIX,F,DER,!HLF,ND!M,PI 
D!W,EI\JS!ON Fl5l ,DERl5l,Pi5) 
COMM1N RE,F30,XL,A,B,PR,F50 
C~LL DATSWll,KKl 
r;oTOI ,.,9; ,KK 

9 !Flt.BSIX-P(2) l-0.05)50,50,30 
C NOVA ESTIMATIVA DE F50 

50 FC=F50/(1.-Fi4l) 
lvR l TE 1 3, 7 l F 1 4 l , F 1 5 l , RE , PR, FC 

7 FORMATl2F10.5,F20,2,F6.1,F10,51 
REMJ16,81F50 

8 FORMATIF10~5l 
· 30 RETU'lN 

4 JX=5*(X+Oo0015) 
Z=5 •. *X 
!F 1 ABS1JX-Zl-0,060l20,20,30 

20 WR!TE13,51X,F14l,Fl51 
5 FOPMAT13F15,5l 

GOTO 9 
Erfü 

FEATURES SUPPORTED 
0N~ WORD INTEGERS 

CORE REQU!RE~ENTS FOR OUT 
CO~MON 14 VARIA8LES 12 PROGRAM 

END OF COMPILATION 

// 'lUP 

*STORE WS UA OUT 
CART !D 0008 DB ADDR 1CE6 DB CNT oooc 

// FOR 
*OM~ WO~D JNTEGERS 
•LI3T SCURCE PROGRAM 
*IOCSICARD,TYPEWRITER,KEYBOARD,1132PR!NTERl 

EXTERNA.L FCT ,OUT 

57 

156 
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D!MENS!ON P(51,F(5),AUX(8,5l ,DER(51 
COMMON RE,F30,XL,A,B,PR,F50 

C PROGRAMA PRINCIPAL 
5 READ(2,61RE,F30,XL,A,B,PR,F50 
6 FORMAT(Fl2,2,4F7,4,F4,l,F8,41 

TF(PR)7,7,25 
25 P(ll=O. 

P(2)=30 
P(3)=0,0500003 
P(41=0,0000l 
P(51=0, 
F(ll=O, 
F12l=O, 
Fl3l=F30 
F(4l=l, 
"15l=F50 
NDH'=5 
ílER í 11 =0,'2 
DE,R 12 l =0,2 
DER(3i=0,2 
DF.:Rl41=0,2 
DER(51=0,2 
CALL RKGSIP,F,DER,ND!M,IHLF,FCT,ouT,AUXI 
CALL DATSW(2,NNI 
G'lTO( 25,51 ,NN 

7 (,\ L L EX I T 
"'.Níl 

FEATURES SUPPORTED 
ONE WORD INTEGERS 
JCCS 

CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON 14 VARIABLES 

END OF COMPILATION 

// XEQ 

// FOR 

118 PROGRA'~ 182 

58 

' 
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NOTAÇÕES 

A, B Constantes adimensionais da expressão do perfil de difusivida-

de turbilhonar de Spalding 

Cf Coeficiente de atrito (II.4) 

Cf (x) Coeficiente local de atrito (II. 6) 

f variável de s.imilaridade dependente 

Nu(x) Níínero de Nusselt local (II.12) 

K Condutividade térmica 

P Pressão média tallpOral 

Pre NÚnero de Prandtl efetivo (4) 

Pr NÚnero de Prandtl 

q Fluxo de calor 

. <\,, F.l.uxo de calor na parede ( II • 9) 

Re~ NÚnero de Reynolds (II.3) 

Rex NÚnero sie Reynolds local 

Sp(x+,Pr) Função de Spalding (8) 

St(x) Níínero de Stanton local (II.13) 

T Tanperatura média tallpOral 

'rw Tanperatura da parede 

T Tanperatura no escoamento não perturbado 
m 

u, v Conponentes médias tallpOrais da velocidade 

U
0 

Velocidade média do esooamento não perturbado 

u1 (x) Velocidade do escoamento potencial junto à parede 
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u + Velocidade ad.i.mensional ( II. 7 a) 

u* Velocidade de atrito 

x Coordenada medindo a distância ao jXll1to de estagnação 

x+ O:lordenada x ad.i.mensionalizada (Sa) 

y Coordenada medindo distâncias à pareie 

y+ Coordenada y ad.i.mensionalizada (II. 7b) 

SÍMBOI.00 GmroS 

Ci Difusividade térmica 

E+ Viscx,sidade adimensional efetiva (I.10) 

EM Difusividade turbilhonar para transferência de quantidade de 

lllOITimento ( I. 2) 

EH Difusividade turbilhonar para transferência de calor (I.3) 

n Variável de similaridade indepeniente 

e Tanperatura ad:irnensional 

l Coeficiente que caracteriza a geanetria do escoamento 

µ ;,,c Vis=sidade absoluta 

v Vis=sidade cinemática 

~ Variável de similaridade indepem.ente 

p Massa específica 

T Tensão de cisalhamento 

Tw Tensão de cisalhamento junto à parede 

lj, Função fluxo 




