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SUMARIO

A aplicagao do método da transformacao de similaridade a

analise do problema de transferéncia de calor em escoamento turbulento e

xige essencialmente que:

'~ Nas equacoes diferenciais da camada limite térmica e hidrodinamica,
transformadas cam a utilizacao das variadveis de similaridade £ e n
(propostas por Meksyn), sejam considerados despreziveis os térmos con-
tendo derivadas cam relacao a E.

- Seja especificada, camo dado empirico, uma expressao para a viscogidade

adimensional efetiva.

Considerada a primeira hipotese e indicada para e a ex-
pressdo de Spalding, a solugdo do problema torna-se possivel por métodos

numericos.

A canparacao de vézlores calculados,para a placa plana, .de
Cf(x) eu = u+(y+)ccm os de cutras analises tedricas e dados experimen-
tais, mostrou ser conveniente a adogao de um novo valor para a constante

A da expressao de et

Foi desta forma possivel a determinacao direta dos perfis
de velocidade e temperatura, do coeficiente de atrito e do nimero de Stan

ton, no caso de gradiente de pressdo nulo.

A extensao do método a analise dos escoamentos com gradi-



ente de pressao nao nulo, nao foi, todavia, possivel, pois a expressido a-
dotada para ¢ torna desprezivel a influéncia da geametria do escoamento,

visto serem superestimados os efeitos da turbulencia,
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INTRODUGCAO

1) - Consideragoes gerais

O escoamento de um fluido, sujeito a acao de um campo de
forcas exterior, & governado por duas leis fisicas, a saber:
- lei da conservagao da massa

- lei da conservacao da quantidade de movimento (22 lei de Neston)

Na descrigao lagrangeana do escoamento, sendo as proprie-
dades do fluido consideradas constantes, estas leis sao expressas matema-
ticamente sob a forma da equagao da continuidade e das equagoes de Navier

-Stokes, respectivamente.

Um nimero muito reduzido de soluges exatas & apresentado
na literatura, para éste sistema de equagoes diferenciais extremamente

canplexo |6, 7].

No 3¢ Congresso Interna¢ional de Matematica, -Heidelberg,
1904, foi, entretanto, apresentada por Prandtl,a Teoria da Camada Limite,
estabelecendo suposigoes que permitem uma grande simplificacao nas equa-
goes de Navier-Stokes.

B luz da teoria da camada limite a solugao de uma grande

variedade de problemas tornou-se possivel.

A extensao da analise de Prandtl 3 equacdo da energia

originou a equagao da camada limite térmica, permitindo, assim, seja fei-



ta a analise temodinamica do escoamento.

- Indicamos, a seguir, suscintamente, alguns dos metodos u-
tilizados nas solugoes dos problemas mecdnico e térmico de escoamentos,

considerada a hipotese de camada limite.

2) - Método da transformacao de similaridade

No estudo do escoamento laminar em tdrno de uma placa pla
na, Blasius (1908) solucionou a equagac da camada limite hidrodinamica de
Prandtl, empregando, pela primeira vez, o métode da transformagao de simi
laridade |7].

fste método, a ser descrito com maiores detalhes no pri-
meiro capitulo déste trabalho, consiste em uma transformacao de coordena-
das, que permite escrever a equagao de Prandtl sob a forma de uma equagao

diferencial ordinaria.

Convém, entretanto, que a notavel analise de Blasius, que
tao grandemente influiu no desenvolvimento da mecanica dos fluidos e

transferéncia de calor, seja, agora, esbogada.
Cam a introducao da coordenada adimensional

n=yV — (1)

v =V x U, £(n) (2)



nas equagoes da camada limite hidrodinimica, Blasius conseguiu satisfazer
autamdticamente a equag@o da continuidade e reduzir a equagao da quantida

de de movimento a forma

££" + 2£" =20 (3)

no caso do gradiente de pressac nulo.

A equagao diferencial ordinaria, nao linear (3), foi re-

solvida com a utilizagao do desenvolvimento em série de f£(n).

A anilise, de grande elegancia matematica, torna-se da

maior importancia observada a forma simples da equagdo resultante.

Modernamente, a utilizacao do calculo eletronico, facili-

ta, em extremo, a integragao da equacao (3).

Uma extensao das solugoes de sirﬁilaridade, permitindo a a
nalise dos escoamentos com gradiente de pressao nao nuio, foi apresentada
por Falkner e Skan {3, 6|. A eguagdo obtida, denominada equacao de Falk-
ner-Skan, foi posteriormente estudada por Hartree e Falkner, tendo éste

Ultimo apresentado solugOes mais precisas |3, 6].

Solugoes numéricas da equagdo de Falkner-Skan, bem como
da equagao da camada limite térmica, para uma grande faixa de variacao do

; un estudo analiti-

gradiente de pressao, sac apresentadas por Evans |3

co, utilizando desenvolvimentos em série, & indicado por Meksyn |6].

0 emprégo da solugao de similaridade para a camada limite



térmica, em escoamentos laminares, foi feito inicialmente por Polhausen

|6, 11|, para altos nimeros de Prandtl.

A extensao do método da transformagac de similaridade ao
escoamento turbulento por Telles [11|, utilizando a expressdo da difusivi
dade turbilhonar proposta por Gill e Scher, mostrousse bastante fecunda,
permitindo a determinagao direta dos perfis de velocidade e temperatura

no caso de gradiente nulo de pressao.

3) Método integral

O problema geral do escoamento de um fluido em torno de
um perfil de formato arbitrario, € uma tarefa bastante ardua se for feita

por meio de métodos analiticos.

Um metodo de solucdo aproximado, valido para escoamentos
laminares e turbulentos, foi sugerido por von Karman e Pohlhausen, visan-
do obter solugdes cam menor trabalho, embora, evidentemente, menos preci-

sas.

Este método, denominado Método Integral, consiste na ana-
lise do camportamento médio das particulas fluidas ao longo da camada 1li-
mite, em contraposigao com o de particulas consideradas individualmente,

0 que & feito em uma descrigac lagrangeana.

Este objetivo € alcancado por um balanco de quantidade de
movimento e energia, para um volume de controle incluindo a camada limi-

te.



Um aperfeicoamento no método de von Karman e Pohlhausen

foi posteriormente introduzido por Holstein e Bohlen, e & descrito deta-

lhadamente por Schlichting |7

As equagoes integrais resultantes sao transformadas em e-
quagoes diferenciais ordinarias, através da especificagdo de perfis de ve
locidade e temperatura.

A andlise da camada limite hidrodinimica turbulenta, uti-
lizando o método integral, foi feita, entre outros pesquisadores, por
Prandtl |7|, utilizando o perfil de velocidades de Blasius (lei da potén-
cia 177}, Prandtl e Schlichting |7|, cam o emprégo do perfil logaritmico
de velocidades, e Schultz e Grunov |7|, a partir de perfis empiricos sa-

tisfazendo a dados experimentais,

O problema de convecgac forgada foi estudado por Hamna e
Myers |11|, atraves de uma analogia, usando a equacao integral da camada
limite hidrodinamica.

4) Método de Spalding

A circunstancia de que a equacao da energia sob a forma
de von Mises pode ser integrada diretamente, sem a prévia solucao da e-
quagao do movimento, se for feita utilizagdo da "lei da parede”, foi ob-
servada inicialmente por Spalding.,

Da analise de Spalding resulta a equagdo
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As condigoes de contdrno mais indicadas na integracao da
equacao (4), sao |5].

+ +

@=1 para x =0 e u >0 (6a)
=1 para u +w e x >0 (6b)
=0 para o =0 x+>0 (6c)

A equacao (4) pode ser integrada mméricamente, se suposi
goes apropriadas sao feitas sdbre o nimero de Prandtl efetivo e a relagdo

funcional entre ¢ e u+, definindo uma fungao universal.

0=0(x, @, Pr) (7)

0 principal cbjetivo da anialise & a determinacao da fun-
gao de Spalding.

SB (x+, Pr) = {8)

u+=0

relacionada ao numero de Stanton pela expressao



1
1 2
St=Sp( 5 Cf) (9)

Conhecido o coeficiente de atrito Cer @ expressao (9) ser

ve camo base para a solugdo dos problemas de transferéncia de calor.

Podem ser feitas restricoes a, pelo mencs, dois pontos da
analise de Spalding. Bm primeiro lugar, a expressao de ¢' calculada a

partir da "lei da parede", por meio de

g = — (10)

implica em que a tensao tangencial seja praticamente constante na direcao
normal a parede; o que nao & verificado sequer no caso de uma geometria

:e'.inlples, cam> a da placa plana. O segundo ponto criticavel & apresentado
pela andlise da condigao de contdrno (6.b), Considerada como valida a ex

pressao da "lei da parede" de Spalding, resulta que

at s quando y -+ = (11)

(visto ser finito o valor de rw(x)) .

Por outro lado, para um escoamento do tipo camada limite,

podemos escrever

u, (x)
u++ 1

quando y -+ {12)

Uy

A contradigao exposta por (11) e (12) mostra a incampati-

bilidade da adogao da "lei da parede" com a hipotese de camada limite.



Fisicamente, a condigdo de u' tender a infinito nio & ve-
rificada na regiao de escoamento, excegao feita ao escoamento com separa-

q.élo..

5) ~ Vantagens do metodo da transformacao de similaridade

Consideramos desnecessaria uma camparagao entre o Metodo
da transformagao de similaridade e o método integral, pois, conforme men-

cionado, o segundo & um processo de solucao aproximado.

Suposta conhecida, camo dado empirico, a expressao da vis
cosidade adimensional efetiva, apresentamos, como resultado de um estudo

camparativo cam o método de Spalding, as cbservacoes:

a - A hipdtese 1T« Ty Que permite, na analise de Spalding, a determina-
Gio de ¢', torna-se desnecessiria. Uma melhor concordincia da teoria

com a analise fisica do escoamento €, consequentemente, obtida.

b - Sendo desnecessaria.a adocao de qualquer expressao para a "lei da pa-
rede", & evitada a incampatibilidade, indicada no 4, com a hipOtese
de camada limite. A teoria desenvolvida torna-se, portanto, coerente

e envolve mencr nimero de suposigoes heuristicas,

c - As equagoes resultantes, feita uma suposigao apropriada, conteréé uni
camente derivadas cam relagac a uma das variaveis de similaridade, po
dendo ser integradas camo equagoes diferenciais ordinarias. Tal fato
reduz enormemente o volume e dificuldade apresentados para a solugao

nuvérica dos problemas.



d - 0s perfis de velocidade, temperatura, tensao tangencial e fluxo de ca

lor, sao obtidos de forma direta,
e - A determinagao dos adimensionais St(x) e Cg(x) & independente, nao

sendo. necessaria a utilizagao de uma analogia camo a representada por

(9).

E ainda importante mencionar-se que a aplicabilidade do
método da transformagao de similaridade independe de qualquer suposigao
concernente a relagao entre ey € &, € que sua validade se verifica para

quaisquer valores dos parametros caracteristicos.

Estas observacoes, cremos, justificam a utilizacao, nesta

analise, do método de transformagdo de similaridade.
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I - TEORIA GERAL DO ESCOAMENTO TURBULENTO

1) - Equagoes fundamentais

A formulacao matemitica do problema bi-dimensional de trans
ferencia de calor em escoamento turbulento leva, sob as hipéteses de cama-
da limite, propriedades fisicas constantes, escoamento nzo dissipativo, as

equagoes :

Equacao da continuidade

du v
x "oy = O (1.1)

Equacao da camada limite hidrodindmica

au au 32u ]

du _, du 3 . 2w 1dF
u8x+v3y v 2+3y (EM ay) o dx (1.2)

ay

BEquagac da camada limite témmica
2

aT aT 3 . 2
3y 3y “'H 3y

UtV "

Estas equagoes saoc a representacao analitica das leis de
conservacao de massa, quantidade de movimento e energia, respectivamente.

As varidveis u, v, T e P sao os valores medios temporais

Ldp
o dx

que mede o gradiente de pressao na diregao tangencial A parede, pode ser

das componentes da velocidade, temperatura e pressac. O témmo

’

calculado, se conhecido © esovamento potencial correspondente. Utilizan-

do o teorema de Bernocuilli, podemos escrever:
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- %-% =y, @ %; [ul (x)] (1.4)

onde u, (x) & o valor da velocidade potencial na fronteira da camada limi-
te. Os perfis de difusividade turbilhonar para transferéncia de quantida
de de movimento e de calor sao representados por ey © £y EXpressoes se-
mi-empiricas para ey sao obtidas da chamada "lei da parede”, através de

hipoteses camplementares. O valor de e, & obtido determinada sua relacao

H
com €, para o que se utiliza um modélo do mecanismo de transferencia de

calor e de quantidade de movimento,

Os eixos coordenados sao tomados segundo as direcoes nor-
mal:e tangencial a parede, e a formulagdo se campleta cam a indicacao das

condigOes de contdrno, resultantes da consideracao de camada limite.

S * ¥
Teo
Fig. I.1
u=20 . (I.5a)
y=0.9¢ v=0 {I.5b)
Tw o ' (1.5¢)
J u -+ ul(x) (I.6a)
v > @©

y
1 T~ T - (I.6b)
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2) - Lei da parede

befinamos, inicialmente, as grandezas adimensionais

ut e y+ pelas expressoes:

at = uv '91'_ . (1.7a)
. )

+ ¥ TW 7

y = v ‘-J_ | (Io?b)

onde v e p s3o a viscosidade cinematica e a densidade do fluido, e Ty

tensao de cisalhamento junto a parede.
Sequndo postulado por Prandtl e confirmado experimentalmen
te por Nikuradse e outros pesquisadores, deve ser verificada pela veloci-

dade a expressao:

u = u (}r' ) (1.8)
denaominada por Ooles "lei da parede”.

Formas da lei da parede t&m sido propostas por diversos au
tores, consistindo-se em expressoes semi-empiricas, werificando os dados
experimentais. Na tabela 1 sao apresentadas diversas formulas para a
"lei da parede”.

TABETA I.l
| 4, 5, 9
Prandtl~Taylor ¢
u+ = y+ 0§y+<11,5

ut = 2,5 oyt + 5,5 11,5 ¢ y'
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von Karman:
o = y+ 0% y+ <5
u = 5oyt - 3,05 55y <30
ut = 2,5 oyt + 5,5 ey
Reichardt:
+ + +
wt=2,500 (Q+0,4yN) +7,8 1 -e7 11 _ L0y 0gyt
Deissler:
g+
+
ot - 2 + + - 2+ + 0y <26
0 l+nuy [1-exp (-nuy)]
n = 0,124
ul = 2,78 fay' + 3,8 26 sy
van Driest:
+

y +
u+ =[ 2dy y+>0
0 2

1+ {1+ 0,64 y+ [1 - exp (—y+/26)]2}

M=

u' = 14,54 tanh (0,0688 y ) 0<y <27,5

ul = 2,5 tay' +5,5 v 2 27,5
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Spalding:
yheut A e '1‘B“+'(B§')L@§9-(B‘i)} v 20
A = 0,1108
B=20,4

Entre estas expressoes, as propostas por Reichardt, van
Driest e Spalding apresentam a vantagem de serem validas para todo o dcm_i__

nio de y', resultando continuo o perfil de velocidades correspondente.

3) - Perfil de difusividade turbilhonar para transferéncia de quantidade

de movimento

A tensao tangencial & calculada por

T =p (v + eM) %;— (1.9)

Considerando (I.7a) e (I.7b), tereamos

+

€
E+=1+—M

N

<

T
Tw

+

(I.10)
u

o,

Supondo a tensao de cisalhamento independente da distancia a parede
& =~ Tw) resulta finalmente:

£
+ M
€ —1+v

g
+ [+

(1.11)
du

Una outra forma de se cbter a expressao (I.10), indicada por Telles e Du-

kler |12|, consiste na aplicagdo do metodo das pequenas perturbagoes a e-
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A expressao (1.10) equivale, neste caso, a perturbagao de
ordem zero.

+_ +

Conhecida a "lei da parede”, u =u (y+}, podemos, por in

temmedio de (I.10}, determinar €y

Para a formula de Spalding 194 , a viscosidade adimensio-

nal efetiva resulta expressa por

2 3
€

+ + +
E‘-+'-‘I.'|'\’—M'-=l+AB{e:Bu -l-Bu+—(Bu2) _(Bu6)}

(1.12)

- Neste ponto &€ importante observar-se que duas bases distin
tas'podem ser empregadas na formulacao de uma teoria da transferencia de
calor. |

Se for feita a suposicao de que a lei da parede & exata, a
adogao de ¢ calculado por (I.10) implica em que T seja aproximadamente
igual a T,. Uma teoria que se fundamente nesta primeira hipotese sequn-
do indicado por Kestin e Richardson |5] leva a resultados satisfatdrios

T W

- — , sendo éste-o caso verificado para tubos e canais. Cam

%
exemplo de aplicagao citariamos Sparrow e Siegel |8, 10].
Oawo sequnda hipotese, o ponto de partida da teoria pode
ser a expressio de ¢” como fungdo de ut ou y', admitida neste caso como
empirica, passarido a lei da parede a ser simplesmente uma expressao compa

tivel com os dados experimentais.

No presente trabatho, consideraremos a sequnda hipotese in
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dicada, sendo a expressao de e¥, dada por (1.12), considerada camo empiri

ca.

bas consideracoes anteriores, concluimos ser da mais alta
importancia a especificagao correta de um perfil de difusividade turbilho
nar,

A adogio da expressio de e' de Spalding foi feita princi-
palmente pelas razoes:

| M +
- A continuidade do perfil < f (u)

£
- A tendéncia assintotica de —\l—f- quando y'+ «» 0 que pode ser verifica-

do no diagrama I-2. -

4) - 'Perfil de difusividade turbilhonar para a transferéncia de calor

A partir da analise de um modélo s.irqples do mecanismo de.
transferéncia de calor e massa em escoamento turbulento, Reynolds |4/
propos fossem considerados iguais os valores de ey € Eqe

Tal hipotese, verificada experimentalmente para numeros
de Prandtl proximos d wunidade, tem uso largamente difundido nas solugoes
de problemas de transferéncia de calor |4, 5|. Bm realidade, existe uma
forte dependéncia entre a exatidao do modélo estudado por Reynolds e o ma
mero de Prandtl. Um aperfeicoamento do modélo de Reynolds, levou Jenkins

aps resultados apresentados na figura I-3 - 4],
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Fig. I.3

0.03 01 P 1 10

Entre os poucos dados experimentais existentes citamos os
devidos a Beckwith e Fahien |1] para transferéncia de calor em tubos ci-
lindricos.

Por falta de uma relagao analitica entre os valores de €4

e Eyr consideraremos

o que, sequndo Sparrow |8|, leva a excelentes previsces de transferéncia

de calor para 0,7 < Pr < 100.

Convem observar que a suposigao adotada ey, =€, nao res

—tringe em absoluto a aplicagao do método que utilizaremos.
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5) - Metodo da transformacao de similaridade

Enpregado.pela primeira vez por Blasius |3, 6 , 7|, no
estudo da camada limite laminar em torno de uma placa plana, o método da
transformacao similar consiste essencialmente em uma transformagao de co-
ordenadas que reduz a equagao (I.2) d uma equacao diferencial ordinaria.
Apresentamps, a sequir, a teoria geral de transformagao, apontando poste—
riormente os casos em que a solucao de similaridade se faz possivel, para

escoamentos laminares.

Com a introdugao da fungao fluxo y, verificando a

. KN

4= ;3— _ (I.13a)
B [}

v =--J-ax {I.13b)

a equacao da continuidade resulta automaticamente satisfeita.

Consideraremos as novas variaveis £ e n definidas por

. X
ul(x)
£ = T dx {I.14a)
0
o

1

1 2
ne= (z—m ) ul(x)y {I.14b)

o

Escrevendo ¢ sob a forma

| o

b= vu 0 £t (1.15)

as componentes da velocidade terao como expressao
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u = u x) 30 {I.1l6a)
_1._ L ]
= - (x) [ ——— ’ f+2cd o+ (I.16b)
v W2 U, & 13 LT .

A substituicao dos térmmos da equagdo (I.2) como fungao das novas varia-

veis, comduz a:

N I BT S L R I T S T W+
|l N dgdn T g . 2
- n
2 € 2
o f ] M 3 f
= f — + o [( 1+~ > ] (1.17)
n m
sendo
d&nui(x)

Da observagao de (I.17) conclui-se que o tnico térmo de-
pendente do escoamento potencial € A. O valor de A representa, portanto,

a influencia da gearetria do escoamento.

Pefinindo-se uma temperatura adimensional por

‘T -
6 (E£,n) = T (1.19)

T - T

a equagio da camada limite témmica (I.3) se escrevera
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an of 9E dan an
2 €
l 30,38 (_Mag
-L2e. 2 ( ! Bn) (1.20)
an
As condigoes de contdrno (I.5) e (I.6) serao agora escri-
n=0 = f(50) =0 (1.21a)
of
£(£,0) + 2 £ 3 (£,0) = 0 (1.21b)
e (§,0) =1 (I.21c)
af
n > n 1 (I.22a)
6+ 0 (1.22h)

O sistema de equacoes (I.17) e {I.20) com as condigoes de

contdrno (I.21) e (I.22) apresenta tao grande dificuldade que impediu fos

se apresentada qualquer solugao direta.

5a) — Camada limite laminar

Paraosesooanentoslaminaresen=eﬂ=o,asequaqaes

(I.17) e (I.20) se escrevem

(1.23)



22

20 _ 1 3%

an  Pr an2

- £ (I.24)

af 30 _ 3f 20
2% (3n 3 ~ 3E o

A analise de (I.23) e (I.24) pemmite concluir que, se £
e 6 forem consideradas Unicamente fungao de n,para as geometrias de escoa
mento satisfazendo a condigao de ser A constante, estas equagoes se redu

zem a equagoes diferenciais ordinarias

£E" + £'" = A [ 1 -(f')zJ ' o {(1.25)

" +Pr f0' = 0 (I.26)

can as condicoes de contorno

n=0 £ =0 (1.27a)
£' =0 (1.27b)
o =1 ‘ (1.27¢)
n+w £' +1 (I.28a)
o +0 (1.28b)

cte, sendo; portanto, possiveis solugoes
de similaridade, estao representados na fiqura I-4 |3

Os escoamentos para os quais X

-

, b Y
/ ':T’ ')\’ﬁ/z i e
2 GRATTTERTTII]
Tafw : "L Tw : \(
a ' b

Fig, I.4
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Para os escoamentos correspordentes a figura I-4a, solu-
cOes satisfazendo as condigoes de contdrno (.27) e (I.28) sao encontradas
na faixa 0 < A < 0,199 |3|; ao valor extremo ) = 0,199 corresporde a cama
da limite com ponto de separagao, caracterizado por £"(9) = 0, ao longo
da superficie x = 0. Para valores de } superiores a 0,199 nao existem so

lugoes do tipo camada limite.

& configuracao I-4b correspondem solugoes, verificando

(I.27) e (I.28) para -1 € A < 0.

0 caso A = 0, placa plana can gradiente de pressao nulo,
foi solucionado por Blasius, originando o método de transformagao de simi

laridade.

5b) Camada limite turbulenta

Uma argumentagdo simples, apresentada por Telles |1l] e a
qui reproduzida, demonstra a nao aplicabilidade do conceito de camada 1i

mite similar ac escoamento turbulento.

A expressao da tensao tangencial junto a parede para es-
coamentos laminares ou turbulentos &
du
TH = U (3:}-’:) y=0 (1.29}
Indicando pelos sub-escritos £ e t, regimes laminar e tur
bulento, respectivamente, e considerado um mesmo escoamento potencial, re

sulta em virtude de (I.13) e (I.l6a)
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= " an
(TW)E = (x) £ f_(O) 3y (I.30a)
an
(r.) =u, (x) f" (0) — (I.30b)
W 1 t 3y

supondo que para o escoamento turbulento ainda se verifique £ = £ (n).

De (I.30) obtem-se

(7, ",(0)
(TW),{'_ = f"t(o) = constante {1.31)
W t
t

A expressac (I.3l) implica, portanto, para todo x, em pro
porcicnalidade entre as tensoes (rw)£ e (1) , o que esta em franco desa-
t

oordo com os resultados experimentais,

Evidenciada, desta forma, a nao redutibilidade de (I.23)
a uma equacao diferencial ordinaria, propoem-se uma solugac quase-similar

baseada na ordem de grandeza de seus térmos.

Suporemos que os térmos, envolvendo derivadas cam relacao

a £ sejam despreziveis.

As equacOes assim obtidas, embora a derivadas parciais,
sO contém derivadas com relagao a variavel n, o que reduz grandemente as
dificuldades de integragdo. A ordem de grandeza dos témmos nao considera
dos podera ser posteriormente avaliada e correcoes indicadas se assim se
tornar necessario. Feitas estas suposigoes, as equagoes a se integrar na

presente solugao tém a forma
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1]

£ 4
A [1 - 9?2 ] = G+ "+ Q4D o (1.32)
1 . fm €'y
& 5 nooo = '
( Pr + 3 Yo (f + S )} 0 (I.33)
can as condigoes de contorno
n=20 f=20 (I.34a)
£f' =0 (I.34b)
o=1 | (I.34c)
n o+ £' + 1 (I.35a)
@ ~+aq {I.35b)

A integracao destas equagoes, utilizando o metodo Runge-
Kutta, foi realizada nos computadores IEM-1130, do Departamento de Calcu-
lo Cientifico da OOPPE e da Escola de Engenharia da UFMG. Detalhes do mé

todo numérico sao apresentados no Apéndice .
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I1 - APRESENTACAO E ANALISE DOS-RESULTADOS

1) - Tensado de cisalhamento junto i parede

A tensao tangencial Ty & calculada can o emprego da lei da

viscosidade de Newton, pela expressao:

Su ‘ (1I.1)

Considerada a definigao (I.14b) da variivel de similaridade

n, tersmos:
1
2 1 2
= ¥ "
Ty Sy £ (0)( TVl T Uo 3 ) (11.2)
- Definindo Re, pela expressao
Uk :
= 2

ReE = v (II.‘3)

e considerada a definigao do coeficiente de atrito

C. = —— {I1.4)

resulta:

2

2 . "
\f Re £7(0) (I1.5)

g

u

1

Cf“( ]

0

No caso de placa plana, ul(x) -=U° e £E=x, e

Celx) = \/R%x £(0) (I1.6)
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Para o regime laminar £"(0) & constante e igual a 0.322
enquanto para o regime turbulento verifica-se ser o valor de £"(0) fungao

de ReE.

Adotada para ¢’ a expressdo proposta par Spalding |9/,
sendo A = 0,1108 e B = 0,4, foram determminados os valores de Cf(x) para a
placa plana.

A nao disponibilidade de dados experimentais forgou-nos a
camparar os resultados calculados Unicamente cam os de outras analises

tedoricas encontradas na literatura.

Na figura II.l estao plotados os resultados calculados
neste trabalho e os indicados por Telles |11|, Spalding |11], Prandtl-
schlichting |7| e Schultz-Grunov |7].

A andlise de Telles |11| consiste na aplicagao do metodo
de transformacao similar, tendo sido utilizada para a difusividade turbi-
lhonar o perfil de Gill e Scher |11], mm a de Spalding |5]| @ feita
pomméiodaintegrag?a'odaequagéodacamadaljmite teérmica, sob a forma
deduzida por von Mises, considerada a expressdo do mesmo autor para a

"lei da parede".

Os valores calculados de Cf(x) correspondem a Re igual a

5 5 6 6

102, 3 x 10°, 10%, 3 x 10% e 107,

Confarme pode ser verificado, existe uma tendéncia a de-

terminacao de valores para Ce (x) superiores aos dos trabalhos anteriores,
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a discrepancia tornando-se tanto mais acentuada quanto mais elevados os
valores de Re, . Fisicamente tal fato indica que os efeitos da turbulén-
cia foram superestimados nos cilculos efetuados. Una pesquisa sdbre a in
fluéncia do coeficiente A do perfil de Spalding scGhre os valores de Cp (x)
levou aos resultados apresentados na Tabela II.1.

A Re, £"(0) Cg (x) Ce(x) - Spalding
5 -3 -3
0.1108 | 10 1.295 5.80 x 10 6.20 x 10
107 7.390 3.30 x 10 2.85 x 1072
0.1 107 1.270 5.68 x 10> -
107 7.240 3.24 x 102 -
5 -3
0.08 10 1.218 5.45 x 10 -
107 6.970 | 3.12 x 1073 -
5 3
0.06 10 1.155 5.15 x 10 -
107 6.630 2.96 x 103 -
Tabela II.1

Considerando que uma alteragac no perfil de difusividade
turbilhonar afeta o campo de velocidades, realizamos, simultaneamente,

una camparacio entre os perfis adimensionais ut = ut (y") resultantes,

cam os calculados a partir da expressao de Prandtl para a "lei da parede!

Déste estudo conjunto da influéncia de A sobre Celx) e

u =t (y+) , concluimos ser indicada a reducao no valar de A para 0.1.
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Novos calculos permitiram determinar a variacao de Cf(x)

cam Re_ indicada na figura II.2.

Uma segunda conclusao, apresentada a seguir, mostra ser

pouco indicada a utilizagao da expressao de e’ devida a Spalding.

Conforme mencionado no capitulo anterior, para escoamen-
tos laminares ccm gradiente de pressao positivo, a equagao {(I.25) possui
solucoes satisfazendo as condigbes de contdrno (I.27) e (I.28) para
0 <xg0.199. Para A = 0,199 ocorrero fencmeno da separagao, caracteri
zado por £7(0) = 0.

Segundo verificagoes experimentais |7| a turbuléncia atua
camo um agente de estabilizagao, o que leva a prever que a separacao em

escoamento turbulento se verifique para um valor de ) superior a 0.199.

Os valores abtidos para £"(0), para Re = _10_7 e

A = 0,1108, indicados na tabela II.2, implicam em uma influéncia desprezi

vel da geometria do escoamento, o que e fisicamente incorreto.

E também, praticamente, pouco provavel escoamentos do ti-

po de camada limite correspondendo a altos valores de .

A analise quantitativa mostra que, para Re, = 106, o au-
mento de A de 0. para 0.1 ocasiona uma reducao em £"(0) de apenas 1,348,
enguanto uma variagac de A dez vezes mencr (0.0108) & responsavel por uma
redugao de 2,05% naquele valor.
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b

b b
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= 0.1)
-
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A

{

Figura II-2
Coeficientes de atrito Cg(x)




A £"(0)
0.0 7.390
0.3 7.294
0.4 7.265
0.5 7.235
0.6 7.208
0.7 7.179
0.8 7.153
0.9 7.127
1.0 7.100

Tabela IT.2
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Novamente a adogdo da expressio (I.12) para ¢', leva a um

efeito da turbuléncia exagerado, tornando desprezivel a influéncia da va-

riagao de A.

Nao conhecendo dados experimentais para A # 0, restringi-

mos nossa analise ao caso A = 0, adotando para A o valor 0.1,

2) - Perfis de velocidade

Os perfis adimensionais de velocidade sio determinados

sob forma paramétrica, utilizadas as definicBes de ut (1.7a), y© (I.7b),

ReE (IT.3), n (I.14b), e as expressoes deduzidas para T, (I1.2) e

u (I.16a).
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[

i 1 :
+ . P _ 4 " 2 _,
ut = un /TW ' (2 Rep)* [f 0) ] £ (I1.7a)

1 1
+ Ty b oo 2 ‘
y = (2 Rey) [f (0)] n (IT.7b)

No caso de A = 0, podemos escrever:

f' , (II.8a)}

' =\/ (%) V-Rex n | - (I1.8b)

Na figura II.3 estdo plotados os perfis de velocidade cal

1]
]

culados para os valores de Re indicados anteriormente.

Conseguimos obter, com o ajustamento da constante A de |
Spalding, uma otima concordancia entre nossos calculos e os valores indi-
cados pela emresséo da "lei da parede" de Prardtl-Taylor, que, conforme
indicado na literatura, fornece resultados muito préximos dos dados expe-

rimentais,

A analise da figura II.3 mostra a nao universalidade dos
perfis adimensionais u' = u'(y'), o que, analiticamente, & ficilmente ve-

rificado por intermédio de (II.8a).

3) - Resultados referentes .a transferéncia de calor

O fluxo #ocal de calor & calculado a partir da lei’ de Fou

rier -
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. aT
4, = K { 3y |y=0 (II.9)
Utilizando as definicoes de © (I.19) e n (I.14b), obtems
1
1 2 ' : .
éW = - K (Tw -T) IV € ul(x) o'() - (II.10)
o]
No caso de » = 0, sem:loul(x) =er.£=x, teremos
1
U, (2
4y = - K (T, - T) [ o 9" (0) (II.11)

O valor de ©'(0) &, para escoamentos turbulentos, uma fungao de Re_ e Pr.

E de uso caomm na literatura a apresentacao de dados rela
tivos a transferéncia de calor, por meio dos adimensionais Nu(x) e St(x),

nimeros de Nusselt e Stanton, respectivamente, definidos por M

hx Iy * g _
NU(X) = E— = E-‘(Tw_——'i':’_)- 3 - (II.lz)
4
h W
St(x) = = (Ir.13)
Cp P Uo Cp p Ud (Tw -T)

Considerando (II.11), podemos escrever'

Re .
Nu(x) = = \/ —2-’5 0'(0) . (II.14)

. ' . . '
st(x) = - ——2- (00 . (I1.15)
PrVy 2 Rex :

As curvas apresentadas na figura II-4 representam a varia
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¢ao de St{x) com Re , tendo camo pardnetro o nimero de Prandtl.

Os valores calculados de St(x) correspondem aos Regé indi-

cados e aos numeros de Prandtl 0.1, 1 e 10.

A mesma dificuldade apontada anteriormente para a obten-

¢ao de dados experimentais de Cg(x), repete-se para St(x).

Considerando, todavia, que o produto St.Pr:z/3 tem varia-
¢ao menos pronunciada, os valores calculados nesta analise para Pr = 1,
estao plotados na figura II-5, juntamente com as medigoes de Reynolds
|11| para o ar. E interessante observarmos que para Pr = 1, & verificada

a expressao
St(x) =3 C.(x) (I1.16)

que constitui’uma conclusdo basica, na teoria elementar da transferéncia

de calar, denaninada "Analogia de Reynolds".

4) - Perfis de temperatura

Os perfis de temperatura obtidos diretamente da integra-
gao do sistema de equagoes {(I.32) e (I.33) sao representados nas figuras

1I-6, II-7 e II-8, para os numeros de Prandtl 0.1, 1 e 10.

Conforme pode ser notado & grande a influéncia de nimeros
de Prandtl sobre a forma das familias de solugoes determinadas. Para bai
xos valores de Pr, a camada limite térmica & mais espéssa que a camada li

mite hidrodinfmica, os perfis de temperatura sac mais suaves e alongados
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Comparagao dos valores de StxPr , correspondentes

a Pr = 1, cam os resultados experimentais de
" Reynolds para ¢ ar.
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f 3

que os corresporndentes a Pr elevado.

Para Pr = 1, & verificada a relagio entre os perfis de ve

locidade e temperatura que possibilita a analogia de Reynolds:

o=1-f | | (I1.17)

As camadas limite térmica e hidrodindmica tém a mesma espessura.

A Pr = 10, correspondem perfis representando uma transi-
gao abrupta da temperatura; a camada limite térmica torna-se mais fina

que a hidrodinamica.

5) Resumo dos ‘resultados numdricos obtidos

A tabela II.3, apresenta os principais resultados obti-



Pr = 0.1 ~ Pr=1 Pr = 10
Re_ £90) | Cp00.20° | -'(0).10 {St(x).107>| —6'(0) [stx).107 | -8'(0) [st(x).107"
10° 1.270 ' 5.68 3l‘.346 7.48 1.269 | 2.84 3.217 7.19
3.10° | 1.861 4.80 4.257 5.50 1.860 | 2.41 4.739 6.12
10° 2.919 4.13 5.841 1 4.13 2.918 | 2.06 8.226 5.82
3,105 | 4.477 3.65 8.155 3.33 4,476 | 1.83 13,169 5.38
10’ 7.201 3.24 12.228 2.73 7200 | L.62 22,225 4.97

Tabela II.3

(34
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IIT - CONCTUSOES E SUGESTOES

A extensao ao escoamento turbulento, do método da trans-
formagao de similaridade, mostrou sua grande utilidade na andlise da pla-

ca plana com gradiente de pressio nulo.

_ Conforme foi verificado em uma analise quantitativa sus-
cinta, a adogao de novos valores para o coeficiente A, da expressao de
Spalding para a difusividade turbilhonar, conduz a determinacao de perfis
adimensionais de velocidade u+ = u+(y+) e de coeficientes de atrito Cf (x)

verificando can boa aproximagao aos dados experimentais.

A teoria desenvolvida foi, entretanto, incapaz de permi-
tir a determinagao da separag2o nos escoamentos cam gradiente de pressao

positivo.

Una anilise da estrutura matematica e fisica do desenvol-
vimento apresentado, mostra que éste fato pode ser proveniente de duas

causas.

E inicialmente questionavel a validade da suposigdo de se
rem despreziveis os térmos contendo derivadas com relagao a £ na equagao

transformada da camada limite hidrodinamica (I.17).

Para o caso de gradiente de pressao nulo, também estudado
por Telles |11|, esta hipotese & realmente verificada. Sua extensao a '

uma primeira anilise quantitativa dos casos de gradiente de pressao nao
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nulo nos parece inteiramente justificavel. Uma verificacao postericr per

mitiria a avaliagao do érro cametido.

Muito mais comprametedora para a aplicagao do método foi,

a nosso ver, a utilizagao do perfil da difusividade de Spalding.

Convem salientar, novamente, que a expressao (I.12) para
et, contém em sua dedugao a condigao 1 . Ty Que, conforme comentamos na
introducao, & campletamente falha quanto a uma justificativa de natureza

fisica.

Foi ainda verificada uma influéncia nao justificavel da
. variacao de A sohre o valor de £"(0), quando comparada a influéncia da

geametria do escoamento,

Do anterior, podemos concluir que a aplicagao do método
da transformagao de similaridade pode ser bastante comprametida pela espe
- cificagcao de um perfil de difusividade nao adequado, monmmente se conside-
ramos que a expressao especificada de e, & considerada camo empirica e

oconstitui um fundamento da teoria apresentada.

A fim de que se possa avaliar,efetivamente, .o alcance do
método da transformagao de similaridade a anilise de problemas de escéa—
mento turbulento, sugerimos que um estudo tedrico-experimental seja reali
zado, visando a determinacdo de valores Gtimos para os coeficientes A e B
do perfil de Spalding. Estes coeficientes, segqundo o artigo original de -

Spalding, estao sujeitos a confirmagao |9
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00nhécidos 0s novos valores de A e B a aplicacao do meto-
 do aos problemas de grandiente de pressao nao nulo ap;resenta—se camo pes-
quisa imediata, podendo ser seqguido pelo estudo da placa plana oom inje-

gao e sucgao, e o da convecgao natural que constituiu tOpico nao campleta

mente resolvido na analise de Telles [11].



47

BIBLIOGRAFTA

1 - Beckwith,W.F. e Fahien,R.W., "Determination of Wmt Thermal
Diffusivity for Flow of Liquid in Pipes", Iowa University - Iowa

2 - E;:kert,E.R.G. e Drake,R.M., "Heat and Mass Transfer", McGraw Hill,
1959 7

3 - Evans,H.L., "Laminar Boundary-layer Theory", Addison-Wesley, 1968

4 - Kays;w.M., "Convective Heat and Mass Transfer", MoGraw Hill, 1966

5 - Keslin,J. e Richardson,P.D., "Heat Transfer across Turbulent
Incanpressible Boundary layers", Int. Journal Heat Mass 'I:r:ansfef,

6, 147 - 1963

6 - McKayn,D., "New Methods in Laminar Boundary layer Theory", Pergamon
Press - 1961
7 - Schlichting,H., "Boundary Layer Theory", McGraw Hill, 1960

8 - Siegel,R. e Sparrow,E.M., "Turbulent Flow in a Circular Tube with
Arbitrary Internal Heat Sources and Wall Heat Transfer", J. of Heat

Transfer §_]_., 280 - 1959

9 ~ Spalding,D.B., "A single Formula for the Iaw of the Wall", J, of

Applied Mechanics, 28, 455 - 1961

10 - Sparrow,E.M. e Siegel,R., "Unsteady Turbulent Heat Transfer in Tubes"

J. of Heat Transfer, 170 - 1960



48

11 - Telles,A.S., "Bpplication of the Similarity Method to same Cases of

Turbulent Boundary Layer Flow", University of Houston, Texas - 1963

Turbulent Boundary ILayer Equations for Momentum and Energy",

University of Houston, Texas — 1969



49

APENDICE

Metodos numericos

_ Bn virtude das hipdteses estabelecidas no desenvolvimento
do primeiro capitulo, vimos que as equactes fundamentais (I.2) e (I.3) Po

dem ser escritas

E'

a2 1- (DY -+ 2 g
fll't = (A'l)
G
1+ —
v
€
- (f+ ;—H) o'
ell = ) (A‘z)
1_ + E.H.. ’
Pr v
com as condigoes de contdrno
n=0 f=20 (a.3a)
£f'=20 {A.3b)
g6 =1 (A.3c)
O | . (a.4a)
6 =+0 {(A.4Db)

O sistema (A.1)-(A.2) pode, utilizado um artificio sim-
ples, ser escrito sob a forma de um novo sistema de cinco equagoes dife-

renciais nao lineares de primeira ordem; para tanto, facamos
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£af . (a.5a)
£' =1, ‘ (A.5b)
£ = £, (a.5¢)
o=t (a.5d)
o' = £, (A.5e)

&fl
—_—= f
dn 2 (A.6a)
dfz
2=t | (A.6b)
2 €'y
df3_-J\ (1—f2)—f3(f1+T) '
M
1+ —
AV
df!* ‘ :
c!
H
Pr v

e as condicoes de contdrno
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n=0 £,=0 (A.7a)
£,=0 (A.7b)
£, =1  (A.70)
n—+w f2 » 1 (A.Ba)
fﬁ + 0 {AL8b)

= €, dada por (I.1l) e (IL.7a), e

H
o € 1 1 1

H 4 2 4
STy TAR( ew [2 B £, (0) Re, fz] -

EY 21 1

4 2 .
-1-2" Bf, (0) Re," £, -

/s 1 % i3 39
2 .2 -1 2 2t 3,22 5 3 -

-—- B £, () Re, f, -5 B £, (0) Re, £5 (A79)

Oomo resultado da suposicdo de propriedades fisicas cons-
tantes, as equacoes (A.6a), (A.6b) e (A.6c) constituem um sistema que po-
de ser resolvido independentemente; permitindo contornar a necessidade de
se arbitrarem simultaneamente f£"(0)} e ©'(0), valores necessarios a aplica

cio de um método de integragdo mumérico. ,

Para a solucao déste sistema parcial, que equivale ao es-

tudo hidrodindmico do escoamento, utilizamos ¢ método de Runge Kutta.

O problema de condigoes de contdrno consiste entao na de-
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terminacao de um valor de £"(0) que satisfaga 3 condigao (A.8a), exigindo

que f£' tenda assintcticamente para a unidade.

Feita uma estimativa de £"(0) a aplicagao do metodo de
Runge Kutta conduz a um valor assintotico de £'. Se o valor obtido €
f'(w) = 1 a estimativa de £"{0) € correta; caso contrario, uma correcao

em £"(0) e feita e o processamento repetido.

Para a integragao mumerica no camputador IEM-1130 foi uti

lizada a subrotina RKES, segqundo programa anexo em linguagem Fortran.

Determinada a condigao de contdorno f£"(0) = £,(0), procedi
mento andlogo € utilizado para a integragao do sistema campleto (A.6),sen

do, neste caso, necessario estimar 6'(0),

A programacac para camputador empregada sofre, neste ca-
so, algumas alteracoes motivadas pela variagao do nimero de Prandtl.

0 programa anexo foi elaborado para Pr = 0.1,
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PAGE 1

7/ J3B T

LCG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
0noo 0008 caos 0000

// FOR

#G0 IE WORD INTEGERS
*LIST SOU'RCE PROGRAM
SUBRDTINE FCTIXsFsDERY
DIMENSION F{3),DER(3)
COMMON RE+F30+XLsAsByYMAISsUMAIS
C TRANGFERENCIA DE CALOR EM ESCCAMENTO TURBULENTO
C JOSE AUGUSTO FERREIRA DE GOUVEA
REZ2=2+%RE
YMATS=REZ2##0 4 25#F30%##0 454X
UMATS=RE2#%0425%#F (2) #F30%# (=0.5)
XN =Xh#(lemF{2)#%24)=F (1)#F (3}
XN2=REZ2*#0425%C#F (3) #F30%## (=0, 5} #EXP (B*UMAILS)
XN3=RE2##0 4 25#BHF (2} #F30#3t(=0e5)
XNG=REP##0,S¥R##2 (F (2)%F (3) /F30
XMNB=0 ¢ SHRE2H% (3 0/l 0 ) REHHB,#F (2)#H2,¥F (3 ) HFI0**(=145)
KM XN1=A#B#F (3 #{XN2=XN2=XN4=XN5)
RM=BRUMALS
XD=1e+A#BH(EXP (BM) =1 4=BM=-045#BM#*2 , ~BM*¥¥34/64)
C SISTEMA DE EQUACCES (A=6)
C CaAMADA LIMITE HRIDRODINAMICA
DER(1}=F(2)
DER(Z2)=F(3)
DER{3)=XN/XD
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FCR ECT
COMMON 14 VARTABLES 30 PROGRAM 356

END OF COMPILATION
/7 DUP

#STORE Ws UA  FCT
CART 1D 0008 08 ADDR  1CBD 08 CNRT 001C

// FOR
*ONE WORD INTEGERS
#LIST SOURCE PROGRAM
SIBRAUTINE OUTIXsFyDERSIHLFsNDIMP)
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NIMENSION F(3)sDERI(3)sP(5)
COMMON RESF3CsXLsAWBIYMAISUMALS
CALLDATSW{1 sKK)
BOTO( 4491 9KK
7 IF(ABS(X=P(2)1)=0405180,50430
C NOVA ESTIMATIVA DE F20
50 FC=F20/F(2)
WRITE(29T7IF(2)eF(3) sREsXLsFC
7 FORMAT(2F10e59F20429FT7s43F1545)
READ(A48)IF20
B FORMATIF1045)
30 RETURN
4 UX=5#{X+0.0015)
2=5.%X
IFIABS I JUX=Z2)=0.060120204+30
20 WRITE(2s5)1XaF{1)sF(2)4F{3) YMAISUMAIS
5 FORMAT(AF1545])
GOT0%
END -

FEATURES SWUPPORTED
ONE ¥ OPD INTEGERS

- CORE RFQUIFZMENTS FOR OQUT
COMMEON 14 VARIABLES 14 PROGRAM

END OF COMPILATION
/7 TJP

#STORE WS  UA  OUT ‘
CART ID Q008 DB ANDDR  1CD?° DB CNT 0Qcc

/7 FOR
#ONE WORM INTEGERS
¥ _I5T SOURCE PROGRAM
#IOCS{CARD Y TYPEWRITERIXEYROARD 113 ZPRINTER)
EXTERNAL FCTL0UT
DIMENSION P{5)sF{31sAUXIB+2}sDER(3)
COMMON REsF30sXLsAsBaYMAISUMALS
5 READ(Z2s6)REsF30sXLsAsB
& FORMATIFl2+234FT44)
IFIRE) 7579425
25 P(11=0
Di21=12.
P{3)=0.0500003
P{41=0.,00001
P(5)=0,.
F(1)=0.

162

54



55

PAGE 3
F(2)=0.4 ' )
F(3}=F30 -
NDIM=3
DER(1)=043
DER(21%=043
DER(3) =044

CALL RKGS(PaFsDERsNDIMsIHLF+FCT»OUT s AUX)
Cat L. DATSW{Z2NN)
GOTO(2545 ) o NN
7 CALL EXIT
EMND

FEATURES SUPPORTED
ONF WORD INTEGERS
1078

CORE REQUIREMENTS FOR
COMMON 14 VARIABLES 78  PROGRAM 152

END OF COMBTLATICN

7/ XEQ
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s/ JOE T

LOG DRIVE  CART SPEC  CART AVAIL OHY DRIVE
0000 0008 0008 0000

/7 FOR
#ONE WORD INTEGERS
#1587 SOURCE PRCGRAM
C TRANSFERENCIA DE CALCR E¥ ESCCAMENTO TURBULENTOQ
C JOSE AUGUSTY FERREIRA DE GOUVEA
SUBROUTINE FCT(XsF+DER)
DIMENSICN F(5)DERI(5)
COMMON RESF30sXLsA»BsPR«F50
REP=2%RE
UMATS=RE2¥¥D2E%HF (21 #F30%*(=0,.5)
X¥M1=XL# (1 oe=F{2) %582 )=F (1) #F{3)
YNZ=REZ#*#Q 25#R#F (2 ) RF30## (=045 ) REXP (R*UMAILS)
MNZ=REZ2##D o 25#BHF {2 ) #F30%¥ (=045)
XMOsRER*# 0. 5#0%#2 J¥F (21#F (3) /F30
ANSZ08 SHREZEX{ o/t o VHRH AT #F (2 ) 182, #F {3)#F30%#(=1:5)
XN=XN]=AXBRF () ([ XN2=XMNI-XM4—XM5)
RM=BXUMAIS
MD=L1a+A¥RE(EXP(BM) =1 s =B~ Ce SXBM¥#2 s =BM**2, /64 )
C SISTEMA DE EQUACQES (A=6)
T CAMADA LIMITE TERMICA _
IF(X=124128+39,539
18 DER(1Y=F(2)
- DER({Z21=F(3}
DER(3)=XN/XD
DER{&4Y=F(5)
NER(S)={=F(L)#F (S)=ARRHF{S)#* { XN2=XN3=XN4&=XN5} )/ (1le/PR+XD~14]
E1=F(1)
GOTC 55
29 E(1)=X-12.+F]
F(2)=1,
F(3}=Oo
DER(1)=10
DEFP(2)=0.
DER(31=0.
DFR({A4)=F (5}
DER(E s («F {1 )#F (S =ARBEF(5)® (XN2=XNI=XN4=XN5) )/ (le/PR+XD=14}
55 RETUFN
cMD

FEATURZS SUPFPOKRTED
ONE WCRD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR FCT ,
COMMON 14 VARIABLES . 26 PROGRAM 524
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ENRD OF COMPILATION

/7 DUP

#STORE ws ua  FCT :
CART ID 0CO8 e ADCR  1CBD DB CNT 0029

// FOR
#ONE WORD INTEGERS
#LIST SOURCE PROGRAM
SUPRQUTINE CQUTI{XsFsDER s IHLESNDIMSP)
DIMENSION FL5)Y+DER{S5)sP (5]}
COMMION REsF20sXLsAsB+PRsFS0
CALL DATSW(1KK)
BOTO( 4995 1K
9 [FLABS(X=B{2)1=0.05150450,20
C NOVA ESTIMATIVA DE F50
50 FC=F50/(L1e=F(4a})
WRITE(3+TIF{4) +sF{S9)aREsPRFC
7 FORMATI2F1045sF20.23F56413F1045)
REAL(&6sB)FBO
& FORMATI(F1045)
- 30 RETURNM
U JX=5%(X+0.0015)
Z=B %X
TF/ARS{JX=2)1=0.060120420+20
20 WRITE(2351XeF{4)aF{5)
5 FORPMAT(3F15.51
GOTO ©
END

FEATURES SUPPORTED
ONS WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR OUT
COMMON 14 VARIABLES 12 PROGRAM

END OF COMPILATION
7/ DUP

*3TORE WS UA  OUT ,
CART IND 0008 DR ADDR 1CES DB CNT  000C

// FOR _

#ONE WORD INTEGERS

#LI3T SCURCE PROGRAM

#ITOCSI{CARD s TYPEWRITERSKEYBCARDS 1132PRINTER)
EXTERNAL FCT0UT '

156
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C
5
&
25
7

2

DIMENSION P(B)sF({5)sAUX{BsD) +DER(S)
COMMON RESF30sXLsAsBsyPRsF50
PROGRAMA PRINCIPAL
READ(Z+6IREIF20+XLsAsB+PR+F50
FORMATIFLZ4214F TebsFtslsF844)
TF(PRITsTs25

P{1)=0.

P(2Y=30

P({32)=0.050000%

P{4)=0.,00001

P{51=C.

Fill=0.

Fi2)=Ca

F(21=F30

Fldl=1l.

F(51=F50

NDIM=5

PNER{1)=0.2
DER(2) =042
DER{31=0,2
DER({4}=0.2

DER(5)1=0.2

CALL RKGSIPsFsDERsNDIMSIHLFsFCTsQUT s AUX)
CALL DATSW(2 M)

GNTO(25+5 ) o MM

CALL EXIT
FNR

FEATURES SUPPORTED

ONE

1CCs

CORE

WORD INTEGERS

REQUIREMENTS FOR

COMMON .14 VARIABLES 118 PROGRAM 182

END

OF COMPILATICN

//OXEQ

// FOR

58
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NOTACOES

Constantes adimensionais da expressao do perfil de difusivida-
de turbilhonar de Spalding

Coeficiente de atrito (II.4)

Coeficiente local de at-:rit'D (11.6)
Variavel de similaridade dependente
Nurerc de Nusselt local (II.12)
Condutividade t&rmica |
H%éo@ﬂamm&ﬂ

Namero de Prandtl efetivo (4)

Nuvero de Prandtl

Fluxo de calor

Fluxc de calor na parede (II.9)

Numero de Reynolds (IT.3)

Numero de Reynolds local

Fungao de Spalding (8)

Nimero de Stanton local (II.13)
Temperatura média temporal

Taemperatura da parede

Temperatura no escoamento nao perturbado
Camponentes medias temporais da velocidade
Velocidade média do escoamento nao perturbado

Velocidade do escoamento potencial junto a parede



Velocidade adimensional (II.7a)

Velocidade de atrito

Coordenada medindo a distincia ao ponto de estagnaqéb
Coordenada x adimensionalizada (5a)

Coordenada medindo distancias a parede

Coordenada y adimensionalizada (II.7b)

SIMBOLOS GREGOS

Difusividade térmica

Viscosidade adimensional efétiva (I.10)

Difusividade turbilhonar para transferéncia de quantidade de
movimento (I.2)

Difusividade turbilhonar para transferéncia de calor (I.3)
Variavel de similaridade independente

Temperatura adimensional

Coeficiente que caracteriza a geametria do escoamento
Viscosidade absocluta

Viscosidade cinematica

Variavel de similaridade independente

Massa especifica

Tensao de cisalhamento

Tensao de cisalhamento junto 3 parede

Fungao fluxo

60





