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RES UMO

Este trabalho consiste na analise estatica-linear
de estruturas planas com elementos prismaticos de paredes delga
das, a que anexa-se um programa computacional para uso em pro--

jetos.

Considera-se o empenamento da secgao transversal
das pecas estruturais como um novo tipo de grau de liberdade da

mesma. A este deslocamento associa-se um esforgo correspondente

- o bimomento. Discute-se esse esforco como um hiperestatico a
mais, obtendo-se as relagcoes necessarias para a institui¢do das

equacoes do metodo de analise.

Trés exemplos foram estudados. 0 primeiro - viga
biengastada - foi comparado com 0s resu]tados conhecidos da teo
fia de tal peca. Nos outros dois - gre1ha e portico plano - os
esforgbs e as tensoes foram confrontados com os resultados obti
dos no meétodo de analise que admite pegas com comportamento pla

no das secoes transversais.
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SUMMARY

This work consists in the linear static analysis
of plane structures composed of thin-walled prismatic members.

A computer program for design use was developed.

The warping of the cross section is considered as
a new degree-of-freedom and the corresponding action is the bi-
moment. Considering this force as a new redundant force, the ne
cessary relations to set up the equations of the method of ana-

lysis are. derived.

Three examples were analised. The first one - fi
xed-end beam - was compared with known results of this beam theory.
In the other two examples - grid and plane frame - the internal
forces and the stresses were compared with results obtained with
a method of analysis that considers members with plane behaviour

of cross section.
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NOTAQUES

VALORES RELATIVOS A SECAC TRANSVERSAL

Yy, z = eixos principais de inerc¢ia

s = coordenada curvilinea medida na Tinha media da secao

o = Erea setorial principal (tendo como polo o centro de
cisalhamento C e «como origem um ponto tal que
JS W dS- = 0)

C = centro de cisalhamento

G = centro de gtdvidade

S=A = Erea da secao transversal

Iy, Iz = momentos principais de inércia em relacao aos eixos:y e z

Iw: = moﬁento de inercia setorial principal

Jy = I, =constante de torgao

m|
mi
i

y . momentos estaticos da parte da segdo acima do ponto ana
Tisado, em relacao aos eixos y e z
E. = momento estatico setorial da parte da secgao acima do
ponto considerado, relativo @ area setorial principal
'b., t. = comprimento e espessura do trecho “i que compdem a secao
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VALORES RELATIVOS AOQ ELEMENTO

2 = comprimento

X = eixo dos baricentros

x' = eixo dos centros de cisalhamento
j, k = nd inicial e no final

i = niumero do elemento

a, b = posicao das cargas

VALORES CARACTERISTICOS DO MATERIAL

E = moOdulo de elasticidade longitudinal
G = modulo de elasticidade transversal
'ESFORGOS
N = esforco normal
QysQ; = esforgos cortantes
T = momento torsor total
s = momento torsor de Saint Venant
T, = momento de flexo-torcao
My’ Mz = momentos fletores

B = bimomento
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CARGAS

n = forcga normal distribuida

qy» A, = cargas transversais distribuidas

my = momento torsor distribuido

m, = bimomento distribuido

my, m, = momentos fletores distribuidos

0BS.: As cargas concentradas tem a mesma notacao dos esforcos

DESLOCAMENTOS E DEFORMACOES

u = deslocamento longitudinal

v, w = deslocamentos transversais

¢ = 5ngu1o de torgao

o' = rotacao unitaria de torgao

€ = deformacao longitudinal

TENSOES

o = tensao normal

T = tensao tangencial

T = tensao tangencial na torcac devida a TS

T = tensao tangencial na torcao devida a L
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CAPITULOD 1

INTRODUCKO

1.1 - GENERALIDADES

Muitas estruturas em engenharia podem ser repre-
sentadas por um conjunto de elementos prismaticos que se inter
ceptam em determinados pontos (nos), estando o movimento de cor

po rigido impedido pelos apoios. Estas sao as chamadas "Estrutu

ras Reticuladas".

Entre os diversos metodos de analise estdtica-1i
near, o dos deslocamentos (metodo da rigidez) e muito difundido,
devido principalmente a facilidade no manuseio de suas equagdes.
Com a ajuda da algebra linear ele se torna altamente eficiente

para ser utilizado em computadores.

Norma]meﬁte 0s programas computacionais para a ana
lise de estruturas reticuladas nao consideram o empenamento da
se¢ao transversal. Estes programas tratam os efementos como bar
ras macigas, admitindo que suas segoes permanecem planas apos a
deformagao. No caso de secao cheia esta hipdotese & vdalida pois,
embora ocorra o empenamento, ele serE de efeito localizado, de

acordo com o principio de Saint Venant.

Quando as pegas que constituem a estrutura forem
de paredes delgadas, suas sego0es empenarao. 0 fenomeno pode :se

estender ao Tongo de todo o comprimento das mesmas e conseqiiente



mente nao. deve ser tratado como um efeito localizado. Portanto,
na analise de tais estruturas, o empenamento tem que ser conside
rado como um deslocamento a mais que a se¢ao transversal pode so
frer. Para introduzir este novo grau de liberdade recorre-se a

Teoria dos Elementos de Paredes Delgadas [''® *°].

0 programa de analise estrutural desenvolvido
aqui trata de pecas prismaticas de paredes delgadas com se¢ao
aberta. 0 método utilizado & tao exato quanto os ja implementa

dos para estruturas reticuladas |?s ?].

Com excecao de conside
ragoes referentes a deformagao da ligacao de duas ou mais bar-
ras, as simplificacoes introduzidas sao decorrentes das hipote

ses basicas da teoria dos elementos de paredes delgadas.

1.2 - TORCAO NAO-UNIFORME

As formulas apresentadas neste item foram desen
volvidas na sua forma mais completa por V. S. Vlasov |!°|. A de
5, 11, 171,

ducao destas relacdes foi abordada por varios autores |%:

sendo desnecessario o desenvolvimento da mesma aqui.

Para o elemento da Figura 1, submetido a torgao
pura, a hipdtese das secGes planas nao & valida. Ao longo da 1i
nha media da segao transversal aparecem deslocamentos axiais que

constituem o chamado "empenamento" da peca. Para determinar es



Figura 1.1 - Peca submetida & torgdo pura
tes deslocamentos utilizam-se 2{duas) hipOteses simplificadoras:

- apos a deformagao do elemento, a secao trans-
versal permanece indeformada no seu proprio

plano;

- as distorcoes da superficie média da peca sao

nulas.
Baseado nestas duas hipoteses obtem-se:

u (s, x) = —¢i .ow (I.1)

onde,

u = destocamento axial de um ponto da secdo transversal;



S = coordenada curvilinea que define a posigdo do ponto

Tinha media da secao;
¢' (x) = rotacao unitaria de torgéb;

w (s) = area setorial principal da secao.

na

Quando a rotagao unitaria de torcao ¢' variar ao

longo do eixo do elemento, por restricao aoc empenamento ou

por

variagao do momento torsor, os deslocamentos axiais u sofrerio

alteracoes que ocasionardo o surgimento de tensdes normais o,
ocorrendo a chamada "tor¢ao nao-uniforme". As deformacdes e as
tensoes axiais que surgem s3ao dadas por
e (s, x) = 9 u = -4" . w (1.2)
9 X
o{s, x) = E e = = ¢" . w . E (I.3)
Chamaremos de "bimomento" a sequinte grandeza:
B(x)=Jo.w.dS=-¢".E.I (I.4)
g W
onde,
I, = f w?> . dS & o momento de inércia setorial principal, da
s . _ _

‘da sec¢ao transversal.

0 bimomento e wuma solicitacao com dimen-



sao F.L?, que origina tensoes normais auto-equilibradas na se-

cao transversal.
Comparando as Egqs. (I.3) e (1.4) chega-se a

g (s, x) = B uw (1.5)

que & analoga a equacao das tensoes normais na flexao simples.Da
Equacao (I.5) pode-se ver que um bimomento & positivo gquando, num
ponto da secao, causa tensao normal de mesmo sinal que a  area

setorial.

0 surgimento de tensoes normais variando ao longo
do eixo do elemento implicara no aparecimento de tensoes tangen
ciais secundarias T,» Que se distribuem uniformemente na espes

sura da secao, e que sao dadas por

E T M .
T, (s, x} = — . Ew . 0! (I1.6)
t
onde,
t = a espessura da secao analisada;

Ew (s} = o momento setorial estatico do trecho da secao acima da

coordenada s.

As tensoes T, sao devidas ao chamado "momento de

flexo-torcao" T , o qual e obtido por



1= B g g (1.7)

Substituindo na Eq. (I.6) chega-se a uma formula

analoga a das tensGes de cisalhamento na flex3o simples

Na torcac nao-uniforme continuam validas as equa
coes da torcdao uniforme, desde que o momento torsor T seja subs

tituTdo por um "momento torsor de Saint Venant" Ts’ menor que T,

TS = G . Jt . ¢ (I.9)
T .t
_ s
Ty = —— (I.10)
Jt
sendo,
J:—]——Zb t3
t 1
3
onde,

b: e t. sao, respectivamente, o comprimento e a espessura dos

diversos trechos que compoem a secaoc transversal.

A distribuigcao das tensdes que atuam num ponto

qualquer da secao, quando ocorre torcdo nao-uniforme, estdo indi



cadas na Figuta 1.2.

Figura 1.2 - Tensoes na torcao nao uniforme

A soma do momento torsor de Saint Venant Ts e do
momento de flexo-torcao T,» em qualquer se¢ao do elemento, se

ra igual ao momento torsor T. Dai tem-se:

T = T_+T = 6. Iy - ¢' - E LI .e"
(I.11)

I.3 - RELACOES FUNDAMENTAIS PARA ELEMENTOS DE PAREDES DELGADAS

Na Figura 1.3 esta representado um elemento de pa
redes delgadas sujeito a um carregamento genérico. O0s eixos prin
cipais de inercia da secao estao representados por y e z. 0 ei
xe x contem os centros de gravidade G da secao transversaT da
peca e 0 eixo x', parale]o a X, contém os centros de cisalha

mento C. Os sentidos das cargas e dos esforgos extremos - 35ao0

considerados positivos.



Figura I.3 - Cargas e esforgos num elemento de paredes delgadas

No elemento da Figura I.3 a forca axial N e 0s

momentos fletores My e Mz

de G, enquanto gque o momento torsor T e os esforgos cortan-

estao atuando no centro de gravida

tes Qy e QZ atuam no centro de cisalhamento C.

Os esforgos que atuam na pega constituem quatro
estados de solicitacoes independentes. Estes estados s3ao: o car
regamento longitudinal, a flexao no plano xy, a flexao no pla
no xz e a tor¢ao. O0s tres primeiros estados s3o bem conheci-
dos da Resistencia dos Materiais, tendo as seguintes equacgoes de

equilibrio:

E .S . u" = -n (1.12)

(1.13)



iv - '
E . I . w = q, % my {(1.14)

v e w sao os deslocamentos Tineares do ponto C, na dire

cao dos eixos X, y e z, vrespectivamente.

A equacao de equilibrio da torcac & obtida por:

dT i

dx
que, junto com a Eq. (I.11), dara;
E .1 6™ -6 .0 9" = om (1.15)

A equacao acima define o problema da torcao nao-
-uniforme numa peca de paredes delgadas com Se¢aon transversal
aberta. As Eqgs. (I.72) a (I.15), associadas as condigoes de
contorno aproptiadas, possibilitam a determinacdo dos coeficien
tes de rigidez do elemento, os quais serdao utilizados na analise
da estrutura.

A analise estrutural dara como resultados os es
fotgos extremos nas vﬁrias pecas que compoem a estrutura. De pos
se deles podemos calcu]ar as solicitacoes ao longo do elemento e,
posteriormente, detetmihar as tensoes normal e tangencial emqual
quer ponto da secdo transversal. A obtencao destas tensoes © &

feita pelas formulas:
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CAPTTULOD II

FORMULACAO MATRICIAL DO METODO DE ANALISE

IT.1 - INTRODUCAQ

0 metodo utilizado na analise de estruturas com
elementos de paredes delgadas e analogo ao metodo da rigidez em
pregado por varios autores |** °° !®| no estudo de estruturas re
ticuladas planas com pecas de segac cheia. Porém, para conside
rar barras de paredes delgadas, e necessario introduzir um novo
grau de 1iberdade - 0 empenamento da se¢ao transversa1 - corres
pondente a um outro tipo de agao - o bimomento. OQutra diferenca
e que, embora a estrutura seja plana, sefé permitido carregamen
to em qualquer direcao. Por exemplo, num portico admitem-se car
gas perpendiculares ao seu pr6prio plano. Com excecao destas 2
diferencas o processo de analise desenvolvido aqui & idéntico ao

método da rigidez convencional para estruturas planas.

As pecas que compoem a estrutura devem ter compor
tamento 1ineat a fim de que seja valido o principio da superposi
cao dos efeitos. Elas devem tambem ser retilineas, prismaticas,
de paredes delgadas e com secao trqnsversa] aberta. Mais ainda,
devem estar rigidamente ligadas entre si, de modo que todos os
elementos que chegam a um ndo tenham os mesmos deslocamentos nes
te ponto. Uma aproximagao introduzida no metodo de analise & a
consideragao de que todos os elementos que concorrem num ponto
sofrem o mesmo empenamento. Este procedimento e adotado por di-

versos autores |7> % %], embora ndo exista um consenso gquanto
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a sua validade. Apenas no caso de vigas continuas com S€Gaon. cons

tante pode-=se afirmar que ele e exato.

Para a estrutura ser considerada plana de-
ve ter os eixos dos centros de cisalhamento de suas pecas conti-
dos num mesmo plano - planc de cisalhamento. Alem disso um dos
planos principais de cada elemento deve estar contido no plano
de cisalhamento ou num paralelo a este. Se as 2 condigoes nao fo-
rem atendidas ocorrera que, num determinado no, nao havera a in

tersecao dos eixos dos centros de cisalhamento ou dos eixos dos

centros de gravidade das .barras que chegam no no.
A seguir sao apresentadas as diversas matrizes

necessarias para a analise estrutural, assim como as equacoes ma

triciais que compoem o metodo.

IT.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

Para uma estrutura plana, sujeita a um carregamen
to qua]quer, ha 7(sete) graus de liberdade (deslocamentos) por
no. A cada um deles corresponde um esfor¢o (acao) que atua na
mesma direcao. Um elemento generico "i" Timitado pelos nos "j"
e "k" tem 14 deslocamentos, associados a 14 acoes, nas suas ex-
tremidades. Na Figura II.1 estao indicadas as 14 direcoes,

concideradas -~ positivas, -~ dos déslocamentos ~re- - das:: acgoes

nos extremos do elemento 1.
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Figura II.1 - Diregoes dos deslocamentos e das ag¢oes extremas
num elemento

0 sistema de eixos ortogonais xyz e chamado "sis
tema de coordenadas local" pois esta orientado de acordo com 0
elemento. 0 eixo x contem os centros de gravidadé da pega. (x'
contém os centros de cisalhamento); y e z sao 05 eixo0s pﬁinci-
pais da secao transversal. 0 plano xy coincide com XY (plano
da estrutura) e o eixo z aponta para fora deste plano, sendo pa
ralelo a Z. O0Os eixos X, Y e Z constituem o sistema de coorde
nadas global, que indica a diregao dos deslocamentos e das acoes

na estrutura como um todo.

0 vetor de deslocamentos das extremidades do ele

mento 1, DEi’ na direcao do sistema de coordenadas local, e
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DE. = "{d

2+ dgs 14}

ou

— 1 ‘1\"! g - ] 1 1
DE.i - {u‘j! vj) wj! ¢j’ wj!vj!¢j5uk5 Vk’ wk}(bk)wkjvk!q)k}

(11.1)

As agoes nas extremidades do elemento § estao con

tidas no vetor AEi’ associado a DEiz

AEi = {aT, 8y5 B35 «rns a14}

ou

(I1.2)

A relacao entre AEi e DEi e dada pela matriz de

rigidez do elemento i, RE,.

; O0s coeficientes que constituem essa

matriz representam as acoes exercidas pelos engastes extremos
quando sao impostos deslocamentos unitarios a cada extremidade
da peca. Estes deslocamentos unitarios sao considerados . como
produzidos um de cada vez enquanto os demais se mantém nulos. A

equagao que relaciona os esforcos acs deslocamentos &, entao,
AE; = RE; . DE, (I1.3)

Para determinar os coeficientes de rigidez utili

zam-se as equacgoes de equilibrio (I.712) a (I,15).juntamente :com



15

as condigoes de contorno impostas. Como ha 4 estados de solici-
tagoes independentes pode-se ana]isar separadamente cada um de
les. Os coeficientes correspondentes as cargas axiais, a flexao
no plano xy e a flexao no plano xz sac bem conhecidos [?* °|. Os
demais, devides a torgao nao-uniforme, sao obtidos mediante a in-

trodugao dos deslocamentos unitarios na Eq. (I.15). Fazendo-se,

por exemplo, ¢j = 1 e mantendo os outros deslocamentos .. nulos

obtém-se
- Go. IX
F4;4 = —— " . v. sh vy T {a)
X ,
_ G . IX
K
G . Ix
r]1,4 = - —2 v . sh y2 (c)
K
G . Ix
g4 = ———— . (chyi - 1) (d)
K
onde,
Y o=
e

K = 2 . (1T - chy2) + y& . sh y2
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sendo,

e o comprimento do elemento,

"E" e "G" os modulos de elasticidade longitudinal e transversal

do material
I, (=Jt) a constante de torcao da peca

I o momento setorial de inercia principal

0 coeficiente de rigidez r14,4+ POT exemplo,
representa o bimomento que aparece no no k quando € dado um giro
# =1 nono j. A determinacao dos coeficientes de rigidez (a)
a {d) e dos demais, para a torcao nao-uniforme, e dada no Apen-

dice A.

A matriz de rigidez do elemento i esta na  Figu-
ra I1.2. As constantes que ainda nao foram definidas sao a area
da secao transversal "Ay" e momentos de inercia principais em re-
lacao aos eixos y e z, “Iy” e "I t.

A matriz REi foi desenvelvida em relacao ao siste
ma de coordenadas local porque isto faz com gque a obtencao dos
coeficientes de rigidez seja mais simples. Porem 0s eix0s x e y
nao coincidem necessariamente com os eixos X e Y da estrutura.
Como um coeficiente de rigidez em qualquer no da estrutura & com
posto pela contribuigﬁo dos diversos elementos que concorrem nes
te no, e preciso transfermar cada rigidez das pecas para a dire

cao dos eixos da estrutura. Esta transformacao & efetuada por



0 0 0 0 - -E_%“E B 0 0 0 0 0
6.E.1z 12.E.1z 6.€.12
° 0 53 0 0 - 0 0 0 v °
6.E.1y 12.E.1 6.F.1
0 _ . ELTy
. 0 0 0 0 - 0 _Efl 0 0
G.Ix 0 o 6.1 . 0 G.Ix .
g Y-SR Kx-(ChYE'U- o o - G‘KIX.Y.shYF. 0 0 (i)
4 ERIy 0 0 0 o _ﬁ.gEz.Iy 0 Z.E.Ix 0 0
ag .1z - ..z 2.E.1z
5 0 0 - 0 0 0 T 0
G.I 6.1
S (va.chyshyz) 0 0 0 Gl enge1) L0 0 o (shyR-ve)
ER”“ 0 ¢ 0 0 0 0
12.E.1z 5.E.1z
‘7,— 0 0 .0 = 7.2 0
simétrica _12.E.1 L6iE ]y
S 0 e ° 0
G'KI".y.shyz 0 0 —ﬁ;yli.(chn—l)
—4..5-.1! 0 0
4.£.1z
; 0
—%l?-x.(yz.chﬂ-shw-i)

- Figura II.Z2 - Matriz de rigidez do elemento

Ll
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meio da matriz de rotacao .do elemento i "ROTi“. Na Fiqura 1II.3
esta indicada uma peca i inclinada de um angulo o em relacdo aos
eixos das estrutura:. Este angulo e medido entre as diregdes po

sitivas dos eixos x e X, no sentido anti-horario, a partir de X.

Figura II.3 - Inclinacao do elemento i

A matriz de rotagao do elemento i &

ROT, = |-----bmee- (I1.4)

onde
| ox Cy 0 0 0 0 0
-Cy  Cx 0 0 0
0 ] 0 0
R- |0 0 0 Cx Cy O 0
0 0 0 -Cy Cx 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 '1‘
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sendo,

Cx = c¢os a e Cy = sen a.

A transformacao da matriz de rigidez do -elemento
i, do sistema de coordenadas local para o sistema de coordenadas

global, e obtida por
REG, = ROT; . RE, . ROT, (11.5)

onde,

RDT% € a transposta de ROT. .

A matriz REGi, associada aos deslocamentos da es

trutura, e apresentada na Fiqura 1I.4.

A montagem da matriz de rigidez da estrutura “RG"
(matriz de rigidez global) e feita.somando, para cada no, a con-
tribuigéo dos elementos que chegam a ele. A matriz de rigidez
global relaciona os deslocamentos dos nos da estrutura com as
agoes que atuam no mesmo ponto e na mesma direcao destes desloca

mentos. A equagao matricial que representa essa relacao e
AC = RG . DG (I1.6)
onde,

AC = vetor das acoes nodais combinadas (na direcdo dos eixos

da estrutura);
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0
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Figura I1.4 - Matriz de rigidez do elemento em relacdao ao sistema de coordenadas global
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DG = vetor dos deslocamentos nodais (na direcac dos eixos da

estrutura).

IT.3 - VETORES DE_CARGA

Apdos a montagem da matriz RG, o passo seguinte &
a obtengao dos vetores de carga. 0 primeiro deles e o vetor de
Agoes Nodais AN, o qual contem as cargas diretamente aplicadas
nos nos, na direcao dos eixos da estrutura. Como em cada no ha
sete deslocamentos possiveis, o vetor AN téta sete agoes por no.
Portanto, o vetor possuira 7 x n elementos, sendo n o nimero
de nos da estrutura. As agoes num no generico j estao indicadas

na Figura II.5. Desta maneira o vetor AN toma a forma

AN 200 0y s Gy Ty e N 0y a0y T M o

1 i’ i
(11.7)

Qutro vetor a ser considerado & o das Agoes de En
gastamento do Elemento ARE. Este vetor e constituido pelas rea
coes das extremidades engastadas do elemento. quando este -recébe
cargas ao longo de seu comprimento. Estas reacoes estao orienta
das de acordo com o sistema de coordenadas local e dependem do
tipo e da posicao das cargas aplicadas. A relacao entre as rea

coes das extremidades e as cargas que atuam num elemento i e ex

pressa pela equacao

ARE. = T. . A, (I11.8)
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Figura II.5 - Cargas nodais

onde, Ai e o vetor de cargas (concentradas ou distribufdas)que
atuam no elemento i e T. e uma matriz de transferéncia gue re-
laciona as reacoes nas extremidades com as cargas aplicadas. Um
elemento Tij da matriz T representa a reacao na diregﬁo i de-
vida a uma carga unitaria aplicada na direcac j. Para cargas
concentradas atuando num ponto "m" qualquer do elemento {(Figu-

ra 11.6) a Eq. (I1.8) pode ser escrita da seguinte maneira:



o

-a/e
0

0

-(3a+b)b2 /g ?

0

-a.b?/22
0

0
—(a+3b)a2/23

-(a+3b)a?/g?

0

-a%.b/e?

0 0

0 Gab/a3
-6ab/23 0

0 0

(2a-b)b/e* 0

0 (2a-b)b/e?

0 0

0 0

0 -6ab/g?
6ab /e’ 0

0 0

(2b-d)a/e? 0

0 (2b-a)a/e?

(11.9)

£¢
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onde,
Tpoq = [(Ch ve- 1) . (1 =chyb) + sh ya. (sh Yb-—ybj] /K.

74 % [ovb = st ab) (1 -chye) < (1 -chvb) (va -sh va)] / oK

I i
T, = (1 + T )

Tvg,a = Tq,2 sh yo/y - T,,4+ Ch ya + sh yb/y
Tgo7 = (shya - shya - shyb) . v/K

T7.7° [(ch yb - 1) (1 -ch vy2) + sh yb (sh yﬂ-yz)-J/K
T,7 = " Taz

Tya,7 = Tg,7- shv&/y - Ty, ch ye-ch vyb

sendo, K= 2{1 - chy2) + y& . sh v

Figura II.6 - Cargas concentradas no elemento
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Quando houver cargas distribuidas uniformes apli
cadas ao longo de todo o vao do elemento (Figura II.7) a Equa-

cao (II.8) torna-se

Nj ~%/2 0 0 0 0 0 0
Q 0 -2/2 0 0 0 1 0
Yj
Q, 0 0 -2/2 0 -1 0 0
j
Tj 0 0 0 -2/2 0 0 1 [ n ]
2 0 0 0 0
Myj 0 0 25/12 a,
sz 0 0 0 0 0 0 0 q,
B, [=| 0 0 0 . YH2 0 0 0x|m
J thye/2
Ny ~9/2 0 0 0 0 0 -0 m,
. 0 -1 0
ka 0 2./2 0 0 m,
sz 0 0 -2/2 0 1 0 0 | m, |
T 0 0 0 -4/2 0 0 -]
M 0 0 -2 0 0 0 0
Yy
M 0 22/12 0 0 0 0 0
2k
B, 0 0 0 ~(1-X¥2 y,2 0 0 0
L J L thy2/2 |
(11.10)

A obtencao dos coeficientes Tij para a torgao nao
-uniforme esta no Apendice B. Quando atuarem, simultaneamente,
cargas concentradas e cargas distribuidas deve-se efetuar as

Eq. (II.9) e (I1.10) e somar seus resultados.
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.. - — —

Figura II.7 - Cargas distribuidas no elemento

0 vetor ANE das "Cargas Nodais Equivalentes” e
constituido pelas ‘acoes que as pecas transmitem para os nos da
estrutura. Como as componentes deste vetor estao na direcao dos
eixos globais, a contribuigao de cada elemento e realizada efe-
taando uma rotacao de eixos e invertendo o sinal de ARE. A parce

la indicada abaixo representa a 'colaboracao de um elemento gene

n L]

rico "i" para o vetor AKE.

ANE « - ROT% . ARE (I1.17)

Apds considerar a contribuicao de todos os elemen

tos da estrutura o vetor ANE esta completo. A soma de ANE com
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AN resulta no vetor de Cargas Nodais Combinadas AC:

AC = AN + ANE (I11.12)

Com isso estao formados todos os vetores para a

analise da estrutura.

I7.4 - CALCULO DOS RESULTADOS |

Apds a obtengao de RG e de AC o calculo do vetor
de Deslocamentos da Estrutura DG € efetuado. Da Eq. (II.6) tem-

-se!
DG = RG x AC (I1.13)

0 vetor AEi das Agoes Finais nas Extremidades de
um elemento i & obtido pela superposicao das agoes de engastamen
to AREi com os efeitos dos deslocamentos das extremidades j e k

da peca. Esta superposicao e indicada na Eq. (II.74}:

AE. = ARE. + RE. . DE, (11.14)

0 vetor DEi e obtido a partir dos deslocamentos
nodais DG. Como estes estao na diregﬁo dos eixos da estrutura

a sequinte transformagao se faz.necessaria:

DEi = ROT, . DGi {(IT.15})
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onde D6 e o vetor dos deslocamentos nodais para os nds extre

mos do elemento 1.

0 vetor RA das Reagoes de Apoio & obtido por equi

1ibrio de no, conforme indicado.a seguir:
RA. = -AN. + ¢ RUT% . AE_i (I1I1.16)

sendo RAj as reag¢oes num no de apoio da estrutura, ANj as car-
gas aplicadas nesse no e I ROT: x AE, as resultantes das acoes
i R - - T~ ,i] vy oeT )

de extremidade dds'eiementos qﬁe chegam nesse no (na direcao dos

eixos da estrutura).

Obtidos os esforgos nas extremidades das pecas e
as reacoes de apoio, ©O prob]ema da analise estatica de estrutu-
ras de paredes delgadas esta determinado. Para o tragado dos
diagramas de esforcos o Apendice C fornece formulas  referentes

aos casos mais comuns de carregamento.
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CAPTTULD III

ESTRUTURA DO PROQRAMA

ITT.1 - INTRODUCAD

0 programa computacional para analise de estrutu
ras com elementos de paredes delgadas nada mais e gque uma aplica
cao, de um modo organizado e eficiente, das equacoes matriciais
apresentadas no Capitulo II. Este programa e constituido de va-
rias etapas distintas, cada uma das quais responsavel por uma ta
refa especifica. Estas etapas, que estao mais detalhadas nos

proximos itens, sao:

1. Entrada de dados da estrutura;
2. Montagem da matriz rigidez da estrutura;

3. Entrada de dados dos carregamentos e montagem

dos vetores de cargas;

4. Calculo e saida de resultados.

0 objetivo deste Capitulo e descrever cada uma
destas etapas juntamente com algumas caracteristicas do progra-
ma. Estas etapas estao representadas no ‘diagrama deé blocos

abaixo e, nos proximos itens, serao mais detalhadas.

A sequir esta descrita a maior parte da notacao
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INTCIO
-------------------------------- ETAPA 1

da Estrutura

L

® Leitura dos Dados
do Carregamento

Impressao dos Dados
da Estrutura

Subrotina RIGELE

Montagem da Matriz
+ de Rigidez do
Montagem da Matriz Elemento —REi

de Rigidez da

Estrutura RG Subrotina RIGES

L 4

Avaliacao da
< Contribuicao de
REi para RG

------------------------------- ETAPA 3

9

/

Impressac dos Dados
do Carregamento
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Montagem
das
Matrizes
de
Cargas

Subrotina CARCEL

Calculo das Acoes de.
Engastamento devido

as cargas concentradas
aplicadas no elemento

Subrotina CARDEL

Calculo das acoes de
engastamento devido

as cargas distribuidas
aplicadas no elementa

L 4

Subrotina RESQOLV

Resolucao do
sistema de
equacoes

AC = RG . DG

3

Calculo das Reagoes
de apoio RA e dos
esforcos nos
elementos AE

Y

Impressac de
DG, RA e AE

FIM

_____________________ ETAPA 4
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deste Capitulo, com as variéveis listadas na ordem em que apare
cem no programa. Uma variavel sequida de-parénteses () repre-
senta um vetor. Variéveis seguidas com parénteses encerrando uma
ou duas thgulas representam, respectivamente, matrizes bi e

tridimensionais:

NEST - numero de estruturas
IEST - indice da estrutura
NOME ( ) -nome da estrutura

UNIDC, UNIDF - unidades de comprimento.e de forca

NN - numero de nos

NE - numero de elementos

NDI - numero de deslocamentos impedidos (nimero de restricoes)
ND% - numero de deslocamentos total

NDP - nﬁmero de deslocamentos permitidos

NNR - niUmero de nos com restricoes (numero de nos de apoio)
NC - numero de carregamentos

E - modulo de elasticidade longitudinal do materia]

G - modulo de elasticidade transversal do material

X (), Y () - coordenada X e Y do no

NI ( ), NF{ } - nos inicial e final do elemento
AX () - area da secao transversal do elemento

IX () - constante de torcao do elemento (= Jt)
IY { ), IZ ( )- momentos de inércia principais, relativos aos

eixos y e z da secao transversal do elemento
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IN ( ) - momento de inercia setorial principal da segao transver

sal do elemento
L() - comprimento do elemento
CX, CY - cosenos ditetoreS'do elemento
ROT ( , , ) - matriz de rotacao do elemento
LRN - ( ) - lista de restrigﬁes nodais da estrutura

RE(, )- matriz de rigidez do elemento no sistema de coordenadas

local

REG{,) matriz de rigidez do elemento no sistema de coordenadas

global
RG (., ) - matriz de rigidez da estrutura (matriz de rigidez global)

XNOME ( , ) - nome do carregamento

NNC. - numero de nos com cargas

MERD - numero de elementos cujas acoes de engastamento nas ex-
tremidades sao fornecidas como dados

NERC = numero de elementos cujas acoes de engastamento nas ex

tremidades sao calculadas pelo programa

AN ( , ) - matriz de acgoes nodais (nas direcoes dos eixos da es

trutura

ARE ( , , }) - matriz de acoes de engastamento nas extremidades

do elemento (nas direcoes dos eixos dos elementos)

ANE ( , ) - matriz de agoes nodais equivalentes ({nas direcoes dos

eixos da extrutura)

AC ( , ) - matriz das acoes combinadas nos nos {(na direcao dos

eixos da estrutura
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DG { ,) - matriz dos deslocamentos nodais (ra direcao dos eixos

da estrutura)

AED ( , , ) - matriz de acgoes nas extremidades dos elementos de
vidas ao deslocamento destas extremidades (na diregao

dos eixos do elemento)

AE ( , , ) - matriz de agoes finais nas extremidades dos elemen

tos {na direcao dos eixos do elemento)

RA ( , )} -matriz das reacoes de apoio (na direcao dos eixos da

estrutura)

ITT.2 - ENTRADA DE DADOS DA ESTRUTURA

A primeira etapa do programa consiste no forneci
mento de informagﬁes sobte a estrutura. Estas informagoes $a0
constituidas pelas posigoes dos nos, propriedades geométricas da
Segaon transversal dos elementos, propriedades mecanicas do mate

rial e tipos de apoio.

0 primeiro dado fornecido & o numero de estrutu-
ras que serao analisadas (NEST). £Entao, por meio de um Tndice
contadcr'(IEST) 0 programa controla a execucao da analise para o
nﬁmero de estruturas especificado. Logo apos vem os dados refe
rentes a cada estrutura em particular. Estes dados sao dividi-
dos em 4(quatro) grupos:

1. Dados Gerais da Estrutura

Sao lidos pelo programa, na respectiva ordem de
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entrada, o nome da estrutura (NOME), as unidades de compri-
mento e de forgca (UNIDC, UNIDF), o numero de nos (NN), o nu
mero de elementos (NE), o numero de restrigoes (NDI), o nume
ro de nos de apdio (NNR) e os modulos de elasticidade longi
tudinal e transversal (E, G). De posse desses dados o pro-
grama determina o numero de deslocamentos total (NDT) e o nu

mero de deslocamentos Tivres (NDP):

NDT 7 x NN

NDP

NDT - NDI

.~ Coordenadas de Nos

A posicdao de cada no da estrutura & determinada
especificando as suas respectivas coordenadas (X, Y). As co
ordenadas nodais estao relacionadas ao sistema de eixos da
estrutura, tambem chamado de sistema de coordenadas global.
Este sistema e constituido pelos eixos ortogonais X, Y e Z,
como indicado na Figura III.T. Os eixos X e Y est3o contidos
no plano de estrutura estando o eixo Z perpendicular a esse
plano. Uma vez Tocados os eixos X e Y obtém-se o eixo Z pe-

la convencao do triedro direto.

@

|
Z (X2 Y21 ¥ 3ix3.Y3)

Q)

7
(XY )

Figura III.1 - Coordenadas nodais
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3. Conetividade e Propriedades dos Elementos

Cada elemento da estrutura esta associado a dois
nos, j e k, correspondentes as suas extremidades, e além dis
SO possui determinadas propriedades geométricas. Por isso,
para cada elemento, devem ser fornecidos o no inicial (NI}, o
no final (NF), a area da secao transversal (AX), a constante
de torcao (IX), os momentos de inércia principais (IY, IZ)
e o momento setorial de inércia principal (IW). O programa au
tomaticamente considera como no inicial o de menor numera-
¢ao, mesmo que tenha sido fornecido o de maior numeragao co
mo sendo o no inicial. Estando determinada a conetividade da
pe¢a pode-se locar seu sistema de eixos, tambeém chamado sistema
de coordenadas .local. Ele e formado por 3 eixos ortogonais
X, y € Z que sao orientados da seguinte maneira: o eixo x co
incide com o eixo baricentrico do elemento e esta direciona
do do no inicial para o no final; o eixo z & paralelo ao ei-
xo global Z tendo o mesmo sentido; o eixo y esta contido no
plano da estrutura, juntamente com o0 eixoc X, e seu sentido
e obtido pela convengao do triedro direto. Alem disso os ei
X0s y e z sdo principais da inércia da secao transversal. Na
Figura'III.Z mostram-se os sistemas de coordenadas locais

dos elementos 1 e 2 da estrutura da Figura III.T.

Por intermedio das coordenadas dos nos inicial e
final pode-se <calcular os co-senos diretores do elemento (CX,

CY}):
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A
@

N / o
\
/I

e

Figura III.2 - Sistemas de eixos dos elementos

I Y
Lo v -y,
NS T
X = XL/L
-
Y = YL/L

Na Figura III.3 estao representados os CO-Senos

diretores de uma pega generica 1.
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e

|

b i Cx = cos et
\ YL
\ Cy = sen
. o
] l -
+

XL

- - i ——————

Figura III.3 - Co-senos diretores do elemento

Substituindo CX e CY na Equacao (II1.4) deter

mina-se a matriz de rotagao do elemento (ROT).

Restricoes Nodais

Para especificar as condicoes de contorno da es-
trutura € necessario informar, para cada apoio, as diregﬁeg
onde os deslocamentos estao impedidos. Isto & feito indican
do o no que e apoio e colocandoe "1" na direcao corresponden
te ao deslocamento impedido e "0" na diregﬁo do deslocamento
livre. Quando as condicoes de contorno sao especificadas de
ve-se ter o cuidado de colocar restrigaes que impegam qual-
quer movimento de corpo rTgido da estrutura, mesmo que em de

terminadas diregoes nao haja carregamento que possa causar
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movimento da mesma. Isto porque, na teso]ugﬁo do sistema de
equagoes, a matriz de rigidez global sera singular se | nao
houver vinculos que evitem todo movimento de corpo rigido.
Com a introdugao das restricoes nodais encerra-se a entrada

de dados da estrutura.

ITI.3 - MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA

Apos a especificacao das propriedades geometricas
das pecas e das propriedades mecanicas do material pode-se mon-
tar a matriz de rigidez do elemento em reTagEo ao sistemalde co
ordenadas local (RE). Através da subrotina RIGELE o ~ programa
constroi a matriz RE substituindo nos coeficientes da matriz da
Figura I1.2 as propriedades do elemento e do material. Por meio
da Equacao (II.5) RE-e transformada na matriz de rigidez do ele
mento em relacao aos eixos da estrut&ra (REG). A conhﬁbuigﬁo de
REG para a matriz de rigidez da estrutura RG & feita por inter
medio da subrotina RIGES. Esta subrotina avalia a contribuigﬁo
de cada peca para RG e, apo0s considerar todos elementos, a ma

triz de rigidez da estrutura estara completa.

A introdugao das condicoes de apoio na matriz de
rigidez da estrutura e efetuada por meio da técnica dos "0" e "1,
a qual consiste em substituir os coeficientes das linhas e <colu
nas correspondentes as restrigﬁes nodais por "zeros" colocando .
"1" na diagonal principal. De acordo com esta tecnica, o vetor
de cargas AC tambem seré alterado. Introduzidas as condigoes

de apoio, a matriz RG esta pronta para entrar no sistema de
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equagoes da estrutura:

A determinacao da matriz de cargas AC completara o sistema de

equacgoes da estrutura.

I11.4 - ENTRADA DE DADOS DOS CARREGAMENTOS E_GERACKQO DAS_ MATRI-
ZES DE CARGAS '

0s dados fornecidos a0 programa ficam completos
quando sao introduzidas as cargas que atuam na estrutura. A pri
meira informacao que o programa recebe sao os dados gerais do
carregamento: numero de ndos com cargas aplicadas (NNC), numero
de elementos com agoes de engastamento perfeito fornecidas dire
tamente (NERD), numero de elementos com agoes de engastamento per

feito calculadas (NERC) e nome do carregamento (XNOHME).

A introducao das cargas que compdem o carregamen

to se da da seguinte maneira:

1. Cargas Nodais

Sao cargas aplicadas diretamente nos nds, na dire
¢ao dos eixos da estrutura (Figura 11.5). Elas sao introdg
zidas especificando-se o no onde atuam e, a seguir, as sete
componentes de carga. Quando Tidas pelo programa Sao0 armaze

nadas diretamente na matriz de agoes nodais AN.
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‘Acoes de Engastamento Perfeito Dadas

Quando atuar num elemento um tipo de carga ' nao
considerada pelo programa deve-se fornecer as agoes de engas
tamento perfeito da mesma. Estas acgoes sao orientadas de
acordo com os eixos dos elementos. Elas.sao fornecidas indi
cando-se o elemento e, apos, as 14 componentes possiveis (7
em cada no). A ordem eh que essas acoes sao dadas & a da
numeragao da Figura II1.4. Quando introduzidas no programa
as agoes de engastamento perfeito sao armazenadas diretamen

te na matriz de acoes de engastamento (ARE).

e
9\ /'\} o
i /\0/ \4-/71.
k \ ‘< ) /‘z\k/'e/
h 7

Figura III.4 - Acoes de engastamento no elemento

Acoes de Engastamento Perfeito Calculadas

Quando atuam cargas concentradas ou cargas distri
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buidas uniformes ao longo de todo o comprimento da peg¢a, 0
programa, por meio das subrotinas CARCEL e CARDEL, calcula
automaticamente as acoes de engastamento perfeito do elemen
to. As acoes de engastamento devidas as cargas concentradas
sao. calculadas pela subrotina CARCEL. A subrotina CARDEL &
responsEVel pelo calculo das agoes de engastamento devidas
as cargas distribuidas uniformes. As cargas, concentradas
ou distribuidas, sao fornecidas ao programa indicando-se 0
elemento onde elas atuam juntamente com o nﬁmero'de cargas
concentradas (NCC) e de cargas distribquas (NCD) aplicddas.
Logo apos indica-se a diregao (DIR)}, a intensidade (CC ou CD)
e a posicao (A) da carga. A posicao A & a distancia entre o
no inicial do elemento e o ponto de aplicacao da carga e sbo
e dada no caso de cargas concentradas. 0s sentidos positi-
vos das cargas concentradas e distribuidas estao indicados
nas Figuras [I.6 e II.7, respectivamente. A direcao DIR e
especificada pelas palavras—chave mostradas na Figura IIIL.5.
As acoes de engastamento perfeito calculadas pelo programa

sao tambem armazenadas na matriz ARE.

Apos a introdugao de todas as cargas que atuam na
estrutura as matrizes de acoes nodais equivalentes (ANE) e de
agoes nodais combinadas (AC) s2ao obtidas. A montagem dessas ma-
trizes se da por meio das Eqgs. (II.11) e (II.12), vrespectivamen
te. Como e utilizada a tecnica dos "0" e "1" para a introducao
dos apoios, 0s elementos da matriz AC correspondendo aos deslo-
camentos impedidos sao zerados. A matriz AC pode entao ser in

troduzida no sistema de equacoes da estrutura.
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Figura III.5 - Direcoes das cargas nos elementos

II1.5 - CALCULO E SAIDA DE RESULTADOS

0 sistema de equagoes da estrutura:

AC = RG x DG

tem como incognitas os deslocamentos nodais. Para tesb1ver 0
sistema de equacgoes € utilizado a tecnica de "Eliminacao de Gauss".
No programa.isto e feito pela subrotina RESOLY e o resultado &
a matriz dos deslocamentos nodais na diregdo do sistema de coor
denadas global (DG). Quando houver, para uma mesma estrutura,
vériOS‘cartegamentos, cada coluna da matriz AC corresponderé a
um carregamento. Neste caso a teso]ugéo do sistema de equacoes

sera simultanea e cada coluna da matriz DG obtida tambem estara
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associada a um carregamento.

Obtidos os deslocamentos nodais da estrutura de-
termina-se os esforcos nas extremidades das pegas. A matriz des
tes esforgos (AE) & constituida pelas acoes de engastamento: per
feito ARE acrescidas do efeito dos deslocamentos dos nos extre-
mos do elemento (AED), de acordo com a Eq. (II.14). Estes deslo
camentos sao convertidos para o sistema de coordenadas local por
meio da Eq. (II.15}). Os vanres positivos dos esforgos nas ex-

tremidades correspondem as diregoes da Figura III.6.
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Figura III.6 - Esfor¢os nas extremidades do elemento

A matriz das reacgoes de apoio RA & obtida por

"equilibrio do no". Todas as forgas que atuam no nd (cargas apli

cadas diretamente no no, agoes dos elementos no no e reacoes de

apoio) devem estar em equilibrio. Este equilibrio, e portanto a
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matriz RA, & obtido através da Eq. (I1.16). As reagoes de apoio
estao relacionadas aos eixos da estrutura e sao positivas quando

nas direcoes indicadas na Figura II.5.

Obtidas as matrizes DG, AE e RA a analise nu-
merica da estrutura esta encerrada. Havendo mais estruturas pa
ra serem analisadas, o programa repete as etapas descritas nos

itens 2-a 5.

IT1.6 - LIMITACOES DO PROGRAMA

0 programa admite para cada estrutura um maximo
de 30 nos, 50 elementos e 5 carregamentos. Podem ser executadas
vérias estruturas simultaneamente. Alem disso, o programa pos-
sui um vetor de armazenamento (A) onde ficam contidas a matriz de
rigidez da estrutura (RG) e diversas outras matrizes. O numero

de posigoes que serao ocupadas nesse vetor e dado por:

NP = NDT x (LF + 2 x NC}) = 7 x NN x (LF + 2 NC)

onde LF e a Targura de faixa da matriz de rigidez da estrutura e

e determindda da seguinte nianeira:

LF = 7 x [(k-j)m-a-x+1]

sendo (k -j) a diferenca maxima entre a numeracao de dois

ma x
nos extremos dos elementos da estrutura. Como o vetor de armaze



46

namento A esta dimensionado para 10.000 posicoes tem-se:

NP < 10.000

ou

NN < 10.000

7 x [? (k- j)m-a-X + 7+ 2 NC]

A Tabela III.T fornece o nimero maximo de nos que
uma estrutura pode ter, em funcao do numero de carregamentos e
da diferenga maxima entre a numeracao dos nos extremos dos ele-

mentos.

TABELA 1 - Numero maximo de nos para uma estrutura

(k -3)nz
max 2 3 4 5 6 71 8 9 10
NC

1 30 | 30| 30|30 ({3028 | 24| 21| 19| 18
2 30 30 | 30 | 30| 30 | 26 23| 21 | 19 | 17
3 30| 30 1 30| 30 29| 25 23 20 | 18 | 17
4 30 | 30 | 30 | 30 28 | 25 22 201 18] 16
5 30 { 30 | 30 | 30| 27 | 24 211 19| 17 | 16

Os valores a esquerda da linha em negrito estao
limitados a 30 porque esta & a dimensac maxima que alguns veto-

res, relacionades com o numero de nos da estrutura, permitem.’
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CAPITULO 1V

EXEMPLOS DE APLICACAO

Os exemplos analisados a seguir sao comparados ou
com os resultados da teoria dos elementos de paredes delgadas,
com o objetivo de demonstrar a exatidao da analise, ou com os re
sultados de uma analise estrutural sem consideracao do empenamen
to, visando mostrar as alteracoes que ocorrerao nos esforgos e

nas tensges.

IV.T - VIGA BIENGASTADA

0 primeiro exemplo analisado consiste de uma viga
biengastada sujeita a um bimomento e a um momento torsor concen
trado (Figura IV.la). A finalidade deste exemplo e verificar a
precisEo dos resultados do programa comparando-os com os resulta
~dos da analise teorica. A vfga sera dividida em 8 trechos iguais
(Figura IV.1b) possibilitando com isso a determinagao dos esfor-
cosS em varios de seus pontos e facilitando o tracado dos seus

diagramas de esforcos.

A viga e de aco e constituida de um perfil VS 450 x
6Q (produzido pela Fabrica de Estruturas Metalicas S.A.). As di
mensoes e as propriedades geometricas da secdo transversal estdo
indicadas na Figura IV.2. 0s modulos de elasticidade longitudi
nal e transversal valem E = 2.100.000 kgf/cm* e G = 807700

kgf/cm?, respectivamente.
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Figura IV.1 - Exemplo 1: Viga 