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RESUMO 

Este trabalho consiste na anãlise estãtica-linear 

de estruturas planas com elementos prismãticos de paredes delg! 

das, a que anexa-se um programa computacional para uso em pro~­

jetos. 

Considera-se o empenamento da seçao transversal 

das peças estruturais como um novo tipo de grau de liberdade da 

mesma. A este deslocamento associa-se um esforço correspondente 

- o bimomento. Discute-se esse esforço como um hiperestãtico a 

mais, obtendo-se as relações necessãrias para a instituição das 

equações do mitodo de anãlise. 

Três exemplos foram estudados. O primeiro ~ viga 

biengastada - foi comparado com os resultados conhecidos da teo 

ria de tal peça. Nos outros dois - grelha e p5rtico plano - os 

esforços e as tensões foram confrontados com os resultados obti 

dos no mitodo de anãlise que admite peças com comportamento pl! 

no das seçoes transversais. 
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SUMMARY 

This work consists in the linear static analysis 

of plane structures composed of thin-walled prismatic members. 

A computer program for design use was developed. 

The warping of the cross section is considered as 

a new degree-of-freedom and the corresponding action is the bi­

moment. Considering this force as a new redundant force, the h~ 

cessary relations to set up the equations of the method of ana­

lysis are: de.rived. 

Three examples were analised. The first one - fi 

xed-end beam - was compare d wi th known resul ts of this beam theory. 

ln the other two examples - grid and plane frame - the internal 

forces and the stresses were compared with results obtained with 

a method of analysis that considers members with plane behaviour 

of cross section. 
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NOTAÇÕES 

VALORES RELATIVOS A SEÇAO TRANSVERSAL 

y, z 

s 

(/) 

= eixos principais de inêréia 

= coordenada curvilínea medida na linha mêdia da seçao 

= area setorial principal (tendo como polo o centro 

cisalhamento C e como origem um ponto tal que 

fsw.dS=O) 

C = centro de cisalhamento 

G = centro de gravidade 

S = A =areada seçao transversal 
X 

de 

Iy, I
2 

= momentos principais de inércia em relação aos eixos y e z 

I = momento de inércia setorial principal w 

Jt = I =constante de torção 
X 

Ey, E = momentos estãticos da parte da seçao acima do ponto ana z 
lisado, em relação aos eixos y e z 

E = momento estãtico setorial da parte da seçao acima do .w 

ponto considerado, relativo a are a setorial principal 

b i , t. = comprimento e espessura do t re eh o . i que compoem a seçao 
1 
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VALORES RELATIVOS AO ELEMENTO 

= comprimento 

X = eixo dos bari centros 

x' = eixo dos centros de cisa l hame nto 

j , k = no inicial e no final 

i = numero do elemento 

a, b = posição das cargas 

VALORES CARACTERISTICOS DO MATERIAL 

E = mõdulo de elasticidade longitudinal 

G = mÕdulo de elasticidade transversal 

ESFORÇOS 

N = esforço normal 

Q ,Y, Oz = esforços cortantes 

T = momento torso r total 

Ts = momento to rs or de Saint Venant 

T = w momento de flexo-torção 

My' Mz = momentos fletores 

B = bimomento 
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CARGAS 

n = força normal distribuída 

qy• q
2 

= cargas transversais distribuídas 

mt = momento torsor distribu1do 

m · = bimomento distribu1do w 

= momentos fletores di stri bu,dos 

OBS. : As cargas concentradas têm a mesma notação dos esforços 

DESLOCAMENTOS E DE FORMAÇOE S 

u = deslocamento longitudinal 

V• w = deslocamentos transversais 

= ângulo de torção 

q, ' = rotação unitãria de torção 

E = deformação longitudinal 

TENSOES 

(J = tensão normal 

T = tensão tangencial 

T = tens ão tangencial na torção de vi da a Ts s 
T = tens â o tangencial na torção devida a T w w 
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CAPITULO I 

INTRODUÇ'AO 

I. l - GENERALIDADES 

Muitas estruturas em engenharia podem ser repre­

sentadas por um conjunto de elementos prismãticos que se inter 

ceptam em determinados pontos (nõs), estando o movimento de cor 

po rfgido impedido pelos apoios. Estas são as chamadas ªEstrutu 

ras Reticuladas''. 

Entre os diversos métodos de anãlise estãtica-li 

near, o dos deslocamentos (método da rigidez) é muito difundido, 

devido principalmente ã facilidade no manuseio de suas equaçoes. 

Com a ajuda da ãfgebra linear ele se torna altamente 

para ser utilizado em computadores. 

eficiente 

Normalmente os programas computacionais para a ana 

lise de estruturas reticul.adas não consideram o empenamento da 

seção transversal. Estes programas tratam os elementos como bar 

ras maciças, admitindo que suas seções permanecem planas apõs a 

deformação. No caso de seção cheia esta hipõtese é vãlida pois, 

embora ocorra o empenamento, ele serã de efeito localizado, de 

acordo com o princfpio de Saint Venant. 

Quando as peças que constituem a estrutura forem 

de paredes delgadas, suas seções empenarão. O fenômeno pode :se 

estender ao longo de todo o comprimento das mesmas e conseqüent~ 
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mente nao. deve ser tratado como um efeito localizado. Portanto, 

na anãlise de tais estruturas, o empenamento tem que ser conside 

rado como um deslocamento a mais que a seçao transversal pode so 

frer. Para introduzir este novo grau de liberdade recorre-se a 

Teoria dos Ele.mentos de Paredes Delgadas 111 , 15 I. 

O programa .de anãl i se estrutural desenvolvi do 

aqui trata de peças prismãticas de paredes delgadas com seç ao 

aberta. O método utilizado ê tão exato quanto os jã implement~ 

dos para estruturas reticuladas l 2• "I, Com exceção de consi de 

ràe;ões referentes ã deformação da ligação de duas ou mais 

ras, as simplificações introduzidas sao decorrentes das 

ses bãsicas da teoria dos elementos de paredes delgadas. 

I .2 - TORÇJ\0 NJ\0-UNIFORME 

As fórmulas apresentadas neste item foram 

bar­

hipõt~ 

de sen 

volvidas na sua forma mais completa por V. S. Vlasov 115 1- A d~ 

dução destas relações foi abordada por vãrios autores f 3, 
5

• 11 • 17 1, 
sendo desnecessãrio o desenvolvimento da mesma aqui. 

Para o elemento da Figura l, submetido a torção 

pura, a hi põtese das seções planas não ê vãl ida. Ao longo da 1!_ 

nha media da seção transversal aparecem deslocamentos axiais que 

constituem o chamado ''empenamento'' da peça. Para determinar es 
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't 

Figura 1.1 - Peça submetida a torção pura 

tes deslocamentos utilizam-se 2(duas) hipóteses simplificadoras: 

apos a deformação do elemento, a seçao trans­

versal permanece indeformada no seu prõprio 

plano; 

as distorções da superficie midia da peça sao 

nulas. 

Baseado nestas duas hipõteses obtêm-se: 

u (s, x) = -<P' w (]. l ) 

onde, 

u = deslocamento axial de um ponto da seçao transversal; 



s = 

4 

coordenada curvilínea que define a posição do ponto 

linha média da seção; 

na 

qi' (x) = rotação unitária de torção; 

w {s) = area setorial principal da seçao. 

Quando a rotação unitária de torção qi' variar ao 

longo do eixo do elemento, por restrição ao empenamento ou por 

variação do momento torsor, os deslocament·os axiais u sofrerão 

alterações que ocasionarão o surgimento de tensões normais a, 

ocorrendo a chamada "torção não-uniforme". As deformações e as 

tensões axiais que surgem são dadas por 

onde, 

s{s,x) = a u 

d X 

= - </l li • w 

a (s, x) = E . E= - </l'' • w. E 

( r. 2) 

( r. 3) 

Chamaremos de ''bimomento'' a seguinte grandeza: 

8 {X) = f S a . w . dS = -qi" • E • Iw ( r. 4) 

I - f w2 
• dS w - s é o momento de inércia setorial principal, da 

·da seção transversal. 

O bimomento e urna solicitação com dirnen-
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sao F.1 2
, que origina tensões normais auto-equilibradas na se­

çao transversal. 

Comparando as Eqs. {I.3) e {I.4) chega-se a 

cr{s,x) = 
B • w 

I 
w 

( I. 5) 

que ê anãloga a equaçao das tensões normais na flexão simples.Da 

Equação (I.5) pode-se ver que um bimomento ê positivo quando, num 

ponto da seção, causa tensão normal de mesmo sinal que a 

setorial. 

area 

O surgimento de tensões normais variando ao longo 

do eixo do elemento implicarã no aparecimento de tensões tange~ 

ciais secundãrias , , que se distribuem uniformemente na espe~ 
w 

sura da seção, e que são dadas por 

onde, 

t = 

'w {s, x) = 
E 

t 
E • q, "' w 

a espessura da seçao analisada; 

( I. 6) 

E (s) = o momento setorial estãtico do trecho da seçao acima da 
w 

coordenada s. 

As tensões , sao devi das ao chamado "momento de 
w 

flexo-torção'' Tw' o qual e obtido por 



T = 
w 

dB 

dx 

6 

( I. 7) 

Substituindo na Eq. {I.6} chega-se a uma fÕrmula 

ariilo~a a das tensões de cisalhamento na flexão simples 

T E. w w 
T -w ( I. 8) 

t I 
w 

Na torção não-uniforme continuam vilidas as equ! 

çoes da torção uniforme, desde que o momento torsor T seja subs 

tituido por um "momento torsor de Saint Venant" Ts, menor que T, 

= ( I. 9) 

Ts t 
TS = {1.10) 

Jt 

sendo, 

Jt 
- 1 

l: b. t: -
l l 

3 

onde, 

b. e t. sao, respectivamente, o comprimento e a espessura dos 
l l 

diversos trechos que compõem a seção transversal. 

A distribuição das tensões que atuam num ponto 

qualquer da seção, quando ocorre torção nio~uniforme, estio indi 
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cadas na Figura I.2. 

Figura I.2 - Tensões na torção nao uniforme 

A soma do momento torsor de Saint Venant Ts e do 

momento de flexo-torção T 
w ' 

em qualquer seção do elemento, se 

rã igual ao momento torsor T. Daí tem-se: 

T = = 

(I.11) 

I.3 - RELACDES FUNDAMENTAIS PARA ELEMENTOS DE PAREDES DELGADAS 

Na Figura I.3 estã representado um elemento de p~ 

redes delgadas sujei to a um carregamento genêri co. Os eixos pri.!:!_ 

ci pais de i nêrci a da seção estão representados por y e z. O ei 

xo x contêm os centros de gravidade G da seção transversal da 

peça e o eixo x' 
' 

paralelo a x, Gontêm os centros de cisalha 

menta C. Os sentidos das cargas e dos esforços extremos · sao 

considerados positivos. 
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Figura I.3 - Cargas e esforços num elemento de paredes delgadas 

No elemento da Figura I.3 a força axial N e os 

mbmentos fletores My e M2 estio atuando no centro de gravid! 

de G, enquanto que o momento torsor T e os esforços cortan-

tes e atuam no centro de cisalhamento e. 

Os esforços que atuam na peça constituem quatro 

estados de solicitações independentes. Estes estados são: o car 

regamente longitudinal, a flexão no plano xy, a flexão no pl! 

no xz e a torção. Os três primeiros estados são bem conheci­

dos da Resistência dos Materiais, tendo as seguintes equações de 

equilíbrio: 

E • S • u~ = -n (I.12) 

E . Iz . viv = q - m' y z (I.13) 



onde, 

9 

q + m' 
z y {I.14) 

sao os deslocamentos lineares do ponto C, na dire 

çao dos eixos x, y e z, respectivamente. 

A equaçao de equilibrio da torção e obtida por: 

dT 

dx 

= 

que, junto com a Eq. (I.11), darã; 

E • I 
úl 

~iv - G. Jt . ~'' = (I.15) 

A equaçao acima define o problema da torção nao-

-uniforme numa peça de paredes delgadas com seçao transversal 

aberta. As Eqs. (I.12) a (I.15), associadas ãs condições de 

contorno apropriadas, possibilitam a determinação dos coeficien 

tes de rigidez do elemento, os quais serão utilizados na anãflse 

da estrutura. 

A anãlise estrutural darã como resultados os es 

forças extremos nas vãrias peças que compõem a estrutura. De po~ 

se deles podemos calcular as solicitações ao longo do elemento e, 

posteriormente, determinar as tensões normal e tangencial emqua! 

quer ponto da seção transversal. A obtenção destas tensões~ e 

feita pelas fÕrmulas: 



1 O 

N 
M. y M. .z 

B.w z a = + + : ; ) 

A I z I I y w 

-
Qy . Ez Qz . Ey T s . t T E 

+ w w 
T = + + 

Iz t Iy t Jt I t w 

(I.16) 
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CAPTTULO II 

FORMULACAO MATRICIAL DO MtTODO DE AN~LISE 

II. 1 - INTRODUCAO 

O método .utilizado na ariâlise de estruturas com 

elementos de paredes delgadas é anâlogo ao método da rigidez em 

pregado por vârios autores l 2' 
9

' 16 I no estudo de estruturas re 

ticuladas planas com peças de seção cheia. Porém, para conside 

rar barras de paredes delgadas, é necessârio introduzir um novo 

grau de liberdade - o empenamento da seção transversal - corres 

póndente a um outro tipo de ação - o bimomento. Outra diferença 

é que, embora a estrutura seja plana, serâ permitido carregame~ 

to em qualquer direção. Por exemplo, num pÕrtico admitem-seca~ 

gas perpendiculares ao seu prõprio plano. Com exceção destas 2 

diferenças o processo de anâlise desenvolvido aqui é idêntico ao 

método da rigidez convencional para estruturas planas. 

As peças que cornpoern a estrutura devem ter campo~ 

tarnento linear a fim de que seja vâlido o principio da superposl 

ção dos efeitos. Elas devem também ser retilineas, prisrnâticas, 

de paredes delgadas e com seção transversal aberta. Mais ainda, 

devem estar rigidamente ligadas entre si, de modo que todos os 

elementos que chegam a um nõ tenham os mesmos deslocamentos nes 

te ponto. Urna aproximação introduzida no método de anâlise e a 

consideração de que todos os elementos que concorrem num ponto 

sofrem o mesmo empenamento. Este procedimento é adotado por di­

v e r s o·s a u tores 1 
7 

' 
8 

' 
1 o· 1 , embora não ex i s ta u rn c o n se n s o q u a n to 
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a sua validade. Apenas no caso de vigas contínuas com seçao cons 

tante pode,se afirmar que ele é exato. 

Para a estrutura ser consideraria plana de~ 

ve ter os eixos dos centros de cisalhamento de suas peças conti­

dos num mesmo plano - plano de cisalhamento. Além disso um dos 

planos principais de cada elemento deve estar contido no plano 

de cisalhamento ou num paralelo a este. Se as 2 condições nao fo­

rem atendidas ocorreri que, num determinado nõ, nio haveria in 

terseçio dos eixos dos centros de cisalhamento ou dos eixos dos 

centros de gravidade das barras que chegam no nõ. 

A seguir sao apresentadas as diversas matrizes 

necessirias para a anilise estrutural, assim como as equaçoes ma 

triciais que compõem o método. 

l!.2 - MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO 

Para uma estrutura plana, sujeita a um carregame~ 

to qualquer, hi ?(sete) graus de liberdade (deslocamentos) por 

no. A cada um deles corresponde um esforço (açio) que atua na 

mesma direção. Um elemento genérico "i'' limitado pelos nõs ''j'' 

e ''k" tem 14 deslocamentos, associados i 14 ações, nas suas ex­

tremidades. Na Figura II.l estão indicadas as 14 direções, 

consideradas - positivas, - dos deslocamentos -,ec - das, ... , açoes 

nos extremos do elemento i. 
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y 

z 

':! , k 

f-; 

X 

Figura II.l - Direções dos deslocamentos e das açoes 

num elemento 
extremas 

O sistema de eixos ortogonais xyz e chamado "sis 

tema de coordenadas local'' pois estã orientado de acordo com o 

elemento. O eixo x contem os centros de gravidade da peça, (x' 

contem os centros de cisalhamento); y e z são os eixos princi-

pais da seção transversal. O plano xy coincide com XY {plano 

da estrutura) e o eixo z aponta para fora deste plano, sendo p~ 

ralelo a Z. Os eixos X, Y e Z constituem o sistema de coorde 

nadas global, que indica a direção dos deslocamentos e das ações 

na estrutura como um todo. 

O vetor de deslocamentos das extremidades do ele 

menta i, DE 1 , na direção do sistema de coordenadas local, e 
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ou 

(II.l} 

As açoes nas extremidades do elemento i estão con 

ti d as no vetor AE i , asso c i a d o a DE i : 

ou 

AE i = . {a l , a 2 , a 3 , ... , a l 4} 

Q z . , 
J 

T.,M, M ,B., 
J yj zj J 

A relação entre AEi e DEi ê dada pela matriz de 

rigidez do elemento i, REi. Os coeficientes que constituem essa 

matriz representam as ações exercidas pelos engastes extremos 

quando são impostos deslocamentos unitirios a cada extremidade 

da peça. Estes deslocamentos unitirios são considerados como 

produzidos um de cada vez enquanto os demais se mantêm nulos. A 

equação que relaciona os esforços aos deslocamentos ê; então, 

= RE. . DE. 
. . l .. l 

(II.3) 

Para determinar os coeficientes de rigidez utili 

zam-se as equações de equil'íbrio (I.12) a (I,15).·júntamente ,com 
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as condições de contorno impostas. Como hã 4 estados de solici­

tações independentes pode-se analisar separadamente cada um de 

les. Os coeficientes correspondentes is cargas axiais, ã flexão 

no plano xy e ã fl.exão no plano xz são bem conhecidos 12
' 

9 I. Os 

demais, devidos ã torção não-uniforme,·são obtidos mediante a in­

trodução dos deslocamentos unitãrios na Eq. (I.15). Fazendo-se, 

por exemplo, 

obtêm-se 

onde, 

e 

<j,. = 1 
J 

r 4;4 = 

y = 

e mantendo os outros deslocamentos 

G 
.y.shyi 

K 

G 
. ( eh y 9-- - 1 ) 

K 

IX 
- - ----

G 
. y . sh y9--

K 

G 
. (chy9-- - 1) 

K 

E • I 
w 

K · = 2 . ( 1 - eh y9--) + y9-- . sh y9--

nulos 

(a) 

( b) 

(e) 

(d) 
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sendo, 

''1'' o comprimento do elemento, 

''E'' e ''G'' os módulos de elasticidade longitudinal e transversal 

do material 

a constante de torção da peça 

I 
w o momento setorial de inércia principal 

O coeficiente de rigidez r
1414

, por exemplo, 

representa o bimomento que aparece no nõ k quando é dado um giro 

$ = l no no j. A determinação dos coeficientes de rigidez (a) 

a (d) e dos demais, para a torção não-uniforme, é dada no Apên­

dice A. 

A matriz de rigidez do elemento i estã na Figus 

ra II.2. As constantes que ainda não foram definidas sao a area 

da seçao transversal "Ax'' e momentos de inércia principais em re-

lação aos eixos y e z, 11 I .. 11 

y e u I . !1 .•. 
z 

A matriz RE. foi desenvolvida em relação ao siste 
1 

ma de coordenadas local porque isto faz com que a obtenção dos 

coeficientes de rigidez seja mais simples. Porém os eixos x e y 

não coincidem necessariamente com os eixos X e J da estrutura. 

Como um coeficiente de rigidez em qualquer nõ da estrutura é com 

posto pela contribuição dos diversos elementos que concorrem nes 

te nõ, é preciso transformar cada rigidez das peças para a dire 

ção dos eixos da estrutura. Esta transformação é efetuada por 



E. Ax Q o o o o E.Ax -2- o - -i- o o o o o o 
12. E. I z o o o 6. E. l z 12.E.Iz 6.E.Jz o o o o o o 

2' ?. 3 
----p- t' 

~.]y o _ 6. E. ly o o o o -~-1.L o _ 6_!,_:lx o o 
2' , , 2' 2' 

G. IX h o o G.Ix(h 1) o o o G.Ix hl. o \ 1X. ( chyi,-1) -y·Y-S y?, --. e yt- . --K-.y.s y o 
K 

4.E. ly o o o o _ 6. E. ly o 2 .E. lt o o -2-
2' 2 

4E. I z o o 6.E. lz o ,Q 2.E.lz o -,- --l.,- o -2-

w(yL chyl.-shyJ.) o _ G"Jx( chl.-1) . o o G.lx(h) o o -K-. s yl.-yl. 
; ,y .y 

E.Ax o o o . o o o -2-

12.E.Iz o . o 5.E. Iz o -y;- o --,.,-
~ ...., 

simétrica 12.E.ll o . 6:E; ly o o 
2' ~ 

G.Ix h .,_ -K-.y.s y o o G.Ix(h 21 , -K-· e Y - J 

-4.é:.It --.,,- o o 
4.E. Iz o 

1 

11, 

GK.I;, (yt. chy9--shy11.)J 

Figura 11.2 - Matriz de rigidez do elemento 
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meio da matriz de rotação do elemento i ''ROT.". Na Figura II.3 
1 . 

está indicada uma peça i inclinada de um ângulo a em relação aos 

eixos das estrutura;. Este ângulo~ medido entre as direções PQ 

sitivas dos eixos x e X, no sentido anti-horário, a partir de X. 

/' 
/ 
k 

y \ y 

X 

z.z 

Figura II.3 - Inclinação do elemento i 

A matriz de rotação do elemento i e 

[ R : O 
ROT. = --0--:-R--- {II.4) 

1 

onde 

/ Cx Cy o o o o o 

- Cy ex o o o o o 
o o l o o o o 

R o o o Cx Cy o o 
= 

o o o -Cy Cx o o 
o o o o o l o 
o o o o o o l 
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sendo, 

Cx = cosa e Cy =sena. 

A transformação da matriz de rigidez do elemento 

i, do sistema de coordenadas local para o sistema de coordenadas 

global, ê obtida por 

onde, 

= ROT ! 
1 

ROT 1 e a transposta de ROTi. 

RE. 
1 

(II.5) 

A matriz REGi, associada aos deslocamentos da es 

trutura,ê apresentada na Figura II.4. 

A montagem da matriz de rigidez da estrutura ''RG'' 

(matriz de rigi"dez global) e feita.somando, para cada nõ, a con-

tribuição dos elementos que chegam a ele. A matriz de rigidez 

global relaciona os deslocamentos dos nõs da estrutura com as 

ações que atuam no mesmo ponto e na mesma direção destes desloca 

mentos. A equação matricial que representa essa relação e 

AC = RG DG 

onde, 

AC = vetor das açoes nodais combinadas (na direção dos 

da estrutura); 

(II.6) 

eixos 



"nce: 

o o 

o o 

r3,l ·r3,5·Cy r3 ,5 . Cx 

r 4 ,4. Cx2+r 5 ,5' Cyl (r4 ,4-r5 ,sl. Cx.C.v 

r 4 •4• Cy 2 tr5 ,s. C:,;: 2 

sirr.iitrica 

·r2,6"Cy o 

r2 ,6.cx 

o 

r4 ,7'cx 

r4,7'Cy 

r6 ,6 

r7, 7 

-r1,1.Cx2 ·r2,
2

.Cy2 (r2 ,2-r111 )cx.Cy 

(rz,2·r1,1lCx.Cy ·r1,1·CY2·r2,2·Cx2 

o o 

r 1, 1.c:,;.2+r2 .z· Cy1 (r1 ·• 1-r2,2). Cx.Cy 

r 1, i · Cy:+r2 ,z· Cx 2 

o o 

o 

-r3 ,5.cx -(,r4,4+rs, ulCx,Cy -r 4,4. Cy2+rs, 12· ex• 

o o 

o -r4,rcx ·r4,7Cy 

o 

o o 

r3.l r3,5'Cy ·r3,5-Cll. 

r4 ,4, Cx2+r 5 ,S, ey1 (r4 •4-r5 ,5)Cx.Cy 

r 4 ,4. c)'2+r5 ,5, Cx' 

Figura 11.4 - Matriz de rigidez do e~emento em relação ao sistema de coordenadas global 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

r1,.7 .rx 

r47.Cy 

o 

r7, 14 

o 

N 
o o 

-r4 ,7'Cx 

-r4 , 7.Cy 

o 
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DG = vetor dos deslocamentos nodais (na direção dos eixos da 

estrutura). 

II. 3 - VETORES DE CARGA 

Apôs a montagem da matriz RG, o passo seguinte e 

a obtenção dos vetores de carga. O primeiro deles é o vetor de 

Ações Nodais AN, o qual contém as cargas diretamente aplicadas 

nos nõs, na direção dos eixos da estrutura. Como em cada no hã 

sete deslocamentos possíveis, o vetor AN terã sete açoes por no. 

Portanto, o vetor possui rã 7 x n elementos, sendo n o numero 

de nõs da estrutura. As ações num nõ genérico j estão indicadas 

na Figura II.5. Desta maneira o vetor AN toma a forma 

AN ;{N 1 , Qyl, Qz , T1 , ... , N.,Q .. ,Qz ,T., My.' Mz.' 8., ... , M , M ,B} 
l J Y j · j ·· J J J J Y n zn n 

(II.7) 

Outro vetor a ser considerado é o das Ações de E~ 

gastamento do Elemento ARE. Este vetor é constituído pelas rea 

ções das extremidades engastadas do elemento.quando este · rec~be 

cargas ao longo de seu comprimento. Estas reaçoes estão orienta 

das de acordo com o sistema de coordenadas local e dependem do 

tipo e da posição das cargas aplicadas. A relação entre as rea 

çoes das extremidades e as cargas que atuam num elemento i é ex 

pressa pela equação 

ARE. 
l 

= (II.8) 



onde, A. 
1 

z 

y 

' ' 
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' Qy• 

Tj' ~i1B~ 
Myjt 71 

T a1 j 
Nj ~;:.;_~~~~~~ 

M•j / 

X 

Figura II.5 - Cargas nodais 

e o vetor de cargas (concentradas ou distribuídas) que 

atuam no elemento i e Ti ê uma matriz de transferência que re­

laciona as reações nas extremidades com as cargas aplicadas. Um 

elemento T •. 
1 J 

da matriz T representa a reação na direção i de-

vida a uma carga unitãria aplicada na direção j. Para 

concentradas atuando num ponto ''m" qualquer do elemento 

cargas 

(Figu-

ra II.6) a Eq. (II.8) pode ser escrita da seguinte maneira: 



Nj - b /Q, o o o o o o 

Qy. o -(3a+b}b2/Q, 3 o o o 6ab/Q, 3 o 
J 

Oz. o o -(3a+b}b 2/Q,1 o -6ab/Q, 3 o o 
J 

T. o o o T4,4 o o T4,7 N J m 
M o o a.b2/9,2 o (2a-b)b/22 o o Qy yj m 
M o -a.b2;9,2 o o o (2a-b)b/Q,2 o Qz zj m 
B . o o o T7 4 o o T7,7 T 

J m , 

Nk = -a/ .Q, o o o o o o X M (II .9) 
Ym N 

Qyk o -(a+3b}a2/.Q, 3 o o o -6ab/2 3 o M w 

zm 

Oz o o -(a+3b)a 2/.Q, 3 o 6ab/2 3 o o Bm k 

Tk o o o r,, 4 o o Tll,7 , 
M o o -a2.b;22 o (2b-à)a/22 o o yk 

M o ª2 .b/23 o o o (2b-a)a/22 o 
ZK 

Bk o o o Tl4 4 o o Tl4,7 , 
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onde, 

T4 , 4 = [(eh yQ,- l) . (l - eh yb) + sh yQ,. (sh yb -yb)J / K 

T7 ,4 = [(yb - sh yb) (l -chyi) - (l -ch yb) (y9,-sh yiB/yk 

= 

Tl4,4 = T4,4· sh yi/y - T 7, 4. eh yQ, + sh yb/y 

T 4, 7 = (sh y Q, - sh yà sh yb) y/K 

T 7 , 7 = [( eh yb - 1 ) ( l - eh y Q,) + sh yb (sh yi-yi)J/K 

T 11 , 7 = T 4 7 , 

Tl4,7 = T 4 ~ 7 · sh yi/y - T 7, 7 · eh yQ, -eh yb 

sendo, K = 2 ( l - eh y Q,) + y 9. • s h y 9, 

./ 

Figura II.6 - Cargas concentradas no elemento 
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Quando houver cargas distribuídas uniformes apl~ 

cadas ao longo de todo o vao do elemento (Figura II.7) a Equa-

ção (II.8) torna-se 

N. -f'/2 o o 
J 

o .o o o 

Qy. o -2/2 o o o o 
J 

Qz. o o -2/2 o -1 o o 
J 

T. 
J 

o o o -2/2 o o l n 

M o o 2 2 /12 o o o o qy Y· J 

M o 
-9, 2/12 o o o o o qz z. 

J 

B. = o o o ( 1-
yQ',/2 )/y2 o o o X mt J thy2/2 

Nk - 9.,/2 o o o o o o my 

Qyk o - 9.,/ 2 o o o -l o mz 

Qz o o - 9.,/2 o o o m 
k w 

\ o o o -2/2 o o -1 

M o 
yk 

o -9,2/12 o o o o 

M 
zk 

o 22/12 o o o o o 

Bk o o o -(1- y_,Q,/2 )/y2 o o o 
thy2/2 

( II.10) 

A obtenção dos coeficientes T .. 
1 J 

para a torção nao 

-uniforme estã no Apêndice B. Quando atuarem, simultaneamente, 

cargas concentradas e cargas distribuídas deve-se efetuar as 

E q . {II.9) e {II.10) e somar seus resultados. 
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~I 

Figura Il.7 - Cargas distribuídas no elemento 

O vetor ANE das ''Cargas Nodais Equivalentes" e 

constituído pelas açoes que as peças transmitem para os n6s da 

estrutura. Como as componentes deste vetor estão na direção dos 

eixos globais, a contribuição de cada elemento ê realizada efe­

túando uma rotação de eixos e invertendo o sinal de ARE. A pare! 

la indicada abaixo representa a colaboração de um elemento gen! 

rico "i" para o vetor ANE. 

ANE + ROTI 
. l 

ARE. 
l 

(II.11) 

Ap6s considerar a contribuição de todos os elemen 

tos da estrutura o vetor ANE estã completo. A soma de ANE com 
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AN resulta no vetor de Cargas Nodais Combinadas AC: 

AC = AN + ANE (II.12) 

Com isso estão formados todos os vetores para a 

anãlise da estrutura. 

II.4 - CÃLCULO DOS RESULTADOS 

Após a obtenção de RG e de AC o calculo do vetor 

de Deslocamentos da Estrutura OG é efetuado. Da Eq. (II.6) tem­

-se: 

DG = RG - 1 
X AC (II.13) 

O vetor A[i das Ações Finais nas Extremidades de 

um elemento i é obtido pela superposição das ações de engastame~ 

to AREi com os efeitos dos deslocamentos das extremidades j e k 

da peça. Esta superposição é indicada na Eq. (II. 14): 

AE. 
l 

= + RE. 
l 

(II.14) 

O vetor DE. é obtido a partir dos 
l 

deslocamentos 

nodais DG. Como estes estão na direção dos eixos da 

a seguinte transformação se faz necessãria: 

DE. = ROT. 
. l . l 

estrutura 

(II.15) 
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onde DG. , e o vetor dos deslocamentos nodais para os nos extre 

mos do elemento :;. 

O vetor RA das Reações de Apoio e obtido por equ! 

lfbrio de no, conforme indicado a seguir: 

(II.16) 

sendo RA · 
J 

as reaçoes num nõ de apoio da estrutura, AN. as car-
. J 

gas aplicadas nesse nõ e E ROT! 
., '. ·, · ' e'. . ; .1 .. 1 

de extremidade dos elementos que 

eixos da e~trutuia). 

x AE. as 
) .: '. :. l . 

resultarites das açoes 

chegam nesse nõ (na direção dos 

Obtidos os esforços nas extremidades das peças e 

as reaçoes de apoio, o problema da anãlise estãtica de estrutu­

ras de paredes delgadas estã determinado. Para o traçado dos 

diagramas de esforços o Ap~ndice C fornece fórmulas 

aos casos mais comuns de carregamento. 

referentes 
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CAPITULO III 

ESTRUTURA DO PROGRAMA 

III. 1 - I NTRODUÇ/10 

O programa computacional para anãlise de estrutu 

ras com elementos de paredes delgadas nada mais ê que uma aplic~ 

ção, de um modo organizado e eficiente, das equaçoes matriciais 

apresentadas no Capitulo II. Este programa ê constituido de vã­

rias etapas distintas, cada uma das quais responsãvel por uma ta 

refa especifica. Estas etapas, que estão mais detalhadas nos 

prõximos itens, são: 

1. Entrada de aados da estrutura; 

2. Montagem da matriz rigidez da estrutura; 

3. Entrada de dados dos carregamentos e mon-tagem 

dos vetores de cargas; 

4. Cãlculo e saida de resultados. 

O objetivo deste Capitulo ê descrever cada uma 

destas etapas juntamente com algumas caracteristicas do progra­

ma. Estas etapas estão representadas no 'diagrama de blocos 

abaixo e, nos prõximos itens, serão mais detalhadas. 

A seguir estã descrita a maior parte da notação 
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( INÍCIO ) 
i--------------------------------ETAP A l 

l Leitura dos Dados 
da Estrutura 

Impressão dos Dados 
da Estrutura 

- -·- - - - - --- -----------------------ETA: DA 2 
• 

Subrotina RIGELE 
-

Montagem da Matriz 
de Rigidez do 

Montagem da Ma t ri z Elemento - RE. 
1 

de Rigidez da 

Estrutura RG Subrotina RI GES 

Avaliação da 
' Contribuição de 

RE. 
1 

para RG 

------------------------------- E TAP A 3 
• 

2 ~ 
Leitura dos Dados 

do Carregâmento. 

Impressão dos Dados 
dei Carregamento -

-
A 
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A 

Subrotina CARCEL 

Cãlculo das Acões de -
Enqastamento de vi do 

Montagem as cargas concentradas 
aplicadas no elemento 

das 
Matrizes 

de S1Jbroti na CARDEL 
Cargas 

Cãlculo das açoes de 
engastamento devi do 
as carqas distribuídas 
aplicadas no elemento 

2 ------------------------------ ETAPA 4 

Subrotina RES OL V 

Resolução do 
sistema de 
equaçoes 

AC = .RG' DG 

- -

Cãlculo das Reações 
de apoio RA e dos 

esforços nos 
elementos AE 

Impressão de 
DG, RA e AE -

-] 

( FIM ) 
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deste Cap,tulo, com as variãveis listadas na ordem em que apar~ 

cem no programa. Uma variãvel seguida de parênteses ( ) repre­

senta um vetor. Variãveis seguidas com parênteses encerrando uma 

ou duas v,rgulas representam, respectivamente, matrizes 

tridimensionais: 

NEST numero de estruturas 

IEST ,ndice da estrutura 

NOME ( )' -nome da estrutura 

UNIOC~ UNIDF - unidades de comprimento e de força 

NN numero de nos 

NE numero de elementos 

b. 
1 

e 

N D I numero de deslocamentos impedi dos (numero de restrições) 

NDT numero de deslocamentos total 

N DP numero de deslocamentos permitidos 

NN R numero de nos com restrições (numero de nos de apoio) 

NC numero de carregamentos 

E mõdulo de elasticidade longitudinal do material 

G mõdulo de elasticidade transversal do material 

X ( ), Y ( ) - coordenada X e Y do no 

NI ( ), NF( ) - nõs inicial e final do elemento 

AX - areada seção transversal do elemento 

IX - constante de torção do elemento (= Jt) 

IY ), IZ ()-momentos de inércia principais, relativos 

eixos y e z da seção transversal do elemento 

aos 
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IW ( ) - momento de inercia setorial principal da seçao transver 

sal do elemento 

L ( comprimento do elemento 

CX, cy - cosenos diretores do elemento 

ROT ( , , ) - matriz de rotação do elemento 

LRN ) - lista de restrições nodais da estrutura 

RE(, )- matriz de rigidez do elemento no sistema de coordenadas 

local 

REG (,) matriz de rigidez do elemento no sistema de coordenadas 

global 

RG (., ) - matriz de rigidez da estrutura (matrTz de. rigidez global) 

XNOME 

NNC 

NE RD 

, ) - nome do carregamento 

numero de nos com cargas 

numero de elementos cujas açoes de engastamento nas ex­

tremidades são fornecidas como dados 

NERC numero de elementos cujas ações de engastamento nas ex 

tremidades são calculadas pelo programa 

AN ( , ) - matriz de ações nodais (nas direções dos eixos da es 

trutura 

ARE ( , , ) - matriz de açoes de engastamento nas extremidades 

do elemento (nas direções dos eixos dos elementos) 

ANE ( , ) - matriz de ações nodais equivalentes (nas direções dos 

eixos da extrutura) 

AC ( , ) - matriz das ações combinadas nos nos (na direção dos 

eixos da estrutura 
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OG (,) - matriz dos deslocamentos nodais (tia direção dos eixos 

da estrutura) 

AED ( , , ) - matriz de açoes nas extremidades dos elementos de 

vidas ao deslocamento destas extremidades (na direção 

dos eixos do elemento) 

AE ( , , ) - matriz de ações finais nas extremidades dos elemen 

tos (na direção dos eixos do elemento) 

RA (,) -matriz das reações de apoio (na direção dos eixos da 

estrutura) 

III.2 -ENTRADA DE DADOS DA ESTRUTURA 

A primeira etapa do programa consiste no forneci 

mento de informações sobre a estrutura. Estas informações sao 

constituidas pelas posições dos nõs, propriedades geométricas da 

seção transversal dos elementos, propriedades mecânicas do mate 

rial e tipos de apoio. 

O primeiro dado fornecido e o numero de estrutu­

ras que serao analisadas (NEST). Então, por meio de um índice 

contador (IEST) o programa controla a execução da anãl ise para o 

numero de estruturas especificado. Logo apõs vem os dados refe 

rentes a cada estrutura em particular. Estes dados são dividi­

dos em 4(quatro) grupos: 

1. Dad6~ Gerais da Estrutura 

São lidos pelo programa, na respectiva ordem de 
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entrada, o nome da estrutura (NOME), as unidades de compri­

mento e de força (UNIDC, UNIDF), o numero de nõs (NN), o nu 

mero de elementos {NE), o numero de restrições {NDI), o nume 

ro de nõs de apoio (NNR) e os módulos de elasticidade longj_ 

tu d i na l e t r a n s versa l ( E , G) . D e posse d esses d a d os o p ro -

grama determina o numero de· deslocamentos total (NDT) e o nu 

mero de deslocamentos livres (NDP): 

N DT = 7 x NN 

NDP = NDT - NDI 

2·. · Coordenadas de Nós 

A posição de cada nó da estrutura ê determinada 

esrécificando as suas respectivas coordenadas (X, Y).; Asco 

ordenadas nodais estio relacionadas ao sistema de eixos da 

estrutura, tambêm chamado de sistema de coordenadas global. 

Este sistema ê constituído pelos eixos ortogonais X, Y e Z, 

como indicado na Figura II!.l. Os.eixos X e Y estio contidos 

no plano de estrutura estando o eixo z perpendicular a esse 

plano. Uma vez locados os eixos X e y obtêm-se o eixo z pe -

l a convençao do triedro direto. 

@ 
2(X2•Y21 , 3(X3.Y3) 

y 

X 

z 

Figura III. l - Coordenadas nodais 
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3. Conetividade e Propriedades dos Elementos 

Cada elemento da estrutura estã associado a dois 

nos, j e k, correspondentes as suas extremidades, e além dis 

so possui determinadas propriedades geométricas. Por isso, 

para cada elemento, devem ser fornecidos o nõ inicial (NI), o 

no final (NF), a ãrea da seção transversal (AX), a constante 

de torção (IX), os momentos de inércia principais (IY, IZ) 

e o momento setorial de inércia principal (IW). O programa a_t;J_ 

tomâticamente considera como no inicial o de menor numera-

çao, mesmo que tenha sido fornecido o de maior numeração co 

mo sendo o nõ inicial. Estando determinada a conetividade da 

peça pode-se locar seu sistema de eixos, também chamado sistema 

de coordenadas local. Ele é formado por 3 eixos ortogonais 

x, y e z que são orientados da seguinte maneira: o eixo x co 

incide com o eixo paricêntrico do elemento e estã direciona 

do do nõ inicial para o nõ final; o eixo z e paralelo ao ei­

xo global Z tendo o mesmo sentido; o eixo y estã contido no 

plano da estrutura, juntamente com o eixo x, e seu sentido 

é obtido pela convenção do triedro direto. Além disso os ei 

xos y e z sao principais da inércia da seção transversal. Na 

Figura III.2 mostram-se os sistemas de coordenadas 

dos elementos 1 e 2 da estrutura da Figura III.l. 

1 oca is 

Por intermédio das coordenadas dos nos inicial e 

final pode~se calcular os co-senos diretores do elemento (CX, 

CY): 
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\ 
/' 

•1/ 

Figura III.2 - Sistemas de eixos dos elementos 

X. 
J 

v. 
J 

L / XL 2 + YL 2 

ex = XL/L 

CY = YL/L 

Na Figura III.3 estão representados os 

diretores de uma peça genérica i. 

co~senos 
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/' 

1\ 'f Cx = cos o:. 
YL 

j \ C:,=senc:e 

/ XL 

y z/ 

X 

z 

Figura III.3 - Co-senos diretores do elemento 

Substituindo CX e CY na Equação (II.4) deter 

mina-se a matriz de rotação do elemento (ROT). 

4. Restrições Nodais 

para especificar as condições de contorno da es­

trutura e necessário informar, para cada apoio, as direções 

onde os deslocamentos estão impedidos. Isto i feito i~dftan 

do o no que i apoio e colocando "l'' na direção corresponde~ 

te ao deslocamento impedido e "O'' na direção do deslocamento 

livre. Quando as condições de contorno são especificadas d~ 

ve-se ter o cuidado de colocar restrições que impeçam qual­

quer movimento de corpo rigido da estrutura, mesmo que em de 

terminadas direções não haja carregamento que possa causar 
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movimento da mesma. Isto porque, na resolução do sistema de 

equaçoes, a matriz de rigidez global sera singular se nao 

houver vínculos que evitem todo movimento de corpo rígido. 

Com a introdução das restrições nodais encerra-se a entrada 

de dados da estrutura. 

III.3 - MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ DA ESTRUTURA 

Apôs a especificação das propriedades geometricas 

das peças e das propriedades mecãnicas do material pode-se mon­

tar a matriz de rigidez do elemento em relação ao sistema de co 

ordenadas local (RE). Atraves da subrotina RIGELE o programa 

constrõi a mat~iz RE substituindo nos coeficientes da matriz da 

Figura II.2 as propriedades do elemento e do material. Por meio 

da Equação (II.5) RE 0 e transformada na matriz de rigidez do ele 

menta em relação aos eixos da estrutura (REG). A contribuição de 

REG para a matriz de rigidez da estrutura RG e feita por inte~ 

media da subrotina RIGES. Esta subrotina avalia a contribuição 

de cada peça para RG e, apôs considerar todos élementos, a ma 

triz de rigidez da estrutura estarã completa. 

A introdução das condições de apoio na matriz de 

rigidez da estrutura e efetuada por meio da tecnica dos "O" e "l", 

a qual consiste em substituir os coeficientes das linhas e colu 

nas correspondentes ãs restrições nodais por "zeros" colocando 

"l" na diagonal principal. De acordo com esta tecnica, o vetor 

de cargas AC tambem serã alterado. Introduzidas as condições 

de apoio, a matriz RG estã pronta para entrar no sistema de 
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equaçoes da estrutura: 

AC = RG x DG 

A determinação da matriz de cargas AC completarão sistema de 

equações da estrutura. 

III.4 - ENTRADA DE DADOS DQS CARREGAMENTOS E GERACAO DAS MATRI­

ZES DE CARGAS 

Os dados fornecidos ào programa ficam completos 

quando sao introduzidas as cargas que atuam na estrutura. A pri 

meira informação que o programa recebe são os dados gerais do 

carregamento: numero de nõs com cargas aplicadas (NNC), numero 

de elementos com ações de engastamento perfeito fornecidas dire 

tamente (NERO), numero de elementos com ações de engastamento pei 

feito calculadas (NERC) e nome do carregamento (XNOME). 

A introdução das cargas que compoem o carregame~ 

to se da da seguinte maneira: 

l. Cargas Nodais 

São cargas aplicadas diretamente nos nos, na dire 

çao dos eixos da estrutura (Figura II.5). Elas sao introdu 

zidas especificando-se o nõ onde atuam e, a seguir, as sete 

componentes de carga. Quando lidas pelo programa sao armaze 

nadas diretamente na matriz de ações nodais AN. 
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2. Ações de Engastamento Perfei.to Dadas 

z 

Quando atuar num elemento um tipo de carga nao 

considerada pelo programa deve-se fornecer as ações de enga~ 

tamento perfeito da mesma. Estas ações são orientadas de 

acordo com os eixos dos elementos. Elas são fornecidas indi 

cando-se o elemento e, apos, as 14 componentes passiveis (7, 

em cada nõ). A ordem em que essas ações são dadas e a da 

numeração da Figura 111.4. Quando introduzidas no programa 

as ações de engastamento perfeito são armazenadas diretamen 

te na matriz de ações de engastamento (ARE). 

y 

\ ~, 
>-Zj 
/ 

z/ 

X 

Figura III.4 - Ações de engastamento no elemento 

3. Ações de Engastamento Perfeito Calculadas 

Quando atuam cargas concentradas ou cargas distri 
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bu1das uniformes ao longo de todo o comprimento da peça, o 

programa, por meio das subrotinas CARCEL e CARDEL, calcula 

automaticamente as ações de engastamento perfeito do elemen 

to. As ações de engastamento devidas as cargas concentradas 

sao calculadas pela subrotina CARCEL. A subrotina CARDEL e 

responsável pelo cálculo das ações de engastamento devidas 

as cargas distribu1das uniformes. As cargas, concentradas 

ou distribu1das, são fornecidas ao programa indicando-se o 

elemento onde elas atuam juntamente com o numero de cargas 

concentradas (NCC) e de cargas distribuidas (NCD) aplic~das. 

Logo apõs indica-se a direção ( DI R), a intensidade ( CC ou CD) 

e a posição (A) da carga. A posição A é a distância entre o 

nõ inicial do elemento e o ponto de aplicação da carga e so 

é dada no caso de cargas concentradas. Os sentidos positi­

vos das cargas concentradas e distribuidas estão indicados 

nas Figuras II.6 e II.7, respectivamente. A direção DIR é 

especificada pelas palavras-chave mostradas na Figura III.5. 

As ações de engastamento perfeito calculadas pelo 

são também armazenadas na matriz ARE. 

programa 

Apôs a introdução de todas as cargas que atuam na 

estrutura as matrizes de ações nodais equivalentes (ANE) e de 

ações nodais combinadas (AC) são obtidas. A montagem dessas ma­

trizes se dá por meio das Eqs. (II.11) e (II.12), respectivame~ 

te. Como e utilizada a técnica dos ''O'' e "l" para a introdução 

dos apoios, os elementos da matriz AC correspondendo aos deslo­

camentos impedidos são zerados. A matriz AC pode então ser in 

troduzida no sistema de equações da estrutura. 
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y /i 

J------•X 

z 

Figura III.5 - Direções das cargas nos elementos 

III.5 - C~LCULO E SAIDA DE RESULTADOS 

O sistema de equaçoes da estrutura: 

AC = RG x DG 

tem como incõgnitas os deslocamentos nodais. Para resõlver o 

sistema de equações é utilizado a técnica de "Eliminação de Gauss". 

No programa isto é feito pela subrotina RESOLV e o resultado· e 

a matriz dos deslocamentos nodais na direção do sistema de coor 

denadas global (DG). Quando houver, para. uma mesma estrutura, 

vãrios carregamentos, cada coluna da matriz AC corresponderã a 

um carregamento. Neste caso a resolução do sistema de equaçoes 

serã simultânea e cada coluna da matriz DG obtida também estarã 
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associada a um carregamento. 

Obtidos os deslocamentos nodais da estrutura de­

termina-se os esforços nas extremidades das peças. A matriz des 

tes esforços (AE) e constituida pelas ações de engastamento: pe! 

feito ARE acrescidas do efeito dos deslocamentos dos nos extre­

mos do elemento {AED), de a.corda com a Eq. {II.14). Estes deslo 

camentos são convertidos para o sistema de coordenadas local por 

meio da Eq. (II. 15). Os valores positivos dos esforços nas ex­

tremidades correspondem ãs direções da Figura III.6. 

y 

./ 
,)-----x 

z 

Figura III.6 - Esforços nas extremidades do elemento 

A matriz das reaçoes de apoio RA e obtida por 

"equilibrio do nõ". Todas as forças que atuam no nõ (cargas aplj_ 

cadas diretamente no nõ, ações dos elementos no nõ e reações de 

apoio) devem estar em equilibrio. Este equilibrio, e portanto a 
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matriz RA, é obtido através da Eq. (II.16). As reaçoes de apoio 

estão relacionadas aos eixos da estrutura e sao positivas quando 

nas direções indicadas na Figura II.5. 

Obtidas as matrizes DG, AE e RA a anãlise nu­

mérica da estrutura estã encerrada. Havendo mais estruturas Pi 

ra serem analisadas, o programa repete as etapas descritas nos 

itens 2. a 5. 

III.6 - LIMITAÇÕES DO PROGRAMA 

O programa admite para cada estrutura um mãximo 

de 30 nos, 50 elementos e 5 carregamentos. Podem ser executadas 

vãrias estruturas simultaneamente. Além disso, o programa pos­

sui um vetor de armazenamento (A) onde ficam contidas a matrfz·de 

rigidez da estrutura (RG) e diversas outras matrizes. O numero 

de posições que serão ocupadas nesse vetor é dado por: 

NP = NDT x (LF + 2 x NC) = 7 x NN x (LF + 2 NC) 

onde LF é a largura de faixa da matriz de rigidez da estrutura e 

é determinada da seguinte maneira: 

sendo 

LF = 7 X [( k - j ) - + 1] max 

(k -j) - a diferença mãxima entre a numeraçao de max dois 

nõs extremos dos elementos da estrutura. Como o vetor de armaze 
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namente A estã dimensionado para 10.000 posições tem-se: 

NP ~ 10.000 

ou 

NN ::: 
10.000 

7 x ~ ( k - j) mã x + 7 + 2 N C J 

A Tabela III. 1 fornece o numero mãximo de nos que 

uma estrutura pode ter, em função do numero de carregamentos e 

da diferença mãxima entre a numeração dos nõs extremos dos ele­

mentos. 

TABELA 1 - Numero mãximo de nos para uma estrutura 

~X l 2 3 4 5 6 7 8 9 1 D 
NC 

1 30 30 30 30 30 28 24 21 19 18 
. 

2 30 30 30 30 30 26 23 21 1 9 1 7 

3 30 30 30 30 29 25 23 20 18 1 7 

4 30 30 30 30 28 25 22 20 1 8 16 

5 30 30 30 30 27 24 21 1 9 1 7 1 6 

Os valores ã e~querda da linha em negrito estão 

limitados a 30 porque esta é a dimensão mãxima que alguns veto­

res, relacionados com o numero de nõs da estrutura, permitem.· 
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CAPfTULO IV 

EXEMPLOS DE APLICAÇ/10 

Os exemplos analisados a seguir sao comparados ou 

com os resultados da teoria dos elementos de paredes delgadas, 

com o objetivo de demonstrar a exatidão da anilise, ou com os re 

sultados de uma anilise estrutural sem consideração do empename~ 

to, visando mostrar as alterações que ocorrerão nos esforços e 

nas tensões. 

IV .1 - VIGA BIENGASTADA 

O primeiro exemplo analisado consiste de uma viga 

biengastada sujeita a um bimomento e a um momento torsor concen 

trado (Figura IV.la}. A finalidade deste exemplo é verificar a 

precisão dos resultados do programa comparando-os com os resulta 

dos da anilise teõrica. A viga seri dividida em 8 trechos iguais 

(Figura IV.lb} possibilitando com isso a determinação dos esfor­

ços em virias de seus pontos e facilitando o traçado dos seus 

diagramas de esforços. 

A viga é de aço e constituída de um perfil VS 450 x 

60 (_produzido pela Fábrica de Estruturas Metálicas S.A.). As di 

mensoes e as propriedades geométricas da seção transversal estio 

indicadas na Figura IV.2. Os módulos de elasticidade longitudi 

nal e transversal valem E = 2.100.000 kqf/cm 2 _e G = 807700 

kgf/cm 2
, respectivamente. 
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yt 
t B = 500 kgf. m

2 

1 -- T• 400 kgf.m ~ @~~~~~~-,_;_~~~~~~~-+b~------.... 
_/ +- 3,0m 

(a) Dimensões e caraas 

,®,@ 
. 1 

2 3 ' 4 5 

5,0 m 

®,0 ,@ 
6 7 8 

(b) Numeracão áos nos e dos elementos 

9 

Figura IV.l - Exemplo 1: Viga biengastada 

--- -z 

200 

6.3 

"' N 

"' N 

" 

Ax = 76.8 cm2 

lx = 29,6 em4 

ly • 1668,0 cri' 
lz = 27962,0 crn4 

lw = 797500,0 cm6 

dimensões em mm 

figura IV.2 -Propriedades geométricas do perfil VS 450 x60 
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Os resultados fornecidos pelo programa estão de 

acordo com a convenção de sentidos da Figura III.6. Para traçar 

os diagramas de esforços e preciso fazer as seguintes transfor­

maçoes: 

Bo = B. 
J 

TO = -T. 
J 

B = -Bk 9, 

e 

T 9, = Tk 

onde B0 e T0 sao os esforços no início do trecho considerado, 

e Ti sao os esforços no fim do trecho 

os esforços fornecidos pelo programa. 

e B., T., 
J J 

Os valores de 

e 

sao 

encontrados utilizando a Eq. (C.4) nos trechos O ,< x [. 300 e 

300 ~ x ~ 800 e fazendo 

tem-se 

Daí, no trecho 0 :', X [.300, 

4534. chy(300-x) + 5383 .chyx · , 
- • · 1 O 

s h ( y . 3 00) 

No trecho 300 ~ x f 800 a equaçao de Tw e 

T = _ y . 3 8 3 , 1 . c h y ( 500 - x ' ) + 973, 9 . eh y x' . l O, 
w 

sh (y. 500) 
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sendo x' = x - 300. 

Por ultimo, o momento torsor de Saint Venant Ts 

e obtido fazendo: 

T 
w 

Os valores obtidos para os esforços que atuam na 

seçao transversal da viga, com suas unidades convertidas, estio 

na Tabela IV. l. 

Tabela IV.l - Esforços na viga biengastada 

X o 100 200 300 - 300+ (cm) 

B -453,4 -120,6 194,8 538,3 38,3 (kgf.m 2
) 

T 357,0 357,0 357,0 357,0 -43, O (kgf.m) 

~w 357,0 31 6, 5 3 21 , 7 373,4 -26,5 
(kgf.m) 

' ' Ts 
' 0,0 40,5 3 5 , 3 - 1 6, 4 -16,5 (kgf:m) 

X 400 500 600 700 800 (cm) 

B - 1 3 , 9 -8,5 - 3 2 , 1 -60,4 -97,4 (kgf.m 2
) 

T -43,0 -43,0 -43,0 -43,0 -43,0 (kgf.m) 

Tw - 2 2 , 9 -22,5 -25,3 - 31 , 9 -43,0 (kgf.m) 

Ts - 2 O, 1 -20,5 - 1 7, 7 - 11 , 1 0,0 
(kgf.m) 
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Com os valores da Tabela IV.l os diagramas de 

B (X} , T (x) , T ( x} 
w sao traçados (Figura IV.3): 

538,3 

- 453.4 

357 

+ 

3 4 5 6. 7 e. 
o 1 2 - 43 111111111111-11.11111111111 x. (m l 
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Tw t 
( tgf.m l 1 

357 
_ ....... 373,4 

"'~ --
+ 

3 4, 5, 6 7 8, 
1 2 1 1 1 l 1 1 1 -, 

" li 1 1 1 1 1 1 1 -2 6,5 X { ffl) o 
-43 

(kgf.m) 
44,0 

Ts r 
~.-c:r:II«::1:I..J~IW-1 ~1+1.I 111 Ti:::>.µ~':1%tr:, n:::r4:l'Ip;;I5ÍIJrc6trr1II1::t11=="'"'0

' ----º' 1 2~ ~. j j I l j j 1-j j - · X(ffl) -,s.s -21.0 

Figura IV.3 -Diagramas de esforços na viga biengastada 

A anãlise teõrica da viga biengastada, ,realizada 

com o auxilio das fõrmulas fornecidas pela Ref. 6~ dãos mesmos 

diagramas da Figura IV.3. Como o objetivo deste exemplo e com­

parar os resultados obtidos pelo programa com os resultados teõ 

ricos, não serã feito um estudo das tensões na peça. 

IV.2 - GRELHA 

Este segundo exemplo consiste na anãlise de uma 
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grelha duplamente simétrica submetida ao carregamento indicado 

na Figura JV.4a. Esta mesma grelhá serã analisada por um metodo 

que nao considere o empenamento da seção transversal, com o obj~ 

tivo de comparar os esforços e as tensões nas seções mais soli­

citadas. Para analisar a grelha, os elementos e os nos que a 

compõem são numerados de acordo com a Figura IV.4b. 

/.4,0m 

,~· 
q 

V 

a) Dimensões e carCJas 

b) Numeração dos nos e dos elementos 

Figura IV.4 - Exemplo 2: Grelha 

q , 1000 kgf / m 

P' 4800 kgf 

7 
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Cada apoio impede o deslocamento linear o o giro em torno do ei 

xo longitudinal, da extremidade do elemento que chega nele. 

As peças da grelha sao perfis VS 500 x 97, da FEM. 

A seçao transversal dos elementos, assim como suas· propriedades 

geométricas, estã indicada na Figura IV.5. O mõdulo de elastici 

dade longitudinal vale 

ticidade transversal e 

E= 2.100.000 kgf/cm 2 e o mõdulo de elas 

G = 807.700 kgf/cm 2
• 

250 

1~ 
==::;;:=:::i 

6,3 

Y~-
N .. .. 

Ax = 124,1 cm2 

1 X :: 11 $,2 cm4 

ly = 60154,0 cm4 

lz = 4949.0 cm4 

lw = 2862000,0 cm6 

dimensões em mm 

Figura IV.5 -Propriedades geométricas do perfil VS 500 x 97 

A anãlise da grelha sem considerar o empenamento 

foi efetuada pelo sistema LORANE l 1 1- Os diagramas de solicita 

ções obtidos estão na Figura IV.6. Os momentos fletores My es­

tão traçados do 1 ado das fibras comprimidas para faci 1 itar a vi 

sual ização dos mesmos. A convenção dos esforços positivos estã 

indicada ao lado dos diagramas. 

Os resultados obtidos pelo programa para elementos 

de paredes delgadas estão representados na Figura IV. 7. O di'a­

grama de esforços cortantes não estã representando por ser idén 
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tico ao diagrama da Figura IV.6. 

8400 

ª• ( kgf) 

8400 

+ -8400 

-8400 

M1 (kgf.ml 

27590~ 

+ -/--r-/ + 

3 4 -sime'tricq_ -/ 

T (kgf.m) 

/ 

+-10.2 

3 

,/ 
antimétrico / 

/ 

Figura IV.6 - Esforços na grelha admitindo seçoes planas 



My ( kgf. ml 

T l kgl.m) 

antime'triç_o 

1 

+ 

B(kgt.m 2 J 

27580 

3 

simétrico 

'-1-

25600 
25580 

56 

27580 

+' 
1 

antimétri~o 

Figura !V.7 - Esforços na grelha considerando o emoena 

menta das seçóes 

/ 
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Os diagramas da Figura JV.8 sao necessãrios para a 

determinação das tensões na seção transversal das barras: 

vJ { cm2) 

~~ 1310 ~-----< 

Figura JV.8 - Diagramas de EY, w e Ew para o perfil VS 500 x 97 

Devido aos esforços da Figura JV.6, as tensões de 

cisalhamento mãximas sao: 

'alma = 

e 

'flange = 

8400 . 1310 

0,63 . 60154 
+ 

1020. 0,63 

11 8, 2 

8400 . 571 

l , 9 . 60 l 5 4 

+1020.l,9 

11 8, 2 
= 58 

No no 4 a tensão normal mâxima e: 

= 296 kgf / cm2 

kgf / cm2 
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no {Figura IV.9a) e a um carregamento perpendicular a este pli 

no (Figura JV.9b). O pÕrtico serã analisado pelo programa aqui 

desenvolvido e tambêm por um programa que considere vãlida a hi­

põtese das seções planas 11 1. Assim como no exemplo anterior, ê 

realizada uma comparação entre os esforços e as tensões obtidas 

pelos dois mêtodos de anãlise. A numeração dos nõs e das barras 

do põrtico para a anãlise do computador ê indicada na Figura IV.9c. 

q, • 800 kgf / rn 

q2 • 500 kgf / m 

ql q = 
3 

400 kgf/ m 

y 

z/ 
X ( a ) 

2 

q = 250 kgf/m CD 
q 

( b l ( e ) 

Figura IV .9 - Exemplo 3 - Põrtico plano: Ca)_ Dimens.ões e 
no plano; {.b) 'Cargas perpendiculares; Cc) 
ção dos nõs e dos elementos. 

4 

5 

cargas 
Numera 



(J = 
2560000 . 25 

60154 

58 

= 1064 kgf/cm 2 

Quando a teoria dos elementos de paredes delgadas 

e considerada as tensões mãximas passam a ser: 

8400 . 1310 

0,.63 . 60154 

+ 
1470. 0,63 

118,2 

= 298 kgf/cm 2 

'flange = 
8400 . 571 

1,9.60154 

+ 1470 . l , 9 + 940.. 3570 ·= 66 kgf/cm2 

(J = 2560000 X 25 

60154 

118,2 1;9.'2862000 

556000 . 301 + 

2862000 

= 1122 kgf/cm 2 

Comparando-se as tensões obtidas neste exemplo -ve 

-se que as tensões de cisalhamento na alma e na flange sofrem um 

aumento de 0,7% e 14%, respectivamente. A tensão normal é maj_Q 

rada em 5,5%. Neste exemplo o acréscimo de tensões que ocorre 

e pouco significativo, porém nem sempre isto ocorre. No próximo 

exemplo é analisada uma estrutura onde o acréscimo de tensões e 

expressivo. 

IV.3 - PÕRTICO PLANO 

O pórtico plano biengastado, analisado neste exem 

plo, estã submetido a um carregamento contido no seu próprio pli 
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o põrti co ê consti tuido de um perfi 1 êvs 400 x 125, 

da FEM, As propriedades geométricas e as dimensões da seção 

transversal desse perfil estão dadas na Figura IV. l O. Os mõdul os 

de elasticidade longitudinal e transversal do material são, res-

pectivamente, E= 2100000 kgf/cm 2 e G = 807700 kgf/cm 2
• 

y 

!!? 

Ax = 159,3 cm2 

lx = 162 ,o cm4 

ly a 8556,0 cm4 

lz = 46347,0 cm4 ---z 
3103000 cm6 1 w = 

12.s 

300 ~ 

dimensões em mm 

Figura IV .1 O - Propriedades geomêtri cas do perfil VS 400 x 125 

Os dia gramas da Figura IV. 11 sao necessãri os para d~ 

terminar as tensões normal e de cisalhamento na seção transversal do elemento. 

W (cm2 l 

1291 

Figura IV.11-Diagramas de EY, Ez, w e Ew para ·o perfil VS400xl25 

A anãlise do pórtico pelo sistema LORANE, para· as 

cargas contidas no seu plano, resulta nos diagramas:da Figura IV.12: 
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N l kgf l 

179 

Qy l kgf) 

... + 

3987 2813 

Mz (kgf.m) 

-7104 

Figura IV. 12 - Esforços no pórtico, causados nelas cargas conti 
das no seu plano, admitindo serões olanas 
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O carregamento perpendicular ao plano da estrutura 

leva aos diagramas de esforços da Figura IV. 13: 

Qz { kgf) 

2118 

T { kgf. m 1 

-413 

My {kgf.m) 

- 7590 

Figura IV.13 - E;forços no p6rtico, devidos is cargas perpendic~ 
lar~s, admitindo seções planas 
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Na anãlise do pÕrtico pelo programa que considera 

o efeito de empenamento da seção transvers~l. os diagramas dos 

esforços N, Qy e. Mz, devidos ao carregamento no plano da estru 

tura, coincidem com os respectivos diagramas da Figura IV.12. I~ 

to ocorre porque estes esforços independem da teoria dos elemen 

tos de paredes delgadas. Quando o carreqamento perpendicular ã estrutura 

e considerado hã uma interação entre o momento fletor My e o mo 

menta torsor T e, por isso, esses diagramas ~ofrem 'alterações., 

Na ·FJ·gura IV.14 estão traçados os diagramas dos esforços • ,decor 

rentes do carregamento perpendicular ã estrutura. O diagrama do 

esforço cortante Q e omitido porque coincide com o respectivo 
z 

diagrama da Figura IV. 13. 

As tensões de cisa 1 hamento e a tensão norma 1, dev_:i_ 

do ã anãlise do põrtico pelo sistema LORANE, são dadas a seguir. 

Ambas tensões serão analisadas no nõ l (engaste). 

= 3987 . 1291 

l ,25 . 46347 

+ 41300.1,25 

162 

= 408 kgf/cm 2 

Tflange 
= 3987. 543 + 2118. 214 + 41300. 1,9 484 kgf /cm 2 

a = 
179 

159 ,3 

l , 9 . 46347 1 , 9 . 8556 162 

+ 710400 . 20 + 

46347 

759000 . 15 = 16 38 k 9 f / cm 2 

8556 

Quando sao considerados os resultados obtidos pelo 

programa para elementos de paredes delgadas as tensões no nõ l 
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612 

My lkgf.m) T ( kgf.m l 

612 

B ( kgf. m2 l 

-933 

668 

612 

Figura IV.14 - Esforços no oõrtico considerando o 

das seções 

-726 

- 612 

1107 

emnenamento 
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passam a ser: 

Tflange = 

e 

Tal ma = 
3987 . 1291 

1,25 . 46347 

3987.543 2118.214 ------+ ----- + 
1,9.46347 1,9.8556 

= 89 kgf/cm 2 

61200 . 4072 

1 ,9 . 3103000 

= 95 kgf/cm 2 

0 
= ~1_79~ + 710400. 20 + 759000 . 15 

159 ,3 46347 8556 

+ _9_9_3_0_00_0_._2_8_6_ = 2554 kgf/cm2 

3103000 

Na comparaçao entre as tensões obtidas pelos 2 me 

todos de anãlise obtém-se uma redução de 78% na tensão de cisa-

lhamento na alma do perfil e de 80% na flange. 

que no engaste sõ hã o momento de flexo-torção 

Isto ocorre po_!: 

T , sendo nulo 
w 

o momento torsor de Saint Venant Ts. Como, na primeira anãl i se, 

as tensões de cisalhamento devidas a Ts sao predominantes, a a~ 

séncia deste momento torsor implica numa diminuição das tensões 

de cisalhamento. A tensão normal, por sua vez, sofre um acres­

cimo de 56% no ponto analisado. Este acréscimo é, portanto, ex 

pressivo e, dependendo das caracteristicas de resisténcia do ma­

terial, pode caüsar a ruptura da peça. Aumentos mais signific! 

tivos que o que ocorre no nõ l podem ocorrer. No ponto onde o 

bimomento e mãximo (nõ 3), por exemplo, a tensão normal passa de 

301 kgf/cm 2 para 1440 kgf/cm 2 , o que implica num aumento de 

378%. 
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O resultado das comparaçoes entre as tensões obti 

das nas anãlises dos exemplos 2 e 3 estão resumidos nas Tabelas 

a seguir. A Tabela IV. l, correspondente ã grelha, apresenta as 

tensões de cisalhamento nas seções onde o esforço cortante ê ma-

ximo (apoios) e as tensões normais nos pontos onde o 

ê mãximo (nõs centrais). 

bimomento 

Tabela IV.1 - Tensões obtidas no exemplo 2 (em kgf/cm 2
) 

Tensão Admitindo Considerando Variação 
seçoes planas o empenamento ( % ) 

f 
Talma ç 296 298 + 0,7 

Tflange 58 66 + 1 4, O 

o 1064 11 2 2 + 5,5 

Na Tabela IV.2 tanto as tensões de cisalhamento 

quanto a tensão normal foram calculadas no nõ 1 do pórtico pla­

no: 

Tabela IV.2 - Tensões obtidas no exemplo 3 (em kgf/cm 2
) 

Tensão Admitindo Considerando Variação 
seçoes planas o empena·mento ( % ) 

t 
T alma q 408 89 - 7 8, O 

Tflange 484 95 -80,0 

o 1638 2554 +56,0 



, 
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IV.4 - CONCLUSÕES 

Dentro das hipõteses da teoria dos elementos de P! 

redes delgadas e da consideração de que o empenamento é igual em 

todas as peças que concorrem num nõ, o programa de anãlise aqui 

desenvolvido pode ser admitido como exato, ou seja, seus result! 

dos são iguais aos obtidos por uma anâlise teõrica que faça as 

mesmas suposições. 

A importância do empenamento da seçao transversal 

ficou clara na anãlise dos exemplos 2 e 3, principalmente neste 

ultimo onde as tensões normais sofrem um acréscimo que não deve 

ser desprezado. Na anâlise das tensões tangenciais devidas aos 

momentos T nota-se que as tensões do primeiro w predoml 

nam sobre as tensões do segundo. Portanto, quando houver uma re 

dução no momento torsor de Saint Venant Ts a tendência é de que 

também ocorra uma redução nas tensões de cisalhamento na 

transversal. 

seçao 

O programa para anâlise de estruturas com elemen­

tos de paredes delgadas propicia um meio eficiente para a deter 

minação dos hiperestáticos e para o traçado dos diagramas de so 

licitações. Para estruturas com um alto grau de hiperestaticid! 

de a análise manual e impraticável e, nestes casos, o 

revela toda sua utilidade. 

programa 
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APÊNDICE A 

OBTENCAO DOS .COEFICIENTES DE RIGIDEZ 

PARA A TORCAO NAO-UNIFORME 

A determinação dos coeficientes de rigidez para a 

torção não-uniforme ê feita mediante a substituição das condi-

ções de contorno apropriadas na Eq. (I.15). Estes coeficientes 

de rigidez constituem as reações que aparecem nas extremidades 

de um elemento biengastado quando um deslocamento unitário e im­

posto numa das extremidades. Como não hã cargas aplicadas no 

elemento a Eq. (I.15) torna-se: 

E I 
w 

<j, i V - G . J t <P " = o (A.la) 

ou 

<j, i V - y2 <P " = o (A.lb) 

onde 

y = /-:--~_t_ 
w 

A solução da equaçao e: 

(A. 2) 

onde cjJ e a rotação em torno do eixo x do elemento. Da Equa-
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çao (A.2) obtém-se 

<I>' = c2 . y + C3 . y. sh y x + C4 . y . eh y x 

<1>" = c3 .y 2 .chyx + C4 . y 2 
• sh y x 

<p '" = C3 . y 3 
• sh y x + e 4 . y 3 

• eh y x 

B = -E. Iw. cp" = -G Jt .(C 3 .chyx + c4 .shyx) 

T = 
w 

dB 
= - G Jt . ( c 3 • y . sh y x 

dx 

O sentido positivo de cp e dos esforços que apa,r~ 

cem na seçao transversal estão indicadas na Figura A.l. 

T· 
•• J 

k .... 
/if 

Figura A.l -Esforços de extremidade e ãngulo de torção 
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Dando-se um deslocamento ~=~O para a extremi-

dade j do elemento i e mantendo-se 

e, = 

= 

e 

~ '. = 
J ~k = ~ ' = O, tem-se k 

(a) 

( b ) 

e 2 . y + e 3 . y . s h y 9, + e 
4 

. y . eh y9, = o 
(d) 

Substituindo (a) e (b} em (e) obtêm-se: 

c3 . (eh y9, - 1) + c4 . (sh y9,- y9,) = - ~o (e) 

Fazendo a mesma substituição em (d), vem 

= 
( 1 - eh y9-} 

sh y9, 

Substituindo (f) em (e) chega-se a 

~o s h y 9, 

C4 
2 ( 1 - eh y 9,) + y 9, • 

e 

~o . ( 1 - eh y9-) 
c3 = 

2 ( 1 -chy9,) + y 9, 

( f) 

( g) 

s h y 9, 

( h ) 
s h y 9, 
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determi 

nadas, os esforços B e T podem ser obtidos da Eqs. (A.3): 

B = G . Jt . chy(9,- x) - eh yx 

K 

T = -G . Jt . y . 
sh y9, 

K 

• <Po ( i ) 

( j ) 

sendo K = 2 (l -eh y9-) + y9, . sh y9-. O sentido positivo dos 

coeficientes de rigidez e~ti indicado na Figura A.2. Comparando 

estes sentidos com os da Figura A.l e fazendo <Po = l tem-se que 

G 
= -T. 

J 
= . y . s h y 9, (A. 4) 

K 

G 
= B. 

J 
= {chy9--l) (A. 5) 

K 

= . y . sh y9, (A. 6) 

K 

e 

G 
= .{chy9--l) (A. 7) 

K 
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'7.4 

'4.4 I ::::1 I ,,4.4 
- a::1-...,.j-----------k .i:::11§ ~ '11.4 

1 

Figura A.2 - Coeficientes de rigidez para ~ • = 1 
J 

Impondo-se um deslocamento ~' = ~O para a extre 

midade j do elemento i e mantendo-se ~j = ~k = ~k = O tem-

-se as seguintes relações: 

cl = -c3 ( a ) 

' 
c2 

~ó 
C4 ( b) = -

y. 

c 1 + c 2 . yr;, + c3 . eh yr;, + c
4 

. sh yr;, = O (e) 

e 

c 2 . y + c3 . y . sh yr;, + c 4 . y. eh yr;, = o ( d) 

Substituindo (a) e ( b ) em (d) tem-se: 

C3 = -C4 
eh y9., 1 ~· - o (e) 

·sh y9., y. sh y9., 



73 

Finalmente, substituindo os valores de c
1

, c2 e 

c3 em (e) chega-se ã 

C4 
cj)º l-chy,11,+ y,11, . s h y ,li, 

( f) = 
y 2 ( 1 - eh y ,11,) + y,11,. sh y,11, 

Dai 

cj)' 
y,11, . eh y ,11, s h y,11, 

C3 
o - ( g) = 

y 
2 ( 1 - eh y,11,) + y,11,. s h y,11, 

e 

Cz 
cj)º 1 - eh y,11, 

( h ) = 
y 2 ( 1 - eh y,11,) + y,11, . sh y,11, 

Os esforços B e T sao então determina dos: 

onde 

B = 

G 
T - -----

K 

y,11,. eh y(,11, -x) -sh y(,11, -x) -sh yx .cj)' 
o 

y 

( i ) 

.(chy,11,-l).cp0 ( j ) 

K = 2 ( 1 - eh yt) + y,11, . sh y,11, • 
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Os coeficientes de rigidez indicados na Figura A.3 valem: 

e 

= -T. = 
J 

K 

G 
. ( eh yt - l) 

K 

yt . eh yt - sh yt 

y 

G • Jt 
r 11 , 7 =\=- .(chyt-1) 

K 

sh yt - yt 

y 

r7.7 rl4.7 

,
4

~ I ~t-j---------.4:::~ I ~ 
) .. 

X 

Figura A.3 - Coeficientes de rigidez para c!i '. = l 
J 

(A.8) 

(A. 9) 

(A.10) 

(A.11) 

Aplicando-se deslocamentos unitãrios na extremida 

de k do elemento. i calcula-se os coeficientes de rigidez res­

tantes. A determinação destes coeficientes ê anâlóga ãs anteri~ 

res e, assim, apenas seus valores finais são dados. Para o ele 

mento da Figura A.4, onde c!i = l 
k 

e c!i. = c!i '. = c!i' = O, os coe 
J J k 
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ficientes de rigidez sao 

e 

G 
= . y. sh yt 

K 

G 
r = 7 , 11 

.(chyt-1) 

K 

G ·1t 
rll,ll = . y s h y 9, 

K 

G Jt 
r = (eh y 9, - l ) 
.14,ll 

K 

Figura A .4 - Coeficientes de rigidez para ij)k = l 

e ij). = ij)~ = ij>' = O (Figura A.5) tem-se 
J J k 

= 

r = . 7, l 4 

K 

K 

.(chyt-1) 

sh yt - yt 

y 

(A.12) 

(A.13) 

(A.14) 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 
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r = 1 1 , 1 4 

G 

rl4, 14 = 

76 

K 

K 

.(chyt-1) 

y t . eh y t - s h y t 

y 

r7, 14 rl4,14 

•
4
~ I ~~,--____ ..:..._ ______ k.....J~ I ~ 4 

1 • • 

Figura A.5 - Coeficientes de rigidez para <I> 1 = l 
k 

(A.18) 

(A. 19) 

Os coeficientes de rigidez do elemento estão resu 

midos na Tabela A. l .a seguir. 
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Tabela A.l - Coeficientes de rigidez para a torção não-uniforme 

Condições Coeficientes de ,Rigidez 
de Contorno 

G . J t 
<P • = l r = - r = sh y Q, 

: J .4, 4 11 , 4 • y • 
K 

<P '. = <Pk <P' - o G Jt = r7,4 - l ) J k - = rl 4 , 4 = {eh y Q, 

K 

G . Jt 
r = - r = {eh yQ,-1) 4,7 l l , 7 

K 
<P '. = l 

J G . Jt y Q, . eh y Q, - s h y Q, 
r7 7 = , 

K y 

<P • = <Pk = <Pk = o G J . J t sh y Q, - y Q, 
r, 4 , 7 = 

K y 

G .Jt 
<PI< = l r 4 11 = -rll,11 = - y sh y Q, , 

K 

<P j = <P '. = <P ' = o r 7 11 = rl 4, 11 = 
G Jt 

. (eh y Q, l ) - -
J k , 

K 

= -rll,14 = 
G Jt 

{eh y Q, - l ) r 4, l 4 . 
K 

<P k = l 
G. Jt sh yQ,-yQ, 

r7, 14 = 
K y 

<P j = <P '. = <P = o 
J k G . J t y Q, • eh y Q, - sh y Q, 

rl 4, 14 = 
K y 

onde 

y = /-:--:-'t'- e K = 2 {l-ch y,\',) + yQ,. sh yQ, 

w 
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APtNDICE B 

OBTENCAO DOS COEFICIENTES DE TRANSFERÊNCIA DE 

CARGAS PARA A TORCAO NAO-UNIFORME 

Um coeficiente de transferência \j representa a 

reaçao que aparece na direção i quando é aplicada uma carga unj_ 

tãria na direção j. Estes coeficientes são obtidos por inter­

médio da equaçao de e~uilfbrio ã torção ~ão-uniforme associada 

a uma peça biengastada. Esta equação, na sua forma mais geral,é 

<J>iv y2 • cj, li = ( B • 1 ) 

E . I 
w 

onde . y = /-G __ J_t_ 

E I 
w 

mt = momento· torsor di stribufdo 

m = bimomento distribuído 
w 

Para a Eq. (B.l) os sentidos positivos dos esfor 

ços de·extremidade e das cargas aplicadas num elemento estão in­

dicados na Figura B. 1. 

A solução da Eq. (B.l) é composta de 2(duas) pa~ 

celas, <J,h e <J>p' sendo <J>h a solução da equação homogênea as 

soei ada e a solução particular: 

( B . 2) 



y 

t 
1 mw 

Bj I _;j4 /~ I I I I --
z ,/ 
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B 

I 
T -

Figura B.l - Esforços de extremidades e cargas no elemento 

A solução da equaçao homogênea e 

( B. 3) 

A solução particular <!>P depende das equaçoes que 

definem mt e m e, portanto, ê diferente para cada caso. w . 

As equaçoes de <!>, <!>', B e T, ootidas da equaçao 

homogênea, são as mesmas equações (A.3}. No ponto x = O estas 

equações dão 

<!>o = cl + c3 

<!>' o = Cz y + C4 y 

BO = -c3 G Jt 

e 

TO = T 

Daí tem-se 

cl <!>o + 
80 

= 
G . Jt 
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TO 
= 

C3 = 
80 

G . Jt 

e 

C4 = C<l>o 
TO -

y G Jt 

Substituindo nas Eqs. (A.3) tem-se <f>, <!>', 8 e T 

em função de <f>o• <1> 0, 80 e T0 : 

s h yx 

y 

<j, I = <f>o • eh yx -

G 

y 

T = 

80 To sh yx· l 
----'--- • (eh yx - 1) + --- (x - -~-) 

G . J t G • Jt. 

• y. sh yx + (1-ehyx) 

. s h y X + 8 O . eh y X + TO • 
sh yx 

y 

y 

( 8. 4) 
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Na obtenção dos coeficientes de transferência apl:!_ 

ca-se uma carga unitâria no elemento e mantém-se as demais car-

gas nulas. A determinação dos coeficientes 

e r14 , 4 é, portanto, obtida aplicando-se um momento torsor un! 

tãri o no elemento biengas tado (Figura B.2). Neste caso as car-

gas 

T7,4 

B ' e 

yt 

m 
w 

são nulas e as Eqs. (B.4) são vãlidas. 

r~~I T•I .... 
1 

,/ +--
Tl4,4 

~ I l11,4 . 
-----------------+:. - - -_____. 

' < 

• b 

z/ 

Figura B.2 - Coeficientes de transferência para T 

Para o elemento da Figura B.2 as Eqs. (B.4) devem 

ser aplicadas duas vezes. Uma vez no trecho O~ x [ a e outra 

para a [ x [ t. Aplicando no primeiro trecho e utilizando as 

condições de contorno q, 0 = 

BD 
· tj,(x) = - (eh yx -1) .--- + (x- -

tj,'(x) = - y . sh yx . 

B(x) = eh yx . B0 + sh yx 

y 

= o 

sh yx 

y 

tem-se 

) . 

+ ( l - eh y X) • 

(a) 

( b j 

(e) 
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T(x) = (d) 

No ponto x = a as condições de continuidade sao: 

fazendo: 

e 

obtêm-se 

q, ' 
e 

= 

= 

= 

= 

Substituindo x por x' = x -a nas Eqs. (B.4) .e 

q, ' = o 

= 

= 

q, ' 
d 

q,(x') = 

- q, = e o 

- q,' = 
e 

o 

= - T 

(x' _ sh yx') _ __,_T __ 

y G Jt 
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~'(x') = -(1 - eh Yx') T 

B(x') = S h YX 
1 

T 

y 

e 

T(x') = -T 

que adicionadas ãs Eqs. (a), (b), ( e) e (d), respectivamente, ma_!! 

têm as condições de continuidade. As equações resultantes para 

~. ~·. B e T ficam iguais a 

80 ( sh yx Ta , sh yx' T ~ =~(x)+~(x')=-(ch yx~l)--+ x-·--)- ~ (x - -~)-·-· (e) 

G.Jt y G.Jt . y G.Jt x::;a 

Bo TO T 

~ ' = ~ 1 (X) + ~ ' (X 1 
) = -y.sh:yx. · + ( 1-ch yx). --- (1-ch yx')-' -

G.Jt G.Jt G.Jt x::;a i 

( f} 

B = B(x) + B(x')= eh YX . Bo + 
sh yx 

TO -
sh Yx' T ( g) 

y y x~a 

e 

T=T(x) + T(x') = T0 -1Tlx>,a ( h) 
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Os valores de 80 e TO sao obtidos aplicando as 

condições de contorno 

respectivamente, 

<P ' = o 
Q, 

e <P ' = o Q, 
nas Eqs. (e) e ( f) ' 

= 

e 

T 

y 

T0 = T • 

(yb - sh yb) • (1 - eh yR-) - (l -eh yb) . (yR- -sh yR-) 

?. ( 1 - eh y Q.) + y R- • s h y R-

(1-ch yR-) (1 - eh yb) + sh yR- .(yb - sh yb) 

2 (1 - eh yR-) + yR- sh yR-

Fazendo T = 1 os coeficientes T4 , 4 , T7 ; 4 ,Tn;4 

e T14 ,4 sao então obtidos 

= = 

T 1 4 , 4 = ~B Q. = •-

= 
(eh y9"-l) .(1 -eh yb) + sh yR- . (sh Yb - yb) 

1 

y 

2 ( l - eh y R-) + y Q. • s h y R-

(yb - sh yb).(1-ch yR-)-(1-ch yb).(yR- -sh yR-) 

2 (1-ch y.Q,) + yR- . sh yR-

h " R _ sh yl\ T sh yb h " T + _shc:_cYc:.R- .. T . + sh yb 
e Y X, • O · · O + - -e Y"' • 7, 4 - 4, 4 

y y y y 
} 

( B • 5') 

Os coeficientes de transferincia devidos a um bi-
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momento B, aplicado num ponto qualquer do vao do elemento, estão 

representados na Figura B.3. A obtenção destes coeficientes é se 

melhante a dos coeficientes devidos a um momento torsor aplicado. 

--~----b 

Tll,7 ---- --­X 

Figura B.3 -Coeficientes de transferéncia para B 

Para o trecho O~ x ~ a as equaçoes de <j, ( X ) , 

<!>'(x), B(x) e T(x) são as mesmas do caso anterior. No ponto de 

aplicação do bimomento (x = a) as condições de continuidade são: 

e 

<!>' e 

Substituindo x por 

= 

= 

= 

<!>' d 

x' = x - a e considerando 



= 

= 

= 

e 

= 
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'Pe 

<j) 1 

e 

= 

= 

= o 

= o 

o 

B 

nas Eqs. (B.4) tem-se: 

<f)(x') = - (eh yx' - 1). 

<j)' (x' ) = - Y . s h yx' • 

B(x') = eh yx' . B 

e 

T(x') = O 

B 

B 

Adicionando estas equaçoes as de <f)(x), <j)'(ld, B(x) 

e T(x) chega-se a: 
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8
0 h q,=q,(x)+q, '(x ')= -(chyx-1) .-- +(x- s yx 

TO 
) ---- - ( eh yx ' - 1 ) . B 

1 CiJ 
y G.Jt lx~a 

Bo To B 
q,'=q,'(x)+q,'(x')=-y.shyx. +(1-ch yx). - y .. sh yx' .. -- (j) 

x~a 

B = 8 ( x) + 8 ( x ' ) = eh yx . s0 + sh yx 
. TO + I' eh yx' . B 1 (k) 

y x~a 

e 

T = TO . ( 1 ) 

Considerando as condições de contorno q,=<j,'=0 
9, 9, 

obtêm-se 

80 = B . 

e 

(eh yb -1)(1 -eh ylc) + sh. yb. (sh ylc ~ ylc) 

2 ( 1 - eh y 2) + y 2 • s h y 2 

T
0 

= B • y. s h ya + s h yb - s h yJI,, 

2 (1 ~eh y'lc} + ylc . sh ylc 

Substituindo B0 e T0 nas Eqs. (k) e (1) e fa-

zendo B = 1 determina-se os coeficientes da Figura B.3: 

sh ylc - sh ya - sh yb 

2 ( 1 - eh y 2) + y 2 . s h y 2 



88 

T- = 
80 

= (eh yb-1) {l-ch yt) +sh yb (sh yt -yt) 
7,7 

2(1 -eh yt) + yt. sh yJl 

T 11 , 7 = 

e 

s h y Jl h _ sh y Jl = -BJl= -eh yJl .80 - -~-. T0 -c yb .--chyJl. T7,7+ .T4 , 7-chyb. 

y y 

( B • 6) 

Quando um momento torsor distribuído mt e apli 

cado no elemento a solução particular ~P da equação de equilf 

brio deve ser considerada. 

lar é 

~p 
mt 

= 

2 G 

Para 

x2 

Jt 

m = ck. t 

Adicionando ~P a Eq. (B.3) vem que 

a solução 

~ = ~ + ~. h p = c1 + c2 . yx + c3 . eh yx + c4 . sh yx -

~ ' = c2 .• y + e 3 . y . s h y x + e 4 . y . eh y x -

B = -G . Jt (C 3 . eh yx + c4 . sh yx) + 
y2 

parti cu-

( B. 7) 

2 mt:. X 
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e 

No ponto x = O obtém-se; 

q,o = e, 

cj, 1 o = c2 y + C3 y 

Bo = -G Jt C3 + 
mt 

y2 

e 

To = Cz y G Jt 

Daí 

e, = q,o + 
BO mt 

G . J t y2 . G. Jt 

= 

= + 

e 
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y 
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TO 
---) 

que substi tuidas nas equaçoes de <j,, <j,', B e T dão 

<P=<Po +.j,a sh yx +(l - eh yx) . 
BO 

+(x- sh yx ) . TO · + Í ( ch,yx-1 _ x2 ) 

y G.Jt y G.Jt. G.\ y2 2 

q,'=<Pc\ . eh yx - y. sh 
Bo 

yx --·+ ( 1 - eh 
to 

yx).-·- + 
mt (sh yx - X) 

G.Jt G.Jt G.Jt y 

s h y x s h yx mt 
B =-<!>e\ . G. Jt. + eh yx . B0 + . TO - --(oh.yx-1) 

y y 

e 

( B . 9) 

Os coeficientes de transferência devidos a mt = 1 

estão representados na Figura B.4. 

T7,4 1 Tl4,4 

I
' T m t • 1 I Tll,4 4·~~~1-__;_;..:_:..._ _ _;_..;. _____ .,;. _____________ -E:~ - - . ~ 

figura B.4 - CoeficieITtes de transferência para mt 
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Impondo as condições c!>o = O e c!>o = O as Eq u ~ 

çoes {_B.9) ficam iguais a: 

c!>={l-chyx) 
B0 T m l 

__ + (_x _ shYx) _O_+ _t_ ·.· (eh yx - x2 
--) (m) 

G.Jt y y2 2 

e!>'= - y. sh yx 
BD 

··+ {_l -eh yx) 
To 

--+-
mt (~h yx __ x) ( n ) 

G.Jt G.Jt G. Jt y 

sh YX B = eh yx . B
0 

+ --'-~ . ( eh yx - 1) ( o ) 

y y2 

e 

T = To - mt . X • 

Fazendo cj)Q, = O e 

( p) 

&' = O encontra-se os va­
Q, 

lores de s0 e T0 : 

= 

e 

= 

y2 

. (_ 1 - _y~Q,~/_2 __ 

th yQ,/2 

Substituindo os valores de B0 e T0 nas Equa-

çoes (_o) e (p) e fazendo mt = 1 determina-se os coeficien 
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tes de transferência: 

= = 

2 

= = 
l ( l - y 9,,/2 

) 
y2 th yi/2 

Tll,4 = = - 9,, = 

2 2 

e 

sh yt .r0 +-1- .{eh y" -1) =--1-.(l-r1 4 ,4=-B9,,= -eh yLB0 - ,, 

y y2 y2 

Quando houver um bimomento distribuído 

cado no elemento a equação de equilíbrio fica, 

</>iv _ Y2 </>" = 
m' 

w 

E . I 
w 

yi/2 

th yi/2 

) 

(8.10) 

m 
w a p l j_ 

No caso da Figura B.5 o bimomento distribuído e 

constante e portanto. sua derivada primeira ê nula. A equaçao 

de equilíbrio se transforma então numa equação homogênea. Po-

rêm, na anãlise do elemento da Figura B.5, serã preciso consi 

derar tambêm a equação do momento torsor T, dada a seguir: 



,/ 
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T = G . Jt . q,' - E • I • <P Ili 
w - m 

w 

Figura B.5 - Coeficientes de transferência para m 
w 

As equaçoes de </J, <P', B e T ficam iguais a 

</J' = C2 · y + C3 . y . s h yx + C 
4 

. y . eh yx 

B = -G. Jt (C3 . eh YX + C4. sh yx) 

e 

No ponto x = O tem-se: 

<Po = 

= 
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e 

= 

Substituindo nas equaçoes de </i, </i', B e T ehe 

ga-se a: 

sh yx 
</i = </i() + . </ia + ( 1 - eh y X) . 

80 h TO + mw ---· + (x _ S YX ) • ----''---

y 

Bo 
</i 1 = eh YX • <fia - Y • sh yx ; --- + (1 - eh yx) . 

B = 

e 

sh yx 

y 

. G. Jt . </ia + eh yx 
sh yx 

y 

y 

Fazendo </io = </ia= O e </i~ = </i~ = O obtém-se: 

e 

= -m 
w 

(B.11) 
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Daí, substituindo B0 e r0 em (B.11) e conside 

rando •o= •ci = O, vem:· 

• = o 

• 1 = o 

B = O 

e 

T = -m 
w 

Fazendo m = 1 obtêm-se os coeficientes de 
w 

transferência: 

= = 

T 7, 7 = BD = o 

(B.12) 

T 11 , 7 = r,,, = -1 

e 

Tl4,7 = -B = o 9, 

Os coeficientes de transferência para a torção 

não-uniforme, devidos ãs cargas concentradas T e B . e as car 

gas distribuídas uniformes m 
w 

estão resumidos na 

1 a B . 1 . P a r a ou t r o s c a s os a Re f . 6 é i n d i cada . 

Tabe -
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TABELA B.1 - Coeficientes de transferência de cargas para a tor­

ção não-uniforme 

Cargas Coeficientes de transferência de cargas 

T4,4 = 
(eh yi-1) .(1-ch yb) + s h y,Q, (shyb-yb) 

K 

T7,4 = 
(yb-sh yb).(1-ch yi)-(1-ch yb).(y9--sh yi) 

T = 1 K . y 

T 11 , 4 -T 4, 4 - 1 

Tl4 4 = -eh yQ, • T + sh yi T + sh yb 
7 ,4 y 4 4 --, , y 

T 4 ;7 ~r, 1 ; 7 
sh y Q, - s h ya - sh yb 

= ·= y. 
K 

B = 1 T7,7 = 
{eh :yb-1).(1-ch yi) + sh yb . (sh yi - y,Q,) 

K 

Tl4,7 
sh y,Q, 

.. T 4, 7 - eh y9- . T 7, 7 - eh yb = 
y 

T4,4 = T 11 , 4 = -9-/2 

m = 1 
t 

T7,4 = -T14,4 
1 ( 1 yi/2 ) = - -

y2 th y 9-/2 

T4,7 = -T11,7 = 1 

m = ,.. 
w 

T7,7 Tl4,7 o = = 

onde 
y =/-:--:-t 

w 

K= 2(1-chyi)+yQ..shyi 
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AP!"N DICE C 

DIAGRAMAS DE SOLICITACOES PARA A TORCAO NAO-UNIFORME 

Obtidos os esforços nas extremidades de um elemen 

to pode-se determinar os diagramas de solicitação do mesmo. No 

elemento da Figura C. l.a estão indicados os sentidos 

dos esforços fornecidos pelo programa. 

y t 
( a ) ªj r ~ ':..___-+-r _.;;.:: __ :....____ rªk 

/i I k 

,/ 
= 

Bj Bk 

I,à CD 
6/r, I ( b) 

+ 

I 
® 

( e) 
~ 

,A A 

+ 

( d) 

Figura C.l - Decomposição do elemento 

positivos 

------­• 
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A peça da Figura C.la pode ser decomposta nos três 

elementos indicados nas Figuras C.lb, e e d. O primeiro destes 

(CASO I) possui apoios extremos que impedem a rotação e/> e permj_ 

tem o empenamento, e estã submetido aos bimomentos extremos obti 

dos pela anãlise da estrutura. O segundo (CASO II) possui o me~ 

mo tipo de apoios e recebe as cargas aplicadas entre os nõs j e 

k da estrutura. O Ültimo (CASO III) recebe rotações .-extremas 

c/>j e c/>k, determinadas pela anãlise da estrutura, e ê livre ao 

empenamento de suas extremidades. 

Analisando o CASO I, com auxílio das ,[q. (A.;3); 

vem que 

cj,J/, = o + c1 + c2 yJ/, + C3 . eh yJ/, + c4 . sh yJ/, = o 

Bo = B . + C3 = 
Bj 

J 
G. Jt 

Bk + B. eh yJ/, 
B J/, -Bk + C4 = J = 

G Jt sh yJ/, 

Daí 

B . B . + Bk 
cl 

J e 2 = - J = e 
G Jt G Jt. yJ/, 

Portanto, 
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= 

s h y 9, 

= 
y 

.[Bj . eh y(Q,- x) + Bk. eh yx] 

s h y 9, 

e 

= 

{.C; 1 ) 

Para o CASO III tem-se: 

q, . 
J 

+ 

+ 

= o + 

e 

+ 

Daí 

= e 

Os esforços valem: 
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B q, = o 

T = o wq, 

e 

T q, = ( q, k - q, . ) 
J 

Os esforços Bc é 

Tabela C.l. 

( c. 2) 

GJt/9, 

T , para o CASO II, estio na 
WC 

Como o bimomento e o momento de flexo-torçio, numa 

seçao qualquer do elemento, nio necessitam da anãlise do CASO III, 

pode-se obter os diagramas B(x) 

dos CASOS I e II: 

e T (X) 
w 

pela superposição 

B. sh y(t- x) - Bk S h y X 

B(x) = J + Bc ( c. 3) 

sh y 9, 

e 

B. eh y(t-x) + Bk . eh Y X 

Tw(x) = - y J ·+ Tw 
sh y 9, 

e 

( c. 4) 

O momento torsor T nos CASOS I e III f constante. 

Portanto sua variação depende apenas das cargas de torção que.ap~ 

recem ao longo do elemento. Dai pode-se escrever 

T (X) = - T. 
J 

+ TI x>,a 
+ mt . (x -b)I 

· X>, b 
( c. s) 



1 O 1 

onde ''a" e o valor de x no ponto de aplicaçâo do momento tor­

sor ''T'' e "b" e o valor de x no ponto pnde o momento torsor dis 

tribuido uniforme "m .. 
t 

. ~ . tem 1n1c10. O momento torsor de Saint 

Venant T e determinado por s . 

(e. 6) 

Nas fÕrmulas (C.3), (C.4) e (C.5) entra-se com os 

sinais de Bj' Bk e Tj fornecidos pelo programa. Os valores en 

contractos nestas equações estio de acordo com a convençâo da Fi­

gura A. 1 • 



.. ~ 

j;.) 
1 1 t= a--+--,-- b ~. 

Bc = T sh y b sh yx 
1 T . 

sh y ( X - a) 
1 X~ a 

-
y. sh y 9, y 

T = T. sh yb . -eh Y X IT . eh y(x - a) 1 -
WC s h y 9, x>a . , ,. . 

Bc = - B eh yb Sh y X + is eh y(x - a) 
sh y 9, x>,a lª d-

T = -8 . y. 2h y b eh y X + is .y . sh y(x - a) 
WC s h y 9, 

X>, a 

1 

' 

~ 

mt 
1, sh yx + sh y(9, - x) 

1: 
o 

B = -- - N 

e y2 sh y 9, 

T 
mt eh yx - eh y(9,-x) 

= - --w s h y 9, e y 

Bc = o 

I I I I I I I I I J>:· 
' T = -m 

WC w 1 1 

' .. 
Tabela C.l - Esforços no elemento na torção não-uniforme 
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APÊNDICE D 

ENTRADA DE DADOS E SA1DA DE RESULTADOS 

As variãveis citadas a seguir sao definidas na lis 

ta do item III. l. A entrada do programa e apresentada indicando 

a ordem em que os dados são. fornecidos e o formato de leitura dos 

mesmos. As variãveis inteiras sao lidas no formato !3. A intra 

dução das variãveis reais pode ser feita tanto na forma real qua~ 

to na exponencial. O importante ê que o campo destas variãveis 

possua dez posições. Portanto sempr.e que se referir a uma variã 

vel real serã especificado o formato E.10.d, vãlido para valo­

res reais e exponenciais, sendo "d" o numero de casas decimais. 

A seqüência da entrada de dados no programa e: 

1. Numero de estruturas (1 cartão) 

NEST - for_mato (I3) 

2. Dados da Estrutura 

2.1 - Nome da estrutura (1 cartão) 

NOME - formato (20 A4) 

2.2 - Unidades (l cartão) 

UNIDC, UNIDF - formato (2 A3) 

2. 3 - Dados Gerais (l cartão) 

NN, NE, NDI, NNR, NC, E, G.- formato (5I3, 2 ElO.d) 
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2.4 - Coordenadas dos Nõs (NN cartõe~) 

J, X(J), Y(J) - formato (13, 2 ElO.d) 

onde J = numero do nõ 

2.5 - Conetividade e Propriedades dos Elementos {NE cartões) 

I, NI{I), NF{I), AX(I), IX{I), IY{l), IZ{I), IW(I) - for 

mato (3I3, 5 ElO.d) 

onde I = numero do elemento 

2.6 - Restrições Nodais (NNR cartões) 

J, LRN{l), LRN(2), ... , LRN{7) - formato (8I3) 

onde LRN(i) = restrição do apoio J ao deslocamento na di­

reção i 

3. Dados do. Carregamento 

3.1 - Dados Gerais (1 cartão) 

NNC, NERD, NERC, XNOME - formato (3I3, 10 A6) 

3.2 - Cargas Nodais (NNC cartões) 

J, AN ( 1 ) , AN ( 2) , ... , AN ( 7) - forma to ( I 3, 7 E 1 O. d) 

onde AN ( i) = carga na direção i aplicada no nõ J 

3.3 - Elementos com Ações de Engastamento Perfeito fornecidas 

(2 x NERD cartões) 

!, ARE(l), ... , ARE(?) - formato {!3, 7 E 10.d) 

ARE(S), ... , ARE(l4) - formato (3X, 7 E 10.d) 

onde ARE(l), ... , ARE(7) - açoes de engastamento perfeito 

no no inicial do elemento I 
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ARE (.8), ... , ARE ( 14) - açoes de engastamento perfe_!_ 

to no no final do elemento I 

3.4 - Elementos com Cargas (NERC grupos de cartões) 

3.4.l - Numero de Cargas (l cartão) 

I , N C C , N CD - formato ( 3 I 3 ) 

3.4.2 - Cargas Concentradas (NCC cartões) 

DIR, CC, A - formato (A2, 2 E 10.d) 

3.4.3 - Cargas Distribuídas (NCD cartões) 

DIR, CD - formato (A2, E 10.d) 

Os dados de carregamento (item 3) serao fornecidos 

tantas vezes quanto for o numero de carregamentos NC. Havendo vã 

ri as estruturas repete-se a seqüência de dados a partir do item 2. 

No final da listagem do programa (Apêndice E) apresenta-se a ima 

gem dos cartões de dados dos exemplos analisados no Capitulo IV. 

A saída de resultados da anãlise dos três exemplos 

estudados no Capitulo IV e-apresentada a seguir: 
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• • 
* Ar,>L!SE ·DE ESTl<UTURAS COM ELEMENTOS DE PAREDES DELGADAS • 
• • 
• PROGRAMA .DE ENGE•IHARIA CIVIL • 
• • 
• COORDHIACAO lJUS PROGRAMAS DE POS-GRAOUACAO Efl ENGENHARIA • 
• • 
• UN!Vf:RSIOADE FEDERAL DO RIO JE JArlEIRO • 
• ~ 

• • 
• UMJTACDES DO P~OGRAMA: • 
• • 
• NUMERO OE NOS = 30 • 
• • 
• NUMERO D f. é:Lfr-lENTO$ = 50 • 
• ' • 
• NUMERO ,E CARREGAMENTOS = 5 • 
• * 

-----------------------------====------=:=~==================~===========================~====================== 
ANAL!S~ OE ESTRUT~RAS PLANAS COM ELEMENTOS DE pAREOES D~LGAOAS 

PRUGRAMA OE ENGENHARIA CIVIL• COPPE/UFRJ 

----==~---------------------===-==~=--==========~==========~=============~===-=~===========~-===========;======= 
ESTRUTURA 1 - EXEMPLO 1 • VIGA SIENGASTAOA 

UNIDADES: COMPRIMENTO• CM 

DADOS GERAIS OI ESTRUTURA 
=---====-===============·== 

NUMEHO DE NOS= q 

NUMêRU DE ELEMENTOS: B 

FORCA• KGF • 

o 

"' 



NUMERO DE DE.SL0CA~IE~T05 LIVRES : 49 

NUMERO DE DESLOCAMENTOS !MPED!DUS = 1" 

NUMfHO DE NOS .COt-1 RE5TRICOES = 2 

NU~lf;:RU DE CARREG1'\MENTOS = 
1-10DUL0 DE ELASTICIDADE LONGITUDINAL = .2100E+07 

MODULO OE ELASTICIDADE TRANSVERSAL: : .ao77E+Ob 

COORDENADAS 005 NOS 

·-==================== ~ 

o ..... 
NO X V 

o. º· 
2 0 !000E+03 o, 
3 ,_2000E +O~ º· 
4 ~._3000E+O~ º· 
s .i,OOOE+03 o, • 
b .5000E+ü3 o, 
7 !6000t:+-O~ O, 

8 .7000E+03 º· - . 

q ,ooOOE+OJ º~. 



PROPRIEDADES DOS ELEMENTOS 
======~~·===:=============== 

ELEM. Nl NF AX !X IV IZ !W L. ex CY 

1 1 2 0 7680E+Ol • ~~&0[+02 0 lb~8E+OO .27%E+05 ,7975E+06 100,000 l, 0000 º·ºººº 
2 2 3 .7680E•02 .29~0E+02 0 lbó8E+OO ·· .27%E+05 .7975E+Ob 100,000 1,0000 º·ºººº 
3 3 • • 7660:::-~0·2 • 2.9b0E+02 .ló&8E+QI~ .279f>E+0S ,7975E+O& 100,000 1.0000 0.,.0000 

• • 5 .7h80E+02 .2q~OE+02 ,16~8E+OO ,2796E+OS • 7n5E+06 100.000 1,0000 º·ºººº 
5 5 6 ,7óõOE+02 • í?-9~0E+02 ,16bBE+OO ,27%E+05 , 7'J75E+Ob 100.000 1.0000 º·ºººº 
ó b 7 ,76601':+02 • 2.qoot.·~02 ,166BE+OO .~7~6E+05 ,7q7SE+06 100,000 1.0000 0.0000· 

7 7 8 ,7680E+02 • 2()~0E·t02 ,lóó8f.+04· .27%E<·US ,7975E+Oó 100,000 1,0000 O, O 00 O 

8 8 q •?b~OE+02 ,2qr,0E+o2 .tbbBE+04 ,27%E+05 ,7975E+06 .100,000 1,0000 º·ºººº ~ 

o 
(D 

RE.STR!COES NODAIS 
====~==z===·======= 

NO .T.RANSL, X TR~NSL, V TR~N~L!. z ROTACAO X ROTACAO V ROTACAO z EMPENA11ENTO 

1 l 1 l. 

" l 1 • 

NUMERO DE NOI COM CARGAS• 

'NUMERO ·DE E~EMENTOS COM REACOES DE, ENGASTIMENIU UAUIS • O 



CARGAS NOOA!S 
== ·.-==· =. == .. ==-

No r'ORCA X FORCA Y 

" º· º· 
FORCA Z 

o. 

MOMENTO X 

.4000E+OS 

MOMENTO y 

o. 

MOl~ENTO Z 

º· 
BIMOMENTO 

•.5000E+07 

=====================================;======·==========;=======================================~==~============= 
ANALISE DE ESTRUTURAS PLANAS COM ELEMENTOS OE PAMEOES DELGADAS 

lMPREss•o DE RESULTADOS - - -· 

======·===~~=============z======~======·-==~=======~====·========:.::~==========~=====:=~~==================· === 
.ESTRUTURA 1 • EXEMPLO 1 • VIGA B1ENGISTAOA 

UNIDADES: COMPRIMENTO• CM FORCA• KGf 

CARREGAMENTO 1 ~ MOMENTO TORSO~, CONCENT~AOO + bIMOMENfO CONCE,1T~ADO· 
=============~==·==================================================-====~====~-====~====-==-==================== 

OESLOCl,HENTOS ~ÍOOA.I5 

==-=================== .. 
NO OESLOC, X OESLOC. y DESLOC, z ROTACAD X ROTA.CAD V ROTACAO z EHPENAMENTO 

1 ·º!. o. º· º· º· º· º· 
2 o. º· o. !1012E•01 .o. º· .!ó94E•03 

3 º· º·· o! ,2753E~Ol o; º· ! tJ~75t~O~ 

o º· º· o. ,33!6E•O! º· º• •,E,883t.wQ4 - -

5 ·O! º~ o. !2·539E:Dl · º· o;. ""!642~(~0~ 

o 
<O 



b o ' ~·~. o. !lb77E~Ol º· º· -!8StHiE. ... O~ 

7 o, o! º· ,8b72E•02 º· º· •!7385E•O~ 

8 º· º· o. .2511ê:•Oi:! O, º· •!4~55E~04 

9 º· º· º· o, º· º· º· 

REACOES DE APOIO 
==============·== 

rio FORCA X FORCA -r FORCA z MOMENfO X MOMENTO y MOMENTO z BlMOME~TO 

1 º· º· .o. -.3570E+OS º· º· •.ll53GIE,..07 

9 º!. o!. o. • 00300E+O~ o, o, ! 973?E+O~ 

~ 

~ 

ACOES NAS EXTREMIIJAOES ºº ELEMEfJTO 
==============:============.====·=== 

o 

ELEM. NO FORCA X FORCA Y. FORCA z MOMENTO X MOMENTO y MOHENTO z BIMO!-lf..N!_O 

º· º· o. ·~357.0E+OS º· o. ..... tl5:.S4t:+07 

2 º· o. O, 0 3570E+05 º· º· .;2o&e+o1 

ELEfl. NO FORCA X FORCA y FORC~ z MOMENTO X MOMENTO y HOHiéNTO 2 BIMOMENTO 

2 2 o. º· º· "'."•3570E+05 º· º· ... • ! 20bE+07 

3 º· º· º· .. ,3570E+05 º· º· ".:'•!q~ai::+o7 

ELEM, NO t'ORCA X FORC'A ·Y FORCA z >10>1E NTO X MOMENTO y MOMENTO z BIMOMENTO 

3 3 º· º· º· •.,3570E+OS º· o, ,,19!'(8E+07 

4 º· º· º· .3570E•05 º· º· ~•S3B3Ei-07 

ELEM. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMiéNTO X MOMENTO· y MOMl':N!O z RlMUMENTO 

q Q º· º· º· .430~!::+04 º· º· .~8~1l-::+06 · 

s º· º· º· ~.~300E+04 º· º· :'•~3~0t:+O~ 



Ei..Et-1. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X MOMENTO y MOMENTO z 8~1-ti?Mt.N!O 

5 s º· º· º· ,4300E+04 º· º· , Ll90E+O;, 

ó º· º· º· •,4300E+04 º· o. .~'-l.~7f.+OS 

ELEM, NO FORCA X FORC•A y FORCA 2 _MOME•JTO - X MOMENTO y · MOMEtJ_TO z BIMOMENTO 

b b º· º· º· ,4300E+04 o. º· .. ,.64tnt.:+OS 

-7 º· º· º· -.~300t:+04 º· º· .32!3é+Ob 

ELEM, NO FORCA ~ FORCA y_ FORCA z MOMENTO X MOMENTO y MOMENTO z BIMOMENTO 

7 7 º· o •. º· .43UOE.,..04 º· º· •,32!3E+Ob 

B º· º· º· •,4300E+04 o. º· .bOHE+Oó 

!"LEM, NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X MOMENTO y MOMEN_TO l 8!MOMéNTO 

8 a º· º· º· ,~300E+04 º· º· •.60.S'}E,..Oó 

~ 

9 º· º· o·~ '.'"•~300E+04 º· º· .97~9E.+06 

-· 



======-=================--==========-.---==============-=·-===~==========--========-=-------===---------------=-
ANALIS~·DE ESTRUTU~AS PLANAi ioM ELEMENTDS DE PAREDES DELGADAS 

P~UGR~~A OE ENGENHARIA CIVIL• COPPE/UFRJ 

~====~====~=====~======· -=============================================~=================== ·===================== 
ESTRUTURA 2 • EXEMPLO 2 • GRELHA 

UNIDADES: COMPRIMENTO• C~ FORCA~ KGF 

DADOS GERAIS DA ESTRUTURA 
==-=====~= ·================ 

NUMERO DE NOS = 12 

NUMERO DE ELEMENTOS = 12 

NUMEfW DE DESLOCAMENTOS LIVRES = 52 

NUMERO DE DESLOCAMENTOS IMPEDIDOS = 
NUMERO DE NOS COM RE.STR!COES = 8 

NUMERO DE CARREGAMENTOS = 

MODULO DE ELASTlC!OAIJE LONGITUDINAL 

MODULO DE ELASTICIDADE 

COORDENADAS DOS NOS 
=====~==~====:======= 

NO X 'f 

TRANSVERSAL. 

32 

= ,2100E+07 

= !8077E+Ob 
• 

N 



2 .8000[+0.3 º· 
3 o, ~-4000E:t0~ 

• .t.lOOOE+03 ,.4000E+03 

5 !8000!:.+0~ ~.4000E+ô~ 

ó !.1200E~O~ !400CE+O~ 

7 º· !8000E+03 

8 ,4000E+03 .eoOOE+O~ 

.9 !8000E+O~ !AOOOE+O~ 

10 !.1COOE~OQ ,8000E+03 

11 ,4000E+03 !1200::+o~ - -

12 ,soooE+03 ~t200E~O~ 

~ 

w 

PROPRIEDAOES DOS ELEMENTOS ---=--~--~~----------=·=-~--
ELEM, NI NF AX IX IV l 2- lVI L ex CY 

1 • •!241E+05 .;ta2E+03 ,&OlsE+Os .49~'3E+04 • ~8b2E.+07 400,000 º·ºººº ;,..0000 

2 2 5 , 120IE+03 ,1182E+03 .~015E+95 
" 

.49~9E~Otl ,2862E+07 400!000 º·ºººº J ·ºººº 
3 3 4 ,12~1E+03 ,1182E+03 ,60J5E+OS .Q9age.+oq .28ó2E+07 400,;,COO 1.0000 º·ºººº 
• • 5 ,1241E+03 ,IIB2E+03 .bOl5E+05 ,494qt_+OO .28~2E+07 000,000 1.0000 0.0000 

5 5 6 ,1241E•03 .l162E+03 ,~015E+OS ,4949E+04 . ,2Ao2E+07 "ºº·ººº 1,0000 º·ºººº 
ó • B .12~1E+03 ,Jrn2E+03 .1:io~st:+05 •~!949E+04 ,28b2E+07 400.000 o·. 0000 1.0000 

7 5 9 ,1241E+03 .1182E+03 ,b0!5E+OS ,494Sé+04 ,28b2E+07 400,000 º·ºººº 1,0000 

8 7 8 .12~1E+03 .1162E•03 ;bOl5E+05 ~4C)4<}E+0·4 ,28b2E+07 400,000 1.0000 º·ºººº 



q " q .12q1E+03 ,1182E+03 .&Ol5E+05 ,4949E.+o& .28b2E+07 400.000 1,0000 º·ºººº 
!O 9 10 .1241E+03 ·.!1B2E.+03 0 ó01SE+05 .~949E+OQ .28b2E.+07 ,:100,000 1.0000 º·ºººº 
11 8 11 ,1241[+03 .ll82E.+03 0 0015E•OS ,ll949E+ót.& .,28b2E+07 400.000 º·ºººº 1.0000 

12 q 12 .. ~241E+03 .p~2E.+03 .bOISE+OS ,~gqqE+OLI .28ó2E+07 "ºº·ººº ·0.0000 1.0000 

RESTR!COES NOUAIS 
===~=====·========= 

NO J.R~N~L! X TR~NSL, y- TR~NSL, z ROTACAO X RDTACAO y ROTACAO z EMPENAMErJr~ 

1 1 l o 1 o o 

.2 1 ó l o o 

3 1 1 1 1 O. o o 

b o o o 

7 l o o o 

1 O 1 o o o 

· 11 o o o 

12 • 1 ! 
o 1 o o 

• 

CARREGl"ENTO 1 • CARGAS VERTICAIS . ·------~-------~-~-=-~---~----------------··----===--=:=========~=.===~=====~==-=~;----~-=------------------------
NUMERO OE NOS COM CARGAS: Q 

NUMERO DE ELEMENTOS COM REACOES D~ ENGISTAMENiO DADAS• O 

_NUSEAU OE ELEMENTOS COM REACOES DE ENGA5T,MENTO CALCUL•DAS = 12 

,,. 



CARGAS NODAIS 
==·============ 

NO FORCA X FORCA y f0RCA z 

Q o, o.! .4800E+04 

5 º· º· !!1~00E+04 

8. º· º· .!ll~OOE+Oli 

9 º· o, ."lôOOE+Oll 

CARGAS NOS ELEMENTOS 
=~=======-============ 

ELEM. l NO, OE CARGAS CONCENTRADAS• O 
•==••==•= NO. Dê CARGAS DISTR!8U1DAS • I 

CARGA 0!5TR18UI0A • FZ: .IDOOE+Oc 

ELEM. 2 NO. DE CARGAS CONCENTRADAS• O 
. =••••-••= NO, OE CARGAS O!STRIBU!DAS • 1 

CARGA O!STR!SUIOA •'FZ • •!ODOE+OZ. 

ELEM. 3 NO. DE CARGAS CONCENTRADAS• O • 
::::::::: NO, DE CARGAS O!STR!HUIOAI • l · 

CARGA D!STRIBUIDI • FZ • ,lOUOE+D2· 

ELEM. 1 NO. DE CARGAS CONCENTRADAS• O 
::::::::: NO, DE CARGAS DISTR!BUIDAS = 1 

CARGA O!STRIBUIOA • FZ =· ,IOOOE+02 

MOMENTO X MOMENTO y !IOMENTO z BIMOMENTO 

º· º· O·. o! 

o! º· º.'! o.'!. 

º· º· o, º· 
º• o. º· º· 

u, 



fLEM. 5 NO. OE CARGAS CONCE~TRAOAS = O 
-·-••--·· NO. DE CARGAS DISTRIBU1DA5 • 1 

CARGA DISTR!~U!DA • Fl: .!OOOE+02 

ELEM. 6 NO. DE CARGAS CDNCENTQAOAS • O 
:;::::::: •O. Ot CARGAS DISTR!BUIOAS • 1 

CARGA D!STR!BUIDA • FZ • .!OOOE+02 

ELEH. 7 NO. DE CARGAS CONCENTiADAS: O 
-•••••••= NO. DE CARGÀS DISTRIRUIOAS • l 

CARGA O!STRIBUIOA • FZ • .!OOOE+02 

ELEM. 6 NO. DE CARGAS CONCENTiADAS ~ U 
:•~:::::: NO. DE CARGAS OISTRIDUIOAS = ! 

C~RGA D!STRIBUIDA • FZ: .1000E+02 

ELEM. q NO, DE CARGAS CONCErJTQADAS: O 
••••••=•• NO. DE CARGAS DlSTRIBUIOAS • 1 

CARGA DISTR!BUIDA • FZ • .!OOOE+02 

ELEM.10 NU, OE CARGAS CONCENTIAOAS ·: O 
:::::: •= NO. DE CARGAS D15TR!BUIOA8 • 1 

c,RGA O!STRIBUIOA • FZ • .IOOOE+02 

ELEN,l! NO. OE CARGAS CONCENTRADA~• O 
•••===·== NO. DE CARCAS D!STRIBUIDAS • ! 

CARGA D1STRI0U1DA • FZ • .!OOOE+02 

ELEM.12 NO. DE CARG~S CONCENTRADAS= O 
•••••=••= NO. DE CARGAS OISTR!BU!OAS • l 

CARGA O!STRISUIDA • FZ • .!ODOE+02 

• 



=--~---=--~-=------C--- .--:===--=-M------=---~====--====---====-=~==----==-==-=====-===----===----=----------~-· 
ANALISE OE ESTRUTURAS PLANAS co~ ELEMENTOS OE· PAREDES DELGADAS 

IHPRESSAO D~ RESULTADOS 

=====·====================·====================================================================================== 
ESTRUTURA 2 • EXEMPLO 2 • GRELHA, 

UN!O~OES: COMPRIMENTO• CM 

CARREGAMENTO 1 • CARGAS VERT!CilS 

DE.SLOCA~ENTOS NODAIS 
====================== 

NO OESLOC. X OESLOC. y 

º· o! 
2 º· o, 
3 o. o, 

• o! º· 
5 º· o, 

b o! o, 
7 º· º· 
a o. º· 
q o! o, 

10 º· º· 
l ! º· º· 
12 o. º· 

OESLOC. · z 

o. 

o, 

o. 
.2~Q9E+01 

,2~69E•Ol 

º· 
ºi 

.2B&I.JE+01 

!2~6?E+01 

o. 

º· 
o. 

ROTACAO X . ROHCAO y ROTACAO 2 EMPENAMt:NTO 

!873bE:D2 º· o, •. !538E•OO -· -

• 873óE•02 o • º~ .1538E ... o~ 

º· •,873&E~02 o.• !1538E"'O~ 

.Q2bOE ... Oi? •,42bOE•02 º· !.4!47E•1~ 

,42bOE ... Oê .4?:bOE-...02 º· ·.• \ 1•:sE.:16 

o: .B73&E•02 o, •!1533E:O~ 

º· •.673bE•02 o! •,!538E•04 

.•,.4260E•02 •,02bOE•02 o, •!52471:•it> 

""!l42bOE-:-D2 .t.12bOE•02 o, ·~.?~ll~E-17 

o, ,873óE•D2 º~ ,!S3BE:04 

-!873ó.E':'02 ' o. o, ~. t 538E-Oll 

•.873óE•D2 º· º· •.153BE•04· - -

~ 

" 



REACOE5 DE APOIO 
e::============-= 

NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X MOMENTO y MOMENTO z BIMOMENTO 

º• º• .... 8400-E+OQ o.!. ,2407É+04 º· º· 
2 º!. º· •.,8Ll00E+Oq º· -!2~07E+04 º·· º·. 
3 o! º· -.B~OOE+04 -.2407E+04 º· O, O, 

b º· o. .... j}~OO( +O.'! . ·-2~07E+Otl º~ o •. o ..... 
7 º· º· ... BOOOE+Oa !2407E+04 O, º· º· 

10 º· o, •,8~00E+04 !2407E+04 º· º· º· 
11 o, º!. •!i-!i'!DOE+Oll º.! ,2•on•o• o, o! 

12 º· º· .. !8~00E+04 o, •!2407E+04 o., º· 

ACOES NAS E>TREH!DAOES DO ELEMESTO ~ 

============~=======~=============== co 

ELEM, NO FORCA X FORCA y FORCA z MOIIENTO X MOMENTO y MOMENTO z SHfOHENTO 

1 º· º· •,S400E+04 ,2407E+04 •.!OS7E•OO º· ,15l8E•0S 

" º· O, .llti00E+04 ... 2'W7E+O!I .2Sb0E+07 º· ·,s5blE.•o6 

ELEM. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X MOMENTO V MOMf'NTO z B!MOMLNTO 

2 2 º· º· ':°•6400E•04 •.2407E+Ot:i • 7629E•OS º· ~,1392E•05 

• 5. º· º· ..4400E+OLI .2ll07E+04 , 25ó0E+07 º· .. .,5561E+Ob 

ELEM. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X >IOMENTO y .MOMENTO z O lMO>iEN TO 

3 3 º· º· ~.8400E+04 -.i!407f;:+04 ,26€,IE•OS o • .. • 548bt:: .. Qb 

• º· º· .~~00E+04_ .2407E+04 ,25bOE+07 º· •,55hlf;+Oó 

E LEM, NO FORCA X FORCA V FORCA z MO>!~NTO X MOMENTO V MOMENTO z BIMOMENTO 

• 4 º· º· -~.200.0E+04 :, 131·6E•07 •.255BE+07 O, •,i!70':>t-os· 

5 º· O,· •, 200_0E+04 • !318E•07 ,255BE+07 o, ".".ió<j~JE ... 05 



ELEM. NO FORCA X FORCA y FORCA 2 MOMENTO X MOMEIHO y MOMENTO z O~M~MEtJ.Tn 

5 5 º· o. .4400E+04 .2407E+Oll •.2SbOE+07 º· .55blE+Ob 

ó º· º· •.,8400E+04 ~.2007E•Oo ~.3386E•Oq º· 0 3316E•OS 

E L. E!-1. NO FORCA X FORCA y FORCA l MOMENTO X MOMENTO y MOMENTO ·z BIMOMt_hHO 

b 4 º· º· •.2000E+04 .2365E•07 • 0 2558E+07 º· .b631E.,.05 

8 º· º· ·.2000E+04 ':'•23f>:!jE-07 .2558E+D7 º· .~1B7t.-0ó 

ELEM. ~o FORCA X FORCA y FORCA 2 MOMENTO X MOMENTO y MO~lcNTO 2 B [Mt~Mt,1~TO 

7 5 º· º·' •.2000E+04 ,4b64E•06 •.2558E+07 º· •.1317E•OS 

9 º· º·•l ~.2000E+04 ~.~68'1E•0S 0 2556f+07 º· ~.l576E•C5 

ELEM.. '"º FORCA X FORCA y FORCA.. z MOMENTO X t,\Of.iOJTO y >!OMENlO z B~Kl!MEN}O 

6 7 º· º· -.s•oOE+04 .2407E+04 •.7b29E-05 º· .... 3l83E.-05 

8 º· º· .••ooE•o• ':°•?.407E+04 .2560E+07 º· .~5~1E+Ob 
~ 

ELt.M. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X MOME.NTO y MOMENTO z BIMO>IENTO 
~ 

'° 
9 8 o. o. -·-. _ •.200Óf.+O• .1286E ... Ob •.2.55RE+07 . o··---- ------ --·-- __ .1371~-o• 

q º· º· •.2000E+O• •,l2BbE•Oó 0 2558E+07 º· .~727~•0.l.i 

ELEM. NO FORCA X FOR. CA y FORCA z MOMEIHO X MOMENTO y t~OMENTO z B!MOMtNTO 

10 q o. º· .4qOOE+Oq .... 2'107E+04 •.2S&OE+07 o. •855b1E+Ob 

10 o. º· -.8400f+Oq .2407E.+04 ~.ó008E~oq º· .ll.a'.8E.-05 

El.EM. NO FORCA X FORCA y FORCA z • MOMENTO ~ MOt~ENTO V MOMENTO z BIMOMENTO 

11 8 º· º· 0 4400E+04 •.2407E+04 •,,25~0E+07 º· •.55~lé"1>0b 

11 º· º· • 0 B400E+04 .2t&07E-!o04 .4911E•O& º· 0 bl7SE•05 

EL.EM. NO FORCA X FORCi y FORCA z MOMENTO X MD,!ENTO y MOMl:-NTO l B !MUMEN!O 

12 9 º· º· 0 4400E+04 .2407E+04 •.25bOE+0.1 º· .5S~lt+% 

12 º· º· ~.8400E+04 ':"•2407E:t0ll ~, 1J578f •04 º· ":"•~3~7E.•Oll 



•-------------------- .-------------------=-----------------------:C----=-----=----------------------------------
ANALISE! DE ESTMUTURAS PLANAS COM ELEMENTOS DE PAREDES DELGADAS 

PROGRAMA OE ,ENGENHARIA CIVIL - COPPE/UFAJ 

==============================~==:====-=c=======================~=======================::c:::c:~:=============-
ESTRUTURA 3 - EXEKPLO 3 • PORTICO PLANO 

FORCA~ KGF 

DADOS G[RAIS OA ESTRUTURA 

NUi'1ERO OE NOS = 5 

NUMERO DE ELEMENTOS = q 

NUMERO DE DESLÜCAMENIUS LIVRES =· 21 

NU>lERU OE DESL0CrnENT05 HIPED!OOS = 14 

NUMERO DE NOS COM HESTRICDES = 2 

NUHERO DE CARRF.GA~EIHOS = 1 

MODULO DE ELASTIC!DAOE LONGITUD JNAL = .210úE+07 

MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL - ,8077E+Oó • 

COORDENADAS DOS NOS 

NO X y 

1 O •. o, 

N 
o 



2 º· ,4000E+03 

3 ,4000E•03 ,bOOOE+03 

4 !8000€+0~ .,4000f+03 

5 ,8000E+03 o! - -

PROPRIEDADES 005 ELEMENTO:; 
·====:======~~=======--===== 

ELEH. Nl NF 

1 2 

2 2 3 

3 3 4 

• 4 .5 

RESTR!COES NODAIS 
=======~==·=======. 

NO 

1 

·s 

AX 

.!S93E+03 

.1S93E•03 

.1593!é+03 

.1593E+03 

!X 

• lói:!0~·.-0$ 

0 !ó20E+03 

,!b20E+03 

'! Jb20l+O~ 

TRANSL, Z 

1 

p 

.tl55!\E+04 

0 855!\f:'+04 

.B556f.+Qq 

.sS5bE+04 

ROTACAO X 

1 

l 

lZ 

,4&3SE+OS 

0 4b35E+05 

,4b35~+05 

,4b35E+05 

!(!)TACAO y 

rn L ex C. y 

,3103E+07 "ºº~ººº º·ºººº !·ºººº 
,3103E+07 447,214 O, 6944 º·~ll/2 ~ 

N 

.3103E+07 447,214 o.eq:aq •0.4472 ~ 

,.3103E+07 400-.000 º·ºººº -~·ºººº 

ROTACAO Z EMPENAMENTO 

t 



CARREGAMENTO 1 • CARSA OE VENTO, 
-------~----=·----:-=•=-=--=-=--=--=-----=--~~-~--=-=====--==·::::::::=====~=====:==============~=-=------------

NUMERO DE NOS COM CARGAS• O 

NU>IERO DE ELEMENTOS COM REACOES OE, ENGASHMEN!ü DADAS : O 

NUMERO OE ELEMENTOS COM REACOES OE ENGASTAMENTO CALCULADAS• 4 

CARGAS NOS ELEMENTOS 
==========· ====~====== 

-.--=----

ELEM, 3 

-----=---

ELEM, 4 
------------------

NO, DE CARGAS CONCENTRAD
0

AS = 9 
N~. DE C,\RGAS DISTRIBUI DAS = 2 

CARGA Dl5TRIBUIDA . FY = -.eOOOE+01 

CARGA DISTRIBlllDA . FZ • .... 2500E+01 

ND, DE CARGAS CDNCENTiADAS • O 
NO, DE CARGAS DlSTRl~UIDA5: 2 

CARGA O!STRISUIDA • FY: •,SOOOE+Ol 

CARGA DISTNIBUIOA • FZ: •,2500!+01 

NO. DE CARGflS CONCENTRADAS • D 
NO, DE CARGAS D!STR!Bu!OA5 = l 

CARGA 01srr,1BUIDA . FY = ,SOOOE•OI 

CARGA D!STRIBUIDA - FZ = •,Z5DOE+OÍ 

NO, DE CARGAS CDNCENJIADAS • O 
Nô, DE CARGAS O!STRIBUIDAS: 2 

CARGA D!STR16U1DA • FY : ,0009E+O! 

C~RG~ DI5TR16U10A - Fl: •.2500E+Ol· 

• 

N 
N 



-----------------------~-~-------------------------·------------------------------------------------------------·. 
ANALISE OE ESTRUTURAS PLANAS CD~ ELEMENTOS DE PAREDES DELGADAS - -

lNPRE!SAO DE RESULTADOS 

======· ==============;~====~================~========~====~~=========================~===== "=========~-=====L=== 
ESTRUTURA 3 • EXEMPLO 3 • PORT!CO PLANO 

UN!OAOES: COMPRIMENTO• CM FORCA • KGF· 

CARREGAMENTO 1 • CARGA DE VENTO 
==========·===·=·:====================-====== .===============%=========================-=======-·~-==~=----=-=== 

DESLOCAMENTOS NODAIS 
==========-=~========= 

IJO OéSLOC. X OESlOC. y DESLOC, z ROTACAO X ROTACAO y ROTACAO z EMPENAMENTO N 
w 

º· º· o. º· º· º· º· 
2 ,23%E+OO -,214&E:03 •.2271E+OI -!sqs;E':"Oa ,31 lbE~Ol •,S!SOE•03 09 .!425~f.-0~ 

3 ,2300E+OO .1onE:OI •!.1~ll·lE+02 -!_b782E:-o; .!qo98E~l3 .3b55E•03 ,4360E.•15 

4 ~2~3~E~OO ,21•~E:03 •,2271E+OI -,aqs1e-02 •!3l!&E~OI •.5&113E•03 !42S4E.~0~ 

5 º· o, º· º· º· º· O, 

• 

REACDES OE APOIO 
:~~======~====-== 

MO FORCA X f ORCA V FORCA z MOMENTO X MOMENTO y MOfiF.NTO z BlMDf•fE.NTO 

l -.3't8'1E+Oll , l HSE+03 .21ldE+04 !75qoc::+o~ •!b120E+0S ,7!04E+Ob •.!9~3lt::+07 - - - ·-

5 •!2~1~E+O~ •!.179~[+03 !2\ IBE+C.4 • 7590E,+0b !b!20E+05 !Sq31E+Ob !,g331E+07 



ACUES NAS EX TREM!DAOES DO. ELEME~TO-
==~====-========================·=== 

ELEM. NO FORCA X . FORCA y FORCA z MOMENTO X MOHENTO y MOMENTO z 8lMUMENTQ 

,17q5E+05 .3qs7E+o• .2118E+04 ~.~1201::+os •.1sqoE+O& .71041:.+0b ·::-.~3~lE+07 

2 •,179SE+03 :• 787SE+05 :.1118t+04 .61iOE+OS .~1;BE+Ob .24451':+0b •.11071:.+08 

ELEM. NO FORCA X FORCA y FOR.CA z MOMENTO X MOMENTO y MOMENTO z BIMOMENTO 

2 2 •.,b2'10E+03 ;st27E+03 .1lldE+0'1 .7263E•OS •,1047E+Ob •.24'15t:.+Ob .1101E+08 

3 .b240E+03 ~ 17 2.3E,+0~ a.1118E•06 .;72b3F+05 •.1•53E+Ob •.26.18E•0.5 ··-~·_.1210;:+oe 

ELEM. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMENTO X MOMEN'fO V MúMé.N'tO z BlKOME~lTO 

3 3 ,1004E+04 :, 1533E+04 :.1639E•Ob •.7~~3E+05 .14S3E+0b .2b!8t+Oá ... 1270t.+08 

4 :,1004[+00 •. 7028E,+03 ,l\i8E+04 • 72b3E+05 .10•7E+06 :.211qE+06 : 0 1107E+DS 

ELEM. NO FORCA X FORCA y FORCA z MOMErJTO X MOMENTO y MOMOiJ!O l BIMOMENTO 

4 ij :•\795E+03 .;2!3E:t0'i ~.11 UH::•04 .&l20E+0S •.1118E+Oo .2t;9E+O~ .~107E+Oô N _,,. 

5 .1795E+D3 ':'•28!3E+OJ.i .2118E+OO :•bl20E+05 .,7590E+Ob .sq'.?lE+Ob. .~331E+07 
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APtNDICE E 

LISTAGEM DO PROGRAMA 

Este Apêndice contêm a listagem do programa auto 

mãtico para a anãlise de estruturas planas com elementos de par~ 

des delgadas. São apresentados também os dados dos exemplos ana 

lisados neste trabalho. 
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FILE ll=OISCO,UNIT=OISKPACK,AREA:50,RECORD=19& 
FILE S=CA~TAOiUNlt=READER - . . 
~ILE b=LISTA,ÜNíTiPRINTER 

C**************************** e 
é 
é 

PROGRAMA PRlNCIPAL . -

e****************************· D0U8LE PRECISION A{tOOOO) . 
REAL X{30),Y(30),A~(50),1XC50),IY(SÕJ,1Z(SO),lW(50), 

L(50) ;RÕT(Sô,7,7) ;NôMEC20l, XNôMt(S, 10) ,~EC14, Í4) ,RER (1 * 
4, 14), 

.... - ·;.,_. ,.,~ . 

* REGC14,14),ARE(S0,14,S),AE0(14l 
INTEGER ~I{SõJ;N,(50J,LRiC~10),L.A{210~,IA{l4),LEC{50) 
DATA A/ 1 ôOàO•O -~ /, ROT /2450•0. /, ííE ~ RÊR~ RÊ'G/588•0 !./~-ARE /3500•0 

!/, 

* e 
e 
e . 

e 
é 
e 

LEC/SO•O/ 

UNIDADES DE: ENTRADA .. . 

JE:5 
IS:6 

INDICE DA \IARIANTE 

IVP=•l 
WRITÊCIS,ll 

- E• SAIDA 

DO PROGRAMA 

1 FORMAT{'i'il///////,31X,70('*'),/,31X,'*',b8X,'*',/,31X, 
* '*. . ANALISE OE. E.StRiJTURÃS COM . ELEME~TÔS. DE PARE D 

E S ' , 

* 
* ,. ... ,,, 

. * 
EM', 

* 
* 

, 31)(, 
* 
* 

RAMAi', •• 
',llbX, 

- *. 
50 ', 

• 
ENTOS', 

e 

'DELGADAS *',t,31X,'*',b8X,'*',l,31X,'*',18X, 
ipRQGRAMA DE "ENGÊNRARIA ·ciVIL 1 ,i9x,'•',l,31X,'*',b8X 

• • • i - • 

31X,'* COOROENACAO DOS PROGRAMAS DE POS•GRADUACAO 

ENGENHARIA •',l,31X,'*',&8X,'*',l,31X,'*',12X, 
iUNI~ERSÍDAOE FEOÊR~L- 00 ÍÍlÕ -DE JANÊI~0'.,13X,'.*'.,I 

'*',b8X,'*',l,31X, 
to~·~·,,1.~1x, 1 •'.,&8x,'.•',1,~1x,'* 

~2X,'.*'.,l,31X,'•',b8X,'*',l,31X,'* 

·' 
LIMITACOES DO' PRO& 

• 
NUMERO QE NOS: 30 

NUMERO DE ELEMENTOS: 

NUMERO DE CARREGAM 

C LEITURA 00 NUMERO OE ESTRUTURAS 
e 

READ(IE, lO)NEST 
10 FORMÂTCI3). 

lEST=o· 



100 IEST=IEST+l 
WRITECIS.,20) 
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20 'FORMAT('i',9X,112(':'),ll,3óX, 'ANALISE D"E ESTRUTURAS PLANAS COM EL. . - . . . . . . - . -
*EMENTOS DE PA REDE,S DELGADAS• , 111, 4ó X, 'PROGRAMA OE ENGENHAR I 

A CIVIL ·- - . - -
* • COPPEIUFRJ',ll,lOX,112(•:•)) 

REAO(IE,30)(NO~ECIJ,I=1,20J,UNIOC~UNIOF 
30 FORMAT(2ÓA4,i,2A3). - . . 

WRITÊ(IS,4Õ)lEST,(NOME(l),I:1,20),UNlOC,UNI0F 
40 FORMAT(/;11x~·E.sTRÜTURà 1 ,12,i ~- ,,~Oi4,l/,11X, 

.- ... ··üNiDÃDEsi COMPRIMENTo·-·,;A3,5X,'FORCA • ',A3) 
C*************i•i•i*j*************i*****ititj -
C ENTRADA DE DADOS SOBRE A ESTRUTURA 
t•••••••••i•••••••i*****************~******** 
e 
C DADOS GERAIS 
é 

e 
t 
t 

c 
e 
t . 

e 
e 
e 
t 

READ CIE., 50) NN, NE, NDI, NNR, NC,E, G: 
50 FDRMÃTC5I3;2E1ô.3) . -

NDT=7•NN 
NDP:NDT•NDI 
wRITÊ(í'S,óO)NN,NE,NDP,NDI,NNR,NC,E,G 

60 FORMAT(////l 1 11X 1
1 ÓAD0S GERAIS.OÍÍ. ÉSTRUTURA',t,IOX,27(':'), 

*///,[1~,'NUMÊRÓ ÕE NOS =',I3, ·- . . . - . -

200 
70 

80 

90 

300 
110 

*/1,liX,'NUMERO DE ELE·MENTOS ::',13, 
•11,liX,'NUMERO DE DESLOCAMENTO$ [IVRES : 1 ,13, 
*/1,liX,'NU~ERO OE DESLOCAMENTOS IMPEDIDOS :',13, 
.,,,11x,'NUMERO OE NOS coij RESTRiéOES =',13, 
*/1,liX,'NUMERO OE CARREGAMENTOS :•,13,· 
*//;tiX,'MODULO DE ELASTitIDADE LON~ITUDINAL :',El0.4 1 
*ll,l!X,'MODULO DE ELASTICIDADE TRANSVERSAL :',E1ó.4J 

COORDENADAS NODAIS . . 

DO 200 IC=l,NN 
READCIE,70)J;xcJJ,Y(Jl 
FDRMÀTCJ3,iE10:3J . 
WRITE (is;ao) 
FORMAT('l',1,11x,•cooRDENADAS DOS NDS',1,1ox,21c•: 1 ), 

•· - ·1i1;1ix;•No•,sx,•x•,11x,'Y';1) ~ - · · 
WRITE(IS,9óltJ 1 XtJj,y(J)iJil;N~J - -
FORM~T~1;1ox~I~1~X~E10~4i2X,E10.~) 

INCIDENCIA E ~ROPRIED~DE DOS ELEMEN!OS 

00 300 IC=l,NE 
REAOCIE,1tó)I,NICI),NF(Il,AX(I),IXCIJ,IY(Il,IZCI),IWCI) 
FORM~T_C3Í3!5É10.~). . . . . . . . . . . . 

DETERMINACAO DA LARGURA DE FAIXA• LF 
ÇOLOÇAÇAÕ ºº~ Nos DO ELEMENTO EH ORDEM CRESCENTE 

11:0 



e 

DO 400 1=1,NE 
I2=NF Cl)•NI CIJ 
IF(I2.GT~OjGO TO 500 
I3:<NI CI)- - -
NI(Il=NFlIJ 
Nr·cn=13· · 
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500 ÍF{Ii.LT.1ABSCI2lll1=IABSCI2) 
LF~Cil+IJ•t - - -

400 CONTiNuE· 
K=NDI 
IFCIVP.EQ.l)K=O 
INO 1:: CNDP+K l *LF 
IN02=1NOl+NDT•NC 
1ND3=IND2+NDT*NC 

C MATRIZ DE RDTACAO 00 ELEMENTO I • ROTCl,7,7) 
e 

, 

bOO 

120 

00 bOO J:1,NE 
XL:X(NF(I))•XCNICIJ) 
IL:Y}NF(I)j•Y(NI(l)) 
i.CI)=SG1RTCXL•*2+YL**2) 
CX:XL/i.(I)-
(;Y:YL/L(I) 
ROTCI, 1, !)=ex 
ROTCi,i,2):CY 
ROTCi,2,IJ=•CY 
R O T (i , 2, 2 l :e X 
ROT(I,3,3)=1; 
ROT(i,il,111:cx 
ROT(i,4,SJ:CY 
ROT(i,5,4]:-cv 
ROTCÍ,5,SJ:ex 
ROTCÍ,b,b):1; 
ROTCí,7,7):1: 
CONTINUE. -
WRITE(IS,120) 
FORMAT(' i ',;;!IX, 'PROPRIE.OADES - - . .. . DOS ELEMENTOS',,,1ox,2B(':') 

*///,11X,•ELEM. NI NF AX IX IY 
*IZ - IW L ex CY',/) 

WRITE(IS!l~O)CI,NI~I~,NF~I),AX(l),1x~I),lY~Il,Iz~I),IW(I),L 
(I), 

* ROT(I,1,ll,ROT(I,J,2),I:t,NE) 
130 F0RMAT(/,11X,I3,ilX,IS,êx;13,2x;Ei0;11;2i,EI0.11,2x,E10.4,2X,E 

!0!4, - - - . - - - - - - - . - - - - .. - . 

* 2X,EI0.~ 1 2X,FB.3,3X,F7.~,~X!F7.~) 
e 
C LISTA DE RESTRICOES NODAIS 
e 

IF(IEST.EQ.t)GO TO 800 
oo· 700 I=t;NõT 

700 LRN(I):O -
800 00 900 IC:l,NNR 
900 READ~JE,illó)j,~LRNC7•J•7+K),K:l,7) 

• 
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1110 f0RMATC6I3J 
WRITÊCIS,150) 

150 FORMATC'i';1;11x,'RESTRICOES NODAIS',t,lOX,19(':'J, 
. *///,11~,iNO - TRINSL. X TRANSL; 9 - TRANSLe i . ROTACAO X 

ROTA - - . - -
•CAO Y ROTACAO Z EMPE~AMENTO~!/l 

(.RA(í):LRN(l) 
DO lÕOO I=2,NOT 

1000 LRACil=LiACI.;ll+LRNCIJ 
IFtL~AC7J.ta:ojGU TO 1100 
J=i. . - - : . . 
WRiTEClS,lbOJJ,(LRNCKJ,K:1,7) 

1&0 f0RMATC/,1ÕX;I3,7X,&Cil,11Xl,I2J 
lioo DO 120Õ J=2,NN . . . - . 

1=1•j.7 
IF(LRA(IJ.EQ.LRA(l+7JJG0 TO 1200 
WRlTECISil70lJ,CLRNCI+Kl,K=1;7J 

170 FORMATC1;1õx;r3,7X,6(1l,i1X),I2l 
1200 CONTiNÜE. - - . - - . -

e*********************•***************************•·•·• é MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ OA ESTRUTURA 

C**************************************************"* . IFCIEST.EQ,1JG0 TO 1301 

1300 
1301 

e -
e 
e 

e 
e 
t 

11100 
e 
e 
é 

1500 

1&00 

oo· 1300 I=i, 1ND3' 
ACI):o, 
DO 1900 l=l,NE 

- -
CONS!RUC!O O~ MATRIZ DE RIGIDEZ 00 ELEMENTO• ~E(t4,tll) 

CALL RIGELECl,L,AX,IX,IY!IZ,IW!E!G!RE) 

GERACAO DOS INOICES OE DESLOCAMENTOS EXTREMOS 00 ELEMENTO I 

Jt=7*NICI)•7 
K1=7•NFCil.;7 ºº 11100 J=i,7 
K=J+f . . 
IAéJ):Jl+J 
tA"[K}:Kl+J 

CONSTRUCAO DE RER:RE•ROT .. . 

00 1500 J=l,111 
DO 1500 K=í,ill 
RERCJ,K):o: -
REGCJ,KJ:o; 
DO 1600 IL=l,7 
oo 1iioo J=1,t 
DO lbOO K:i,7 
RER(IL,J):RE~CIL,J)+RE(IL,KJ•Rorct,K,JJ 
RERCíL,Ji7J=RERCIL;J+7)+Rl(lL,K~~)iRÕT(I,K,JJ 
RERCIL+7iJj:RER(IL~7,J)+RElIL+7~KJ•AOTlI,K,J) 
RERCIL+7~J+7)=RERCILi7;J+7)+RE(IL+7,K+7)tRÓTCl,K,J) ID=I - . - . . . . . . 



e 
ê 
e 

1700 
e 
e 
é 

1800 
1900 

e 
e 
e 
e 
e 
e 

e 
e 
e 

2000 

2200 
2100 

2300 
2400 

2500 

2&00 
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WRJTECll 'IDlRER 

CONSTRUCAO OE REG=ROT•RER - . 

00 1700 IL=l,7 
DO 1700 j:1,t 
oo 1100 R=i,t 
REG(ÍL,Jl=~EG(IL,J)+ROT(I,K,ILJ*RER(K,Jl 
REG(1L;Ji7):~EGCíL;J+7)+RDTCI,~•lL)•RER(K,J+7l 
REG(1Li7;JJ:REG(ILi7,J)+RDT(I,K•lLJ•RER(K+7,Jl 
REG ( lL ~7 i_ J~7 ~ =REG CIL +7 i J+7 J +RDH I, K, !L! •RER(l<+7, J +7 l 

MONTAGEM DA MATRIZ DE RIGIDEZ GLOBAL - .. . .. ~ 

IF(IVP.EQ.1JGO TO 1800 
CALL-RiG~S1CA(1),N0T 1 Lf,IA 1 REG) 
GO TO 1900. - . . 
êALL.RÍGES2(A(t),NOP 1 Lf,LRN,LRA,1A,REG,NDT) 
CONTINUE ... . . . . .. 

MOOIFICACAO DA MATRIZ RGCNDT,LF~ - . 

lF(IVP)2000,2soo,2100 . . . 

TECNICA DOS •on E "1" 

I1 =LF-1 
IF(LRN(l).EQ.OJGD TO 2100 
A(i)=l~ . - . 
ó0-2200 J=1,I1 
A CJ•lilOT+il =o. 
ÕO 2QOO í=2,ÍIIOT 
IF(LRNCl).EQ~OiGO TO 2400 
ACi)=l~ . - . 
00 2300 J=1,.I1 
ACJ•NOT+IJ::O~ 
ACJ•NOT+i•Jl=O. 
CONTiNiJE . -
GOTO 2700 

TECNICA 00 "INFINITO" . .. 

DO 2&00 I=1,NOT 
IF(LRNCI).EQ~O-·)GO TO 
A(Í):A°CIJ•10**12 
CONTINUE. . . 

2b00 

C•i******************************************•*** 
C LEITURA E IMPRESSAO O:OS DADOS DE CARGA 
C***************i******************************** 

2700 DO 3b00 1=1,NC 
II=Ci-tliNóT. 
00 2701 J=l,NE 
ao 2102 K=i,tll 

2702 ARE(j,K,I):O; . - -
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2701 LEC(JJ:O c - -
é DADOS GERAIS 
c 

READ(IE,180JNNC,NERD 1 NERC,(XNOME(I,Jl,J:1,10J 
180 FDRMÀT(3Í3,1ÕA&). . . . - - . 

~RITtcts;1101r;cxNOMECI,Jl,J*l,lOJ,NNC,NERD,NERC 
190 F0RMAT('1 1 ;1;1[x;•cARREGAMÉNTO',I2; 1 ·--,,10A&,/,10X,112('=' 

),ili, - . .. . . . . .. . . - . - . -

11X,'NUMERO DE NOS COM CARGAS :•,I3 1 /l 1 * 
* DADAS 

l!X,'~UMERO D~ !LÉMENTOé CD~ REACOES bE ENGASTAMENTO 

•=',I3,l/ 1 
* . qx, 'NUMERO OEi ELEMENTOS COM REACDES DE ENGASTAMENTO 

e 
e 
t 

CALCUL 
·•ADAS =',13) 

IF~N~C;E~.b)GO TO 2900 

CARGAS NODAIS - . . 

WRITECIS,210J 
210 F0RMA1(/Í///Í/,11X,'CARGAS NODAIS 1 ,,,1ox,1sc•=·),///,llX, 

•· - ~NO ~O~CA X - FORCA 9 - FORCA Í .. MOM 
ENTO X 

e 

* MOMENTO Y MOMENTO Z BIMOMENTO•) 
JJ:II+INÓ1•7 
00 2600 IC=l,NNC 
READ(IE,220JJ,CA(JJ+7•J+Kl,K=1,7) 

220 FORMÀT(I3,7Ei0~3Í 
WRlTECiSi230jJ;CACJJ+7•J+KJ,K:1,7) 

230 FORMAT(/~1iXil2,7(3X,E11,4)) 
2600 CONTfNÜE . - . . -
2900 IF~NÉRO,EQ!O!GO TO 3100 

C ELEMENTOS COM REACOES DADAS 
t 

WRlTE(IS,240) 
240 FORMAT(/Í/ilil,11X,'REACOES 

(':'), - . . .. 
~E ENGAS!AMENTO DADAS',/,lOX,31 

. . 
* ORCA Z 

/11 1_ qx, 'ELEM! NO F'ORCA X FORCA Y F 

* MOMENTO X MOMENTO Y MOMENTO Z 6IMOMENTO'J 
DO 3000 ÍC:t,NERO 
REAO(IE,250)j,(ARECJ,K,I),K:1,14J 

250 FORM~T(I3,7EI0~3,/;3~,1E10,3) .. 
WRITÊ cis;2i,OjJ;N1 (j), (ARÊCJ,K, I) ,K:1,7) ,NF(J), (ARE(J, K, IJ ,K =8, 14) . - - - , - , . . . 

2&Ó FDRMAT(/ 1 11X,I3,3X,I3,7(3X,E11.4J,//,17X,I3,7(3X,El1.qJ,//) 
3000 LEC(J)::1· - . . - . . - . . . ,. 
3100 IF(NERC,EQ.OJGO TO 3500 c . 

C ELEMENTOS COM REACOES CALCULADAS POR SUBROTINAS 
e 

WRITECIS,270) 
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270 F0RMAT(///////,11X,'CARGAS NOS ELEMENTOS',/,10X,22~'='JJ 
00 3400 IC=l,NERê 
READlIE,280)J,NCC,NCO 

280 F0RMÀTC313) . 
WRITECIS,290)J,NCC,NCO 

290 FORM~TC/),!li,'.ELEM.',12!' NO~ DE CARGAS CONCENTRADAS:•, 
12,/, 

e 
e 
t 

3300 
e 
e 
e 

3400 
e 
e 
i: 
·3soo 

3501 
-3bOÕ 
e -
e 
é 

3700 

3800 

3900 
4000 

* 10X,9C'='J,' NO. DE CARGAS DISTRIBUIDAS =',12) 
LECCJJ=I . 
C=L Li l 
Al:SQRTCG•IXCJ)/E/Iw(J)l 
If(NêC.EQ.O)GO.TO 3300· 

CARGAS CONCENTRADAS . -
CALL CARCEL,(1,J,NCC,A!,C,ARE, IE•, IS) 
ÍF(NCD.EQ.O)GO.TO 3400- - . -

. . -· -

CARGAS DISTRIBUIDAS 

CALL CARDEL(I,J,NCD,At,C,ARE,IE~IS) 
CONTINUE . - - -

FORMACAO 00 VETOR AN+AE=AN•CROT)T•ARE 

DO 3b00 IC=11NE 
IFCLÉCCiêJ.E~.O)GO TO 3b00 
JJ:II+ÍNÓ1+7iNI(lCJ•7 
KK=II+IN01+7•NF{IC)•7 ºº 3501 J=l,7 -
00 350i jJ:1~7 
KI=Ji+t . . 
A(JJ+Jl=ACJJ+J)•RDT(IC,JI,Jl•ARE(IC,Jl1Il 
A{~KiJJ=ACKKiJ].ROTCtC;JI,J)•ARElIC,IIiIJ 
CONTÍNÜE- . . . . -

~ORM~CAO O~ VETOR ~C_(NOT 1 NCJ (C,/ REDROENACAO SE IVP=+l) 

IF(IVP.EQ.l)GO TO 3800 
oo· 370Õ i=i ,NDT 
IFCL~NCij.EQ;l)GO TO 3700 
00·3100 j:1,iiic· 
IN:INOl+(J;l)*NOT+I 
íC=IN02+\J;1]•NOT+i 
ACIC]=ACi:Nj . 
CONTINUE. -
GO Tô 4100 
00 4ÕOÕ 1=1,NDT 
IFCLRN(IJ.EG;l)GO TO 4000 
00·3900 j:1,iiic· 
IN:INDl+lJ;l)*NDT+I 
iC=IN02+(J;lj•NOT+l•LRA(l) 
ACICJ=AClNj - .. . . . 
éONTÍNUE' 



1 33 

e*******************"'*"'**"'****************'*'!'..-
e CALCULO DOS RESULTADOS , 
C*"'*********************i******************** 
, 4100 NL=IND1/LF 

e 
e 
e 

- I2=1ND2+1 
CALL-RESÕLV(A(ll,All2l,LRN,NL,LF,NC,NDT~JVP) 
I1=IN0l+i - . - . . - - -
DO 420Ô Í=ll 1 IND2 

4200 A(I)=•A(i). -
D0.4900 i=l,NC 
IAN=tl•l)•NOt+INOt 
IDG=l1"'1l•NOT+IN02 
00 4'10Ô j:j,iliE 
JJ:7iNICJ);.7 
KJ=7*NF(jJ;.7 
oo 4300 R=i,7 
IA (KJ:JJ+K .. 

4300 IACK+7):KJ+K 
IOi:J. . . 
READ (11 'IDJ RER 

CALC~LO OE AED~t4l E ARE(NE,14,NC) 

00 4400 K:t,14 
AEO(K):o. 

4500 
4400 

e -

cio 4500 M:1,11.1 
AEO(K)=AEDCK)+RER(K,M)*A(IOG+IACM)) 
ARECJ,K,I):ARECJ,K,IJ+AEÕ(K) .~ . . . 

t 
e 

CALCULO DAS REACOES OE APOIO - . 

00 4900 K=l,7 
M:K+7 
IRJ:íAN+lACK) 
IRK:IAN+ÍA(MÍ 
iF(LRNllA(K)).EO.O)GO TO 4700 
00·11boô 11=1;1 - · 

4&00 A(IRJ):A(IRJ)+ROT(J,Il,K)*AEOCI1J 
4700 ACIRJJ:A(lR~J*LRM(IACK)) . 

IF(LRN(Ià(M)J.EQ.O)GÕ TO 4900 
00·11soõ 12:1;1 - · · 

4800 ACIRK):A(IRKj+ROTCJ,!2,K)*AEO(I2+7) 
4900 ACIRKJ=AlIRK)•LRN(IA(M)) . -

C**************************************************************** 
******* 
C IMPRESSAO aos RESULTADOS• DG(NOT,NC'J,RA(NDT,NC),ARE(NE,14, NC) . . - . . . . - . . 

e****************'*******************•***********•*'*************** 
******* 

WRITECIS,310 )IEST,CNOME(I),I:t,20),UNIOC,UNIOF 
310 FORMAT('i';9x,112(i:•J,1j,i1x,iANA[IsE·ot ESTRUTURAS PLANAS COM EL - . . . . . . . . - - . 

•EMENTOS DE PAREDES DELGADAS•,/l,11X,•1MPRESSAO DE RESULTADO 
S',11, 
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*lOX,112(':'),//,llX,'ESTRUTURA',12,' ~ ',20A4,// 1 11X 1
1 UNlOA 

OES:', . - . . . . . . - . 
·*, COMPRIMENTO• ',A3,5X,'FORCA. • ',A3) 

ôO 5400 I=l,NC .. - -
11:C'.i'•ll*NÕT. 

320 
' ) ) 

WRITÉ(IS,320JI,CXNOME(I,J),J:1,10) 
~ORMAT(/}///},!1X,'CARREQA~ENTD~!I2,'. • ',10A&,,,1ox,1~2c•: 

WRITE(IS,330) 
330 FORMAT(/},11~,'DESLOCAMENTOS NOOAlS',1,1ox,22c•:•J,11,llX, 

* - ·1 NO DÉSLDC. X OESi.Oê .•. y· - DESLOC. Z . ROTA 
CAD X 

* 

5000 
3110 

350 

ROTACAO Y RDTACAO 2 EMPENAMENTO') 
00 5000 J:1,NN 
I1=II+INÓ2+7•J•7 
jRITÊ(IS,340JJ;CA(ll+K),K=1,7) 
FORMATt1;1Ix;12,1c3x,El1.4j)' 
iRITEC~s;3SOj . - . - . 
FORMAT(/Í/i,ilX, 'REACOES DE APD•ID',t,lOX,17(':'J,l/,11X, 

* - 'NO . FORCA X FORCA Y - FORCÃ Z MOM 
ENTO J( 

* MOMENTO Y MOMENTO Z 
11:Ii+INÕl. 
IF(LRAC7J.EQ.OJGO TO 5100 
J=i . - . -
WR1TECIS,3b0)J,CA(ll+Kl,K=t,7) 

3b0 FORMAT(1;11x;12,7(3X,Ei1.Qj) 
5100 00 520b J:2,NN . -

K=7•J•7 
IF(LRAtK+7J.EQ.LRA(KJ)GD TO 5200 
I1:1I+IND1+7•J~7 . 
WRITECIS,370JJ;(A(ll+K),K=1,7) 

370 FORMAT(/,tix;12,1c3x,E1l.Qj) 
5200 CONTINÚE. . . . . -

WRITE(IS,360) 

IUMOMENTO• J 

380 F0RMAT(/i/},i1X,'ACOES NAS EXTREMIDADES DO E(EMENT0 1 ,1,1ox, 
3b('::'j - . - .. 
. . * j 

ôO 5300 J:t,NE 
5300 WRITECis;390jJ,NI(JJ,(ARECJ,K,I),K:1,7J,NF(JJ,CARE(J,K,IJ,K :a, 111 J - • · ·· - ·· - · · · · · 

39Õ FORMAT(/ 1 11X,'ELEM. NO FORCA X FORCA y FOR 
CA Z . . . - . -

* MOMENTO X MOMENTO V MOMENTO Z 'BIMOMENTO',// 
. -, 

* 11X,I3,3X,I3,7(3X,El1.4) 1 //,17X,I3,7(3X,El1.4)) 
5400 CONTINUE - - - . . . . -

íF(IÊST.LT.NESTJGO TO 100 
STOP . 0 

• 

END 
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C**************************************************************** 
* 
e 
e 
e 

CONSTRUCAO DA MATRIZ D~ RIGIDEZ DO ELEMENTO .. - - . 

C**********************************************·****************** 
* 

e 

SUBROUTINE RIGEL~CI,L,AX,IX,IY,IZ,IW,E,G,RE) 
REAL-LCli,AXC1J,IXC1),IYl1J,IZ{1J,iwltf,REC14,14) 
Al~SQRtC&•íX\Ij/E/tWtI)J. - . - - . . - ~ -
A2:Ai•LCI) . - . 
Ãll:SÍNH(Á2) 
A3:CóSH(A2j 
A5:GiIX(IJ/C2•Ct•A3)+A2*All) 
Ab:12•E/L.Cll••3 
. . -

C COEFICIENTES DE RIGIDEZ BASICOS 
e 

e 

Rll=E•AXCI)/LCI) 
R22=Ab* I i ( i) 
R33=Ab•IYCIJ 
R44=AS•A1•Á4 
R55=R33•LCil••2/3 
Rbb=R22*L(Il**2/3 
R71:AS•CA2iA3•All)/A1 
R2b=R22•LCili2- -
R35:•R33•LCI)/2 
R47:Ã5*(A3;.1j 
R512:R55i2 .. 
Rbi3:Rbb/2 
R7ill=AS•CAll•A2)/A1 

C CONS!RUCAO DE •RE" TRIANGULAR SllPERIOR 
e 

REC1,IJ=R11 
REC1,8J=•Ri1 
RE(2;2J=R22 
RE·c2;6):R2Í> 
RE(2,9):•R22 
RE-C2,13l=R26 
RE(3;3j:R33 
RE(3;SJ:R35 
RE{3;10J=•R33 
RE(3j12):R35-
RE(1114):R44 
RE(4;7):R!l7 
RE·c11; 11):•R44 
REC4,14):R47-
REl5,5):R55 
REcs;1õJ=•R35 
RE"(s;12J:R512 
RE{b;6J=R6b 
RE(b;9J:•R2-b 
RE-(&; 13):Rb13 



e 
e 
e 

100 

REC7,7l=R77 
REt1;11J::•Rl.l7 
RE(7;1t.l):R711.1 
RE"(s;s):Rll -
RE(9;9j:R22-
RE"(9; 13)=•R2b 
RE(lô,iO):R33 
RE(IO, i2): .. R35 
REC11,i1):R44 
RE(lí,i4j:•Rli7 
REt12,i2)=R55 
RE°(l:S,i3):Rbb 
RE(l~,i4!=R77 

l 3 6 

ELEMENTOS ABAIXO OA DIAGONAL PRINCIPAL 
- -

00 100 J=l,13 
ll=J+l -
00 lÕO K=I1,1Q 
RE CK, J) ::RE tJ;K) 
RE TURN. . . 
ENi> 
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C**************************************** 
e 
e 
t 

SUBROTINAS PARA MONTAGEM OE "RG~ . -
C**************************************** 
e 
e 
e 

e 

TECNICA DOS "0" E "I" OU TECNICA 00 "INFINITO" . . 

SUBROUTINE RIGES1(RG,NDT,LF,IA,REG) 
0IMENS%ON RG(NDTiLF);REGtl4,14j,IAll4) 
DOUBLE PRECISION RG . - . -
DO 100 J:1;14 
IL=IA CJJ .. -
DO lÔO ·K:J, 14 
IC=IA(K)•IL+i 
RG(IL,ICJ:RGêIL,IC)+REGCJ,Kl 

100 CONTINUE. . 
RETURN. 
ENO 

C TECNICA DA "REORDENACAO" 
e 

SUBROUTINE RIGES2CRG,NDP,LF,LRN,LRA,lA,REG,NDT) 
DIMENStON RGCNDP,LFl,LRNtNDT),LRA(~Dt)iIA(l4J,REG(14,14) 
DOUBLE PRECJSION RG . .. . . - -
ºº 100 J:1;14 . 
IF(LRN(IA{j)j.EQ.l)GO TO 100 
IL=IA(J)~LRA(IA(Jl) 
DO 100 K=J,14 
IF(LRN(IA(Kl).EQ,l)GD TO 100 
IC=IACK)~LRA{IA(Kll•IL+l 
RG(IL,ICJ=RG(IL,IC)+REGCJ,Kl 

100 CONTINUE. . . 
RETURN 
ENO 
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e****************·*************************** e 
e 
e 

CARGAS CONC·ENTRAOAS NOS ELEMENTOS - .. 

C:******************************************* - SUBROUTINE CARCELCI,J,NCC,Al,C,ARE,IE,lS) 
blMEMsioM ARÊCS0,14,5) .. -
00 8ÓO K~l,NCC - . 
REAO(IE,10j01R,CC,A 

10 FORMÀT(A2,2Ei0;3) 
à=C•A . . - -
WRITECIS,20)D1R,CC,A 

20 FORMATC1;21x,' 1 CARGA C·ONCENTRAOA- • ',A2,' : 1 ,E11.4,' X :• 
,E11.4J -------. . ..... 
- . - lF(0IR.EQ. 1 FX')GO TO 100 

íFtOíR;Eü.iFj'jGb ro 200 
IF(DíR:EG. 1 FZ 1 JGO to 300 
iFtDiR;EG.'MX'jGO TO 400 
IFIDíR;EG. 1 Mt'JGO to 500 
iF(DiR;Eü. 1 MZ')GO TO bOO 
IF(01R;Eü. 1 BM 1 }GO TO 700 
VlRiTÊCÍS,3Õ)J -

30 FORMATC1;1ox;soc•=•>,,,,11x,•ERRO NA QIRECAO DA CARGA CONCE 
NTRAOA - . - . . . - . . -

*ºº ELEM.•,12,11,1ox,soc•=•>> 
STOP . . - . -

100 ARECJ,1,I):ARECJ,1,I)•CC•B/C 
ARECJ,á,t):ARE(JiB;Ij•CC*A/C 
GO TÕ 800 . - . -

200 ARECJ,~ 1 I):ARE(J,2,l)•CC*C3•A+B)*B**2IC•*3 
ÃRE(J,b,Í)=ARE(J;&;Ij•CC*A*B**2/C**2 
ARECJ,~,í)=ARE{J;9;11-cc•CA+3•SJ*A**2IC••3 
ARECJ,i3iI):ARE(J,i3il)+CC*A**2*BIC**2 
GO TÕ sOÕ - - . -

300 ARECJ,3,I):ARECJ,3,I)•CC*C3*A+8J*B**2/C**3 
ARE(J,5,I):ARE(J,S;IJ+CC*A*B**2/C**2. 
ARECJ,lOiIJ=ARECJ,io,1)-cc•CA+3*B)*A**~/C**3 
ARECJ,12;1):iRECJ,i2,I)•CC•A**2*8/C**f· 
GO TÕ 80Ó - . -

400 A2=CÕSH(Al*C) 
A3:SÍNH(Ã1•Cj 
Àll:CÕSH(Ál•Bj 
Ã5:SiNH(Al•Bl 
Ãb:2*(1•À2)+Ãl*C*A3 
A7:•((Í•A2)*(1•A4)+A3*(A1*B•A5))/Ab 
48:((Ai*B•A5)•(1~A2)•C1•Á4)•CA1*C•A3))/AI/A& 
'REtj,4,I)iAAEtJi4,l}+CCiA7. . - . -
ARECJ,7,I):AREêJ;1;1j+CC*A8 
ARE-CJ,11,l):AR~CJ,11,l)•CC•C1+A7) 
ARE(J,i4iJj:ÃRElJ,it1;IJ+CC•CÁ5/Ai+A7•A3/A1•AB*A2) 
GO TÕ 60ó - - . - . - - - -

500 ARE(j,3,I):ARECJ,3,I)•CC*b*A*BIC**3 
~RECJ,5,i)=ARECJiSill+cc•C2•A•8)*8/C••2 
~REC~,lO!l?=~RECJ,iO,IJ+CC*~*A*BIC**~ 



bOO 

700 

800 
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ARECJ,12,I):ARECJ,12,I)+CC•C2*B~A)*A/C**2 
GO TÕ 600 - . . -
ARE(j,2,IJ:ARE(J,2,IJ+CC*b*A*BIC**3 
ÁRE(j,b,ll=ARE(J;6;1J+CC*C2•A•SJt8/C**2 
ARECJ,~,1):ARE(J;9;IJ-cc•••A•BIC**3 
ARECJ,i3,IJ:ARECJ,13;IJ+CC•C2*8~A)*A/C**2 
GO TÕ 60Ó - - -
A2:C0SHCAl•CJ 
A3:SiNH(Á1tCj 
A4:COSHCÁ1*B) 
A5:SiNH(ÁltBj 
Ab=2*(1•A2J+Âl*C*A3 
A7:(A3~SiNA(Ál*A)•A5J•A1/Ab 
A8:•C(i•ÁQJ•C1•A2J+A5•CA1*C•A3))/Ab 
ARE(J,4,IJ:ARECJ,4,I)+CC•A7 . -
ARECJ,7,IJ:ARECJ;7,Ij+CC•A8 
ARECJ,11,Il=ARÉ(j,it,I)•CC•A7 
ARE(J,i4;IJ:iRE(J,14,I)+CCt(A7tA3/Al•A8•A2•AQ) 
CONTINUE . - . - - - -
RETURN 
END 
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C******************************************* 
e 
e 
é 

CARGAS OISTRIBUIOAS NOS ELEMENTOS 
. - . 

C******************************************* 
SUBROUTINE CAROELCI,J,NCO,A1,C,ARE~IE,lS) 
ôIME~sio~ ARÊ(S0,14,5) - - - -
ºº 8ÕO K=t;Nco· 
REAO(IE,10)0IR,CO 

10 F-ORMÀT(A2,t10.3) 
WRITECiS,20JOIR,CD 

20 FORMAT(/,21X,'CARGA 01STR1BUI0A- • ',A2,' :',E11.4) 
IFCDfR:EQ.iFi'jGO fo 100 
If(DÍR:EG.'FY')GO TO 200 
If(OIR:EQ.ifZ'jGO to 300 
IF(OIR:EG. 1 MX')GO TO 400 
If(01R:EQ.iMY 1 )GO TO 500 
lf(DÍR;Eü.iMZ'jGO TO bOO 
IFêDtR:EG.'BM'lGO TO 700 
WRÍTÉCIS;3õ)J . 

30 FORMAT(/ 110X 150(':•),//,11X,'ERRO NA DIRECAO DA CARGA DISTR 
IBUIOA . . . . . . -

*ºº ELEM.•,12,11,1ox,soc•=•>> STOP - . - . . 
100 ARECJ,1,IJ:ARECJ,1,IJ•CD•C/2 

ARECJ,é,IJ=ARECJ,8;1,-co•c12 
GO TÕ 600 . . 

200 ARE(j,2,IJ:ARE(J,2,IJ•CO*C/2 
ÃRECJ,b,IJ=ARE(Jib;Ij•CD*C**2/12 
ARE(J,9,l)=AREtJ;q,I)•CO•C/2 . 
ÃRECJ,13iI)=ARECJ,i3;I)+CD•C••2112 
GOTO ãoo. . . . . . 

300 ARECJ,3,Il=ARECJ,3,l)•CD*C/2 
ARECJ,S,I):ARECJ,5,I)+CO*C**2/12 
ARE CJ, l Oi I) =ARÊ C j, 1 O, Il •CD* C /2. 
ARE(J,i2,1J=ÁRECJ,i2;1,-co•c••2112 
GO TÕ éOô - . - . - . _ . 

400 A2:(i•Al*C/2/TANH(Al*C/2J)/Al*t2 
ARECJ,4,IJ:ARE(J,4ÍIJ•CO•C/2 
ARE(J,7,IJ:ARE(Ji7,Ij+CD*A2 
ARECJ,11,IJ=ARECJ,11 1 I)•CD*C/2 
ARECJ,i4;Ij=ARECJ,i4,Ij-co-A2 
GO TÕ 600 - - - - . 

500 ARECJ,3,l):ARECJ,3,I)•CO 
ARE(J,io;IJ=ARÊ(j,iO;I)+CD 
GO TÕ éOó - . . · 

bOO ARECJ,2,I):ARECJ,2,I)•CO 
ARECJ,9,Il=ARElJ,9;I)•CD 
GO TÕ 60Ó . . 

700 ARECJ,4,IJ=ARECJ,4,I)+CO 
ARECJ,11;1):ARÊ{J,i1;1i-co 

SOO CONTINÚE- - - - - -
RETURN 
ENO 

\ 
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C•••****************************************************** 
e 
é 
é 

SUBROTINA PARA RESbLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOÊS - - . - . 

t•••****************************************************** 
SUBROUTINE RESOLV(RG,AC,LRN,NL,LF~NC,NOT,IVP) 
OIMENSXON RGtN(,LF),~C(NDT;Ncl;LRNtNÕT) 
OOUB(E P~ECI&IdN R~,Ac· . 

e 
C TRIANGUL~RIZ~C~O OE RGCNL·,LFl 
e 

e 
t 
t 

e 

Il:NL•l 
oo 2oo·L=1,11 
I2=L+LF•1 - -
IF(I~,GT;NL)l2=NL 
I3i:L+1 . 
DO 200 I=I3,I2 
AUX=RGCL,I~L+l)/RG(L,1) 
ill=L+LF•I - . . . 
00 100 J:1,I4 

100 RG(I,J):RG(I;J)•RG(L,J+I•L)*AUK 
00·200 K=l~NC . - -
AC(l,Kl=AC(I;KJ•AC(L,K)*AUX 

200 CONTINUE . - - -

RETROSUBSTITUICAO 

00 300 J:1,NC 
300 AC(NL,JJ:AC(NL,JltRG(NL,1) 

11:::N(•l . . . - . 
DO 500 I2=1,I1 
I=NL•l2 . . 
I3:i:I+LF•1 
1F(I3,GT;NL)I3=NL 
oo·soo J=t,Nc 
AUX=ACCI,J) . 
111:::1..-:t" .. -
00 llÕO M=Il1,J3 

1100 AUX=AUX•RGCI,M•l+l)*AC(M,J) 
AC(l;Jj:AUX/RGêI,1) -

500 tONTiNúE - - -

C RETORNO A ~UMERAÇAO ORlGIN~L (PARA lVP=+1J 
ê 

IF(JVP,LT,1)GO TO 700 
J=NL+I. . . 
00 E,ÕO I1=1,NDT 
I=NDT•I1+1 - ... 
J=J•i'+LRN CI l 
ÕO E,ÔO ·K:: 1 1 NC 

&00 ACCI,K):ACCJ,K)*(l•LRN(lll 
,oo éDNTiNúE" .. - . - - -

RETURN. 
ENO 
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***************************************** 
* .. 
* DADOS DOS EXEMPLOS ANALISADOS * 
* * 
***************************************** 

3 
EXEMPLO 1 • VIGA BlENGASTAOA . 
CM KGF . 

q 8 111 2 1 2100000. ~01100. - -
l º· 2 100. 
3 200. 
(1 300. 
5 400. 
b soo. 
7 bOO. 
8 700. 
9 soo. 
i 1 2 7b.8 29.b 1bó8. 279b2. 797500. 
2 2 3 7b:8 29.b ib68; 279b2. 797500~ 
3 3 li t&;s 29;b ib68; 2791i2~ 7'l7500. 
4 li 5 t&·;8 29;b i&&B; 27962. 797500; 
5 5 t, t&:s 29;b ió&8: 279b2; 797500~ 
b b 7 t&;a 29;b 1&&8~ 279b2~ 797500; 
7 7 8 t&:a 29;& i&i,6~ 27962. 797500. 
6 8 9 t&:8 29~& ibt.8; 279§2. 797500·; 
1 1 i 1 1 - 1 1 1 
9 1 i 1 i 1 i 1 
l o ó MOMENTO TORSOR CONCENTRADO + BIMOMENTO CONCENTRADO 
ll 110000; -

5000000 
EXEMPLO 2 • GRELHA 
CM KGF -

12 12 32 8 1 2100000! 807700. 
1 "ºº. º· 2 ªºº· º· 3 º· "ºº· li "ºº. 400. 
5 ªºº· iioo. 
b 1200. 400. 
7 º· soo. 
8 "ºº. ãoo. 
9 ªºº· 800. 

10 1200. ãoo. 
11 1100 • 1200. 
12 soo. 1200. 

1 1 ll 124.1 11s.2 &01511. 11949. 26ó2000. 
2 2 5 1211:1 1ia;2 !,O 1511: lj9ij9; 28ó2000; 
3 3 li 1211:1 lis:2 b01511; lj9ii9;· 2,Élb2000: 
li li 5 1211:1 11s:2 b0154; ij949. 28ó2000; 
5 5 b 1211;1 118.2 ó0154; li949. 28b2000~ 
b li 8 1211:1 1 i8:2 &0154; .ii9li9. 28&2000: 
7 5 q 1211:1 1is:2 b01S4; ii949. 2só2000; 

8 1211:1 11s:2 b01511~ ~9~9. 
. .. 

8 7 28&2000. 
.e 
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q 8 q 1211 ., 1 118,2 bOISII~ 4949, 28&2000, 
ló q lÔ 1211; 1 1ts;2 &01s11; ijqijq: 2862000~ 
11 8 11 1211;1 li8;2 bOlSII: 4949~ 28&2000: 
12 q 12 1211:1 1!8;2 &01511. il949. 26&2000; . - ·- . 1 1 1 1 o 1 

2 1 i 1 o 1 
3 1 i 1 1 
E, 1 i 1 i 
7 1 1 1 i 

10 1 i 1 i 
11 1 i 1 ó 1 
12 1 i 1 o 1 

4 o 12 CARGAS VERTICAIS 
4 11800, 
s 4aoo: 
8 iisoo; 
9 iisoo: 
i o 1 

FZ 10. 
2 o 1 

fZ 10. 
3 o 1 

FZ 10. 
li o 1 

FZ 10. 
s o 1 

FZ to. 
E, o 1 

FZ 10. -
1 o 1 

Fz· 10. 
8 o 1 

FZ 10. 
q o 1 

FZ 10. 
10 o 1 

FZ 10. 
11 o 1 

FZ lo. -
12 o 1 

FZ 10. 
EXEMPLO 3 • PORTICO PLANO 
CM KGf -
-

5 4 111 2 1 2100000. 807700. 
1 -o. ·o, 
2 o: 1100: 
3 1100: &oo; 
4 soo: 1100: 
5 soo: o: 
1 1 2 159,3 162,0 855&,0 1163117,0 3103000, 
2 2 3 159;3 1i>2;0 6556;0 llb347;o ~103000. 
3 3 4 1s9;3 lb2,0 iiss&;o IIÍ,347,0 3103000, 
4 li 5 159;3 162~0 sss6;o 11~3~7~0 3103000. 
i- 1 1 1 1 1 1 1 
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5 1 1 1 1 1 1 1 
o o 4 CARGÀ DE VÉNTO 

-
1 o 2 

FY -s. 
FZ .;.2 :s 

2 o 2 
FY •5. 
FZ .;.2 ;s 

3 o 2 
FY s. 
FZ -2:s 

'I o 2 .. 
FY 11. 
FZ -2:s 
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