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RESUMO

A partir do teorema da reciprocidade de Betti ou da  aplicagao
do método dos residuos ponderados e, adotando-se a solugdo fun-
damental de Kelvin, obtém-se a equacdo integral de contorno, a
qual & discretizada, para implementagdo numérico-computacional,

utilizando-se elementos iscparametricos lineares.,

Aplicando-se & equacac integral discretizada nos pontos nodais
do contorno, obtém-se um sistema de equagdes lineares cujas in-
cégnitas sdo deslocamentos e/ou forgas de superficie do contor-

no.

Considera-se a problemdtica da descontinuidade do campo de for-
cas de superficie, introduzindo-se equagGes adicionais obtidas
das propriedades dos invariantes elasticos para os casos de pon

tos angulosos com apenas deslocamentos prescritos.

Para forcas de massa provenientes de um campoe gravitacional fi-
X0, utiliza-se duas formulagoes para transformacio das integrais

de dominio em integrais de superficie.

Desenvolve-se uma formulacdo que pode considerar o dominio dividido

em sub-regices alinhadas.

Efetua-se algumas aplicacgoes para obtengaoc de resultados numéri

cos e avaliacao da performance da formulagao desenvcolvida.
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ABSTRACT

Starting from Betti's reciprocity theorem or from theapplication
of the weighted residual method and using Kelvin's fundamental
solution, a bcundary integral equation is obtained, which 1is

discretized, for computaticnal implementaticn, using isoparametric

linear elements.

Applying the discretized integral equatiaon at the boundary nodal
points, a system of linear equations is obtained, having boundary

displacements and/or tractions as unknowns.

The traction disceontinuity problem is considered by introducing
addicional equations obtained from the elastic ~invariant
properties, for the cases of corner points with prescribed

displacements only.

For body foroces arising from a fixed gravitational field, two
formulations are utilized for transforming the domain integrals

into boundary integrals.

A formulation which cen consider a domain divided into aligned

sub-regions is derived.

Some applications are performed in order to obtain numerical
results and te evaluate the performance of the formulatiaon

developed.
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CAPITULO I - INTRODUGAO
[.1 - CONSIDERAGDES INICIAIS

Resumo Historico do Metodo

Projetistas e engenheiros encontram~-se, freglientemente, frente
a analises de uma ampla variedade de problemas que podem ser re
presentados por um grupo de equagoes diferenciais, para os quais
nio sdo encontradas solugbes analiticas na literatura existen

te , excetuando-se para alguns casos muito simples.

Com o advento dos computadores com grande capacidade de opera-
c3o e memdoria, tem ocorride um grande desenvolvimento nos méto-
dos que empregam procedimentos numéricos. Entre estes, o Méto-
do dos Elementos Finitos (MEF) & o que se encontra num estagio
mais avancado, podendo ser utilizado na solucgac dos mais varia-
dos problemas de engenharia. O Método dos Elementos de Contor-
no (MEC) ou Método das Equagdes Integrais de Contorno, cujo de-
senvolvimento tem sido acelerado ao longo dos Ultimos dez anos,
apresenta-se como uma interessante alternativa que pode apresen
tar vantagens em sua aplicagdo para alguns tipos de problemas

até mesmo em relagao ac poderoso Método dos Elementos Finitos.

As equacOes que governam ¢ problema do comportamento do corpo em
estudo sdo obtidas, em geral, pela aplicacdo de algum principio
energético ou variacional. Na formulagao pelo MEF utiliza-se,ge
ralmente, o método dos residucs ponderados, sendo a solugdo obti
da atraves da discretizac3o do corpo em andlise através de ele-
mentos e utilizando-se para cada elemento, aproximagdes na forma
de polinomios relacionadas acs parametros nodais. © MEC apresen
ta como principal caracteristica o fato de utilizar uma solugao
fundamental dada por um campo singular, solugac exata das equa-
coes diferenciais no dominic do corpo, resultando uma equacio in
tegral apenas sobre o contorno, reduzindo o problema em uma di-
mensac. 0 sistema de equagdes & obtido discretizando-se o con-
torno em elementos e aplicando-se o método da colocagdo sobre de-

terminadcs pontos em cada elemento.



Assim, além de uma maior simplicidade na discretizagao do corpo,
o sistema de eguagoes resultante e menor que o obtido pelo MEF;
entretanto, a matriz final, além de ser totalmente ocupada, nao
se apresenta de forma simetrica. As componentes do campo singu-
lar podem ser escalares, tal como nos problemas de potencial ou

torgdo, ou tensoriais, como em problemas de elasticidade.

Historicamente, as equagoes integrais sdo baseadas em formula
¢cOes matematicas efetuadas em datas anteriores a 190C, ver | 21 ]
e [22]., Entretanto, somente a partir dos Ultimos vinte  anos,
com a possibilidade de implementacgdc numeérica com uso de compu-
tadores, o método voltou a despertar o interesse de pesquisado-

res em todo o mundoc.

Jaswon e Ponter [15] e Symm [16] utilizaram em 1963 o MEC para
resolver problemas de potenclal em duas dimensoes governados pe
la eguagdo de Laplace. Nestes trabalhos o contorno foi repre-
sentado por segmentos retilincos e sobre cada elemento a fungao
incognita foi considerada constante, sendo a equagido integral
gerada no centro de cada segmento. A primeira formulagaoc nara
elasticidade foi efetuada por Rizzo [13] em 1967, utilizando um
esquema similar, excetuando-se as integragoes que foram efetua-
das de forma numérica. Cruse [ 5] foi o primeiro a trabalhar
com elasticidade tridimensional, sendoc ¢ contornc vrepresentado
por triangulos planos, nos quais os deslocamentos e forgas de
superficie foram considerados constantes. Em 1872, Ricardella
[ 8] apresentou uma formulagdo para elasticidade plana com vari
agoes lineares para os deslocamentos e forgas de superficie, es
guema adotado por Cruse [19], em 1974, para elasticidade tridi-
mensional. Em 1975, Lachat [:i] apresentou uma formulacao para
elasticidade bi e tridimensional utilizando-se de elementos cur
vos de segunda ordem, com opgoes de variagao linear, quadratica

e cUbica para os deslocamentos e forgas de superficie.

Uma das principais dificuldades existentes para o desenvcoclvimen-
to de uma formulacao para a elasticidade, utilizando-se o MEC,
consiste na avaliacdo da descontinuidade do campo de forgas de

superficie, o que tem sido responsavel por resultados deficien-

tes obtidos por alguns pesquisadores. Chaudonneret [iﬂ, em



1978, propos uma solugdo para o maior problema relativo a des-
continuidade do campo incognito de forgas de superficie, para

problemas de elasticidade linear.

Para avaliacgdo dos efeitos de forgas de volume a formulagdo ba-
sica requer a discretizacdo do dominio e integragoes sobre o
mesmo, O que a torna ineficiente. Rizzo e Shippy [23], Stippes
e Rizzo [24], e Danson [14], apresentaram trabalhos sobre a
transformacdao das integrais de dominio em integrais de contorno,

para avaliagdo das forgas de dominio.

Muitos outros problemas tem sido estudados pelo MEC, sendo que
atualmente existem alguns livros escritos [3 s 63 255 26 » Qlj,e
realizam-se congressos especificos sobre o método. No Brasil

o primeiro trabalho apresentado foi em 1978, ver [28], seguin-

do-se [4], [29]e [30], entre outros.

Objetivos do traba]ho

0 presente trabalhc tem por objetivo o desenvolvimento teodrico
e computacional de uma formulacdo para o Método dos Elementos de
Contorno (MEC), para aplicagOes em problemas de elasticidade bi

dimensicnal.

No proximoc item descreve~se um resumo da Teoria da Elasticidade
Linear. No capitulo II apresenta-se o desenvolvimento basico
do metodo, sendo a equagao integral de contorno obtida através
do teorema da reciprocidade de Betti, bem como utilizando-se o
método dos residuos ponderados aplicado is equagdes bdsicas de

equilibrio da elasticidade.

A solugdo fundamental utilizada € a de Kelvin, correspondendo
aos campos de deslocamentos e forcas de superficie gerados pela
aplicacao de uma carga concentrada de valor unitario em um meio

infinito. Qs deslocamentos de pontos internos sao determinados



utilizando-se a identidade de Somigliana, sendo as deformagoes
e tensdes obtidas atraves das relagdes deslocamentos-deformagoes
e relagdes constitutivas da elasticidade linear, aplicadas a eg

ta identidade.

Para a implementagdo numérica-computacional o contorno & discre
tizado em elementos, os quais sdoc definidos através de nos geo-
métricos, sendo os campos reais (aproximados) de deslocamentos

e forcas de superficie definidos através de seus valores em de-
terminados pontos dos elementos (nds funcionais) e fungdes de
interpolagdo adequadas. O sistema de equagdes algebricas € obti
do aplicando-se as equacgdes discretizadas sobre cada nd funcio
nal. Efetuam-se varios comentdrios e sugestdes sobre os modelos
que podem ser utilizades, bem como em relagao aos procedimentos
para avaliacdo dos coeficientes fornecidos pelas integragoes sg
bre os elementos.

Por Ultimo, estudamse as caracteristicas do elemento iscparame-
trico linear, utilizado nos programas computacionais desenvolvi
dos. Assim, determinam-se as expressdes para integragdo numeri-
ca sobre o elemento e apresentam-se os algoritmos para meontagem
do sistema de equagbes. TensGes nos pontos internos dos elementos sao deter
minados pelas condigoes de equilibrio e empregando-se a lei de Hooke as de

formagoes ©obtidas pela derivacao dos deslocamentos nodais conhecidos.

No capitulo III estudam-se alguns toOpicos de grande importancia
para a aplicagdo do metodo. Assim, desenvolve-se uma formula-
¢cdo que considera o dominio dividido em sub-regioces, através de
fronteiras internas ou interfaces, de forma que seja possivel
trabalhar com problemas gque envolvam materiais de caracteristi-

cas distintas. A possibilidade de se considerar o dominio sub-
dividido pode ser utilizada em problemas de um Gnico material,

visando uma redugdo no trabalho computacional a ser dispendido
na sclugac do sistema (pois a matriz resultante apresenta carac
teristicas de banda), bem como no calculo dos valoresdointerior.
Para a parte relativa ac problema da descontinuidade do campo
real das forcas de superficie, utiliza-se uma formulagaoc que

considera todos os possiveis modos de prescrigoes de parametros



no contorno, inclusive para o caso em que se tenha apenas deslo
camentos prescritos em nos sobre pontos angulosos, cuja solugao
& fundamental para possibilitar a utilizagao de interfaces nao
retilineas. Por outro lado, naoc consideram-se os casos de pres-
cricdo de contorno mistas para elementos inclinados em relagao
ao eixo do sistema global de referencia, que podem ser solucio-

nados conforme[}i}.

Para o caso de forgas de massa provocadas por um campe gravita-
cional constante, importante para consideragdo do peso probrio
nas aplicagdes praticas, desenvolve-se uma formulagac que consi
dera o efeito destas forgas utilizando-se de integragoes no con
torne, atraves da transformagdo das integracdes sobre o dominio
por procedimento semi-analitico[ 2 |. Apresenta-se também uma
formulagdo de maior amplitude para transformacao das integrais
de dominio em integrais sobre o contorno, atraves da utilizagao
do tensor de Galerkin aplicade ao tecrema de Gauss, conforme Dan

son[i{].

Desenvolveram-se, basicamente, dois programas computacionails que
podem ser facilmente acoplados, escritos em Fortran IV e utili-
zando o computador B-6700 do NCE/UFRJ, para implementagdo do me
todo e obtencdo de valores numéricos. O primeiro resolve pro-
blemas de regido unica e o segundo problemas tratados por gub-re

gioes em fila.

No programa desenvolvido para o caso de dominic constituide de
uma Gnica regido, apresentado no Apendice B, utiliza-se um Gni-
co né funcional sobre cada né gecmétrico para definicdo e deter
minacdo dos parametros nodais dos campos reais no contorno. A
avaliacdo do efeito das forgas de massa pode ser feita atraveés
de integractes no contorno, utilizando-se a discretizagac ini-
cial e a formulacdo semi-analitica, ou adotando-se uma discreti
zagao especial do contorno e utilizando-se um dos seguintes pro
cedimentos: o semi-analitico ou através do tensor de Galerkin.

A utilizacao de uma discretizagac especial visa uma redugaoc no
tempo computacional na montagem das equagces e na determinacao

de valores no interior, especialmente para os casos em gue adis



cretizagao inicial seja muito refinada, como se faz necessario
em problemas com concentragoes de tensdes. Entretanto, uma vez
que © programa encontra-se numa versdo academica, com reduzido
grau de otimizagao, ndoc foi possivel uma avaliagdo em termos de

gastos computacicnais.

No programa desenvolvide para trabalhar-se com ¢ dominio di-
vidido em sub-regioces, considera-se a possibilidade de ocorrencia
de nos de contorno externo com apenas deslocamentos prescritos
sobre pontos angulosos, bem como da utilizagao de interfaces com
pontos angulosos. Entretanto,utilizam-se nestes casos dois nds
funcionais sobre o ponto, pois limita-se aos casos em que a des
cont%puidade ccorra em ambas as direcgoes coordenadas. A consi-
deracdo das forgas de massa e feita utilizando-se a discretizacdo inicial do
contorno e a formulagdo semi-analitica. Os valores de pontos intermos sao
obtidos atraves de integragoes no contorno de cada sub-regiao. Es-
te programa nao & apresentado, pois encontra-se numa versao pre
liminar, nao sendo utilizados algoritmos adequados de armazena-

mento e solugdo do sistema de equagoes, gue considerem a caracte
ristica de banda apresentada pela matriz dos coeficientes, o)

que impossibilitou uma justa analise em relagao aos gastos com-

putacionais.

No capitulo IV apresentam-se os resultados de exemplos numericos,
para averiguacao da performance da formulagcac desenvolvida para
o método, incluindo a utilizacgao de subregices, e o efeito de

forgas de massa gravitacionais obtido por integragdes no contormno.

Finalmente, no capitulo V apresentam-se algumas conclusces em
fungdo dos resultados obtidos no capitulo anterior e varias su-

gestoes para desenvolvimentos futuros.



I.2 - TEQORIA BASICA DA ELASTICIDADE LINEAR
Introducao

Um corpo elastico submetido a um sistema generico de cargas, for
made por forgas de superficie (£ em SI) e forgas de volume (b em
f), entra em estado de equilibrio deformado compativel com os des

locamentos prescritos (w em Sw)'

\ézi—‘Cohpo
} decqmado
/

w

XV w’

FIGURA 1.1 - Corpo elastico submetido a um sistema generico de forgas.

Assim, pode-se distinguir as seguintes regices no corpo:

i) interior ou dominio (©), onde atuam as forcas de volume b;

ii) superficie ou contorno (§ = S + St]’ sendo St a parte do

D
w -
contorne onde sac aplicadas as forgas externas z e § a

parte onde sao prescritos os deslocamentos .

Uma analise linear do corpo, requer:

i) que o corpo possua uma disposigdo  geométrica adequada, onde a
configuracdo de equilibrio possa ser estudada desprezando-se as
rotagdes e trabalhe em regime de pequenas deformagoes, poden-
do as eqguacdes de equilibrio serem referidas a posigdo indefor

mada;

i1) o material constituinte tenha comportamento eldstico linear,

isto €, vale a lei de Hooke generalizada.

No caso mais geral de resolucgao de problemas elasticos s3oc ava-

lizadas 2?1 incodgnitas, fungdes de X;, X, e X4, dadas por:



i) as tres componentes de deslocamentos:

w, , 4 =1, 3;

£ . -
4q
iii) as nove componentes do tensor de tensces:

Uij * Lrj =1, 3.

fquacoes Basicas da Teoria da Elasticidade

As condigdes de equilibrio estatico fornecem as seguintes equagoes:

9 o .
Al s b =0 , L,{ =1, 3 ;. (I.1)
3 X. L
)
i = Gji , L, { =1, 3 . (I.2)
X
473 dX2
a
11
y
. 12
dX? / bg—l dX3
t o
7 b 13
aol}3 b, 1°2 _
073+ -dX? Ja X
BX? o +*-—I-£dX Z
12 3 X i
89 /
o3 F—e—d X
17 3%
X]

FIGYRA [.2 - Variac3o de tensoes em um elemento elastico infinitesimal (re-
presentadas apenas as tensoes nas facetas normais ao eixo XI
e as forcas de massa).



917
A—
dX, Xy
307}
o ol + ~ dX
21 dx, 71 X, 7
—
8012
°12 7 3K, dX,
¥
X

FIGURA 1.3 - Projecao das tensoes tangenciais cue atuam nas facetas parale-

las a0 eixo X3.

As equagoes correspcndentes as relacoes deslocamentos-deformagoes

especificas, sao dadas por:

1 . W .
e, =g | £y 1 ., A,f =1, 3. (I.3)
A aX . ax .
1 A

Para material eldstico isotropico as equagoes constitutivas cor

respondentes as relagles tensdes-deformagoes tem a forma:

Gij = 2 q € £ A 6ij €hp Ly, =1, 3 | (I.4)
sendo: , _
s i {? para L = §
L4 0 para L # §, € o delta de Kronecker;
(I.5)
¥ e A as constantes de Lamé, valendo:
S R - : (I.5)
2{T+v)
A= £ v ) (I.7)

(T+u) (T-2v)
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sendo: E o modulo de Young (elasticidade);

v o coeficiente de Pocisson.

As relagoes inversas valem:

i Tt , L,4,R= 1, 3 . (I.8)

0 Problema Geral da Teoria da Elasticidade

0 problema geral da teoria da elasticidade consiste em se resol
ver as equagdes de equilibrio no interior do corpo, dadas por
(I.1), determinando o campo de deslocamentos wi(i =1, 3) e 0
campo de tensoes acoplado Oij[:w:] (£, § =1, 3}, satisfazendo

as condigoes impostas no contorno, dadas por:

i) equilibrio das forgas em S,

£, = 9 [ w ] n , A,4 =1, 3 (1.9)

sendo: nj o cosseno diretor da normal a superficie em relagdo
a X..
i)

X

FIGURA 1.4 - Superficie com forgas prescritas em equilibrio.
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ii) compatibilidade de deslocamentos em S ,:

W, = o, i=1, 3. (I.10)

Elasticidade Plana

Sao dois os tipos de problemas que podem ser tratados por uma

mesma formulagao bidimensional :
a) Estado Plano de Tensces

Ao analisar uma lamina, como mostradc na Figura (I.5), pode-se
considerar um estado plano de tensoes, desde que as seguintes

condigOes sejam satisfeitas:

i) a espessura ¢ da chapa seja reduzida em relagao as outras

duas dimensces principais;

i1} as forgas de massa sejam independentes da coordenada X3, b=

= 6b{X1, le, sendo nula sua componente nesta diregﬁo,bsz 0;

iii) as faces perpendiculares ao eixo XS nac possuam cargas,

t] = tz = 13 = 0 em X3 =+ e/7;

iv) as forgas de superficie atuem somente nas faces paralelas
a0 eixo X3, faces cilindricas, sendo independentesda coorde
nada X3 e possuam componentes nulas nesta diregao, 13 = 0 e

t = 5I(x7, le.

Assim, o corpo entra em equilibrio devido a um sistema de for
¢as que atua paralelamente ao plano médio e ao longo de toda sua
espessura. Como nao se admitem forgas atuando nas faces exter-
nas perpendiculares a X3, nem segundo esta diregac, pode~se con
e a

siderar o5 = 0, e 0 mesmo para o Desta forma, as fun

13 z23°
gbes com importancia significativa, que por sua vez variam uni
camente em relagao a X; e Xgs sao dadas por:

{W;} t b
W= , L = { } , b = { } £ = {e s Epns E }
- w2 - IZ ~ bZ ? 11 77 12

Es
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s
e o = {011,022,012} . (I.11)

e/?

e/?

FIGURA 1.5 - Chapa em estado plano de tensoes.

Tntroduzindo-se estas simplificagces, as relagoes constitutivas po

dem ser escritas na forma:

s = [E] 3 (I.12)

sendo; -
1 v ]

[E] _E o0 (T.13)
T-v Sim. 1-v

b) Estado Plano de Deformacgoes

Em certog problemas em gue seé analizem corpos prismiticos de grande
comprimento um estado plano de deformagoes pode ser assumido
se as cargas atuantes sao consideradas constantes para todas as
secoes transversais, sendo nulas as componentes na direcao lon-
gitudinal. Assim, os deslocamentos w nesta diregdo sac impedi-
dos, resultando apenas deslocamentos no plano da segao transver

sal, que independem da coordenada nc sentido do comprimento.

Desta forma, as unicas fungoes com valores significativo sao as mes-

mas do caso anterior, sendo a matriz [ E | das relagdes constitu
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tivas no plano das deformag¢oes, dadas por:

(] - ELT-v) 0 (I.14)
{(1+v) (T1-2v) . 1-2v

Z2{1-v]

As chapas e vigas compactas sao exemplos usuals de estado plano
de tensoces; as barragens e tineis sdo estudados, basicamente, como
problemas de estado plano de deformagoes. Muitos outros problemas prati-
cos podem ser analisados, simplificadamente, considerando-se um
estado planc, tais como vigas, vdérticos, consoles, ganchos, en-

grenagens, etc.

Observa-se que as relagoes constitutivas sdao diferentes caso se
trate de problemas de estado planc de tensdes ou deformagdes, en
tretanto, Se na expressaoc g = E ¢ do caso de estado plano de de
formacgtes for utilizado E = E(T+2U)/(T+U)2 e v = v/{l+v] recai-se

na expressao valida para o estado planc de tensdes.
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CAPITULO II - DESENVOLVIMENTO BASICO DO METODO DOS ELEMENTOS
DE CONTORNO PARA ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

II.1 - Obtencao das Equagoes Integrais de Contorno
Formulagdo Basica para Regiao Homogenea e Isotropica

A equagao integral que traduz o problema do comportamento de
um corpo em equilibrio submetido a um sistema genérico de for
gas pode ser obtido por diversas formulagdes, ver [ 3,11,33 ].

Utilizando-se inicialmente o procedimento mais facil de ser
visualizado fisicamente, cu seja, o Teprema da Reciprocidade
[Betti |, valido para corpos eldsticos de comportamento linear,
que pode ser enunciado comc: "Se existem dois estados de equi-
17bric elasticos (b, £, w}) [(b*, 2%, w*], sendo b as forgas
no dominio, 1 as forgas de superficie (tractions) e W o res-
pectivo campo de deslocamentos, atuando em um corpo de compor
tamento linear, constituido de uma regido com domInio © con-
tornada pela superficie $8, pode-se entao afirmar que o traba-
lho efetuado pelas forgas do primeiro sistema, para o campo
de deslocamento gerado no sistema (*), & igual ao trabalho de
senvolvido pelas forgas do sistema (%) no campo de deslocamen

tos do primeiro sistema"; pode-se escrever:
S £2 Q

Considerando-se agora, o primeiro sistema em equilibrio elas-
tico, como os deslocamentos (wj}, as forcas de superficie[tj]
e as forgas de dominio {bj] do probiema a ser resolvido; e o
sistema (*) correspondendo ac campo de deslocamentos (u?) e
forcas de superficie [ t% ] gerados por cargas virtuails, con
centradas e de valores G%itériOSatuando em um ponto do corpo,

pode se reescrever (IL.1) na forma indicial, como:

I;(x,y) wj(g) ds(y) + J Alx-z) §{j wj(Z] e, dal(z)
g f

- wlx,y) £5ly) dsly) +
48

Ru,j (x,2] b(2) dalz] (II.2)

—
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Assim, t%(x,z) e u¥({x,z) sdo as solugdes fundamentais de

Kelvin para as equagoes de equilibrioc dadas por:

Boij, [w]

a X .
1

= 8 - = -
+ Alx) e, 0, endo: e; 1 (11.3)

Considerando-se o efeito de cada carga iscladamente, resultam

el e, ettt =T..e.,ea partir de (II.2?) pode-se escre-

F] Lf T4 1 Ay 40

Tij(x,y] wj(y] ds{y) + | Alx-z) 68 wj(z) d{z)

J
S Q
= uij{x,y) tj(yl ds(y) + ULj[x’Z) bj(Z} di{z] (IT.4)
S Q
Logo, Tij[x,y] e Uii[x,y] representam, respectivamente, o8

campos de forcas de superficie e deslocamentos que surgem no
ponto ¢, na diregao §, devido a atuagdo de uma carga unitaria
e concentrada no ponto X, na direcao {, considerando o corpo

infinito. A carga virtual & representada nas equagdes de equi-
1ibrio pela fungao delta de Dirac (Al

EquagOes Integrais para Pontos do Interior

Quando o ponto X pertence ao interior, a integral no dominio
do produto do campo de forgas virtuais (forga unitaria e con-
centrada) pelo campo de deslocamentos reais fornece o desloca

mento no ponto, na dire¢ao da carga aplicada.

Este efeito é representado pelo segundo membro z esquerda na

equagao (II.2), que fornece a seguinte relacao:

_ = .5
Ax-z) §Lj ug(z) do o w{(X)’ (II.5)

sendo:
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. {1 para x em 9
“ 710 para x fora de .

Assim, para x (origem dos campos virtuais) pertencente ac do-
minio, tem-se:
f
wi[x} = L u/;j.(x,y) tj.{gl dsly) - I, TL.f(x,yJ wj.{y] dsly) +

+J uijlx,g) bj(z] dalz). (II.6)
Y

que € a conhecida identidade de Somigliana.

Deve-se observar que a fungao uij da integral sobre o dominio
f € um campo fixo de deslocamentos com origem em x, devido a
carga concentrada na direcao 4, sendo possivel desta forma,
em alguns casos simples, a transferencia desta integral para
o contorno através de um procedimento analitico, como demonstra-

se no capitulo 3.

Equacoes Integrais para Pontos do Contorno

Quando x & ponto do contorno, a equagao (II.2) assume a forma:

{ T,ij(""ﬁ’] wj.(g} ds(y} = J Uij»lx,y) tily) dsly) +
S S

s | UL .0x,2) b.iz) dafz). (1T.7)
i j

Para uma avaliagaoc consistente do valor da integral dada por
IS Tij{x’g] wj(yl ds{y), devido a singularidade existente na
funcio Tij quando x tende para y (x4 > 0), utiliza-se um ar
tificic que consiste em se dividir o contorno em duas parce-

las S —SE e Se’ que serao avaliadas separadamente.
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0 contorno SE consiste de um circule (caso bidimensional) de

raic ¢ (e » 0) que envolve o ponto x (Figura II.1).

FIGURA II.1 - Divisao do Contorno nas Superficies S_e S—§Epg
ra Avaliacao das Singularidades nas Equacgoes pa

ra Pontos do Contorno.

Assim, a equacao (II1.6) assume a forma:

{Tij(x,g) wj(y)— uii(x,g]tj(g)} ds (yl

= uij[x,z] bj[z] dolz) . (I1.8)
I

Avaliando-se separadamente as integrais em $-S§ e Sg para e+0,
e I

obtem-se:

e~ 1

2im J T loul wily) dsly) -
S
£

e+(

= £4m fs Tij(x’gltfj(y] - wj(xi| ds (y)

( ) T.. . .
+ fﬁg {wj(x] JS &j(x,g] da{y)} (II.9)
€
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Pela condigdo de continuidade de w,, o primeiro termo a direi
ta da equacao (IT.9) vale zero; ver [}f]. No segundo membro

pode-se fazer:

Cij(xl = gig Tijlx,gl ds {y) > (II.10)
S
>
resultando:
Cij[X) wj{x} = . Uij[x,y] Ij(g) da{y) +
J

A Tij[x,g} w ly) daly) +

J €

+ uij(x,z} bj(z) dofz). (II.1D1)

Na equacao (II.1l), as integrais no contorno abesar de existi-
rem e poderem ser avaliadas, apresentam singularidades quando
o ponto y tende para c ponto Xx. A integral envolvendo a fun-
cao uij apresenta singularidade logaritmica, podendo ser avali
ada no sentido comum de integral impropria. A integral envol-
vendo o tensor Tij’ que contém a fungdo /41 , apresenta uma sin
gularidade de ordem mais elevada, necessitando ser avaliada no
sentido do valor principal, entretanto, apos a discretizacao do
contorno, os valores desta integral Juntamente com os valores
dos coeficientes Cij’ podem ser determinados pela consideracac
de movimentos de corpo rigido, conforme demonstra-se no item
IT.2.

No caso de contorno suave onde o plano tangente ac ponto X & con

tinuc (ver Apéndice A), obtém-se:

= §../12 . (IL.12)
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Considerando-se o ponto x tendendo para o contornc por dentro

do dominic (ver Figura IT.2), tem-se:

{
C.. = §.. + (C"'.
C.. -C'. =§.. > <4 <4 L (II.13)
’(‘j Lj '(’j C'-. = _6 R C_
L4 LS L

;o

k|

pois sendo Tij{x’ Y] o campo gerado em y para uma carga Ccon-
centrada atuando em x, ao integrar-se Tij ao longo de um cir-

culo fechado em x com o raio tendendo a zero, obtém~se 6&} e

para obter-se Cij integra-se numa regidao em excesso, cnde na
realidade o campo virtual nao realiza trabalho. Como os sen-

tidos de integracac para obtengao de Cij e Cij sao contrarics,
pode-se obter (.. somandoc algebricamente C.. com §. ..
4 ; 411 41

FIGURA II.2 - Esquemas para Determinagao dos Coeficientes dos
Termos Independentes dos Deslocamentos.

Na figura (IT.2), 4.4. € o sentido de integracgdo adotado. As-

sim, percorre-se o contorno com o dominio situado & esquerda.

A integral de Uij(x, ) tj(y) ds (y) pode ser dividida em
duas parcelas, mas nao introduz novos termos, pois obtém - se
sempre Zim | Uij(x, y) ds(y) = 0 (ver Apéendice A).

S

£E=+0
’ €
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Formulacao Alternativa

0 problema bdsico ao analisar-se o comportamento de um solido sub-
metido a um sistema de forgas e deslocamentos prescritos, con
siste em determinar-se o campo real (aproximadc)} de deslocamen
tos w, e o respectivo campo de tensoes Uij quando o0 Corpo en-

tra em estado de equilibrio deformado.

Assim, o tensor de tensoes existente num ponto do interior do
corpo deve satisfazer as equagdes de equilibrio dadas por
(T.1). As condigOes prescritas no contorno requerem que Sse-

jam satisfeitas, igualmente, as equagoes (I.9) e (I.10).

Aplicando-se o método dos residuos ponderados as equagdes do

corpo, obtém-se:

-~

+( (t. - £.} w. ds , JT. 1w
1 1

sendo t} = ij nh as forgas de superficie correspondentes ao

campo da fungao de ponderagao wj’ que é asscciada a um campo

de deslocamentos virtuais.

Considerando-se as relagoes lineares deformacoes-deslocamentos
para ambos oS campos, 0 aproximado w e o da fungdo peso w*,dg
das por:

l(awf. , awk )

Z Bxf?. ij

{ (IT.15)

s aw
l( i l!2]
Z 3x axX .
k §

r




21

e integrando-se a equagao (II.1u#) por partes (teorema de Gauss),

resulta:

80'“' o, EX
ik w. do + b, w. do = w. . ds +
23X, o 1 S

+ w. £% ds - { I.w*,da+
JSt JSW
f

- o ods - II.17
o iY ( 17)
17 %

Para solucionar o problema através da formulagao dos elemen-
tos de contorno & necessirio restringir as incognitas apenas
ao contorno. Este objetivo & atingido ao se utilizar as solu
¢Ses fundamentais, que satisfazem as equagdes de equilibriono
interior, como fungdes de ponderagido, ja que o segundo membro

a2 esquerda nao introduz novas incognitas.

Assim, as fungoes peso saoc as solugoes do grupo de equagoes:

s Alx) e, = 0. (IT.18)

axk

Observando-se que:
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30 ; [ %
ik . dq - - b owde, (IT.19)
p ax, o
sendo: b} = Mx]l ey (II.20)

resulta

e, w.{x) + ( W t% ds = [

| t.ow, ds + { b. w. da.
4 lg 1 1 jg 14 i

& (II.21)

X,

o ofe
Como w. e . representam os deslocamentos e forgas de superfi-

I p
cie devido a cargas concentradas de valor unitario atuando
no ponto x em cada diregdo, a identidade de Somigliana pode

ser obtida aplicando-se a carga unitaria, separadamente, em ca-
da direcac coordenada, resultando:

T, U.. ds+

w. {x] +J w. T.. ds '[ UL
4 i 47

= | b, U..,dn (II.22)
S I A Jg F )

LACHAT [¢] e WATSON [13] consideram interessante dividir a so
lugao wifx) em duas componentes: a solugdac particular Ui(x) e

a solugao complementar ui(x}, na forma:
w.lx) = v.{x) + u.l(x], (II.23)
£ 4

sendo UL(XJ uma funcao que satisfaz o equilibrio no interior

do corpo devido as forgas do dominioc , dado pelas equagoes:

o AP Y
_‘i:_] + b .{x) =0, (II.24)
5 X -

e ui(x) uma fungao escolhida de forma que wL(X) satisfaga  as

condicoes prescritas no contorno S.

Um caminho natural para construir a solugdo particular e fazer:

v.{x} = (Q uji[Z’ x) bj(z] del{z}, (II.25)
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sendo Uji(z, x] a solugao fundamental de Kelvin representando
o campo de deslocamentos gerado em x,na diregao £, para uma forga

concentrada de valor unitario atuando em z, na direcao f§.

Comc a funcgao Uij{x, y} & simétrica tanto em relacdoc a 4 e ,
quanto em relagac a x e Y, a equagac (II.25) pode ser reescri-

ta como:

v.{x} = JQ Uij{x’ z) bj(z) de(z) . (IL1.26)

Assim, o campo virtual para obtengao da solugdo particular éno

vamente um campo fixc gerado por uma forga aplicada em x.

As equagdes envolvendo a satisfacaoc das condigoes de contorno
podem ser obtidas através do teorema de Bettl, nao considerando-

se a presenga das forgas de massa.

A Solugao Fundamental

A solugdo fundamental para um material homogeneo, elastico e
isotrdpico & dado pela solugdo de Kelvin para o grupo de equa-
- goes referidas em (II.3), valendo:

1 N Jr

u..{x, gy = (3-4v}) 8.. &n {1/n) + —— — (II1.27)
o) §nG(1-v) S axX, 3x.
4
. —
an an
= C -C, 8. &n n + — , (TI.28)
! 2o 3X. 93X,
4 1
sendo:
¢, -1
§nG(1-v]
Cz = (3 - 4 v) (II.29)



24

T (x, y) = —|¥(iogy) 5, g BEDE,
ot 4u{l-vin|an L4 axX. aX,
4 1
- ez (2 - 2 ) (11.30)
ax. 1 ax,
’ 1 B
il_“ai (C§. .+ g L Bny
" alam Y axX, 38X,
£
R P P A (IT.31)
ax, 4 ax, %
i
sendo:
c3 I
4 (1-v)
(IT.32)
Cyp= (1 - 2v)
n = distancia do ponto x onde & aplicada a carga ao
ponto ¢ em consideragao;
n = normal ac contornc no pento y.

As expressoes acima sdo validas para o caso de estado plano de
deformacoes. Para estado planc de tensoes basta substituir v

por v = vu/{1+v}.
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A §
Xy

2 i (x g)

= 2 = cos B
nzaxgykxzhﬂ nlix,y)

&z(x,u] )

Xéx)l___ _____ = L = sen 9

nix, i)

€<=

FIGURA II1.3 - Definicoes Geometricas Basicas

Xg T12,U7 n

TII’UIT

FIGURA T1.4 - Representacdes dos Campos de Deslocamentos e
Forcas de Superficie no Ponto y devido a uma carca uni-

taria Atuando no Ponto x na Direcao 4 = 1.
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Deformacoes e Tensoes em Pontos Internos

Partindo-se da equagao (IT1.6) valida para pontos do interior,

nao considerando-se a presenca de forgas no dominio, tem-se:

W lx) - Isuij(x, y) £;1y) dsly) -

- T.. , ) _
JS Lj(x, y)uj(y) ds (y) (II.33)

Utilizando-se as relacgdes deslocamentos-deformacdes, obtém-se:

e..(x) = B.., (x, y) £, [y} dsly) +
L9 g Lfk k

_ fs Coiplxe w) Uy ly) dsly) (11.34)
sendo:
/ [BU.k au,l2
Bijk o ‘ LR | (II.35)
X, 3 X,
L 2% £
o
5T . 5T .
kT % [- e, — ik, (I1.36)
Laxj X,

Operando-se as derivagces acima (ver Apendice A), resultam:

C?
- L e, -1

R, .+ &., h,.} +
2n i ik

Biik Sik

b (II.37)
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&

,{‘_jk = 7 {C4((/‘L,’i‘ )L’h - Sik) Vlj- + ()L’j }L‘h - (Sj-h) n‘(: +

+ A, K [(C4"7) {5Lh &’j + 6}& n,i) +

IR T T Zaij &,k]} . (II.38)

":J" lg
-J[S ELiplt ¥) ULyl dsty), (TT.39)
sendo:
AU s 2l
ik T _f6v iy Lo | g Lk, SRy, (TI.40)
(1-2v) 38X, axj 3X
aT aT. al .
E b - _Z6v 5, s _ Lk g £k, TRy (7 ou1)
{(1-2v) 3X£ aXf aXL
Operando-se as derivagoes (ver Apendice A), resultam:
._C3
D,{,jk 7{04 (5’('& ;‘L,j' + 6_{[2 r'L,,{.‘ - éLj fL,h] +
+ 7 Ny s n,j n,h} ; (IT.42)
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+ Gik n. + 5jh ni) - {J_4U)6ij”h}'

(IT.u43)

Nas expressoes acima as derivagdes dos tensores sao efetuadas em
relacdo ao ponto fonte x, origem dos campos tensoriais (ver Apen-

dice A).

Tensoes em Pontos do Contorno

Na maioria das aplicagdes € necessario para fins de projeto, a
valiar o estado de tensao a que estao submetidos os pontos do
contorno. Uma avaliagdo numérica utilizando as equagoes acima
obtidas, no limite dc contorno, em geral, nac apresenta bons re
sultados, ver TELLES. [7]. A alternativa mais interessante con
siste em se determinar diretamente parte do tensor de tensoes
pelas condigdes de equilibrio no contorno, trabalhando-secom for
cas de superficie no sistema leccal do elemento e determinar o
valor incognito remanescente utilizando-se as deformagdes espe-
cificas, obtidas atraves da derivacac dos deslocamentos nodais

conhecidos, na expressac da lei de Hoocke.

11.2 - Montagem do Sistema de Equacoes Algebricas
Discretizacao das Equagoes Integrais de Contorno

Trabalhando-se com vetores e matrizes ac invés da notagdo indi
cial e considerando-se a presenca das forgas do dominic, a equa

cao integral aplicada a pontos do contorno assume a forma:

clx) wix] = J Ulx, y) 2ly) dsly) -J Tlx, y) wly) dsly) +
S - s

+ { ulx, z) b(z}) dalz), (IT.uu)
2
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Para uma implementagdo numérica computacional considera-se o
contorno dividido em n segmentos, onde as fungdes w e £  sdo
aproximadas utilizando-se fungoes de interpolagao adeguadas ¥,
relacionadas aos parametros dos nos funcionais de cada elemen

to. Assim, para pontos y pertencentes a um elemento Ic’ tem-

se:
w Te
wiy) = N (y) cg(y/ ) (IT.u45)
A
e
I
£ly) = Ny £y, (TT.u6)
- - T4
sendo:
yIc = nos funcionais do elemento Iq.
6

Para consideragao das forgas no dominio blz), pode-se expres-
sar o valor de b como fungao dos valores nodais que definem
células internas, através de fungdes de interpolacgao M, do ti
po das utilizadas em elementos finitos, resultando para pon-

tos z pertencentes a célula £:

Q[z) @{z) Q(zﬁ) (IT.u47)

z

sendo: z = nos funcionais da célula £.
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A
No 4 -_‘E;“\\
ﬁwmimmié\\\\xs\ .ﬂ\\

Eleomentos

> X

de contorno

FIGURA II.5 - Discretizacao do Contorno de um Corpo Bidimensional em n
Segmentos (Lineares).

Nos pana degfiniea
A das celulas
antennas

%
>

FIGURA TI1.6 - Corpo Bidimensional Dividido em m Celulas Inter
nas Utilizadas nara Nefinicao das Forcas de Do-

minio.
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Ie referem-

Apos estas discretizacdes, lembrando que os nds
se a nos funcionais, a equacgdo (TT.4%) pode ser réescrita na

forma:

n t Ic
cix) wix) = ¢ { Ufx, gl N {y) dsly)? {(yﬁ) +
- - Ice=1 S
Ie
F’l r
-z Tix, y) f}jw(g} ds (y]} vg(gléal +
Ic=1 ) SIc
m [ .ﬂ
+ L | Ufix, z) M{z) dalz)}t blz")
£=1 J QE - -
(II.48)

Além disso, as coordenadas de um ponto arbitrario do elemento
Tce sdac definidas em termos das coordenadas dos nos geometricos,
que simplesmente definem a geometria do elemento, por fungdes
de interpolagao que utilizam-se da coordenada intrinseca ao

elementc, na forma:

Ic

Kly) = M(ey Xiy, | (I1.u9)

14

sendo:

Ie
nos geometrices do elemento Ic¢;

=
1]

coordenada intrinseca do elemento.

oy
n

Assim, as equagoes acima fornecem a base necessaria para que
seja montado o sistema de equagdes algébricas, que interrela-
cionam o deslocamento do ponto x do contorno, onde e gerada a

equagao, com os deslocamentos e forgas de superficie de todos
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os nos funcionais do contorno, incluindo o efeito das forgas

-«
de dominio.

Formagao do Sistema de Equagoes Algebricas

Considerando-se o caso geral da existencia de N nos funcio-
nais por elemento e chamando yécc>h-éﬁﬂp no funcional do ele-
mento Ic,senﬂ:ent&a@(géc) e §(g£c) os deslocamentos e for-
cas de superficie deste nd e que além disso, as forcas no do-
minic sdo convenientemente definidas sobre as células inter-
nas atraveés de coordenadas triangulares intrinsecas (£4), po-

de-se reescrever a equagao (II.48) na forma indicial como:

n N Ic
= Ie
Ciplid Wil 2 TE g, ylel N le) 3, (Te) des 1y, ) +
Js(z)
Ic
n N Ie
1c
x| T.dx, gleN NYE) T (Te) de) w.lytC) +
Te=1 ko1 | S k7 TE ik
jS{g)
Ic
(
m £ L
+ 351{ Uijix, z (gT})M(ET} JgT(E)dgT } bj[Z ),
2 ler] (IT.50)
dSI dnﬂ
sendo: J {Ic) e JE (£) os Jacobianos C e , da mu-
5 T dE dgT

danga de coordenadas.

Chamando-se NT o numero total de nds funcionais e aplicando -
se a equacgao acima sobre cada un destes nos,© seguinte sistema de

equagoes algebricas €& obtido:

XyT

) [%quagao (II.SO{} L, { =1, 2 (IT.51)
X=X
I

que e um sistema composto de ? . NT equacgodes, relacionando
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7 . NT valores nodais de w e 2 . NT valores nodais de £. As-
sim, uma vez que os ¢ . N7 parametros nodais conhecidos de w
e £ tenham sido substituidos, os outros ? . NT parametros in
cognitos podem ser determinados pela resolugao deste sistema.

Ic

Na eguagio (II.51) os termos Uij[x,gﬂi)) NE(Q nghﬂ dg e

Sig)
Ie Ie .
Tif(x,y(EH Nz{ﬂ JE(RH de relacionam os deslocamentos de no

8(8&)
Ie

x(x = Xy xNT) com os deslocamentos e forgas de superficiedo
nod Yy de ordem J (J = 1, NT}. VYtazendo 4, § =1, 2, caso bi-
dimensional, obtem-se destas integrais matrizes (2 x 2]}, que

517 o QIJ-

sao denominadas, respectivamente, de H A integral so

bre o dominio & um vetor (2 x !}, denominado bi(x).

Aplicando—se a equagao sobre o no funcional X de ordem I{I=7,NT},

obtém-se:

NT NT
E Hij wj[gJJ = JE; Gij tj(yj} + bL{XI)” (I1.52)

C..lx,) w.lx,} +
I i1 71

41

Nota-se que esta equacgao relaciona os valores de W no no xI com
os valores de w e £ de todos os nos funcionais do contorno, in
clusive o proprio Xy Assim, pode-se reescrever (II.52) na

forma matricial como:

NT ~17 NT 17
Clx ) wixy) + T H ™ wiyy) = = G~ tly) + blxy) . (II.53)
hARRS SEE R PR | IV | ~ 1
J=1 J=1
Considerando-se que:
ﬁIJ = ﬁIJ para 1 # J
e ﬁIJ = ﬁIJ + Clx;) para 1T =73 (IT.54)
tem-se:
NT NT
b HIJ wly,) = I ¢t tly,) + blx,) , (I1.55)
J=1 " - j=1 - -7 -1
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que € valida para o nd x;, sendo o sistema obtido aplicando-
se esta equagao sobre os NT nos funcionais do contorno, poden

do o sistema resultante ser expressoc na forma:

Hw=61% + B (II.56)

sendo:
w e X = vetores (INT x 1] de valores nodais conhecil
dos e incognitos de deslcocamentos e forgas

de superficie sobre o contorno.

B = vetor (ZNT x 1) que define a influencia das
forgas no dominio sobre os campos reais in-
cdgnitos;

H e G = matrizes [ZNT x 2NT} de coeficientes conhe-
cidos obtidos através da integracdo do pro-
duto das fungoes fundamentais (uij e ijlpor

funcido de forma (NT e NY).

Para o caso geral de condigoes de contorno prescritas mistas,
tem-se NT valores nodais conhecidos de deslocamentos e NZ va-
lores nodais de forgas de superficie prescritas [N]+N2 = 2.NT)

resultando:

Hw-aG (I/alt = B, (I1.57)

sendo « um fator escalar utilizadc para tornar os coeficien-
tes de G da mesma ordem de grandeza dos coeficientes de H. Se
parando-se os valores conhecidos no lado direito (vetor FIJ, ob

tem-se:

Ax=Cy+ B = FI, (II.58)

sendo:
A e C = matrizes (2ZNT x 2NT}) de coeficientes mistos

conhecidos;

x e y = vetores (ZNT x 1) mistos de w e £ incogni-

tos e conhecidos, respectivamente.



35

EI = vetor {ZNT x 1} dos termos independentes do

sistema final.

Deve-se observar que quando Xp se trata de no extremo, conec-
. . 17 17

tando dois elementos adjacentes, os termos f e G referem-

se a soma das contribuigoes das integragoes sobre os dois ele

mentos.

Consideracoes sobre a Implementacao Numerica-Computacional do
Metodo

A equacgao:

n N Te

~ Ie

Cogbigd i) * 2 E (U b le)) ) NELE) T Te) de} £ 1y, C)+
Sf—EJ
Ic

n N Ie

-z Vylel) Mple) T (Te) detw, (gk )+
Te=1 k ? S(E}
Ie
m £

+

£
KEI{ “,g""“gr)‘] M(ET) J«s:(“ daT} bj.(z N
J2p(E7]
(I1.59)

e considerada como a equagdac discretizada de colocagao nodal,

base para uma determinada implementagao numerica.

Para se obter uma formulagao consistente, deve-se considerar
a possibilidade de ocorrencia de descontinuidade para o campo
real de forcas de superficie £, que pode ocorrer em nos com
apenas forgas de superficie prescritas e ocorrem sempre nosca
sos de nds que separem regides do contorno com forgas prescri
tas de regides com deslocamentos prescritos (inicio cu fim de
apoiol), bem como nos casos em que se tenham apenas desloca -

mentos prescritos onde ocorra uma descontinuidade da normal a
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superficie (pontos anguliosos). Assim, os parametros que de-
finem o valcr do campo de forcgas de superficie sobre estes
nés funcionais sao diferentes caso refiram-seaesquerda ou a dipei-
ta do no. Um estudo detalhado desta problemiatica, incluindo
uma formulag¢ac desenvolvida pelo autor, & apresentada no pro

ximo capitulo.

Para uma implementagdo numérica-computacional, o modelo mais
simples de ser tratado consiste na utilizacgao de elementos
constantes, 0s quais sdo constituidos de segmentos retilineocs
onde as fungoes w e t sao consideradas constantes sobre cada
elemento, de valor igual ao do no funcional que fica situado
no ponto médio do elemento. FEste modelo & o mais simples de
ser implementado, principalmente porque foge do problema da
descontinuidade do campo real das forgas de superficie, além
dissec, a matriz EIXIJ & constante para todos os nds, igual a
sij/z. Entretanto, um grande numero de elementos & necessa-
rio para produzir precisdc razoavel, além de fornecer um cam

po incompativel de deslocamentos descontinuocs, ver [1@].

Um mecdelo de meihor rendimento consiste na utilizacgao de ele-
mentos lineares, onde as fungoes w e & sao consideradas como
variandc linearmente sobre os elementos,constituidos por sua

vez, de segmentos retos.

Podem ser empregados elementos de ordem superior onde a geo-
metria e as fungoes w e t s3do consideradas em termos de fun
cOes de interpolacdo de forma quadritica ou clbica. A utili
zagdo de elementos isoparamétricos apresenta-se mais eficien
te uma vez que os nos funcicnais s3o os mesmos que definem a

geometria do elemento.

Assim, para definigac aproximada dos campos reais de desloca
mentos w e forgas de superficie £ no contorno, bem como da
geometria do elemento, as seguintes fungoes de interpolacgao,
podem ser utilizadas para problemas analisados em estado pla

no:
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a) Variacao linear

It

NoLE) = (1 - El/2
N, (ed = [T+ g)/2 (I1.60)

b) Variagdo quadratica

N,(E) = 1T - g)es2
) 1

NZIE} = 1] £

NB(EJ = (1 *+ glg/e (II.61)

c) Variacao cubica

N Le) = 901 - ) (E" + 179y /16

Nteb = 27(1/3 - ¢l (1 * 2116
N le) = 270175 *+ €)1 - ey /16
Nylel = 901 + g)lgz - 1/91/16 (II.62)
a) b}
, 3
/ 2

FIGURA I1.7 - Elementos de Contornos Definidos Geometricamen-
te por Funcoes de Forma Lineares, Quadraticas

e Cubicas, Respectivamente.
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Consideragoes sobre a Avaliacao das Integracoes

Os coeficientes da equagao discretizada de colocagao nodal
sao integrais do produto das fungoes de forma com os tensores
dos campos virtuais, efetuadas sobre a superficie do elemen-
to. Estas integrais podem ser avaliadas numericamente provi
denciande-se uma precaugac guando o integrando tende para o
infinito.

Para integrais onde x., ¢ SIQ’ ¢ integrando varia suavemente,

1
podendc ser aproximado por um polinomio, logo podem ser ava-

liadas utilizando-se a formula de Gauss, na forma:

!
§le) dg = ‘
_1 4

[T =]

m m
] AT §ET), (1I.63)

sendo:

m o numero de pontos de integracgdec utilizados, em ge

ral, 4 pontos;

m - .
AL sao os coeficientes de peso de cada ponto.

Quande x; e SIc as integragoes na forma (II.63) mostram-se
inadequadas em funcac da existencia de singularidades nas so
lucoes fundamentais quando y tende a x. Para yéc # X719 isto
e, X1 e gic pertencem ao mesmo elgmento mas s3ao nos funcio-
nais distintos, embora Uij(XI’ y(£)) tendam para o infinito

em X as funcoes de forma Nh[E) tendem para zero, resultan-

I,
do que o precdutoc a ser integrado tende a um limite finito nas

vizinhangas de X g podendo portanto ser aproximado razoavel-

mente por um polinomio.

Melhores resultados podem ser obtidos se na determinacgdc dos

coeficientes de QIJ e HIJ, para I # J, utiliza-se um esguema

seletivo de integragao numérica, que considere a distancia re

lativa enire o ponto fonte e cada elementoc na determinacao
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dos pontos de integragéb a serem utilizados. Este procedimen-
to pode ser também utilizado para uma melhor avaliagdo das

tensoes em pontos internos.

‘Quando yéc = Xy, as fungoes de forma Nﬁ(E) tomam o valor da
unidade em X1» resultando que o produto a ser integrado tende
para o infinito nas vizinhangas de Xg- Para avaliacao dos co
eficientes cujas integrais apresentem a funcgao uij’ pode-se
trabalhar com um esquema de integragdo numérica utilizando-se as
férmulas de Gauss para integrando com singularidades. Por exem
plo, para o caso de elasticidade plana, a fungao Log 4 perten
ce ao nlcleo do integrandc quando £ = § e parte do produto da
do por Uij(x, ylg)) Nk(g} pode ser aproximado de forma mais
adequada, por um produto de um polinomio e a fungao fog %4, po
dendo ser avaliada de acordo com a formula de Gauss para inte

grando com singularidade logaritmica, ver [ 3 .

Embora a avaliagao destas integrais possa ser efetuada da for
. .. . 11 .

ma descrita, cs coeficientes de Gij podem ser calculados ana-

liticamente de forma facil para o caso isotropico e elemento

linear, constituindo-se numa melhor solugao.

Os coeficientes Hi} dados pela integral de Tij(x,y(gl] Nk[E)
sobre cada lade do elemento ou sobre cada elemento adjacente,
para os casos de nos extremos, ndo existe quando Xy = yéc. A
integral existe apenas quando avaliada simultaneamente so-
bre os dois lados do no, no sentido de valor principal. Embo
ra estes coeficientes, para o caso de elementos lineares, pos
sam ser calculados analiticamente sem grandes dificuldades,ver
[Apéndice A], esta avaliagdo ndo & necessaria, pois estes coe
ficientes e os coeficientes Cij(x) que contribuem para a mes-
ma sub-matriz situada na diagonal da matriz H, podem ser obti-
dos considerando-se uma translacao de corpo rigido na direcao

dos eixos coordenados.

Assim, introduzindo-se um campo de deslocamentos de corpo ri-
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gido resultam nulas as reagoes no contorno, obtendo-se para o

caso bidimensional:

<
=
n
=
®
n

constante ;

&+
>
1
&+
e
1]
<
.
&~
1
~a

(IT.64)

e o sistema dado em (II.51) pode ser escrito como:

NT n N Ic Ta
L C{'[XI} wlx )+ T x { T (xp,ulg]) Nﬁ(al JE[Yc) d&}u-(gh ) =0
1=1 | Y s Ie=1 k=1 4 !
15 (g)
Ic
(IT.65)
podendo ser reescritoc na forma:
NT NT 17
I C,,lxI} u. + » H., u. = 0, (IT.88)
1=1 "4 S B A -
que fornecem as seguintes equagdes para o nd I:
NT :
17 _oa.
gty Rty T U (IT.67)
cujo segundo membro pode ser desdobrado, resultando:
11 1-1 NT 17
C..{x } u.+H.. u.+ ¢ + I H.., u =10, (I1.68)
1T 4 4 g T=1 J=I+T) 1 1 -
obtendo-se, finalmente, as seguintes relacoes:
11 NT I3
C..,+H,.. = - ¢ H.. , J#1Tle 4,§=1,2. (II.69)

Af A 7.7 AS



I1.3- Elemento de Contorno Isoparametrico Linear

Representacao do Elemento

FIGURA II.8 - Representacao Geometrica do Elemento Linear Definido Pelos
Nos J = NI{Ic) e K=N2{Ic).

Na Figura II.8%, tem-se:

Xy, X, = sistema global de referencia;
X£' V{ = gistema local;

£, n = slistema auxiliar;

EIc = comprimento do elemento.

/l: V) = (1-)/2

() (1)
[T~ Nale) = (1+8)/2
(2) (1)

FIGURA I1.9 - Interpolacdo Isoparametrica Linear para os Campos Reais
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Considerando-se as representacoes acima, pode-se escrever:

Te g JK[N?J
y = ylg) = @[EJlX[NzJ (Te),
( 3
Iec w JE(NI)
u = wlyle)) = N(Ehu[NZ}>(IC) y €
Ic € J{lNTJ
T = tlyle]) = Nig) £INZ) r(Ic)
sendo:
g w s N0
NlE) = Nlg) = Nlg) = Nig) = |, N,

Montagem e Espalhamento das Sub-matrizes

(II.70)
(ITI.71)
(II1.72)
N0
Vi
(IT1.73)

As equagOes basicas do método, para problemas de elasticida-

des plana, nac considerando-se a presenga de forgas no domi-

nio, podem ser escritas como:

_ NE{ T

ch(xI) uAx ) = IQEI uzj[xz'”{
) Siz)
Ie

NE I

- ICE?{ Tijlxl,yia)) N el J
S(g)
Ic
sendo: L, § =1, 2;

£

c
e)) Ny le) I [Tcldey %, (Tc]

(Te)de ) uh(Ic)

(IT.7u4)
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I = nbé do contorno onde estdo sendo geradas as equa-
coes (I =1, NN);

NN = numero de nés do contorno;
Ic = elementc do contorne onde estao sendo efetuadas
as integracoes [(le = 1, NEJ;
NE = nUmerc de elementos do contorno;
JE{Ic) = &;./2, e o Jacobiano da mudanga de coordenada.

Para Te¢ fixo, considerando-se as seguintes igualdades:

r

ﬂIc I Ic
j ? -1
EIc I Ie
GIclZ,4) = — ”22["1' yl(e}) sz dg (II.75)
Z -1
e \
KIC I Ie
Hiell,7) = —= T”-(xI, y{g)) NFIE] dg
1
; .
£Ic 1 | Ie
Hicl2,4) = — Tzz("I’ yle)) Nztg) dg (I1.78)
2 )_1
tem-se:
NE NE
C..{x.) u.lx,) = ¢ 6GIe. & (Ic) - L Hle., u,lIec) .
V% R ST A To=1 ik TR Te=] iR TR
(II.77)

Agora, considerando-se as forcas de superficie continuas so-
bre os nés N1{Iec} e NZ{Ic), o espalhamento dos coeficientes
obtidos nas integracgoes sobre o elemento Ic & feito sob a for

ma:

GI251-1, 2%1-1) = G(2*I-1, 2*I-1}) + G, (1,1}

Ie

| G[Z*I, é*f) = G[?*I, é*I] + GI;(2’4} , (1I.78)
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j H{Z#1-1, 2%I-1) = H(2%]-1), 2*TI-1) + HIC(I,?J

|Hize1, 261) = H{2#1, 251) FH(2,4) (I1.79)

Ao trabalhar-se com uma formulagdo compativel onde ndo se ad
mite uma descontinuidade para o campo real de deslocamentos,
cs coeficientes da matriz HIC sdo distribuidos sempre segun-

do este algoritmo.

Determinacao das Expressoes para Integracgdao Numerica

2
» NZ =(2)
Ie
n(xl,y{gn NT

Ic
‘)e[xi,g(g]} nz[xi,y{g))

3 y!
x?

X

Ie
gy lxp,4lE))

FIGURA I1.19 - Definicao Geometrica das Fungoes kJ(xI,y{%)L @z(xl,g{%)l e
n{xl,g{g)).

Considerando-se as interpolagoes lineares para a geometria

do elemento, tem-ze:

[ Ie
nﬂxldﬂé)J = NIM) XHN?)+ Nzﬁ] X”Nz)— X]Hl
Ic .
| nz(xl,gta)) = NI(E) XZINJI + Nz(g} XZ[NQJ - xZ{IJ , (II.80)
Ie Ie Ie
nlxp,ylel) = (n,(xI,yIE}JZ + nz(xr,y(a})ZJJ/Z , (II.81)



45

Ic
Ic ﬂj(xr,yli)) Ic
}Ly][X'IJ U(E))z ——TE—‘_ = COZ&B(XI;U(?;H
xr, Y(g))
:
Ic
Te nz(xI,y(E)) Te
n,zlxl,y(gll s ¢ éene(xz,g(g)l (II1.82)
/L(XI,{»{(;;])
n
NI {TIc)
XZ
XZINH - XZ[NQ}
o
Nz{Te)|  XjINTI-X; (N2)
FIGURA I1.11 - Determinacao das Fungoes ny e n,.
Da Figura II.11, tem-se:
= = Wi N] - NZ -_|
6, ec?,_ N seno = [1X,l X INTY e (e )
6 - g + g |CO8O, = BXIINTLXI(N?)J/Q(M], (I1.83)
€1 C2
¢>Ic = BC, + a/? = Gcl - /2, (II.84)
ny = c04¢Ic = ao).s(eC + n/2) = —Aenec
ny, = oen¢1c = Aen(ec + §/2) = COABco (IT.85)
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"
N2(Tc) Ie
¢
Te Ic
h(xI,U(E)]
1c
ylig)
xé (1)
10> NI{Ic}
e(xI,y[all
X X
1
1e

FIGURA 11.12 - Determinacao de anfxp,yle]l/on,

Ie
_ X
an(xr,g(gl) _ an ax] , n oK,
an BX? an Bxg an
= 6
Ry Myt Ry n, (IT1.86)

Na realidade, conforme a Figura I1.12, tem-se:

Ie

Ic ic
p
PN cosylxg, i) - costalg,ule)) - oy )
an
Ic Ic
= coae(xl,y(a)). QOé¢IC-+AQHB(XI;U(E)) sendy

+

]

g n

Mrg My

(1I1.87)
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Tensoes em Pontos Internos

As equacgoes para determinagdo das tensdes em pontos do domi-

nio, considerando-se a simetriadc tensor, podem ser escritas

na forma matricial discretizada como:

1p (xﬂ =
22 |
NE D(1,1,1)
= T { | iDl1,2,1)
Te=1 pl2,2,1)
S(E)
D Ie
NE E(1,7,1)
-z { E(1,2,1)
Te=1 £l2,2,1)
S(e)
Ia

Considerando~-se as seguintes igualdades:

oT(1,1)

| DT(3,4)

ET{1,1)

ET(3,4)

It

It

¢ ]
D(1,1,7} e N, 0 N, 0 .
0(1,2,2) { (x,,ylE)) (g)J_(T Jde}{"24(1e)+
pi2.2.2)| ¢ A T ] R S P
Y
)
E(1,1,2) Te [N, 0 N, 0 !
£(1,2,7) (xI,g(E)) (£17 (1 )dg) 2¢11c)
E(2,2,7) 0 N, 0 N £ ¢ w,|
1 7 3
Lu4
(11.88)
ﬂIc ( Ie
— i, 1,10 {xq,yte)) N, (g) dg
2 s(e)
Ic
) [ Ic
e 0(2,7,7) {xr,y(a)) Nzia) de , (II.89)
2 is(e)
- T
EIC [ Ia
—= E(1,1,1) lxI,y(E)) N (g) di
Z s
] Ic
ﬂIc ( Ic
— £(2,2,2) (xI,y{g)} Nz(a} de (IT.90)
Z S{g)

Te
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obtem-se:
o, vg [PTU1,1) DTUI,2) DTU1,3) DT{T,4) 4
o,V (x,) = T {[DT(2,1) OT(2,2) OT(2,3) DT(2,4) (x,,Te} 2 HTel} +
5y, Te=T lpr(s,1) 0T(3,2) DT(3,3) DT(3,4) |
v 3
e |ET0,10 ET,2) ET01,3) €701, 4) “y
- B ET(Z,1) ETIZ,2) ET(2,3) ET(2,4)|(x},Te) 2} (Te) } .
Te=! Yer(3,1) ET(3,2) ET(3,3) ET{(3,4) “g
M4J

(IT.91)

Tensoes em Pontos do Contorno

Seja a Figura (II.13) representativa de um ponto do contorno,

cujo estado de tensoes necessita ser avaliado.

X} %
£
AN ey
\\ IAVASY
g
X e o at? X SIC
4 d
Q £
\\» )

FIGURA I1.13 - Reoresentacoes no Elemento Linear para Determinacao do Es-
tado de Tensoes Local.
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Decompondo-se as forgas de superficie sobre o ponto I nas di-

regoes locais do elemento Ic tem-se:

Ix [ t}
= Rot{] ' (IT.92)
IV J tt?

sendo:

cosd  Aend

[%Ot{} © |-sens coso|” (I1.93)

Utilizando-se as equagdes de equilibrio no contorno, dados por
(I.%), obtem-se:

X T 9%x "x T oaxy "y

y ° Oxy Ny + ayy My (EI.9u)

Comoc trabalha-se no sistema local do elemento, ver Figura (II.13),

tTem~se:

ny = ¢

ny = I, (II.95)
resultando:

Ly = dyy

ty = Oy, (IT.96)
0 valor de Oyy & obtido utilizando-se a lei de Hooke,

1

sendo: duy g INT) - (1) w, INT) - u, (1)

exx " = 7 cosl + 3 Aeng .

aX 4 £

(I1.98)
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CAPITULO III - DESENVOLVIMENTOS ADICIONAIS

I11.1- Avaliagao da Descontinuidade do Campo Real das Forgas de
Superficies (TRACTIONS)

Consideragoes Iniciais

Para uma avaliagao consistente do campo real de forcas de su-
perficie, deve-se adotar uma formula¢do que permita a conside-
racao de descontinuidade dos valores nodais que interpolam es-
te campo, que excetuando-se 0s casos de fratura, podem ocorrer

nos seguintes casos:

a) descontinuidade imposta no campo de forgas de superficie co
nhecido (SI),_devido a prescrigoes nodals distintas em cada

lado do no;

b) nés que separam regides onde os deslocamentos s3o prescri-
tos ($§ ), das regices onde as forgas de superficie sdo pres

critas [SIJ;

¢) quando a superficie do contorno, com deslocamentos prescri-
tos (Sw], apresenta uma desccontinuidade geometrica da nor-

mal (ponto anguloso, com apenas deslocamentos prescritos);

Portanto, para cada no Xy, © em cada direc¢ao coordenada, podem
ocorrer tres modos basicos de prescrigdo das condigdes de con
torno, que considerando-se a utilizagao de elementos isoparame

tricos lineares, assumem as seguintes configuracgoes:

i) t, b) t(;‘ .
| I
T LT

X7 AT X1 N

FIGURA III.1 - Nos Funcionais com Apenas Forcas de Superfitie Prescritas:
la) Forca de Superficie Continua,
1b) Forca de Superficie Descontinua.
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a) o)
td
1 te
I
AR L TER Ry ) - '\\\\\\\\\\\\\\\\\\\A
———— X -
XI A4 T AL,

FIGURA T11.2 - Deslocamentos e Forgas de Superf?cig sﬁqurescritos:
2a) Forca Incognita a Esquerda do No (Inicio de Apo1o),
2b) Forca Incognita a Direita do No (Final do Apoio).

a) bl %y

FIGURA TI1.3 - Apenas Deslocamentos sao Prescritos.
3a) Forga de Superficie Continua (Contorno Suave),
3b) Forca de Superficie Descontinua {Ponto Anguloso).

Assim, para os diferentes tipos de prescrigces de contorno con
siderados, pode-se montar o quadro abaixo que fornece as ca-
racteristicas dos parametros conhecidos e incognitos para ca-

da caso, para uma dada diregao coordenada.

QUADRC III.1 - Relagao dos parametros conhecidos e incdgnitos
para os diferentes casos de prescrigdes de con
torno N

Caso Ta 1b 7a b 3a 3b

e

e td w e Id Wwe te w W

Farametros incognitos w w £ id t tfet

Parametros conhecidos t o
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Analisando-se o quadro acima verifica-se que nos casos 1lb, 2a,
2b e 3b, apresentam-se problemas de descontinuidade de forcas
de superficie, entretanto, apenas para o caso 3b o méetodo a-
presenta uma formulagdc inconsistente, uma vez que & obtido
apenas uma equagdo por diregao coordenada e, neste caso, tem-

se duas incognitas relativas as forcas de superficie.

Condicionamento Tradicigonal

Para os cascs de descontinuidade dados por 1b, 2a e 2b, que
podem ser designados como simples, & usualmente utilizada uma
formulacdo de duplos nos quando se trabalha com elementos 1li-
neares ou de ordem superior. Este procedimento consiste em
se designar dois nos funcionais com o mesmo posicionamento geo
métrico, sendo as prescrigoes de cada né referentes ao do la-

do adjacente.

ApGs a montagem das matrizes G e H sdo introduzidas as equa-
goes de compatibilidade de deslocamentos, igualando-se os des
locamentos de ambos os nos. Isto é feito simplesmente soman-
do-se os coeficientes de fl que multiplicam os referidos deslo
camentcs, eliminando-se uma das linhas. Em geral, a numera-
gdo de um destes nos & feita apés a numeracdoc de todos os nds,
sendo eliminada a linha correspondente a este nd. As equacgdes
adicionais geradas pelo método sioc pseudo-equagoes, pois sdo
identicas as geradas nos nos adjacentes; assim elas sio elimi

nadas do sistema e, em geral, nem mesmo sac geradas.

Esta formulagac apresenta a inconveniencia da necessidade de
serem usadas quatro colunas adicicnais para armazenamento dos
coeficientes de G e H, quando & necessirio apenas duas, ou

mesmo uma, coluna adicional na matriz G.

Na realidade, numa formulagao mais eficiente, & montada ape-
nas a matriz final do sistema, sendo as sub-matrizes obtidas
por integragdes nos elementos distribuidas ou operadas logo

apos sua determinagao, caso refiram-se, respectivamente, a pa
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rametros incognitos ou conhecidoes.

Para o caso de descontinuidade dado por 3b, o qual passa a ser
designado como de descontinuidade especial, pode-se utilizar
eguagoes complementares fornecidas pela teoria da elasticidade,
proposto na referéncia [12] e utilizado na formulagdo apresen-

tada no proximo item.

OQutras idéias tem sido apresentadas, tal como a de se utilizar
dois noés funcionais afastados de uma distancia reduzida, sern
que haja elemento entre os nos. Uma proposigio mais interes-
sante utiliza o procedimento de transportar o nd funcional pa-
ra o interior do elemento, fugindo da problematica de desconti
nuidade, entretanto, obtém-se um campo incompativel de desloca

mento sobre o no geométrico com descontinuidade especial [T .

) Nos
) Ne  Funcionais
/)
/) il
1
il
7 1L
’f_l'

e [ )
. — __—__________.——-/
Noa
Geometicos

FIGURA III.4 - Procedimento para Consideracao da Descontinuidade Especial
do Campo de Forcas de Superficie.

Formulacao Adotada

No programa computacional desenveolvido & adotado uma formula-
¢do que consiste em se trabalhar por direcdc coordenada nodal.
Assim, cada tipo de prescrigac de contorno & identificado atra
ves de um indice cddigo para cada direcdo coordenada de  cada

nc funcicnal.

Estes Indices variam de 1 a 6, correspondendo aos diferentes ti

pos de prescrigoes conforme a ordem em que foram apresentados.
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Para os cascs de descontinuidade simples a idé&ia adotada con-
siste unicamente defazer-se uma decomposigao da matriz G, obten-
do-se uma submatriz adicional QDS, cujos coeficientes relacio-
nam os deslocamentos nodais aos parametros de traction conheci

dos ou em excesso, dos nos onde ocorram descontinuidade simples.

Assim, obtem-se:

- t
(H_{{w} - ‘G GDSJ { oS} + (b} : (ITT.1)
| 7]

sendo: 7
S -
X = ao vetor que contem o5 valores de forgas de su-
perficie a esquerda do no para o caso 1lb e ok}

valcres conhecidos para os casos 2a e 2b.

. (22 . ~
A submatriz G 7, que relaciona os parametros de forcas de su-

perficie EUS (todos conhecidos) dos nds com descontinuidade sim
Ples, pode ser operada resultando um vetor de carga adicional,

na forma:

[H ]{w} = l:G ]{i} + {b+ p} s (III.2)

sendo:

tr} - E@Uﬂ{tvs} . (I11.3)

Para o caso de nos que apresentam descontinuidade especial da-
do por 3b, sao utilizadas equagoes adicionais provenientes da
consideracao das propriedades dos invariantes de tensdo e de-

formacdo, proposta por [12].

Assim, consliderandoeoc esquema da figura (III.2), as equagoes a

dicionais sao as seguintes:

d
ny ty - ng t (ITI.u)
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e t? sen a + t? den B - t; cos o - tg cos B o=
- Y05 au (N0 v 2u (@ - SO By r) e B cos g u NI
EIQ ch EIC ﬂIc
- LY sena u, N7+ 2uBER S SRy (1) 4 L sen B u, (NI
ﬂIc ﬂIc 2Ic ch
(II1.5)
cendo: YV 7 coeficiente de Poisson;
N7 = nd inicial do lado a direita do nd x;;
N2 = nd final do lado a esquerda do nd X3
a, B = angulos formados pelos lados adjacentes em rela-
. ¢ao ao eixo XI e
E%C_eKIC = comprimento dos lados adjacentes.
X

FIGURA I11.5 - Definicbes dos Parametros Utilizados nas Equacoes Adicio-
nais Aplicadas aos NOos com Descontinuidade Especial.

Agora, é necessario reservar colunas especials para que sejam
armazenados os parametros Gij quando § designar uma diregao
coordenada nodal com descontinuidade especial, isto &, para ar
mazenar as integracdes sobre o lado a esquerda do né, referen-
tes aos valores t? 2 IS. E conveniente para o tratamentc com-
putacional gue estas colunas sejam armazenadas imediatamente a
pés as 2 . NN colunas iniciais, sendc NN o nUmero de nds do con-
torno, uma vez que estas colunas referem-se a parametros incég
nitos e permanecem no sistema final a ser resolvido e devem es

tar situadas antes das colunas da submatriz QDS, relativo acs



56

parametros de tractions dos nds com descontinuidade simples, que

e operada utilizando-se o vetor IDS. Assim, € montado o seguin-

te sistema:
Lﬁ] {w}?
DS -
Operando-se o vetor £ 7, obtem-se:
DE
il wy - LG,G J ol IR

sendo: (P} {?D%J {IDS}+ (b}

n
o |
©

<

o
@

>

b
I e

<
m

—_—
+
i~
o~
—

Introduzindo-se as equagoes adicionais, tem-se:

~
e ———t’

H lg 4l £ 1
Wy - '
0 (4) 7 | 0(8)0E  gDE.DE IDEJ

=1
—

Operando-se os valores conhecidos de £ e w, resulta:

Hi-G] -GYF w{t]} FI1+P|
DE - DE
ol -BPE _gDE,DE|{ £7° | FI
F1 Gl-Hl  HYEl  re(w)
sendo: _ |
[, DE . _,DE 1va )

L

(IIT.6)

(ITI.7)

(ITI.8)

(II1.9)

(ITT.10)

(IIT.11)

A, B matrizes cujos coeficientes sdc obtidos pelas e-

quagoes adicicnaiss;

rpPE

termo independente dos nds com ambas as diregoGes

com desconiinuidade especial, obtidos pela opera

gao dos valores dos deslocamentos mDE (conhecidos)

nao nulos, destes nos e dos nos adjacentes.
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I11.2- Transformacdo das Integrais de Dominio em Integracoes so
bre o Contorno para Forgas de Massa Gravitacionais

Introducao

Uma das principais vantagens do Metodo dos Elementos de Contor
no (BEM) consiste no fato de que, na formulacgao basica,<3equi
1librio e efetuado considerando-se apenas as condigoes ao lon-
go do contorno, reduzindo em uma dimensac & analise do proble-
ma. Entretanto, quando existem forcas atuando no dominic, ha
necessidade da discretizacao de tal regiao, na forma apresenta
da no item II.?, tornando inconveniente esta formulagao tradi-
cional, exceto se tal formulagdac trabalha com campos iniciais
de tensao ou deformagdo, caso em que & necessario a discretiza

o~ . . * . .
gao do interior do dominic, mesmo para ¢ caso linear.

No presente item sao estudadas duas formulagdes que permitem a
transformagdo das integrais de dominic em integragdes sobre o
contorno, para forgas de massa provocadas por um campo gravita-

ciocnal fixo.

A equagdo biasica do método & dada por (II. 6) e chamando-se as

integrais de dominio deBL(x) , tem-se:
[
B.(X. = . . ] { = »
‘ ) J uij[x,z] bj(z] defz), £,4=1, 2 ,(III.12)
Y
sendo:
bj = forgas de massa provocadas por um campo gravita
cional.
& = dominio do corpo em estudo.
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Transformagao por Processo Semi-Analitico

Para o caso mais comum de forgas de massa gravitacionais (pe-
so proprio) tem-se bj[z) constante sobre o dominioc constitul
do de um mesmo material (massa especifica constante), sendo

-
pos sivel escrever:

B, (x) - {f U, lx 2] dalzl) b (T11.13)
Q

Trabalhando-se com coordenadas polares ao invés das cartesia-

nas, cobtem-se:

B.{x])

4 - - -

’ = [ Uij[x,z) dalz) = QLj[xféx(XI’XZ) dXT dXZ =

f )
Q(XT’XZ}
= Uifhgﬁehge))&dncw . (ITI.1u)
Q(r,0)
X

z [XI,i XZ)

{z=5x[X1,X21 (2=4gln,01
da(z) =dX, dX, 1d9=adade

FIGURA TII.6 - Elemento Infinitesinal em Coordenadas Cartesianas e em Co-
ordenadas Polares de um Corno Bidimensional.
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Considerando-se o contorno discretizado em elementos, tem-se:

ni

| uij.(x,da(n,e}) rodr deld, (III.15)

b . I1C=]
g 0,

B.{x] NE ‘BZVM(B)
A

substituindec-se o valor de uij’ dado pela equagao (II.28), ob-

tém-se:

B.{x} NE
z {
b, 1C=1 |
1 81 0

nl

8y nyle)
J CJ{—C2 Gij in AR, n,f} rnodn de}

(ITI.16)

FIGURA III.7 - Definicoes Geometricas nara Inteqracac Analitica ao Lonoo
da Coordenada 4 e Integracao Numerica ao Lonao da Coorde
nada 9.

Integrando-se analiticamente ao longo da coordenada i, resulta:

7
B.{x) _ NE (%2 x%(e)
SN c M

b. Ic=1 Z
b 9y

{-¢ aij (Ln nM[e)— 1/2}+1M(6),i nM{e},j} de} .

Z

(ITI.17)
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Para efetuar-se as integragoes, situadas agora sobre o con
torno, por processo numérico, e conveniente utilizar-se as

coordenadas intrinsecas do elemento, fazendo:

6 = 81 -+ £E = -1
2 8 -91 - 8,
E(e) = B 8 = 82 . E = I
2 - el 8]_4"82
8 = - E = 0 ’
2
(ITI.18)
olel = % EZB(B;_ ‘91} + 97 4+ 92:| P (ITT.19)
. do .1 (5, - 5y (III.20)
dg 2

Substituindo-se (II1.20) em (III.17) e considerando-se a figu
ra (ITT.7), obtém-se:

B.{x) NE ! ?
A ¥ 3 [ cI n () -Czé . (&n #lg)) -11 +
b, lest | 7, 2 ol ?
J
+ | 1
nie), n(gl,j. —lo, - 8y) dg ; (III.21)
‘ J

= ¥ —2=l0C -C, 6., 8n [n trlel,  RLEL, p F
SR o) 4 ¢y 6, n lnle)) + ale), ale,
c.C
s 121 i
TE Jz (o, - 6y) de | (TTI.22)



NE I 1
= Uus. . (III.23
z= Jg(e)J B“(x,éf(&)ldg i )
Ie=1 ]
- J
sendo:
JE(E)} -1 (8, - 8} (IIT.2w)
2 - ~
2 c,C
o (E) 1721
usij,(x,g(a)l - ‘uij(x,y(g}M ‘Sx;j_g—l
L i
e (II1.25)
Fazendo-se { = 1, 2, resulta finalmente:
NE 1 .2 c,C
B,(x) = & {1J (e)J L8] U b+l by+—Lb | de
+ S P ~ 7 "
(ITI.?6)

As deformagoes em pontos interncos devido a atuagaoc de forgas

de massa gravitacionails constantes (ver Apendice A), sdo dadas

por:
_NE 1 CI
€ = I Jg(e) —é_ (Cz_”wi,h )L,j"’ﬁj,k "L’i,) -Z%j. oy *
I(l:?k -1
+4n, .k, . R, r R dE}D (TITII.27)
L k k
As tensoes valem:
NE i
(ZJ EG(XJ%IE:I JE(B)J {Cs C4{51h k,j-+6ih &héuéijh”hJ+
. , £ .
+ 2 %] fa,j n,k nod }brz (ITI.28)
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Transformagao Utilizando o Tensor de Galerkin Aplicado ao Teo
rema de Gauss

Para efetuar-se a transformacao das integrais de volume para
integracoes no conterno nos casos de forga de massa devido a
um campo gravitacional constante (peso proprio), vdlido tam-
bém para forcas termicas devido a um gradiente fixo de tempe-
ratura e forgas centrifugas, pode ser utilizado o teorema de

Gauss, ver [1{], que pode ser escritc como:

Se Ajhﬂ e um tensor representandc um campo gqualquer no siste-
ma cartesiano que atua num corpo constituido de um dominio @

e limitade por um contorno S, tem-se:

iRl A Alke. ...

]

Qlz) S(y)
(ITI.29)

Definindo o tensor Gij(x,y), chamado tensor de Galerkin, de tal
modo que o campo de deslocamento fornecido pelo tensorl&J(X,m

seia dado por:

G. Ax,y)
Uyl = 6, (x,y) - <RaERd (ITT.30)
4] Lf,R 7{1-v)
Assim, ¢ possivel escrever:
Gp fa-(x,z)
B.{x) = G.. , Ix,z) - X2 — L (7] dolz)
L Lf,kE § ’
2(7-v)
i (III.31)
da mesma forma, resulta:
G, .lx,y)
k »
B ix} = G, . lx,yb - =2l by (y) b (y) dsly).
L i,k 2(1-v) d P 4

S (ITITI.32)
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sendo:
6. (x4 - s a ke (174, (177.33)
4 4TE A
G., .lx,y)
k,4 7
G..  {x,y) - L&z =
if,k y 2(7T~v)
{14y Sk
= : {2£nn+1]{6.,fah—_-——n.} , e (ITIT.34)
4nE = 7(1-v)
G. . .(x,y)
Gj;j,hiz[x’gJ T kR S R, ho o+ 6. {-(3-4u)ln nt
2(1-v) gng(1-v) |t I M
- 7'8”}] . (ITI.35)
Z

Nota-se que ao utilizar esta formulagao deve-se acrescentar o
I (Su-7)

valor dado por ITIASETD) Gij s correspondente a um

deslocamento de corpo rigido, a solugdo fundamental do campo de

deslocamentos.

—~ - | . 1 ~
As tensdes em pontos internos, ver|Avendice A}, s3o dadas por:

U,('_j’[X) = quj-(x:y) ‘tb_[g) dsly) - J Euj-(x,y) uh(g) ds (y)
S S
+ ij;j(x’g) as(y} , (III.36)
S
sendo:
L
7 =
b’{-’j‘(x’y) Sﬂ- i— 2 lt-yn {)L’_f b,{:-"}z”& j *
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]

- —(n,, b,tn,, b )(n,. n.*+nx,.n.] +
{1-2v] v ]
L (2 fnr+! . b+ b+ ——— §.. (p, b ub )}
{1-v) oA T g e TR

(ITI.37)

II1.3 - Divisao do Dominio em Sub-Regioes
Introducao

0 procedimento de utilizar-se o MEC considerando-se o dominio
dividido em sub-regices, tem basicamente as seguintes fina

lidades:

a) solucionar problemas constituidos de materiais distintos;

b) dar um melhor condicionamento a matriz do sistema de equa-
goes, de forma a obter-se caracteristicas de banda, redu -
zindo-se o trabalhe computacional na sclucdo do sistema ;

¢} reduzir o trabalho computacional na determinagao dos valo-

res de pontos internos.

Ao utilizar-se a subdivisdo nara atender a um problema de re-
ducdo do trabalho computacional, deve-se notar que este - pro-
cedimento introduz erros na obtengéo dos valores de gea{, de-
vido a necessidade de realizarem-se integracoes nas interfa-
ces que separam duas regioces adjacentes, pois os resultados

das integragoes sdo, geralmente, apenas aproximados  nos
contornos externos e interface, onde sao utilizadas avaliacoes
numéricas. Por outro lado, trabalhando-se com algoritmos mais
adequados, espera-se uma reducgac significativa no tempo de
processamentc computacional para solucao do sistema de equa-
¢oes e nos calculos de valores do interior, especialmente nos
casos em que uma das dimensces principais seja significativa-
mente maior que as outras. A utilizagdo de interfaces possi-
bilita também a consideracgdo da aplicagdo de sobrecarga (for-

¢as de superficie) no intericr do dominio.
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Analise da Consistencia do Metodo Aplicado a Nos de Interface

a) Nos Internos

Considerando-se o né Xg em andlise, pertencente a uma interfa
ce que separa duas sub-regioes e supondo-se inicialmente, que
se trata de um no sobre interface retilinea, sem sobrecargas,
pode-se distinguir, basicamente, oito parametros incognitos
necessarios para avaliar o comportamento do s6lido em estudo,

utilizando-se de sub-regioes.

X

FIGURA III.8 - Definicao dos Parametros Incognitos que Atuam em Nos Inter
nos de Interface. -

As condigoes de compatibilidade de deslocamentos e equilibrio
de forgcas sobre o no x7 fornecem, respectivamente, as seguin-

tes equagoes:

uI] ] I,
1 4y
1 i
1 7 ’ (III.38)
Uo7 U
€ 1 1
(f1 ?
-t? = "/t?
1.5 1,
%, = -z, . (III.39)
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Assim, a aplicagdo do metodo sobre este nd apresenta-se con-
sistente, pois obtém-se duas equagles em cada sub-regido, que
relacionam os deslocamentos de x, aos deslocamentos e forgas

I
de superficie de todo o contorno de cada subregido.

No caso da interface apresentar um ponto anguloso sobre xI,séo
necessarios dois parametros adicionais de forgas de superfi -

cies para cada lado da interface.

LI

iy

FIGURA [II.9 - Parametros Incognitos para Definicao do Campo Real de
Forcas de Superficie em Nos Internos de Interface sobre
Ponteos Angulosos.

As condigoes de equilibrio fornecem mais duas equacdes e ou-
tras duas equacgoes podem ser obtidas utilizando-se as Droprie

dades de invariantes elasticos.

No caso de haver sobrecargas (forgas de superficie) aplicadas
a interface, estas podem ser consideradas como parametros adi

cionais relativeos a casos de descontinuidade simples.

b) Nos Externos

Para estes nos, que interligam duas regides pelc contorno ex-
terno, considerando-se uma andlise individual para cada dire
gao coordenada conforme o item III.1 e utilizando-se as equa-
coes de compatibilidade e equilibrio dos nds de interface, tem

—-s5e:
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Caso 1 - Apenas forgas de superficie sdo prescritas.

SE! N
i o W §
— —
| —— IE’d w
% 1 ST 1 "% 1 S1
tE AT N
1\ — —
— — 1 5.4 t?,e\___, — . ti 5.4
a) se? o) N

FIGURA III.1Q - Definicdo dos Parametros Incoanitos dos NOs Externos de
Interface com Apenas Forcas de Superficie Prescritas.

Nestes casos tem-se duas incognitas de interface, uma de des-

locamento e outra de forca de. superficie.

Caso 2 - Deslocamento e forga de superficie sdc prescritos.
sg! Se!
1 5. L. 0 \l 8. 4. 0
™ L,d Y
A Y1 N
XI — s XI
7 1 — I =
—* ] — A4, | — ¢ AL,
E,e < I 1
t A —_—
7|
I'd
1 2, > 2
SE? se?

FIGURA I1I1.11 - Nos Externos da Interface com Deslocamento e Forca de Su-
perficie Prescritos.



68

Nestes casos tem-se duas incognitas de forgas de superficie,
uma de interface e outra de contorno externo relativo a uma

das sub-regioes.

Caso 3 - Apenas deslocamentos sao prescritos.
1 SE'
St
£,d S
1 s1 1 Y X ST
E — — E,e 2 -
T d e T T A 5.
1 2 1
2, 29

FIGURA III.12 - Nos Externos de Interface com Apnenas Deslocamentos Pres-
critos.

No caso 3a tem-se duas incognitas de forgas de superficie, uma
de interface e outra de contorno externo comum as duas sub-re

gioes.

No caso 3b tem-se trés incognitas de forgas de superficie,uma
de interface e duas de superficie externa; uma para cada sub-re

glao.

Assim, verifica-se que apenas para o caso 3b a aplicacgao pura
do MEC torna-se inconsistente, sendo necessario equagdes adi-

cicnais para solucionar o problema.
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Corpo Dividido Em Duas Sub-Regioces

a) Sem a Presenga de Forgas de Dominio e Sem a Consideracgao

da Descontinuidade das Forgas de Superficie.

Considera-se

inicialmente

o caso mais simples de ser resol

vido, que éade um corpo dividido em duas sub-regices, como mos

trado na figura TI1.13, onde nao sao considerados os

possi-

veis modos de descontinuidade das forgas de superficie nem o

efeito das forgas de dominio.

SE’

S1

St

FIGURA III.13 - Corpo Bidimensional Dividido em Duas Regides.

Aplicando-se o método sobre cada regiido isoladamente, podendo

ser considerada caracteristicas elasticas proprias na solugao

fundamental utilizada, obtem-se:

LA o JJ ¢! 1y ! 1

(III.40)
' ull, ne _GII Ty R

s €
[ 22 21, 7 | 12 21, ] 2
2 2

A R S 4 (zIraeny
PLEANTI Y ul'zj _sz 11, @512 ’

sendo os indices | e ¢ relativos, respectivamente, aos para -
metres dos contornos externos SEI eSEQ; o indice Ij refere-se

acs parametros da interface em relagdo a sub-regiao nj.
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Na interface ST, a satisfacao das condigoes de compatibilida-
de de deslocamentos e equilibrio de forgas, nos fornece as se

guintes relagoes:

? ? ‘I (ITI.42)
£. = Sl = gt
A A A

Substituindo-se os valores de (III.42) em (IITI.u40) e (IIT.u4l1)

e reordenando-se, obtem-se:

! .
11 11y, 7] Al
G G H tIr ) H {u’} (I1T.453)
RET S SR & I W11
- u = = , €
L™
A o
~ 21, 11, 27] |t 79
G- G | {uz} (III.un)
1Tyt o127 Y 12
— { L —

Acoplando-se os sistemas (III.u43) e (III.4u4), resulta:

LR U R 5 T (1) A B

G -H 0 z H 0 N
|
GII GIII _Hlll 0 tIL _ HII 0 u?t
0 -6212 _HZIZ 622 uI 0 yl? “ZJ
0 _GIIZ _HIIZ GIZ IZ 0 HIZ
(ITT.45)
Deve-se notar que os indices II e IZ apesar de se referirem

agora aos mesmos valores nodais (£° e u” ) sao obtidos com sen

tido de integracao invertido.

0 sistema final & obtido operando-se os valores nodais conhe-
cidos e reordenando-se as colunas dos parametros nodais incog

nitos do ceontorno externo (St = SEI + SEZL
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b) Considerando-se a presenca de forcas de dominio e desconti
L G G L

nuidade do campo de forgas de superflcie.

Considerando-se o corpo submetido a um sistema de forgas de
dominio e forgas de superficie, yer [10], tem-se nas interfaces:
I 1 1
JLL I + U.] =LL.2 + v Z =UUI
L A A L
|tI7 + G"[Elf} nI] = —{iIZ + q {;Iz H?Z}
s L] f A Y 1 (ITT.u6)
I -
s?ndo ng o cosseno diretor da normal a superficie de Q{kR) e

+ . —~
IL asIforgas de superficie correspondente a fungac complemen

tar .
A

Aplicando-se o metodo sobre a regidc @; e utilizando-se as

equactes adicionais, obtém-se:

— -1
IR B
oWl g |
G LT T )
0 ow! Ve
o]
TGI,I gl IDE  GI,T G, IDE (1,108 (1,108 L1DE pls]
gl VE, 1 B?DE,_IDEQ 0 0 0 {tl >+49 L
g1 GLIDE T GLIDE  (I,IDS (1,108 tfzg 1.1
. ) glDE,T gIDE, IDE 0 iws 0

(IIT.u7)
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indice relativo
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I = aos
terno da regiao 973
1 = indice relativo aos
PE = indice relativo aos
cial;
PS = indice relativo aos
- tinuidade simples;
b’
A,B =

parametros de contorno  ex-

parametros de interface;

nos com descontinuidade espe

parametros de nos com descon

= influencia das forgas de dominic da sub-regido 213

coeficientes obtidos pelas equacces adicionais.

Operando-se os valores conhecidos e reordenando-se o sistema ,

1DE

IDE

~A

tem-se:
H[—G)I’i _GI,IDE _GI,I —GI’
O[B)IDE’? _BIDE,TDE Q Q
H(—G)I’? _GI,IDE -GI’I —GI’
g 9 _BIDE,I _BIDE,IDE
sendo:
( _
PI GI,?DS G?,IDS G[—H)I’]
PTDE - Q g g
PI,? L?I,IDS GI,IDS G(—H)I’]

Aplicando-se o método sobre a regido Q,, de forma analoga,

utilizando-se as equacgoes (III.46), o sistema final pode

escrito como:

1DE,

gL il T, T,
i’DE
1Dt
.0. <,tI = P
0 G 1/ I P O Y
ATOE, T 0
1% L~ J
(ITI.u8)
t?DS
178
e (ITT.u9)
Llw)
_LwIDE

e

ser



H(-G)I’I
0(-8)
Hi-6) 1o !
0

IDE, 1 _glDE,IDE

_,1DE, IDE

I, 1

gIDE, IDE

11

2T

[

Hi-o) 2

Hi-6)207
IDE, 2D

pl,.2,2

PZDE

(II1.50)

€L




Sub-Regioes em Fila

Devido as dificuldades existentes para desenvolver um progra
ma computacional que considere o caso geral de sub-regioces,
introduzem-se as seguintes simplificagoes visando facilitar o

tratamento computacional:

a) consideran-se  apenas o8 cdasos em que 4as regloes encon-
trem-se dispostas em forma alinhada, isto €, cada regido
pode estar conectada com no maximo duas regides adjacentes,
as quais devem estar isoladas entre si, como esquematizado

nas figuras abaixo:

@ ;O :3 i S :-O
&= [¥8) [R%] —

FIGURA III.14 - Corpos Bidimensionais Divididos em Subregioes Alinhadas ou
em Fila.

b) naoc considera-se a aplicacado de sobrecarga as interfaces;

¢) ndo admite-se a utilizacdo de ndés que apresentem desconti-
nuidade especial para iniciar ou findar uma interface pelo

contorno externocs;
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d} admite-se os casos de descontinuidade especial para nos de
contorno externo, apenas quando ocorrerem em ambas as dire
goes. Nestes casos, para simplificar os algoritmos de arma
zenamento computacional, utilizam-se dois nds sobre o pon-
to. Da mesma forma sdo utilizados nds duplos em pontos an

guioscs de interface.

Assim, seja a figura (III.15) representativa de um corpo cons

tituido de subregices em fila, onde cada sub-regiio de ordem
P k .

k e limitado pelo contorno externc SE~ e pelas interfaces

1R T (s1”Y) o s1R(sTRPy.

s1! s1? N R
sg! SE? A L i Y= [N ak

FIGURA III.15 - Corpo Bidimensional Dividido em n Subregioces em Fila.

Aplicando-se a formulagao apresentada no item anterior sobre

a regido a,, obtém-se:



lea’Ika Gfka,lhaDE ha’Iha
GK,Iha & rRape K, 1°a

0 0 0
GIhP,Ika . kp IhaDE kap,lha
0 0

1, 10 1% ko 17, 1*Ppg
ko1 1R oK KDS GK,IhpDS

9 0 0

1P, 145 P ks TP 1%
0 0 0

-A

Hi-6)t K

Hi-6) K
0(-8) PE:K

Hi-6)}

1

¢
0

KDE, KDE|

0

0

ha ka _kp
Gl LKOE 1T
kp
OKDE KT
PEKOE
kp kp L kp
oL PkoE 1P, 1
kp kp
0 gl TDE,1
3
ka
ka I, K
II (A b
K,K
IKDS b
trhpps L v 4 0 |
kp
KDE pl oK
w
J 0

-G

-G

rka 1RPpe

K 170

0
7kP rkope

_BIhpDE,IhpDE

(ITIT.51)

97
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sendo:
Iha = parametros da interface anterior (SIkﬁ?) a re-
giac k;
1’P . pardmetros da interface posterior (Slk) a re-
giao k;
K = parametros externos da regido k;
DS = parametros conhecidos de descontinuidade simples
de forca de superficie;
DE = parametros de descontinuidade especial de for-
ca de superficie;
A,B = coeficientes relativos as equagdes adicionais;
b'L’h = influéncia das forgas de massa scobre os nos do
contorno 4;
WKDE = valores conhecidos dos deslocamentos sobre os

nos onde ocorram descontinuidade especial, e

nos adjacentes, do contorno externo da regiao

k.

O0s parametros de descontinuidade simples de interface sac re-
lativos apenas aos nos externos de interface, uma vez que nao

se considera a aplicacac de sobrecargas nas interfaces.

Assim, trabalhando-se cada sub-regiao na forma indicada, tendo-
se a precaugao de operar-se inicialmente o©s nos externos de
modo a posicionar de forma adequada os parametros incognitos,
obtém-se um sistema de equagoes cujos coeficientes formam uma
matriz em banda com degraus variaveis, para o caso geral de

sub-regioes em fila, como esquematizado na figura (III.16).
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w{t]I :CI? w !
a1
1 | i I
R e w
1. ()]t w(t)? bt
7t .
11(92){ B i i 1
|
: {y |
f
: I, 1
RS | wte? 3w
| !
12(93){ | i
: |
e
. |
L B w1t14
1,0, 1 Hir____-_.- _
|
%
{
|
|

FIGURA TII.16 - Matriz Final Basica para Quatro Subreqioes em Fila.
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CAPITULO IV - RESULTADOS E COMPARACOES

Analisam-se, basicamente, tres exemplos para obtengdo de valores
numéricos, a saber: chapa submetida a tragZc uniforme, barragem

de concreto e viga em balanco.

IV-1 - Chapa Submetida a Tragao Uniforme

la - Chapa em Estado Uniaxial de Tensoes

Definicao do Exemplo

Este exemplo consiste na anédlise de uma chapa submetida a tensoes
uniformes, como esquematizado na figura (IV.la)}. Utilizam-se cin-
co discretizagoes pelo MEC (figuras IV.2, IV.3, IV.4, IV.5 e
IV.6) onde consideram-se as condigoes de simetria {(figura IV.1lble
obtéem-se valores em tres pontos internos. Os resultados obtidos

sdo comparados com a solugdo analitica, que fornece valores exa-

toes.
X, ,u
2°%17 X
(1a) t, = 10.000,00 z (16)
1t 1
T "1 0.50
I | o.50
. 0.50
1, |+
4,00 0.50
1,00 XU,
1/
/
_’t (I rririrnuiu
A S R E = 2.000,00 X
L 4,00 . v = 0,20

FIGURA IV.1 - Chapa em estado uniaxial de tensoes: dados basi-
cos.
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\xz
5 N 3
[} 13
6 . i
] IZ
. II
7 R 1
5 X;

FIGURA IV.2 - Discretizagao 1: 8 nos de contorno, 3 pontos in-
ternos, 16 equacgoes.

JXZ
5 4 3
. I3
f12
6 2
9
+ 1
! 9,
7 !
& XI

FIGURA IV.3 - Discretizagao 2: duas regioes, 8 nos de contorno
externo, 3 nos de interface {(dois externos), 2 pon
tos internos, 24 equacoes.
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lsxz

5 10 i? 2 3

Q

o« ] 2

3
b .IZ b 7
13 11

1412 2

1
7 § Xy

FIGURA IV.4 - Discretizacao 3: duas regioes,10 nos de contorno-
externo, 6 nos de interface (dois nos externos e
um ponto com descontinuidade especial), 2 pontos
internos, 38 equacoes

J}(?
sl 10 4 9
12 2
16
11
6 13 7
15
3
14 o
) 1
7 § X,

FIGURA IV.5 - Discretizacao 4: duas regioes,10 nos de contorno-
externo, 9 nos de interface (dois nos externos e
dois pontos com descontinuidade especial), 48 equa

coes.
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FIGURA 1V.6 - Discretizagdo 5: tres regidoes, 8 nos de contorno externo, duas
interfaces com dois nos externos, 3 pontos internos, 24 equa -
coes.

Resultados Numericos

QUADRO IV.1 - Deslocamentos (uz) na diregao X

2

Pontos Discret.l Discret.? Discret.3 Discret.U Discret.5 Sol. Exata

2 4,99999
3 9,9999Y
4 10,00009
5 10,00002
6 5,00003
I 2,50061
I 5,00006
I 7,49363

1

3

I+, 9999
9,99986
9,99995
9,99989
1y ,99996
2,49702
11,99996
7,49108

It,99051
9,99189
9,99201
9,99197
t,995396
2,49921
4,98393
7,19117

5,00020
10,00032
10,00083
10,00016

5,00010

2,5021u

5,00010

7,50027

4,99047
9,98991
10,01067
10,01250
5,01457
2,145367
4,99867
7,36078

5,00000
10,00000
10,80000
10,00000

5,00000

2,50000

5,00000

7,50000

(*) Solugao utilizando-se 10 pontos de integragdo coilncidente
com a solugao exata, para todos os pontos e todas as

cretizagoes, excetuando-se os pontos I] e 13 da discreti-

zagao 5, com ?2,49%85 e 7,49986, respectivamente.

dis-
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RO IV.2 - Deslocamentos (ul) na Diregao X?

Pontos Discret.l Discret.? Discret.3 Discret.4 Discret.5 Sol.Exata

H H H © & ow N
o

w

-2,00002 -2,00015 -2,01712 -2,00002 -2,00714%  -2,00000
-2,00011 -2,0001% -2,002u4  -1,99997 -2,01076  -2,00000
-1,99995 .-2,0001¢ -2,00863 -2,00010 -1,98913  -2,00000
-1,00000 -1,00006 -0,99891 -1,00008 -0,98819  -1,00000
-1,00004 -1,00007 -1,00612 -1,0000% ~-1,01466  -1,00000
-1,00035 -1,00073 -1,00517 -1,00001 =-1,00981  -1,00000
-1,00004 -1,00007 -1,00257 -1,00008 ~-0,99052  -1,00000
-1,00033 -1,00072 =-1,00046 =1,00014 -1,04250  -1,0000

(%)

QUAD

Sclugdo utilizando-se 10 pontos de integragao coincidente
com a solugao exata, para todos os pontos e todas as dis-
cretizacgoes, excetuando-se cos pontos I]l e 13 da discreti-

zacao 5, com 1,00073.

RO IV.3 - Tensoes (6,4 na diregao X,

Pontos Discret.l Discret.? Discret.3 Discret.t  Discret.5
3-4 0,10 -0,09 4,25 -3,88 -1,88
4-5 0,01 0,11 4,84 0,22 23,62
5-6 0,00  -0,01 ~5,00 0,36 10,48
6-7 -0,01 0,01 4,83 0,03 ~12,38
7-8 0,07 -0,15 11,33 0,01 26,51
§-1 0,03 0,14 23,30 0,09 12,60
Il 8,68 41,27 - -5,11 2891,86
I2 -0,11 -0,14 0,36 ~21,97 -165,77
I, 65,39 41,27 6,7 -81,98 2891,86

(*) Solugao utilizando-se 10 pontos de integragao coincidente

com a solugac exata, igual a 0,00, para todos os pontos
e todas as discretizagoes, excetuando-se os pontos II e Isda

discretizagao 5, com 35,49,



QUADRO IV.4 - Tensoes (022) na diregao X
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2
Pontos Discret.l Discret.?2 Discret.3 Discret.4 Discret.5
1-2 9.999,98 9.999,88 9.891,03 10.000,48 9.%80,94
2=-3 9.999,90 9.9389,83 9.992,39 9.999,0u 9.998,87
5-6 9.999,98 9.89g%,84 9.991,62 10,000,116 10.000,00
6=-7 16.000,06 - 9.999,972 9.992,29 10.000,20 9.997,97
7-8 1¢.000,00 10.000,01 10.004,57 10.000,45 10.026,66
8-1 10.000,01 10.000,01 9.993,42 10.000,25 10.014,08
I, 9.990,80 9.937,55 — - 65.330,87
I, 10.000,16 9.999,86  10.047,62 - 10.157,99
I, 9.900,89 3.937,56  10.007,76 -—- 6.330,82

(#) Solugao utilizando-se 10 pontos de integracac coincidente com a

solugdo exata, igual a 10.000,00, para todos os pontos e to-
das as discretizagoes, excetuandc-se os pontos II e 13 da
discretizagao 5, com 9967,57.
QUADRO IV.5 - Tensodes cisalhantes (ay,)
Pontos Discret.l Discret.? Discret.3 Discret.4  Discret.5
Il 5,84 -0,00 -—- 1,43 1.777,31
i, 0,00 0,00 0,22 8,69 40,98
I3 -5,8u 0,01 0,498 - -41,69 1.777,31

(#) Sclugao utilizando-se 10 pontes de integracao coincidente com

a solucao exata, igual a 0,00, para todos os pontos e

todas

as discretizagoes, excetuando-se os pontos I] e 13 da discre

tizacao 5, com -3%,40.
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Discussao

0 principal objetivo da andlise deste exemplo simples € o de ini
ciar a avaliagac dos resultados numéricos da formulagdo desenvol
vida para o metodo, incluindo o tratamentc por sub-regides ali-

nhadas com interfaces retilineas ou poligonais.

Comparando-se os valores obtidos com o MEC com os valores da so-
lugao exata, os resultados podem ser considerados excelentes den
tro do ambito da engenharia, inclusive quando utiliza-se quatro
pontos de integracgao, para todos os pontos e todas as discretiza
¢oes. Como excegao, apenas as tensoes dos pontos internosI? e I3
da discretizagac 5 apresentam resultados deficientes, o que po-
de ser explicado pela proximidade destes pontos com o . contorno,
que possuem uma distancia da ordem de 40 a 50% do comprimento dos
elementos mais proximos, o que prejudica a avalia¢ao numérica so

bre estes elementos devido a elevada variagao dos campos virtuais.

Ao utilizar-se dez pontos de integragao os resultados passam a
ser exatos, para todas as discretizacses, excetuando-se apenas 0s
casosacima referidos,que entretanto, passam a ter valores confia

veis.

Pode-se notar, pelos resultados das discretizagoes 3 e 4, a vali
dade da utilizacao das equagoes adicionals sobre os pontos angu-

losos das interfaces.
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IV.1b - Chapa com Orificio Circular

Definigao do Exemplo

Neste exemplo, analisa-se o comportamento de uma chapa com ori-
ficio circular, com relagio £/d = 5 (d = diametro do furo; £ =
largura da chapa), submetida a um esforgo de tragac uniforme co-
mo esquematizado na figura IV.7a. Para a andlise numérica utili
za-se duas discretizacgoes pelo MEC (figurasIV.8 e IV.9), conside
rando-se as condigoes de simetria (figura 1IV.7b), sendc que no
caso ? da discretizacgao 1 sao nrescritos apenas os deslocamentos
obtidos para o caso 1, onde sao prescritos deslocamentos e forgas
de superficie. A solugao analitica foi obtida conforme [[1 ], con

siderando-se a placa com largura infinita.

! 20,90 S 100,900

100,00 J 4y = 1,00
E = 21,00
v o= 0,20

(Ta} (16)

FIGURA IV.7 - Chapa com Orificio Circular: Dados Basicos.
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|
XZ
21 . . .\ 17
26
1 \
| ™
7 13

FIGURA IV.8 - Discretizagao 1: 26 nos.

27 . + 21

> ¥

FIGURA IV.9 - Discretizagao 2: 33 nos.
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Resultados Numericos

= Dischetizaqao 1, cnso 2
Dscnetizacac 1 e ?

5 o ——— — Sol. analitica

»

2,54

7,01

!

0,5

}
T

10,0 70,0 30,0 40,0 50,0 X

?

FIGURA IV.10 - Tensoes normais (o,,) na direcao X,,ao Tongo do eixo X

7 2"

(*) Para placas com relagao £/d > 4, o erro admitido na solugao
analitica para o calculo do valor da tens3o maxima e infe-
rior a 6%, ver [ 1]. Segundo [32], obtém-se 3,14 para o va

lor da tensac maxima.
Discussao

0 presente exemplo vem confirmar a idéia geral de que o MEC Dres
ta-se de forma eficiente para obtengaoc de solugoes de problemas
que apresentem concentragoes de tensoes. Admitindo-se 3,luicomo
o valor corretc para a tensdo maxima, verifica-se que os resul-

tados obtidos apresentam uma diferenca inferior a 10%.

0 caso 2 da discretizagao 1 confirma a validade das equagtes a

dicionais aplicadas em pontos do contorno externo.
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[V.2 - Barragem de Concreto

Analisam-se dois exemplos de barragem em concreto, consideran-
do-se a base engastada, submetidas a empuxc hidrostatico e pe-

so proprio.

2a- Barragem 1

Definigaoc do Exemplo

Neste exemplo, a estrutura possui uma forma trapezoidal COMO
apresentado na figura (IV.11} . Estuda-se o problema pelo MEC
através de tres discretizacdes (figuras TV.12, TV.13e IV.14) ecom
MEF utilizando-se duas malhas de elementos triangulares, uma
com elementos lineares (figura IV.15) ¢ outra com elementos qua-
driaticos (figura IV.16). Para avaliagdo do peso proprio utili

za-se o procedimento semi-analitico e a formulacio atraves do

tensor de Galerkin.

7
500 | 1409 )
b | E = 200.000,00 kg4/cm

- 1"4 v o= 0,25
1000 Yoo 0,1 kg§/en’ /m
| ) 7
T I, .= 0,25 kg§/em” /m
1000 4000

750"
3000 .

400,00 [—
500

FIGURA IV.11- Exemplo 2.a - Barragem simples: dados basicos.
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10 17 12 13 14 15 16 X

1

FIGURA IV.12- Barragem 1 - Discretizacao 1: 16 nos.

1% \
|
g ?
'IE

g 7
17 'I? 22
187 1, 0\

10 20 11 12 13 74'[ 15 21 16 ‘ )(I

FIGURA IV.13- Barragem 1 - Discretizacdo 2: 22 nos (detalhe da base).
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28

36

40

46

\

FIGURA IV.14 - Barragem 1 - Discreti

zagcao 3: 50 nos.

FIGURA IV.15 - Barragem 1 - Matlha T:

38 elementos"EPTTL",

31 nos.

FIGURA IV.16 - Barragem 1 - Malha 2:
34 elementos "EPTTQ",
87 nos.

L6
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Resultados Numericos

QUADRO TIV.6 - Deslocamentos nodais vara a pressdc hidrostatica

MEC MEF

Pontos Discret.l Discret.?2 Discret.3 Malha 1 Malha 2

IV.6a - Deslocamentos (uI) na direcao X]

6 17,9923 17,8157 18,4347 15,1816 17,4250
7 13,8392 13,7875 14,2472 11,7210 13,4613
8 9,6632 9,7117 9,9392 8,2593 9,3763
9 5,4881 5,6559 5,7107 4,7136 5,3967
I, 2,3360 2,8295 2,8507 29,3568 29,5411
I, 6,8U49 56,9459 7,44722 6,1406 56,9918
I, 10,9911 11,0036 11,8909 9,71437 11,2230
I, 15,1158 15,0177 16,3007 13,3323 15,4097
IV.6b - Deslocamentos (u,) na direcao X,

6 5,7263 5,6392 5,8525 46512 5,5172
7 5,5843 5,515 5,7471 4,4658 5,4257
8 5,0029 L,9607 5,1601 3,9126 4,8656
g 3,6878 3,6389 33,7481 2,6751 3,5571
Il 11,3200 l;u916 11,5487 1,3375 1,40

12 3,4702 3,4852 3,5615 2,6401 3,3452
13 L,u0%9 4, ,3785 L, 4805 3,3917 44,2238
Iu 4,7298 4,6833 4,7788 33,6984 4,5068
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3
Ly %22
34040
3000
600 % Discretizagac 1
—o— Discretizacao 2 [ MEC
Discretizacao 3
2200 | —-———  Mafha 7 - MEF
1800
1409
1000
600
200 ¢
2000 2500 3000 X,
-200
L o
600 1
FIGURA IV.17 - Tensoes normais (c,,) e forcas de superficie (—tz) na base,

para o empuxo hidrostatico.
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2000 12, 4
J800. -
1600
——————— Discretizacao 1
—o—  Discretizacac ? MEC
1400 | Discretizagcdo 3 |
# ———  Malha 7 - MEF
1200
1000 1
§00
600
400
700 o S /
500 1000 1500 2000 2500 3000 X
FIGURA IV. 18 - Tensoes cisalhantes (o,,) e forgas de superficie (-2,) na

base, para o empuxo hidrostatico.
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QUADRQ IV.7 - Tensdes em pontos internos para a pressao hidrosta

tica
MEC MEF
Discret. 1 Discret. 2 Discret. 3 EPIIL EPTTQ
Pontos 4 PI 10 PT 4 PT 10 PT L PT 10 PT Malhal Malha?

IV.7a - Tensoces normais {o;;) na diregao X

153,74 -20u4,04 -29u,14 =296,51 =-295,55 =-295,54 -23L,27 -315,16

I

1

T, 612,72 -242,17 633,18 -233,68 -248,28 -2u8,21 -207,58 -254,55

I, 1.167,57 -131,06 1.171,34% =127,34 -148,20 -148,10 -143,66 -146,95

T, 1.724,51 - 20,83 1.714,38 - 19,28 =~ 47,45 - 47,31 - 68,68 - 47,33
IV.7b - Tensoes normais (o,5) na diregao X,

1, 339,50 544,11 508,21 509,35 528,31 528,28 301,40 548,87

I? -322,80 182,47  =34k,05 178,51 204,74 204,68 176,34 208,93

I, 736,01 51,56 =740,82 47,03 68,21 68,15 62,45 70,22

I, -1.072,47  -11,48-1.067,30 -13,37 6,67 6,61 11,24 7,63
IV.7c - Tensoes cisalhantes (o;,}

I, 128,27 183,77 165,89 170,41 168,59 168,56 168,15 170,14

I, =-209,59 32,93 -202,43 38,65 43,83 43,82 62,68 48,97

I3 -289,27 16,34 -285,06 17,96 26,73 25,72 23,14 26,26

I, 330,60 -1,19 -327,25 -1,u41 5,73 9,71 2,55 6,46
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QUADRO 1V.8 - Deslocamentos para o peso proprio

MEC MEF
Discret. 1 Discret. 2 Discret. 3 EPTIL EPTTQ
S.A. T.G. S. Analitica T.G. S.A. T.G. M. 1 M. 2

Pontos 10 PI 10 PI 4 PT 10 PT 10 PT 10 PT 10 PT

IV.8a - Deslocamentos (-UI} na direcgao XI

6 8,13 9,31 8,30 8,59 9,42 9,35 10,25 7,99 9,84
7 5,55 6,34 5,75 5,90 6,46 6,47 6,93 5,26 6,63
8 3,46 3,79 3,61 3,70 3,89 3,89 4,08 3,09 3,88
9 1,91 2,03 2,06 2,11 2,14 2,12 2,17 1,62 2,06
I, 0,80 0,86 1,01 1,02 1,05 1,05 1,06 0,82 0,91
I, 2,39 2,58 2,38 2,59 2,68 2,63 2,72 2,10 2,57
13 4,33 4,85 4,27 4,62 4,95 4,94 5,24 3,98 4,99
I, 6,71 7,77 6,50 7,13 7,88 7,86 8,53 6,53 8,16
IV.8b - Deslocamentos (-v,) na diregao X,
6 10,16 10,65 10,15 10,47 10,67 10,56 11,00 9,79 10,u48
7 9,52 9,98 9,57 9,80 10,01 9,97 10,33 9,03 9,83
8 7,78 7,97 7,86 8,04 8,01 8,02 8,22 7,12 7,82
9 4,78 4,76 5,79 4,39 4,78 4,75 4,83 4,09 4,59
I 2,03 2,22 2,18 2,31 2,32 2,31 2,36 2,05 2,21
I, 5,58 5,99 5,91 5,82 6,04 6,03 6,18 5,32 5,86
i, 7,85 8,46 8,18 8,10 8,49 8,48 8,73 7,61 8,30
I, 895 9,69 9,24 9,22 9,72 9,63 10,00 8,79 9,50

* S.A. = Semi-Analitica; T.G. = Tensor de Calerkin.
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7600 ¢ 2’
2400

2200
2000 1

1800

1600 I —— Discret. 3 [S.A.) 1 MEC
—————== Discret. 3 [T.G.}
.F# ——-—— Malha 7 - MEF

1400

1200

1000
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600

400

200

e

500 1000 1500 7000 2500 \Fobo £,

FIGURA IVY.19 - Forcas de superficie (tz) e tensoes normais (o,,) na base pa-
ra o0 peso proorio.
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I], =012
1000
500
500 Discret. 3 - MEC
T.Galerkin = S.Analitica
——— Malha ? - MEF
400
~
~
\_\
200
S
‘ e 1500 2000 _ _ R
500 1000 S immoo_ 2500 3000 X,

FIGURA- IV.20 - Forcas de sunerficie (I]) e tensoes cisalhantes (ai») na base

para 0 beso proprio.

500

300

200

600 A

400 |\

100 ¢

b

;|\ ‘D/(’AC/’LQI.E' (S.A )1
\ T iscret.s [T.G.]
——— Malha ? - MEF

MEC

500 1000 1500 2600 7500 3000 X

FIGURA IV.21 - Tensoes normais (-o;;) na direcao X}, na base, para o peso pro

prio.
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QUADRO IV.9 - Tensoes em pontos internos nara O Deso Droorio

MEC (S.A.) MEF
Discret.l Discret.? Discret.3 EPTTL EPTTQ
Pontos 10 PI 10 PI T.G, S.A, Malha 1 Malha 2

IV.%a - Tensdes normais (g2 na diregao X; .

I ~277,13  -327,98 ~22,32  -21,05 -50,67 -84,61
I, -288,93  -223,69 2,75 3,94 -15,78 0,13
I, ~131,44  -129,59 1,10 2,00 31,97 0,67
I, - 30,43 - 29,82 -1, 30 1,23 12,13 1,48
IV.9b - Tensdes normais (op,) na direcdo X,
I, 434,16 -450,70 -975,27  -962,42  -846,76  -957,u3
I, —434,86  -Lu49,u8 ~677,79  -653,92  =pu5,14  -688,35
I, -301,07  -310,45 ~408,67 -387,81  -422,55  -L06,3u
I, - 83,35 - 88,40 -132,60 -11%,21  -1u8,07  -128,75
IV.9c - Tensoes cisalhantes {gy,).
I, 131,77 133,92 -34,53 - 34,05 - 25,22 - 51,15
I, 47,96 54,75 - 0,10 9,19 2,48 - 14,32
T, 21,72 26,74 -10,35 - 10,53 - 7,02 - 8,12
I, 27,20 28,12 - 9,28 - 3,78 - 7,42 - 7,29

* S.A. = Semi-Analitica; T.G. = Tensor de Galerkin.
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Discussao

Os resultados dos deslocamentos para a pressao hidrostatica obti-
dos com as discretizagoes 1 e 2, que podem ser considerados ex
cessivamente pobres, mostram-se confiaveis até mesmo para 08
pontos internos, os quais encontram-se distante do contorno ape
nas 25% do comprimentc dos elementos mais proximos; sendo pe-
quena a diferenga entre os resultados quando utilizam-se 4 ou 10

pontos de integracao (PI).

Na andlise dos resultados das tensdes verifica-se a ocorrencia
de singularidades na extremidade esquerda da base, sendo 0s re
sultados obtidos com o MEC os que melhor representam tal feno-
meno. Ja os resultados obtidos para as tensoes dospontosinter
nos revelam-se totalmente deficientes quando se utilizam as
discretizagtes 1 e 2, excetuando-se as tensoes no ponto I obti-
das com a discretizacdo 2, cuja distancia maxima ac  contorno
passa a ser de 50% do maior elemento das proximidades; sendo
tais resultados influenciados pela melhoria da discretizagao
na regiao, que por sua vez foi introduzida com o objetivo de
caracterizar a presenga c¢as singularidades ja referidas. Nota-
se que a utilizacao de 10 pontos de integragao altera comple=-
tamente os resultados das tensodes nestes pontos, que entretan-
to, continuam deficientes, excetuando-se o caso do no I tam-

1
bém j& mencionado.

Os resultados obtidos no contorno com o MEC para as forgas de
massa mostram-se bastante satisfatorios para ambas as formula-
¢Oes utilizadas, sendo que o procedimento semi-analitico acusa
a presenga de singularidade na extremidade direita da base, o
que nao ocorre com a utilizag¢ao do tensor de Galerkin, cujos va
lores obtidos aproximam-se bastante da solugao da malha 3 do

MEF, nesta regido.

Quando se utiliza a discretizaciao 3 obtem-se bons resultados
para osdeslocamentos e as tensces, inclusive para os pontos in
ternos, tanto para a pressao hidrostatica gquantc para as cargas de

peso propric. Estes resultados mostram-se bastante estabiliza
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dos, com pequena influéncia quando se utilizem 4 ou 16 pontos

de integracao, sendo neste caso a distancia minima ate
o contorno da ordem do comprimento dos mailores elementos das
proximidades.

Para as forgas de massa sao tragados os graficos das tensces no
contorno obtidas com a utilizacao da lei de Hooke, sendo os re-
sultados obtidos bastante prdoximos ac resultado da malha 3 do
MEF, excetuando-se na extremidade ja referida, pelo procedimento

semi-analitico.

Neste exemplo, pode-se notar tambem a presenca das "orelhas'nos
resultados das tensoes nas vizinhancas dos pontos que apresen-
tam singularidade; o que &€ uma caracteristica comumente presen-
te nas solugdes obtidas com o MEC nestas regioces com singulari-
dade.

Os resultades para o MEF foram obtidos utilizando-se o sistema
LORANE {18 ].
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2b - Barragem 2
Definicao do Exemplo

Neste exemplo, a estrutura possul a forma como esguematizado
na figura(IV.22). Estuda-se o problema pelo MEC através  de
duas discretizagdes (figuras IV.25 e IV.26) com elementos 1i-
neares. Os resultados obtidos sao comparados com o MEC utili
zando-se elementos constantes (figuras IV.23 e IV.Z24) e com o
MET utilizando-se elementos triangulares lineares, resultados

estes obtidos segundo a referencia [20],

Para avaliacdo do efeito das forgas de massa utiliza-se a for
mulacdo semi-analitica para a discretizacao 1 e 2 e a formula
cac pelo tensor de Galerkin para a discretizagaoc 1 (elementos

lineares).

X
Vi
Cotas em methos 'jﬁﬂq
Pressao em Xf/m/m. / '
2,97
58,00
3
= 2,2 t4/m
2.000.000,00 #4/m’
g,60 . ' ' ' : . :
| o Is 1y I I, 1, I ,
P P 11113 5Nsnsnnsnnnnnnnssar TR R R R R RRRTET X‘
2 1 le— 49,20 -] I

FIGURA IV.22-Barragem 2-Dados gerais.



26| | 23

33 38

FIGURA 1V.23 - MEC - Elementos constantes - discre- FIGURA IV.24 - MEC - Elementos constantes - discreti-
tizagao 1: 38 elementos. zacao 2: 2 regioes, 38 elementos exter
nos, 3 elementos de interface.

€0l
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26 1

FIGURA IV.25 - MEC - Elementos lineares - discretiza-

cao 1: 38 nos.

FIGURA IV.26 - MEC - Elementos lineares - discretiza-
gao 2: 2 regioes, 38 nos externos e 4
nos de interface (2 externos).

oL
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X
FIGURA 1V.27 - MEF - Elementos triangulares lineares.
Resultados Numericos
o2z [tg/m])
5 ) 15 0 5 30 35 40

=-r= MEC-Efem.constantes - Discaed.

e MEC-Elem, Lineanes - Discret.

x  MEC-ELem.consfantes - Discret.

J(l {m) .

!
2

et

lintegragdo numenica com 4 e 10 pontos)

FIGURA IV.28 - Tensoes normais (o,,) na diregao X,
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12 [t&fmzi

5 10 15 20 25 3¢ 35 40 Klml
— MEF
——— MEC-Efem. constantes - Discret. |
¥ MEC-Elem, constantes - Discret, 7

®  MEC-Efem Lineanes - Discret. 1 e 2.
{integhacdo numerica com 4 ¢ 10 pontos)

FIGURA IV.29 - TensOes cisalhantes (o,,) para 0s pontos internos.

Discussao

Neste exemplo, sdo apresentados apenas os resultados das ten-
sces em pontos internos, cuja distdncia até o contorno & da or
dem do comprimento dos elementos desta regido, que pOr sua vez
possuem um campo impedido de deslocamentos e, conseglientemente,
tais resultados apresentam-se totalmente estabilizados quando
se utiliza o MEC com elementos lineares, sem influéncia da
alteragdo do numero de pontos de integragdoc utilizado ou da in
trodugao da interface e sub-divisio do dominio na forma apre-

sentada.
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IV.3 - Viga em Balango
Definicao do Exemplo

Neste exemplo analisa-se o comportamentc de uma viga de largura

unitaria em balango, carregada na extremidade livre por uma car

ga concentrada, conforme figura IV.30. Os resultados pelo MEC
sao obtidos utilizando-se seis discretizagoes para o caso de
uma regiao (figuras IV.33 a IV.38) e tres discretizagGes  Dpara
sub-regioes em fila (figuras IV.39 a I1V.ul). Os resultados pe-

lo MEF sdo obtidos utilizando-se tres malhas de elementos trian
gulares, sendo duas com elementos lineares (figura IV.42 e IV.
43)e uma com elementos quadraticos(figura IV.4%). Na face carrega

da adotou-se o esquema ccnforme figura IV.31.

As forcas de peso proprio foram obtidas utilizando-se a formula
cdo semi-analitica e a discretizacdo quatro (figura IV.36), bem
como uma discretizagdo especial (figura IV.32) e ambas as formu
lagdes, a semi-analitica e atraves do tensor de Galerkin, for-
mando-se as equagoes segundo a discretizagidoc quatro. Os resulta
dos analiticos para a carga no balanco foram obtidos conforme

| 1], considerando-se a carga P' (figura IV.31).

| "

§

]

; &

7

/

A .. . . . . — ]t
/7

2 U I 4 L I, L Iy T %
“ C

Ve

Vt
2

2

Ia K P —

|

E - 2.600,00 P = 16,00 2 = 64,00

v = 0,30 v = 2,20 c - §,00

FIGURA 1v.30 - Viga em balanco : dados gerais.
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0.65625

1.125

\\X1'40625
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e
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P [ t,dX,= 15.75
Sp

FIGURA IV.31 - Esquema da face carregada.

L]

11

13

20 I

FIGURA 1V.32 -

Discretizagao especial para calculo do efeito do peso proprio.
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15 ¢

19 ] 24 ]

FIGURA IV.33 - Discretizacdao 1: 1 regjao, 24 nos.

15 14 13

25
16
26
17 N T
27
15

28
19 20 2]
FIGURA IV.34 - Discretizagao 2: 1 regiao, 28 nos {Detalhe da face engastada).

19 ?

27 36 I

FIGURA IV.35 - Discretizacao 3: 1 regiao, 36 nos.
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27 9

35 52 1

FIGURA IV.36 - Discretizacao 4: 1 regiao, 52 nos.

Z 53 76 75 24 23
77 t—==

54
28

29 1

31 I\ —

3z
33

34
55

<

35 56 36 37 38 39

FIGURA 1V.37 - Discretizacdo 5: 1 regiao, 56 nos (detalhe da face engastada).
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55 594036 37 3§ 39

FIGURA IV.38 - Discretizacao 6: 1 regiao, 60 nos (detalheda face engastada).

%
27 18 9
53 '
X
B2 Asg h
35 44 5y |

FIGURA IV.39 - Discretizacao 7: 2 regioes, 52 nos externos euma interface de
9 nos (dois nos externos).



27 72 18 14 g
60 53 47
B 66 I FT fa 75 i
35 40 44 45 57 !
FIGURA IV. 40 - Discretizacdo 8: 4 regides, 52 nos externos e tres interfaces de 9 nos (dois nos externos).
27 1é 9
53
54
57
5%
56
57
i ] 54 0
13
59
35 ¥ "o sz !

FIGURA IV. 41- Discretizacao 9: 3 regioes, 52 ndos externos e duas interfaces de 11 nos (dois nos externos e dois
pontos com descontinuidade especial).

2Ll
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FIGURA IV.42 - Malha 1: 51 nos, 63 elementos "EPTTL".

FIGURA IV.43 - Malha 2: 111 nos, 168 elementos "EPTTL".

/

FIGURA IV. 44 - Malha 3: 171 nos, 72 elementos "EPTTQ".



Resultados Numericos

114

QUADRO IV.10 - Deslocamentos (uz) do eixo da viga para a carga
no balancgo
MEC - 52 nos externocs MEF Solugdo
Pontos Discret.4 Discret.7 Discret.8 Discret.9 Malha 3 |Analitica
I, -0,4881  -0,4912  -0,4841  -0,4867  -0,5234  -0,48L5
I6 -0,7167 -0,7228 -0,7117 -0,7176 -0,7750 -0,7193
I7 -0,9707 -0,9803 -0,9645 -0,97u6 -1,0453 -0,9813
T, -1,2419  -1,2550  -1,2350  -1,2494  -1,3385 -1,2615
I9 -1,3813 -1,3%62 -1,3740 -1,3906 -i,4890 -1,4056
5 -1,5226 -1,5382 -1,5l42 -1,5331 -1,6408 -1,5508
§,0 24,0 4030 56,0
%
0,21
0,41
0,61
0,871 a
' /
1,0 =l J
[ Discretizacao 1 e 2 )
1,24 MEC - Discretizacdo 3
s \ ¢ - Discretizacac 4, 5, 6, 7, § e .
7,4 d - Matha 1 - EPTTL e
————— MEF{ ¢ - Matha 2 - EPTTL \\b\—g
1,61 § - Matha 3 - gpTTQ 5
- . y §
7,61 ~ 77 Sclucao Anabitica- g {

FIGURA IV.45 - Deslocamentos (—uz) do eixo da viga para a carga no balanco.
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——— Sof. Analitica
5.0 10,0 15,0 70,0 25,00 30,0 35,0
J11s _’t]
~IGURA IV.46a - Tensoes normais {(c;;} e forcas de superficie {- na extremi

dade engastada, na direcao XI , Dara carga no bé]ango

X
T 8:0 i
- I
[
6,0 i
| e
FT T ——— Discnet. 4,7,§ ¢ 9
fif/ ——— Discnet. 5
4,0 /5/ ““““ Disonet. 6
’ e ——— MEF-Malha 3 - EPTTQ
Z
4
2,0 &
a
P
g
>0 10,0 15,0 20,0 25,0 30,0 35,0
Ullp_‘t}

FIGURA IV.46b - Tensoes normais (o;;) e forcas de superficie (-%
dade engastada, na diregao X; » bara carga no ba

1

) na extremi-
ango.
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8,0

6,0 ——— Discret. 1
. Discnet. 3

—— Discret. 47,6 ¢ 9

2,0 4.0 6,0 = 8,0 10,0
_612112

FIGURA IV.47a - Tensoes cisalhantes (-c;,) e forcas de superficie (€,) na ex
tremidade engastada para carga no balanco.

X?
5,0 1 | R
6,0 | — |
yAya —— Dischet. 4,7,8 ¢ 9
e ——— Disoret. 5
> - Discret. 6
L0417 — = VEF-Malha 3-EPTTQ
/
2,0 {1
/
2,0 4,0 6,0  §0 10,0 12,0
ﬁUlZ)IZ

FIGURA IV.47b - Tensoes cisalhantes (-o;,) e forcas de superficie (tz)na ex
tremidade engastada para carga no balanco. -
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a1z
, MEF-Mafha 3
60 r—
» / -~
/ f\\\_______________5‘5-‘“ /,/“/
1,56 / T
1,57 Sol. Analitica
1,48
1,44
——————————— MEC-Discnet. 7
1,40 4 1 N NO LT T
-~ MEC-Discret. 4
1,36
= x]
16,0 32,0 48,0 64,0
FIGURA IV.48 - Variacao das tensoes cisalhantes (-0;,) ao longo do eixo da

viga para carga no balanco.

2
Disenet. 7 e |y = 32
— e e N e . - 1
AN Discnet. ﬂxl?a48
TR ——~— MEF-Matha 3

———— Spf. Analitica

6,0
4,0 1
2,0
N
0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6
012
FIGURA IV.49 - Tensoes cisalhantes {o;,) em secoes transversais para a car-

ga no balancgo.
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QUADRO IV.1l - Deslocamento do eixo da peca (_WZ) Parao pesc proprio.

MEC-Discret. 4-52 nos "MEF
Semi-Analitica T. Galerkin Malha 2 Malha 3
J. Inicial D. Especial D. Especial EPTTL EPTTQ
I, ~0,1787 ~0,1801 -0,1781 ~0,1623 ~(,1875
I, -0, 2454 -0,2511 -0, 2490 -0,2267 ~0,2625
I, -0,3232 -0,3257 ~0,3226 ~0,2933 ~0,3408
I, -0,3976 -0,4008 -0,3970 -0,3607 ~0,4201
T, 0,438 -0,4387 ~0,14340 ~0,3607 ~0,4596
5 ~0,4716 ~0,4753 ~0,4709 ~0,4276 ~0,4989
16,0 32,0 45,0 64,0

I X
0, 2 4
0,4}
0,64
0,81
1,0
1,21
4 D.Especial

| o Lo
1,61 MEC-Discret. 4 - LA

lT-G-“'D.EApecLaﬁ-
1,87
il ——--—— MEF - Malha 2 - EPTTL
2,0 ——— MEF - Malha 3 - EPTTQ AN
\.
] -w
\ 2

FIGURA IV.50 - Deslocamentos no eixo da peca {-w

)
mais peso proprio. Z

para carga no balancgo
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X, MEF - Malha 3
EPTTH
8,0 T / o
L EC-5.A. T .
>//// . .
6,0 | P Disenet. Especiak
T
e
4,0 | S ..
7 7 Sol., Analitica
2
o
2,0 1 s
. / P
77 U117 7y
/J I re 4 ' 1 3 3
2,0 4,0 6,0 §,0 10,0 12,0

FIGURA 1V.51 - Tensoes normais {o;,) e forgas de superficie
na extremidade engastada para o neso proprio.

MEF - Mgfha 3
b EPTTQ
8,01
MEC-S.A.=T.G.

6,0 Discnef. Especial
4,0]
2,0

—912»

0,5 7,0 1,5 2,0 7.5 3.0 3.5

FIGURA IV.52 - Tensoes cisalhantes (-o;,) e forgas de superficie (tz),
extremidade engastada para o peso proprio.
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E J

012
17,2 1
1,1 o~
1,0
0 + » _
7 i Galerbin 3 \ge-pisenet.Especiat-20 nas
0,8 TN ———  Sof. Analitica
N MEF-Matha 3-EPTTQ
0,7
9,6
0,5
0,4
0,3
9,2
0,7
§,0 16,0 24,0 32,0 40,0 48,0 56,0

FIGURA IV.53 - Variacao das tensoes cisalhantes (o;,) a0 longo do eixo da viga, para o peso proprio.
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Discussao

Neste exemplo, onde se utilizam vadrias discretizagSes para anali
se do problema pelo MEC, nota-se uma convergencia dos desloca-
mentos para a solugdo analitica, a medida em que se melhoram as

discretizagoes.

Verifica-se novamente a existencia de singularidades nas solu-
¢des das tensoes, bem como da presenga das “"orelhas" nos resul
tados obtidos com o MEC.

Os resultados no contorno obtidos com o MEC para as forgas de
massa (peso proprio) apresentam reduzida diferenga caso utilize
-se a formulagdo semi-analitica ou o tenscor de Galerkin, o mes-
mo ocorrendo ﬁara as tensoes cisalhantes nos pontos inter-
nos do eixo da viga ao longo de todo o seu comprimento. . A uti
lizagdo da discretizagdo especial para obtengao do efeito das
forgas de massa mostra-se eficiente, com variacao reduzida em
relacdc acsresultados obtidecs com a discretizagao inicial, onde

sao obtidas as equacgoes.

A introdugdo de interfaces praticamente nao alteram os resulta-
dos, tanto para deslocamentos quanto para tensoes. Nota-se tam-

bem que na discretizagao 9 sao utilizadas equagoes adicicnais.

Os resultados para o MEF foram obtidos atraves dos sistema LORA

NE [18].
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¥V - CONCLUSOES E RECOMENDAGOES

Pela analise dos resultados obtidos e apresentados, chega-se as

seguintes conclusdes:

i) A utilizacdo do MEC com elementos lineares conduz a resulta-
dos bastantes confiaveis com discretizagoes nao muito pobres,
tanto para os pontos do contorno quante para pontos internos nao

muito proximos ac contorno, especialmente para os deslocamentos;

ii) 0s resultados em pontos interncs, especialmente as tensoes,
estido condicionados a relagdo entre a distancia do ponto ao con-
torno e o comprimento dos elementos desta regiaoc. Para  pontos
situados a uma distancia inferior ao comprimento dos - elementos
das proximidades os resultadcs sao influenciados pelo numerc de
pontos de integracdo utilizados, bem como pelas condigoes -exis-
tentes no contorno. Para uma distd&ncia ndo inferior ac comprimen
to dos elementos os resultados obtidos nos exemplos estudados mos

tram-se estabilizados;

iii) A utilizacao das equagoes adicionais mostra-se bastante con-
fiavel, tanto para o contorno externo quante para o interior de
interfaces. Este fato pode ser em parte explicado pelos bons
resultados obtidos para os deslocamentos, em que pesem as compli

cagoes introduzidas na formulacaoc computacional;

iv) O emprego da formulagao semi-analitica para avaliagdo das

forcas de massa gravitacionais conduziu a bons resultados tanto
no contornc quanto no interior, para os problemas estudados con

siderando-se uma regido ou sub-regides em fila.
v) A formulagao através do vetcr de Galerkin apresentou bons re

sultados para o contorno bem como para pontos internos nos pro-

blemas estudados com uma Unica regido.

vi) A utilizagac de interfaces e sub=-divisdo do dominio condu-
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ziu a resultados muito bons, praticamente nao influenciando os
valores no contorno. 0s resultados dos pontos internos foram

também satisfatdrios, tendo-se em vista a conclusac ii,

Para que possam ser obtidos melhores resultados, bem como visan
do uma ampliagao do campo de utilizagao, os seguintes aspectos
devem ser estudados e introduzidos numa futura formulagao para

elasticidade linear bidimensional pelo MEC:

i) utilizagao de integragido numérica seletiva, com 2, 4 ou 6 pon
tos de integracaoc para geracao das equagoes no contorno e 2,
4 ou 10 pontos de integracao para obtengaoc dos valores no inte-

rior, para maior eficiéncia computacional;

ii) utilizagao de elementos nao-conformes, ou seja, elementos
com nds funcionais apenas no seu interior, para facilitar o tra
tamento de problemas com descontinuidade especial e de ndos ex-

ternos de interfaces de sub-regiodes;

iii) utilizagac do tensor de Galerkin para a transformacao dos
efeitos de forga centrifuga e forga devida a temperatura para o

contorno;

. . N ~ - . . —~
iv) discretizagac do dominio para consideragac de outras forgas
que ai atuem, bem comc para consideracgdo de estados iniciais de

tensoes ou deformacoes;

v) utilizagac de condigoes de simetria sem a necessidade de in
tegragac dos eixos de simetria, para um melhor tratamento compu
tacional bem como a consideracao de dominio infinito e solugles

fundamentais particulares;

vi) para o caso de sub-regices, um tratamento computacional efi
ciente deve ser implantado para o caso de sub-regices em fila,

bem como o desenvolvimento do caso geral de sub-regioces,
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APENDICES

A - DESENVOLVIMENTO MATEMATICO-FORMULARIOS
A.1 - Calculo dos Coeficientes das Submatrizes Gle, HIc e Cij por Integragdo Anali
tica ‘

- Calculo da Submatriz Glc, para T = Nl{lc)

a) Direqao X,

Glell,4)
(2 ' Ny () = {1-€}/2
Hfilcﬁ(ﬂ:fk—QIC{Irsl *2 Nple) = (1+€)/2

nlx,y) = & (1+€)/2

R,y = €086
c
n,, = -sene,
Gle(T,2)
JE(IcJ = £Ic/2
GIC{’,I) X!
T X = 1-
(1 uij(x,yl CI{ C2§éj£nm+n,£n,j}

-y I=NTi{Ie)

FIGURA A.1 - Representacgao dos coeficientes GIc devido a carga unitaria atuando no nd inicial na di

regao XI‘
1 1
Sett, 1) = [Fuyy Ny I de = [ cfecy tntal ¢y ny } 010t 21
= c,(tIc/ﬂ{-CZrenercl - 3/8) + coazac}- (A.1)
1
GTe(1,2) = [ i, N, JE dg = [1 ¢y g n,zjlf-glfzﬂﬂiclzldz
= CI[ZICIZIaenec cos9, "(A.2)
1 1
6lell,3) = [ U N, T de = [ cf{-c2 Lnfn) + a,, 4,1} (1+g) /2018, /21 dg
z (A.3)

e Cl¢£1c/2{‘cz (£n(£Ic] - 1/2) + cos ec}_
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Glcil,4}) = J’_i Uy, N, .‘rE dg = I_; Cp Mg ey [[J+£J/2H£Ic/2}ds

- ¢, kg, /2)seno, coso, - GI;tI,Zi (A.4)
b) Direcdo X,
¢lelz, 1] - [1 Uy Ny T d - € ey /2)sens coso; = Glcll,z). (A.5)
6Teiz,2) = [ Uy Ny T, dt - c,(trc/z{-czczn[{IcJ - 3/2) + 5enze} : (A.6)
6lclz, 3] « Li Uy N, T, dE = € (8) [2)seno, cose, = Glell,2]. (A.7)
Glelz, ) » [} Uy Wy I, de = ¢ty 2 oo itntey ) - 1721 + senle) (a.8)
- C3lculo dos Elementos da Sub-Matriz HIc, para I = Ni(Ie] Situados Fora das Diago-

nais Principais do Sistema Final

HIQ(L4J
(2) (f}ih
N2 {Ic) Hic

) n
{1,3)
b X
—

{1
I=NT (1}

X1

n1=—aen®
¢
Ry= C040,
¢c = wf? -’-a’l.,n = 0.
C3
Tij(x,yl=a_ &'ntc4§ij + 2a,£a,f1 +
- Cdfn,inj - n,jnil}

FIGURA A.2 - Representagdo _dos coeficientes_tfIc situados fora da
ra carga unitdaria atuando no no inicial, na diregao

diagonal principal do sistema, pa-
Xp.
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_ c
T”(x,g) = —'IL— {"C‘:["'l-,I l'lI - /L,'. n']} = 0
% e, }
- 34 -
Typlxyl = " Cplray mg = Reg )
{ , (A.9)
c
- ). - .
TZI{x,y] = 7: { C4[¢,2 ny Aoy nzl} - le[x,yl
c
- 3 ). - -
Tog %oyl = " { Cylhag my - gy } ¢
v

a) Diregao X,

L]
-
=
L
=%

ym

u
=

Hlcil, 3} f_l 1 N 3, (A.10)

u

1 1 =65 ¢ L0 1
Hlc(1,4) = | Ty N, J_ dt. / ————-————-{(-coaec}[co.aec)—[-éanec](-Aenec)}T-Z—(HE}dE

_l ‘a
Ic[,+€J
= 03 C4. (A,11)
b} Diregao Xy
it N, T de - -
HIcl2,3]) = Ll TZI 2 I¢ E = - C3 C4 = - Hlc(T7,4) (A.12)
1
Hlc{2,4] = Li T22 N2 JE dg = 0 (A.13)
- Calculo dos Coeficientes das Diagonais Principais da Matriz,g.
a) Cdlculo da Matriz H
d ~ i
i (2%1-1, 2%1-1) = H [1,3} = RBdim J T,, N, J dg = 0 (A.14)
. p e+0 I Tz g

~

~ 1-¢

od
HE{2*%]-1, 2%1) = H_(1,4) = £im J T N, J_ dc
P er0 Ly 12 "2 "¢
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1-% ¢ £
Yy, 4 . . p!
gig ] ] ((coaec} (co¢ecl Iaenec){ Aenecl) 7 ?4I+gl dE
1 £p *2—(1-6]
1-8
. ¢
= Lim f j W) g - pim -4 {z £n[2}-2+s-2£n(s]} (A.15)
e+0 1 (1-¢} er0 Z
~d \ - gy “d
He (221, 2%1-1) - Hp[Z,SJ = fim - =2 {z £ni?) —2+e-2£n{s)} = ~H%(2%1-1, 2%1) (A.16)
e+( z '
“d - 178
HE (251, 2%1) = Hp{2,4} = im J Tyg Ny d de =0 (A.17)
e+

FIGURA A.3 - Esquema dos elementas adjacentes ao no 1.

b) Caleule da Matriz Hq

HE(2%T-1, 2%1-1) = qui,r) = 2im T, Ny T de =0 (A.18)
g T1HE
- - 1
HE(221-1, 2#1) = H _(1,2) = &im Tyg Ny Jg dt =
_ q g e

[}
o
~.
2

c, (- ¢
4 J VBl gp o pim - 2 {z £n(2) - 2+e' -zzn:e'}} (A.19)
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- - . ¢ -
HEQZ#T, 2#1-1] = H (2,1} = Lim nz‘i { z m[z)-z+s'-2m[e')} = - H{z#I-1, 257 (4.20)
el

1

HE(zk1, 2%1) - Ry(2,2) | Téz Ny T de = 0 (A.21)
0 Live

¢} Calculo do Valor Principal da Integral
Considerando que:

das i 4 ds’ £

£ .2, 2 -84 ds = dg £

de 7 de 2 p p @ q

P q
dE £ e'l
dsp=dsq . e P o B s B (A.22)
’
dEp Eq 3 lq

Assim, resulta:
Hi{g2®T-1, 2%1-1] = H{Z*I, Z*I]) = 0 . (A.23)
o e ‘e' . T ‘-d o
Hiz#I-1, 2%1) = HE{2wT-1, 2%1) + HO{281-1, 27}
Cy £ ) £
=2 2im {z Eni2)-2+e'-28nle’) ~ 2&n(2}+2-¢' £ + 2 !.n[e'—El}

2 S0 aq aq
o, enie e b o= (U228 pp g sy para 2 F2

4 Pq 4nil-v) P P (A.24)

l ¢ para £ =1L

P q
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- €3alculo dos Coeficientes da Matriz Cij{xll
= = 1
J‘L,Z 5,2
)L’n = E'n s -]
~ o n; = g,y = -Coss
' n, = e, = -4end
X, 18 dSc = ~rdd = -edo
~dz(S )
¢ ilxy) - LunJ T g0 dsly)
e+ 8
E
‘FIGURA A.4 - Representagdo da superficie Ss para integragao expchi‘ta.
. C3 g ' .
Ti,{x,yl = 5 {-(C4 + 2co0s°0) -C4f(6069]{“c0691 “[COAG)(-COAB}]} x
' ¢
) 3 2
= - T[C4 + Zcos”a}
C3 ’ :
T.,lx,yl = — 3-{2cos0 senel - C, {lcose)i-sene) - (senel{-cosell)} -
12 " 4
)
C3
= - == senle, (A.25),
] "
F.
03 (
T,”(x,y) = —= i—i?éen cose) - C4((Ae.ne)(-code] - [ecsB] (~send) !}
”
Cs
= - — denle = T,,(x,y).
n
€ ?
T,plx,y) = —={-(C, + 2sen0) - C,{{sene) (~sene) - (sene) (-senol}
22 % 4 4
C
= - —1(64 + 2ben29]
X
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Assim, tem-se:

Oq-‘rr c eq-'rr gq—— m
Ry _ 3 ? - _ Ip, 1
C”[xll £im J > (C4 +2cos"0){- eV do = CS{C4 8 I +2[—2- +TAQH?G]J }
+0 B ’ 2] ¢]
€ P p p
' (A.26)
BQ'TI' C3 C3 9(;'"
C”(xI) = £im J -—sen?df-elde = - ——co4s20 ] = CZJ!XIJ (A.21)
e=0 © r 1 <]
p
eé'ﬂ ¢ @q“ﬂ' @qfﬂ
Cpplxg) = Lim J - ——3—{(1-2\:) + Zaenze}(- gdo = C3{04e I 42{%9-21-49.1129:'1 }
e+0 o 2 c] 2]
2 p )
(A.28)

EXEMPLO: Superficie Retilinea

FIGURA A.5 - NG x, sobre superficie retilinea.

g - g -7

i 1.1 p 1 !
C”!xﬁ = 63{049 | + 2{§e+35cn261| } = C3{C4(-n? + 2[?(-7r]+?(ben[26p-2n‘l - aanfepl)}
% %
. c3{c4(-n)mﬂ}= -1 [i-ZU)(-nJ-ﬂ} . Inllev) T (A.29)
dn{l-v] 4n(l-v) 2
c, %" ¢, |
CTZ(XI] = Czr[xl} = - 7; cos?e Ig s - 7;{c06[26p-23} - caaep} = 0, (A.30)
; " .
8 -1 8.-m :
P 1. 1. P 2wit-v) 1
C,,lx.} = ¢ {C 6 + 7{z0 - rsen?e) }= riltvl . . (A.31}
22°'%1 314 ,e 7° " 7 Ie dnll-v)
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A.2 - Verificacdo das Integragdes dos Campos Virtuais de Deslocamentos sobre a Superfi
cie S
e

Considerandc-se a figura A. 4, tem-se:

IS uij[xl,yl zj(g} dsl(y) = Lim {J Uijxl,gEl dAE} Ij . (A.32)
e e+l S,
[lupytepn 25t @ty -
S,
€

- BAm J C]{—C2 ﬂngr+ coaze}b gde = timJ CI Czsﬁne do - C, J € coaze de

e+0 S e+0" S s
€ [ £
o

. { q- i 1 Q‘"l _
=tim {C, C,e tne o |~ - ¢ elge 71-4.@..12@1[ ;oo (A.33)

+ 2]

g0 p ep

¢ ¢
J u”{xI,gJ tj(yl daly) = Lim [ — senlo |- &de = &Lim ~— € J seno do = 0 . (A.34)
s, e+0 's ¢ 0 ¢ s,

Da mesma forma, obtem-se:

J uzl(xf'y] tf(yl dsly) J uzztxz,g] Ij{g) ds{y) = 0. {A.35)
S S

E €

A.3 - Determinagdo dasExpressdes das Deformagdes e Tensoes em Pontos Internos
- Devido aos Campos de Deslocamentos e Forgas de Superficie do Contorno

As deformagoes de pontes internos devideo aos campes de deslocamentos e forgas de
superficie do contorno, s3o dadas por:

Eij[x’ = Jssijk(x'y) 2, (yl dsty) - J Cijk[x'yl a, ly) dsiyl (A.36)
S

sendo:

_ 1
Bijplxy)= ?E‘!Lh,j * ujfz,.:.'jl

' T s & (A.3T)
Coqet™9 2 Tan, i " Tie 4

r

uij = C,[}CZ 6ij tnonoson,, AJj]

ﬁT C3 ( . 1 (A.38)
s = = /'l., C PP ,LJ- )l'l' - =

K2R {ronley sgp P 2eg) - eyt vy ) |
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4
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///{¢
ittt )
1
t
i
I
1
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4 al{x,y) !
)
E
’tfr: |
)
<] ': x;
X \\<y// nr

FIGURA A.6 - Representacdes geometricas.

Y x'2 172
Ayl o« oa e [ - X ,mos 1, (A.39)
Y 1{: y xq-t/7 oy x y x .
Prg T AN m (Xm'xmli_] A R R 7L (A.40)

a(rlal/axi

y x -1/ 1Y xa-¥? oy ox
aExm " ! :l /¥ - 'YEXm'Xm’ﬂ c UK - X s ft.i/fcz - &};/ns (A.u1)

a“L-LJ/an 3[’1’{:”/“1])/3XJ- = )Li_“/h';’j + (1/x} !r.‘(.' i =)1‘i41./fl3_[1/;£) 54_4‘ =i(’l,£"t,--d--)

, ” E R
(A.u2)
X = - = -
an/fa i ni/m &,i ) (A.43)
_ i 2
[£““]1£ = aln n/axi = 1/n aa/axi = —a:i/m =-ni/n _ (A.54)
? _ 3 4

all/n }/axk = 2 a,klx = 2¢k/n (A.4S)
nfan = @n/axﬂ(axﬂfanj= Mg My = A, n£/n (A.46)
a[ai ”z’faxg = azfanzlaxil+{aa£/axiln£ = -ony _ (A.47)
ani/axj = - ﬁij (A.u8})
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= (A.L3)
axi/axk 0

u.{,j,k. = BU /35( = BLC { -C,8. if in{n)+ s /L’jj}/axk
- c,{-cz aijtzn alyp, * “’L(B“'j/axk’* n,j(an,ifgxk]}

- Cr{’cz Y R T A L P 64’.&’}

¢ Z } (A.50)
= { Cz dij n,h/n Y] ij - &’i 5ih * 2% n,j Lop .
T = aT..faX, = ajlc /fd{fl n,(C, 6., + Za,, n, .} -C,ln .n.-u,.n.J}?/ax
if, k7 A R 3 L A A B ¥ rE Ty 4L Ty i 4 k

2 4, _ 7 2 }7 ax
=3E33{n£ n£(C4 6:;5'/" + Zfaiaj./n } C4lainj/fn -’Lj.ni/)l. l_I/ b

- ¢, {a(n ngd /2%, 1C 16 o/n 25, [2,1&/& M rprgaic,ls, /ﬁpm % Yax,

¥

¢ 4Ea (1028 agun s ot ) 13 100177 10, b tn /B ) /axk:j}

- _ ? 4, 4., x
03 { nk(c4 c‘c.j/m +(2/Linj/rn |1+ n£n£(2 C4 5411. (4k/a41+ zfninj(a“/n VaX,] +

+*

7 1 o 2 4 2“1}
?ML (anj/axhp JLJ- ani/axk)] - C4E2 fl.kf)L ]441”_{ - Muzni./a }-(Zak fr.j.rti/ﬂh b {51_ vzi/n } I

L1}

2 ? Z 4
{CS/»‘L ){-04 GLJ- n, - Zninjnh/m + n£n£(2c4 6”«1&/& + g’%‘j"‘k/" +

i 2 2
n { EIY ik :LJ delJ 2C4n&,fthnj/4 +C, S:p nj.+ 2C4AJ.JLknL./)L - ¢, ‘Sjk n};}

. _ 2 2 _ _ Z

= Csfﬁ{ Cyllnnn j./)x Eaj.nkni/a St Sk n:l-C, 5" ZA.Lnjnk/a +
; 3 -

+[a£n£/fd.2c4 éx:flfz/"“ + Saifajak/a - 2:1{ 5 jh/" z,mj. 5&/&]}

={c /ﬁ{c (2, J'L,k - 2}1, 'h" - g #% * 8 j- ﬁijnk) - 2¢,in,1.nk

+ 'L':E"z(zc L Jt,k §x, o Jr.,k ”jfz"’i - 25&4,{)} (A.51)
B&'ﬂz = ”2@&,1‘ + uﬂz,i;l =(C,/2nl {Czax;fa"'j - "'Ldjk - "l’h‘sij + I, o jA,k

02 61.51,‘& - .'t,j. ep ~ }L‘fa G.Lj

={C /2! {C -1Ms. iz' +s. fz ‘L] - ZGLJL + dn, P A,k} (A.52)
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Céjk = ]/2{%Lh,j+ Tjh,;} =[C3/2aﬁ{c4l2n,jn,kni - En,in,jnh - ijni +
+ Bij"lz - 64’.!2"} + Z)L’L’L'fz"j - Zfla,im,jnh - ‘Siknj * Gijnk - 61‘&"4:, +
- Zrc,in,hnj. - Z'L'j"'"fz"L ¥ f;,£n£lzc45‘éka,j + S)L,Lft,jfl.,’; - Zaﬂan,&
+ ZGUn,k + 2C461h vi * B, LT “j(.k"t’j - za{.jn,k)
= C3/242{c4[2n_,‘£ft,hn.+ n, Pty - 4"'1“"1’."!3 - zsik"j ST 425“,;1&)
- Zg,im,knj - 2, et + ,£n£(2tc -1hie oF ﬁjk J+ién, M e 4 Gijit_k)}

=tC3/fL ){c [(a, T 54;;1’",'* ("’j""fz' 5_{.&)% - ”’tu;“'j’ _sij.)nh) -n,kln,/_.nju,jni] +

+ o LHC ”Mih}l’j +. ‘?jh"’x:’ + M,".‘n,{t,h ? ‘Sq"'k)} (A.53)

As tensdes sao obtidas utilizando-se relagdes ceonstitutivas, na forma:

°Lj[” =J D‘ijk(x,yl tk.(g] daly} - Jr Eijh(x’y] uh{y) dsly) (A.54)
. [ s
sendo: D;;jfz = (26v/(T-2v}] S¢s u;k,t + G(“Ua,j + ”jk,,_-']
Eijh = {2Gu/{1-2v]) 6ij Tth,£ + G(Tik,f + Tfh,i) (A-53)

uik't = au£kfax£ = a[cT {-c2 ok Lnfn "'z"'h}:llaxz

“C:/“’{Cz Sgp Mgy T Sty T Spetey * Iny “'k}

S /{10 sy, v 2in, I

=G /ey - 1) Spun,, = Cy/ntc, -1, . (A.56)
Dijk = (2Gu/{T1-2v)) §; tC /n][c —I]n * GE: /n){[C -13(8, K +61k" .- “q’“h”“’ S, rL, }:[

= {ZG\J/II-ZUH’(..J;]([S—JU—]']n,h/SnG(I-u)n}+ GE/BnG(I-u]J‘r}{{S-du—I)(64:kn,j. + 'Sﬂah"i.l +

- 25, "L'k + 4J‘L,L’L j—a‘L k}:[

(Zuﬁijﬂ,k/h(l-vhlf' (1/4n[1—u]fd{t1—2ul{aikm,j + ij!t’i.] - 4. JL,k + 2, o Jl.,k}]

(1/4n{l-vin ”"Zvl[ﬁik’t’_{ METIOPILY, ""k’ + In, o, I }

=(-C3/rq{c4(smn,j + aj.k}m,&. - 61_.1:1 ]+ 2n, o ):.,b} (A.57)
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T = a7 X, = _C { _ _
2k, ¢ 0/ ®g 7 ROy MR 1y By # Br 1) - Cpln gy - n, ) H’a"t
- 2 " - - -
_ -(63/n ){c4t2a,ka,£n£ 2"’!.“'3“& Spp Mg * Boohy Gziz”fil +
. 7
—Zn,ﬂn,hnt + 4,mnm[2C4 ‘Szkn't + K’L’I_"L’fz - zamn,z -2 éun,k]}
=[C/)L22sz.fcn-2Cén—ZCn(nz-Ii—24&n+
3 iR 4°8hL 4k E ETRE
+n n[25n[C-H+4nzfa + 4n tnz-r)
mm URETTE 4 'Lk 'RUT'E
- 2 1y 2
—(CslﬂT ){Zn,hfl,znﬂ(C4 1) 2C46£’aﬂ£ + n,mnmt25£kn,£(c4-ll + 4"*{’“&}
e intan, n, n, (ComTY - 2C,8,0m, + {r,ony + 1) (25, 25 ,4C,-1) +énl, &
3 TR LS 48R 11 i & R4 LR
- 2 T -
-(Cs/!n >{2’L’h)"1"7_(c4 1) 2C46H‘ani‘ + Z)L,kfl,znzfc4 1y - 2 C452}z“2 +
e o v nona) (2801, (C, - 1) + 28,0, ,0C, - 1) + 422 a,, + #al k)
frphty P gty HER Y Ty 2124 1R e
. 7 - - .
-{Csln ’{“'k"’l”‘l[c4 1o+ 2"%’“2"‘2“4 1y -2 Cyry, *
; z
+ ():,ImJ + &,2n2]!2a,h[c4 - 1)+ anyn,, 4.1,2!L,k}

7 1
: (03/421{2m,h(c4—:| Uy gyt gng) -2C gt n, gy e, gy (2, 1€ - Thedn, o))

a v
f(Csln l{4)¢,h(04—1}(n,1n] # n,znzl - zc4nh + 4&,hiﬂ.,]ﬂ1 + n,znz}}

_ Z

=(C/n ){4m,k£n,’n1 R TPL 2C4"fa}

- 2 .

_(Csl’t {264(21,}2){,’“ H,k,} (A.58)

- {260/ (1-2u)) s (2 €L it o, 2 ony) stzcymhi{c,lin, 2,y - g0 n +

E
)

ifk
+ M’f’"k - ijmi -. {ze'z,ia,j. - 5@.)%) - M"i,”j + ””j”i,}’"fa + "”f_"ﬂ“c(”lﬁik"'f‘sjhiu'_)*
¥ 5, .1, 0 —26,!1,)] -
4 r i '_f 'k Lj 'k I -
- 7 7
= (ZGu/(I~2u)16‘._1.2[-(1—2\:!/%(1—\1]& ]{Zn,na,k - nfa} + 26(-1/4n{l-v)n ){ll'g"'”’l’ﬂ’k_‘sih}“f

+ M'rj""l k_ajfz]”L'Zﬂ’if"j"hmq’”h]] - M-;L”j“‘-.j”’é]"l; kHL’ﬂ( (C4"” (G’Ué’l. j-"'GJ_-E'L,A-']*gr‘L,’L’L,j)L,& *

, 25;;1"%’}
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"

(-26v8 /25 (1-v1x%) (28, oG8 /10 1{< 2uln, 21, n,k} (/20 (1 -u)n J{H 20)

((k'in’khaik1“j~+ [&,jn,k—ajhlni - Zn,in,jnhi - (a,inj+n,jni)n,k o, [(C4-I)(5ikn,j *

P, )+ s, o, .&,k]}

1

{ZG/4n[r-u)n2){Zn, [1 2vls . mh u(a a jh } 4n, P n {] + (1-2u}(2a,£¢,ink +

+ Giknj+6jkni)_(,-4U]Gijﬂk-[’-2u'{Q’L&’knj+&’j&’hnij (%, n,kn Ah, _m,knii}

[}

2 e
{2G/4n(1-v)n ]{21,H[ET—Zujaijk,k+u(GLkn,j+ éjh&’i) - 4“'{*'1“'é]*("2”"2“’L“’f"k*

+ 5Lk“j+6jknil-‘l'4”laij"k + (n,ia,hnj+n,.n,hni}(2u]
J

} - 4n, o .n + 2ulx, n’h

(26/4n(1-v]nz{21, El -2vls, 'K’k + v(s. K 'k

JJkL

+ n’j&’knil * [I'ZU](2n’in’j”k+§¢hnj+ajkni] - [1-4v] 5£j “k} (A.59)

- Devido as Forgas de Massa Gravitacionais

i} Semi-Analitica

As deformagdes nos pontos internos para forgas de massa provocadas por um campo gra

vitacional fixo, valem:
Sij[x] = {[ Bijk(x'Z} dn[zl} bk (A.ED)
9] : .

Transportando esta integral para o contorno, conforme apresentade em GIL2), obtém-

Se.:
8y nylo}
eeitmt <] ] et a0 ax oy -
0, 0
(91
= {C /2n) EC 1) [6. k“ 48, h& .1-258. j "k 4n’ik’jk’éJ“ wtde}bk
. {[ (c m[c (T8, -8 1, )26, 1, ri, 1, ""r;[y" (o) d@} .
i _ N
{[(C ffﬁ[p 1!(6 j th ) 28, ,h+4n A, “’glAiE)Jgtm dgbk

&% (¢ | (A.61)
= {T(TJLECE'”M&LJ jt l ﬂaqn,hwn S JL,] x dg} b!z . A. |
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As tensdes sio dadas por:
cij{XI " {Jnvijhtx’;) dn(z}} bk

Operandc da mesma forma, tem-se:

0, ’lMIBJ .
cij(X} = {J J Uijh{x’(n'el}“ dn de} by
9; i)
=5 [G) —
= ” {-C /M'_C {8, i ; jk e ’L,k:' + Zm,in,jn,’;[ nodn de} bfz

0
= {J _cs[§4‘dik¢'j + 6jkt’i_6Lj“'k) + Za,in,jn,é]nM{e) de} bk

L]
————
]
(]
w
[e2]
~
~> ]
ar
—
L
L)
La .
o
=
Il
-
+
Cn
[
a4
-
&
1

ii) Tensor de Galerkin

votx) = b, [ ub.. ] 'y
‘ ; ]s ojxgldsty) < b, [S (€pnlztnn ¢ 1108, o, - ;?ffle}dé{gJ

s jlvlixt = b, fs Db, 1 (X, y1ds (y)

sendo:
. IGv
Db » o = 6 .. ub
Lfk (1-1v) 4§ ek,2 + G(Ubik,j + Ubjk,i)
n.
ub . . = . = - ) L
if,k a[ubi;[/ X, (al'_'crnrzz»m + Il:fjaxk] [ﬁif’"n " " u}] +
- 1
+ Cfa[fﬁmﬂ]{aﬁﬁiﬁ,n % ZII’UJJIBX‘E)
c.( } ni
= - d - - .
by [28na+l] + Cyn {7 n’h/&’)(ﬁijkfn n,j 2¢]-u})+
+ C n[22n4+ll{6 t nhfn+n n,h/n) 7TT——T(A M, d‘h:
¢, tar,, (-6, n, ¢ n, ) (2emaes) | M
= ] » T, T, - + nk+ -&. .1 + 5 }
RY "iin i 2(1-v) R ATk 2(] )

_C3[?4téikm’j+ﬁjk&'i_5ijh’k) + Zi,i&,j&,é] alg] JE[BJ ds}bfa

(A.62)

Gajﬂ’k} + Zn,im,jn,é]n dg} bh .

(A.63)

(A.BY)

(A.65)

(A.B6)

(A.67)
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- b
by, p = Ubrp,y ¢ UOzk,2
we A2 van a, v (2tnaen) ng) (A.58)
201-v) B n -3
o, .+ Ub. . = C (Zx, (-5 T Nl ST ) - (2l 2vly wvs, n)) (A.62)
Lk, § ik, £ R L 2(1-v) L I AR 2{1-ul «ij jh& U
2,
o v - [, nin, i J+ (2fnatI)- (6, n.} o+
%Lﬂz s—{Zn,n[ ﬁikn'j*sjh&’fm d,éj“'kl 211-v) AL Lf i dz ;h¢
{28rr+1) . - :
+ “Tr [254‘:}-”& 5-(‘.!2”_{- 6jkn4‘.) (A.70)
Fazendo-se & = 7,? e overando-se bk’ obtém-se:
1 i
,v(x}=—-{2}n,|ibnb 5..&,(: o, b -
el g i’ (1 NECTARE s e:-u|[ P81t gb he prgrn ) ¢
(2&na+1) _
[ E'uJ(nj.bimibfl+2\:5_£j{nrb,+n2bzl:l] (a.71)

APENDICE B - FORMULAGCAO COMPUTACIONAL - LISTAGEM DO PROGRAMA PARA

REGIAO UNICA
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SSCARTYOES,UNIT=READER
8=IMPRESS,UNITSPRINTER
SUBRODUTINE LIDA3

SUB»ROTINA DE LEITURA E IMPRESSAQ DE DADOS PARA PROBLEMAS D
REGIAD UNICA

DIMENSION FS(50)
DIMENSION X1(125),%2(125),COMP(125),SENTET(125),C0STET(125)

Aa(125),BB(125)
DIMENSION X1E(50),X2E(50),COMPE(S0),SENTE(S0),CO08TE(S0),
' AAE(350),BBE(5D) !
DIMENSION XI1(50),XI2(50)
DIMENSION N1{125),N2(125),N1E(S0),N2E(50)
DIMENSION GIC{2,4),HIC(2,4),TB(2,2),D7(3,4),ET(3,4),A(10),¥W

a(2),F8IC{2)
DIMENSTON HH(250,250),66(2,2)FSC(500),FSI(400)
DIMENSION KOD(2%0),K0D1(250)
COMMON/GRUPOL/Y,V,2,CY,C2,C3,€4,C5
COMMON/GRUPO2/X1,%2,COMP,SENTET,COSTET,AA,BB
COMMON/GRUPQO3/X11,X12
COMMON/GRUPOU/GIC,RIC,TB,DT,ET,A,W,B,FBIC
COMMON/GRUPOS/HH,66,FSC,FSI
COMMON/GRUPDT/XLE,X2E,COMPE,SENTE,COSTE ,AAE,B8E
COMMON/BLOCOL/NN,NE ,NNE,NEE,NNI NPT, I, TP, NDDS,NDDE,NTI,NTT

COMMON/BLOCO2/K0D,XOD1
COMMON/BL.OCOI/NI N2, NLE N2E
COMMON/BLOCOS/NS, NI, NTE,NTDS, IPA, IV
IR=5
Iw=8
READ(IR, S}
FORMAT('

")
NEI=O
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CARTAO COM FORMATO LIVRE PARA LEITURA DO TITULO DO PROBLEMA

[ B o]

READ(IR,10) NN,NE,NCC,NNDN,NNP,NET ,NNI,NPI,IM,IP,Y,V
10 FORMAT(1015,2F10,0)

LEITURA DOS DADDS GERAIS DO PROBLEMA, SENDOS

NNSNUMERO DE NOS DO CONTORNO;G

NESNUMERQ DE ELEMENTOS DE CONTORNO}

NCCENUMERD OE CARTOES PARA DEFINICAD DAS COORDENADAS 0DOS NO
00

CONTORND;

NNDN=NUMERQ DE NDS SOBRE SUPERFICIE RETILINEA COM APENAS DE
LOCA=

MENTOS PRESCRITOS NULOSS

NNPZNUMERD DE NOS DO CONTORNG CUJAS PRESCRICOES NECESSITAM
EREM

FORNECIDAS EXPLICITAMENTE}

NEI=NUMERD DE ELEMENTOS CUJAS INCIDENCIAS NECESSITAM SEREM
ORNE=

CIDAS EXPLICITAMENTE;

NNISNUMERO DE NOS INTERNOS A SEREM ANALIZADOS:

NPISNUMERO DE PONTOS DE INTEGRACAG UTILIZADO (EM GERAL, NPI
4);

IMZINDICE CODIGO PARA CONSIDERACAO DE FORCAS DE MASSA PROVE
IENTES

DE UM CAMPO GRAVITACIONAL CONSTANTE, SENDOS

tM=0, 0 EFEITO DAS FORCAS DE MASSA E DBTIDO POR INTEGRACAO

OO OO ZO00000MOGCLOOGOOLODO0O0

0
LONGO D05 ELEMENTOS DE CONTORNQD,ATRAVES DE UM PRQCEDIMENTO
SEMI ANALITICO;
IM<0, AS FORCAS DE MASSA NAD SA0 CONSIDERADAS:
IM=t, 0 EFEITO DAS FQRCAS DE MASSA £ OBTIDO POR INTEGRACOES
AQ
£ LONGO DO CONTORND, UTILIZANDQ UMA DISCRETIZACAD ESPECIAL(EM
GERAL,
c HOMOGENEA E POUCQ REFINADA) E A FORMULACAD SEM] ANALITICA}
¢ IM»1, 0 EFEITO NAS FORCAS DE MASSA E QBTIDO POR INTEGRACOES
AD

c L, ONGD DO CONTORNQ, UTILIZANDO A DISCRETIZACAOQ ESPECIAL E UM
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c FORMULACAD ATRAVES DO VETOR DE GALERKIN, BASEADA NO TEQREMA

GAUSS;
IP=INDICE CODIGO QUE DEFINE O TIPO DE PROBLEMA EM ANALISE,

c
c
§
C IP<0, PROBLEMA DE ESTADD PLANC DE TENSOES;
c IP>»~1,PROBLEMA DE ESTADOD PLANG DE DEFORMACOQES;
c Y=MODULO DE YOUNG ;
c V=COEFICIENTE DE PQISSON,
c

ND=2*NN
NDDS=0
NDDE=0

GERACAQ/LETTURA DA3S COORDENADAS DOS NGS DO CONTORNG

[wEsNe

I=4
Do 25 J=1,NCC
IAa=]
READ(IR,15) I.,X1(I),X%X2(I)
15 FORMAT(IS,2F10,0)
I1=I=1IA
IF(I1,LELY) GO YO 2%
XAS(X1(I)=X1(TIA3)/11
YAS(X2(T)=X2(TA}) /11
J1=sIl=] -
Do 20 K=1,J14
X1{TA+KI=X] (TA)Y+K*XA
20 X2{TA+K)}=X2({IA)+K*YA
25 CONTINUE
DO 30 I=1,NN
D0 30 JJi=1,2
II=22]=2+]J
KOD(I1)=1
KODY(IX)=0
FsI(lIji=¢,
30 FSE(IT)=0,

c LEITURA DAS PRESCRICOES DO CONTORND



26

31

32
33
34
25

36

k1.

39

40
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IF (NNDN,EG,.Q) GO TO 38
CC=NNDN/L 6,

T4=CC

WRITE{IW,26) CC,14A
IF((EC=IA) .GT,0) TA=1A+]
WRITE(IW,26) CC,IA
FORMAT(F10,2,2110)
IF{{1a=1) ,LE,0) GO TO 35
DO 34 Ji=1,IA=]
READ(IR,31) (N1(I1},I1=1,16)
FORMAT(3615)

DO 33 I1=1,16

I=Nt(IL)
Do 32 J=1,2

I1s2nlmz+]
KQ0D(11)=5

CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE
KizNNDN=(TA=1) %16
WRITE(IW,26)CC,IA,K1
READ(IR,31) (N1(I1),I1=1,K1)
po 37 1i=4,k1

sSN1(I1)

DO 36 J=1,2

II=241=24]

KOD(1I)=5

CONTINUE

CONTINUE

PO 70 J=),NNP

READ(IR,39) I,K0D(2%I=1),FSC(2#I~1),KOD(2*1),FSC(2*I]
FORMAT( 15,2(15,F10,0))

DO 70 JJ=1,2

IIzg*Img+]]

GO TO (70,40,40,40,70,60) KODC(II)

NDDSENDDS+1

KODICII)=NDDS
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READ(IR,S50) FS(NDDS)
S0 FORMAT(F10,0)

GO TO 70
60 NDDE=NDOE+]
NDESND+NDDE
KODI (IT}=NDE
CONTINUE

~¥
<D

OBSERVACAO:

NS TIPOS DE PRESCRICOES IMPOSTAS AQS NOS DO CONTQRNO SAQ DE
INIDOS

ATRAVES DE UM INDICE CODIGO (KOD) PARA CADA DIRECAO NODAL,
ENDOZ

KOD=1, FORCAS DE SUPERFICIE PRESCRITAS CONTINUAS)

KOD=a, FORCAS DE SUPERFICIE PRESCRITAS DESCONTINUASS

KOD=3, INICIO DE ELEM, COM DESL, PRESCRITO (INICIO DE APQIC

-

D= 1O MmMOOn

KoD=4, FINAL DE ELEM, COM DESL, PRESCRITO ( FINAL 0E APQI0)
K0D=3, DESLOCAMENTO PRESCRITO SOBRE ELEMENTOS ALINHADOS}
KOD=6, DESLOCAMENTO PRESCRIT( SOBRE QUINA DO CONTORNG,

»=NO CASO DE OCORREREM FORCAS PRESCRITAS CONTINUAS E NULAS
AS DUAS DIRECOES COORDENADAS (K0D=1 E FSC=0,), NAO € NECESS

FORNECER TAIS DADOS,
»=NOS CAS0S DE DESCONTINUIDADE SIMPLES DAS FORCAS DE SUPERF

OO MWMOO T
(=]
e o]
el
m

ICIE

c ( K0D= 2, 3 QU 4 ), TEMDS DOIS PARAMETROS CONHECIDOS NESTA
DIRECAQ

c COORDENADA, PORTANTD, DEVE~SE FORNECER O OUTRO PARAMETRO CO
NHECIDO

c E 0 SEGUINTE PROCEDIMENTO DEVE SER ADOTADO:

c KOD=2, INICIALMENTE E FORNECIDO O PARAMETRO CONHECIDO SITUA
DO A

¢ DIREITA DO NO (REFERENCIA NO INTERIGR DO DOMINIO),

¢ KOD=3 QU 4, O PARAMETRO FORNECIDO INICIALMENTE E O VALOR 0O
DESLO-

c CAMENTO,
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c m= 0O PARAMETRO FM EXCESSO £ DADQ POR UM CARTADQ ADICIONAL, R
ESPE]=
C TANDO=SE A ORDEM NATURAL, NO CAS0 DE DESCONTINUIDADE EM AMB
AS AS
C DIRECBES,
c =~=NODS CASO3 DE NOS £C0OM APENAS DESLOCAMENTOS PRESCRITQOS S0B8R
E SUPER
C FICIE RETILINEA, BASTA FORNECER O VALQOR DO NO, SENDO Q VALD
R TOTAL
C DESTES NOS DEFINIDO NOS DADDS GERALIS DO PROBLEMA,
g
C GERACAO/LEITURA DAS INCIDENCIAS DOS ELEMENTGS DE CONTORNQ
¢
c OBSERVACOES:
c 0 PROGRAMA CONTEM UMA GERACAD AUTOMATICA DAS INCIDENCIAS D
08 ELE=
C MENTOS, SENDO VALIDA A SEGUINTE REGRA, PARA UM ELEMENTD DE
ORDEM
C 1C:
C NL(IC)=IC
C NE(IC)=IC+}
g PARA O CASOC MAIS COMUM DE NUMERACAG SEBUENCIAL, QNDE O ULTI
MO ELEw
£ MENTO UNE O ULTIMO NOCDE ORDEM NN) AO ND 1, AS INCYIDENCIAS
SAQ ‘
c TOTALMENTE GERADAS DE FORMA AUTOMATICA,
C
NEi=NE=1] i
0o 74 IC=1,NEY
N1(ICI=IC

Ne{IC)=IC+]
74 CONTINUE

N1 (NE)=NN

Ne (NE)=1

IF(NE1,£Q,0) GO TO 76

DO 76 J=1,NEI

READ(IR,75) I1C,N1(IC),N2(IC)
75 FORMAT(315)
76 CONYINUE
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IF (IM)115,80,90

C
C LEITURA DO VALOR DAS FORCAS DE MASSA PARA UM CAMPO GRAVITAC
TONAL
C CONSTANTE
¢
B0 READ(IR,85) B(1),B(2)
85 FORMAT(2F10.0,41I9%9)
GO0 0 1158
NEEI=0
C
C LEITURA DOS DADOS GERAIS DE UMA DISCRETIZACAQ ESPECIAL DO C
ONTORND
c UTILIZADA PARA AVALIAR 0S EFEITNS DAS FORCAS DE MASSA, SEND
0¢
c NNE=SNUMERD DE NGS ESPECIAIS;
C NEESNUMERQ DE FLEMENTOS ESPECIAIS;
c NCCE=NUMERD DE CARTOES UTILIZADOS PARA LEITURA DAS
C COQORDENADAS DOS NOS ESPECIAISS ‘
C NEEI®=NUM, DE ELEMENTOS ESPECIAIS CUJAS INCIDENCIAS NECESSIT
AM SEw
c REM FORNECIODAS EXPLICITAMENTE,
C
90 READ(IR,85) B(1),B(2) ,NNE,NEE,NCCE,NEEI
C
C GERACAQ/LEITURA DAS COORDENADAS DOS NOS DA DISCREYIZACAD ES
PECIAL
¢
IE=]
PO 110 J=%,HNECE
IA=1E
READ{IR,15) IE,XIE(IE),X2E(IE)}
I{t=IE=]A

IF(It.LE,1) G0 7O 110
XEA=(XLE{IE)=XLE(TA))/]1Y
YEAR(X2E (TE)=X2E (TA)} /11
Ji=lir]

DO 100 X=1,J4
X1E(TA+K)=X1E(TA)+K*XEA
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100 XZE(IA+K)=X2E(TA)+K#YEA
110 CONTINUE

GERACAQ/LEITURA (0AS INCIDENCIAS 005 ELEMENTOS ESPECTAIS

[z e Ny

NEE1=NEE=1
DO 114 ICE=1,NEE}
N1E(ICE)=1CE
N2E(ICE)=ICE+1

114 CONTINUE
N1E (NEE ) =NNE
N2E (NEEY =1
IF(NEEI.EG,0) GO 70 §1%
DO 116 J=1,NEEI
READ(IR,75) ICE,NIE(ICE),NRE(ICE)

116 CONTINUE

115 CONTINUE
IF (NNI)125,125,120

¢ LEITURA DAS COORDENADAS DOS NOS INTERNOS

120 READ(IR,ISI(IT,XIL(II),XI2(I1),Jd=1,NNT)
125 CONTINUE
CaLi DECE!L
NYI=NDDE+ND
NTYT=NYI+NDDS
WRITE(Iw,130)
130 FORMAT{///7,15X%, " **#ax B,E.M, = ELASTICIDADE PLANA = REGIAOQ™
UNICA »
kkanl, /7]
WRITE(Iw,135)
135 FORMAT(//,15%,"»+xx%x DADOS GERAIS DO PROBLEMA wxxwt,///)
WRITE(IW,S}
WRITE(IW,145) IPA,NN,NE,HNCC,NNDN,NNP,NEI,NNI,NPI,IN,IP,Y,V,
NDDS,
*NDDE,NTI
1aS'FORMAT(//.15X.'INDICE DO PROJLEMA EM ANALISE (IPA)=',I5,///
e 19X, TN
*UMERQ DE NDOS DO CONTORNO (NN)=',I5,//,15X,"NUMERO DE ELEMEN
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*CONTORNG (NE)=',15,//,15X, 'NUMERO DE CARTOES PARA DEFINICAO
DAS EgRDENADAS 00S NOS DO CONTORNG (NCC)=',15,//,15X%,'NUMERD DE
"08 OCRE SUPERFICIE RETILINEA COM APENAS DESLOCAMENTOS PRESCRITOS
O (NNONY2',15,//,15%, 'NUMERO DE NOS CUJAS PRESCRICOES NECESSI
TAM SERBEFINIDAS EXPLICITAMENTE. (NNP)=',15,//,15%, 'NUMERG DE ELEM
ENTG?*EJAS INCIDENCIAS NECESSITAM SER DEFINIDAS EXPLICITAMENTE €N
#1= 45,7/, 15K, "NUMERO DE NOS INTERNOS (NNI)=',I5,//,15X,'NUMERD
P05 DE INTEGRACAD (NPI}Z',1S,//,15X,'INDICE DAS FORCAS DE WA
?sn ‘£?=:,;5,//.15x"IN0ICE DO TIPO DE PROBLEMA (IP)=',I15,//,15X,
OO O ELAsTICIDADE (¥)=',F12,2,//415K, 'COEFICIENTE DE POISSON

(vi=*,

*FS,2,//,15X,

* TRUMERD DE DIRECOES NODALIS COM DESCONTINUIDADE SIMPLE
5 (NDDS

k)=, 15,//7,15%, '"NUMERD DE DIRECOES COM DESCONTINUIDADE ESPEC.
1AL (ND
*DEI=',15,//,15%, 'NUMERD TOTAL. DE INCOGNITAS (NT1)=',1%,//})
IF(IP)140,150G,150
140 YsYr(l,42%V)/(1,¢V)xx2
VEv/ (1 ,+V)
' WRITE(IW,15%)
155 FORMATY(15X,' PROBLEMA DE ESTADO PLANQ DE TENSOES ';//)
GO TO 160
150 WRITE{(IwW,165)
165 FORMATL(//,15%," PROBLEMA DE ESTADO PLANO DFE DEFORMACOEYS '/
/)
160 CONTINUE
WRITE(IW,170)
170 FORMAY(//7/,19%, "#xaxx DADGS DO CONTORNG wxwkl, ///,.22%,'CO0RD
ENADAS
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*NODAIS',23%, 'PRESCRICOES NO CONTORNO')

WRITE(IW,180)
FORMAT(//,8%,"NOY, 13X, "X17,13X,'x2%,13X,'K0OD(x1)Y,8%, "FSC (X

111,3%,

*IKOD(X2) ¥, BX, 'FSC(X2) ', /)

WRITE(IW,190) (I,X1(1),X2(1),KOD(2*I~1),FSC(an]1~1),KO0D(2%])

fFSL (2w

*1),1=1,NN)

190 FORMAY(/,I140,2F15,5,10%,110,F15,5,110,F15,5)
WRITE(IwW,200)
200 FORMAT(//,10X,"N0OS COM DESCONTINUIDADE SIMPLES',TX,' NOS €O
M DESCO
#NTINUIDADE ESPECIALY,//,8),'NC DIR, KoD1
FSC

210
220
230
249

250

y TNO IN
*ICIALY,7TX,"NQ FINAL',4X, "COMPRIMENTO',/)

260
263

ND DIR. KOD1', /)
DO 240 I=1,NN '
D0 240 JJ=1,2
I11z2%I=2¢))
IF(KOD(II) EQ,6) GO YO 220
IF(KODL(I1) EG,0) GO YO 240
NA=KODI(II)
KODI(I1)=NA+NTI
NDS=KODI(II)
FSC(NDS)=FS(NA)
WRITE(IW,210)T1,JJ,K0D01(I1),FSC(NDS)
FORMAT{3110G,3%,F12,7}
GO TO 240 o
WRITE(IW,230)1,J3,K001(11)
FORMAY(54X,15,2110)
CONTINUE
WRITE(IW,250) .
FORMAT(///,15%, "INCIDENCIAS DOS ELEMENTOS',//,5X,"ELEM, ' ,5X

WRITE(IW,260) {IC,NI(IC) N2(IC),COMP(ICY,IC=1,NE)
FORMAT(/,110,2115,F15.5)

IF(IM)280,280,265

CALl DECEEY

WRITE(IW,266)
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266 FORMAT(///,15%, '#»xx OADOS DA DISCRETIZACAQ ESPECIAL w®exw!)
WRITE (Iw,270)NNE,NEE,NCCE,NEE] |
270 FORMAT(///,15%, 'NUM, DE NOS ESPECIAIS (NNE) = ',I5,//,15X%,'
NUM, DE .
* ELEMENTOS ESPECIAIS (NEE) = ',15,//,15X,'NUMERO DE CARTDES
PARA
+LEITURA DAS COORDENADAS (NCCE) =',15,//,15X,'NUM, DE ELEM,
CUJAS
*INCIDENCIAS NECESSITAM SEREM FORNECIDAS (NEEL) = ',I5,///
* » 15X, *COORDENADAS NODA
18%,77,
*8X, 'NO', 13X, "' X1", 13X, %2",//)
WRITE(IW,305) (IE,X1E(IE),X2E(IE),TE=L,NNE)
WRITE(IW,275)
275 FORMAT{//,15X,"INCIDENCIAS DOS ELEMENTOS ESPECIAIS',//,5X,!
ELEM,
* N0 INICIAL NO FINALT,4X, 'COMPRIMENTOY,/)
WRITE(IW,260) (ICE,NLE(ICE},N2E(ICE),COMPE(ICE),ICE=L,NEE)
280 CONTINUE
WRITE (Iw,285)
285 FORMAT(///,15X, "*x*x* DADOS DO INTERIOR #xww', //)
IF(NNI)300,300,290
290 WRITE(IW,299)
295 FORMAT(/, 15X, 'COORD, DOS NOS INTERNOS',///,8X,'NO',13X,'X1!
P 13X, 'X
*21,17)
WRITE(IW,30S) (X1,XT1CII),%I2(11),11=1,NNT)
305 FORMAT(/,110,2F15,5)
300 CONTINUE
IF{IM) 320,310,310
310 WRITE(IW,315) B(1),8(2)
315 FORMAT(///,15X,'FORCAS DE MASSAS GRAVITACIONAIS',//,18X,'CO
MP, Xx1'
*, 8%, 'COMP, X2',/,13X,F12,5,3X,F12,5)
320 CONTINUE
RETURN
END
SUBROUTINE DECE!
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C SUB»ROTINA PARA DETERMINACAO DAS PROPRIEDANES FIXAS DOS. ELE
MENTOS

c DE CONTORND

c

DIMENSION X1(125),X2(125),COMP{125),SENTET(125),COSTET(129%)
[
* AA(125),BB(129)
DIMENSION N1(125),N2(12%5),N1E(50),N2E(50)}
COMMON/GRUPD2/X1,0%2,CO0MP,SENTET,COSTET,AA,88
COMMON/BLOCOY /NN, NE,NNE, NEE,NNT, NPT, IM,IP , NODS,NDDE,NTINTT
e NO, I
COMMON/BLOCO3/NT N2, N1E,N2E
DO 20 JC=%,NE
NIIC=NL(IC)
N2ICsN2(IC)
XiINI=2XL(NLIC)
XenNisx2¢n1IC)
XIN2sX1({NZ2IC)
X2N2sX2(N2IC)
IF(IM,NE,O) GO TO 10
IF(XIN]ER,XLN2) 60 TD 10
AA(ICIS{XeNi=X2N2) /(XINL=X1N2)
BB(IC)=0,S*({X2NI+X2N2)=AA(ICI*(XINI*XIN2))
10 COMP(IC)=SQRT((XANI=X2N2)ww2+ [ XINI=XIN2)I%22)
SENTET{IC)=(XeNL=X2N2)/COMP{IC)
COSTETCIC)=S(XINLI=XINR2)/COMP(IC)
20 CONTINUE

RETURN ST T
END
SUBROUTINE DECEE}]
c
c SUB=ROTINA PARA DETERMINACAO DAS PROPRIEDADES FIXAS DOS ELE
MENTOS '
C ESPECIALIS DE CONTORNO
c

DIMENSION X1E(S0),X2E(50),COMPE(S0),SENTE(S0),CO8TE{S0),
* AAE(50},BBE(50)

DIMENSION N1 (125),N2(125),NIE(50),N2E(50)
COMMON/GRUPOT/X1E,X2E,COMPE, SENTE,COSTE, AAE, BBE
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COMMON/BLOCOS /NN,NE,NNE,NEE,NNI,NPI,IM, IP,NDDS,NDDE,NTI,NTT

¢eND,IJ

COMMON/BLOCO3/NI,N2,NIE,N2E

DO 20 ICE=

1,NEE

N1ICE=NLE(ICE)

N2ICE=NZ2E(ICE)

XINLESXLIE(N1ICE)

X2N1E=X2E(N1ICE)

X1N2E=X1E (N2ILE)

X2N2E=X2E (N2ILE)

IF(IM,GT,1} GO TO 10

IF(XINLEEQ.XINRE) GO TO 10

AAE(ICE) = (X2NIEX2NR2E) / (XINIE=XINQE)

BBE(ICE)=0,S% ((MSNIE+X2N2E)=AAE(ICEY» (XINLE+XINRE))
10 COMPE(ICE)=SOQRT((X2NLIE~X2N2E) #x2+ (XINIE-XIN2E)}##2)

SENTE(ICE)=(X2NiE=X2N2E) /COMPE(ICE)

COSTE{ICE)=(XINIE=XINRE)/COMPE(ICE)

20 CONTINUE
RETURN
END

SUBROUTINE FBXII

R& UM

ANALITICA

OMO > 00

DIMENSION
DIMENSION
DIMENSION
w
DIMENSION
(101,
»

DIMENSION

SUB*ROTINA PARA CALCULO DA INFLUENCIA DAS FORCAS DE MASSA P

CAMPO GRAVITACIONAL CONSTANTE}POR INTEGRACAQ NO CONTORNG,
UTILTZANDQ UMA DISCRETIZACAQ ESPECIAL E A FORMULACAOD SEMI

0[3,35§J.Eta.a.a).DB(E:E.B).DN(&).AN(EJ;DR(E}

Us (e, ‘
X1E(50),%2E(50) ,LOMPE (S50),SENTE (50) ,COSTE(S0),
AAE (50) ,BBE(50)

GIC(2,4) ,HIC(R,4),TR(2,2),DT(3,8),ET{3,4),A(10),W

B(R),FBIC(R2)
Ni(125),H2(125) NIE(50),N2E(S0)

COMMON/GRYPOL/Y,V,Z2,C1,C2,C3,C4,C5
COMMON/GRUPQA/GIC,HIC,TB,DT,ET,A,W,B8,FRIC
COMMON/GRUPOG/XIT, X2, X1N1, X2NL, X1N2,X2N2,COMPIC,SET,COT,
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* AAIC,BBIC,DJ,RG,PI
COMMON/GRUPOT/XLE, X2E,COMPE,SENTE,COSTE , AAE ,BBE
COMMON/BLOCOL /NN, NE,NNE ,NEF , NNI ,NPL, IM,IP,NDOS,NDDE,NTI,NTT

fND,IJ

COMMON/BLOCO3/NL, N2, N1E,N2E
JTOCIN,JN)=1=ABS(IN=JN)
po 10 JJ=1,2
Faic(JJ)=o0,
po 10 11=1,2

10 TB(JJ,IT1)=0,
DO 100 ICE=1,NEE
N1ICE=NIE(ICE)
N2ICE=N2E(ICE)
XINTE=X1E(N1]CE)
X2NI1E=X2E (N11ICE)
XI1N2EZX1E (N2ICE)
X2N2ESX2E(N2ICE)
IF(IJ.GE,0) GO 1O 30
IF(XINIENELXINZE) GO YO 20
IF(XINIE EQ,.X11) GO TO 100
GO TO 30

20 YI=AAE(ICE)«X1I+BBE(ICE)
IF(ABS(YI=X2I), LT, ,E=H) GO TO 100

T0 XINISXINLE
X2Ni=X2NLE
XIN2=XINZE
¥2N2=XaN2E
CALL JACTET
DO 90 K= ,ANPI
ANCLY=RO,5% (1 ,=A(K)}
AN(2)=0,5%(1,+A(K))
RIXYZANCLY*XNINIE+ANC(2I e XINCE=X]1]
R2ZXYSANCLY®A2NIE#AN{Z2) o X2NREmX2]
RAYZ{RIXY**2+R2XY %42} an0,5
DR(1)=RIXY/RXY
DR(2)=R2XY/RXY
IF(IJ)40, 480,60

49 00 S50 11=1,2
DO S¢ JJ=1,2
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UB(IT,JJIS(RXYww2/2)#l in(=C2#ID(II,JI)*(ALOG(RXY)~0,5)+DR(]
I)=DR (] '
*J)=CS#I0(II,JJ))wH(K)
50 FBIC(II)=SFBIC{II)+UB(II,JJ)*B(JJ)*DJ
60 IF{1J}%0,79,70
70 DO 80 KK=i,2
DO 80 I131,2
DO 80 JJ=1I,2
DB(KK,I1,0J)=eC3#RAYR(CAn(IO(II,KK)*DR(JII+ID(JII,KKI*DR(II)
’IB{II'
*JJIRDR(KK))+2 ,*DR(III#DR(JJI*DR(KK] )2 {X)
B0 TB(II,JSI=STB{IT,JI)+DB(KK,IT,JJ)*B(KK)*DJ
90 CONTINUE
100 CONTINUE

RETURN
END
SUBROUTINE FBX]IZ2
C
C SUB=ROTINA PARA CALCULD DA INFLUENCTIA ADS FORCAS DE MASSA P
ARA UM
c CAMPO GRAVITACIONAL CONSTANTE; POR INTEGRACAOD NUMERICA NO
c CONTORND, UTILIZANDO UMA DISCRETIZACAD ESPECIAL € A FORMULA
cag
c BASEADA NO TEOREMA DE GAUSS £ NG VETQR DE GALERKIN
¢
DIMENSION D(2,2:2),E(2,2,2),DB(2,2,2),DN(2),AN(2),DR(2}
DIMENSION X1E(50),X2E(50),CO0MPE(S0),SENTE(50),C0STE(50),
* AAE(50),BBE(50)
DIMENSION GIC(2,4),HIC(2,4),TB(2,2),D7(3,4),ET(3,8),A(10),¥
{10),

* 8(2),FBIC(2)

DIMENSION N1($25),N2(125),NIE(50),N2E(50)

COMMON/GRURDL/Y,V,2,C1,C2,C3,C8,C5

COMMON/GRUPO4/GIC,HIC,T8,DT,ET,A,H,B8,FBIC

COMMON/GRUPDG/X1T,%X21,XIN1,X2N1, X1N2, X2N2,C0MPIC, SET,COT,

* AAIC,BBIC,DJ,RG,PI

COMMON/GRUPQT/X1E, X2E,COMPE,SENTE,COSTE, AAE,BBE

COMMON/BLOCO1 /NN, NE,NNE ,NEE ,NNT, NPT, IM, 1P ,NDDS , NDDE,NTT,NTT
yND,IJ
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COMMON/BLOCO3I/NI,N2,NLE,N2E
IDCIN,JN)=L=ABS (IN=JN)
ClE==(1,+V}/(R2PL%Y)
Do 16 JJ=3,2
FBIC(JJ)=0O,

DD 10 I1=%,2
TB(JJ,IT)=0,

DO 80 ICE=!,NEE
DN(1)=~SENTE(ICE)
DN(2)=COSTE(ICE)
CAJESCOMPE(ICE} /2
NLJCE=NI1E(ICE)
N2ICE=N2E(ICE)
XKINIE=X{E(NLICE)
X2NIE=X2E(NLICE)
XIN2E=X1E {N2ICE)
XEN2E=X2E(N21ICE)

DO 70 K= ,NP]
AN(L1)Y=0,5#%(1,=A(K)])
AN(RY=0,5%(1,+A(K})

RIXYSAN(I)#XINLE+AN(2)* X IN2E=X]]
R2XYSANCI)#X2NIE+AN(2) AX2NZE=X2]

RXYS(RIXY®x2+R2AY R u2)en(,5
DRCLISRIXY/RXY
DR(2)=R2XY/RXY
DRNSDR(1)}#DN(L)+DR (2] »DON(2)
RB&E:DR(I)*B(lJ*09(2)*8(23
IF(IJI2n, 20,44

Do 30 11=1,2

30 FBICCII)SFBICCIT)+(CLEARKY® (2¥ALOG(RXY)+1,)# (DRN*B(II}=(DN(

In/(
40
50

60
I)#B¢(

bk
*(1,*V)))nRBI2))*CAJE#W(K)
IF(IJ)70,50,50
RB21zDN(1)*B(1)+DN{2)*B(2)
Do 860 II=1,2
DO 60 JJ=II.2
TB(IL,JI)=TB(IT,JI)+
JJ

w)+ID(II,JI)*(V/{L.=V)I*RBLI2) =

(2*DRNw (DR(JJI*B(IT)+DRI(I
(1e/(1emV)I#RBL2* (DR{JJ)#DN
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*OR(IIIADNCIJ) )+ (2. ALOG(RXY) 1 D% (1,/(1.mV))*(({1."20V}/2,)
* (DN
* (JI)*B(III*DONCITI*B(JI))I*IDC(IT,JJ)*VeRB2L)IN(CAJE/ (BnP]) ] wi
(K) '
70 CONTINUE
80 CONTINUE

RETURN

END
c

SUBRDUTINE GAWLSS
c SUB=ROTINA PARA DETERMINACAQ DAS ABCISSAS E DOS COEFICIENTE
5 DE
L PESQO PARA INTEGRACAO NUMERICA PELO METODO DE GAUSS
c

DIMENSION BIC(2,4),HIC(2,4),TB(2,2),DT(3,4),ET(3,4),AC10),W
(14,

* B(2),FBIC(2)
COMMON/GRUPQ4/GIC,HIC,TR,DT,ET,A,W,B,FBIC
COMMON/BLOCOL /NN, NE, NNE ,NEE,ANI,NPI,IM,IP,NDOS, NDOE,NTI,NYT

$NDLIJ

IF(NPI=10)15,14,15

15 CONTINUE
GO TQ (1,2,3,4,5,6),NP]

1 A(§)=0,0
wi1)=2,9
G0 YD t0

2 A(1)==0,97735026918%6426
AC2)13=A(1)
w(1)=1,
wWwi2)=1,
GO TO0 10O

3 A(1)=-0,7745960669241453
Al2)=0,
A(3)==A(1)
Wl1)=20,55555585585555556
W(2)50,A8R3RBRPABERAREAY
WEBI=W(1)
GQ TO 10

4 A{1)==0,861136311594053
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A{2)}==0,339981043584458
A{3)==A(2)

A(4)=»A(1)
W(1)=0,347854845137454
W(2I=0,652145154862546
W(3l=u{2)

WlaI=w(1)

GO TO 40
AC1)==0,906179845938664
A(2)=S=0,538469310105683
A(3)=0,

A(4)=~=A(2)

A(S)==a(1)
W{1)=30,236926B8850561589
W(2)®0,478628670499366
w{3)20,56A5R838884348849
Wid)=w(e)

WISY=w(i)

GO T0 10
A(1)2=0,932469514203152
AC2)==0,6561209384d66265
A{3)=w0,238619186083197
AC4)==A(3)

A(S)E=A(2)

A(B)==A(})
W(i)=0,171324492379179
W(2)=0,360761573048139
W(3)=20,4679136834572691
WC4)=w(3)

Wis)=w(2)

wie)aw(1)

GO TO 10

CONTINUE
A(1)==,973906528517872
Af(R)== ,865063366688985
A(3)==,679409568299024
ACa)=-,0433395394129247
A(S)=»,148874338958163¢
A(s)==AL{S)
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A(T)==A(4)
A(8)==A(3)
A(9)="A(2)
A(10)==A(1)
W(1)=,066671344308688
w(2)=,14%451349150581
W(3)=,219086362515982
W(8)=,269266719309996
W(5)=,295524224T714733
nie)=u(5) '
w(7)aw(4)
H{B8)=W(3)
W{9)=w(2)
wii0)=w(1)

10 RETURN
END
SUBROUTINE DETRG

SUB=ROTINA PARA DETERMINACAD DA DISTANCIA MAXIMA ENTRE UM N
FIKDALEATOHIO (POR EXEMPLO, O NO MEDIO) E O PONTD MEDIQ DODS ELE
ENTGSDE CONTORNO; UTILIZADO PARA MELHORAR 0 CONDICIONAMENTO DO S
STEMADE EQUACCQES

OOHOZODOO

COMMON/GRUPOB/XLT, X2, X1N1, X2N1,XIN2,X2N2,COMPIC,SET,COT,
* AAIC,BBIC,DJ,RG,PI
RIS({XANI=X2T) w2+ (XINL1mX1I)#*2)4*0,5
RPS((X2N2mX2T) *# 24 (XIN2=X1T) % 22) % 0,5
RMz (R1+R2) /2
IF(RG=RM)10,20,20
10 RG=RM
20 CONTINUE
RETURN
END
SUBRQUTINE GHICNU

C SUB-ROTINA PARA CALCULO DAS SUBMATRIZES GIC E HIC POR INTEG
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c NUMERICA SQBRE 08 ELEMENTOS DE CONTORNO

DIMENSION UB{2,2)
DIMENSION U(2,2),7{2,2)
DIMENSION D(2,2,2),E(2,2,2),D8(2,2,2),DN(2),AN(2),0R(2}
DIMENSION GIC{2,4),HIC(2,8),TB(2,2),DT(3,4),ET(3,4),A(10),¥
(19},
» B{2),FBIC(2)
COMMON/GRUPOL/Y,V,Z,C1,C2,C3,C4,C5
COMMON/GRUPO4/GIC,HIC,TR,DT,ET,A,W,B,FBIC
COMMON/GRUPOG/X1T, X2, X1NL, X2N1,X1N2,X2NR,COMPIC,SET,COT,
* AAIC,BBIC,DJ,RE,PL
COMMON/BLOCDL /NN ,NE,NNE,NEE,NNT NPT, IM, IP,NDDS,NDDE,NTL,NTT
s ND, I
ID(IN,JN)=1=ABS (IN=JN)
PO 10 K=1,2
Do 19 L=1,4
GIC(K,L)=0,
10 HIC(K,L)=0,
IMI=IM
IF(IM}50,20,50
20 DO 25 X=1,2
FBIC(K)=0,
Do 29 L=1,2
25 TB(K,L)=0,
IF{1J,6E,0) GO TO 35
IF{XINI NE,XIN2) GO TO 30
IF(XIILEQ.XINL)Y GO TO 40
GO TQ 35
30 YISAAIC*X1I+BBIC
IF(ABS(YI=X2I),LT,1.E=6) GO TO 40
35 CALL JACTET
GO TO SO
40 IM=IM+}
SO DN(§)==SET
DN(R)=COT
CAJ=COMPIC/2
DO 170 K=1,NPI
AN(31)20,5%(1,=8(K))



1Jd))
60
ON{JJ

70

80
90

100

120

I,41)

*DR{1

{11))

163

AN(2)=0,9% (L ,*A(K))

RIXY=ANCLI)#XINLi+AN(2)nXiN2=X1]

REXYSANCI)*X2NLI+AN(2) aX2N2=x21

RXY=(RIXYax2#RAXYH*2) 20,5

DR{L)SRINY/ZRXY

DR{2)=R2XY/RXY

DRN=DR(1)=DN(1)+DR(2)*DN(2)

DO 60 I1=%,2

00 60 JJi=%,2

UCIY,JJI=Cin(wC2nIDCIY, JI)RALOGC(RXY)*DR(IIIAOR(JJII~COSnID(I]

T(II,JJ)=C3n(DRNA(CA#ID(II,JI)+24DR(II)*DR(IJ))eCAx(DR(II)»
}»
*DR(JJI*DN(II)))/RXY

IF(IM)90,70,90

po 80 11=%,2

D0 80 JJ=%,2
UBCII,JJI=(RXY##2/2)«(UCIT,JJI+ID(LL,JJInCInCR/2) W (K)
FEBIC{IIIZFBICCITIISUB(IT,JI)»B(JT)*DJ

DO 100 IA=i,2

IN=0

Do 100 1I=21,2

po 100 Ji=4%,2

INZIN+]

GICCIA,INISGICCRA, IN)*U(TA,JJ)XAN(TITI)»W(K)®CAJ

HICCTA, IN)SHIC(TA, INY*#T(TA,JI)XAN({IT)*N(K)I*CAJ
IF{1J)170,120,420

DO 130 KK=1,2

00 130 11=1,2

Do 130 JJ=1I1,¢

DECKK,T1,JJ)5=CEn(Con(ID(II, KK)RDR(JII)*ID(JI,XKKIADR{II)~ID(]
*D

*R{KK)})+2#DR(ITI)*DR(JJI*XDR(KK)) /RXY
ELZ2%DRNW(CUXTDC(IY,JII*DOR(KK)*YR(IDLIT , KKI*DR(JI)I*ID{IJ, KK)
1)

*)e4ueDR(IT)*DR(JJ)*DR(KK))
E2=20Vr(DR(TITII®DR(KK )} #DN(JJI*DR(JII*DR(KK)=DN(I1))

E3=C4w (2#DR(II)I*OR(JII=ON(KK)*ID(II, KKI*DN(JJI*ID(JJ, XK} *DN
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1

ECKK, T, JJ)S(ELeER*ESm (1, »4*V)InID(IT,JIIRDN(KK) I na*Z/ (4P

(1.”\!)*

OO0

*RXYrN2)
130 CONTINUE
IF(IMYISS,140,155
140 CONTINUE
po 150 1I=1,2
po 1%0 JJ=I11,2
DB(KK, 11, J3)SRXYR*2aD (KK, IT,JIJI"N(K)
150 TB(II,JJ)STR(II,JI)+DB{KK, I, JI)*B(KKI*DJ
185 IL=0
no 160 11=1,2
D0 180 JJ=II,a
IL=IL*]
IN=0
DO 160 lA=1.,2
DO 160 Ja=1,2
INSIN®S
DTCIL, INISDT (2L, INJ*ANCIAI®D(JA, I, JJ)*W(K)InCA)]
160 ET(IL,INYSET(IL,IN)PAN(TAIRE(JA,II,JJ)* W (K] *CAJ
170 CONTINUE
IF(IMI)190,180,190
180 IF(IM NE,IMI)} IM=TIMI
190 CONTINUF
RETURN
END ) ]
SUBROUTINE JACTET

SUB=ROTINA PARA CALCULO DO JACOBIANGD DA TRANSFORMACAO DE
COORDENADA PARA INTEGRACAD DAS FORCAS DE MASSA PELO
PROCESSO DE TRANSFORMACAD SEMI ANALITICO

COMMONIGRUPQ&/XII.XEI;XINI.XaNi.xtNE,XENE,COMPIC,SET,COT.
* ﬁAIC,EBICrDJ;RG;PI

DJ=0,

R1=((XENI*KEI)**2*(!1N1!!1I)**2)tw0-5
R22((X2N2aA2T) en2e (X INS2=X11)#e2)x%0,3

R1X2=(X2N1=X2T1)/R]
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R2X2={X2N2=X2I)/Re
TETAL=ARSIN(RIX2}
TETA2BARSIN(RZX2)
IF(X2N1»%X21)%50,70,70
S0 IF(XiN1#X11)80,80,60
60 TETALS2+4PI+TETAL
G0 YO 90
TO IF(XiN1eX11)80,%0,90
80 TETAL=PI=TETAL
90 CONTINUE
IF (X2N2wX2]1)100,120,120
100 IF(X{N2=X11)130,130,110
110 TETAR=2#PI¢TETAZ
60 7O 140
120 IF(XIN2-X1])130,340,140
130 TETAR=PI=TETAZ
140 CONTINUE
IF(TETA2~TETAL1)150,190,170
150 TETA2P=TETAZ+P]
IF{TETAL=TETARP) 190,190,160
160 TETAZ2STETAZ2*P!
60 TO 190
170 TETAIPSTETAL+P]
IF(TETAR»TETALP) 190,190,180
180 TETARETETAZm2*P]
190 DJ=0,5%(TETAZ=TETAL)
200 CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE GHICAN
c
c SUB=ROTINA PARA CALCULO DA SUB=MATRIZ GIC E PARTE DE HIC PD
R
€ INTEGRACAD ANALITICA
I

DIMENSION GIC(2,8),HIC(2,4),TB(2,2),DT7(3,4),ET(3,4),A(10),W
(10),

* B(2),FRIC(2)
COMMON/GRUPOL/Y,V,2,C1,C2,C3,C4,C5
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30

®
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COMMON/GRUPO4/GIC,HIC,TH,OT,ET,A,W,B,FBIC

COMMON/GRUPOB/X1I,X2T,XINL, X2N1,XIN2, X2N2,COMPIC,SET, LT,

AAIC,BBIC,DJ,RG,PI
COMMON/BLOCOQAG/I,NLIIC,N2IC
CAJRCOMPLIC/2
C1SECO=CI*CAJ*ZET*COT
DO 10 K=1,2
DO 10 L=i,4
GIC(K,.LY=CI1SECD
HIC(X,L)=0,
ALOGICSALOG(COMPIC)
GIC(Ls3)SCInNCATA(»C2n(ALOGIC=1,9)*L0Tan2)=CinC3nCAY
BIC(Ly3)SCLCATN(=C2% (ALOGIC=0,5)+COTR»2)nCinCS2CAJ
GIC(2,2)SCINCAJR (= 2% (ALOGIC=1,5)+SET*n2)artal5+CAJ
GIC(2,4)=CI*CATx (wC2#{ALOGIC=0,5)+SETan2}eCial5aCA]
IF(I.,EQ.N1IC) GO YO 20
GICAX=RIL(1,1)
GICCL,1)=GIC(1,3)
GIC{1,3)=61CAX
GICAX=SGIC(2,2)
GIC(2,2)=6IC(2,4)
GIC(2,8)s6ICAX
RIC({1,2)==C3xCY
ﬁIC(2p1)=“HICt1ga)
GO0 TO 30
HIC(1,4)3C3~C4
HIC(2,3)==HIC(1,4)
CONTINUE
RETURN
END
SUBRQUTINE SLNPD(A,B,N)

SUB~ROTINA PARA SOLUCAD DO SISTEMA DE EQUACOES LINEARES
FPELO METQDO DE ELIMINACAD DE GAUSS

DIMENSION A(250,250),8(250)
NisNwji

DD 100 K=1,N}

K1=K+}
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C=A(K,K)
IF(ABS(C))1,1,3
1 DO 7 J=2K1,N
IF(ABS(A(J,X)))T7,7,5
5 B0 6 L=K,N
C=A(K,L)
ALK LI=A(J, L)
6 A(J,L)=C
C=B({X}
BIKI=B(J)
8(J)=C
C=A(K,K)
60 TO0 3
7 CONTINUE
3 C=A{K,K)
DO a4 J=Ki,N
4 A{K,JY=A(K,J)/C
B(K)=B{K)/C
00 10 I=Ki,N
C=a(l,K)
00 9 JSK1 N
3 A(I,J)SA(1,J)=CoA(K,J])
10 8(1)=B(1)~C2B(K)
100 CONTINUE
BIN}=B{N)ZA{N,N)
DO 200 L=1,N1
KeN={,
Kl=K+y
DO 200 J=K1,N
200 B(KI=B(K)=A(K,J)*B(J)
RETURN
END
SUBROQUTINE PETEAL

SUB=ROTINA PARA DETERMINACAQ DAS EQUACOES ADICIONAIS PARA O

COM DESCONTINUIDADE ESPECIAL, ESTAS EQUACOES FORAM OBTIDAS
TRAVES

c
C
S5 NQOS
c
A
c DA CONSIDERACAQ DAS PROPRIEDADES DE INVARTANTES ELASTICOS
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DIMENSION X1(125),X2(125),COMP(125),SENTET(125),C08TET{12%)

* AA(125),8B(125)
DIMENSION N1(125),42{129).N1E(50),N2E(50)
DIMENSION MH(250,250),6G{(2,2) ,FSC(S00),FSI(400)
DIMFNSION KOD(250),K0D)(250)
COMMON/GRUPDL/Y,V,Z,C4,C2,C3,04,CS
COMMON/GRUPO2/X) , X2, C0MP,SENTET,COSTET,AA,BB
COMMON/GRUPDS/HH,GG,FSC,FSI
COMMON/BLOCTT /NN, NE,NNE ,NEE ,NNI, NPT, IM, IP,NODS NDOE,NTI,NTT
+ND, IJ
COMMON/BLCCO2/K0D,KODI
COMMON/BLOCO3/NL N2, N1E,N2E
NOE=Q
DO 110 I=1,NN
[Az2#}
IALI=lA~]
11=90
TEF(KOD(TA)Y NELE) GO TO 10
II=II+)
NDESNDE+]
10 IF(KDD(IAL1),NE,6) GO TQ 20
TI=TI+] '
NDESNDE+]
20 IF(II.EQ.0) GO TO 110
Ic=0
LEI=D
LDI=0
30 IC=IC+]
IF(I.NE,N1{IC)) GO TOQ 40
LEI=IC
40 IF(I,NEN2{IC)) GO YO 50
iL.DIRIC
50 IF(LET,EG.0.O0R,LDI,EQ,0) GO TO 30
K1=2K0D]1 (1A1)
KIi=IAl
Ke=K0D1(Ia)
KI2=IA
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IF(II.EQ,1) GO TO 60

HH (K] KI1)=HH{K1,KI1)=SENTET(LET)
HH (K], K1) =HH(K1,K1) *SENTET{LDI)
HH (K], K12)=HH(K]1,KT2)+COSTET{LEI)
HH(K1,K2) =HH(K1,K2) =COSTET{LDI)
SENOB=SENTET(LDI)
COSEB=COSTEY(LDI}
SENOAZ=SENTET (LEI)
COSEAz=~COSTET(LED)

NILL1I=NICLDT)

NelRl=sN2(LET)

NIL1IS2aNIL1T=1

NiL2=2xN1L1]

Nt is2eN2L2]l=]

Nejl.e=2eN2{ 2]

CLDI=COMP(LDI)

CLEI=COMP(LET)

CBL=COSER/CLDI

SBL=SENDB/CLDI

CAL=COSEA/CLET

SAL=SENOA/CLETY
HHA(K2,KI1)Y=HH(K2,KI1)=SENOB

HH (K2, K1)SHH(K2,K1)=SENOA
HH(K2,KI12)=HH(K2,KI2)+COSEB
HH(K2,K2)=HH (K2,K2) +COSEA
FSI(KR)EFSI(K2)=(2#ZxCBLY*FSCINILL)=(2*Z«SBL)RFSC(NIL2)+ (2

IeCAL) #
*FSCIN2LI)* (2%Z«SAL)#FSC(N2L2)m (2% Z* (CAL=CBL))I*FSC(KIi}=(2%2
*(S5AL=5

*BL)IAFSC{KI2)

GO TC 100

60 IF{KQD(IA1) NE.B) GO TO B0
HH{K1,KI1)=HH(K1,KI1)=SENTET(LEI)
AH{K]1,K1)=HH(K],K3)+SENTET(LD)
IF(KOD(IA) ,EQ.3) G0 YO 70
HH(K1,KI2)=HH(K$,KI2)Y+COSTET(LEL)
FSI(KYI)=FSI(K1)+COSTET(LOT)»FSC(K2)
GO TO 100
7O HH(K1,KI2)=HH(K1,XKI2)~COSTET(LDI)
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FOI(K1)=FSI(KI)=COSTET(LEI)#FSC(K2)
60 YO 100 '
80 HHA(KZ2,KI2)=HH(K2,K]2)+COSTET(LEI)
HH(K2,K2)=HH(K2,K2)=COSTET(LDI)
IFC(KOD(IAY).EQ,3) 6O TO 90
HH(K2,KTI1)SHHM (K2, KI1)=SENTET(LET)
FRI(K2)=FSI(K2)=SENTET{LDI)*FSC(K1)
GO T0 100
90 HH{K2,KI]1)=HH(K2,KI1)Y+SENTET(L.DI)
FSI(K2)=FSI(K2)+SENTET(LETI)*FSC(K1)
100 IF(NDE.EQ.NDDE) GO TO §20
110 CONTINUE
120 CONTINUE

RETURN

END

SUBROUTINE IMRE1

SUB=ROTINA PARA IMPRESSAD DE RESULTADOS

YOO

DIMENSION HM(2590,250),66(2,2),FSC(500),FSI(400)
DIMENSION KOD(250),K0D1(250)
COMMON/GRUPOS/HM,66,FSC,FS1
COMMON/BLOCOL/NN,NE ,NNE, NEE,NNT,NPY,IM, IP,NODS,NDOE,NTI, NTT
+ND,TJ
COMMON/BLOCOR/KOD KON
Iw=a
ARITECIW,10)
' 10 FORMAT{////7/7,15%, Yexxn RESULTADOS DA ANALISE waxn', //7/,18% ~
¢ Vhdekn
*VALORES NO CONTORNO wwds',// 25X,'VALORES NODAIS'T, 49X, 'VALOD
RES NOS
* PONTOS MEDIOS D08 FLEMENTDS')
WRITE(IW,15)
] 35 FORMAT(///,10%, "DESLOCAMENTOS',19X, 'FORCAS DE SUPERFICIE',!
X:1'TEN
*S0ES SISTEMA LOCAL',11X,'TENSOES PRINCIPALIS®,/)
WRITE(Iw,20)
20 FORMAT(//,1X, "NO/ELEM, ", 3%, 'U(X1)",5%,'Vv(X2)',7X,
* TFS(X1)',3%,'FSE
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Xy FS(X2) Y, 3X,TFSE(X2) T, FX, VT T YTXY Y, T, "TYYT,9%,'T1]
P TX, T2
2V, 2X,"TETARPY, 2)
DO B0 I=1,NN
I11=pn}
Ilizen]le]
KII=KODL(II)
KIT1eKOD1(111)
G0 TO (25,50,50,50,25,%0) KOD(IIl)
25 60 TO (30,40,40,40,30,40) KOD(II)
30 WPIYE(pr35)IstlflllleSI(IIJaFSC[Ill). FSC(II)
* HH(IYL,9) ,HH(IT1,10) ,HH(TI:,31) RH(II,9),HH(TIT,10), ,HH (11,1
1)
35 FORMAY(/,19,2F10,5,2X,F10,2,10%,F10,2,12X%X,3F10,.2,2X,2F10.2,
F7.2)
"7 50 70 80 |
40 WRITE(IW,45)I,FSIC(I11),FSICII),FSC(IIY), FSC{11),F
5C(K1IL) ‘ .
*, HH(IT],9) ,HH(TY1,10) ,HHCETL,11) HHC(IT,9) ,HH(TIT,10) ,HH(II,
1)
as FORMAT(/,I9p2F19.5;aX.FIG.2.zoxpaFIG.EaEXaSFJO.E,EX.afioia,‘
F7,2) '
! GO TO 80
50 G0 YO (55,65,6%,65,55,65%) KAD(I1)
55 WRITE(IW,60)I,FSICII1),FSYI(II),FSC(II1),FSC(KIT1),FSC(II)
# HH{IT1,9) ,HH(TT71,10) ,HH(IT%, 103, HH(IT,9) , HH(TL,10),HK(TI,1
1) _
60 FORMAT(/,19,2F10,5,2X,3F10.2,12X,3F10,2,2X,2F10.2,F7,2}
G0 TO B0
6% WRITE(IW,?70)1,FSI{114),FSI(11),FSC(I11),FSC(KITIL),FSCC(IY),F
SCIKII)
* ,HH(IT11,9),HH{IX1,10) , HH(TII:,11) ,HH(I1,9),BA{TI,10),HH(II,!
1)
70 FORMAT(/,19,2F10,5,2X,48F$0,2,2X,3F10,2,2X,2F10,2,F7,2)
RO CONTINUE
IF(NNI)105,105,85
B5 WRITE(Iw,90) A
90 FORMAT(///,15X,Yweas YALORES ND INTERIQOR wwawl, /)
WRITE(IW,99)
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95 FORMATY(///,1%5X, 'DESLOCAMENTOS NODAIS',16X,'TENSOES SISTEMA
GLOBAL'!
*,26X,'TENSOES PRINCIPAIS',///,8X,'NO',6X,'U(X1)',10X,tV(Xe}
Ye12X,!
*TXLY, 10X, TN, 12X, TTX2 , 12X, T TiL Y, 12X, Y22Y, 10X, ' TETARY,/
)

r3),
*HH(II;&),HH(II"’}|HH(II|3);II=10NNIJ
100 FORMAT(/,110,8F15.9%)
105 CONTINUE

WRITE(IW,100) (II,MH{IT,1),HH{TY,2) HH(TII,3),HH(TI],4),HH(L]

RETURN
END
C
¢ PROGRAMA PRINCIPAL PARA PROBLEMAS DE REGIAQO UNICA
¢
DIMENSION X1(125),X2($25),COMP(125),SENTET(125),C0STET(125)
[
* AA(125),8B(125)
DIMENSION X1E(50),X2E{50),COMPE(59),SENTE(50),C0STE(S0),
* AAE (50} ,BBE (50)
DIMENSION XI1(50),X12(50)
DIMENSION Ni(125),N2(125),NLE(50),N2E(50)
DIMENSION GIC(2,4),HIC(2,4),TB(2,2),DT(3,4),ET(3,4),A(10),W
{103,

* B(2),FBIC(2)

DIMENSION HH[ESO 250),6G6(2,2),F8C(500),FSI(400)
DIMENSION KDD[ESD],K001(25B}
COMMON/GRUPOL/Y,V,2,C1,C2,C3,C4,C5
COMMON/GRUPDE/XI,!2,COMP,SENTET;CDSTET;AA,BB
COMMON/GRUPO3/XI},XI2
COMMON/GRUPQ4/GIC,HIC,T8,DT,ET,A,W,B,FBIC
COMMON/GRUPOS/HH,GH,FSC,FSI
COMMON/GRUPOG/X1I,X21,X1IN1,x2N1, X1N2,X2N2,COMPIC,SET,COT,

* AAIC,BBIC,DJ,RG,PI

COMMON/GRUPODT/X1E, X2E, COMPEpSENTE COBTE,AAE,BRE
COMMON/BLOCO} /NN, NE, NNE,NEE,NNT , NPT, IM, IP NDDS NDDE NTI,NTY

MO, IJ
COMMON/BLOCQ2/K00,K0D1
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IF(I.EQN1IC,OR,ILEQNRIC) 60 TO 590
IF(I.EQ,IME) CALL DETRG
CALL GHICNU
GO TO &0
50 CALL GHICAN
IF(IM,NE,0) GO TO 60
FBIC(1)=0,
FBIC(2)=0,
&0 CONTINUE
DO 70 K=i,2
pog 1o L=1,2
70 65(K,L) =66 (KoL) +HIC (K L) +HIC (K, L+2)
PG 180 JJ=%,2
IHZ2*NiIC=2¢]J
G0 TO (80,90,80,90,80,90) KQOD(IH)
B0 1G=IH
GO 70 1990
90 I6G=K0D1(IH)
100 PO §80 J=1,2
I1Im2a]l=2¢]
IF(NLIC,EG,TI) GO TG-150
GO YO (110,110,120,130,120,120) KOD(IH)
110 FSICII)=FSI(II)+6IC(J,JJ)*FSC(IG)
HH(IT1, IH)FHH(TIT, TH)+HIC(J, Jd)
60 TO 140
120 FSICII)=FSTI{IT)~HIL(J,JII*FSC(IH)
HH(IT,IG)=HH(II,16)=6IC(J,JJ)
80 TO 140
130 FSIC(ITISFSI(ITI)+GIC(J,JJIRFSC(IGI-HIC(J,JII*FSC(IN)
140 CONTINUE
G0 YO 180
150 GO TO (160,160,170,160,170,170) XOU(IH)
160 FSI(IT)=FSI({IT)+GIC(J,JJ)*FSC(IG)
GO TO 180
170 AR(IT,IG)=HH(TI,IG)}=GIC(J,JJ)
180 CONTINGYE
00 270 JJ=3,4
IRz2wNeIC=4+]d
IF(XOD(IH) L EQ,3) GO TO 190



174

COMMON/BLOCO3/NI N2,NI1E,NEE
COMMON/BLOCOG/L,N1IC, N2IC
COMMON/BLOCOS/NS, NI, NTE,NTDS,IPA, IV
CALL LIDA!L
IME=NN/2
DO 10 I=1,NTI
FSI{l)=¢,
DO 10 J=3,NTI

10 MH(I,J)=0,
PI=3,14159265%4
ZzY/7(2,%(1,+V))
Ci=],/(82aPInZa{),"V))
C2=3.Qu.*v
C3='1u!(4*PI*£10'VJ}
cu=1 g—a*v
CSz(7.mB4V) /2
CALL GAUSS
Idz==}
RG=0.
D0 340 I=1,NN
Do 29 K=i1,2
D0 20 L=1,2

20 GG{K,L)=0,
X11=X1(1)
X2I=xz2(1)
DO 285 IC=1,NE
§1IC=NI(IC)
N2IC=sN2(IC)
XINI=X1(NLIC)
X2NimX2(NL1]IC)
X1N2=X1(N2IC)
X2Ne=Xa2 (N2IC)
SEY=SENTET(IC)
COT=CO3TET(1E)
COMPIC=COMP(IC)
IF(IM)40,30,40

30 AAIC=AA(IC)
BBIC=BB (IC)

49 CONTINUE
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IG=IH
G0 TO 200
{90 IG=KODI(IH)
200 CONTINUE
DO 270 J=%,2
IT=2# =2+]
IF(N2IC,EQ,T) GO YO 250
GO TO (210,210,220,230,230,230) KOD(IH)
210 FST(I1)SFSI(II)+GIC(J,JI)*FSC(INH)
HH{II,IH)=HH (1T, IH) ¢HIC(J,JT)
G0 TO 240
220 FSICII)=FSIC(ITI*GIC(I,JII*FSC(IG)~HIC(J,JI)*FSC(IH)
GO T0 249
230 FSI(IT)=FSI(II)~HICCJ,JJI*FSC(IN)
HH(II, IH)=HH(IT,IH)«GIC(J,JJ)
240 CONTINUE
GO TO 2790
250 IF{KOD(IH),6T.3) GO TO 260
FSICITI=FSI(II)+GIC(J,JIY*FSC(IG)
G0 TO 270
260 HH{II,IH)=HH(II,IH)=BIC(J,JJ)
270 CONTINUE
IF(IM)285,280,2588
280 FSI{(2*I~=1)=FSI(2%I=1)+FBIC(L)
FSI(2*])=FS1(2n1)+FBRIC(2)
285 CONTINUE
IF{IM=1)305,290,295
290 CALL FBXII
GO TO 300
295 CALL FpXxIe
300 FSI(2*I=1)=FSI(2nI=3)+FBIC(1)
FSI(2*1)RFSI{2*T)+FBIC(2)
305 CONTINUE
DO 335 K=i,?2
IKz=2nl=2+K
IF(KDD(IK).LE.2) GO TO 32¢
DO 310 L=t,2
ILzeal=2+|
340 FSTICIL)=FSI(IL)*GG(L,K)*FSC(IK}

-
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GO TD 335

320 D0 330 L=1,2
IL=2wIm2e|

330 HH{IL,IK)==GG({L,K)

335 CONTINUE

340 CONTINUE
IF (NDDE ,NE,O) CALL DETEA}
Do 3rs J:lgND
G0 TO (360,360) KOD(J)
N0 350 I=1,NT1

350 HH(I,JIEHH(I,J)=»Z
GO YO 375

360 DO 370 I=1,NTI

370 HH(I,J)=HH({I,J)*RG

375 CONTINUE
IF(NTI=ND)40OO,400,380

380 ND1I=ND+)
DO 390 1s1,NTI
D0 390 J=NDI1,NTI

390 HH{I J)=HH({1,J) 2

400 CONTINUE
CALL SLNPD(HH,F5I,NTI)
oo 430 I=31,ND
GO TO (410,410,420) KOD(I)
AUX=FSI(I)I*Z
FSI(I)=®FSC(I)
FSC(I)=AUX
G0 T0 430

810 FSI(IYRFSI(I)*RG
GO0 TO 430

420 AUX=FST(I)»2
FSI(IY=F5C (I}
KizK001 (1)
FSC(I)Y=FSC(K1)
FSC(K1)=AUX

430 CONTINUE
IFINTI=ND)QH0,460,440

440 DO 490 I=NDI,NTI

850 FSC(I)=FSI(T)}*xZ



460

470

480

490

500
510
5290
530
5490
550
560

570
599
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CONTINUE
IF{NNI)690,090,470
1J=0

00 690 II=1,NNZ
X$I=X11{(11)
X2I=X12(]1)

00 480 JJ=1,8
MH(IY,JJ)=0,

00 650 IC=1,NE
00 490 K=1,3

00 490 L=1,4
DT(K'L)=QI
ET(K,L)=0,
N1TC=N1(IC)
N2IC=N2(I6)
XINI=ZX1(NTIC)
XeMN1=X2(N1IC)
XiN2=X1(N2IC)
X2N2=X2(N21C)
SET=SENTET{IC)
COT=COSTET(IC)
COMPIC=COMP{I1C)
CALL GHICNU

0o 620 10=1,3
Do 620 IT=1,4
G0 70 (500,510,550,560) IY
IH=2#*N]1IC=]

G0 TQ 520
IH=2*N]11IC

GG TO (830,540,540,%540,530,540) KAOD(IM)
IG=IH

60 T 5990
IG=KQD1(IN)

GG TO 390
IH=2xN2IC~=)

GO TO 570
IH=2+N2IC

I1G6=1IH

CONTINUE



600
610
&20

630

&40
850

655

6860
665

670
680

1.,3%))

I,5))

681

682
683
690
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IF(IN=3)600,610,610
MH(II,ID)SHH(IL,IDY=HICCID,ITINFSI(IH)+GIC(ID,IT)#F5C(IG)
HH(II,ID42)SHH(IT, ID¢2)=ET(TD,ITIAFSI(IHI*DT(ID,ITI*FSC(16)
CONTINUE

IF(IM}650,030,650

IL=0

DO 640 K=1,2

HH(ITI,K)SHH{II,K)+FBIC(K)

D0 K40 J=K,2

IL=IL+]

HH(TT, IL+2)SHH(IT,IL*2)*TR(K,J)

CONTINUE

IF(IM=1)680,6%55,660

GALL FBXI!

GO TO 665

CALL FBXI2

IL=0

DO 670 K=1,2

HM{I1,K)=HH(II,K)*FBIC(K)

DO aTo J=K,3 .

IL=1L+}

HH{TII,IL*2)SHH(IT,IL+2)*TB({K,J)

CONTINUE
HHE{I1,6)=(HACIT,3)¢HH(II,5))/72¢(HH{IT,4)rn2+((HH(TIT,3)~HH({I
/2
Ay ung)eaf) 5

HECIT, TI2(HHA(IT, 3)+HHCIT,5)) /2~ (HR (T, 4) ve2+ ((HH(II,3)~HH(I
/2
k) eR2) A% 5

IFCABS( HH(II,S)=HH(II,3)),LE.1.E=B) GO T0 681
HM(IT,B)=ATANC2*HH(II,4)/(HH(TIX,S)=HH(IT,3)))/2,

GO TD 690

IF(HH(IT,4).GT,0) 60 TO 682

MH(11,8)=P1/4,

G0 TD 683

HH(II,8)==P1/4,

CONTINUE

CONTINUE

DO 720 1C=1,NE
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N1IC=aNL(IC)
N2ICaNS(IC)
Ii=a~1C~1
I=2+1C
JIF1=2aN2 L=
IF=s2»h2IC
ITI1=22oaN1IC=}
IT=2*NLIC
FSCIIt=FSC(TIL)
IF{KOD1(I11),EQ,0) GO TO 700
KODTII1=KOD1(II1)
FSCIIi=F3C(XKODII1)
700 FSCII=FSC(II)
IF{KODI(1I),.ER,0) GO TQ 710
KOD1II=KODI(II)
FSCII=FSC(KODLIII)
710 CONTINUE
FSCI1=(FSCIIL1#FSC(IF1})/2
FSCIS(FSCII+FSLC(IF))/2
HH(TIL,10)=FSCTLI*COSTET(IC)+FSCI*#SENTET(IC)
HH(I1,11)==FSCIIwSENTET(IC)+FSCI*COSTET(IC)
HHCTL,9)5 (17 C amV)IN{VeHH{T],11)+2¢Zn(((FSI(II1)»FSI(IFL))
/COMP (1
*CY)*COSTET(ICI+{(FSI(IIX=FSI(CIF))/COMP(IC))*SENTYET(IC)))
HH(I,9)=(HHACIL,9)+HR(TL,11)) /2+SQRT(HH(TIL1,10) =w2+((HH(I1,9)
=HH (]!,
®11})/2)%x2)
HH (I, 10)3(HR(IL,9)*HH(I1,14))/2=SQRT(HH(IL,10) #w2+((HM(L},9
JeHH (I}
*,11))/2)%#x2)
IF(ABS{HH(T1,11)=HH(I1,9)),LE.j.E=bd) GO TO 711
HE{I, L1)SATANCHH(IL, 10) /¢ (HH(T ,11)=HH(T1,9))/72,))/72,
GO TQ 7129
711 IF(WH{I1,10),67,0) GQ TO 712
HH(I,11)=P1/4,
GO YO 120
712 HH{I,11)==P1/4&,
720 CONTINUE
CALL IMREY

1000 sTOP
ERD



