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RESUMO 

A partir do teorema da reciprocidade de Betti ou da 

do método dos resíduos ponderados e, adotando-se a 

damental de Kelvin, obtém-se a equação integral de 

aplicação 

solução fun­

contorno, a 

qual é discretizada, para implementação numérico-computacional, 

utilizando-se elementos isoparamétricos lineares. 

Aplicando-se a equaçao integral discretizada nos pontos nodais 

do contorno, obtém-se um sistema de equações lineares cujas in­

cógnitas sao deslocamentos e/ou forças de superfície do contor­

no. 

Considera-se a problemática da descontinuidade do campo de for­

ças de superfície, introduzindo-se equações adicionais obtidas 

das propriedades dos invariantes elásticos para os casos de oon 

tos angulosos com aoenas deslocamentos prescritos. 

Para forças de massa provenientes de um campo gravitacional fi­

xo, utiliza-se duas formulações para transformação das integrais 

de domínio em integrais de superfície. 

Desenvolve-se uma formulação que p:,de considerar o domínio dividido 

em sub-regiões alinhadas. 

Efetua-se algumas aplicações para obtenção de resultados numéri 

cose avaliação da performance da formulação desenvolvida. 
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ABSTRACT 

Starting from Betti's reciprocity theorem or from theapplication 

of the weighted residual metnod and using Kelvin's fundamental 

solution, a boundary integral equation is obtained, which is 

discretized, for computational implementation, using isoparametric 

linear elements. 

Applying the discretized integral equation at the boundary nodal 

points, a system of linear equations is obtained, havingboundary 

displacements and/or tractions as unKnowns. 

The traction discontinuity problem is considered by introducing 

addicional equations ootained from the elastic invariant 

properties, for tne cases of corner points with prescribed 

displacements only. 

For body forces arising from a fixed gravitational field, two 

formulations are utilized for transforming the domain integrals 

into boundary integrals. 

A formulation which can considera domain divided into aligned 

sub-regions is derived. 

Some applications are performed in arder to obtain numerical 

results and to evaluate the performance of the formulation 

developed. 
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CAPITULO I - INTRODUÇAO 

I.l - CONSIDERAÇÕES INICIAIS 

Resumo Histôrico do Mêtodo 

Projetistas e engenheiros encontram-se, freqtlentemente, frente 

a análises de uma ampla variedade de problemas que podem serre 

presentados por um grupo de equações diferenciais, vara os quais 

não são encontradas soluções analíticas na literatura existen 

te , excetuando-se para alguns casos muito simples. 

Com o advento dos computadores com grande capacidade de opera­

ção e memória, tem ocorrido um grande desenvolvimento nos méto-

dos que empregam procedimentos 

do dos Elementos Finitos (MEF) 

~ . 
numericos. Entre estes, o Méto-

e o que se encontra num estágio 

mais avançado, podendo ser utilizado na solução dos mais varia­

dos problemas de engenharia. O Método dos Elementos de Contor­

no (MEC) ou Método das Equações Integrais de Contorno, cujo de­

senvolvimento tem sido acelerado ao longo dos Últimos dez anos, 

apresenta-se como uma interessante alternativa que pode aprese~ 

tar vantagens em sua aplicação para alguns tipos de problemas 

até mesmo em relação ao poderoso Método dos Elementos Finitos. 

As equações que governam o problema do comportamento do corpo em 

estudo são obtidas, em geral, pela aplicação de algum princípio 

energético ou variacional. Na formulação pelo MEF utiliza-se,g~ 

ralmente, o método dos resíduos ponderados, sendo a solução obti 

da através da discretização do corpo em análise através de ele­

mentos e utilizando-se para cada elemento, aproximações na forma 

de polinômios relacionadas aos parãmetros nodais. O MEC aprese~ 

ta como principal característica o fato de utilizar uma solução 

fundamental dada por um campo singular, solução exata das equa­

ções diferenciais no domínio do corpo, resultando uma equação i~ 

tegral apenas sobre o contorno, reduzindo o problema em uma di­

mensao. O sistema de equações é obtido discretizando-se o con­

torno em elementos e aplicando-se o método da colocação sobre de­

terminados pontos em cada elemento. 
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Assim, além de uma maior simDlicidade na discretização do cor.Do, 

0 sistema de equações resultante e menor que o obtido pelo MEF; 

entretanto, a matriz final, além de ser totalmente ocupada, não 

se apresenta de forma simétrica. As comoonentes do campo singu­

lar .DOdem ser escalares, tal como nos problemas de ootencial ou 

torção, ou tensoriais, como em problemas de elasticidade. 

Historicamente, as equações integrais sao baseadas em formula 

ções matemáticas efetuadas em datas anteriores a 1900, ver [21] 

e ~ 2] • Entretanto, somente a partir dos Últimos vinte anos, 

com a possibilidade de implementação numérica com uso de compu­

tadores, o método voltou a despertar o interesse de pesquisado­

res em todo o mundo. 

Jaswon e Ponter [i_s] e Symm [i.6] utilizaram em 1963 o MEC para 

resolver problemas de potencial em duas dimensões governados p~ 

la equação de Laplace. Nestes trabalhos o contorno foi repre­

sentado por segmentos retilíneos e sobre cada elemento a função 

incógnita foi considerada constante, sendo a equação integral 

gerada no centro de cada segmento. A primeira formulação nara 

elasticidade foi efetuada por Rizzo [11] em 1967, utilizando um 

esquema similar, excetuando-se as integrações que foram efetua­

das de forma numérica. Crus e [s] foi o orimeiro a trabalhar 

com elasticidade tridimensional, sendo o contorno renresentado 

por triângulos planos, nos quais os deslocamentos e forças de 

superfície foram considerados constantes. Em 1972, Ricardella 

[s] apresentou uma formulação para elasticidade olana com vari 

açoes lineares para os deslocamentos e forças de superfície, e~ 

quema adotado por Cruse [1ij, em 1974, para elasticidade tridi­

mensional. Em 1975, Lachat [s] apresentou uma formulação para 

elasticidade bi e tridimensional utilizando-se de elementos cur 

vos de segunda ordem, com opções de variação linear, quadrática 

e cúbica para os deslocamentos e forças de superfície. 

Uma das principais dificuldades existentes para o desenvolvimen-

to de uma formulação para a elasticidade,utilizando-se o MEC, 

consiste na avaliação da descontinuidade do campo de forças de 

superfície, o que tem sido responsável por resultados deficien-

tes obtidos por alguns pesquisadores. Chaudonneret [1~ , em 



3 

1978, propôs uma solução para o maior problema relativo a des­

continuidade do campo incógnito de forças de superfície, para 

problemas de elasticidade linear. 

Para avaliação dos efeitos de forças de volume a formulação bá­

sica requer a discretização do domínio e integraçôes sobre o 

mesmo, o que a torna ineficiente. Rizzo e Shippy [23], Stippes 

e Rizzo [?4], e Danson U4], apresentaram trabalhos sobre a 

transformação das integrais de domínio em integrais de contorno, 

para avaliação das forças de domínio. 

que 

27] , e 

Brasil 

Mui tos outros problemas tem sido estudados pelo MEC, sendo 

atua1mente existem alguns livres escritos [3, 6 , 25 , 26 , 

realizam-se congressos específicos sobre o método. No 

0 primeiro trabalho apresentado foi em 1978, ver [21f] seguin-

do-se [tf] , ~ 9] e Q o] , entre outros. 

Objetivos do trabalho 

O presente trabalho tem por objetivo o desenvolvimento teórico 

e computacional de uma formulação para o Método dos Elementos de 

Contorno (MEC), para aplicaçôes em prob1emas de e1asticidade bi 

dimensional. 

No próximo item descreve-se um resumo da Teoria da Elasticidade 

Linear. No capÍtu1o II apresenta-se o desenvolvimento básico 

do método, sendo a equação integral de contorno obtida através 

do teorema da reciprocidade de Betti, bem como utilizando-se o 

método dos resíduos ponderados ap1icado às equaçôes básicas de 

equilíbrio da elasticidade. 

A so1ução fundamental_ utilizada é a de Ke1vin, correspondendo 

aos campos de des1ocamentos e forças de superfície gerados ne1a 

ap1icação de uma carga concentrada de va1or unitário em um meio 

infinito. Os deslocamentos de pontos internos são determinados 
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utilizando··se a identidade de Somigliana, sendo as deformações 

e tensões obtidas através das relações deslocamentos-deformações 

e relações constitutivas da elasticidade linear, aplicadas a e2 

ta identidade. 

Para a implementação numérica-computacional o contorno é discre 

tizado em elementos, os quais são definidos através de nos geo­

métricos, sendo os campos reais (aproximados) de deslocamentos 

e forças de superfície definidos através de seus valores em de­

terminados pontos dos elementos (nós funcionais) e funções de 

interpolação adequadas. O sistema de equações algébricas éobti 

do aplicando-se as equações discretizadas sobre cada nó funcig 

nal. Efetuam-se vários comentários e sugestões sobre os modelos 

que podem ser utilizados, bem como em relação aos procedimentos 

para avaliação dos coeficientes fornecidos pelas integrações sg 

bre os elementos. 

Por Último, estudam-se as características do elemento isoparamé­

trico linear, utilizado nos programas computacionais desenvolvi 

dos. Assim, determinam-se as expressões para integração numéri­

ca sobre o elemento e_ apresentam-se os algoritmos para montagem 

do sistema de equaçoes. Tensões nos pontos internos dos elgmentos são deter 

minados pelas condições de equilíbrio e empregando-se a lei de Hooke às de 

fonnações obtidas pela derivação dos deslocamentos nodais conhecidos. 

No capítulo III estudam-se alguns tópicos de grande importância 

para a aplicação do método. Assim, desenvolve-se uma formula­

ção que considera o domínio dividido em sub-regiões, através de 

fronteiras internas ou interfaces, de forma que seja oossível 

trabalhar com problemas que envolvam materiais de característi­

cas distintas. A possibilidade de se considerar o domínio sub­
dividido pode ser utilizada em problemas de um Único material, 

visando uma redução no trabalho computacional a ser dispendido 

na solução do sistema (pois a matriz resultante apresenta caraç 

terísticas de banda), bem como no cálculo dos valoresdointerior. 

Para a parte relativa ao problema da descontinuidade do campo 

real das forças de superfície, utiliza-se uma formulação que 

considera todos os possíveis modos de prescrições de parâmetros 
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no contorno, inclusive para o caso em que se tenha apenas desl~ 

camentos prescritos em nós sobre pontos angulosos, cuja solução 

é fundamental para possibilitar a utilização de interfaces nao 

retilíneas. Por outro lado, não consideram-se os casos de pres-

crição de contorno mistas para elementos inclinados em relação 

ao eixo do sistema global de referência, que podem ser solucio­

nados conforme [31] . 

Para o caso de forças de massa provocadas por um campo gravita-

cional constante, importante Dara consideração do peso - . proprio 

nas aplicações práticas, desenvolve-se uma formulação que consi 

dera o efeito destas forças utilizando-se de integrações no co~ 

torno, através da transformação das integrações sobre o domínio 

por procedimento semi-analÍ tico [2] . Apresenta-se também uma 

formulação de maior amplitude para transformação das integrais 

de domínio em integrais sobre o contorno, através da utilização 

do tensor de Galerkin aplicado ao teorema de Gauss, conforme Dan 

son Ll4c..; . 

Desenvolveram-se, basicamente, dois programas computacionais que 

podem ser facilmente acoplados, escritos em Fortran IV e utili­

zando o computador B-6700 do NCE/UFRJ, para implementação do mé 

todo e obtenção de valores numéricos. O primeiro resolve pro-

blemas de região Única e o segundo problemas tratados por sub-re 

giões em fila. 

No programa desenvolvido para o caso de domínio constituído de 

uma Única região, apresentado no Apêndice B, utiliza-se um Úni­

co nó funcional sobre cada nó geométrico Dara definição e deter 

minação dos parâmetros nodais dos camDos reais no contorno. A 

avaliação do efeito das forças de massa vode ser feita através 

de integrações no contorno, utilizando-se a discretização ini­

cial e a formulação semi-analÍtica,ou adotando-se uma discreti 

zação especial do contorno e utilizando-se um dos seguintes pr~ 

cedimentos: o semi-analítico ou através do tensor de Galerkin. 

A utilização de uma discretização especial visa uma redução no 

tempo computacional na montagem das equações e na determinação 

de valores no interior, especialmente para os casos em que adi~ 
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cretização inicial seJa muito refinada, como se faz necessário 

em problemas com concentrações de tensões. Entretanto, uma vez 

que o programa encontra-se numa versão acadêmica, com reduzido 

grau de otimização, não foi possível uma avaliação em termos de 

gastos computacionais. 

No programa desenvolvido para trabalhar-se com o domínio di-

vidido em sub-regiões, considera-se a possibilidade de ocorrência 

de nós de contorno externo com apenas deslocamentos prescritos 

sobre pontos angulosos, bem como da utilização de interfaces com 

pontos angulosos. Entretanto,utilizam-se nestes casos dois nos 

funcionais sobre o ponto, pois limita-se aos casos em que ades 

continuidade ocorra em ambas as direções coordenadas. A consi-

deração das forças de massa é feita utilizando-se a discretização inicialdo 

contorno e a formulação semi-analÍ tica. Os valores de pontos internos sao 

obtidos através de integrações no contorno de cada sub-região. Es­

te programa não é apresentado, pois encontra-se numa versão pr~ 

liminar, não sendo utilizados algoritmos adequados de armazena­

mento e solução do sistema de equaçoes, que considerem a caracte 

rística de banda apresentada pela matriz dos coeficientes, o 

que impossibilitou uma justa análise em relação aos gastos com­

putacionais. 

No capítulo IV apresentam-se os resultados de exemplos numéricos, 

para averiguação da performance da formulação desenvolvida oara 

o método, incluindo a utilização de subregiões, e o efeito de 

forças de massa gravitacionais obtido por integrações no contorno. 

Finalmente, no capítulo V apresentam-se algumas conclusões em 

função dos resultados obtidos no capítulo anterior e várias su­

gestões para desenvolvimentos futuros. 
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I.2 - TEORIA BASICA DA ELASTICIDADE LINEAR 

Introdução 

Um corpo elástico submetido a um sistema genérico de cargas, fo~ 

mado por forças de superfície (tem St) e forças de volume (q em 

íl), entra em estado de equilíbrio deformado compatível com os des 

locamentos prescritos (w em S ). 
- U) 

""""'1. r,,,,,1111 
s 

[!) 

w 

FIGURA I.l - Corpo elãstico submetido a um sistema generico de forças. 

Assim, pode-se distinguir as seguintes regiões no corpo: 

i) interior ou domínio (íl), onde atuam as forças de volume 

ii) superfície ou contorno (S = Sw + s t)' sendo st a Darte 

contorno onde - aDlicadas forças externas l sao as e 
.. 

parte onde sao prescritos os deslocamentos w. 

Uma análise linear do corpo, requer: 

b· .• 

do 

s 
U) 

a 

i) que o corpo possua uma disDosição geométrica adequada, onde a 

configuração de equilíbrio possa ser estudada desprezando-se as 

rotações e trabalhe em regime de pequenas deformações, poden­

do as equaçoes de equilíbrio serem referidas à posição indefor 

mada; 

ii) o material constituinte tenha comportamento elástico linear, 

isto é, vale a lei de Hooke generalizada. 

No caso mais geral de resolução de problemas elásticos -sao ava-

lizadas 21 incógnitas, funções de x 7, x 2 e x
3

, dadas por: 
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i) as três componentes de deslocamentos: 

w. 
.{, ' .{, 

1 , 3; 

ii) as nove componentes do tensor de deformações: 

E, . 
.{,j 

, A..,j 1 , 3; 

iii) as nove componentes do tensor de tensões: 

a .. 
.{,j 

.{.,j = 1, 3. 

Equações Bãsicas da Teoria da Elasticidade 

As condições de equilíbrio estático fornecem as seguintes equações: 

a a . . 
.{, j_ + b. = o .{,' j = 1 ' 3 ; ( I. 1) 

a X. .{, 

j 

a .. a .. .{,' .{,j j,i, 
j = 1 ' 3 ( I. 2) 

x3 d.X2 

FIG!JqA I.2 - Variação de tensões em um elemento elãstico infinitesimal (re­
presentadas apenas as tensões nas facetas normais ao eixo x1 
e as forças de massa). 
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1 
CJ 21 + 

CJ 1 Z + 

x, 

Xz 
a (J? 7 
--- dX 
ax 2 

2 

FIGURA J.3 - Projeção das tensões tangenciais que atuam nas facetas narale­
las ao eixo x

3
. 

As equaçoes correspondentes às relações deslocamentos-deformações 

específicas, são dadas por: 

E •• 
{.j 

1 aw. 
[-.-i. + 

2 ax . 
j 

aw. 
_i_J 
ax . 

{. 

1 , 3 • e r. 3 i 

Para material elãstico isotrôpico as equaçoes constitutivas cor 

respondentes às relações tensões- deformações têm a forma: 

(J • • 
,tj 

.i.,j,k 1 , 3 e r. 4 J 

sendo: 
{ 7 palr.a ,<. 

O palr.a ,<. I J , 

j 

-e o delta de Kronecker; 

e r. s J 

µ e À as constantes de Lamé, valendo: 

µ G 
E 

e r. s J 
2 ( /+V) 

À 
E V e r. 7 J 

(7+v)(7-2v) 



sendo: 

lo 

E o módulo de Young (elasticidade); 

v o coeficiente de Poisson. 

As relações inversas valem: 

E •• 
,!,j 

a . . 
--'.!:.i 
2µ 

o .. 
,(,j 

O Problema Geral da Teoria da Elasticidade 

e r. s l 

O problema geral da teoria da elasticidade consiste em se resol 

ver as equações de equilíbrio no interior do corpo, dadas por 

(I.l), determinando o campo de deslocamentos 

campo de tensões acoplado a . . [ w J [ {, j = 1, 
,(,j 

as condições impostas no contorno, dadas por: 

i) equilíbrio das forças em St 

t. = a .. [w] n. 
,(, ,(, j j 

w . [ ,{, 
,(, 

3) ' 

1 , 3 

1, 3) e o 

satisfazendo 

( I. 9 ) 

sendo: n. o cosseno diretor da normal a superfície em relação 
j 

• 

x, 

a X •• 
j 

FIGU~A 1.4 - Superf1cie com forças prescritas em equilibrio. 
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ii) compatibilidade de deslocamentos em Sw 

-w. = w . 
.(. .(. 

-<.=1,3. (I.10) 

Elasticidade Plana 

São dois os tipos de problemas que podem ser tratados por uma 

mesma formulação bidimensional 

a) Estado Plano de Tensões 

Ao analisar uma lâmina, como mostrado na Figura (I.5), pode-se 

considerar um estado plano de tensões, desde que as seguintes 

condições sejam satisfeitas: 

i) a espessura e da chapa seja reduzida em relação as 

duas dimensões princioais; 

outras 

ii) as forças de massa sejam independentes da coordenada x3 , b= 
= n

6 
(X

7
, x

2
), sendo nula sua componente nesta direção, 63= O; 

iii) as faces perpendiculares ao eixo x3 
-nao possuam cargas, 

t 1 - t 2 = t 3 = O em X 3 = ~ e/ 2; 

iv) as forças de superfície atuem somente nas faces paralelas 

ao eixo x3 , faces cilíndricas, sendo independentesda coord~ 

nada x
3 

e possuam componentes nulas nesta direção, t 3 = O e 

t = nt(X 7, X2 J. 

Assim, o corpo entra em equilíbrio devido a um sistema de for 

ças que atua paralelamente ao plano m~dio e ao longo de toda sua 

espessura. Como não se admitem forças atuando nas faces exter­

nas perpendiculares a x
3

, nem segundo esta direção, pode-se con 

siderar o
3 

= O, e o mesmo para a 13 e 0 23 • Desta forma, as fun 

ções com importância significativa, que por sua vez variam uni 

camente em relação a x1 e x
2

, sao dadas por: 
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e cr ( I.11) 

------ ---------~ 

/ , 
'/ 

' 1 

e/2 

e/2 

FIGURA I.5 - Chapa em estado plano de tensões. 

Intmduzindo--se estas simplificações, as relações constitutivas P2. 

dem ser escritas na forma: 

(J 

sendo: 

E 
:-z 
] - V 

V 

b) Estado Plano de Deformações 

(I.12) 

(I.13) 

Em certos DrDble,=s em que se analizem corpos prismáticos de grande 

comprimento um estado plano de deformações pode ser assumido 

se as cargas atuantes são consideradas constantes para todas as 

seções transversais, sendo nulas as componentes na direção lon­

gitudinal. Assim, os deslocamentos w nesta direção são impedi­

dos, resultando apenas deslocamentos no plano da seção transve~ 

sal, que independem da coordenada no sentido do comprimento. 

Desta forma, as únicas funções com valores significativo sao as mes­

mas do caso anterior, sendo a matriz [E] das relações consti tu 
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tivas no plano das deformações, dadas por: 

[E] = 
E[l-v) 

(l+v)(l-2v) Sim. 

V 

1-v 
1 

o 

o 
1-Zv 

2(7-v) 

(I.14) 

As chapas e vigas compactas sao exemplos usuais de estado plano 

de tensões; as barragens e túneis são estudados, basicamente, como 

problemas de estado plano de deformações. Muitos outros problemas práti­

cos podem ser analisados, simplificadamente, considerando-se um 

estado plano, tais como vigas, ~árticos, consolos, ganchos, en­

grenagens, etc. 

Observa-se que as relações constitutivas sao diferentes caso se 

trate de problemas de estado plano de tensões ou deformações,e~ 

tretanto, se na expressão cr =E, do caso de estado plano de d~ 

formações for utilizado Ê = E(7+2v)/(J+v)
2 e v = v/(l+v) recai-se 

na expressão válida para o estado plano de tensões. 
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CAPITULO II - DESENVOLVIMENTO B~SICO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS 
DE CONTORNO PARA ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL 

11.l - Obtençio das Equações Integrais de Contorno 

Formulaçio Bãsica para Regiio Homogênea e Isotrõpica 

-A equaçao integral que traduz o problema do comportamento de 

um corpo em equilíbrio submetido a um sistema genérico de for 

ças pode ser obtido por diversas formulações, ver [ 3, 11,33]. 

Utilizando-se inicialmente o procedimento mais fácil de ser 

visualizado fisicamente, ou seja, o Te9rema da Reciprocidade 

1 Betti 1, válido para corpos elásticos de comportamento linear, 

que pode ser enunciado como: "Se existem dois estados de equi-

lÍbrio elásticos (~, !, w) (~* • .t*, !*l, sendo~ as forças 

no domínio,! as forças de superfície (tractions) e w o res­

pectivo campo de deslocamentos, atuando em um corpo de campo~ 

tamento linear, constituído de uma regiao com domínio íl con­

tornada pela superfície S, pode-se então afirmar que o traba­

lho efetuado pelas forças do primeiro sistema, para o campo 

de deslocamento gerado no sistema(*), é igual ao trabalho de 

senvolvido pelas forças do sistema(*) no campo de deslocamen 

tos do primeiro sistema"; pode-se escrever: 

. r ! !;, dh + J b w,·, d íl . 

} s íl 

CII.ll 

Considerando-se agora, o primeiro sistema em equilíbrio elás­

tico, como os deslocamentos ( w j), as forças de superfície 1,\1 

e as forças de domínio lb .) do oroblema a ser resolvido; e o 
j " 

sistema(*) correspondendo ao campo de deslocamentos luj) e 

forças de superfície I t~) gerados por cargas virtuais, 
j 

centradas e de valores unitários atuando em um ponto do corpo, 

con 

pode se reescrever (II.l) na forma indicial, como: 

JS .tjlx,tf) wj(tf) db(tf) + t ll(x-z) o .. w ,(z) e. díl I z 1 
-<-j j .{_ 

( .,. 
1 

.. u. 
J íl j 

(x,z) bj(z) díl(z) ( II. 2) 
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Kelvin 
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t 1'.lx,z) 
j 

e u*ix,z) sao as soluções fundamentais 
j • ~ . 

para as equações de equilibrio dadas por: 

aa .. [w] 
-Lj 

a X. 
j 

+ lllxl e . = o, 
,(, 

sendo: e. = 1 
,(, 

de 

C II. 3) 

Considerando-se o efeito de cada carga isoladamente, resultam 
~~ 

ll • = 
j 

LJ •• e. e t'''. = 
,(, j ,(, j 

T .. 
-Lj e . ' ,(, 

e a partir de (II.2) pode-se escre-

ver: 

! T . . (x,y) w.ly) 
-Lj j 

s 
d61yl + j Llix-z) cS •• w.(z] dnlz) 

-Lj j 

íl 

=) LJ • . (x,y) t.ly) d61y) + j U . . (x,z) bj.(z) díllz) 
-Lj j -Lj 

s íl 

C II. 4) 

Logo, T .. (x,y) e LJ. (x,y) representam, respectivamente, os 
,(, j ,(, j 

campos de forças de superfície e deslocamentos que surgem no 

ponto y, na direção J, devido a atuação de uma carga unitária 

e concentrada no ponto x:, na direção .i.., considerando o corpo 

infinito. A carga virtual é representada nas equações de equi­

líbrio nela função della de Dirac (ll~ 

Equações Integrais para Pontos do Interior 

Quando o ponto x: pertence ao interior, a integral no domínio 

do produto do campo de forças virtuais (força unitária e con­

centrada) pelo campo de deslocamentos reais fornece o desloca 

menta no ponto, na direção da carga aplicada. 

Este efeito é representado pelo segundo membro à esquerda na 

equação (II.2), que fornece a seguinte relação: 

/ 

,,(x:-z) cS •• w.(z) díl 
-Lj j 

íl 

sendo: 

aw.(x:), 
,(, 

(II.5) 
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pa!r.a x e.m íl 
pa!r.a X no!r.a de. Q. 

Assim, para x (origem dos campos virtuais) pertencente ao do-
~ . 

minio, tem-se: 

w. (xJ 
,{, J 

u .. (x,y) ,t.{yJ dóiyl -1 r T .. (x,y) w.ly) dó(y) + 
,<,j j ,<,j j 

s ) s 

+J u .. (x,y) b.(z) díl(z). 
,<,j j 

íl 

( II. 5) 

que e a conhecida identidade de Somigliana. 

Deve-se observar que a funçâo U .. da integral sobre o domfnio 
,{,j 

íl é um campo fixo de deslocamentos com origem em x, devido à 
carga concentrada na direçâo i, sendo possfvel desta forma, 

em alguns casos simples, a transferência desta integral para 

o contorno através de um procedimento anal{ tico, como demonstra­

se no capitulo 3. 

Equações Integrais para Pontos do Contorno 

Quando x e ponto do contorno, a equaçao (II. 2) assume a forma: 

J 
T. .(x,y) w.(y) dó(y) 

,<,j j 
s 

+ J U . . (x,z) b .(z) díl(z). 
,{,j j 

íl 

= J u.[11x,y) ,tj(tf) dó(y) + 

s 

(II.7) 

Para uma avaliaçâo consistente do valor da integral dada por 

/ 5 T . . (x, lj) w.(y) d~ly), devido a singularidade existente na 
,<,j j 

função T .. quando x tende para y (xy +O), utiliza-se um a~ 
,{,j 

tif{cio que consiste em se dividir o contorno em duas parce-

las S - S e S , que serâo avaliadas separadamente. 
E E 
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O contorno S consiste de um círculo (caso bidimensional) de 
E 

raio e Is+ O) que envolve o ponto x (Figura II.l) . 

.s 
E 

S-S 
E 

x, 

FIGURA II. 1 - Divisão do Contorno nas Superficies 

ra Avaliação das Singularidades nas 
ra Pontos do Contorno. 

Assim, a equaçao (II.6) assume a forma: 

( 

J s-.s + s 
E E 

{L .(x,y) w.(y)- U. lx,y).t.(y)} dóly) 
.{.j j .{.j j 

r 
= J U . . (x,z) b .(z) díl(z). 

.{.j j 
íl 

S e S-S pa 
E E -

Equações p~ 

( II. 8) 

Avaliando-se separadamente as integrais em S - S e S , para c+O, 
E E 

obtém-se: 

r 
Li.m 
c+O 

J 

r .. (x,yJ 
.{.j 

s 
E 

w. ( y) d;., ly) 
j 

= .f.,i,m 
s+O 

r .. (x,yJl-w.(yl 
.{.j L j - W j ( X J d;., ( y ) 

+ .f.,i_m { W . ( X ) T .. (X, y) d;., ( y) } 
.{.j c+O J 

(II. 9) 
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Pela condição 

ta da equação 

pode-se fazer: 

de continuidade de w., o primeiro termo à direi 
j 

C II. 9) vale zero; ver [2'?]. No segundo membro 

e .. ( xi 
-<.j 

resultando: 

.U.m 
c+O 

e .. [xi w.(xl 
-<.j j 

T . . 1 x , y I d.ó ( y I 
-<.j 

u .. 1 x, y 1 :t.j. ( y I d.ó ( y 1 + 
-<.j 

-j - T .. 1 x, y I w . 1 y) d.ó I y) + s-s -<.j j 
E 

+ j U .. 1 x, z I b . 1 z I díl ( z 1 . 
.(. j j 

íl 

( II.10) 

(II.11) 

Na equaçao (II.11), as integrais no contorno aoesar de existi­

rem e poderem ser avaliadas, aoresentam singularidades quando 

o ponto y tende para o ponto x. A integral envolvendo a fun-

çao 

ada 

U •. apresenta singularidade logarítmica, 
-<.j 

no sentido comum de integral imprópria. 

podendo ser avali 

A integral envol-

vendo o tensor T . . , que contém a função 7 / Jt , apresenta uma sm 
-<.j 

gularidade de ordem mais elevada, necessitando ser avaliada no 

sentido do valor principal, entretanto, após a discretização do 

contorno, os valores desta integral juntamente com os valores 

dos coeficientes C .. , podem ser determinados pela consideração 
-<.j 

de movimentos de corpo rígido, conforme demonstra-se no item 

II. 2. 

No caso de contorno suave onde o olano tangente ao ponto x e con 

tínuo (ver Apêndice A), obtém-se: 

e .. 
-<.j 

o .. / z 
-<.j 

(II.12) 
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Considerando-se o ponto x tendendo para o contorno por dentro 

do domínio (ver Figura II.2), tem-se: 

e .. 
,<,j 

e' .. 
,!,j l

r c;,J = 

e, = 
,<,j 

ó .. +C' .. 
,<,j ,<,j (II.13) 

-6 .. + e .. , 
,<,j ,<,j 

pois sendo T;,j{x, y) o campo gerado em y para uma carga con­

centrada atuando em x, ao integrar-se T . . ao longo de um cír­
,<,J 

culo fechado em x com o raio tendendo a zero, obtém-se 6 .. e 
,!,j 

para obter-se C'.. integra-se numa região em excesso, onde na 
,!,j 

realidade o campo virtual não realiza trabalho. Como os sen-

tidos de integração para obtenção de C-<.j e ClJ são contrários, 

pode-se obter C .. somando algebricamente C'.. com 6 . .• 
,<,j - ,!,j ,<,j 

e .. 
,<,j 

e'· . I ,<,j 
1 • 
\ )( , 
, ...... - /.1,6 • i ! 

"\ 
,6 • ,(,. 

FIGURA II.2 - Esquemas para Determinação dos Coeficientes dos 
Termos Independentes dos Deslocamentos. 

Na figura (II.2), -6.-<.. é o sentido de integração adotado. As­

sim, percorre-se o contorno com o domínio situado à esquerda. 

A integral de U . . (x, y) ~.{y) d<1{y) pode ser dividida em 
,(, j j 

duas parcelas, mas não introduz novos termos, pois obtém - se 

sempre lim f u.
1
.{x, y) d<1{y) = O (ver Apêndice A). 

S 
,(, 

E-+O 
E 
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Formulação Alternativa 

O problema básico ao analisar-se o comportamento de um sólido sub­

metido a um sistema de forças e deslocamentos prescritos, co~ 

siste em determinar-se o campo real (aproximado) de deslocamen 

tos w. e o respectivo campo de tensões a .. quando o corpo en-
~ ~j 

traem estado de equilíbrio deformado. 

Assim, o tensor de tensões existente num ponto do interior do 

corpo deve satisfazer as equações de equilíbrio dadas por 

(I.l). As condições prescritas no contorno requerem que se­

jam satisfeitas, igualmente, as equações (I.9) e (I.10). 

Aplicando-se o método dos resíduos ponderados às equaçoes do 

corpo, obtém-se: 

sendo 

campo 

;t ': 
j 

da 

+ b . ) 
j 

;'; 

w. 
j 

;': 
1 w . - w . J ;t . d,1 

j j j 

;':. 
1 ;t . - l . J w . d,1 , 

j j j 
(II. 14) 

= a 'k nk as forças de ~uperfÍcie correspondentes ao 
J_ - .. • . 

funçao de ponderaçao wj, que e associada a um campo 

de deslocamentos virtuais. 

Considerando-se as relações lineares deformações-deslocamentos 

para ambos os campos, o aproximado w e o da função peso w'', da 

das por: 

r 7 aw . 
1 Ejk=2I~ ax. 

j 

aw: 
+ -- 1' 

ax . 
j 

(II.15) 
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e integrando-se a equaçao (II. 14) por partes ( teorema de G3.uss ), 

resulta: 

( ~·: 

r íl 
;': 

- J st 
:': 

1 
(5 j k \k 

dn + b . w. dn = t. w. d1., + 
íl 

j j j j 

! ! 

- r 
;': 

Isw 
iw. t'''. d1., • t. w. d1., + - w .) (II.16) 

Jsw 
j j j j j 

Integrando-se novamente o prlffieiro membro por partes, obtém-se: 

w. 
j + / b . 

íl j 

/st 
+ w. 

j 

/st 
- t. 

j 

1: 
w. 

j 

t,·, 
j 

:': w. 
j 

d1., - r 
J sw 

d1., 

w. /'. d1., + 
j j 

;': t. w. dl.i + 
j j 

(II.17) 

Para solucionar o problema através da formulação dos elemen­

tos de contorno e necessário restringir as incógnitas apenas 

ao contorno. Este objetivo é atingido ao se utilizar as solu 

ções fundamentais, que satisfazem as equações de equilÍbriono 

interior, como funções de ponderação, já que o segundo membro 

à esquerda não introduz novas incógnitas. 

Assim, as funções peso sao as soluções do grupo de equaçoes: 

+ li(x:J e..= o. 
j 

(II.18) 

Observando-se que: 



sendo: 

resulta 

e. ' W, ( X 1 + 
.{, .{, 

w. 
j 

díl = 

L':. ( X J 

' JS 

e. . ; 
j 

w. t. :''. 
j j 

d.6 

22 

= r 
Js 

w ' díl ' 
j 

,•; 
t. ' w. d.6 

j j 

(II.19) 

(II.20) 

t b j 
;'; 

+ w. díl. 
j 

(II.21) 

~·: -!: 
Como W, e ;t,. representam os deslocamentos e forças de superfí-

j j 
cie devido a cargas concentradas de valor unitário atuando 

no ponto x em cada direção, a identidade de Somigliana pode 

ser obtida aplicando-se a carga unitária, separadamente, em ca­

da direção coordenada, resultando: 

w. [xi 
.{, 

w. 
j 

T . . cfo 
-<.j 

= r 
1 

J s 
r .t.U .. d.6+1 

j -<.j Jíl 
b ' u' ' díl (II.22) 

j -<.j 

LACHAT [9] e WATSON [13] consideram interessante dividir a so 

lução w.[x) em duas componentes: a solução particular v.[xl e 
.{, .{, 

a solução complementar u.(x), na forma: 
.{, 

w. ( xi 
.{, 

v.(x) + u.(xl, 
.{, .{, 

(II. 23) 

sendo v.[xl uma função que satisfaz o equilíbrio no interior 
.{, 

do corpo devido às forças do domínio , dado pelas equações: 

+ b , [ X 1 
.{, 

o , (II.24) 

e u.[xl uma função escolhida de forma que W .[xi satisfaça as 
.{, .{, 

condições prescritas no contorno S. 

Um caminho natural para construir a solução particular ê fazer: 

V, [ X 1 
.{, I L/ . , [ Z, XI b , [ Z I díl [ Z) , 

íl j-<- j 
(II.25) 
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sendo Uji(z, x) a solução fundamental de Kelvin representando 

o campo de deslocamentos gerado em x, na direção i, para uma força 

concentrada de valor unitário atuando em z, na direção j. 

Como a função LJ, ,(x, y) 
-tj 

quanto em relação a x e 

é simétrica tanto em relação a-te j, 

y, a equação (II.25) pode ser reescri-

ta como: 

V, [X) 
,(, 

= J u _ . r x, z I b _ r z I díl r z 1 . 
íl -tj j 

(II.26) 

Assim, o campo virtual para obtenção da solução particular é n.<::: 

vamente um campo fixo gerado por uma força aplicada em x. 

As equações envolvendo a satisfação das condições de contorno 

podem ser obtidas através do teorema de Betti, não considerando­

se a presença das forças de massa. 

A Solução Fundamental 

A solução fundamental para um material homogêneo, elástico e 

isotrópico é dado pela solução de Kelvin para o grupo de equa­

ções referidas em (II.3), valendo: 

sendo: 

U,,(x,y)= 
1 !13-4v)ó,.ln(1/11.) 

-tj 81rG[J-v)L -tj 
+ 3'1. 3'1. J 

3X, 3X, 
,(, j 

81rG[J-v) 

(3 - 4 vi 

o - , ln 11. + 
3

"­
,LJ ~1 

3X, 3 x: 1 

,(, jj 

(II.27) 

(II.28) 

(II.29) 
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T .. (x, y) = -1 l~Jt{(l-2v) 8 .. + 2 i)Jt 
,Lj 

411(1-v)Jt~n ,LJ X d ' 

3Jt (l-2v)(- Yl ' -
;)Jt 

ax. 
j 

-1 

ax. 
,(_ 

e i: 
-1.1-ªJt I e s .. 

Jt l!n 4 ,LJ 

- e (~ n. 
4 ax. J 

,(_ 

41r(l-v) 

c4 = (1 - 2v) ; 

j 

+ 2 dlt ~) + 

ax. 
j 

ax. ax. 
,(__ j 

,(_ 

~} 

aX. 
+ 

j 

(II.30) 

(II.31) 

(II.32) 

distância do ponto x onde é aplicada a carga 

ponto lf em consideração; 

ao 

n = normal ao contorno no ponto y. 

As expressões acima são válidas para o caso de estado plano de 

deformações. Para estado plano de tensões basta substituir v 

por v • v / ( l + v) • 
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dlt 
Jt, i=--tj-

ax, 1t[x,11i 

Jt2 [ x, t/) 

Jt[x,y) 

FIGURA 11.3 - Definições Geom~tricas Bisicas 

e.a~ e 

~ c.n e 

FIGURA 11.4 - Reoresentaç6es dos Camoos de Deslocamentos e 
Forças de Surerficie no Ponto lj devido a uma caroa uni­
tiria Atuando no Ponto x na ílireçao i = 1. 



26 

Deformações e Tensões em Pontos Internos 

Partindo-se da equação (II.6) válida para pontos do interior, 

nao considerando-se a presença de forças no domínio, tem-se: 

u . ( x 1 
.{_ 

= f u . . ( )( ' lf) .t . ( lf) d1., ( lf ) + s -<.j j 

- r T .. ( x, y) u . ( lf) d1., ( lf) 
JS -<.J J 

(II.33) 

Utilizando-se as relações deslocamentos-deformações, obtém-se: 

E .. ( x 1 = f B .. " ( x, lf 1 .t" ( lf) d1., ( lf 1 + 
.{.j s -<.j fé K 

- J c .. k.(x, s .{_ j lf ) Uk.(lf) d1., ( lf) 
' 

(II.34) 

sendo: 

lo 

'"~ 
1 1 aU.lk. B .. k. = 2 

+ ____.1_!3:_ (II.35) 
-<.j L 1;Xj ax. 

.{_ 

e 

1 1 aT.lk. 
ar~ e ,i,Jk. = 2 

+ _i.E:. (II.36) 
L ax1 

a X • 
.{_ 

Operando-se as derivações acima (ver Apêndice A), resultam: 

B . . " .{_ j /é 

(II.37) 



e, 'C 
-<.j fé 

27 

- ( 2Jt, , Jt, , - o . , ) n0 ) - Jt, e (Jt, , n, + Jt, , n,) + 
.{, j .{, j fé fé .{, j j .{, 

+ Jt,n n ((C4-)) (o 'C Jt,. + 0,,- Jt, ,) + 
~ e. -<.r< j J fé .{, 

(II.38) 

Agora, utilizando-se as relações constitutivas, obtém-se: 

sendo: 

2Gv au lk au.k aU-iz 
V. ·iz o ' ' + G (-.{,- + _J_) ; 

-<.j ( ) - 2 V) -<.j 
axl ax. ax. 

j .{, 

2Gv aT lk aT.k aT ·iz 
E. ·iz o ' ' + G (--.{,- + ------1E.) 

-<.j (7-2v) -<.j 
axl ax. aX. 

j .{, 

Operando-se as derivações (ver Apêndice A), resultam: 

V. - e 
.{, j fé 

o .. Jt, 0 ) + 
.{, j fé 

(II.39) 

(II.40) 

(II.41) 

(II.42) 



28 

-ZGC 
1~4 E, 'k 

3 {2 8/t 
õ ' ' v(õ{k õ 'k Jt, ,)+ /t' k + /t' ' + 

,{,j 
/t an L ,{,j j j ,{, 

- 4 /t' ' /t' ' Jt, k] + 2 V (Jt,,{, Jt,k + /t' ' /t' k n,) + n-,{, j j j ,{, 

(II.43) 

Nas expressoes acima as derivações dos tensores são efetuadas em 

relação ao ponto fonte x., origem dos campos tensoriais (ver Apên­

dice A). 

Tensões em Pontos do Contorno 

Na maioria das aplicações é necessário para fins de projeto,~ 

valiar o estado de tensão a que estão submetidos os pontos do 

contorno, Uma avaliação numérica utilizando as equações acima 

obtidas, no limite do contorno, em geral, não anresenta bons re 

sul tados, ver TELLES. [7] . A alternativa mais interessante con 

siste em se determinar diretamente parte do tensor de tensões 

pelas condições de equilíbrio no contorno, trabalhando-se com fo!:, 

ças de superfície no sistema local do elemento e determinar o 

valor inc5gnito remanescente utilizando-se as defoimações espe­

cíficas, obtidas atravês da derivação dos deslocamentos nodais 

conhecidos, na expressão da lei de Hooke. 

Jl.2- Montagem do Sistema de Equações Algebricas 

Discretização das Equações Integrais de Contorno 

Trabalhando-se com vetores e matrizes ao invés da notação indi 

cial e considerando-se a presença das forças do domínio, aequ~ 

ção integral aplicada a pontos do contorno assume a forma: 

e I x. J w (X.) Is ~ 1 X.' y) -!;IYI d6 (y) - r 
! s TI x., y) L{/ ( y) d6 (y) + 

+ J u ( x., z) blzl díl ( z J • (II.44) -íl 
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Para uma implementação numérica computacional considera-se o 

contorno dividido em n segmentos, 

aproximadas utilizando-se funções 

onde as funções 

de interpolação 

w e t sao 

adequadas~, 

relacionadas aos parâmetros dos nós funcionais de cada elemen 

to. Assim, para pontos y pertencentes a um elemento Ie' tem­

se: 

Ie 
w I y) ~w (y) wly ) 

- !. 
ü 

(II.45) 

e 

!1 y) : ~t(y) ti/e) 
' - 6 

(II.46) 

sendo: 

Ie 
funcionais do elemento I e, y6 

: nos 

Para consideração das forças no domínio ~(z), pode-se expres-

saro valor de b como função 

através de 

dos valores nodais que 

funções de interpolação 

definem 

~, do ti célul~s internas, 

podas utilizadas em elementos finitos, resultando para pon-

tos z pertencentes à célula l: 

b(z) (II.47) 

sendo: nôs funcionais da célula l. 



30 

Efeme.nto.; 

de e.o ,it0'1no 

FIGURA II.5 - Discretização do Contorno de um Corpo Bidimensional em n 

Segmentos (Lineares). 

NÔJ.. pa!Ul deMrúçã 
deu c.êfutcu r--..... 

.{.n t vrna.; 

FIGLJqA 11.6 - Corpo Bidimensional Dividido em m Celulas Inter 

nas Utilizadas oara ~efiniçao das Forças de Do­
minio. 
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Após estas discretizações, lembrando que os 

se a nós funcionais, a equação (II.44) pode 

forma: 

e I x) wl x) n f I { 
I e. = 1 

n 

r 
~wly) I { ~(x, y) 

I e. = 1 l S Ic. 

m 

r + I { ~(x, z) M(z) 
l=l } íl l 

nos 

ser 

yic. referem-
6 . 

reescrita na 

+ 

Ic. 
d!.i I y 1 } ~ 1 !! 6) + 

díl I z l } b 1 /-1 

(II.48) 

Além disso, as coordenadas de um ponto arbitrário do elemento 

Ic. são definidas em termos das coordenadas dos nós geométr:icos, 

que simplesmente definem a geometria do elemento, por funções 

de interpolação que utilizam-se da coordenada intrínseca ao 

elemento, na forma: 

~(y) (II.49) 

sendo: 

Ic. 
y

9 
nós geométricos do elemento Ic.; 

s coordenada intrínseca do elemento. 

Assim, as equações acima fornecem a base necessária Dara que 

seja montado o sistema de equações algébricas, que interrela-
~ 

cionam o deslocamento do ponto x do contorno, onde e gerada a 

equaçao, com os deslocamentos e forças de superfície de todos 
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os nós funcionais do contorno, incluindo o efeito das forças 

de domínio. 

Formação do Sistema de Equações Algêbricas 

Considerando-se o caso geral da existencia de N nós funcio-

nais por elemento e chamando ICc 0 -. -f . lJ ll o «-es1JJD no uncional do ele-

I - ICc) men to C'., sendo entao iE 1 !J ll e '5: l !J~ C'.) os deslocamentos e for-

ças de superfície deste nó e que além disso, as forças no do-

mÍnio são convenientemente definidas sobre as células inter­

nas através de coordenadas triangulares intrínsecas Ci;y), po­

de-se reescrever a equação (II.48) na forma indicial como: 

sendo: 

n 
C .. (xi w.(x); ,; 

,(,j j k=) 
~ {j U .. (x, 

+ 

n 
E 

k=l 

il=) ,(,j 

s 11;) 
k 

~ {j L .(x, 
k= 1 ,(,j 

r 

s I i; 1 
k 

~ {J U .. (x, 
- ,(,j 

.f.-l ílpli; 1 
e T 

k 
!j(i;)) {11;1 

Ji;(ICcJ e Ji; (.f.) os Jacobianos 
T 

dança de coordenadas. 

.f. l b . 1 z J , 
j 

(II.50) 

d íl .i'. 
e--, da mu-

di;T 

Chamando-se NT o numero total de nos funcionais e aplicando -

se a equação acima sobre cada LL11 destes nós ,o seguinte sistema de 

equações algébricas é obtido: 

x .\J T 

E 
)(=)( 

1 

~quação (II. 50 )] 1 , Z 

-que e um sistema composto de 2 . NT equaçoes, 

(II.51) 

relacionando 



33 

2 . NT valores nodais de w e 2 • . NT valores nodais de :t. As­

sim, uma vez que os Z • NT parâmetros nodais conhecidos de w 

e t tenham sido substi tuÍdos, os outros 2 • NT parâmetros i~ · 

cógnitos podem ser determinados pela resolução deste sistema. 

Na equaçâo O L5l) oc ,e=oc j U Cj t,, , :: li {H[ J" Tcl d< e 

j T-<-J{x,yi~IJ W::(i;) \{Id di; rela:it~am os deslocamentos do no 

S ( s J 

I e. 
x(x • x1, xNT) com os deslocamentos e forças de superfÍciedo 

nó y[c. de ordem J {J • 7, NT). Fazendo-<-, j • 1, 2, caso bi­

dimensional, obtém-se destas integrais matrizes {2 x 2), que 
-IJ IJ . 

sao denominadas, respectivamente, de~ eº . A integral so 

bre o domínio é um vetor {2 x 1), denominado b.{xJ. 
-<. 

Aplicando-se a equação sobre o no funcional x de ordem I(I•l,NTJ, 

obtém-se: 

NT NT 
C .. (xIJ w.(xIJ + l: H;J· w

1
.ty1 J 

-<.j j ]•1 ~ 
i: G .. 

J.7 -<.j 
(II.52) 

Nota-se que esta equação relaciona os valores de w no no XI com 

os valores de w e :t de todos os nós funcionais do contorno,i~ 

clusive o próprio xI. Assim, pode-se reescrever CII.52) na 

forma matricial como: 

NT 
i: GIJ t(y ) 

]•1 - J 
(II.53) 

Considerando-se que: 

HIJ -IJ 
; H pa!ta I f J 

e HIJ -IJ H + ~(XI) paJta I J CII.54) 

tem-se: 
NT 

HIJ 
NT 

GIJ l: ~ { lf J) l: -!:(y]) + ~(XI) 
]•1 ]•1 

(II.55) 
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que é válida para o nó xy, sendo o sistema obtido aolicando­

se esta equação sobre os NT nos funcionais do contorno, pode~ 

do o sistema resultante ser expresso na forma: 

sendo: 

Hw=Gt+B (II.56) 

w e;/:= vetores (2NT x 1) de valores nodais conheci 

dos e incõgnitos de deslocamentos e forças 

de superfície sobre o contorno. 

B = vetor (ZNT x 1) que define a influência das 

forças no domínio sobre os campos reais in­

cógnitos; 

H e G = matrizes 12NT x 2NT) de coeficientes conhe­

cidos obtidos através da integração do pro-

duto das funções fundamentais 

função de forma ( N;t e Nw). 

( U,, e 
-tj 

T, ,Jpor 
-tj 

Para o caso geral de condiçoes de contorno prescritas mistas, 

tem-se N
1 

valores nodais conhecidos de deslocamentos e N
2 

va­

lores nodais de forças de superfície prescritas I N 
1 

+N 
2 

= 2, NT) 

resultando: 

H w aG ( 1 /a)t B (II.57) 

sendo a um fator escalar utilizado para tornar os coeficien­

tes de~ da mesma ordem de grandeza dos coeficientes de H, Se 

parando-se os valores conhecidos no lado direi to ( vetor FI ), ob - -
têm-se: 

sendo: 

Ax=~tj_+B= FI (II.58) 

A e C = matrizes (2NT x 2NT) de coeficientes mistos 

conhecidos; 

x e tf_ = vetores (2NT x 1) mistos de w e;/: incógni­

tos e conhecidos, respectivamente. 
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~I = vetor (2NT x 1) dos termos independentes do 

sistema final. 

Deve-se observar que quando xI se trata de nó extremo, conec­

tando dois elementos adjacentes, os termos HIJ e GIJ referem­

se a soma das contribuições das integrações sobre os dois ele 

mentos. 

Considerações sobre a Implementação Numérica-Computacional do 
Método 

A equaçao: 

n 
C .. (XI) W, ( x

7
) - I 

,<_j j Ic,=1 

n 
I 

Ic,= 1 

N ! Ic, I { Ll ,. ,(x,y(I;)) 
- ,{_ j 

11.-7 S(t;J 
Ic, 

N f Ic, I { L .(x,y(I;)) 
L ,<_j 
r<-7 S(t;J 

Ic, 

CII.59) 

é considerada como a equaçao discretizada de colocaçao nodal, 

base para uma determinada implementaçao numérica. 

Para se obter uma formulação consistente, deve-se considerar 

a possibilidade de ocorrência de descontinuidade para o campo 

real de forças de superf{cie ~' que pode ocorrer em nos com 

apenas forças de superfície prescritas e ocorrem sempre nosca 

sos de nos que separem regiões do contorno com forças prescri 

tas de regioes com deslocamentos prescritos Cin{cio ou fim de 

apoio), bem como nos casos em que se tenham apenas desloca -

mentos prescritos onde ocorra uma descontinuidade da normal à 
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superfície (pontos angulosos). Assim, os parâmetros que de-

finem o valor do campo de forças de superfície sobre estes 

nós funcionais são diferentes caso refiram-se ã esquerda ou ã direi­

ta do nó. Um estudo detalhado desta problemática, incluindo 

uma formulação desenvolvida pelo autor, é apresentada no prQ 

ximo capítulo. 

Para uma implementação numérica-computacional, o modelo mais 

simples de ser tratado consiste na utilização de elementos 

constantes, os quais são consti tuÍdos de segmentos retilíneos 

onde as funções w e t são consideradas constantes sobre cada 

elemento, de valor igual ao do nó funcional que fica situado 

no ponto médio do elemento. Este modelo é o mais simoles de 

ser implementado, principalmente porque foge do problema da 

descontinuidade do campo real das forças de superfície, além 

disso, a matriz fix 1 J é constante para todos os nós, igual a 

o . . /Z. Entretanto, um grande número de elementos é necessá­
,tJ 

rio para produzir precisão razoável, além de fornecer um cam 

po incompatível de deslocamentos descontínuos, ver Q.ü]. 

Um modelo de melhor rendimento consiste na utilização de ele­

mentos lineares, onde as funções w e t são consideradas como 

variando linearmente sobre os elementos,constituÍdos por sua 

vez, de segmentos retos. 

Podem ser empregados elementos de ordem superior onde a geo­

metria e as funções w e t sao consideradas em termos de fun 

ções de interpolação de forma quadrática ou cúbica. A utili 

zação de elementos isoparamétricos apresenta-se mais eficien 

te uma vez que os nós funcionais são os mesmos que definem a 

geometria do elemento. 

Assim, para definição aproximada dos campos reais de desloca 

mentas w e forças de superfície t no contorno, bem como da 

geometria do elemento, as seguintes funções de interpolação, 

podem ser utilizadas para problemas analisados em estado pl~ 

no: 
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a) Variação linear 

(II.60) 

b) Variação quadrática 

N
1

[i;) 17 - F,Ji;/2 

N2 1U = -r, 2 

(II.61) 

cJ Variação cúbica 

N 
1 

1 i; ) 9 l 7 - i;)IF,2 + 1/9)/76 

N 2 1 i;) 27(7/3 - F, ) ( 7 + i;
2

J/16 

N 
3 

1 F,) 27(7/3 + F, ) 1 7 - F,2)/16 

N 4 1 i;) 9 ( 7 + F,)IF, 
2 

7/9)/76 ; - (II.62) 

a ) b ) 

3 

2 

FIGURA 11.7 - Elementos de Contornos Definidos Geometricamen­
te por Funçoes de Forma Lineares, Quadraticas 

e CÜbicas, Respectivamente. 
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Considerações sobre a Avaliação das Integrações 

Os coeficientes da equaçao discretizada de colocação nodal 

são integrais do produto das funções de forma com os tensores 

dos campos virtuais, efetuadas sobre a superfície do elemen­

to. Estas integrais podem ser avaliadas numericamente provi 

denciando-se uma precauçao quando o integrando tende para o 

infinito. 

Para integrais onde XI i SIQ' o integrando varia suavemente, 

podendo ser aproximado por um polinômio, logo podem ser ava­

liadas utilizando-se a fórmula de Gauss, na forma: 

sendo: 

1 ';'" d( 
(II.63) 

m o numero de pontos de integração utilizados, em g~ 

ral, 4 pontos; 

Am sao os coeficientes de peso de cada ponto. 
,(, 

Quando XI E SIQ as integrações na forma (II.63) mostram-se 

inadequadas em função da existência de singularidades nas so 
I -

luções fundamentais quando y tende a x. Para ykQ f XI' isto 
- I Q - -e, xI e yk pertencem ao mesmo ef~mento mas sao nos funcio-

nais distintos, embora U . . (xI, y(t)) tendam para o infinito 
,(,j 

em XI' as funções de forma Nk ltl tendem para zero, resultan-

do que o produto a ser integrado tende a um limite finito nas 

vizinhanças de xI, podendo portanto ser aproximado razoavel­

mente por um polinômio. 

Melhores resultados 
. . GI J coeficientes de 

podem ser obtidos se na determinação dos 

e HIJ, para I I J, utiliza-se um esquema 

seletivo de integraçao numérica, que considere a distanciare 

lativa entre o ponto fonte e cada elemento na determinação 
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dos pontos de integração a serem utilizados. Este procedimen­

to pode ser também utilizado para uma melhor avaliação das 

tensões em pontos internos. 

Ie 
·Quando yR = xI' as funções de forma NR(~) tomam o valor da 

unidade em XI' resultando que o produto a ser integrado tende 

para o infinito nas vizinhanças de xI. Para avaliação dos CQ 

eficientes cujas integrais apresentem a função U .. , pode-se 
-<.j 

trabalhar com um esquema de integração numérica utilizando-se as 

fórmulas de Gauss para integrando com singularidades. Por ex~ 

plo, para o caso de elasticidade plana, a função log ~ perte~ 

ce ao núcleo do integrando quando i = j e parte do produto d9: 

do por Uij(x, y(~)) NR(~I pode ser aproximado de forma mais 

adequada, por um produto de um polinômio e a função lag ~. PQ 

dendo ser avaliada de acordo com a fórmula de Gauss para inte 

grando com singularidade logarítmica, ver [3 J. 

Embora a avaliação destas integrais possa ser efetuada da for 
II 

ma descrita, os coeficientes de G .. podem ser calculados ana­
-<.J 

liticamente de forma fácil para o caso isotrÓpico e elemento 

linear, constituindo-se numa melhor solução. 

integral de T . . (x,y(~)) 
-<.j 

II · 
Hij dados pela Os coeficientes 

sobre cada lado do elemento ou sobre cada elemento adjacente, 
Ie 

para os casos de nós extremos, não existe quando XI = UR A 

integral existe apenas quando avaliada simultaneamente so-

bre os dois lados do nó, no sentido de valor principal. Embo 

ra estes coeficiente~, para o caso de elementos lineares, po~ 

sam ser calculados analiticamente sem grandes dificuldade~ver 

[bpêndice A], esta avaliação nã_o é necessária, pois estes co~ 

ficientes e os coeficientes C .. (x) que contribuem oara ames-
-<.J 

ma sub-matriz situada na diagonal da matriz ~' podem ser obti-

dos considerando-se uma translação de corpo rígido na direção 

dos eixos coordenados. 

Assim, introduzindo-se um campo de deslocamentos de corpo rí-
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gido resultam nulas as reaçoes no contorno, obtendo-se para o 

caso bidimensional: 

u. 1 xi 
j 

Ü. [ x 1 = e.o 11-6:tante. ; 
j 

,t.[x) = t.[x) 
j j 

o, ,t=/,Z, 

e o sistema dado em (II.51) pode ser escrito como: 

11 

l: 
I e.= J 

podendo ser reescrito na forma: 

NT [ 
l: C .. ix

1
1 

I = 1 ,tJ 
u' + 

j 
; o, 

que fornecem as seguintes equaçoes para o no I: 

C .. ix
1

J ,tj u' + 
j 

NT 
l: H ~)- u , 

]=] ,(,j j 

cujo segundo membro pode ser desdobrado, resultando: 

II I-1 NT 
C .. 1 XI) u . + H .. u . + 1 l: 
,tj j ,(,j j J=l 

+ l: 1 
IJ 

H , 
,(,j 

U. 
j Q ' 

J=I+l 

obtendo-se, finalmente, as seguintes relações: 

II NT IJ 
C. + H. 

,(,j ,(,j 
l: H . , 

]=] ,(,j 
J I I e. ,t,J= 1,Z. 

CII.64) 

(II.65) 

(II.66) 

(II.67) 

(II.68) 

(II.69) 
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!1.3 - Elemento de Contorno Isoparametrico Linear 

Representação do Elemento 

FIGURA II.8 - Representação Geométrica do Elemento Linear Definido Pelo, 

NÕs J = IJI {Ic.) e K=N2{Ic.). 

Na Figura II. g' tem-se: 

X 1 ' x2 sistema global de referência; 

X.e_, 1/ 
'l sistema local; 

E; ' n = sistema auxiliar; 

l I e. comprimento do elemento. 

_______-i, .\J 1 : E; ) {I-E;)/2 

12) { 1 ) 

r------_ N 2 (E;) {l+E;)/2 

{ 2) { 1 ) 

FIGURA II.9 - Interpolação Isoparametrica Linear para os Campos Reais 
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Considerando-se as representações acima, pode-se escrever: 

Iic 
9 h1N1 '] 

~ = \.i l ç 1 = ~!sl1x1NZJ (IcJ' (II.70) 

l -
( 1 

Ic w ju{Nl)J 
u t: ! y Is 1 1 = ~!sll~(NZJ !Icl ' 

e (II. 71) -

r l Ic ,t ,t(Nl J 
,t i ( Y Is 11 : ~lç)t'.!IN2JJ (Ic) (II.72) 

sendo: 

g w t [~1 o N2 :J ( si . N Is) N(ç) Nisl = Nisl 
N1 o 

(II.73) 

Montagem e Espalhamento das Sub-matrizes 

As equaçoes básicas do método, para problemas de elasticida­

des plana, nao considerando-se a presença de forças no domí­

nio, podem ser escritas como: 

e . lxrl 
-<-j 

u .(XI J 
j 

NE r Ic 
- : { u,i,j lxy,Yfsl l 

Ic-1 J S[ç;J 
Ic 

NE i I e. - : { r,i,jlxy,Ylsll 
Ic-/ S(ç;J 

Ic 

sendo: ,{,' j 1 , 2; 

12 1 4 . ' , 

(II. 74) 
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NN 

I e. 

NE = 

43 

nó do contorno onde estão sendo geradas as equa­

çoes [ I = J, NN); 

número de nós do contorno; 

elemento do contorno onde estão sendo efetuadas 

as integrações [ I e. = 1, NE); 

-numero de elementos do contorno; 

J E;. ( I e.) = lic./2, é o Jacobiano da mudança de coordenada. 

Para I e. fixo, considerando-se as seguintes igualdades: 

Gic.(7,7) = 

lic. j', Ic. 
Gie12,4) = u22lxr, y(E;,) 1 N

2
(E;.) dE;, (II. 75) 

2 
\ 

e 

lic. 

J1, 
Ic. 

Hic.11,1) = T11 (xI' y(E;,)) ,\J 
1 

1 E;.) dE;. 
2 

lic. r 7 
Ic. 

Hic.(2,4) = T22(xI, y(E;.) 1 N2 
(E;.) dE;, , (II.76) 

2 
\ ) - 1 

tem-se: 
NE NE 

C .. ( x
1

) u . ( x
1

) = z Gic.. 12 tll{Ic.) - z Hic..ll ull(Ic.) • 
,<_j j Ic.=1 ,(_ Ic.=1 ,<, 

(II.77) 

Agora, considerando-se as forças de superfície contínuas so­

bre os nós N 1 ( I e.) e N 2 ( I e.) , o espalhamento dos coeficientes 

obtidos nas integrações sobre o elemento I e. é feito sob a for 

ma: 

{ 
G(2:',I-7, 2"'1-7 J = G(21'I-1, 21,r-1 J + Gk ( 7, 7) 

G(2'''I, 2'''I) = G(2;'I, 2;'I) + G1~(2,4) ' 
e (II. 78) \ 
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l H(z,·,r, z;,rJ 
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H(Zi<I-J J z:',I-7 J + H (1 J J , I e. , 

= H(zi,I, Zi<J) (II.79) 

Ao trabalhar-se com uma formulação compatível onde nao se ad 

mite uma descontinuidade para o campo real de deslocamentos, 

os coeficientes da matriz HI são distribuídos sempre segun-
- Q 

do este algoritmo. 

Determinaçao das Expressões para Integração Numêrica 

X' 
2 

XI 

NZ = ( 2 J 

k 
e(xI,ylc;J J 

Te. 
1t

1 
lx

1
,y(i;) J 

k 
y( i;l 

N/ 

k 
!tz (XI, lj ( i;) ) 

X' J 

FIGURA I J. l 'J - Definição Geomêtri ca das Funções 1t1 ( xI, yti 1 ), 1:z ( x1, !!1 t J I e 

1t(xI,yt~J 1. 

Considerando-se as interpolações lineares para a geometria 

do elemento, tem-se: 

[ Te. 
1t

7 
lx

1
,yl,J J = N 1 ! s J X

7 
1 N/ ) + N

2
ic;J x

1 
INZ) - x

1 
1 r J 

i k \ 1t21x1,y!i;I) = N 
1 

1 i;) X
2 

( N 71 + Nz(i;) X
2 

(N2 J X
2

(IJ (II.80) 

Te. Te. 2 
+ Jtz(xI,yi~JJZJl/2 1tlx

1
,yli;i 1 !1t7 lx1

,yli;JI (II.81) 
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k 
Ic. 1t

7
(x

1
,yi~J) 

y(~) )= 

I e. 
Jt2 (xI'yl~I) 

I e. 
1t(x1,u-1~l 1 

(2),~___Jl~
6
~c."'-2~~~+------L 

N2(Ic.li._ X1 (N1)-X 1 (N2) 

FIGURA 11.11 - Detenninação das Funções n1 e n2• 

Da Figura II.11, tem-se: 

e 
e. 

1'rc. = 8 + 1T / 2 8 e. e. 1 

l nl c.01.><j,Ic. e.oi.> ( e e. 

n2 = 1.>e.nq,Ic. 1., e.n ( e 
e 

-

+ 

+ 

O x2UJ1 l-x)1!2JJ/ .(] 1 r e. J 

QX
1

(,\J1 l-X
1
(N2))/l] ( Ic.), 

1T / 2 ' 

11 / 2 I = -1., e.ne e. 

1T / 2) eo1.> e 
e 

(II.82) 

(II.83) 

(II.84) 

(II.85) 
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Yl 

Ic 

1 J 1 
7c N/(Ic.) 

6 (XI, U (E;) ) 

;--~-- X' 
1 

Ic 
FIGURA Il.12 - Detenninação de 3Jt(x7,y(E;) 1/an. 

a1t ax
1 

a1t ax
2 --+--

dYl axy an ax~ an 

Na realidade, conforme a Figura II.12, tem-se: 

Ic Ic 
• C.0-6y(XI'if(E;)) • c.o-6(8(x

7
,lf(E;)) - ~Ic) 

Ic. Ic. 

(II.86 J 

• c.0-66 ix1,lfisl 1 • c.0-6~Ic. + -6ene ix1,tJ(E;J 1 -6en~Ic. 

(II.87) 
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Tensões em Pontos Internos 

As equações para determinação das tensões em pontos do domí­

nio, considerando-se a simetria do tensor, podem ser escritas 

na forma matricial discretizada como: 

ª11 

ª 12 (x
1

1 = 

ª22 J 1 
NE r ~(7,7,7) V(l,1,2] Ic. ~l o 

N O J t) . 

= E { V(l,2,1) V 11, 2, 2) I x
1

, lf ( I;) ) O 
N1 

02 N2 (i;)Ji;(IQ)di;} ;t2 (IQ)+ 
Ic.= 1 1 V(2,2, 1) V(2,2,2) t3 

S(s) 
t4 } Ic. 

NE ílll,l,ll E(l,l,2íl Jc ~J o ~ Í"il N O 
E { E(l,2,1) E(7,2,2) (x

1
,y(i;JJ 2 

li;)J II )dO u2/ 1Ic.l. 
Ic.= 1 El2,2,7) E(2,2,2) O N1 ON i;Q u1 

2_ 31 
ll 1 

SlsJ t i/) 

Ic. 

(II.88) 

Considerando-se as seguintes igualdades: 

r VTi1,1) 
.ele. Ic. 

=- Vil,1,1) lx1,yli;J 1 N11 s) di; 
2 s (i;) 

} Ic. 

.ele. 
r 

Ic. 

VT(3,4) V(2,2,2) (x
7

,y(r;J) N 21 s) di; , (II.89) 

2 Is Is 1 
} Ic. 

e 

r lic. Ic. 
ET(1,1) -- Ell,7,7) IXI'if(I;)) N

1
1r;) di; 

2 
SI s 1 

} Ic. 

lic. Ic. 
ET(3,4) -- j "'·'·' (x

1
,yif;)) N 

2 
1 i;) di; (II.90) 

2 s I i; 1 
Ic. 
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obtém-se: 

( \ 

!"' 'l " r''·" VTl1,2) VTl1,3) VT(1,4) t1 

ª 1 2 1 "r 1 ; E { VT[2,1) VT(2,2) VT(2,3) VTl2,4:} ,
1

, Iei ', l lcll + 

a 2 2 
Ic.;) J)Tl3, 7 J VT(3,2) VT(3,3) VT(3,4) -t31 

\ )' -t4) 

NE ~"'·'' ET(7,21 ET(/,3) ETI l ·"] f s l 
E ET(Z,7) ET(Z,2) ET(Z,3) ET(2,4) (xI'Ic.)r:z (Ic.)}. 

Ic.; 1 
ET(3,1) ET(3,2) ET(3,3) ET(3,4) 3 

'U l 4 

CII.91) 

Tensões em Pontos do Contorno 

Seja a Figura CII.13) representativa de um ponto do contorno, 

cujo estado de tensões necessita ser avaliado. 

N2 (Ic.J 
Xz y 

i~. 
I ,/ 1 

17 1 
N7(Ic.J 

FIGURA 11.13 - Reoresentações no Elemento Linear oara Determinação do Es­

tado de Tensões Local. 
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Decompondo-se as forças de superfície sobre o ponto I nas di­

reçoes locais do elemento Ie tem-se: 

(II.92) 

sendo: 

~,,.] , ~:::, ::::] . (II.93) 

Utilizando-se as equaçoes de equilíbrio no contorno, dados por 

(I.9), obtém-se: 

(II.94) 

Como trabalha-se no sistema local do elemento, ver Figura (II.13), 

tem-se: 

l :: , o 

resultando: 

ªxv 

ªyy 

(II.95) 

CII.96) 

O valor de ªXX e obtido utili7"ando-se a lei de Hooke, 

ªxx = (v ªyy + 2 G 8XX) (II.97) 
7-v 

sendo: aux U7 (N 1) - u
1 

( I) u21 N n - u2(I) 
EX)( = eo.6 e + M.ne. 

ax l l 
(II.98) 
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CAPITULO III - DESENVOLVIMENTOS ADICIONAIS 

III.1- Avaliação da Descontinuidade do Campo Real das Forças de 
Superficies {TRACTIONS) 

Considerações Iniciais 

Para uma avaliação consistente do campo real de forças de su­

perfície, deve-se adotar uma formulação que permita a conside­

ração de descontinuidade dos valores nodais que interpolam es­

te campo, que excetuando-se os casos de fratura, podem ocorrer 

nos seguintes casos: 

a) descontinuidade imposta no campo de forças de superfície c2 

nhecido (S,t), devido a prescriç6es nodais distintas em cada 

lado do -no; 

b) nos que separam regioes onde os deslocamentos sao prescri­

tos (Sw), das regi6es onde as forças de superfície sao pre~ 

cri tas (S,t); 

c) quando a superfície do contorno, com deslocamentos orescri­

tos (Sw), apresenta uma descontinuidade geométrica da nor­

mal (ponto anguloso, com apenas deslocamentos prescritos); 

Portanto, para cada nó x 1 , e em cada direção coordenada, podem 

ocorrer três modos básicos de prescrição das condiç6es de con 

torno, que considerando-se a utilização de elementos isoparami 

tricos lineares, assumem as seguintes configuraç6es: 

Cl) b) 

~ltfJ llllllili 
FIGURA III.1 - Nõs Funcionais com Apenas Forças de Superficie Prescritas: 

la) Força de Superficie Continua, 
lo) Força de Suoerficie Descontínua. 
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b) 

FIGUR;~ 111.2 - Deslocamentos e Forças de Superficie sao Prescritos. 
2a) Força Incõgnita ã Esquerda do NÕ (Inicio de Apoio), 
2b) Força Incõgnita ã Direita do NÕ (Final do Apoio). 

a) 

,,'X\.,,,,,,,,,'''"'"'''< 
X 

I 6. ,(.. 

b) 

FIGURA 111.3 - Apenas Deslocamentos são Prescritos. 
3a) Força de Superficie Continua (Contorno Suave), 
3b) Força de Superficie Descontinua (Ponto Anguloso). 

Assim, para os diferentes tipos de prescrições de contorno con 

siderados, pode-se montar o quadro abaixo que fornece as ca­

racterísticas dos parâmetros conhecidos e incógnitos para ca­

da caso, para uma dada direção coordenada. 

QUADRO III. 1 - Relação dos parâmetros conhecidos e incógnitos 
para os diferentes casos de prescriçoes de con 
torno 

Caso Ta 1 b 2a 2b 3a 3b 

Parâmetros conhecidos :t ,.e e 
"- w e :t w w 

Parâmetros incógnitos w w :td :t :te e :td 
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Analisando-se o quadro acima verifica-se que nos casos lb, 2a, 

2b e 3b, apresentam-se problemas de descontinuidade de forças 

de superfície, entretanto, apenas para o caso 3b o método a­

presenta uma formulação inconsistente, uma vez que é obtido 

apenas uma equaçao por direção coordenada e, neste caso, tem­

se duas incógnitas relativas ãs forças de superfície. 

Condicionamento Tradicional 

Para os casos de descontinuidade dados por lb, 2a e 2b, que 

podem ser designados como simples, é usualmente utilizada uma 

formulação de duplos nós quando se trabalha com elementos li­

neares ou de ordem superior. Este procedimento consiste em 

se designar dois nós funcionais com o mesmo posicionamentoge~ 

métrico, sendo as prescrições de cada nó referentes ao do la­

do adjacente. 

Após a montagem das matrizes G e H sao introduzidas as equa­

çoes de compatibilidade de deslocamentos, igualando-se os des 

locamentos de ambos os nós. Isto é feito simplesmente soman­

do-se os coeficientes de~ que multiplicam os referidos desl~ 

camentos, eliminando-se uma das linhas. Em geral, a numera-

ção de um destes nós é feita após a numeração de todos os nós, 

sendo eliminada a linha correspondente a este nó. As equações 

adicionais geradas pelo método são pseudo-equações, uois sao 

idênticas âs geradas nos nós adjacentes; assim elas são elimi 

nadas do sistema e, em geral, nem mesmo são geradas. 

Esta formulação apresenta a inconveniência da necessidade de 

serem usadas quatro colunas adicionais para armazenamento dos 

coeficientes de G e~' quando é necessário apenas duas, ou 

mesmo uma, coluna adicional na matriz G. 

Na realidade, numa formulação mais eficiente, é montada ape­

nas a matriz final do sistema, sendo as sub-matrizes obtidas 

por integrações nos elementos distribuídas ou operadas logo 

após sua determinação, caso refiram-se, respectivamente, a p~ 
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râmetros incógnitos ou conhecidos. 

Para o caso de descontinuidade dado por 3b, o qual passa a ser 

designado como de descontinuidade especial, pode-se utilizar 

equaçoes complementares fornecidas pela teoria da elasticidade, 

proposto na referência [12] e utilizado na formulação aoresen­

tada no próximo item. 

Outras idéias têm sido apresentadas, tal como a de se utilizar 

dois nós funcionais afastados de uma distância reduzida, sem 

que haja elemento entre os nós. Uma proposição mais interes-

sante utiliza o procedimento de transportar o nó funcional pa­

ra o interior do elemento, fugindo da problemática de desconti 

nuidade, entretanto, obtém-se um campo incompatível de desloc~ 
... ... . . . . r- ___.. 

mento sobre o no geometrico com descontinuidade especial L J . 

,\JÕll 
Ge.ome.t.>ueoh 

. \JÕJ., 
fone.ia niÚ6 

FIGURA 111.4 - Procedimento oara Consideração da Descontinuidade Especial 
do Campo de Forças de Superficie. 

Formulação Adotada 

No programa computacional desenvolvido é adotado uma formula­

ção que consiste em se trabalhar por direção coordenada nodal. 

Assim, cada tipo de prescrição de contorno é identificado atra 

vés de um Índice código para cada direção coordenada de 

nó funcional. 

cada 

Estes Índices variam de 1 a 6, correspondendo aos diferentes ti 

pos de prescrições conforme a ordem em que foram apresentados. 
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Para os casos de descontinuidade simples a idéia adotada con­

siste unicamente defazer-se uma decomposição da matriz~' obten­

do-se uma submatriz adicional ~vs, cujos coeficientes relacio­

nam os deslocamentos nodais aos parâmetros de traction conheci 

dos ou em excesso, dos nós onde ocorram descontinuidade simples. 

Assim, obtém-se: 

(III.l) 

sendo: 
.tvs = ao vetor que contém os valores de forças de su-

perfÍcie a esquerda do -no para o caso lb e os 

valores conhecidos para os casos 2a e 2b. 

A b . Gvs i . -su matriz , que reaciona os parametros de forcas de su-

f ~ . vs-c h . l - '. . . pericie! todos con ecidos dos nos com descontinuidades~ 

ples, pode ser operada resultando um vetor de carga adicional, 

na forma: 

= [G J(.t} + {b + p) (III.2) 

sendo: 

(p} (III.3) 

-Para o caso de nos que apresentam descontinuidade especial da-

do por 3b, são utilizadas equações adicionais provenientes da 

consideração das propriedades dos invariantes de tensão e de­

formação, proposta por [18 . 

Assim, considerando---seo esquema da figura (III. 5), as equaçoes a 

dicionais são as seguintes: 

(III.4) 
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e. d 
e t 1 -0e.n a + t

1 
-0e.n s - ;(: e. d 

e. 0 6 a - ;(:2 C.06 s = 
2 

2v a u.
1 

(N21 + 2v ("-º! ª c.0-0 B) u.7, ( I) 
2v su.71N71+ = -- C.06 -::a- + 7 C.06 

.e e. .e.Te. .ek .ek I e. 

2v a u.
2 

(N21 + 2v 1-0e.n a -0e.n 81 u. III + 2v S u.
2

(N7) 
7 -0e.n 7 6 e.n ' 
.ek 

le. .eª 2 
Te. Te. Te. 

(III. 5) 

sendo: V = coeficiente de Poisson; 

N/ inicial do lado - direita do = no a no x I ; 

N2 no final do lado -a esquerda do no XI ; 

a, s = ângulos formados pelos lados adjacentes em rela-

ção ao eixo x
1 

e 

comprimento dos lados adjacentes. 

IJ 1 

d X' 
Te. 2 

d íl 
x2 n 

L,, t~ 1 ',, X' - x' 
td eI1 ,,, 1 

1 t2 -
e 

,t 7 "J2 

FIGURA 111.5 -

e n 

Definiçoes dos Parâmetros Utilizados nas Equaçoes Adicio­
nais Aplicadas aos Nõs co~ Descontinuidade Especial. 

- . Agora, e necessario reservar colunas esneciais para que sejam 

armazenados os parâmetros G .. quando j designar uma direção 
-<.j 

coordenada nodal com descontinuidade especial, isto é, para a~ 

mazenar as integrações sobre o lado ã esquerda do nó, referen-
e e 

tes aos valores t
1 

e t 2 • É conveniente para o tratamento com-

putacional que estas colunas sejam armazenadas imediatamente a 

pos as 2 • NN colunas iniciais, sendo NN o número de nós do con­

torno, uma vez que estas colunas referem-se a parâmetros incó~ 

nitos e permanecem no sistema final a ser resolvido e devem es 

tar situadas antes das colunas da submatriz GVS relativo aos 
- ' 
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parâmetros de tractions dos nos com descontinuidade simples, que 

é operada utilizando-se o vetor ;/:VS. Assim, é montado o seguin­

te sistema: 

[tt J {w} = ~ (III.6) 

Operando-se o vetor tvs, obtém-se: 

~. GVEJ (' 
1 

[H] {W} = l + {P} (III.7) 
;tVE 

J 

sendo: { P }= ~ V s] { ;t V S } + { b} (III.8) 

Introduzindo-se as equaçoes adicionais, tem-se: 

lc H J 
_QIAJVE 

{W} :::,,,] (:vc) • (;) (III.9) 

Operando-se os valores conhecidos de;/: e w, resulta: 

sendo: (;t(W) l 
] VE 1 
[w J 

(III.10) 

(III.11) 

A, B matrizes CUJOS coeficientes sao obtidos pelas e­

quações adicionais; 

FIVE termo independente dos nos com ambas as direções 

com desconcinuidadc especial, obtidos pela opera 

ção dos valores dos deslocamentos wVE ( conhecidos) 

nao nulos, destes nós e dos nós adjacentes. 
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III.2- Transformação das Integrais de Dominio em Integrações so 
bre o Contorno para Forças de Massa Gravitacionais 

Introdução 

Uma das principais vantagens do Método dos Elementos de Contar 

no (BEM) consiste no fato de que, na formulação básica, o equi 

lÍbrio é efetuado considerando-se apenas as condições ao lon­

go do contorno, reduzindo em uma dimensão a anãlise do proble­

ma. Entretanto, quando existem forças atuando no domínio, há 

necessidade da discretização de tal região, na forma apresent~ 

da no item II.2, tornando inconveniente esta formulação tradi-

cional, exceto se tal formulação trabalha com campos 
. . . . 
lnlClalS 

de tensão ou deformação, caso em que é necessário a discretiza 

ção do interior do domínio, mesmo para o caso linear. 

No presente item sao estudadas duas formulações que permitem a 

transformação das integrais de domínio em integrações sobre o 

contorno,para forças de massa provocadas por um campo gravita­

cional fixo. 

A equação básica do método é dada por (II. 6) e chamando-se as 

integrais de domínio de 8.(x) , tem-se: 
.{. 

sendo: 

B . 1 x) = 
.{. 

r 
J 

U .. (x,z) b.(z) dll(z), .<.,J = 1, Z ,(III.12) 
.{. j j 

Q 

b. = forças de massa provocadas por um campo gravit~ 
j 

cional. 

Q = domínio do corpo em estudo. 
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Transformação por Processo Semi-Analítico 

Para o caso mais comum de forças de massa gravitacionais (pe­

so pr6prio) tem-se bj(z) constante sobre o dom{nio íl constitui 

do de um mesmo material (massa espec{fica constante), sendo 

possivel escrever: 

B. ( x) 
.{_ 

= {I U .. (x,z) 
-<.j 

íl 

díl I z 1 } b . 
j 

(IÍI.13) 

. -Trabalhando-se com coordenadas polares ao inves das cartesia-

nas, obtém-se: 

B. (x) 
.{_ 

b. 
j 

I U .. (x,z) dn(z) 
-<.j 

íl 

f u.í.11x 16x(x 1,x2 ) dX 1 dX 2 = 

íl(X
7
,x

2
J 

f u.í.j(x,6
8

(11.,e)) 11.dll. de 

n(11.,eJ 

íl h, e 1 

rz=S 8 h,eJ 
t díl=-td~de 

(III.14) 

FIGURA Ill.6 - Elemento Infinitesinal em Coordenadas Cartesianas e em Co­
ordenadas Polares de um Coroo Bidimensional. 
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Considerando-se o contorno discretizado em elementos, tem-se: 

B, (x) 
,(, 

b. 
j 

fL d!L de), (III.15) 

substituindo-se o valor de U . . , dado pela equaçao (II.28), ob­
,<,J 

têm-se: 

B, ( x) 
,(, 

b ' 
j 

NE rezflLM(e) 
i: { c

1
{-C

2
ó .. lnfL+IL,.fL,.)tLdtLde). 

I C = 1 J ,<,J ,(, J 
6 1 a 

(III.16) 

2 2 

~: . ·\1 re J 

,tMI l ( J / 

e i 
6 i 

FIGURA 11!.7 - Definições Geomêtricas oara Inteqração Analítica ao Lonoo 
da Coordenada ,t e Integração Numeri ca ao Lonao da Coorde 
na da 6. 

Integrando-se analiticamente ao longo da coordenada fL, resulta: 

B. (x) 
,(, 

b. 
j 

- NE f 82 
= " { e 

Ic.=1 1 
61 

IL~(6) 
--l- c2 

2 

CIII.17) 



60 

Para efetuar-se as integrações, situadas agora sobre oco~ 

torno, por processo numérico, é conveniente utilizar-se as 

coordenadas intrínsecas do elemento, fazendo: 

e 81 + /; = - 1 
2 e - e - 82 

1; ( e 1 
/; 1 

= => e 82 + /; 

82 - e i 81 + 82 
e + /; = o 

2 

(III.18) 

e ( I; l = ~8 ( 82 - 81) + e i + 82] (III.19) 
2 

e 
de (III.20) 

Substituindo-se (III.20) em (III.17) econsiderando-se a fig-1:'c 

ra (III.7), obtém-se: 

B. (xi 
.{_ 

b. 
j 

~E l I_7, 
I e.= 1 

e e J +Ó __ _l__J_ !_182 
-i.j 2 2 

(III.21) 

( 11. ( s 1 1 + 11. ( s 1 , - 11. ( s 1 , -) + 
.{_ j 

.,,,,,). (III.22) 
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NE 
í: 

I e.= 1 
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1

-u .. (x,ylE;)) + 
-<.j 

L 

Fazendo-se j = 1, 2, resulta finalmente: 

B. (X) -
.{, 

NE 1 í: Jcle) 
Ic.= 1 ~ 

ó .. 
-<.j 

(III.23) 

CIII.24) 

c1c2! 

2 J 
(III.25) 

(III.?6) 

As deformações em pontos internos devido a atuação de forças 

de massa gravitacionais constantes ( ver Apêndice A), são dadas 

por: 

E •• 
-<.j 

(III.27) 

As tensões valem: 

NE 1 1 l a .. [v]lxP'{ i: J 0 le)J -e c4 (ó.k 
-<.J I e.= 1 ~ 3 -<. 

-1 

fL, j + ó . k ,t, . - ó .. r,, k) + 
j .{, -<.j 

CIII.28) 
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Transformação Utilizando o Tensor de Galerkin Aplicado ao Teo 
rema de Gauss 

Para efetuar-se a transformação das integrais de volume para 

integrações no contorno nos casos de força de massa devido a 

um campo gravitacional constante (peso próprio), válido tam­

bém para forças térmicas devido a um gradiente fixo de tempe­

ratura e forças centrífugas, pode ser utilizado o teorema de 

Gauss, ver Q-4], que pode ser escrito como: 

Se A .00 é um tensor representando um campo qualquer no siste­
J r<<. ••• 

ma cartesiano que atua num corpo constituído de um domínio íl 

e limitado por um contorno S, tem-se: 

!
Ajkl .... , Á.. 

íl r z 1 

díl r z 1 n . [ y ) dS [ y ) . 
A_ 

(III.29) 

Definindo o tensor G .. [x,y), chamado tensor de Galerkin, det~ 
A_j 

modo que o campo de deslocamento fornecido pelo tensor U .. (x,y) 
A-j 

seja dado por: 

G.k k.(x,y) 
Ll .. (x,y) G .. 'k(x,yl- A_ ' J. (III.30) 

A-j A_ j ' li. 2 ( J - V) 

Assim, e possível escrever: 

B. ( x) 
A_ 

= L l',1
·"''·'' 

_A-,/ b.(z) 
G H .1,,,1) 

2(7-v) J 
díl(Z), 

(III.31) 

da mesma forma, resulta: 

B. ( xi 

i 
,,. .,,.,,) 

= j,. ,,,.,, - ,J n (y) b.[y) cl6[y). A_ A-j' 217-v) k j 

s (III.32) 
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G •. (x,yJ 
.{.j 

l7+vl 8 __ Jt2 ln (i/Jt), 
4TTE .{.j 

(III.33) 

G.k. .(x,y) 
G .. e (X, lf) - -.{.~•~1---
.{.j, K 2(7-vJ 

= - l l +v) ( 2 ln Jt + 1 ) 1 ó .. '\ -
4rr-E .{.J 

ó {k. 

217 -v) 

G .. cclx,y) -
.{.j' féíé 

G. 0 e .(x,y) 
.{.r<., r<j 

--'--'-----"---- = ----
211 -v) SrrG(7-v) 

11 . 1 
j 

(III.34) 

r:;;_,. Jt . + ó .. {-(3-4v)ln Jt + L .{. ,1 .{.j 

(III.35) 

Nota-se que ao utilizar esta formulação deve-se acrescentar o 
1 ISv-7) · 

valor dado por S rrG I I - v) ó ,(_j 2 , correspondente a um 

deslocamento de corpo rígido, à solução fundamental do campo de 

deslocamentos. 

As tensões em pontos internos, ver[bpêndice aj, são dadas por: 

sendo: 

a .. (x) 
.{.j t:11.(y) iÚ.(y) - J Eüjlx,y) 

s 

+ f Vb . . (x,y) M (y) , 
.{.j 

Vb . . (x,y) 
.{.j 

s 

r 
&rr L 

2 ,t, { fl, . b . + Jt, . b . + 
n J .{. .{. J 

V 
+ (-) 0 .. ( Jt, 1 b 1 + Jt, 2 62) } 

7 -v .{.j 
+ 

(III.36) 
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l1t, 7 b7+1t,2 b2) l1t, j n. +te.,. n .) + 
(7-v) 

.{, .{, j 

(7 -2v) 
(2 ln Jt+1 ){ b. + n .b. + 

2v l 
+ n. ó .. {n1b1+n2b2)) 1 

{ 7 -v) j .{, .{, j l 7 -2v) .{, .1 
_J 

(III.37) 

Ill.3 - Divisão do Dominio em Sub-Regiões 

Introdução 

O procedimento de utilizar-se o MEC considerando-se o domínio 

dividido em sub-regiões, 

lidades: 

tem basicamente as seguintes fina 

a) solucionar problemas constituídos de materiais distintos; 

b) dar um melhor condicionamento a matriz do sistema de equa­

ções, de forma a obter-se características de banda, redu -

zindo-se o trabalho computacional na solução do sistema; 

c) reduzir o trabalho computacional na determinação dos valo­

res de pontos internos. 

Ao utilizar-se a subdivisão nara atender a um problema de re­

dução do trabalho computacional, deve-se notar que este pro­

cedimento introduz erros na obtenção dos valores de u e :t, de­

vido a necessidade de realizarem-se integrações nas interfa­

ces que separam duas regiões adjacentes, pois os resultados 

das integrações sao, Beralmente, anenas aproximados nos 

contornos externos e interface, onde são utilizadas avaliações 
~ . 

numericas. Por outro lado, trabalhando-se com algoritmos mais 

adequados, espera-se urna redução significativa no tempo de 

processamento computacional para solução do sistema de equa­

ções e nos cálculos de valores do interior, especialmente nos 

casos em que uma das dimensões rrincipais seja significativa­

mente maior que as outras. A utilização de interfaces possi­

bilita também a consideração da aplicação de sobrecarga (for­

ças de superfície) no interior do domínio. 
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Anilise da Consistência do Mêtodo Aplicado a N6s de Interface 

a) Nós Internos 

Considerando-se o no XI em análise, pertencente a uma interf~ 

ce que separa duas sub-regiões e supondo-se inicialmente, que 

sobrecargas, 

incógnitos 

se trata de um nó sobre interface retilínea, sem 

pode-se distinguir, básicamente, oito parâmetros 

necessários para avaliar o comportamento do sólido em estudo, 

utilizando-se de sub-regiões. 

íl 1 SI 

11iíl2l~7 ~-
2 t tI 7 

f.,. -t. 

7 tiz 
I7 , -

t 
2 

uz t "" íl2 
XI - XI - t;z 

Xz uI7 
7 t I 2 

1 ~x, 

l(2 

!:,.,(,.~ - Iz 
l( 7 

111 íl1 1 

FIGURA III.8 - Definição dos Parâmetros_ Inc6gnitos que Atuam em N6s Inter 
nos de Interface. 

As condições de compatibilidade de deslocamentos e equilíbrio 

de forças sobre 
~ 

o no xr fornecem, respectiva~ente, as seguin-

tes equaçoes: 

I 1 I2 
ui = ll 

7 

I 7 I2 
(III.38) 

l( 2 = l(2 

e 

!'' 
I2 

t7 -ti 

I 7 I 2 
(III.39) tz -t 2 
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Assim, a aplicação do metodo sobre este no apresenta-se con­

sistente, pois obtém-se duas equaçoes em cada sub-região, que 

relacionam os deslocamentos de x
1 

aos deslocamentos e forças 

de superfície de todo o contorno de cada subregião. 

No caso da interface apresentar um ponto anguloso sobre x1 ,são 

necessários dois parâmetros adicionais de forçàs de superfÍ -

cíes para cada lado da interface. 

:tI 1 , e 
2 

:t
I7,d f :tI77,e 
2 I d -

SI 

l t 1' ---------
) x f ;tI 2, d ,---: 

- I 2 'ª·~-
- tI2,d 

f t~2,e 7 

-- tI2,e 
1 

FIGURA lll.9 - Parâmetros Incõgnitos para Definição do Campo Real de 
Forças de Superf1cie em Nõs Internos de Interface sobre 
Pontos Angulosos. 

As condições de equilíbrio fornecem mais duas equaçoes e ou­

tras duas equações podem ser obtidas utilizando-se as proprie 

dades de invariantes elásticos. 

No caso de haver sobrecargas (forças de superfície) aplicadas 

à interface, estas podem ser consideradas como parâmetros adi 

cionais relativos a casos de descontinuidade simples. 

b) Nós Externos 

Para estes nós, que interligam duas regiões pelo contorno ex­

terno, considerando-se uma análise individual para cada dire 

ção coordenada conforme o item III.l e utilizando-se as equa­

çoes de compatibilidade e equilíbrio dos nós de interface,te~ 

-se: 
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Caso 1 - Apenas forças de superfície sao prescritas. 

SE 7 SE 7 

! J.,. {. 
íl 1 

l J.,. {. 
íl 1 -- -u. SI 

;l,d -u. 
SI E X I I XI I 

tI - I -- - tI h.L l, e - tI 1.,.L 
I I 

íl2 íl2 

a) sé b) 
SE

2 

FIGURA IIJ.1() - Definição dos Parâmetros Incõgnitos dos Nõs Externos de 
Interface com Apenas Forças de Sunerficie Prescritas. 

Nestes casos tem-se duas incógnitas de interface, uma de des­

locamento e outra de força de superfície. 

Caso 2 - Deslocamento e força de superfície sao prescritos. 

SE 7 SE
7 

l 1.,.L íl 1 ' ! -~. i. 

/~ .,.E, d 
'I 

Xa - X7 
l 

---+ :, - ;tI J.,.L E - ;tI 
/ /,e. / I I , 

I 
, 
/ 
/ 
/ 

ílz 

SE 2 sé 
FIGURA III. 11 - Nõs Externos da Interface com Deslocamento e Força de Su­

perficie Prescritos. 
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Nestes casos têm-se duas incógnitas de forças de superfície, 

uma de interface e outra de contorno externo relativo a uma 

das sub-regiões. 

Caso 3 - Aoenas deslocamentos sao orescritos. 

SI 

l !., • À_. 

SI 
~E,d 
"'I -

:t~,e___. --
J.;.L !.; • ~-

a) b) 

FIGURA III.12 - Nos Externos de Interface com Apenas Deslocamentos Pres­
critos. 

No caso 3a tem-se duas incógnitas de forças de superfÍcie,uma 

de interface e outra de contorno externo comum as duas sub-re 

giões. 

No caso 3b tem-se três incógnitas de forças de suoerfÍcie,uma 

de interface e duas de superfície externa; uma oara cada sub-re 

giao. 

Assim, verifica-se que apenas para o caso 3b a aplicação pura 

do MEC torna-se inconsistente, sendo necessirio equações adi­

cionais para solucionar o problema. 
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Corpo Dividido Em Duas Sub-Regiões 

a) Sem a Presença de Forças de Domínio e Sem a Consideração 

da Descontinuidade das Forças de Superfície. 

Considera-se inicialmente o caso mais simples de ser resol 

vido, que é a de um corpo dividido em duas sub-regiões, como mos 

trado na figura III.13, onde não são considerados os 
~ 

possi-

veis modos de descontinuidade das forças de superfície nem o 

efeito das forças de domínio. 

SE' 

SI 

FIGURA III. 13 - Corpo Bidimensional Dividido em Duas Regiões. 

Aplicando-se o método sobre cada regiao isoladamente, podendo 

ser considerada características elásticas próprias na solução 

fundamental utilizada, obtém-se: 

~11 H 11 '] 1 ' 1 ~11 GI J '] !'' 1 :I1J GI1 
(III.40) 

HI1 HIIl GII1 ,t I 1 J 
' e 

f" ,21,J 
1 ::, l 

í ,,1 '] !:: ,J, ~22 (III.41) 

HI2 HIIz GIZ GII2 

sendo os Índices 7 e 2 relativos, respectivamente, 

metros dos contornos externos SE 1 e SE 2 ; o Índice I j 

aos parâmetros da interface em relação a sub-região 

-aos oara -

refere-se 

íl .. 
j 



70 

Na interface SI, a satisfação das condições de compatibilida­

de de deslocamentos e equilíbrio de forças, nos fornece as se 

guintes relações: 

(III.42) 

Substituindo-se os valores de CIII.42) em (III.40) e (III.41) 

e reordenando-se, obtêm-se: 
1 \ 

~" 
G 1 I l 

HJI~ 

;t, l' ]1"') tr 
GIi GII t -H I I1 

UI 
H I 1 

l ' e 

(III.43) 

~G,r' -H"' G22] 1~: l"]{"') -GTI2 _HII2 GIZ 
;t, 2 HIZ 

l - . 

(III.44) 

Acoplando-se os sistemas (III.43) e (III.44), resulta: 

G 11 GII1 -HII1 o l 
-

GIi GII 1 -HII1 o 

o -GZI2 -HZI2 G22 
-

Grzj o -GII2 -HII 2 

Deve-se notar que os Índices r
1 

agora aos mesmos valores nodais 

tido de integração invertido. 

r;t,ll 
H 11 o 

( 1 
t r HI1 o j"' i = 

r o H22 ,,.2 J u -
;t,2 o HI21 

- ..J 

(III.45) 

e r
2 

apesar de se referirem 

( +I I) - . ~ eu sao obtidos com sen 

O sistema final é obtido openmdo-se os valores nodais conhe­

cidos e reordenando-se as colunas dos parâmetros nodais incóg 

nitos do contorno externo (SE= SE
1 

+ SE
2

). 
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b) Consiàerando-se a presença de forças de domínio e desconti 

nuidade do campo de forças de -~ . superricie. 

Considerando-se o corpo submetido a um sistema de forças de 

domínio e forças de superfície, yer i}if], tem-se nas Í-TJterfaces; 

I 1 I2 I 
Ju:1 

I2 
+ V. = u. + V, w. 

,(, ,(, 

1 I 1 -IJ I 1 
t. + ªij~ 1 n. 

l ,(, j 

I k 
sendo n. o cosseno diretor 

l k j 
t. as forças de superfície 

,(, I12 
tar u. 

,(, 

,(, ,(, 

-{t:2 
, I 2] I 2} 

+ a .. lv n. 
,Lj L j (III.46) 

ca normal à superfície de íl{R) e 

correspondente a função complemen 

Aplicando-se o método sobre a regiao íl 1 e utilizando-se as 

equaçoes adicionais, obtém-se: 

1· HI' 1 

lo(!,-fVE,1 

HI, 1 

o 

GJ' 1 

B 1 VE, 1 

GI, 1 

I_ o 

GI, 1 VE GI, I GJ, IVE G1,1VS 

61VE, JVE 0 o o 
-

GI, JVE GI,I GI, IVE GI, 1 VS 

o 6IVE,I 6IVE,IVE O 

' ti 1 
GJ, IVS t/VE : 1' 1 1 

o tI 
+ 

tIVE GI,IVS bI,1 

[t1VSJ o tIVS o 
l 

(III. 47) 
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sendo: 

= Índice relativo aos oarâmetros de contorno ex-

terno da regiao íl 1 ; 

I = Índice relativo aos parâmetros de interface; 

VE = Índice relativo aos - descontinuidade nos com esp.::_ 

cial; 

vs = Índice relativo aos parâmetros de nos com descon 

tinuidade simples; 

b,<,' 1 
= influência das forças de domínio da sub-região íl 1; 

A,B = coeficientes obtidos pelas equações adicionais. 

Operando-se os valores conhecidos e reordenando-se o sistema, 

tem-se: 

HI-GJ 1• 1 -GI, IVE -Gl,I -Gl,IVE Hl,I 
1 

Pl+bl,1 wl-tl 
,tlVE 

O IBJ IVE, 1 _
8

1VE, 1VE PIVE o o o ,tI 

til-GJ I, I -GI, IVE -GI,I -GI,IVE HI,I ,tIVE pI,l+bI,1 

o o _8IVE,I _8IVE,IVE AIVE,I I o w 

(III.49) 

sendo: 

( 1 

18
1,IVS Gl,IVS GI-HJ

1
• 1 r ,ti vs p o 

PIDE -AIVE, 1 
,tIVS 

: 

~ o 
o 

-t lwl 
1 

CIII. 49 ) 
-

PI, 1 GI, 1 VS GI, IVS GI-HJ 1
•

1 o IVE 
lw 

Aplicando-se o método sobre a regiao íl 2 , de forma análoga, e 

utilizando-se as equações (III.46), o sistema final pode ser 

escrito como: 



H(-G)1,1 -G1,1DE _ G 1 , I -G1, IDE I{ 1 , I 1 rul.t) l 
1 r P1+b1,1 

O I-B) 1DE, 1 _8 1DE, 1DE o o o o :t:1DE PIDE - - .. 

HI-G) 1• 7 -GI,1DE _ G r, r -GI, IDE H I, I .t I j'.r,1,,r,1 
o o _

8
IDE,I -AIDE,IVE 

8 IVE,IVE .tIDE 
- -

; 

G r, r GI,IDE H I , I HI-G) 1 • 2 -GI,2DE I pI,2+bI,2 u 
o G 2, I G2,IVE H 2, I H(-G)2,2 -G2,2DE 2 Pz+b2,2 -.., 

u(t) w 

o o o O(-B)2VE,2 _8 2DE,ZDE :t2DE ,P2DE - - - l 

(III.50) 



Sub-Regiões em Fila 

Devido as dificuldades existentes para desenvolver um progr~ 

ma computacional que considere o caso geral de sub-regiões, 

introJ,~zem-se as seguintes simplificações visando facilitar o 

tratamento computacional: 

a) consideram-se apenas os casos em que as regiões encon-

trem-se dispostas em forma alinhada, isto e, cada regiao 

pode estar conectada com no máximo duas regiões adjacentes, 

as quais devem estar isoladas entre si, como esquematizado 

nas figuras abaixo: 

FIGURA III.14 - Corpos Bidimensionais Divididos em Subreqiões Alinhadas ou 
em Fila. 

b) nao considera-se a aplicação de sobrecarga às interfaces; 

c) nao admite-se a utilização de nos que apresentem desconti­

nuidade especial para iniciar ou findar uma interface pelo 

contorno externo; 
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d) admite-se os casos de descontinuidade especial para nos de 

contorno externo, apenas quando ocorrerem em ambas as dire 

çoes. Nestes casos, para simplificar os algoritmos de arma 

zenamento computacional, utilizam-se dois nós sobre o pon­

to. Da mesma forma são utilizados nós duplos em pontos an 

gulosos de interface. 

Assim, seJa a figura (III.15) representativa de um corpo con~ 

tituído de subregiões em fila, onde cada sub-região de ordem 

k ~ . . S Ek. 1 . f e limitado pelo contorno externo e pe as inter aces 
Sik-i {Sikª) e Sik {Sikp). 

' sl- 1 Sik SI
1 

SI 2 Sin 

íl 1 íl2 íl3 ... ílk-1 ílk ílk+ 1 · · · íln-1 íl n 

SE
1 SE2 SE3 sl- 1 sl sl+ 7 SEn-1 SEn 

FIGURA Ill.15 - Corpo Bidimensional Dividido em n Subregiões em Filo .. 

Aplicando-se a formulação apresentada no item anterior sobre 

a região ílk' obtém-se: 



t 1
1w 

1 
GI ka.' Ik.a Ika. IlzªVE Ilza Ilza ka. Ilza KVE Ik.a lP Ilza Ik.pVE 11za lP Tk.ª:JE 

H(-G) I ,K ;t 
G ' H , -G ' - G ' -G ' H ' ylui 

K lª K IlzªVE K zRª HI-G)k,K -GK,KVE K ylzP -GK' Ik.pVE K Ilzp w 
G ' G ' H , - G ' H ' 

w(:t) K 

o o o O(-B)KVE,K _8KVE,KVE o o o i ./DE -
Ilzp lª Ik.p Ilz~E Ik.p lª lzp 1./zp KVE ylzP yizP I lzp I lzpVE 11,p 1k.p ylzP 

G ' G ' H ' H(-GJ I ,K -G ' -G ' -G ' H ' t 

Ik.pVE yizP IlzpVE Ik.pVE IlzpVE lP ylzpVE 1 

o o o o o A ' .t 
-B ' -B ' 

I lzp 

J t'º 

" °' 
Ilza Ik.ªVs Ik.a KVS ylza yk.Pvs o ylrnvs 11za K 

G ' G ' G ' . ;t b ' 

K rk.ªvs 
G ' 

GK,KVS GK,rk.Pvs o 
;tKVS bK,K 

o o o -AKVE, KVE lPvs + o ' CIII.51) 

7kp 1flpTJS 
;t 

Ikp rkªvs ~ykP,Kvs o rkr K 
G ' - \J 

G , KVE b ' 
w 

o o o o o - - - -
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12a - 12-1 -I = parametros da interface anterior (SI ) are-

giao '2; 

r 12
P = parâmetros da interface posterior (SI

12
) à 

giao lu 

K = parâmetros externos da região 12; 

re-

VS = parâmetros conhecidos de descontinuidade simples 

de força de superfície; 

VE = parâmetros de descontinuidade especial de for­

ça de superfície; 

A,B = coeficientes relativos às equaçoes adicionais; 

bi,l2 = influência das forças de massa sobre os nos do 

contorno i; 
wKVE = valores conhecidos dos deslocamentos sobre 

nos onde ocorram descontinuidade especial, 

os 

e 

nos adjacentes, do contorno externo da regiao 

12 . 

Os parâmetros de descontinuidade simples de interface sao re­

lativos apenas aos nós externos de interface, uma vez que nao 

se considera a aplicação de sobrecargas nas interfaces. 

Assim, trabalhando-se cada sub-região na forma indicada, tendo-

se a precaução de operar-se inicialmente os nós externos de 

modo a posicionar de forma adequada os parâmetros incógnitos, 

obtém-se um sistema de equações cujos coeficientes formam uma 

matriz em banda com degraus variáveis, para o caso geral de 

sub-regiões em fila, como esquematizado na figura(III.16). 
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w[t) 1 

' 
' ' ' 

7 ( íl~ { 

íl 1 1 1 

1 

tI2 wI2 
·- 2 w{t) ~ .~ 

1 

I7(íl2){ 1 
1 1 1 

~ -
1 

1 

1 
íl 2 

1 

1 
w[tJ 3 I 1 

I 
2 

I n2 I { t 3. w 3 
~ ~ 

12 [íl3) { 
1 
1 

! 
1--
1 

íl 3 1 

' 1 

' w[t)
4 J___ 

I
3

(íl 3 J ( 1 

I 
3 

( íl41 { i----l- 1-- ---- -- -
1 

1 
1 íl 4 
1 

1 
1 

1 1 

FIGURA III.16 - Matriz Final Basica oara Quatro Subregiões em Fila. 
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CAPITULO IV - RESULTADOS E COMPARAÇÕES 

Analisam-:;e, basicamente, três exemplos para obtenção de valores 

numéricos, a saber: chaoa submetida à tração uniforme, barragem 

de concreto e viga em balanço. 

IV-1 - Chapa Submetida ã Tração Uniforme 

la - Chapa em Estado Uniaxial de Tensões 

Definição do Exemplo 

Este exemplo consiste na análise de uma chapa submetida à tensões 

uniformes, como esquematizado na figura (IV. la). Utilizam-se cin­

co discretizações pelo MEC (figuras IV.2, IV.3, IV.4, IV.5 e 

IV.6) onde ccnsideram-se as condições de simetria (figura IV.lb)e 
• 

obtêm~se valores em três pontos internos. Os resultados obtidos 

são comparados com a solução analítica, que fornece valores exa­

tos. 

( 7 a) r 
x2,u2 l X2 I 7 b J t = 10.000,00 

t ! f j 2 

o. 50 
. I ,-
. I3 o. 50 ,-~ 

2 o. 50 
. I 1 ,_ 

4,00 0.50 ~, X
1
,u

1 

I 
'l. 

1 I l-t2 .. 
•1 I'''"''''' ' , , 'f,' 

~ ./ 
E 2.000,00 x1 

4,00 V = 0,20 

FIGURA IV . l - Chapa em estado uniaxial de tensões: dados bãsi-
co s. 
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4 
3 

• r3 

6 • r2 2 

• I 1 

7 

8 XJ 

FIGURA IV.2 - Discretizaçio l: 8 nos de contorno, 3 pontos in­

ternos, 16 equações. 

4 3 

• I3 

íl 2 

6 2 
9 

I 1 
íl 1 

7 

8 XJ 

FIGURA IV.3 - Discretizaçio 2: duas regiões, 8 nos de contorno 

externo, 3 nõs de interface (dois externos), 2po~ 
tos internos, 24 equações. 
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1 O 4 9 3 

• I 
íl2 

3 

6 • I 
2 2 

11 

14 12 íl1 

7 8 

fIGURA IV.4 - Discretização 3: duas regiões,10 nõs de contorno· 

externo, 6 nõs de interface (dois nõs externos e 

um ponto com descontinuidade especial), 2 pontos 
internos, 38 equações 

1 O 4 9 3 

12 íl2 

16 

11 
6 13 2 

15 

7 7 
14 íl 1 

7 8 x1 

FIGURA IV.5 - Discretização 4: duas regiões,10 nõs de contorno· 

externo, 9 nõs de interface (dois nõs externos e 
dois pontos com descontinuidade especial), 48 equ~ 
çoes. 
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s 1 x2 
4 3 

íl 3 íl 2 

• I 
3 

6 . I2 2 

• I 1 íl l 

7 8 

FIGURA IV.6 - Discretização 5: três regiões, 8 nõs de contorno externo, duas 
interfaces com dais nõs externos, 3 pontos internos, 24 equa -
çoes. 

Resultados Numéricos 

QUADRO IV.l - Deslocamentos (u
2

) na direção x2 

Pontos Discret.l Discret.2 Discret.3 Discret.4 Discret.5 Sol. Exata 

4,99999 4,99994 4,99051 5,00020 

9,99994 9,99986 9,99189 10,00032 

4,99047 

9,98991 

10,00009 9,99995 

10,00002 9,99989 

5,00003 4,99996 

2,50061 2,49702 

5,00006 4,99996 

7,49363 7,49108 

9,99201 10,00083 10,01067 

9,99197 10,00016 10,0125Q 

4,99596 5,00010 5,01457 

2,49921 2,50214 2,45367 

4,98393 5,00010 4,99867 

7,49112 7,50027 7,36078 

5,00000 

10,00000 

10,00000 

10,00000 

5,00000 

2,50000 

5,00000 

7,50000 

(*) Solução utilizando-se 10 pontos de integração coincidente 

com a solução exata,para todos os pontos e todas as dis­

cretizações, excetuando-se os pontos I
7 

e I 3 da discreti­

zaçao 5; com 2,49995 e 7,49986, respectivamente. 
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QUADRO IV.2 - Deslocamentos (u
7

) na Direção x
7 

Pontos Discret. l Discret. 2 Discret. 3 Discret. 4 Discret. 5 Sol.Exata 

-2,00002 -2,00015 -2,01712 -2,00002 -2,00714 -2,00000 

-2,00011 -2,00014 -2,00244 -1,99997 -2,01076 -2,00000 

-1,99995 -2,00010 -2,00863 -2,00010 -1,98913 -2,00000 

-1,00000 -1,00006 -0,99891 -1,00008 -0,98819 -1,00000 

-1,00004 -1,00007 -1,00612 -1,00004 -1,01466 -1,00000 

-1,00035 -1,00073 -1,00517 -1,00001 --1,00981 -1,00000 

-1,00004 -1,00007 -1,00257 -1,00008 -0,99052 -1,00000 

-1,00033 -1,00072 -1,00046 -1,00014 -1,04250 -1,0000 

(*) Solução utilizando-se 10 pontos de integração coincidente 

com a solução exata, para todos os pontos e todas as dis­

cretizações, excetuando-se os pontos I 7 e I 3 da discreti­

zaçao 5, com 1,00073. 

QUADRO IV.3 - Tensões Ccr 77 ) na direção x
7 

Pontos Discret.l Discret.2 Discret.3 Discret.4 Discret.5 

3-4 0,10 -0,09 4,25 -3,88 -1,88 

4-5 0,01 -0,11 4,84 0,22 23,62 

5-6 0,00 -0,01 -5,00 0,36 10,48 

6-7 -0,01 0,01 4,89 0,03 -12,38 

7-8 -0,07 -0,15 -11,33 0,01 -26,51 

8-1 0,03 0,14 -23,30 0,09 12,60 

I 1 6,68 41,27 -5,11 2891,86 

I
2 

-0,11 -0,14 0,36 -21,97 -165,77 

I
3 

65,39 41,27 -6,42 -81,98 2891,86 

(*) Solução utilizando-se 10 pontos de integração coincidente 

com a solução exata, igual a O,OO, para todos os pontos 

e todas as discretizações, excetuando-se os pontos I 1 e I 
3 

da 

discretização 5, com 35,49. 
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QUADRO IV.4 - Tensões <0 22) na direção x2 

Pontos Discret.l Discret.2 Discret.3 Discret.4 Discret.5 

1-2 9.999,98 9.999,89 9.891,03 10.000,40 9.980,94 

2-3 9.999,90 9,999,83 9.992,39 9.999,04 9 .998,87 

5-6 9,999,98 9.999,84 9.991,62 10.000,16 10.000,00 

6-7 10.000,06 9.999,92 9.992,29 10.000,20 9.997,97 

7-8 10.000,00 10.000,01 10.004,57 10.000,45 10.026,66 

8-1 10.000,01 10.000,01 9.993,42 10.000,25 10.014,08 

Il 9.990,80 9.937,56 6.330,82 

I2 10.000,16 9.999,86 10.047,62 10.157,99 

I3 9.900,89 9.937,56 10.007,76 6.330,82 

( '') Solução utilizando-se 10 =ntos de integração coincidente com a 

solução exata, igual a 10.000,00, para todos os pontos e to­

das as discretizações, excetuando-se os pontos I
7 

e I 3 da 

discretização 5, com 9967,57. 

QUADRO IV.5 - Tensões cisalhantes (0 72 ) 

Pontos Discret.l Discret.2 Discret.3 Discret.4 Discret.5 

Il 5,84 -0,00 1,43 1.777,31 

I2 o 'o o o,oo 0,22 8,69 40,98 

I3 -5,84 0,01 O, 9 8 · -41,69 1.777,31 

( ,., ) Solução utilizando-se 10 oontos de integração coincidente com 

a solução exata, igual a 0,00, para todos os pontos e todas 

as discretizações, excetuando-se os pontos I
7 

e I 3 da discre 

tização 5, com -9,40. 
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Discussão 

O principal objetivo da análise deste exemplo simples é o de ini 

ciar a avaliação dos resultados numéricos da formulação desenvol 

vida para o método, incluindo o tratamento por sub-regiões ali­

nhadas com interfaces retilíneas ou poligonais. 

Comparando-se os valores obtidos com o MEC com os valores da so­

lução exata, os resultados podem ser considerados excelentes den 

tro do âmbito da engenharia, inclusive quando utiliza-se quatro 

pontos de integração, para todos os pontos e todas as discretiz~ 

ções. Como exceção, apenas as tensões dos pontos internos I 7 e I 3 
da discretização 5 apresentam resultados deficientes, o que po­

de ser explicado pela proximidade destes pontos com o. contorno, 

que possuem uma distância da ordem de 40 a 50% do comprimento dos 

elementos mais próximos, o que prejudica a avaliação numéricas~ 

bre estes elementos devido a elevada variação dos camoos virtuais. 

Ao utilizar-se dez pontos de integração os resultados passam a 

ser exatos, para todas as discretizações, excetuando-se apenasos 

casosacima referidos,que entretanto, passam a ter valores confiá 

veis. 

Pode-se notar, pelos resultados das discretizações 3 e 4, a vali 

dade da utilização das equaçoes adicionais sobre os pontos angu­

losos das interfaces. 
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IV. lb - Chapa com Orificio Circular 

Definição do Exemplo 

Neste exemplo, analisa-se o comportamento de uma chapa com ori­

fício circular, com relação l/d = 5 (d= diãmetro do furo; l = 
largura da chapa), submetida a um esforço de tração uniforme co­

mo esquematizado na figura IV.7a. Para a análise numérica utili 

za-se duas discretizações pelo MEC (figurasIV.8 e IV.9), conside 

rando-se as condições de simetria (figura IV.7b), sendo que no 

caso 2 da discretização 1 são 9rescritos apenas os deslocamentos 

obtidos para o caso l, oncle são prescritos deslocamentos e forças 

de superfície. A solução analítica foi obtida conforme [1], con 

siderando-se a placa com largura i_nfini ta. 

1 
x1 

1 x2 

1 f ! t .t 7 .tl 

í"'-i- l 
\...'.._,,__j_ 2 O, ?O 1 00, 00 

x2 

1 
~/l/////11/// I/// 7 r l l I ! -t 

x1 1 

1, 100,oa 
'1 

~ 1 , O O ,e 1 
E 21,00 

V 0,20 

( 7 a) 1 7 b J 

FIGURA IV.7 - Chapa com Orificio Circular: Dados Bãsicos. 
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21 1 7 

. 

26 

L 
7 13 xi 

FIGURA IV.8 - Discretização l: 26 nos. 

27 

33 

IC-~ 
7 15 xi 

FIGURA IV.9 - Discretização 2: 33 nos. 



Resultados Numéricos 

3,0 

2, 5 

2, O 

1, 5 

1, O 

0,5 

10,0 2.0, O 

88 

--------- fJ,Llc.fr..e~zcu;ão 1, C/t-60 ° 
---~ !Iú.,CAetüaçiio e 2 

--- - Sol. anaeltica 

--------

30, O 40, O 

FIGURA IV.10 - Tensões normais (a 11 ) na direção x7,ao longo do eixo Xz-

(*) Para placas com relaçâo l/d > 4, o erro admitido na soluçâo 

analítica Dara o cálculo do valor da tensâo máxima é infe­

rior a 6%, ver [l] . Segundo [] 2] , obtem-s e 3, 14 Dara o va 

lor da tensâo máxima. 

Discussão 

O presente exemplo vem confirmar a ideia geral de que o MEC pr.e§ 

ta-se de forma eficiente para obtençâo de soluções de problemas 

que apresentem concentrações de tensões. Admitindo-se 3,14como 

o valor correto para a tensâo máxima, verifica-se que os resul­

tados obtidos apresentam uma diferença inferior a 10%. 

O caso 2 da discretizaçâo 1 confirma a validade das equaçoes a 

dicionais aplicadas em pontos do contorno externo. 
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IV.2 - Barragem de Concreto 

Analisam-se dois exemplos de barragem em concreto, consideran­

do-se a base engastada, submetidas a empuxo hidrostático e pe­

so próprio. 

2a- Barragem 

Definição do Exemplo 

Neste exemplo, a estrutura possui uma forma trapezoidal como 

apresentado na figura (IV.11) . Estuda-se o problema pelo MEC 

através de três discretizações (figuras IV.12, IV.13eIV.14)ecom 

MEF utilizando-se duas malhas de elementos triangulares, uma 

com elementos lineares (figura IV.15) e outra com elementos qua­

dráticos (figura IV.16). Para avaliação do peso próprio utili 

za-se o procedimento semi-analítico e a formulação através do 

tensor de Galerkin. 

400,00 

1 
1000 
l 
1 

1000 

+-
1000 
J_ 

• I 
4 

• I 
3 

E= 200.000,00 kg6/c.m 2 

V = 

y = 
a. 

0,25 

O, 1 kgiíf c.m 2 !m 
2 

y = 0,25 kg6/c.m /m 
e 

FIGURA IV.11- Exemplo 2.a - Barragem simples: dados bâsicos. 
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8 

9 

17 

18 

6 

7 

8 

9 

1 O 

Barragem 

• I 
1 

79 

10 20 11 

90 

1 x2 5 

• I4 

• I 3 

• I2 

• I 
1 

----,. 

11 12 13 14 1 5 16 x1 

l - Discretização 1 : 16 nõs. 

12 13 14 15 21 16 

FIGURA IV.13- Barragem l - Discretização 2: 22 nos (detalhe da base). 



'-----~~~----~-> 
Z8 36 40 46 50 X 

1 

FIGURA IV.14 - Barragem l - Discreti 
zação 3: 50 nos. -

xi 

FIGURA IV. 15 - Barragem l - Malha l: 
38 elementos"EPTTL", 
31 nos. 

xi 

FIGURA IV. 16 - Barragem l - Malha 2: 
34 elementos "EPTTQ", 
87 nos. 

<.O 
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Resultados Numêricos 

QUADRO IV.6 - Deslocamentos nodais oara a pressão hidrostática 

MEC MEF 

Pontos Discret.l Discret.2 Discret.3 Malha 1 Malha 2 

IV.6a - Deslocamentos (u1) na direção x1 

6 17,9923 17,8157 18,4347 15,1816 17,4250 

7 13,8392 13,7975 14,2472 11,7210 13,4613 

8 9,6632 9,7117 9,9392 8,2593 9,3763 

9 5,4881 5,6559 5,7107 4,7136 5,3967 

Il 2,3360 2,8295 2,8507 2,3568 2,5411 

I2 6,8449 6,9459 7,4422 6,1406 6,9918 

I3 10,9911 11,0036 11,8909 9,7437 11,2230 

I4 15,1158 15,0177 16,3007 13,3323 15,4097 

IV.6b - Deslocamentos (u2) na direção x2 

6 5,7263 5,6392 5,8525 4,6512 5,5172 

7 5,5843 5,5154 5,7471 4,4658 5,4257 

8 5,0029 4,9607 5,1601 3,9126 4,8656 

9 3,6878 3,6389 3,7461 2,6751 3,5571 

Il 1,3200 1,4916 1,5467 1,3375 1,40 

I2 3,4702 3,4852 3,5615 2,6401 3,3452 

I3 4,4059 4,3785 4,4805 3,3917 4,2238 

I4 4,7298 4,6833 4,7788 3,6984 4,5068 
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FIGURA IV.17 Tensões normais (a22 ) e forças de superfície (-t
2

) na base, 
para o empuxo hidrostãtico. 
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------- V,ü c.Jr.e;(:,í.za.ção 

f -------tl- V{;., c.Jr.et{za.ção 2 

V{;., c.Jr.et{za.ção 3 J 
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-· ----"'---·.~e--'==='-""""---"="--______..~~ '~------.---- -~ 

500 1000 15]0 2000 2500 3000 

MEC 

FIGURA IV. 18 - Tensões cisalhantes (cr 12 ) e forças de superficie (-t7) na 
base, para o empuxo hidrostãtico. 
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QUADRO IV. 7 - Tensões em pontos internos para a pressao hidrostá 
tica 

MEC MEF 

Discret. 1 Discret. 2 Discret. 3 EPITL EPITQ 

Pontos 4 PI 10 PI 4 PI 10 PI 4 PI 10 PI Malha 1 Malha 2 

IV. 7a - Tensões normais (a 11 ) na direção x
1 

1i 153,74 -204,04 -294,14 -296, 51 -295,55 -295,54 -234,27 -315,16 

I2 612, 72 -242,17 533,18 -233,68 -248,28 -248,21 -207,58 -254,55 

I3 1.167 ,57 -131,06 1.171,34 -127,34 -148,20 -148,10 -143,66 -145,95 

\ 1.724,51 - 20,83 1. 714,38 - 19,28 - 47,45 - 47,31 - 58,68 - 47,33 

IV.7b - Tensões nonna.1s (cr 22 ) na direção x
2 

Il 339,50 544,11 508, 21 509,35 528,31 528,28 301,40 54 8, 87 

I2 -322,80 192,47 -344,05 178,51 204,74 204,58 175,94 208,99 

I3 -736,01 51,55 -740,82 47,03 68,21 68,15 52,45 70,22 

\ -1. 072 ,47 -11,49-1. 057, 30 -13,37 6,67 6,51 11,24 7,63 

IV. 7c - Tensões cisalhantes C a 12 ) 

Il 128,27 189, 77 155,89 170,41 168,59 168,56 158,15 170,14 

I2 -209,59 32,99 -202,43 38,65 43,83 43,82 52,68 48,97 

I3 -289,27 16,34 -285,06 17 ,96 26,73 26, 72 23,14 25,26 

I4 -330,60 -1,19 -327,25 -1,41 5, 73 5, 71 2,55 5,46 
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QUADRO IV.8 - Deslocamentos para o peso próprio 

l1EC MEF 

Discret. 1 Discr·et. 2 Discret. 3 EPITL EPITQ 

S.A. T.G. s. Analítica T.G. S.A. T.G. M. 1 M. 2 

Pontos 10 PI 10 PI 4 PI 10 PI 10 PI 10 PI 10 PI 

IV.8a - Deslocamentos (-v 
1

) na direção X 
1 

6 8,13 9,31 8,30 8,59 9,42 9,35 10,25 7,99 9,84 

7 5,55 6,34 5,75 5,90 6,46 6,47 6,93 5,26 6,63 

8 3,46 3,79 3,61 3,70 3,89 3,89 4,08 3,09 3,88 

9 1,91 2,03 2,06 2,11 2,14 2,12 2,17 1,62 2,06 

Il 0,80 0,86 1,01 1,02 1,05 1,05 1,06 0,82 0,91 

I2 2,39 2,58 2,38 2,59 2,68 2,63 2, 72 2,10 2,57 

I3 4,33 4,85 4,27 4,62 4,95 4,94 5,24 3,98 4,99 

\ 6, 71 7, 77 6,59 7 ,13 7,89 7,86 8,53 6,53 8,16 

IV.8b - Deslocamentos (-v 2) na direção x
2 

6 10,16 10,65 10,15 10,47 10 ,67 10,56 11,00 9,79 10,48 

7 9,52 9,98 9,57 9,80 10,01 9,97 10,33 9,03 9,83 

8 7,78 7,97 7,86 8,04 8,01 8,02 8,22 7,12 7,82 

9 4,78 4,76 4,79 4,99 4,78 4,75 4,83 4,09 4,59 

Il 2,03 2,22 2,19 2,31 2,32 2,31 2,36 2,05 2,21 

I2 5,58 5,99 5,91 5,82 6,04 6,03 6,18 5,32 5,86 

I3 7,85 8,46 8,18 8,10 8,49 8,48 8,73 7,61 8,30 

I4 8,95 9,69 9,24 9,22 9, 72 9,63 10,00 8,79 9,50 

,., S.A. = Semi-Analítica; T.G. = Tensor de Galerkin. 
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FIGURA IV. 21 Tensões normais (-0 11 ) na direção x7, na base, para o peso oro 
prio. 
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QUADRO IV. 9 - Tensões em pontos internos 1)ara o peso próprio 

MEC (S.A.) MEF 

Discret.l Discret.2 Discret.3 EPITL EPITQ 

Pontos 10 PI 10 PI T.G, S.A. Malha 1 Malha 2 

IV. 9a - Tensões nOril\3.lS Ccr 11 ) na direção x
7

• 

1i -277,13 -327,98 -2),32 -21,05 -50,67 -84,61 

I2 -288,93 -223,69 2,75 3,94 -15,78 0,13 

I3 -131,44 -129,59 1,10 2,00 31,97 0,67 

I4 - 30,43 - 29,82 -1,30 -1,23 12,13 -1,48 

IV .9b - Tensões normais Ccr22l na direção x2. 

Il -434,16 -450,70 -975,27 -962 ,42 -846,76 -957,43 

I2 -434,86 -449,48 -677, 79 -659, 92 -645,14 -688,35 

I3 -301,07 -310,45 -408,67 -387,81 -422,55 -406,34 

I4 - 83,36 - 88,40 -132,60 -lFc,21 -·148,07 -128,76 

IV. 9c - Tensões cisalhantes Ccr12l. 

Il 131, 77 133,92 -34,53 - 34,05 - 25,22 - 51,15 

I2 47,96 54,75 - 0,10 0,19 2,48 4,32 

I3 24, 72 26,74 -10,35 - 10,53 7,02 8,12 

\ 27,20 28,12 - 9,28 3,78 7,42 7,29 

* S.A. = Semi-Analítica; T.G. = Tensor de Galerkin. 
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Discussão 

Os resultados dos deslocamentos para a pressao hidrostática obti­

dos com as discretizações 1 e 2, que podem ser considerados ex 

cessivamente pobres, mostram-se confiáveis até mesmo para os 

pontos internos, os quais encontram-se distante do contorno ape 

nas 25% do comprimento dos elementos mais próximos; sendo pe-

quena a diferença entre os resultados quando utilizam-se 

pontos de integração (PI). 

4 ou 10 

Na análise dos resultados das tensões verifica-se a ocorrência 

de singularidades na extremidade esquerda da base, sendo os re 

sultados obtidos com o MEC os que melhor representam tal fenô-

meno. Já os resultados obtidos para as tensões dospontosinter - -

nos revelam-se totalmente deficientes quando se utilizam as 

discretizações 1 e 2, excetuando-se as tensões no ponto I 1 obti­

das com a discretização 2, cuja distância máxima ao contorno 

nassa a ser de 50% do maior elemento das proximidades; sendo 

tais resultados influenciados pela melhoria da discretização 

na regiao, que por sua vez foi introduzida com o objetivo de 

caracterizar a presença das singularidades já referidas. Nota­

se que a utilização de 10 pontos de integração altera comple­

tamente os resultados das tensões nestes pontos, que entretan­

to, continuam deficientes, excetuando-se o caso do nó I 1 tam­

bém já mencionado. 

Os resultados obtidos no contorno com o MEC para as forças de 

massa mostram-se bastante satisfatórios para ambas as formula­

ções utilizadas, sendo que o procedimento semi-analítico acusa 

a presença de singularidade na extremidade direita da base, o 

que não ocorre com a utilização do tensor de Galerkin, cujos va 

lores obtidos aproximam-se bastante da solução da malha 3 do 

MEF, nesta região. 

Quando se utiliza a discretização 3 obtém-se bons resultados 

para osdeslocamentos e as tensões, inclusive para os pontos in 

ternos, tanto para a pressão hidrostática quanto nara as cargas de 
~ . 

peso proprio. Estes resultados mostram-se bastante estabiliza 
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dos, com pequena influência quando se utilizam 4 ou 10 

de integração, sendo neste caso a distância mínima 

o contorno da ordem do comprimento dos maiores elementos 

proximidades. 

pontos 

até 

das 

Para as forças de massa sao traçados os gráficos das tens6es no 

contorno obtidas com a utilização da lei de Hooke, sendo os re­

sultados obtidos bastante pr6ximos ao resultado da malha 3 do 

MEF, excetuando-sena extremidade jã referida, pelo procedimento 

semi-analítico. 

Neste exemplo, pode-se notar também a presença das "orelhas"nos 

resultados das tens6es nas vizinhanças dos pontos que apresen­

tam singularidade; o que é uma característica comumente presen­

te nas soluç6es obtidas com o MEC nestas regi6es com singulari­

dade. 

Os resultados para o MEF foram obtidos utilizando-se o sistema 

LORANE [}_s] . 
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2b - Barragem 2 

Definição do Exemplo 

Neste exemplo, a estrutura possui a forma como esquematizado 

na figura(IV.22). Estuda-se o problema pelo MEC através de 

duas discretizações (figuras IV.25 e IV.26) com elementos li­

neares. Os resultados obtidos são comparados com o MEC utili 

zando-se elementos constantes ( figuras IV. 2 3 e IV. 2 4) e com o 

MEF utilizando-se elementos triangulares lineares, resultados 

estes obtidos segundo a referência [lo], 

Para dvaliação do efeito das forças de massa utiliza-se a fo~ 

mulação semi-analítica para a discretização 1 e 2 e a formul~ 

ção pelo tensor de Galerkin para a discretização 1 (elementos 

lineares). 

. CatM em metltaó x2 v,o~I 

~ 
--

l,67 
P11_eMãa em ;t6fm/m. 

20,00 

1 

2,97 
20,00 L 
19, 78 

58,00 

Y = 2,2 tS!m3 

E= 2.000.000, 00 :tf,/m 2 

8,60 

FIGURA IV. 22 - Barragem 2- Dados gerais. 
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26 23 

38 11 

'º x, 

FIGURA IV.23 - MEC - Elementos constantes - discre­
tização 1: 38 elementos. 

1 x, 

26 23 

30 42 43 44 19 

31 41 40 39 1B 

38 li 

,o xi 

FIGURA IV.24 - MEC - Elementos constantes - discreti­
zação 2: 2 regiões, 38 elementos exter 
nos, 3 elementos de interface. 

o 
w 



. )'2 
26 24 

" 

FIGURA IV.25 - MEC - Elementos lineares - discretiza­
çao 1: 38 nõs. 

26 24 

31 1------>.. 19 
40 39 

38 

FIGURA IV.26 - MEC - Elementos lineares - discretiza­
ç~o 2: 2 regiões, 38 nõs externos e 4 
nos de interface ( 2 externos). 
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FIGURA IV.27 - MEF - Elementos triangulares lineares. 

Resultados Numêricos 

2 
•22 ltó/m 1 

5 10 15 20 25 30 35 40 

xl (mi. 
10 

o 

30 ' ' ' \ 
40 \ 

' 
50 

• 
' 60 ' 

70 ,,, .. rr:.- ' • ' 

80 -------· 
' - MEF 

----: MEC-Elem. c.ott.4tan.teA - Vi.l.c/1.U.. 1 

' MEC-Elem.c.on6tantU - V.i.6C1Le.t .. _2 

• MEC-Elem.l.lneaJt.U - V)AC/1.et. 1 e. 2. 
Un.tegl'Ulção 11U111VÚC4 com 4 e 1 O pontoii 1 

FIGURA IV.28 - Tensões normais (022) na direção x2 
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20 

- Mff 

25 

• ----- ........ 
" ', 

30 35 

----- MEC-Etem. coMta.nte.6 - 1UACJteL 1 

x MEC-El011. c.onhtrut.tU - V.UcJte.t. 2 

0 /.IEC-Etem.line.aJz.u - V..i.6CJLe.t. 1 e. 2. 
(.úite,g>'t4çâo numêlt.ic.a. com 4 e. l O pon.to6) 

FIGURA IV.29 - Tensões cisalhantes (a 12 ) para os pontos internos. 

Discussão 

Neste exemplo, sao apresentados apenas os resultados das ten­

sões em pontos internos, cuja distância até o contorno e da or 

dem do comprimento dos elementos desta região, que oor sua vez 

possuem um campo impedido de deslocamentos e, conseqlientemente, 

tais resultados apresentam-se totalmente estabilizados quando 

se utiliza o MEC com elementos lineares, sem influência da 

alteração do número de pontos de integração utilizado ou da in 

tradução da interface e sub-divisão do domínio na forma apre­

sentada. 
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IV.3 - Viga em Balanço 

Definição do Exemplo 

Neste exemplo analisa-se o comportamento de uma viga de largura 

unitária em balanço, carregada na extremidade livre por uma car 

ga concentrada, conforme figura IV.30. Os resultados pelo MEC 

sao obtidos utilizando-se seis discretizações para o caso de 

uma região (figuras IV.33 a IV.38) e três discretizações oara 

sub-regiões em fila (figuras IV.39 a IV.41). Os resultados oe­

lo MEF são obtidos 11tilizando-se três malhas de elementos trian 

gulares, sendo duas com elementos lineares (figura IV.42 e IV. 

43)e uma com elementos quadráticos(figura IV.44). Na face carreg~ 

da adotou-se o esquema conforme figura IV.31. 

- . As forças de peso proprio foram obtidas utilizando-se a formula 

ção semi-analítica e a discretização quatro (figura IV.36), bem 

como uma discretização especial (figura IV.32) e ambas as formu 

lações, a semi-analítica e através do tensor de Galerkin, for­

mando-se as equações segundo a discretização quatro. Os resulta 

dos analíticos para a carga no balanço foram obtidos conforme 

l-1], considerando-se a carga P' (figura IV. 31). 

lp 
',1------------------------------,·--. 

1~ ' : 
' 
~ , , . . . 
' 
/. 

~ 

----+-- . - . -- . -- . - ' - . -- - ....____. . - -,--,. 

I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I g I 9 J X1 
--·--

1 

l ----·----------~----------------->'i-1 

E= 2.600,00 p 

V= 0,30 y 

16,00 

2,20 

l 64, 00 

~ = 8,00 

FIGURA IV.30 - Viga em balanço dados gerais. 



11) g 

-*-· 

FIGURA IV.31 - Esquema da face carregada. 

1 3 

0.65625 

1 • 12 5 

1. 40625 

1. 5 

P' = f -tzdX2= 15. 75 

sb 

3 

--+ 

20 

FIGURA IV.32 - Discretização especial para cilculo do efeito do peso pr6prio. 
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9 

79 24 

FIGURA IV.33 - Discretização l: l região, 24 nos. 

75 
t2 

14 13 

25 

76 

26 

77 __s-· 
xi 

27 

18 

28 

79 20 21 

FIGURA IV.34 - Discretização 2: l região, 28 nõs (Detalhe da face engasta da). 

9 

27 36 

FIGURA IV. 35 - Discretização 3: l região, 36 nos. 
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( 
27 

35 

FIGURA IV.36 - Discretização 4: l região, 52 nos. 

x2 ) 
27 

54 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

55 

53 26 

35 56 36 

25 24 

37 38 

9 

52 1 

23 

:s: 
X1 

39 

FIGURA IV.37 - Discretização 5: 1 região, 56 nos (detalhe da face engastada). 
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x2 1 
54 53 2 6 2 5 2 4 2 3 27 .---~...c..:.-~~---_:_._-___ _.:;.::_---l 

55 
56 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

57 
58 

s 

........ ~--------~------
3 5 59 60 36 37 38 39 

FIGURA IV.38 - Discretização 6: l região, 60 nõs {detalhe da face engastada). 

27 18 9 

53 

59 

35 44 52 

FIGURA IV.39 - Discretização 7: 2 regiões, 52 nõs externos e uma interface de 

9 nõs {dois nõs externos). 
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" 61 

o, 
66 íl3 

l9 
o, 

73 
o, 

35 40 44 " 52 

FIGURA IV. 40 - Discretização 8: 4 regiões, 52 nos externos e três interfaces de 9 nos (dois nos externos). 

27 20 16 .--------------;?'"-----
53 

60 

l 54 
69 61 
62 55 

63 56 

64 57 
65 

íl3 o o, 5! o, 
66 " 

35 42 46 52 

FIGURA IV. 41- Discretização 9: 3 regiões, 52 nos externos e duas interfaces de 11 nos (dois nos externos e dois 

pontos com descontinuidade especial). 

N 
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FIGURA IV.42 - Malha l: 51 nos, 63 elementos "EPTTL". 

FIGURA IV.43 - Malha 2: 111 nos, 168 elementos "EPTTL". 

FIGURA IV. 44 - Malha 3: 171 nos, 72 elementos "EPTTQ". 
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Resultados Numericos 

QUADRO IV.10 -

Pontos Discret.4 

I5 -0,4881 

I6 -0,7167 

I7 -0,9707 

IS -1,2419 

I9 -1,3813 

5 -1,5220 

O, 2 

0,4 

0,6 

0,8 

1, O 

1, 2 --

1, 4 
-----

1, 6 

1, 8 

Deslocamentos (u2) do eixo da 

no balanço 

MEC - 52 -nos externos 

Discret.7 Discret.8 Discret.9 

-0,4912 -0,4841 -0,4867 

-0,7228 -0,7117 -0,7176 

-0,9803 -0,9645 -0,9746 

-1,2550 -1,2350 -1,2494 

-1,3962 -1,3740 -1,3906 

-1,5382 -1,5142 -1,5331 

24,0 40,0 

MEC J 
a -
b 

V,z,6c.~etizaçiio 1 e 2 
V,z,6 c.~etizaçiio 3 

viga para 

MEF 

Malha 3 

-0,5234 

-0,7750 

-1,0453 

-1,3385 

-1,4890 

-1,6408 

56 O 

l (', - V,z,6CJLet{,zaçiio 4, 5, 6, 7, 8 e 9 

{ 
d -

MEF e. -
ó -

Mal_ha 1 - EPTTL 
Mal_ha 2 - EPTT L 
Mal_ha 3 - EPTTQ 

Solução AnalWc.a- g 

a carga 

Solução 

Analítica 

-0,4846 

-0,7193 

-0,9813 

-1,2615 

-1,4056 

-1,5508 

FIGURA IV.45 - Deslocamentos (-u2) do eixo da viga para a carga no balanço. 
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4,0 

V ,u., CJI.ú. 1 
V ,u., CJI.ú. 2 
V,ú.,CJI.ú. 4, 7, 8 e 9 
Sol. Anail;üc.a 

5, O 10,0 15, O 20,0 25,00 30,0 

:IGURA IV.46a - Tensões normais 
dade engastada, 

8, O 

6,0 

4,V 

2,0 

(a11) e forças de superfi ci e ( -t:
1

) na extrem_:i_ 
na direção x1 , para carga no balanço. 

V,u., CJI.ú. 4, 7, 8 e 9 
VúCJI.ú. 5 
V,u., CJI.ú. 6 
MEF-Malha. 3 - EPTTQ 

5,0 1 O, O 15, O 20,0 25,0 30,0 

FIGURA IV .46b - Tensões normais 
dade engastada, 

(a 11 ) e forças de superficie (--tl) na extremi­
na direção x1 , ~ara carga no ba anço. 
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8,0 / 
/ 

~---------

6,0 
--- V,ij,cAe;t. 

-------V,ij, M.e:t. 3 

4,0 -- V,ij, cAe:t. 4, 7, 8 e 9 

2,0 

2,0 4,0 6,0 8,0 10,0 

FIGURA IV.47a - Tensões cisalhantes (-a 12 ) e forças de superficie (.t2) na ex 
tremidade engastada rara carga no balanço. 

8, O 

6,0 

4,C 

2, O 

/ 

I / I . 
/ 

/ 
/ 

2,0 4,0 6,0 

------=-=-----

--- V,ij,c~e;t. 4,7,8 e 9 
V ,ij, cA e;t . 5 
V ,ij, cA e;t . 6 

--·- MEF-Ma.lha 3-EPTTQ_ 

8,0 1 O, O 12,0 

FIGURA IV.47b - Tensões cisalhantes (-a 12 ) e forças de superficie (.t
2

) na ex 
tremidade engastada oara carga no balanço. 



1, 60 

1, 56 

1, 52 

1, 48 

1, 44 

1, 40 

1,36 
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/ / 
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' ' 1 

' 1 

' 1 
1 
1 

' ' 1 

l l 7 

MEF-Malha 3 
/ ----- . / ----- / / . -------- -- / / ...,... _____ / 

MEC-V.ú>cJteL 7 
,, 

_,,,,,... -------- -------
1 -------------,' , 

16,0 32,0 48,0 64, O 

FIGURA !V,48 - Variação das tensões cisalhantes (-0 12 ) ao longo do eixo da 
viga para carga no balanço. 

6,0 

4,0 

2,0 

O, 2 0,4 o, 6 0,8 1, O 

V.ú>cJte,t, 7 e 8lx = 32 

V.ú>cJtex. 9lx =16(48 

MEF-Malha 3 1 

1, 2 1, 4 1 , 6 
012 

FIGURA IV.49 - Tensões cisalhantes (0 12 ) em seçoes transversais para a car­
ga no balanço. 
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QUADRO IV .11 - Deslocamento do eixo da peça C -w 
2

) para o peso próprio. 

I5 

I6 

I7 

IS 

I9 

5 

O, 2 

0,4 

0,6 

0,8 

1, O 

1 , 2 

1, 4 

1, 6 

1, 8 

2,0 

1J. 

MEC-Discret. 4-52 nos 

Semi-Analítica T. Galerkin 

Inicial 

-0,1787 

-0,2494 

-o, 3232 

-0,3976 

-0,4348 

-o ,4 716 

,D. Especial D. Especial 

-0,1801 -0,1784 

-0,2514 -0,2490 

-0,3257 -0,3226 

-0,4008 -0,3970 

-0,4382 -0,4340 

-0,4753 -0,4709 

16, O 32,0 

r { 
v. E6 peual 

S. A. V. Irúual 
ME<> V,ú., c_,tet. 4 l 

T.G.- V.Eõpeual 

MEF - Malha 2 - EPTTL 

MEF - MaXha 3 - EPTTQ 

MEF 

Malha 2 Malha 

EPITL EPITQ 

-0,1623 -0,1875 

-0,2267 -0,2625 

-0,2933 -íl,34íl8 

-0,3607 -0,4201 

-0,3607 -0,4596 

-0,4276 -0,4989 

48,0 64,0 

3 

FIGURA IV.50 Deslocamentos no eixo da peça (-w
2

) para carga no balanço 
mais peso prõprio. 
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8, O 

6,0 

4,0 

2,0 

2,0 4,0 6,0 8, O 1 O, O 12, O 

FIGURA JV.51 - Tensões normais (0 11 ) e forças de superf1cie 
na extremidade engastada oara o oeso prõprio. 

8, O 

MEF - Mci,l'.ha 3 

EPTTQ 

-
///~/~/~,,~-----:-:~~~-=-~-

MEC-S. A. =T.G. 

6,0 
.,..,,,.. ...... .,,. 

/ 
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/ V,Ú, cJLe/:. E~ peúal 

4,0 

2, O 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

I 
/ 

0,5 

I 
I 

/ 
/ 

// 
/ 

/ 
/ 

1, O 1, 5 2,0 2, 5 3, n 

FIGURA IV.52 - Tensões cisalhantes (-0 12 ) e forças de superf1cie (t2), 
extremidade engastada para o peso prõorio. 
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O, 1 

8, O 16,0 24,0 32,0 

T. Gai.eJLlún 
S. Ana,U.;üc.a } MEC-VLlrJLe,t. E6pec.h,.(-20 nM, 

Sol. Anae.Z:t-<-c.a 
MEF-Ma,e.ha 3-EPTTQ 

40,0 48,0 56,0 

FIGURA IV.53 - Variação das tensões cisalhantes (a 12 ) ao longo do eixo da viga, para o oeso prõprio. 
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Discussão 

Neste exemplo, onde se utilizam várias discretizações para análi:_ 

se do problema pelo MEC, nota-se uma convergência dos desloca­

mentos para a solução analítica, à medida em que se melhoram as 

discr·eti zações. 

Verifica-se novamente a existência de singularidades nas solu­

ções das tensões, bem como da presença das "orelhas" nos resul 

tados obtidos com o MEC. 

Os resultados no contorno obtidos com o MEC para as forças de 

massa (peso próprio) apresentam reduzida diferença caso utiliz~ 

-se a formulação semi-analítica ou o tensor de Galerkin, o mes-

mo ocorrendo para as tensões cisalhantes nos pontos inter-

nos do eixo da. viga a.o lor,go de todo o seu comprimento. A uti 

lização da discretização especial para obtenção do efeito das 

forças de massa mostra-se eficiente, com variação reduzida em 

relação aosresultados obtidos com a discretização inicial, onde 

são obtidas as equações. 

A introdução de interfaces praticamente nao alteram os resulta-

dos, tanto para deslocamentos quanto para tensões. Nota-se tam-

bém que na discretiza.ção 9 são utilizadas equações adicionais. 

Os resultados para o MEF foram obtidos através dos sistema LORA 

NE [L8]. 
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V - CONCLUSÕES E RECOME~DAÇÕES 

Pela análise dos resultados obtidos e apresentados, chega-se as 

seguintes conclusões: 

i) A utilização do MEC com elementos lineares conduz a resulta-

dos bastantes confiáveis com discretizações não muito oobres, 

tanto para os pontos do contorno quanto para pontos internos nao 

muito pr6ximos ao contorno, especialmente para os deslocamentos; 

ii) Os resultados em pontos internos, especialmente as tensões, 

estão condicionados a relação entre a distância do ponto ao con­

torno e o comprimento dos elementos desta região. Para pontos 

situados a uma distância inferior ao comprimento dos · elementos 

das proximidades os resultados são influenciados pelo numero de 

pontos de integração utilizados, bem como pelas condições ·exis-

tentes no contorno. Para uma distância não inferior ao comprime~ 

to dos elementos os resultados obtidos nos exemplos estudados mos 

tram-se estabilizados; 

iii) A utilização das equaçoes adicionais mostra-se bastante con-

fiável, tanto para o contorno externo quanto para 

interfaces. Este fato pode ser em parte explicado 

o interior de 

pelos bons 

resultados obtidos para os deslocamentos, em que pesem as compli 

cações introduzidas na formulação computacional; 

iv) O emprego da formulação semi-analítica para avaliação das 

forças de massa gravitacionais conduziu a bons resultados tanto 
no contorno quanto no interior, para os nroblemas estudados con 

siderando-se uma região ou sub-regiões em fila. 

v) A formulação através do vetor de Galerkin apresentou bons re 

sultados para o contorno bem como nara pontos internos 

blemas estudados com uma Única região. 
nos pro-

vi) A utilização de interfaces e sub-divisão do domínio condu-
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ziu a resultados muito bons, praticamente não influenciando os 

valores no contorno. Os resultados dos pontos internos foram 

também satisfatórios, tendo-se em vista a conclusão ii, 

Para que possam ser obtidos melhores resultados, bem como visan 

do uma ampliação do campo de utilização, os seguintes aspectos 

devem ser estudados e introduzidos numa futura formulação para 

elasticidade linear bidimensional pelo MEC: 

i) utilização de integração numérica seletiva, com 2, 4 ou 6 po~ 

tos de integração para geração das equações no contorno e 2, 

4 ou 10 pontos de integração para obtenção dos valores no inte­

rior, para maior eficiência computacional; 

ii) utilização de elementos não-conformes, ou seja, ·elementos 

com nos funcionais apenas no seu interior, para facilitar o tra 

tamente de problemas com descontinuidade especial e de nós ex­

ternos de interfaces de sub-regiões; 

iii) utilização do tensor de Galerkin para a transformação dos 

efeitos de força centrífuga e força devida a temperatura para o 

contorno; 

iv) discretização do domínio para consideração de outras forças 

que aí atuem, bem como para consideração de estados iniciais de 

tensões ou deformações; 

v) utilização de condições de simetria sem a necessidade de in 

tegração dos eixos de simetria, para um melhor tratamento comp~ 

tacional bem como a consideração de domínio infinito e soluções 

fundamentais particulares; 

vi) para o caso de sub-regiões, um tratamento computacional efi 

ciente deve ser implantado para o caso de sub-regiões em fila, 

bem como o desenvolvimento do caso geral de sub-regiões, 
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APENO ICES 

A - DESENVOLVIMENTO MATEMATICO-FORMULARIOS 

A.1 - Cãlculo dos Coeficientes das Submatrizes ºIc, Hic e Cij por Integração Anall 

tica 

Cãlculo da Submatriz ~Ic, para I 

a) Direção x1 

Gldl ,41 
{21 ,l, 
112{Icl~fulciJ, 3I 

,;=+/ 

Ic y{F;I 

X' 
2 

NJ { l e I 

X' 
1 

1171<1 11-,1/2 
1121,1 = 11,,1;2 

Jt{x,yl • llc {J•,l/2 

1,11c1 = t 1/2 

u .. {x,yl=c1{-c2ó . .l111t•1t, .1t, -} 
,tj "-J ,t j 

FIGURA A.l - Representação dos coeficientes Glc devido a carga unitãria atuando no no inicial na di 
reçao XJ" 

(A. l) 

Gfc{7,2) 

(A. 3) 



1 29 

Glc I J, 4 I 

b) Direção x2 

Glc(2, J) e, ltr /2 l,ene co,e · e e e 

Glc(2,2) 

Gie/2,3) 

Cã·lculo dos Elementos da Sub-Matriz ~!e, para I 

nais Principais do Sistema Final 

Hlc( 1,4) 

N2(1~;) cit\Ic(J/r3) . n 

, X' 
I •e 
e ,-. 

(JJ 
I•NJ (lei 

X' 
1 

(A. 4) 

Gic(l,2). (A.5) 

(A. 6) 

Gidl,21. (A. 7) 

(A. 8) 

NJ (!e) Situados fora das Diago-

n1=-.6e110c. 

n{' c.oJec. 

FIGURA A.2 - Representação dos coeficientes Hlc. situados fora da diagonal principal do sistema, pa­
ra carga unitãria atuando no nO inicial. na direção x1• 
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rl, lx,yl c3 { -; -C 4 (1t, 1 n 1 - Jt., 1 nl)} o 

r 12 ix,yl 
c3 {-c41~. 1 n2 - Jt, 2 n1\} 
/t 

(A. 9) 

r 21 lx,yl .:1. {-c4l1t,z n, - li.., 1 n21} •-T 72 ix,yJ 
/t 

r 22 (x,yl 
c3 

{-c4(Jt,2 n2 - lt,z nz} o 
/t 

a) Direção x1 

Hlc ( 1, 3) o CA:1ol 

Hid1,4) 
1 -C3 C4 { } .tl 1 J -~~- (-co.;0 )(co.;0 )-(-.;ene 11-•ene) -º-l1•1;)d1; 

_1 .t e e e e 2 2 
~11,1;) 

z 

b) Direção Xz 

Hic(Z,3] Jl 
-1 Tz1 N2 li; d,; - C3 c4 . - Hlcll,41 

1 
Hlc(Z,4) L, Tzz Nz 1, d,; o 

-
- Cilculo dos Coeficientes das Diagonais Principais da Matriz_ H. 

a) Cálculo da Matriz Hp 

Rd(Z*l-7, Z*I-1) • H 17,3) 
. p 

l.irn 
<+0 

1.- E 

l.Lm J r11 N2 J,; d,; 
E«+-0 "i 

o 

1-< 

J T 12 
-1 • 

(A.11 l 

CA.12) 

(A.13 l 

(A.14) 
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= l.,lm 
e+O 1 

l 
1 lco•e I lco,e 1 - l•ene 11-•ene 11 -E.2 -2

7 17+1;] di; e. e. e. e. 
lp -17-,;I 2 . 

.t,lm 

c+O 

iid12•r, 2"1-7 I Hpl2,3I l.lm 
c4 

{2 lnl21 - 2+e-Hnlel} 
2 e+O 

Hdl2*I, 2*I1 Hpl2,4] .(,i..m 

e+O 

\ 
q 

K 

1-E 
r 
) T 22 N2 J i; di; 
-1 

l 
P. 

o 

FIGURA A.3 - Esquema dos elementos adjacentes ao no 1. 

b) Cálculo da Matriz Hq 

H 11 , 1 1 
q 

H 11, 21 
q 

.(,im 

E'+O 

l 

f T 11 
-1 + e:' 

l 

lim J ;, 2 N1 I, di; 
E!+O -1+ E 

o 

-d 
-H l2*I-7, 2'' II 

(A.15) 

(A.16) 

(A.17) 

(A.18) 

.ti..m 

E~O 

l • 

f ~di; 
2 -1+e:'(1+,1 -

lim 
e:'-+O 

{2 lnl21 - 2+e' - Hnle' 1} (A.19) 



l 3 2 

ii• ( 2 ''l, 2•1-1 I = Hq 12, 7 J = (,in, C
2

4 { 2 bt(2)-2•e'-Unle'I} 

,40 

l 

ii•12•,1, 2*1) Hq(2,2) • (,in, r T 22 NI JF. dr. o 
J 

E!-+O -l+t 

e) Cálculo do Valor Principal da Integral 

Considerando que: 

dS l ds· l 
_E. _E_ --9.. = _JL 

dF.p l dF. l. 
dr. 2 dr. 2 p q q 

p q l . 
~ l. ~ dS dS _E_ < 

+ < 
p q dF.p l.q <. 

Assim, resulta: 

H(2*!-I, 2*1-1) H(2•'l, 2*11 = O 

H(2*l-l, 2*1) 

{2 l.n(2)-2•,'-2l.n(,') - 2ln(2)•2-,' ::e• i 
•q 

r11 - 2v 1 l.n ll /l) 
14,(1-v) P q 

l o 

para 

para 

l. q 

He(2''l-l, 2,·,11 CA. 20 J 

(A.21) 

(A. 22 J 

(A. 2 3 J 

(A. 24 J 
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- Calculo dos Coeficientes da Matriz Clj(x1 1 

"-, 1 "' e, 1 = C.0.60 

"-, 2 : E:,2 = .õene 

"-," ª'n < -1 
q 

p 

"1 - E, 1 = -C.0.69 

"2 -i=;, 2 = -.6 e.ne 

dS( -J<dG < -ede 

ci1ix1J • .umf Tij(x1,yJ <LI lyl 
f:.+0 S 

s ' e n~~0 
---r,--;l-l;' G 

/ p 
.)~ /"dç(S J 

,6 ... t. , e 

e 

] 

FIGURA A.4 - Representação da suoerficie S para integração explici'ta. . e 

c3 , } 
T {-!2coaG ••nel - c4 ( lco•el (-•enel - (•enGI (-co•el 1 

., 
c3 

- - .6en2e. 

" 
(A.25), 

r
21

(x,y) 

" 
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Assim, tem-se: 

c11 ix
1
J=Um 

<+0 

2 1 . +2co• e (- <l de 

l.im 

<+0 

c3 
----=-,en28(-c)d0 = -

" 
e-• 

J 
q c3{ - - l1-2v) 

e " p 

EXEMPLO: Superficie Retilinea 

e = ep q 

K (s 
q 

FIGURA A.5 - NÕ x1 sobre superflcie retilinea. 

p 

J 

• C {e 1-rrl--.}= _:_1____Jll-2vl 1-rrl-•} 
3 4 4,(1:;;-11 

2rrl 1-vl 

4rrl/-vl 2 

e - ' 
1 p 
e 

- .:i{co• l 28 - 2rr 1 - co•e } 
2 p . p 

2rrl 1-vl 
4,(1-v} 

1 
2 

(A.26) 

(A.27) 

(A.28) 

(A. 29) 

o. (A.30) 

(A. 31) 
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A.2-Verificação das Integrações dos Campos Virtuais de Deslocamentos sobre a Superf.I. 

cie s 
e 

Considerando-se a figura A. 4, tem-se: 

J u 11 tx 1 ,yl tjly) d•lyl 

s. 
E 

E 

{ e, 
ªq-rr 

1 -=l.lm c
2 

e: ln.e: e 
c~o ep 

J u12 (xI'yl ,tj(yl d,(yl 

s 
E 

Da rreSID3. foma, obtém-se: 

JS u21 (x 1 ,yl \lyl d•lyl 

E 

ªq-rr 
1 

+ }Hn2el J } o c1 e Ire 

ªP 

=· li.m J 
e, 
- •mie (- qie 

e, 
=Lim--e: 

c~o s 2 c~o 
E 

J u22 1xI'yl tjlyl d•lyl 
s 

E 

2 

o • 

I 2 
e: e.o.& e de 

s 
E 

J ,enze de o . 
SE 

A.3 - Determinação dasExpressõeS das Deformações e Tensões em Pontos Internos 

- Devido aos Campos de Deslocamentos e Forças de Superfície do Contorno 

(A. 3 2) 

(A.33) 

(A. 34) 

(A.35) 

As deformações de pontos internos devido aos campos de deslocamentos e forças de 

superfície do contorno, são dadas por: 

sendo: 

lu ll 

T .. 
-<.J 

tklyl d•lyl - J cllklx,yl 
s 

pü .k . ' u 'k J ~J..:-<.,J J,-<.. 
, e 

c 1 ~c 2 ôll ln", "'l "'l] 

: {"•n(C4 ôij + 2h.,i "•jl - C41",l "J - "·1 nil} 

(A.36) 

(A.37) 

(A. 3 8) 



136 

X 

_J,;:....._.1..::-,L.~~~~--.:.~~~x, 

"1 

FIGURA A.6 - Representações geométricas. 

1<.lx,y) (A.39) 

(A. 4 O) 

Q y x 2J·1/2 J~Y Xz,·3/2 y X z 3 a X -X) /aX.=--,,,IX-X)"I .-21x.-x.)=1<.,;f1<. =1<.J"-m m ,<. , m m_1 ..(. -<.. ...__ ... (A. 41) 

a(Jr., .1/aX. 
,. j a l 1r. . 11 / 11. J J / a:.: . ,. j Jr..(1/11.),. + 11/11.) "· . = Ji..1<../1<.3 -11/1<.) ó .. =_,_,"-,·"-, .-ó .. ) 

,t j ,t,J ,(. j -<.j lt. ,(. j ,/.j 

a1r./aX. = -1<../1<. ,. ,. 

(!M),. ',. 

,,,_. / aX. 
,. j 

atn 1<./ ,X . ,. 

ó •. 
.(.j 

1 /11. a11./aX. ,. 

n. ,. 

(A.42) 

(A. 4 3) 

(A.44) 

(A.45) 

(A. 4 6) 

(A. 4 7) 



u .. k 
,tj • 

1 3 7 

o (A. t19) 

,u.._/aXk • a-~ 1{-c 2õ.i.j lnl1c)• "•,;_ 1c,j1}1,xk 

c1{-c 2 ô,;_jltn 1c),k • "•,;_la1c, 11a,k1• 1c, 11a1c,,;_faxk1} 

c1{-c2 ô ,i_j- Ir., ,/Jr.. + IL,,l(n., j IL,k - \1zl • li., j ( Jr.., .l Ir., k - ô .i.k)} 

.:l{ c2 ô .. IL,1z/Jc - Jt, ,l ôjk - lt.' .i ô ,i_k • 2 Jr., 1.. "-, j "·•} 
" 

,<.j 
(A.50) 

2 E 4 . . 21 1 4 4 1 21} • -,,(1c.(a1c./aX0 )•1c. 31c./aX1zll -c4 (2 Jck/lL l1t.n.- \o.,,.n./Jc -21tk 1t.n./n. ô ·e n.//i. I [ 
J/..'t ,(. j K j .{. ..(. j .{. j j .{. jK .{. -

(A. 51) 

(A. 5 2) 
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1;2Ír.L .+T.k J •IC 3 /2-t
2:fc 4 12", ·"·k"· - z",·", ·"k L ,tu:, 1 1 , ,l. · l 1 ,(.. ,t 1 

ó ·t..n. + 
1" ,t 

As tensões sao obtidas utilizando-se relações constitutivas, na forma: 

JS 
( 

o .. 1,1 ;r.ljk 1,, yl .tk I yl d• 1 y.) - J E,:jklx,y) !Lk ( yl ... 1 
s 

sendo: 

{ 
V. 'k (2Gv/(/-2vl 1 ô •. u ~k, .e + G ( U 'k . • '-1 -<.1 ... ,1 

E. 'k • (2Gv/(J-2vll ó .. Tik l +G(T.k .• 
'-1 '-1 ' ... ,J 

ulk,l • aulk!axl • ª~1 {-cz 6tk ln1,.,• "·t"•k}]1,xl 

"(CJ/-tl{cz 6tk "·t - 6tk"'l - 6il"'k + 2";L "·k} 

• 1c 11-t1{1c2-11 õtk"'l • zi";t -11 ... .} 

do l yl 

u 'k · I 
j , .i.. 

T 'k . ) 
1 ' ... 

(2Gv/ (J-Zv)ó .. )1[3-4v-J)A,k/8,G( J-vhl• G~ /BnG(l-vlll!{(3-4v-l) (ó ·k" . • ó ·k"' .) • 
,tj l .t '1 J ,t 

- Zõ ,:/• 11. + 4-t, ,:-'• /'-• k} J 
• 12vó,:/•/4n(l-v),t)+ll/4,ll-vl,;{{l-2vl(õ,:k"'j • óJk"•,:1- ó,:/'-•k • 2",,:-'•/'•k}J 

• 11/4,(1-v)AJ (J-Zv) [ó·""'. • ó 'L",. - ó. -"-,kl • 2", .A, -"-•k} · 'l ,tf~ j jK ,t ,l.j ,(. j_ 

CA.53) 

(A. 54) 

(A.55) 

(A. 56) 

(A.57) 
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=(C3/Jt
2
{2",k"•tnl(C4-11 2C4ólknl + Jt,mnml2ótk"'tlC4-1) + 41L;t"•k} 

=IC//{2",k"'tnl(C4-1} - 2C4ólknl + (Jt, 1n1 + ,,, 2n21 (2óff, ,t;l(C4:ll +4Jt;l "•k} 

~ 2 2 
= IC/" \ 2Jt, k (C 

4
-11 (Jt, 

1
n,+Jt, 

2
n2) -2C 4n0+ (Jt, 1n 1 +Jt, 2n2J 12Jt, 0 (C 4-11 +4Jt, k (Jt, 1•,,, 211 

olc//{4Jt, 0 (c4-7J(Jt, 7n7 + Jt, 2n21 - 2C4n
0 

+ 4Jt,k(Jt, 1n1 + Jt, 2n21} 

=IC3/Jt
2
{2c4 12",•"'n - n.1} (A.58) 

E-ljk = (2Gv/(l-2vll ó;,jl2 Cl/"2
J(2Jt,n"'•-nkl + G(2C/1/1{c4(1Jt,,:",k - ó,:kl "j + 

1 
f 8Jt,,IL,Jt,k - 26,Jt,clf 

..{. j A...j r, 

+ (/t, ..JL, .-ó ,k) n .-21t., .!/.., .n.i.. +ó . . nk) J - (n, .n. .+,'i.., .n. ),'l, k+!t, ( tc4-l} (ó .• -11., .+ó 'l/L, .1 +8tr., .'1.., .n, k + 
j j -l ..{. j r.: ,<.j .(.. j j -<.. n -<.. j j1<. ,<.. ,c.. J 
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((,t, ·"·k-ó.kl•- + [,t, ,,,k_º_k)n. - 21', -"-, ·"k) - (IL, .n.+Jr., .n.)Jr.,L + "-, [[C
4

-l)[ó.LIL,. + 
..(. -L J· J J ,t ..(. j ..(. j j ..(. r, 11 .t.r, j 

+ ó 'k"· . ) + 8Jr., ·"· JL, k)} j ..(. ,<.. j 

(2G/4,[l-v)Jr.2){21L, iir-zv)ó .. 11,k+v[o .,"-, .+ó .,IL, .)-41r., ."-, .<,kil + [1-Zv) [2,t, .IL, -•, + n L -Lj ,<.1, j jr, ,t ,<.. j _l -<. j r, 

(ZG/4,{l-v)1r.2J{21r., lfl-Zv)ó .. ,t,k+v(ó.LIL, .+ ó ·L"• .) 
l n L .(.j -t.r<:. j j K .(. 

41', .IL, ,,, ) + 11-Zv 1 1 Z,,, .IL, .nL + 
,<.. j ~ ..(. j r, 

+ ó:i..n.Y-ó.kn.)-(1-4v)ô .. nk + (Jt, .lt.,kn.+/t, -'l,1..n.)(2v}} 
...,_ J J ... -<J ... J J " ... 

+,t,.Jr.,kn.) + [1-2v)(2Jr.,.IL,.nk+ó.kn.+ó.kn.) - [1-4v) ó .. nk} 
j ..(. ,(.. j ..(. j j ..(. ..(.j 

- Devido as Forças de Massa Gravitacionais 

;J Sem;-Analit;ca 

(A. 59) 

As deformações nos pontos internos para forças de massa provocadas por um campo gr~ 

vitacional fixo, valem: 

E· • ( X) 
-<J 

(A.EJ) 

Transportando esta integral para o contorno, conforme apresentado em [IL2), obtém­

se: 

E·• (X) 
-<J 

e, 
• {J (C 1/21Qc2-l)ló;_k"'j-ºjk"•;_l-2ó;_/•i(4rc,;_"-•/•J"-Mlel d0}b0 

81 
1 . 

{t1c 1/2) Qc 2-I I lo.1_o"-• rºi•"•;_I-Zo.i.j"'~+41r.,;_"-• i"'k]"-1<1 J< (01 d<}bk 

{:
1
1°

2
~

01
1(~c2-,·, 1º.i.k"'i-ºi•"•;_l-2o;_j"••'41t,;_"-•/•~ "d•} bk <A.6ll 

-1 '..] 



As tensões sao dadas por: 

a .. ! i: J 
"-J 

l 4 1 

Operando da mesma forma, tem-se: 

02 "M(el . 

º.éjlxl = {f J V.ijklx, IJL,0) },t dJL de} bk 
e1 O 

82 "Miei _ · 

{J J 1-C/JLJ ~ 4 lô.ék"•/ôjk"'[º.i/'k) + ZIL,.(IL'/'k] IL CÍA de} bk 
e1 o 
e, 

{J -c3@41º.ék"'j + ºjk"'.i.-ôú"'k' + 21L,.é"·/·k]"Ml9) de} bl< 
e, 

J leJ d,fbk < J 

ii) Tensor de Galerkin 

v./x)=b.I 
Â. j s 

sendo: 

2Gv 

Ub .. lx, yJda ly) 
.( j 

Vb.ijk ºiJ. Ub,. , + GIUb .•. + Ub.k .) (J-fuj ~~,, ~K,J j 1 ~ 

n. 
e, 1-JL.) IUntt+I J + e," 12-IL,./Jt) 11 ôi1·".·· - "·1· ,. )+ 

2 ( 1 -v) 

n. 

+ C 111.. [ZinJt.i-1) [,S.lj(-n1/•t+lt, n'L, lz/'1)-~~Jt., /'-• 1z -ô jlz] 

n. .i. 
IUnHJ)l-ô,,nk + é-• ll 

· -'-J 1" 21J-v) 

(A.62) 

(A. 6 3) 

(A. 64) 

(A.65) 

(A. 66) 

(A.67) 
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211., k 
• ---(Jt., .n.+Jt, .n.J 

2(1-v) J.<. .<.J 
11-Zvl, - /U.nv1) ----i6.kn.+ó.kn.)} 
2{1-v/ ,t 1 1 ,e. 

Fazendo-se k • 1,2 e operando-se bk, obtém-se: 

o.-lvll,I,-'- {2, G b '' b v ( b b 1 <J 8 'n ·1·). '.l 1·' -- ó .. Jt,I 1+1c,2 2 
( 1 -v J .t..j 

- 1
-(1t., 1b 1+1t, 

2
b

2
") (Jt.,. n.+Jt., .n .J + 

( l -v J J .(. .t. 1 

(2ln,V1) o ]) + /1-2v)(n.b.+n.b.)+2v6 .. {n
1

b
1
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(A.68) 

(A. 69) 

(A.70) 

(A.71) 

APtNDICE B - FORMULAÇAO COMPUTACIONAL - LISTAGEM DO PROGRAMA PARA 

REGIIIO ONI CA 
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FILE S=CARTOES,UNIT=REAOER 
FILE 8:IMPRESS,UNIT:PRINTER 

SU6RDUTINE LI0A1 
e 
e sue~ROTINA OE ~EITURA E IMPRESSAO DE DADOS PARA PROB~EMAS D 
E 
C REGIAO UNICA 
e 

OIMENSION FSlSO) 
OIMENSION X1(125),X2(125l,COMP(125),SENTETC125),COSTET(125) 

, 
* AA(125),88(12S) 

DIMENSION X1E(50),X2E(SO),COMPE(50),SENTE(50),COSTE{SO), 
* AAE(SO),B8E(SO) 

DIMENSION XI1(50),XI2(50) 
D!MENSION N1(125) 1 N2(125),N1E(SO),N2E(SOJ 
OIMENSION G!CC2,4),HIC(2,4),T8(2,2),0TC3,4),ET(3,4),A(l0),W 

CIOJ, 
• B(2) 1 F6IC(2) 

O!MENSION HH(250 1 250) 1 GG(2,2),FSC(SOO),FSI(400) 
OIMENSION ~0DC250),K001(250) 
COMMON/GRUP01/Y,V,Z,C1,C2,C3,C4,CS 
COMMQN/GRUP02/X1,X2,COMP,SENTET,C0STET,AA 1 8B 
C0MM0N/GRUP03/XI1,XI2 
COMMON/GRUP04/GIC,HIC,TB,DT,ET,A,W,B,F8IC 
COMMON/GRUPOS/HH,GG,FSC,FSl 
COMMON/GRUP07/XIE,X2E,COMPE,SENTE,COSTE,AAE,8BE 
COMMON/BLOC01INN,NE,NNE,NEE,NNI,NPI,IM,IP,NOOS,NDDE,NTI,NTT 

,NO,IJ 

e 

COMMON/BLOCOZIKOO,KOD1 ' 
COMMON/B~OC03/N1,NZ,N1E,NZE 
COMMON/B~OCOS/NS,NI 1 NTE,NTOS 1 IPA,IV 
!R=S 
l~=8 
REAO(IR,SJ 

5 FORMAT(' . ' ) 
NEI=O 
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C CARTAO COM FORMATO LIVRE PARA LEITURA 00 TITULO 00 PROBLEMA 
c 

c 
c 
c 
c 
c 

REAO(IR,10) NN,NE,NCC,NNDN,NNP,NEI,NNI,NPI,IM,IP,v,v 
10 f0RMAT(10I5,2F10.0) 

LEITURA DOS DADOS GERAIS 00 PROBLEMA, SENDOI 
NN=NUMERO DE NOS DO CONTORNO; 
NE=NUMERO OF. ELEMENTOS DE CONTORNOJ 
NCC=NUMERO OE CARTOES PARA DEFINICAO DAS COORDENADAS 

S 00 
C CONTORNO; 

DOS NO 

C NNON=NUMERO DE NOS SOBRE SUPERFICIE RETILINEA COM APENAS DE 
SLOCA• 
C MENTOS PRESCRITOS NULOSJ 
C NNP=NUMERO DE NOS DO CONTORNO CUJAS PRESCRICOES NECESSITAM 
SEREM 
C FORNECIDAS EXPLICITAMENTE; 
C NEI=NUMERO DE ELEMENTOS CUJAS INCIOENCIAS NECESSITAM SEREM 
FORNE• 
C CIDAS EXPLICITAMENTE; 
C NNI=NUMERO OE NOS INTERNOS A SEREM ANALtZAOOSJ 
C NPI=NUMERO OE PONTOS DE INTEGRACAO UTILIZADO (EM GERAL, NPI 
=4); 
C IM=INDICE CODIGO PARA CONSIOERACAO OE FORCAS OE MASSA PROVE 
NIENTES 
C OE UM CAMPO GRAVITACIONAL CONSTANTE, SENDO: 
C IM=O, o EFEITO DAS FORCAS OE MASSA E oaTIOO POR INTEGRACAO 
AO 
e 
e 
e 
e 

AO 

LONGO DOS ELEMENTOS OE CONTORNO,ATRAVES OE UM PROCEDIMENTO 
SEMI ANALITICO; 
IM<O, AS FORCAS DE 
IM=1, O EFEITO DAS 

MASSA NAO SAO CONSIDERADAS; 
FORCAS DE MASSA E 08TI00 POR INTEGRACOES 

C LONGO DO CONTORNO, UTILIZANDO UMA DISCRETIZACAO ESPECIAL(EM 
GERAL, 

C HOMOGENEA E POUCO REFINADA) E A FORMULACAO SEMI ANALITICAJ 
C IM>t, O EFEITO DAS FORCAS DE MASSA E OBTIDO POR INTEGRACOES 

AO 
c LONGO DO CONTORNO, UTILIZANDO A DISCRETIZACAO ESPECIAL E UM 
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C FORMULACAO ATRAVES 00 VETOR OE GALERKtN, BASEADA NO TEOREMA 
OE 

C GAUSS; 
C IP=INOICE CODJGO QUE DEFINE O TIPO OE PROBLEMA EM ANALISE, 
SENOOI 
C IP<0 1 PROBLEMA OE ESTADO PLANO OE TENSOES; 
C IP>•l,PROBLEMA DE ESTADO PLANO OE OEFOR~ACOES1 
C Y=MOOULO OE YOUNG; 
C V=COEFICIENTE OE POISSON. 
e 

e 

ND:2•NN 
NDOS=O 
NODE=O 

C GERACAOILEITURA DAS COORDENADAS DOS NOS 00 CONTORNO 
e 

1=1 
DO 25 J:1,NCC 
IA:I 
READ(IR, 15) I,X1 Cll ,X2(I) 

15 FORMAT(I5,2F10,0) 
Il=I•IA 
IFCI1.LE 0 1) GOTO 25 
X A: ( X 1 ( I) "X 1 (IA) ) / I 1 
yA:(X2(J)•X2(IA))/I1 
Jl=Il•l 
00 20 K=l,Jl 
Xl(IA+K)=X1(IA)+K•XA 

20 ~2(IA+K):X2(IA)+K•YA 
25 CONTINUE 

DO 30 I=l,NN 
DO 30 JJ:t,2 
II:21'1•2+JJ 
KOOCIIl=1 
K001 (II):O 
FSI CII)=O, 

30 FSCCII)=O, 
e 
C LEITURA OAS PRESCRICOES 00 CONTORNO 



c 

c 

IF(NNDN.EQ.O) GOTO 38 
ÇC;:I\INOl\lltb. 
I A:;:CC 
WRlTE(IW,2b) CC,IA 
IF((CC•IA),GT,O) IA:;:IA+l 
WRITE(IW,2b) CC,IA 

2b FORMAT(Fl0,2,2110) 
IF(CIA•l),LE,O) GOTO 35 
DO 311 J1.:1 1 IA•l 
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REAOCIR,31) (l\ll(I1),I1=1,1ó) 
31 F0RMAT(1bI5) 

DO 33 I1=1,1b 
I=NI (11) 
00 32 J=l,2 
I t.:2•1•2+J 

32 KOO(Il):5 
33 CONTINUE 
31.1 CONTINUE 
35 CONTINUE 

Kt:NNDN•CIA•ll•ló 
wRITE(tW,2b)CC,IA,K1 
REAOCIR,31) (N1(I1),I1=1,K1) 
00 37 J1=1,K1 
I=N1CI1) 
DO 3ó J=t,2 
I1=2•I•2+J 

3ó KOD(lI)=5 
37 CONTINUE 
38 CONTINUE 

00 70 J:t,NNP 
RF.AO(IR,3q) I,KOOC2•1•1),FSCC2•1•1),KODC2*I),FSC(2*Il 

39 FORMAT( I5,2(I5,F10,0)) 
00 70 JJ:l,2 
11=2*1 .. 2+JJ 
GOTO (70,1.10 1 110,40,70,bO) KOOCIIl 

40 NDQS:N00S+1 
KOO 1 ( tI) =NODS 



READ(IR,50) FS(NODSl 
50 FORMAT(F10,0) 

GOTO 70 
óO NOOE::NOOE+1 

NOE=NO+NODE 
K001 (II):NOE 

70 CONTINUE 
e 
C OBSERVACAO: 
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C OS TIPOS OE PRESCRICOES IMPOSTAS AOS NOS 00 CONTORNO SAO OE 
FINIOOS 
C ATRAVES DE UM INDICF. CODIGO (KOO) PARA CADA OIRECAO NODAL, 
SENDO: 
C KOD=1, 
C K00=2, 
C KOD=3, 
n 

FORCAS 
FORCAS 
INICIO 

DE SUPERFICIE PRESCRITAS CONTINUAS; 
OE SUPERFICIE PRESCRITAS OESCONTINUASJ 
OE ELEM, COM DESL. PRESCRITO (INICIO OE APOIO 

C K00=4, FINAL DE ELEM. COM OESL. PRESCRITO ( FINAL OE APOIO) 
; 
c 
c 
c 
SOBRE 
c 
ARlO 
c 
e 
ICIE 

Koo=s, DESLOCAMENTO PRESCRITO soaRE ELEMENTOS ALINHADOS; 
KOO=b, DESLOCAMENTO PRESCRITO SOBRE QUINA 00 CONTORNO, 
••NO CASO OE OCORREREM FORCAS PRESCRITAS CONTINUAS E NULAS 

AS DUAS DIRECOES COORDENADAS (KOO=l E FSC:O,), NAO E NECESS 

FORNECER TAIS DADOS, 
••NOS CASOS DE DESCONTINUIDADE SIMPLES DAS FORCAS DE SUPERF 

C ( KOD= 2, 3 ou 4 ), TEMOS DOIS PARAMETROS CONHECIDOS NESTA 
OIRECAO 
C COORDENADA, PORTANTO, DEVE•SE FORNECER O OUTRO PARAMETRO CO 
NHECIOO 
C E O SEGUINTE PROCEDIMENTO DEVE SER ADOTADO& 
C KOD:2, INICIALMENTE E FORNECIDO O PARAMETRO CONHECIDO SITUA 
00 A 
C DIREITA DO NO (REFERENCIA NO INTERIOR 00 OOMINIO), 
C K00:3 OU 4 1 O PARA~ETRO FORNECIDO INICIALMENTE E O VALOR 00 

DESLO• 
C CAMENTO. 
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C •• O PARAMETRO EM EXCESSO 
ESPEI• 
C TANDO•SE A ORDEM NATURAL, 

E DADO POR UM CARTAO AOIC!ONAL, R 

NO CASO DE DESCONTINUIDADE EM AMB 
AS AS 
e DIRECOES, 
e 
E 
e 
R 
e 
e 
e 
e 
e 
e 
os 

••NOS CASOS DE NOS COM 
SUPER 

FICIE RETILINEA, BASTA 
TOTAL 

APENAS DESLOCAMENTOS PRESCRITOS SOBR 

FORNECER O VALOR 00 NO, SENDO O VALO 

DESTES NOS DEFINIDO NOS DADOS GERAIS 00 PROBLEMA, 

GERACAOILEITURA DAS INCIOENCIAS DOS ELEMENTOS OE CONTORNO 

OBSERVACOESI 
_o PROGRAMA CONTEM UMA GERACAO AUTOMAT!CA DAS INCIOENCIAS D 

ELE• 
c 
ORDEM 
c 

MENTOS, SENDO 

1c: 

VALIDA A SEGUINTE REGRA, PARA UM ELEMENTO OE 

e 
c 
c 
MO 
e 

N1(ICl=IC 
N2(IC)=IC+1 
PARA O CASO MAIS COMUM OE NUMERACAO SEQUENCIAL, ONDE O ULTI 

ELE" 
MENTO UNE O ULTIMO NOCDE ORDEM NN) AO NO 1, 

SAO 
e TOTALMENTE GERADAS DE FORMA AUTOMATICA, 
e 

NE1=NE•1 
DO 71.1 IC=1,NE1 
Nl(ICl:IC 
N2 CIC) =IC+l 

74 CONTINUE 
N1(NE):NN 
N2(NE)=1 
IF(NEI,EQ,0) GOTO 7& 
DO 7b J=l,NEI 
READCIR,75) IC 1 N1(tC),N2(lC) 

75 FORMAT(3I5) 
76 CONTINUE 

AS INCIOENCIAS 



IF(IM)115,80 1 90 
e 
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C LEITURA DO VALOR DAS FORCAS DE MASSA PARA UM CAMPO GRAVITAC 
IONAL 
C CONSTANTE 
c 

e 

80 READCIR,85) BC1),BC2l 
85 F0RMAT(2F10.0,4I5) 

GO TO 11 S 
NEEI:O 

C LEITURA DOS DADOS GERAIS DE UMA OISCRETIZACAO ESPECIAL 00 C 
ONTORNO 
C UTILIZADA PARA AVALIAR OS EFEITOS DAS FORCAS OE MASSA, SENO 

º' e 

LEITURA DAS 
e 
e 
c 
c 
AM 
c 
c 

NNE=NUMERO OE NOS ESPECIAIS; 
NEE=NUMERO DE ELEMENTOS ESPECIAIS; 
NCCE=NUMERO OE CARTOES UTJLIZAOOS PARA 
COORDENADAS DOS NOS ESPECIAIS; 
NEEI=NUM, OE ELEMENTOS ESPECIAIS CUJAS INCIOENCIAS NECESS!T 

SE• 
REM FORNECIDAS EXPLICITAMENTE, 

90 READ(IR,85) 6(1),8(2),NNE,NEE,NCCE,NEEI 
e 
C GERACAOILEITURA DAS COORDENADAS DOS NOS DA DISCRETIZACAO ES 
PECIAL 
c 

IE:1 
DO 110 J:1,NCCE 
IA=tE 
READCIR,15) lE,X1ECtE) 1 X2ECIEl 
It:IE•IA 
IF(I1,L.E,1) GOTO 110 
XEA:(X1E(IE)•XlE(IA))/l1 
YEA=(X2E(IE)~X2f(lA))/I1 
J1=I1•1 . 
00 100 l(:t,Jl 
XlE(tA+K)=XIE(lA)+K•XEA 



c 

100 X2E(IA+K)=X2E(IA)+K•YEA 
110 CONTINUE 

1 50 

C GERACAOILEITURA OAS INCIOENCIAS OOS ELEMENTOS ESPECIAIS 
c 

e 

NEE1:NEE .. 1 
00 114 ICE=1,NEE1 
NtE (ICE) =!CE 
N2E(ICEl=ICE+1 

114 CONTINUE 
NlE(NEE):;:NNE 
N2E(NEE):1 
IF(NEEI.EO.O) GOTO 115 
DO 116 J=1,NEEI 
READ(IR,75) ICE 1 NIE(ICE) 1 N2ECICE) 

11& CONTINUE 
115 CONTINUE 

IFCNNI)125 1 125 1 120 

C LEITURA OAS COORDENADAS DOS NOS INTERNOS 
c 

120 REAO(IR,15l(II 1 XI1(1I) 1 XI2(II),J:1,NNI) 
125 CONTINUE 

CALL DECE1 
NTI:NODE+NO 
NTT:NTI+NDDS 
WRITECIW,130) 

130 FORMATCl//l,15X,'**** B.E.M, • ELASTICIOAOE PLANA .-REi!ÃO­
UNICA * 

****', li) 
WRITE(IW,135) 

135 FORMAT(l/,)SX,'**** DADOS GERAIS DO PROBLEMA ****',Ili) 
WRITECIW,5) 
WR[TECIW,145) IPA,NN,NE,NCC,NNON,NNP,NEI,NNI,NPI,1M,IP 1 Y,V, 

NOOS, 
•NODE,NTI 

145 FOR~AT(//,15X,'INDICE 00 PROJLEMA EM ANALISE CtPA)c',!5,/// 
,15X, 1 N 

*UMERO DE NOS DO CONTORNO (NN)= 1 ,I5,//,15X,'NUMERO OE ELEMEN 



1 51 

•CONTORNO CNE)=',I5,//,15X, 1 NUMERO OE CARTOES PARA OEFINICAO 
DAS CO 

•ORDENADAS DOS NOS DO CONTORNO (NCC)=',15,l/,15X,'NUMERO OE 
NOS SOB 

<RE SUPERFICIE RETILINEA COM APENAS DESLOCAMENTOS PRESCRITOS 
NULOS 

•CNNDN)=•,ts,,,,1sx, 1 NUMERO DE NOS CUJAS PRESCRICOES NECESSI 
TAM SER 

• DEFINIDAS EXPLICITAMENTE (NNP)= 1 ,xs,,,,1sx, 1 NUMERO DE ELEM 
ENTOS C 

•UJAS INCIDENCIAS NECESSITAM SER OEF!NIOAS EXPLICITAMENTE CN 
El>=',1 

•S,11,1sx,'NUMERO OE NOS INTERNOS (NNI)= 1 ,I5,ll,1SX,'NUMERO 
DE PONT 

•OS OE INTEGRACAO (NPt):',I5,//,1SX, 1 INDICE DAS FORCAS DE MA 
SSA (IM 

•l=',I5,//,15X, 1 INDICE DO TIPO DE PROBLEMA (IP): 1 ,Is,,,,1sx, 
'MODULO 

•DE ELASTICIDADE (Y)=',F12.2,// 1 15X 1
1 COEFICIENTE OE POISSON 

CV>=', 
•FS.2,//,tSX, 
* 'NUMERO DE DIRECOES NODAIS COM DESCONTINUIDADE SIMPLE 

5 (NDOS 
•)= 1 ,I5,l/,15X,'NUMERO OE OIRECOES COM DESCONTINUIDADE ESPEC 

IAL (NO 
*OEJ=',I5,//,15X,'NUMERO TOTAL OE INCOGNITAS (NTI)=',I5 1 //) 

IFCIP)140,150,1SO 
140 Y=Y~(l.•2•V)/C1.+V)••2 

V=VIC1.+VJ 
~IRITE(IW 1 155) 

155 FORMAT(15X,' PROBLEMA OE ESTADO PLANO DE TENSOES 1 ;//) 

GOTO 1b0 
150 WRITE(IW,11,5) 
1b5 FORMAT(//,15X 1

1 PROBLEMA DE ESTADO PLANO DE DEFORMACOES 1 1/ 

/) 
1b0 CONTINUE 

WRITECIW, 170) 
170 FORMAT(///,15X,'**** DADOS DO CONTORNO ****t,/// 1 22X,'COORO 

ENAOAS 
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•NODAJS 1 ,23X,'PRESCRICOES NO CONTORNO') 
WRITECIW,180) 

18 O FORMA T C / /, 6 X, ' NO' , 13 X, 1 X 1 ' , 13 ~, ' X2 1 , 13X, 'K 00 ( X 1) ' , 8 X, 'F se C X 
!) 1 ,3X 1 

* 1 K 00 e X 2) ' , 8 X, 'F se e X 2) ' , /) 
WRITE(Iw,1qo) CI,X1(I),X2(1),KOD(2*I•1),FSC(2*1~1l,KOD(2*I) 

,FSC(2* 
*Il,I=1,NN) 

190 FORMAT(/,110,2F15,S,10X,I10,F15,5,I10,Fl5,5) 
WRITE(Ii'l,200) 

200 FORMAT(//,lOX,'NOS COM DESCONTINUIDADE 5IMPLES 1
1 7X 1

1 NOS CO 
M DESCO 

*NTINUIOAOE ESPECIAL 1
1 // 1 8X,'N0 OIR, K001 

FSC 
• NO OIR, K001 1 ,/) 

DO 2'10 I=t,NN ºº 2140 JJ=1,i? 
1I=2•I•2+JJ 
IFCKOO(II),EQ,~) GOTO 220 
IF(KODlCll),EQ,O) GOTO 240 
NA:KQD1C1I) 
KOD1CII)=NA+NTI 
NOS:KODl(II) 
FSC(NDS):FS(NA) 
wRITEClW,210)1,JJ,KOOl(II>,FSCCNDS) 

210 FORMAT(3110,3X,F12,7) 
GOTO 240 

220 wRITECIW,230)I,JJ,kôô1(1I) 
230 FORMAT(54X,I5,2I10) 
2140 CONTINUE 

WRITE(lW,250) 
250 FORMAT(/// 1 15X,'INCIDENCIAS DOS ELEMENTOS 1 ,//,5X 1

1 ELEM, 1 ,5X 
, 1 NO I N 

•ICIAL 1 ,7X,'NO FINAL',"X,'COMPRIMENT0 1 ,/) 

WRITECIW 1 2&0)ClC 1 N1(IC),N2(IC),COMPCIC),ICz1,NE) 
2b0 FORMAT(/ 1 ?10,2I15,F1S.S) 

IF(lM)280,280 1 2bS 
2b5 CALl. OECEE1 

WRITECIW 1 2bb) 
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2bb FORMATC/// 1 15X 1 '**** DADOS DA OtSCRETIZACAO ESPECIAL****') 
WRITECIW 1 270)NNE 1 NEE,NCCE,NEEI 

270 FORMATC/// 1 15X 1 'NU~. OE NOS ESPECIAIS (NNE) : ',15 1 //,lSX,' 
NUM. DE 

* ELEMENTOS ESPECIAIS CNEE) e 1 ,I5,//,1SX,'NUMERO OE CARTOES 
PARA 

*LEITURA DAS COORDENADAS (NCCE) =•,1s,11,1sx,'NUM. OE ELEM. 
CUJAS 

*INCIDENClAS NECESSITAM SEREM FORNECIDAS (NEEl) = ',I5,/// 
* ,15X 1

1COOROENAD~S NOOA 
IS 1 ,// 1 

•8X, 'NO 1 , 13X, 1 X 1 1 , 13X, 1 X2', / /) 
WRITE(IW,305) CIE 1 X1E(IE),X2ECIE),IE=1,NNE) 
WR!TECIW,275) 

275 FORMAT(//,15X,'INCI0ENCIAS DOS ELEMENTOS ESPECIAIS',/1,SX, 1 

ELEM. . 
* NO INICIAL NO FINAL',4X,'COMPRIMENTD 1 ,/) 

WRITE(IW,260) CICE 1 N1E(ICE),N2ECICE),COMPECICE) 1 ICE=1,NEE) 
280 CONTINUE 

l"/IHTE CIW 1 285) 
285 FORMAT(/// 1 1SX,'**** DADOS 00 INTERIOR****',//) 

lF(NNI)30n 1 300 1 290 
290 WRITE(Iw,295) 
295 FORMAT(l,ISX,'COORO. DOS NOS INTERNOS 1 ,,,1,ex, 1 No',13X,'X1' 

,13X 1
1 X 
*2',lll 

WRITE(lw,305) (II,XI1CI1),XI2CIIJ,1I=1,NNI) 
305 f0RMAT(l,I10,2F15,S) 
300 CONTlNUE 

IF(lMl320,310,310 
310 WRITE(IW,315) BC1),B(2) 
315 FORMAT(/// 1 15X, 1 FORCAS OE MASSAS GRAVITACI0NAIS 1 ,l/,18X, 1 CO 

MP. XI' 
•,ex,'COMP. X2 1 ,l,13X,F12,5,3X,F12.Sl 

320 CONTINUE 
RETURN 
F.NO 
SUBROUTINE OECEI 

e 
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C SUB•ROTINA PARA OE1ERMINACAO DAS PROPRIEDADES FIXA$ DOS ELE 
MENTOS 
C OE CONTORNO 
e 

* 

D!MENSION Xt(125),X2(125),COMP(125),SENTET(125),COSTET(125) 

AA (125) ,BB (125) 
DIMENSION N1(125),N2(l25),N1E(S0),N2E(50) 
COMMON/GRUP02/Xl,X2,COMP,SENTET,C0STET,AA,68 
COMMON/SLOCOl/NN,NE,NNE,NEE,NNI,NPI,IM,IP,NOOS,NOOE,NTI,NTT 

,NO,IJ 

e 

COMMON/8LOC03/N1,N2,N1E,N2E 
DO 20 tC::1,NE 
N1IC=N1(IC) 
N2IC:i;N2(IC) 
X1N1=X1(N1IC) 
X2Nt:X2(N1IC) 
X1N2=X1(N2IC) 
lt2N2:;:X2(N2IC) 
IF(IM,NE,O) GOTO 10 
IF(X1Nl,EQ,X1N2) GOTO 10 
AA(IC)c(X2N1~X2N2)/(XINl•XlN2) 
BB(lCJ==O,S•((X2Nl+X2N2)•AA(IC)*(X1N1+XlN2)) 

10 COMP(lC):SQRT((X2N1•X2N2)**2+(X1Nl•XlN2)••2) 
SENTET(1C)==(X2N1•X2N2)/COMP(IC) 
C0STETCICJ=(XlNl•X1N2)/COMPCIC) 

20 CONTINUE 
RETURN 
ENO 
SUBROUTINE OECEE1 

C SU8•ROT1NA PARA OETERMINACAO DAS PROPRIEDADES FIXAS OOS ELE 
MENTOS 
C ESPECIAIS DE CONTORNO 
e 

OIMENSION X1E(SO),X2E(50),COMPE(50),SENTE(S0),COSTE(50), 
• AAE(50),8BEC50) 

OIMENSION NIC125),N2(125),N1E(50),N2E(50) 
COM~ON/GRUP07/X1E,X2E,COMPE,SENTE,COSTE,AAE,BSE 



l 5 5 

COMM0N/BLOC01/NN,NE,NNE,NEE,NNl,NPI,IM,IP,NDOS,NODE,NTI,NTT 
,ND,IJ 

CDMMON/BLOC03/N1,N2,N1E,N2E 
00 20 ICE=1,NEE 
NlltE:N1E(ICE) 
N2ICE:N2ECICE) 
X1N1E:X1ECN11CE) 
X2N1E=X2E(N1ICE) 
X1N2E=X1E(N2ICE) 
X2N2E:X2E(N2ICE) 
IF(IM,GT,1) GOTO 10 
1F(X1N1E,EQ,X1N2E) GOTO 10 
AAE(lCEl=(X2NIE~X2N2E)/CX1N1E•X1N2E) 
B8ECICE):0,5•CCM2N1E+X2N2E)•AAE(ICE)*(X1N1E+XlN2E)) 

10 COMPE(ICE):SQRT((X2N1E•X2N2E)••2+(X1N1E-XtN2E)••2) 
SENTECICE):(X2N1E•X2N2E)/COMPE(ICE) 
C0STE(ICE):(X1N1E•X1N2E)/COMPE(!CE) 

20 CONTINUE 
RETURN 
ENO 
SUBROUTINE FBXll 

e 
C SUB•ROTINA PARA CALCULO DA INFLUENCIA DAS FORCAS DE MASSA P 
ARA UM 
C CAMPO GRAVITACIONAL CONSTANTEJPOR INTEGRACAO NO CONTORNO, 
C UTILIZANDO UMA DISCRETIZACAO ESPECIAL E A FORMULACAO SEMI 
C ANALITICA 
e 

(10), 

DIMENSION OC2,2,2l,E(2,2,2),DB(2,2,2),DN(2),AN(2),DR(2) 
OIMENSION UB(2 1 2) 
OIMENSION X1E(SO),X2E(50),COMPE(50),SENTE(SOJ,COSTE(SO), 

* AAE(50J,8BE(50) 
OIMENSION GICC2,4) 1 HIC(2,4),TB(2,2),0TC3,4),ET(3,4),A(10),W 

* BC2l,F6IC(2l 
DIMENSION N1(12S),N2(125J,N1E(50),N2E(50) 
CDMMON/GRUP01/Y,V,Z,C1,C2,C3,C4,C5 
COMMON/GRUP04/GIC,HIC;TB,DT,ET,A,w,a,Faic 
COMMON/GRUP06/X1I,X2I,X1N1,X2N1,X1N2,X2N2,COMPIC,SET,COT, 
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* AAIC,BBIC,DJ,RG,Pl 
COMMON/GRUP07/XlE,X2E,COMPE,SENTE,COSTE,AAE,BBE 
COMMON/BLOC01/NN,NE,NNE,NEE,NNI,NP1,IM,IP,NOOS,NOOE,NT1,NTT 

,ND,IJ 
COMMON/BLOC031N1,N2,N1E,N2E 
IDCIN,JN)=l~ABSCIN•JN) 
DO 10 JJ:1,2 
FBIC(JJ):o. 
DO 10 U=1,2 

10 TBCJJ,Il)=O. 
DO 100 ICE=l,NEE 
N1ICE=N1E(ICE) 
N2ICE=N2ECICE) 
X1N1E=X1E(N1ICE) 
X2N1E=X2E(N1ICE) 
X1N2E=X1E(N2ICE) 
X2N2E:X2E(N2ICE) 
IF(IJ.GE,O) GOTO 30 
1F(X1N1E 0 NE 0 XIN2E) GOTO 20 
IF(X1N1E,EQ,X1Il GOTO 100 
GOTO 30 

20 YI=AAE(ICE)•XII+BBE(ICE) 
IF(A8S(YI•X2Il,LT.1,E•~) GOTO 100 

30 X1N1=~1N1E 
X2N1=X2NlE 
)(1N2=XlN2E 
X2N2=X2N2E 
CALL JACTET 
DO qo K=l,NPI 
AN(1)=0,S•(1 0 •A(K)) 
AN(2):0,S•C1,+A(K)) 
R1XY=AN(1)*X1N1E+ANC2)•X1N2E•X1I 
R2XY:AN(l)•X2N1E+AN(2)•X2N2E•X2I 
RXY:(R1XY••2+R2XY••2J••0,5 
OR(1):RtXV/RXY 
OR(2)=R2XY/RXY 
tF(IJl40,40,f>O 

110 00 50 II=t,2 
00 50 JJ=l,2 
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UB(II,JJ):(RXY••2/2)•C1•(•C2•lO(ll1JJl•(ALOG(RXY)•0.5J+DRCI 
I)*DR(J 

•J)•C5•I0(II,JJ))•W(K) 
50 FBICC!l)=F8!C(!I)+U8(II,JJ)•B{JJ)•DJ 
&O IF(IJ)90,70,70 
70 DO 80 KK=1 1 2 

DO 80 II:1 1 2 
DO 80 JJ=II,2 
OB(KK,ll 1 JJ)=•C3•RXY•(C4•CIO(II 1 KK)•OR(JJ)+IO(JJ,KKJ•ORCI1) 

•10(11 1 
•JJ)•OR(KK))+2.•0R(IIJ•OR(JJJ•OR(KK))*W(K) 

80 TB(II,JJ):TS(II,JJ)+08(KK,ll,JJ)*B(KK)*DJ 
90 CONTINUE 

100 CONTINUE 
RETURN 
ENO 
SUBROUTINE FBXI2 

e 
C SUB•ROTINA PARA CALCULO DA INFLUENCIA AOS FORCAS DE MASSA P 
ARA UM 
C CAMPO GRAVITACIONAL CONSTANTE; POR INTEGRACAO NUMERICA NO 
C CONTORNO, UTILIZANDO UMA DISCRETIZACAO ESPECIAL E A FORMULA 
CAO 
C BASEADA NO TEOREMA OE GAUSS E NO VETOR OE GALERKIN 
c 

(10), 

DIMENSION 0(2,2,2),E(2 1 2 1 2) 1 08(2 1 2,2),0N(2),AN(2),0R(2) 
OIMENSION X1E(50) 1 X2E(50),COMPE(50),SENTE(50),C0STE(SO), 

• AAE(50) 1 B8E(50) 
DIMENSION GIC(2,4) 1 HIC(2 1 4),TB(2 1 2),0T(3,4),ET(3 1 4J,A(10),W 

* B(2),F8IC(2) 
DIMENSION Nl(!25l,N2(125),N1ECSO),N2E(SOJ 
COMMON/GRUP01/Y,V,Z,C1 1 C2,CJ,C4,CS 
COMMON/GRUP04/GIC,~IC,T8,DT,ET,A,w,s,F6IC 
COMMON/GRUP09/Xtl,X2I,X1N1,X2Nl,X1N2,X2N2,C0MP1C1SET 1COT, 

• AAIC,BBIC,OJ,RG,Pt 
COMMON/GRUP07/X1E,X2E,COMPE,SENTE,C0STE,AAE,B8E 
COMMON/BLOC01/NN,NE,NNE,NEE,NNI,NPI,IM,IP,NODS,NOOE,NTI,NTT 

,ND,IJ 



158 

COMMON/BLOC03/N1,N2,N1E,N2E 
IDCIN,JN)=l•ABS(lN•JN) 
ClE=~Cl.+VJ/(ij•Pl*Y) 
DO 10 JJ=1,2 
FBIClJJ):O, 
DO 10 Il=l,2 

10 TBCJJ,IIl=O, 
DO 80 ICE=l, NEE 
ON(l):•SENTE(ICE) 
DNC2)=C0STE(ICE) 
CAJE=COMPE(ICE)/2 
NUCE=NlE (ICE) 
N2ICE=N2E(ICE) 
X1N1E=X1ECN1ICE) 
X2N1E=X2E(N1ICE) 
X1N2E=X1E(N2ICE) 
X2N2E=X2E(N2ICE) 
00 70 K=l,NPl 
AN(1)=0,5•C1,•A(K)) 
AN(2)=0,5•C1,+A(K)) 
R1XY=AN(1)*X1N1E+AN(2)•X1N2E•X1I 
R2XY=AN(l)•X2N1E+AN(2)•X2N2E•X2l 
RXy:(R1XY••2+R2XY••2)••0,5 
OR(1)=R1X't'/RXY 
OR(2):R2XY/RXY 
ORN:OR(l)•DN(1)+0R(2)•DN(2) 
R812=0R(l)•B(1)+DR(2)•BC2) 
!F(IJ)20 1 20~4ô 

20 DO 30 II:1 1 2 
30 F8IC(II)=FBIC(II)+(C1E•RXY*C2*AL0G(RXY)+1o)*(DRN•B(II)•(DN( 

Il)/(2* 
•C1,•V)))•RS12))•CAJE•W(K) 

40 IF(IJ)70,50 1 50 
50 RB2l=DN(l)•B(1)+DN(2)*8(2) 

DO &O 1!=1 1 2 
DO &O JJ:!I,2 

60 TBCII,JJ)=TBCI!,JJ)+ (2•DRN•CORCJJ)•B(ll)+ORCI 
I)•BCJJ 

•)+ID(ll,JJ)•(V/Cl,•V)l*RB12)• (1,l(1,•V)J•RB12•COR[JJl•DN 
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•CON 

(!() 
70 
80 

•DR(Ill•DNCJJ))+C2,•ALOG(RXY)+1,)*C1•/C1,•V))*CCC1,•2•V)/2,) 

•(JJ)•BCII)+ONCII)•B(JJ))+IO(II,JJl•V•RB21)l*(CAJE/(8•PI))*W 

CONTINUE 
CONTINUE 
RETURN 
ENO 

c 
SUBROUTINE GAUSS 

C SU8•ROTINA PARA DETERMINACAO DAS ABCISSAS E DOS COEFICIENTE 
S DE 
C PESO PARA INTEGRACAO NUMERICA PELO METOOO DE GAUSS 
e 

DIMENSlON GICC2,4),HICC2,4),TBC2,2l,DTC3,4),ETC3,4),AC10),W 
C 1 O) , 

* 1:1(2) ,FBICC2) 
COMMQN/GRUP04/GIC,HIC,TB,OT,ET,A,W,B,FBIC 
COMMQN/8LOC01/NN,NE,NNE,NEE,NNI,NPI,IM,IP 1 NDOS,NODE 1 NTI,NTT 

,ND,IJ 
IF(NPI•10)1S,14,15 

15 CONTINUE 
GOTO (1 1 2 1 3 1 41 5,&),NPI 

1 A(1):0,0 
W(1)=2,0 
GO TO 1 O 

2 A(l)=•0,5173502&918q&2& 
A(2)=•A(1) 
!'i(1)=1. 
W(2):;:1, 
GOTO 10 

3 A(t):•0,77459&&&9241483 
AC2)=0, 
A (3) =•A (1) 
W(t):0,555555555555555& 
W(2):;:0.8888888888888689 
W(3l=w(I) 
GOTO 10 

4 AC1)=•0,8&113&3115940S3 
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A(2)=•0 0 33998104358485ó 
A C!l :•A C2l 
A(4)=•A(1) 
W(ll=0.347854845137454 
WC2l=0,&5214S!S4862546 
W(3):w(2) 
W(4)CW(1) 
GOTO 10 

5 A(l)=•0,90&179845938664 
AC2):w0,538469310105&83 
A(3l=O, 
A(4)= .. AC2l 
A(5J: .. A(1) 
WCl):0.23692688505&189 
W(2):0,418&28670499366 
W(3):0,5686888888888889 
W(4l=WC2) 
W CS):w (1) 
GOTO 10 

6 A(l)C•Q.932469514203152 
A(2)=•0,661209386466265 
A(3):•0,238619186083197 
A(4)=•A(3) 
A(5)C•A(2) 
A(6)C.,A(1) 
W(l)C0,171324492379170 
W(2)=0,360761573048139 
W(3):0;4&79J3934572691 
WC4):W(3) 
WC5)=WC2) 
W(t,):aW(1) 
GOTO 10 

14 CONTINUE 
A(l)=•,973906528517172 
A(2)=•,865063366688985 
A(3)=•,&79409568299024 
ACl.l):•,433395394129247 
ACS):•,148874338981631 
AC&J: .. A(5) 



e 

A ( T) : .. /\ ( 4) 
A(8)=•AC3) 
A(9}:: .. A(2) 
A(10):•AC1) 
W(1):.0&éé11344308é88 
W(2):,149451349!50581 
W(J):,2\908&3&2515982 
W(4):,2&92óé71930999é 
W(S)=,295524224714753 
W(é):W(S) 
w C7 > :w C4) 
W(8).:W(3) 
W('l):1>1(2) 
W(10):W(1) 

10 RETURN 
ENO 
SUBROUTINE DETAG 

1 61 

C SUB•ROTINA PARA OETERMINACAO DA DISTANCIA MAXIMA ENTRE UM N 
O FIXO 
C ALEATORIO (POR EXEMPLO, O NO MEOIO) E O PONTO MEOIO DOS ELE 
MENTOS 
C OE CONTORNO; UTILIZADO PARA MELHORAR O CONDICIONAMENTO 00 S 
ISTEMA 
C OE EQUACOES 
e 

c 

C0MMON/GRUP0é/X1I,X2I,X1N1,X2N1,X1N2,X2N2,COMPIC,SET,COT, 
* AAIC,BB!C,DJ;RG,Pt 

A1=CCX2N1-X2ll**2+(X1N1-X1I)••2)**º•5 
R?.::((X2N2~X2ll**2•(X1N2~X1I)**2l••0.5 
RM:(Al+R2)/2 
IF.CRG•AM)I0,20,20 

10 RG:AM 
20 CONTINUE 

AETURN 
END 
SUBROUTINE GHTCNU 

C SUB•ROTINA PARA CALCULO OAS SUBMATRIZES GIC E HIC POR INTEG 
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C NUMERICA SOBRE OS ELEMENTOS OE CONTORNO 
e 

OIMENSION UB(2 1 2) 
PIMENSION U(2,2l,TC2,2) 
OIMENSION DC2,2,2),EC2,2,2),0B(2,2,2),DN(2),AN(2),0RC2) 
OIMENSION GTC(2,4) 1 HIC(2,4),TB(2,2),0T(3,4),ET(J,4),A(10),W 

(lo) , 
• BC2),FBIC(2) 

C0MMON/GRUPOI/Y,V,Z,C1,C2,C3,C4,C5 
COMMON/GRUP04/GIC,HIC,TB,OT,ET,A,w,B,F8IC 
COMMON/GRUPOb/XlI,X2l,X1Nl,X2Nl,X1N2,X2N2,COMPIC,SET,COT, 

• AAIC,BBIC,OJ,RG,Pl 
COMMON/BLOCOl/NN,NE,NNE,NEE,NNl,NPI,IM,IP,NOOS,NODE,NTI,NTT 

,ND,IJ 
IO(lN,JN)=l•ABS(IN•JN) 
00 10 K=l,2 
00 10 L=l,4 
GIC(K,L):O. 

10 HICCK,Ll=O, 
IMI=tM 
IFCIM)S0,20,50 

20 DO 25 K=l,2 
FBIC(K):(), 
00 25 L=l,2 

25 TBCK,Ll=Q, 
IFCIJ,GE,O) GOTO 35 
IF(X1N1,NE,X1N2) GOTO 30 
IF(X1I,EQ,X1N1) GO Tb 40 
GOTO 35 

30 YI=AAIC•Xlt+BBIC 
IF(ABS(YI•X2I),l.T,1.E•b) GOTO 40 

35 CALl. JACTET 
GOTO 50 

40 IM=IM+l 
50 DNC!)=•SET 

ON(2):COT 
CAJ=COMPIC/2 
00 170 K=l,NPI 
AN(l)~0,5•(1,•A(K)) 
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AN(2)=0.5•(1,+A(K)) 
R1XY=AN(1)•X1N1+AN(2)*X1N2•X1I 
R2XY=AN(1)•X2N1+AN(2)•X2N2•~2I 
RXY:(R1XY••2+R~XY•*2)••0,S 
DR Cl)=RlXY/RXY 
DR(2):R2XY/RXY 
ORN:DR(l)•DNC1)+0RC2)*DN(2) 
DO 60 I1=1,2 
DO 60 JJ:1 1 2 
UCII,JJ):Cl•C•C2•IOCII,JJl•ALOG(RXY)+ORCII)*OR(JJ)•CS•IDCII 

&O T(II,JJl=C3•(0RN•CC4•IDCII 1 JJ)+2•DRCII)•DRCJJ))•C4•CDR(II)* 
ON(JJ)• 

•OR(JJ)•ON(II))l/RXY 
IFCIM)90 1 70,90 

70 DO 80 lI:1,2 ºº 80 JJ=l,2 
UB(ll,JJ):(RXY••212)*(UCII,JJ)+IOCII 1 JJ)*C1•C2/2)*WCK) 

80 FBIC(II>=FBIC(II)•UB(II,JJ)•BCJJ)*DJ 
90 DO 100 IA=l,2 

IN:O 
DO 100 II•l,2 ºº 100 JJ:t,2 
IN:IN+1 
GIC(IA,INl=GIC(IA,IN)+U(IA,JJl•AN(II)*WCKl*CAJ 

100 HIC(IA,JN):HtC(!A,IN)+T(lA,JJ)•AN(II)*W(K)•CAJ 
IFCIJ)170,120,120 

120 DO 130 KK=l,2 ºº 130 11=1,2 
00 130 JJ=II 1 2 
DCKK,tl,JJ):~t3•CC4•CID(II,KK)*DR(JJ)+IO(JJ,KK)*OR(II)•IOCI 

l,JJ)*O 
*R(KK))+2•DR(lI)•DRCJJ)•OR(KK))/RXY 

E1=2•0RN•CC4~IDCII,JJ)•DR(KK)+V*(IDCII,KK)*OR(JJ)+IO(JJ,KK) 
•ORCII) 

*)•4•0R(II)•OR(JJ)•DRCKK)) 
E2=2*V*(DR(II)•DRCKK)*DN(JJ)+OR(JJ)•ORCKK)*DN(II)l 
E3:C4•C2•DRCII)•OR(JJ)•ONCKK)+IOCII,KK)*DN(JJ)+IOCJJ,KK)*DN 

C II)) 
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ECKK,II,JJ)=CE1•E2+E3•(1.•4•V)•IDCII,JJ)*DN(KK))•2•Z/C4•PI• 
(1, •V)• 

•RXY**2) 
130 CONTINUE 

IFCIM)155,140,155 
140 CONTINUE 

DO 150 KK=t,2 
00 1SO 1I=1,2 
DO 150 JJ=II,2 
OB(KK,II,JJ):RXY••2•DCKK,1I,JJ)*W(K) 

150 TB(II,JJ)=TR(II,JJ)+OB(KK,II,JJ)*B(KK)*OJ 
155 IL=n 

00 tbO 11=1,2 
00 160 JJ=II,2 
IL=IL+1 
IN::;0 
DO 1&0 IA:1,2 
DO 1&0 JA=l,2 
IN:IN+l 
OT(IL,IN):DT(IL,IN)+AN(IA)•DCJA,II,JJ)•W(K)•CAJ 

1&0 ET(IL,IN)=ET(IL,IN)+AN(IA)•E(JA,II1JJ)•WCK)•CAJ 
170 CONTINUE 

IFCIMI)190,180,190 
180 !F(IM,NE,IMI) IM=tMI 
190 CONTINUE 

RETURN 
END 
SUBROUfINE JAtTET 

c 
C SUB•ROTINA PARA CALCULO DO JACOBIANO DA TRANSFORMACAO OE 
C COORDENADA PARA INTEGRACAO DAS FORCAS OE MASSA PELO 
C PROCESSO DE TRANSFORMACAO SEMI ANALITICO 
e 

COMM0N/GRUPO&/X1I,X2l,X1N1,X2N1,X1N2 1 X2N2,COMPIC,SET,COT, 
* AAIC,BBIC,DJ,RG,Pl. 

QJ:O, 
R1=C(X2N1•X2I)••2+CX1N1•X1I)••2)**0,S 
R22((X2N2•X2Il••2+(X1N2~X1I)**2)**0,5 
R1X2=(X2N1•X2I)/R1 



e 

R2X2~(X2N2•X2I)/R2 
TETAl=APSIN(RtX2) 
TETA2•ARSIN(R2X2) 
IF(X2N1•X2I)50 1 70,70 

50 IF(X1Nl 8 X1I)80 1 80,60 
60 TETA1:2•PI+TETA1 

GOTO qo 
70 IFCX1N1~X11)80,q0,90 
80 TETA1=PI•TETA1 
90 CONTINUE 

IF(X2N2•X2Il100,120,120 
100 IF(XtN2•X!l)130,130,110 
110 TETA2:2•PI+TETA2 

GOTO 140 
120 IFCX1N2~Xt!lt30,140,140 
130 TETA2=PI•TETA2 
140 CONTINUE 
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IF(TETA2•TETA1)150,190 1 170 
150 TETA2P=TETA2+PI 

!F(TETA1•TETA2P)190,190,160 
160 TETA2=TETA2+2*PI 

GOTO 190 
170 TETA1P=TETA1+PI 

IF(TETA2~TETA1P)190 1 190,180 
160 TETA2=TETA2•2•PI 
190 OJ:0,5•CTETA2•TETA1) 
200 CONTINUE 

RETURN 
END 
SUBROUTINE GHICAN 

C SUB•ROTINA PARA CALCULO DA SUB•MATRIZ GIC E PARTE DE HIC PO 
R 
C INTEGRACAO ANALITICA 
e 

DIMENSJON GICC2,4),HICC2,4),TB(2,2l,DT(3,4),ETC3,4),AC10),W 
(10), 

* B(2) 1 F8IC(2) 
COMMON/GRUPOl/Y,V,Z,C1,C2,C3,C4,C5 
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COMMON/GRUP04/GIC,HIC,TB,DT,ET,A,W,B,FB1C 
COMMON/GRUPOb/X1l,X?.I,XlNl,X2N1,X1N2,X2N2,COMPIC,SET,COT, 

* AAJC,98IC,OJ,RG,Pl 
COMM0N/BLOC04/I,N1IC,N2IC 
CAJ:rCOMPIC/2 
ClSECO=Cl•CAJ•SET•COT 
DO 10 K=l,2 
DO 10 L=l,4 
GlCCK,Ll=ClSECO 

10 HJCCK,L)=O• 
ALOGIC=ALOG(COMPIC) 
GIC(1,1l=C1•CAJ•(•C2•(ALOGIC•1.Sl•COT••2)•Cl*C5•CAJ 
GICC1,3):rCl•CAJ•(•C2•(ALOGIC•O,S)•COT••2l•Ct•C5•CAJ 
GICC2,2l=C1•CAJ•C•C2•CALOGIC•1,S}+SET••2)•Ct•CS•CAJ 
GICC2,4)=Cl•CAJ•(~C2•CALOGlC•O,S)+SET••2)wC1•CS•CAJ 
IFCI,EQ,NIIC) GOTO 20 
GICAX=GICCl,1) 
GICCl,t)=GIC(l,3) 
GIC (1,3):GICAX 
GICAX=GICC2,2) 
GIC(2,2):GIC(2,4) 
GIC(2,4):GIC4X 
HIC C 1, 2) =•C3•C4 
HICC2,1l=•HICC1,2) 
GOTO 30 

20 HICC1,4):C3•C4 
HICC2,3)=•HICC1,4l 

30 CONTINUE 
RETURN 
ENO 
SUBROUTINE SLNPDCA 1 B,N) 

e 
C SUB•ROTINA PARA SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES LINEARES 
C PELO METODO DE ELIMINACAO OE GAUSS 
e 

DIMENSION A(250,250J 1 B(250) 
Nl=N"l 
DO 100 K=l,Nl 
Kt;:K+t 



C=ACK,K) 
IF(ABS(CJ)l,1,3 

1 00 7 J=K1,N 
IF(ABS(ACJ,K)))7 1 7,5 

5 DO & 1,.:1<,N 
C:A(K,L) 
ACK,L)::ACJ,Ll 

& ACJ,L)=C 
C=BCK) 
BCK):8(J) 
B(J):C 
C=ACK,K) 
GOTO 3 

7 CONTINUE 
3 C:A(K,K) 

00 4 J=K1,N 
4 A(K,J):A(K,J)/C 

B(K):S(K)/C 
00 10 l=Kl,N 
C=ACI,Kl 
00 li J:K1,N 

9 ACI,J):A(I,J)•C•ACK,J) 
10 BCll=BCJ)"C*B(Kl 

100 CONTINUE 
BCN)=8(N)/ACN,N) 
DO 200 L=1,N1 
K=N•L 
Kl=K+1 
00 200 J:Kl,N 

200 B(K):B(K)•ACK,J)•BCJ) 
RETURN 
ENO 
SUBROUTINE OETEA1 

c 

l 6 7 

C SUB~ROTINA PARA OETERMINACAO DAS EQUACOES ADICIONAIS PARA O 
S NOS 
C COM DESCONTINUIDADE ESPECIAL. ESTAS EQUACOES FORAM OBTIDAS 
ATRAVES 
C DA CONSIOERACAO OAS PROPRIEDADES OE INVARIANTES ELAS1!COS 



e 
, 
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DIMENS10N X1(125),X2(125),COMP(125),SENTET(125),COSTET{l25) 

* AA(125) 1 SB(125) 
OIMENSION N1(125),N2(125),N1E(50),N2E(50) 
OIMENSION HH(?.50,250) 1 GG(2,2),FSC(500),FSI(400) 
OlMfNSION K00(250),KOD1(250) 
COMMON/GRUP01/Y,V,Z,Ct,C2,C3,C4,C5 
COMMON/GRUP02/X1 1 X2,COMP,SENTET,COSTET,AA 1 B8 
COMMON/GRUP05/HH 1 GG,FSC,FSI 
COMMON/RLOCOl/NN,NE,NNE,Nf.E,NNI,NPI,tM,IP,NOOS,NOOE,NTI,NTT 

,ND,IJ 
COMMON/BLOC02/KOO,K001 
COMMON/BLOC03/N1,N2,NlE,N2E 
NOE:O 
00 110 I:r1,NN 
IA:211rt 
IAl=lA"l 
II=O 
!F(KOO(tA).NE,&l GOTO 10 
II=II+l 
NOE:;NDE+l 

10 IF(KOO(IAl),NEr&) GOTO 20 
II;II+l 
NOE:;NOE+1 

20 JF(II,EQ,0) GOTO 110 
IC=O 
LEJ:O 
LDI:O 

30 IC=IC+l 
IF(I,NE,N1(1Cl) GOTO 40 
LEI=iC 

40 IF(I,NE,N2(IC)) GOTO 50 
LDI;IC 

50 IF(LEJ,EQ.O,OR,LOI,EQ,O) GOTO 30 
K1=!<001 (IAl) 
Kl1==IA1 
K2:K001(IA) 
KI2=IA 
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lFCII.EQ.1) GOTO &O 
HH(K1,KI1)=HH(K1,KI1)•SENTET(LEI) 
HH(K1,K1) =HH(K1,Kl) +SENTET(LOI) 
HH(K1,Kl2)=HH(K1,KI2)+C0STET(LEI) 
HH(Kl,K2) =HH(K1 1 K2) •COSTET(LOI) 
SENOB=SENTETCLDI) 
COSEB=COSTETCLDI) 
SF.NOA••SENTET(LEI) 
COSEA=•COSTET(LEI) 
N1L1I=N1 (LOI) 
N2L?. I :::N2 (LEI) 
N1L1=21'1N1L1I•1 
N1L2=2•N1L1I 
N2L1=2•N2L21•1 
N2L2=2•N2L2I 
CLOI:::COMP(L0Il 
CLEI=COMP(LEl) 
C81,,:COSEB/CLDI 
5Bl,.=5ENOB/CLDI 
CAL=COSEA/CLEI 
SAL=SENOA/CLEI 
HH(K2,KI1)=HH(K2,Kl1)•SENOB 
HH(K2 1 Kt)=HH(K2,K1)•SENOA 
HHCK2,KI2)=HH(K2 1 KI2)+COSEB 
HH(K2 1 K2):HH(K2 1 K2)+C0SEA 
FSI(K2)=F5I(K2)•(2•Z•C8L)•FSCCN1Ll)•(2•Z•SBL)*FSC(N1L2)+(2* 

Z•CAL)• 
1'1fSC(N2L1)+C2*Z•SAL)•FSC(N2L2)•(2*Z*(CAL•CBL)l•FSC(KI1)•(2*Z 

*(SAL'"S 
*BL)) *FSC CKI2) 

GOTO 100 
60 IFCKOO(IAt),NE,6) GOTO 80 

HH(K1,Kl1)=HH(K1,KI1)•SENTET(LEI) 
HH(Kl,K1)=HH(K1,K1)+SENTET(LDI) 
JF(KOD(IA),EQ,3) GOTO 70 
HH(K1,KI2):HH(K1,KI2)+COSTET(LEI) 
FSI(K1)=FSICK1)+C0STET(LOl)•F5C(K2) 
GOTO 100 

70 HH(Kl,KI2)=HHCK1,KI2)•COSTETCL0l) 
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FS1(K1)=FSICK1l•COSTET(LEI)•FSC(K2) 
GOTO 100 

80 HH(K2,KI2)=HH(K2,Kl2)+COSTET(LE1l 
HH(K2,K2)=HH(K2,K2)•C0STET(LDI) 
IF(KOD(lAl).EQ,3) GOTO 90 
HH(K2,KI1)=HH(K2,Kll)•SENTET(LEI) 
FSI(K2)=FSI(K2)•SENTET(LD1)•FSC(K1J 
GOTO 100 

90 HH(K2,KI1l=HH(K2,Kl1)+SENTET(LD1) 
FSJ(K2)=FS1(K2)+SENTET(LEl)•FSC(K1) 

100 IF(NOE,EQ,NOOEJ GOTO 120 
110 CONTINUE 
120 CONTINUE 

RETURN 
END 
SUBROUTINE IMRE1 

e 
C SUB•ROTINA PARA IMPRESSAO DE RESULTADOS 
e 

DIMENSION HH(250,2SO),GG(2,2),FSC(SOO),FS1(400) 
OIMENSION KODC250),KOD1C250) 
COMMON/GRUP05/HH,GG,FSC,FB1 
COMMONIBLOC01/NN,NE,NNE,NEE,NNl,NPI,IM,IP,NOOS,NDOE,NT1,NTT 

,ND,IJ 
COMMON/8LOC02/KOO,KOD1 
lrl=I:\ 
~IRITE(IW, 10) 

1 o FORMA f e li li 1, t Si(, 1 **** RESULTADOS DA ANALISE **** 1·; / 17 li rsi-< 
, f **** 

*VALORES NO CONTORNO **** 1 ,/l,2SX, 1 VALORES NODAIS 1 ,49X,'VALO 
RES NOS 

* PONTOS MEDIOS DOS ELEMENTOS') 
WRITE CIW, 15) 

15 FORMAT(//l,10X, 1 0ESLOCAMENTOS',19X, 1 FORCAS DE SUPERFICIE',1 
6X, 1 TEN 

•SOES SISTEMA LOCAL 1 ,11X,'TENSOES PRINCIPAIS',!) 
WRITECIW,20) 

20 FORMAT(//,1X,'N0/ELEM.',3X,'UCX1) 1 ,5X, 1 Y(l<2) 1 ,7)(, 
* 1 FSCX1)',3X, 1 FSE 
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•X, 'f S ( X 2) ' , 3 X, 'f SE ( X 2) ' , 9)(, ' T )( X ' 1 7 X, ' T X Y ' , 7 X, 1 T Y Y ' , 9 X, 1 T 11 1 

1 7X,'T2 

1) 

"12 1 ,2X, 'TE TAP',!) 
DO 60 I=l,NN 
11=2•1 
II1=2•I .. 1 
KII=K001CI1) 
KII1&K001CII1) 
GOTO (25,50 1 50,50,25,50) KOO(II1) 

25 GOTO (30,40 1 40,40 1 30,40) KOO(II) 
30 WRITE(IW 1 35)I,fSI(II11,FSICII),FSC(II1), FSCCII) 

*,HH(lI1,9) 1 HHCII1,10),HH(1I1,11),HHCII,9),HH(Il,10),HH(II,1 

35 FORMAT(/ 1 19,2f10.5 1 2X,F10.2,10X,F10.2,12X,3f10.2,2X,2F10•2, 
F7.2) 

GOTO 60 
40 WRITE(IW,45)J,FSI(Illl,FSI(Il),FSC(II1), FSC(II),F 

SC(KJI) 
*,HH(II1,9),HH(Il1,10),HHCII1,11),HH(lI,9),HH(II,10),HH(II,1 

1) 
45 fORMAT (/, 19, 2F 10,s,2x ,Fl0.2, 1ox ,2Fl 0.2, 2x, 3F 1 o.2, 2x, 2.Fl0.;2, 

F7,2) 

1 l 

GOTO 60 
50 GOTO (55,ó5 1 óS,ó5 1 55,óS) KOOCII) 
55 WRJTE(IW,b0)I,FSI(II1),FSI(tI),FSCCII1l,FSC(KII1),FSCCII) 

*,HH{II1,9),HH(1I1,10),HH(l11,11),HH(II 1 9),HH(Tl 1 10),HH(1I,1 

óO f0RMAT(/,I9,2fl0.5,2X,3F10.2,12x,3F10.2,2x,2F10.2,F7.2) 
GOTO an 

ó~ WRITECIW,70)I,FSICII1),FSI(II),FSC(II1),FSC(KII1),FSCCII),F 
se CKIIJ 

*,HH(Ill,9),HH(I!l,10),HHCII1,11),HH(II,9),HH(ll,10),HH(II,1 
1) 

70 FORMAT(/ 1 I9 1 2F10,5 1 2X,4F10.2,2X,3F10,2,2X,2F10,2,F7.2) 
RO CONTINUE 

IF(NNJ)1051105 1 65 
85 WRITE(IW,90) 
90 FQRMAT(///,1SX,'•••• VALORES NO INTERIOR****',/) 

WRITE(IW,95) 
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95 FORMAT(///,1~X,'DESLOCAMENT0S NODAIS 1 ,1bX,'TEN$OE$ SISTEMA 
GLOBAL.' 

*,2óX,'TENS0ES PRlNCIPAIS 1 ,l//,8X,'N0 1 ,bX, 1 U(X1) 1 ,10X,'V(X2) 
',12X,' 

• T X 1 ' , 11 X, 1 T X 12 1 , 12 X, 'TX 2 1 , 12 X, 1 T 11 ' , 12 X, 1 T22 1 , 1 O X, 1 TE TAP' , / 
) 

WRITE(IW,100) (11,HH(II,1),HHCII,2),HH(II,3),HH(II,4),HH(II 
, 5) , 

e 
e 
e 

' 

•HH(II,ó),HH(II,7),HH(II,8) 1 1I=1,NNI) 
100 F0RMATCl,!1018F15,5) 
105 CONTINUE 

RETURN 
ENO 

PROGRAMA 

DIMENS10N 

* 
DIMENSION 

* 
DIMENSION 
OIMENSION 
O!MENSION 

PRINCIPAL. PARA PROBLEMAS DE REGIAO UNICA 

X1(125),X2(125),COMP(125),SENTET(125),C0STET(125) 

AA (125) ,86(125) 
X1E(50) 1 X2f(50),COMPEC50),SENTE(SO),COSTE(50) 1 
o\AE.(50) 1 BBE(50) 
XI1(50),Xl2(50) 
N1(125),N2(125),N1E(SO),N2E(50) 
GICC2,4) 1 HIC(2 1 4),T8(2,2),0TC3,4),ET(3,4),A(10),W 

C 1 O), 
* B(2) 1 F6JCC2) 

DIMENSION HH(250,250) 1 GG(2 1 2),FSC(S00) 1 F5I(400) 
DIMEN$ION K00(2SO),KODi(2SO) . - - . 
COMMON/GRUP01/Y,V,Z,Ct,C2 1 C3,C4,CS 
COMMON/GRUP02/X1 1 X2,COMP,SENTET,COSTET 1 AA,8B 
C0MMON/GRUP03/XI1,Xl2 
C0MMON/GRUP04/GIC,HIC,TB,DT,ET,A 1 W,B,FBtC 
COMMON/GRUP05/HH 1 GG,FSC,FSI 
COMMON/GRUPO~IX1l,X21,X1Nl,X2N1,X1N2,X2N2,COMPIC,SET,CDT, 

* AAJC,BBIC 1 DJ 1 RG,PI 
COMMON/GRUP07/X1E,X2E,COMPE,5ENTE,COSTE,AAE 1 8BE 
COMMON/B~OCOJ/NN,NE,NNE,NEE,NNl,NP!,IM,lP,NOOS,NODE,NTI,NTT 

,NO,IJ 
COMMON/8LOCD2/KOO,K001 
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IF(I.EO,N1IC,OR.I.EQ.N2IC) GOTO 50 
IFCI,EQ 0 IME) CALI. DETRG 
CA\.L GHICNU 
GOTO óO 

50 CAI.L GHICAN 
IF(lM,NE,O) GOTO óO 
F6ICO)=O. 
FBICC2):0, 

óO CONTINUE 
DO 70 K=1,2 
00 70 L=1,2 

70 GG(K 1 L):GGCK,L)+HICCK,L)+HICCK,L+2) 
DO 180 JJ:1,2 
tH:2,oN1IC,.2+JJ 
GOTO (80,90,80,90,80,90) KOD(IH) 

80 IG=IH 
GOTO 100 

90 IG:K001CIH) 
100 ºº 180 J=l,2 

I1=2*I•2+J 
JF(N1IC,EQ,I) GO TO·lSO 
GOTO (110 1 110,120,130,120,120) KODCIH) 

110 FSI(IIl=FSICII)+G!C(J,JJ)•FSCCIG) 
HH(II,IH):HH(II,IH)+HICCJ,JJ) 
GO TO 1110 

120 FSJCII):FSI(II)•HIC(J,JJ)•FSC(IH) 
HH(II,IG)=HH(II,!G)•GICCJ,JJ) 
GOTO 1110 -

130 FSt(lI)=FSICII)+GICCJ,JJ),oFSC(lG)•HICCJ,JJ)•FSC(lH) 
1110 CONTINUE 

GOTO 180 
150 GOTO (tó0,160,170,160 1 170 1 170) KOO(lH) 
lóO FSI(lI):FSICII)+GICCJ,JJ)wFSC(IG) 

GOTO 180 
170 HHCil,IG):HHCII,IG)•GICCJ,JJ) 
11'10 CONTINUE ºº 270 JJ:3,11 

IH=2•N2IC•l!+JJ 
JF(~OD(lH),EQ,3) GOTO 190 



1 7 4 

COMMON/8LOC03/N1,N2,N1E,N2E 
COMM0N/BLOC04/l,N1lC,N2IC 
COMMON/8LOC05/NS,NI,NTE,NTOS,IPA,IV 
CAI.L L.10A1 
IME:NN/2 
00 10 I=l,NTI 
FSI (l):O, 
DO 10 J=l,NTI 

10 HH(I,J):O, 
PI:3,1415q2654 
z:y/(2,*Cl,•Vl) 
C1=1,/(8•Pl•Z•l1,•V)) 
C2:3,•4,•V 
C3=•1,/(4*Pl*(1,•V)) 
Cll:1,•2*V 
C5=(7,•B•V)/2 
CALL GAUSS 
IJ:~1 
RG:O. 
00 340 1=1,NN 
DO 20 K=1,2 
00 20 L=l,2 

20 GG(K,L):O, 
X1I=X1 CI) 
X2I:X2CI) 
DO 285 IC=l,NE 
N1IC=Nl(IC) 
N2IC:N2(IC) 
XIN1:i:X1(N1IC) 
X2N1:X2(NlIC) 
X1N2=X1(N2IC) 
X2N2=X?.(r-..2IC) 
SET=SENTET(ICl 
COT:CQSTET CIC) 
COMPIC=COMP (IC) 
JF'(IM)40 1 30,40 

30 AAIC=AACIC) 
f.lBIC=BB(IC) 

40 CONTINUE 



IG=IH 
GOTO 200 

190 IG=KOD1 (IH) 
200 CONTINUE 

DO 270 J:1 1 2 
I1=2*I"2+J 
IF(N2IC.EO.I) GOTO 250 
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GOTO c210,2io,220,230,230,230) KOD(IH) 
210 FSI(II)=FSI(II)+GICCJ,JJ)*FSCCIH) 

HH(II,IHl=HH(II,IH)+HICCJ,JJ) 
GOTO 240 

220 FSI(Il)=FSICll)+GICCJ,JJ)*FSC(IG)•H!C(J,JJ)•FSCCIHl 
GOTO 240 

230 fSI(IIl=FSI(Il)•HICCJ,JJ)*FSCCIH) 
HH(Il,1H)=HH(II,IH)•GICCJ,JJ) 

240 ÇONTINUE 
GOTO 270 

250 IF(KOD(IH).GT.3) GOTO 2&0 
FSI(IIJ:FSI(II)+GICCJ,JJJ•FSCCJG) 
GOTO 270 

260 HH(ll,IH)=HH(II,IH)•GIC(J,JJ) 
270 CONTINUE 

IFCIM)285 1 280 1 285 
280 FS!C2•I~1):f$I(2•I•1)+FB1C(1) 

FSI(2*I):FSI(2•I)+FB1C(2) 
285 CONTINUE 

IF(IM•1)305 1 290,295 
290 CALL FBXll 

GOTO 300 
295 CALL FOXI2 
300 FSI(2*I•1)=FS1(2*I•1)+FBIC(1) 

FSIC2*ll=FSIC2•IJ+FB1C(2) 
305 CONTINUE 

DO 335 K=l,2 
IK:2•I•2tK 
IF(KOO(IKl.LE,2) GOTO 320 
DO 310 L:1 1 2 
U..=2•I•2+L 

310 FSI(IL)=FSICIL)+GG(L,K)*FSC(IK) 



GOTO 335 
320 00 330 L.=1,2 

I1..=2•I~2+L 
330 HH(IL,IK):•GG(L 1 K) 
335 CONTINUE 
3110 CONTINUE 
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IF(NOOE.NE,O) CALL DETEA1 
DO 375 J=t,NO 
GOTO (3b0 1 3b0) KOD(J) 
00 350 1=1,NTI 

350 HH(I 1 J):HH(I 1 Jl•Z 
GOTO 375 

3&0 00 310 I=t,NTI 
370 HH(I,J):HH(J 1 J)•RG 
375 CONTINUE 

IF(NTI•ND)II00,400,380 
380 NDl=ND+I 

DO 390 t:1 1 NTI 
DO 3QO J:NQl 1 NTI 

390 HHCI,J)=HHCI,J)•Z 
1100 CONTINUE 

CALL SLNPO(HH,FSI,NTI) 
DO 1130 1=1,NO 
GOTO (1110 1 410,420) KOO(I) 
AUX=fSI C Il •Z 
FSI(l)::FSC (I) 
FSC(I):AUX 
GOTO 430 

410 FSI(I)=FSI(I)•RG 
GOTO 430 

!120 AUX=FSICI)•Z 
FSI CI):FSC (1) 
K1=K001 (I) 
FSC (I)::Fsc (Kl) 
FSC(t<t):AUX 

430 CONTINUE 
IF(NTJ•NO)lib0,4&0~4110 

440 DO 450 I=NOl,NTI 
450 FSC(J):FSI(l)*Z 



1160 CONTINUE 
IF(NNI)690 1 b90 1 1110 

410 IJ:O 
DO 690 I!=l,NNI 
XJI=XllCII) 
X2I=XI2(JI) 
DO 1180 JJ=l,6 

480 HH(Il,JJ):O, 
DO &50 IC=1,NE 
00 1190 K:1 1 3 
DO 4<10 L=l,4 
DTCK,L)=O. 

490 ET(K,L)=O. 
N1IC=Nt(IC) 
N2IC=N2 ClC) 
X 1 N 1: X 1 C N 1 I C) 
X2N1=X2 (NlIC) 
XlN2=X1(N2IC) 
X2N2=X2(N2IC) 
SET=SENTET(IC) 
COT=COSTETCIC) 
COMPIC::COMPCIC) 
CAI..L GHICNU 
DO &20 I0=1,3 
DO b20 JT=l,4 

l 7 7 

GOTO C5oo,5to,s5o,5&o> lT 
soo 1H=2•N1ICP1 

GOTO 520 
510 IH:2"'NllC 
520 GOTO (530 1 540 1 540,540 1 530,540) KOD(IH) 
530 IG::IH 

GOTO 590 
540 tG::oKOOl (IH) 

GOTO 590 
550 IH::2,.,N2IC~1 

GOTO 510 
5&0 1H:2•N2IC 
570 IG=IH 
590 CONTINUE 
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IFCID•3)bOO,b10,ó10 
&00 HH(Il,IO)=HH(II,IO)•HlC(IO,ITl•FSI(IH)+G!CCID,IT)*FSC(IG) 
&10 HH(II,ID+2)=HH(II,I0+2)•ET(TO,IT)*FSl(IH)•DT(lO,tT)•FSC(lG) 
b20 CONTINUE 

IF(IM)bSO,b30,b50 
&30 lL:0 

DO b40 K:1 1 2 
HH(Il,Kl=HH(ll,K)+FBIC(K) 
00 &40 J:K 1 2 
IL=IL+1 

&40 HH(Il,IL+2)=HH(l!,IL+2)+T8(K,J) 
&50 CONTINUE 

IF(IM•1)b60,&55,óó0 
&55 CALL FBXI1 

GOTO ó&S 
&óO CALL. F8XI2 
b&5 IL:0 

DO (>70 K:1,2 
HH(Il,K):HH(II,K)+F8IC(K) 
00 &70 J:K,2 
Il.=11.+1 

&70 HH(ll,IL+2):HH(ll,1l.+2)+T6(K,J) 
b80 CONTINUE 

HH(II,ó)=CHH(II,3)+HH(II,5))/2+{HH(II,4)••2+C(HH(II,3)•HH(I 
1,5))/2 

•>••2)••0.5 
HH(II,7)=(HH(I!,3)+HH(II,5))/2•(HH(II,4)••2+((HH(I1,3)•HH(I 

I,5))/2 - - .. - . -
•>••2>••o,s 

IF(ABSC HH(II,5)•HH(II 1 3)),LE.1,E•b) GOTO &61 
HH(II,6)=ATAN(2*HH(II,4)/(HH(II,5)•HH(II,3)))/2, 
GOTO &qo 

b81 IF(HHCII,4),GT,O) GOTO &82 
HH(Il,8):Pt/4, 
GOTO &83 

&62 HH(II,8):•PI/4, 
&83 CONTINUE 
b'IO CONTINUE 

00 7?.0 IC=1,NE 



NI IC=Nl (IC) 
N2IC:N2(1C) 
I1=2•tC .. 1 
I=2•IC 
IF!=2•f'l2IC•1 
JF:2H,21C 
II 1=2•~H IC•I 
IT=2•N1IC 
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FSCJI1=FSCCII1) 
IF(KOD1(II1).EQ 0 0l GOTO 700 
KODtI1=KOOl(IIll 
FSCII1=FSC(K00II1l 

700 FSCIJ•FSC(II) 
IF(KODICII).EQ.O) GOTO 710 
KOD1 II:KOD1 CI I) 
FSCII=FSC(KOD1II) 

710 CONTINUE 
FSCI1:(FSCIJ1+FSC(IF1))l2 
FSCI•CFSCII+FSC(IF)l/2 
HH(I1,10):FSCil•COSTETCIC)+FSCI•SENTET(IC) 
HH(I1,11)=•FSCI1•Sff'lTETCIC)+FSCI*C0STET(IC) 
HH(l1,ql=c1.1c1.•V))•CV•HH(T1,11)+2•Z•(C(FSICII1)•FSI(IF1)) 

/COMP(I 
*Cl)*COSTET(IC)+((FSI(II)•FSI(IF))/COMP(IC))*SENTET(IC))) 
HH(I,q):(HH(I1,q)+HH(l1,11))/2+SQRT(HH(Jl,10)**2+((HH(I1,9) 

•HH(11, 
•11))/2)••2) 

HH(I,10)=CHH(I1,q)+HH(I1,1l))l2"SQRT(HH(I1,10)••2+((HH(I1,q 
l•HH(Il 

•,11lll2l••2) 
IF(ABS(HHCil,ll)•HH(Il,q)).LE.1.E•b) GOTO 711 
HH(I 1 11l=ATAN(HH(I1,10)/((HH(l1,1l)•HH(I1,q))l2,))l2, 
GOTO 720 

711 IF(HHCil,10),GT.O) GOTO 712 
HH(I 1 11):P!l4, 
GO TQ 720 

712 HH(J,11}:•PI/4, 
7?.0 CONTINUE 

CALL IMREl 

1000 STOP 
ENO 


