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R E S U M E N 

E1 problema principal abordado en este trabajo es la de­

terminaci6n de la respuesta de una placa plana rugosa rectang~ 

lar simplemente apoyada, excitada por flujo de capa l!mite tur 

bulento. 

Se encontr6 una soluc16n general de la respuesta de des­

plazamiento para un sistema cont!nuo linear cualqu1era, excit~ 

do aleatoriamente. 

El método utilizado hace uso del análisis arm6n1co genera­

lizado y de una expansi6n en términos del conjunto de funcio­

nes ortogonales asociadas con los modos normales de la vibra­

ci6n del sistema. 

En base a los dates experimentales de Aupperle y Lambert 

y en la teor!a generalizada se obtuvo la respuesta de desplaz~ 

miento, velocidad, momentos flectores, cargas de corte trans­

versal y esfuerzos para una placa plana rugosa rectangular si~ 

plemente apoyada. 

Los resultados son discutidos y comparados con los obteni­

dos por Strawderman para placas lisas. Finalmente, son presen­

tadas sugerenc1as para futuras investigaciones. 
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S U M M A R Y 

The objective of this work is the determination of the res 

ponse of a rough, simply supported, rectangular plate excited 

by a turbulent boundary layer. 

A general solution has been found for the displacement res 

ponse of any randomly excited continuos linear system. 

The method of solution makes use of the generalized harmo­

nic analysis and series expansions in terms of the set of or­

thogonal functions associated with the normal modes of vibra­

tion of the system. 

0n the basis of experimental data of Aupperle and Lambert 

and of the generalized theory, responses were obtained for the 

displacement, velocity, bending moments, shear loads and stres 

ses for a rough, simply supported, rectangular plate. 

The results obtained are discussed and compared with the 

ones by Strawderman for smooth plates. Finally, some sugges­

tions are made for future research on the subject. 
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C A P I T U L O I 

INTRODUCCION 

1.1 Presentaci6n del Problema 

El estudio de la respuesta de sistemas a fuerzas aleato­

rias es de considerable interés en mecdnica estructural y ha 

sido bastante investigado en anos recientes[20-2~. El conoci­

miento de la respuesta es deseado para ver como los sistemas 

responden a las fuerzas aleatorias y como estas fuerzas idea­

lizadas segi1n un modelo matemático están relacionadas a la 

respuesta. 

En este trabajo se determina, en general, la respuesta de 

un sistema linear de cualquier forma excitado por una fuerza 

aleatoria, y en particular se obtiene la respuesta de una pl!_ 

ca plana rugosa rectangular simplemente apoyada, excitada por 

flujo de capa l!mite turbulento. 

La soluci6n del problema se obtiene en funci6n de los mo­

dos normales de la vibraci6n de la placa y de la densidad de 

espectro de las fluctuaciones de la presi6n dentro de la capa 

l!mite turbulenta. Los cálculos de la densidad de espectro de 

la presi6n se basan directamente en los datos experimentales 

*Los nwneros entre corchetes se refieren a la Bibliograf!a 

listada al final de este trabajo. 
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de Aupperle y Lambert [ 11] e 1lustrad~s segíÍn el modelo matemi:Í­

t 100 propuesto por Core os r 4] , 

1,2 Rev1s1dn de la Literatura 

El conoc1m1ento de las fluctuac1ones de la pres16n dentro 

de una capa l!mite turbulenta es deseado para muchos problemas 

de mecánica de fluídos. Uno de estos problemas, es el ruido 

produc1do por la turbulenc1a en la capa 1Ím1te adyacente a una 

superf1c1e rugosa rfg1da, Otro tipo de problema surge cuando 

una capa 1Ím1te turbulenta se desarrolla adyacente a una super 

f1c1e flex1ble, y las fluctuac1ones de la pres16n causan mov1-

m1ento de la superficie, como es el caso de membranas y placa~ 

etc, En ad1c16n, el conoc1miento de las fluctuaciones de la 

pres16n turbulenta sobre una superf1c1e puede conduc1r a une~ 

tend1m1ento mejor de la estructura de la capa limite turbulen­

ta y a estudiar con suficiente aprox1mac16n los efectos de rui 

do y v1brac1ones que se producen sobre las superficieà, 

En la literatura han aparecido algunos estudios experimen­

tales de las fluctuaciones de la pres16n sobre superf1c1es ru­

gosas ~-11] , s1nembargo, todos reportan medidas de la densidad 

de espectro y de la correlac16n espac1o-temporal de la presión, 

Harr1son[ l) m1d16 la dens1dad de espectro de las fluctua­

c1ones de la pres16n dentro de una capa l!mite turbulenta, ca~ 

sadas por el flujo de un fluído sobre una superf1c1e plana. 

Skudrzyk Y Haddle [2] estudiaron los niveles de ruido en 
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la capa límite y el ruido producido por la superficie rugosa, 

Ellos determinaron el espectro de potencia del flujo de ruido 

como una funci6n de la frecuencia, el espesor de la capa lím! 

te y la velocidad media del flujo y encontraron que el flujo 

de ruido es predominantemente generado por la superficie rug2 

sa a grandes velocidades y a altas frecuencias, 

Willmarth y Wooldridge [3], estudiaron experimentalmente 

el campo de presi6n dentro de una capa límite turbulenta pro­

ducida por transici6n natural sobre una superficie lisa, Los 

datos incluyen la presi6n media cuadrada, el espectro de P2 

tencia de la presi6n, la correlaci6n espacio temporal de la 

presi6n en las direcciones longitudinal y transversal, 

Corcos [4], presenta una discusi6n de la habilidad de un 

transductor para resolver los detalles espaciales de un campo 

de presi6n turbulenta, Con la ayuda de un formalismo previa­

mente discutido y con alguna informaci6n experimental acerca 

de la estructura del campo de presi6n turbulenta en la ca:p:i;t­

límite, el mapeo o distorsi6n de las cantidades estadísticas 

asociadas con el momento de segundo orden del campo de la pri 

si6n, es dado. La atenuaci6n de la densidad de espectro y déll. 

espectro cruzado de la frecuencia es dada explicitamente en 

forma de tabla y enforma as1mpt6tica, Los resultados se apl! 

cana una evaluaci6n de las medidas del campo de pres16n en 

flujos de corte, Se demuestra que el tamano del transductor 

introduce grandes errores indeseables en estas medidas, las 
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cuales hacen dudar acerca de la magnitud de la intensidad de 

las fluctuaciones de la presi6n turbulenta. Se obtienen expr~ 

siones asimpt6ticas para la atenuaci6n de transductores gran­

des. 

Cercos [s], hace una discusi6n de las medidas de las pr2 

piedades estad!sticas del campo de presi6n en la pared liga­

das a flujo de corte transversal. El demostr6 que las medidas 

de la densidad de espectro cruzado longitudinal conduce ava­

riables de similaridad para la covariancia espacio temporal 

de la presi6n y para el espectro correspondiente. La densidad 

de espectro cruzado también conduce a variables de similari­

dad. Este mecanismo fué ilustrado por un modelo matemático. 

Hedin [6] ilustr6 emp!ricamente algunos efectos de la ru­

gosidad sobre la potencia irradiada. El midi6 la radiaci6n e­

mitida de paneles flexibles rugosos y observó que la potencia 

total radiada era dependiente de la medida de la rugosidad. 

Otros trabajos, tales como los de Leibowitz [7 J y r:avies 

[s J, indican que la densidad de espectro cruzado excibe una 

medida dependiente de la rugosidad y que el conocimiento de 

la densidad de espectro cruzado de las fluctuaciones de la~ 

si6n en la paredes suficiente para predecir la radiaci6n me­

cánica. 

Schloemer y Recine [9 J, midieron la densidad de espectro 

cruzado de la presi6n en la pared sobre la superficie rugosa 
e indicaron que ésta difiere de la medida sobre la superficie 
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lisa. 

Aupperle y Lambert [11] , midieron la densidad de espectro 

cruzado de las fluctuaciones de la presi6n dentro de una capa 

límite turbulenta, sobre una placa plana para tres condiciones 

diferentes de rugosidad. La rugosidad consisti6 de partículas 

de arena, espaciadas uniformemente sobre la superficie. Los r~ 

sultados revelan que solamente la densidad de espectro es fue~ 

temente dependiente de la rugosidad, para las rugosidades.exa­

minadas. La densidad de espectro fue normalizada, usando un p~ 

rámetro de rugosidad equivalente, la velocidad de fricci6n y 

el coeficiente local de fricci6n. También, para la superficie 

rugosa, las fluctuaciones de la presi6n en la vecindad de una 

partícula y la correlaci6n de estas fluctuaciones con las fluc 

tuaciones de la presi6n a alguna distancia de la partícula fue 

ron examinadas para determinar cualquier efecto observable del 

flujo local alrededor de las partículas. Los resultados indi­

can que el flujo local puede ser ignorado, considerándose que 

la medida de la rugosidad no es tan grande. Las medidas toma­

das no revelan cualquier relaci6n directa entre las densidades 

de espectro cruzado medidas sobre superficies rugosas con las 

medidas sobre superficies lisas. 

Por otro lado, han tratado la excitaci6n de placas planas, 

excitadas por flujo turbulento, usando la experiencia y basa­

dos en modelos matemáticos de la presi6n estadística turbulen­

ta, para calcular la respuesta los siguientes investigadores: 
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Strasbert [i2] , calcul6 la vibración de una placa plana y 

en una membrana extendida excitada por las fluctuaciones de la 

presión dentro de la capa l!mite turbulenta de un fluído que 

fluye de un lado de la superficie vibrante, utilizando los da­

tes experimentales obtenidos por Harrison [1 J. La densidad de 

espectro de la amplitud de la vibraci6n es calculada en térmi­

nos de los valores medidos del espectro de la presión usando 

una relación teórica. La presi6n del sonido resultante de la 

vibraci6n es también calculada para puntos cercanos y alejados 

de la superficie vibrante. 

Bull et al [i~ , us6 los resultados de su experiencia a­

cerca de las fluctuaciones de la presión en la pared causadas 

por flujo turbulento y derivó un modelo matemático aproximado 

de la funci6n correlación cruzada de la presión. Basado en es­

te modelo encontró una solución teórica para la función corre­

lación cruzada del desplazamiento de una placa simplemente ap2 

yada. 

White ~4] , se basó en los resultados de Corcos [4-5] , 

para predecir la respuesta y la consecuente radiación de ruido 

en una placa plana rectangular. El investigó los efectos de la 

densidad modal y las características de la capa l!mite. 

Strawderman [15] , presenta una solución teórica para la 

velocidad estad!stica de una placa plana lisa simplemente ap2 

yada, excitada por flujo turbulento. La aproximación teórica 
9,, 
es similar a la de Bull, es decir, preserva los detalles de la 
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velocidad estad!stica. de la placa, pero el modelo matemático 

de la presi6n estad!stica debida a la turbulencia fue el des! 

rrollado por Corcos [4-5] • Los datos experimentales de la de~ 

sidad de espectro de la presi6n fueron los obtenidos por Sku­

drzyk y Haddle [2]. 
Strawderman [16] , analisa las similaridades y diferencias 

en la vibraci6n estad!stica entre placas planas finitas e inf.i 

nitas, excitadas por flujo turbulento, teniendo idénticas pro­

piedades físicas y espesor. El modelo matemático de la presi6n 

estad!stica de la excitaci6n fue el propuesto por Corcos [4-5] 

y los datos experimentales de la densidad de espectro de la 

presi6n fueron los obtenidos por Skudrzyk y Haddle [2 ]. 



CAPITULO II 

CONSIDERACIONES TEORICAS 

2.1 Respuesta de un Sistema Contínuo a una Excitación aleato­

ria 

La ecuación diferencial ~arcial, describiendo el movimien­

to de un sistema amortiguado puede ser escrita en la forma _[18] 

L[w(P,t)] + ~t c[w{P,t)] + M{P) d 2 [w{P,t)] = f{P,t) (1) 
0 dt2 

donde f{P,t) denota una excitación aleatoria distribuída su­

puesta ergódica. El desplazamiento w{P,t) debe satisfacer (1) 

através del dominio D, y las condiciones de contorno asociadas. 

L es un operador diferencial linear homogéneo auto-adjunto, 

consistiendo de derivadas del orden 2p con respecto a la coor-
" 

denada espacial P, pero no con respecto al tiempo t, El opera-

dor L contiene la información concerniente a la rigidez. La 

distribución de masa del sistema está dada por la función M(P). 

El operador C representa el sistema amortiguado y se asume que 

éste es una combinación linear del operador L y la distribu­

ción de masa M de tal manera que puede ser usado el análisis 

modal para obtener la solución de (1). 

El análisis de los modos normales nos conduce para la solu 

ción del problema especial del autovalor consistiendo de la 

ecuación diferencial 
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L [w] = >,M[w] = w2 M[w] (2) 

que debe satisfacerse sobre el dominio D y en donde w est~ su-

jeta a las condiciones de contorno 

Bi [w] = O, i = 1,2, ••• ,p (3) 

Donde Bi son operadores diferenci~les lineares homogéneos con­

teniendo derivadas de orden 2p - 1, normales al contorno y a 

lo largo del contorno. En el caso unidimensional el dominio D 

es un contínuo dependiendo de una variable espacial solamente 

y el contorno del dominio son dos puntos extremos. En el caso 

bidimensional el dominio ,D es un contínuo definido por dos va­

riables espaciales y el contorno S consiste de una o m~s cur­

vas cerradas. 

2.2 Soluci6n de la .Ecuaci6n Diferencial 

La soluci6n del problema especial del autovalor consiste 

de un conjunto infinito de auto-funciones wr(P) con respecto a 

las frecuencias naturales wr• Las auto-funciones son ortogona­

les, y si ellas son normalizadas tales que 

(4a) 

se sigue 

(4b) 

(4c) 
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Usando el teorema de expansi6n se puede escribir la solu­

ci6n de la ecuaci6n (1) como una superposici6n de los modos 

normales wr(P) multiplicados por la correspondiente coordenada 

genéralizada dependiente del tiempo qr(t). Por lo tanto 

w(P,t) = I_wr(P)qr(t) 
r 

(5) 

Introduciendo (5) en (1) y recórdando que los operadores L 

y e son lineales, se obtiene 

[ qr(t)L[wr(P)] + I <Ír(t)c[wr(P)] 
r r 

+ Iêir(t)M(P)wr(P) = 
r 

f (P, t) 

(6) 

Multiplicando (6) por ws(P) e integrando sobre el dominio D y 

teniendo en ouenta la ortogonalidad asumida resulta 

donde la fuerza aleatoria generalizada está dada por 

fr(t) = f wr(P)f(P,t)dD(P) , r = 1,2, ••• 
D 

(7) 

(8) 

La ecuaci6n (7) representa un conjunto 1nfin1to de ecuac1ones 

d1ferenc1ales ord1nar1as, así que, en general, el amort1guami!! 

to produce aooplam1ento de las coordenadas normales. En algu­

nos casos espec1ales no hay acoplamiento 1ntroduo1do por amor­

t1guamento. Eso es cuando el operador e es una comb1nac16n 11-

near del operador L y la func16n masa M, 

(9) 
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donde a1 y a 2 son coeficientes constantes, en cuyo caso ela­

mortiguamiento no acopla las coordenadas normales, porque 

cró = 2~ eu ó rs r r rs r,s = 1,2, ••• (10) 

Generalmente el amortiguamiento es una cantidad muy pequena y 

la notaci6n (10) fue escogida para hacer (4c) similar enestru~ 

tura a la ecuaci6n de un sistema de un simple grado de liber­

tad. 

2.J Anál1s1s arm6n1co generalizado 

Sea ~(w) la transformada de Fourier de qr(t) y sea 

(11) 

la transformada de Fourier de la fuerza aleatoria general1-

zªda fr(t), donde F(P,w) es la transformada de Fourier de la 

fuerza aleator1a distribuida f (P, t), 

Definiendo la respuesta de frecuenc1a compleja para la coorde­

nada normal wr(P) como 

H" (c.J) = 
-r w2 (12) 

r 

y tomando la transformada de Fourier dé la ecuaciiS1t: (7) se 
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obtiene 

º• 
(lJ) 

Las transformadas de Fourier de las respuestas en los puntos P 

y p' son 

W(P,W) = L wr(P)~(w) ""L wr(P)Ex,(w)Fr(w) 
r r (14) 

W(P',w) =[ws(P,Qs(w) ""LWs(P)Hs(<o>)Fs(w) 
s s 

En este análisis se considera que: 

1. Los registros del desplazamiento y de la fuerza aleatoria 

distribuída son nulos fuera del intervalo de tiempo (~,T). 

2. El proceso ale,torio considerado poseé las propiedades de 

continuidad, diferenciabilidad e integrabilidad por lo me­

nos en el sentido del valor medio cuadrado. Así que 

T . 

Lim _l_ j 1 ( ) J 2 · T-CD2íiT fP,t dt (15) 

-T 

.existe para cualquier punto de interés del dominio D. 

Para un movimiento cualquiera w(P,t), la densidad de espe~ 

tro cruzado se define por 

s_(P,P:w) = Lim 2~T w*(p,W)W(P: w) 
T+a> 11 

(16) 
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Siendo W* el conjugado complejo de W. 

La funci6n correlaci6n cruzada se define por 

(17) 

Por el teorema de Parseval (17) puede ser escrita como 

Rww(P,P!t,t+r) = i.ii:: 2fü W*(P,w)W(P;w)eiwrd(,) 
...., 

(18) 

De las ecuaciones (14) y (16), resulta 

5ww(P,P!w) 

=Ilwr(P)w8 (P')H;(\il)Hs(w) ~:_i:, 2~T F;(w)Fs(w) (19) 
r s 

Si se define la densidad de espectro cruzado de la excitaci6n 

aleatoria gener~lizada como 

- ··· Lim 2~T(Ç*(P,w)F (P:w)wr(P)w8 (P
1 )dD(P)dD(P') 

T ... m ~)" 

D 

=((Lim ! F*(P,lJ)F(P:w>wr(P)Ws(P 1 )dD(P)dD(P 1
) JJ T....,, 211T 

D 
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La func16n Srr(P,P!«>) es la dens1dad de espectro de la exc1ta­

c16n aleator1a. Subst1tuyendo {20) en(19)se obt1ene finalmente 

Sww (P, P!W)= ~ 4-w (P)w (P)H,(W)Hs(w) l Srr (~P;<c>)w,(P)w/P)dD(P)dD(P') 

D (21) 

' S1 los dos puntos co1nc1den, P = P, se obt1ene la dens1dad de 

espectro 5w(P,w) 

5w (P,w) = L f wr (P)ws (P)~(<õ)Hs (w)J Sf (P,w)wr (P)w s (P)dD(P) (22) 
r s D 



CAPITULO III 

RESPUESTA DE UNA PLACA RECTANGULAR SIMPLEMENTE APOYADA 

3,1 Ecuaci6n Dinámica de la Placa 

Considérese una placa rectangular uniforme extendida atra­

vés del dominio o,x~, Oly{b, y simplemente apoyada a lo largo 

don contorno x = O,a e y = O,b (Fig, 1). La placa está sujeta 

a una distribuci6n de presi6n de intensidad p(x,y,t) causada 

por las fluctuaciones de un flujo turbulento en la pared, 

y 

P(x,y) 
/ 

ül 

a 

/ ' ' / 

1 P(x,y) 
--~-~ 

Fig. 1 

b 

X 

La ecuac16n diferencial que gobierna el movimiento de la 

placa w(x,y,t), en la direcci6n transversal a ésta, es to 

mada de la teor!a clásica de placas delgadas y puede ser 
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escrita como 

4 ... d 
DEV w(x,y,t) + c atw(x,y,_t) d2 +11--

2 
w(x,y,t) = p(x,y,t) 

I' dt 
(23) 

en donde~ es la rigide~ a la flexi6n de la placa, e es ela­

mortiguamiento y f es la masa de la placa por unidad de área. 

Comparando las ecuaciones (23) y (1) vemos que los operado 

res L y e tienen la forma 

L [w(P, t )] 

c(w(P,t)) 

4 
= D'\/ w(x,y,t) 

E 
= cw(x,y,t) 

(24) 

Los modos normales de una placa uniforme simplemente apoyada 

son 

wmn(x,y) = 
2 mííx n11y 

~abf sen -a- sen b,m,n = 1,2, ••• (25) 

con frecuencias naturales correspondientes 

,., . / DE [tmii)2 ··· /n ií")2] 1 2 
'-l.lmn =\/ 7 \a + \b ,m,n, = , , • • • (26) 

J,2 Soluci6n de la Ecuaci6n Diferencial de la Placa 

De acuerdo a (5), el desplazamiento transversal de la pla­

ca es 

w(x,y,t) =L.Wmn(x,y)qmn(t) 
mn 

(27) 
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donde los modos normales wmn(x,y) sondados por (25) Y qmn(t) 

son las correspondientes coordenadas generalizadas. 

J.J Densidad de Espectro del ®esplazamiento 

La densidad de espectro cruzado del desplazªmiento puede 

ser obtenida siguiendo el procedimiento desarrollado en la 

secci6n 2.J. Definiendo la Densidad de'.. Espectro cruzado del 

desplaz~iento como 

= Lim 2tiTw*(x,y,w)W(x' ,y' ,w) 
T-,..oo 

(28) 

y considerando los resultados generales obtenidos en la ecua­

ci6n (21) se puede escribir para la placa 

sww (x,y ,x I ,Y t ,w) = I: L ~ (w)Hqs («>)wmn (x,y )Wqs cx:y t) 
mn qs 

a bab (29) 1 [I i spp (x,y ,x' ,y' ,w)wmn (x,y)Wqs (x,'y")dxdydxdy 

El cullculo de la integral depende de la forma precisa de la 

funci6n densidad de espectro de la presi6n escogida para des­

cribir el prooeso. 

Se asume que las fluctuaciones de la presi6n debidas al 

flujo turbulento es un fenómeno aleatorio estacionario en el 

tiempo y homogéneo en el espacio, es decir, que la correlaci6n 

espacial cruzada de la presi6n es funci6n 11nicamente de la se-
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parac16n de los puntos en el espacio y no de la local1zac16n 

especffica de los puntos, entonces 

:r 

~P(~,'\_,1) = L1m2\ ( p(x,y,t)p(x+~,Y+1t,t+'Z:)dt 
T..m j_ 

-"T . 

(JO) 

por tanto, 

J.4 Densidad de Espectro Cruzado de la Velocidad 

S1 se define la velocidad de la placa u (x,y, t) en un punto 

cualquiera como 

u(x,y,t) =itw(x,y,t) (Jl) 

entonces, la densidad de espectro cruzado de la velocidades: 

= Lim zfiT u*(x,y,1.u)U(x' ,y' ,w) 
T ... cc 

= Lim zfT(-1..i)w*(x,y,w)• (iw)W(x' ,y' ,"') 
T..,.Cll 1 

= ,J} ~(x,y,x',y',w) (J2) 

J.5 Densidad de Espectro Cruzado de Momentos Flectores, Fuer­

zas de Corte Transversal y Esfuerzos 

Las expresiones de momentos flectores y fuerzas de corte 



transversal para placas planas delgadas son: 

m = -X 
n(E +~)2

2
\wcx,y,t l 

âx2 dY i) 

my = - nf à 2 +~)2 
)wcx,y,t) 

\';:ly2 dx2 

qx = - D~t~ +~ ~;i)w(x,y,t) 

qy = - D~ b;2 +~ ~:i)w(x,y,t) 

Las transformadas de Fourier de estas expresiones son: 

Mx = - ~~ + ~';)~:} W(x,y,w) 

My = - D~~§ + ~dJ~~W(x,y,w) 

~ = - D~ {â 2 + ·~ d2\W(x,y,w) 
aX\)x2 dY2 J 
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(33) 

(34) 

La densidad de espectro cruzado.de los momentos flectores y 

de las fuerzas de corte, son definidas similarmente a la del 

desplazamiento, como 



SM_M..__ (x,y,x•,y•,w)= L1m: ~(x,y,w)fl'L(x',Y',w) 
--y--y T....,2HT-7 --y 

SQxQx(x,y,x•,y•, )= L1m ! Q;(x,y,w)Q(x',Y',w) 
T.,a, 211T 

S ( ' ' > i *e > < •. ' > (LGL x,y,x ,Y , = L1m2TIT~ x,y,tu ~ x ,Y ,w 
-vy-vy T .. "' 

20. 

(35) 

y las correspond1entes correlaciones espac1ales cruzadas son: 

RMxMx (x,y ,x' ,Y', t, t+'l')= ~ fsMxMx (x,y, x • ,Y' ,w)e1tu~d <.J 

-CD 

RM._M (x,y,x•,y•,t,t+'1')= ~s~M M (x,y,x',Y',w)ei«l't'dúl 
·-y y y y 

-0, 

(J6) 

~ Q (x,y ,x' ,Y ', t, t+'1')= ~ J;Q Q (x,y ,x' ,Y' ,<u)e1u>1' d"' 
y y 2 y y 

-cc 

De las ecuac1ones (J4) y (35) podemos escr1b1r: 



Substituyendo el valor de 3ww(x,y,x',y', ) dado por la ecua­

ci6n (29), resulta 

Similarmente obtenemos: 

Para el anélisis de esfuerzos, se toman como base los esfuerzos 

máximos; esto es: 
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õ = 6 mx Üy 
. 6 my =--X h2 h2 

(42) 

1x 
3 qx 

1y 
3 qy 

= 2h = 2h 

Para el cálculo de la densidad de espectro cruzado entre los 

esfuerzos es suficiente conocer la densidad de espectro cruz! 

do de los momentos flectores y de las fuerzas de corte trans­

versal, ya que estan relacionadas por las siguientes ecuacio; 

nes: 

S (x,y,x•,y•,w) 
<íx<rx 

36 s ( , , ,., ) =-4 MM x,y,x ,Y ,..., 
h X X 

sú. (x,y,x',Y',w) = 3
4
6 SMM (x,y,x',Y',w) 

yCfy h y y 
(43) 

s
1 

.., (x:, y,x',Y',«l) = 9
2

so Q (x,y,x',Y',tu) 
xtx 4h ""X x 

S'['. '[. (x,y,x',Y',0) = 4~2 s0 __ Q (x,y,x',Y',<v) 
y y 7 y 



CAPITULO IV 

CALCULOS Y BESULT ADOS 

4.1 Densidad de Esnectro Cruzado de la Presi6n 

El modelo matemático para la densidad de espectro cruzado 

de la presi6n en la pared usado en este análisis es el propue~ 

to por Corcos [ $] o sea 

(44) 

En donde estas funciones representan: 

4ip{tv): Densidad de espe~tro de las fluctuaciones de la presi6n 

en 1a·pared. 

A(~!): Bata de pérdida de coherencia de las ruentes producto­

ras de presión, o eddies. 

Blc.)u'l ) : \ Bango de influencia lateral de los eddies. 
c 

Uc es representati~a de la rata de propagaci6n de los eddies. 

Estas funciones fueron obtenidas experimentalmente por Au­

pperle y Lambert [11] (Ver Apéndice B ) • 

4.2 Cálculo de la Densidad de Espectro de la Presi6n 

Con el f!n de determinar la densidad de espectro de la pr! 

si6n normalizada, dada en la Fig. J, se tomaron los datos co-
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correspondientes a la rugosidad de grado 4 {Ver Tabla 2) y se 

ajustaron segdn un polinomio de tercer grado de la forma: 

(45) 

Ejecutando el cálculo de los coeficientes del polinomio que 

mejor se ajusta a la serie de valores dados en la Tabla 2, se 

obtuvo 

A1 = 13,706547 A3 = 0,008225 

Ãz = -0,579172 A4 = -0,00003786 

La funci6n H(wKs ,U) está graficada en la Fig, 2. 
\ u• º 

Teniendo en cuenta que la velocidad de fricci6n es 

entonces la expresi6n de la densidad de espectro de la presi6n 

en la pared puede ser escrita: 

(46) 
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4.3 Resultados del Espectro de Desplazam1ento 

Para las funciones A~:~') y B\:: j fueron selecc1onadas 

s1gu1entes expresiones: 

A\~:) = Exp \-0.261~~ 1 ) 

B(~;) = Exp \-0.911:: 1 ) 

La velocidad convect1va fué tomada como constante 
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las 

(47) 

(48) 

Considerando las Ecuaciones (43) y (47), entonces la densidad 

de espectro cruzado de la presi6n en la pared será dadapor la 

sigu1ente expresi6n matemática: 

Subst1tuyendo las ecuac1ones (12), (48) y (49) en la ecuac16n 

(30) y ejecutando la integraci6n requerida, la expres16n para 

la densidad de espectro cruzado del desplazam1ento de la pla­

ca será: 

a, o, 

\ \wmn (x,y )111qs (x+~ ,Y+l'\.)Gns (<Al )Vmnqs ((.)) 
Sww(x,~,Y,~,~)=X(~) L_L_ T (w)T (~)P ((.))p (t<>)R («>)R (w) 

--, 0 _ 1 mn qs n s 111 q 
,,,_ '" (50) 
l"l-::.1 ~;:.I 

en donde, 
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\
0,911 ··· ~níí )2 Pn(w) = u + b 

e 

Gn8 (W) = 0,455~: Óns[2(ºú~1
<U)
2 +~n:)2+~

8
~~

2
] + 

n:~2 
[1-óns] [ (-l)n(-1)ª-1] + n:~12-[ (-l)n+(-l)s}Exptº'6~«>b)} 



y (lv)=l .OJJ8 wua S mqlluiCos N -0.69Jií)Sen (~mn· -\qs) mnqs c · m 

4.4 Resultado del Espectro de Velocidad 

De la ecuac16n (19) tenemos que la densidad de espectro 

cruzado de la veloc1dad de la placa est, dado por: 

28 
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4.5 Resultados de los Espectros de Momentos Flectores y de Fuer­

zas de Corte Transversal 

Derivando la expres16n de los modos normales dada en la e­

cuac16n (25) resulta: 

(52) 

(míi) (nn)2 (mííx) Wmn(X,Y)=- a b ctg a Wmn(x,y) 

;r3 (m'fl )2 (n11) (níiy) dx2Jy Wmn(x,y)=- a b ctg b Wmn(x,y) 

S1 se subst1tuyen estas expres1ones en las correspond1entes a 

las de los espectros de momentos flectores y cargas de corte 

transversal dadas por (37), (38), (39) y (40) se obt1ene: 

Para SM M 
X X 

· . _? ~f.AmnAqswmn(x,y)wq8 (x+f;,Y+Y\. )Gns Vmnqs 
SMxM(x,~,Y,~,w)=IrX(W~L'... 

x m,, 9,, Tmn (w)Tqs (u>)Pn (w)Ps (w)Hm (w)Bq (w) 
n•I S•I (53) 

en donde, 



Para 5M M : y y 
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~ m . 

SMYMix.~,Y,\1W)=D2X(w)~~AnmAsqWmn(x,y)Wqs(X+~.Y+\)Gns<w)Vmnqs 

;:: ::·. Tmn(W)Tq8 (<,))Pn(lll)P8 (w)Bm.(w)Rg_ (w) 

en donde, · 

Para SQ Q : 
y y 

(54) 

S~~x,~ ,Y •'l •lõ )=D2X(eu >II BnJ_Y )Bs~Y+~ )WrJx,y )Wq~x+~ ,y+r\_)Gns Vmnqs 

':;'~: ~:: Tmn (!õ)Tqs (<ú )Pn (l,))P8 (>õ)Bm. (..:> )Rg_ (ui) 

en donde, (56) 



C A P I T U L O V 

PRESENTACION DE LOS RESULTADOS, DISCUSION Y CONCLUSIONES 

El f!n de estos o6mputos es comparar los espectros cruza­

dos de los esfuerzos entre placas rugosas y lisas y determinar 

el efeoto del amortiguamiento en los espectros de desplazamieu 

to y velooidad en la placa rugosa. 

Los resultados fueron obtenidos para una placa plana reo­

tangular de aluminio ouyas dimensiones son 60xiOx0.15 cm, exo1 

tada por un flujo de aire a una velooidad de 50 m/seg. Las pr2, 

piedades del material de la placa son: 

DE= 216.4 {Kp-om) 

r = 4.lJxlo-7 {Kp-seg2/om3) 

~ = 0.30 

Todos los cálculos se efeotuaron para la rugosidad de grado oo 

meroial 4, por ser esta la mayor rugosidad examinada. De la t~ 

bla 1 tenemos: 

U* = 5.12 (m/seg) 

Ks = 1.19 (cm) 

ó* = 0.507 (cm) 

Cr = 0.021 

Los espectros de las diferentes oantidades, para los datos se-

leooionados, fueron calculados de las ecuaciones correspondieu 

tesa cada espectro por el uso del computador digital. Las 
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frecuencias naturales estan dadas en la tabla J. 

5.1 Espectros Simples 

Las densidades de espectro del desplazamiento y de la velo 

cidad fueron calculadas para dos valores del amortiguamiento 

en el punto media de la placa. Estas valores del amortiguamie~ 

to son ·~ = 0.01 y ~ = 0.05. Los espectros resultantes del des­

plazamiento son presentados en las Figs. 8a y 9a y los de la 

velocidad son presentados en las Figs. 9a y 9b. O sea, estas 

Figs. muestran el efecto del amortiguamiento sobre las densid~ 

desde espectro del desplazamiento y de la velocidad. Como se 

observa tiene una gran influencia sobre la amplitud en las 

regiones de resonancia, es decir, es mas pronunciado en lave­

cindad de las frecuencias naturales de la placa. 

5.2 Espectros Cruzados 

Las Figs. 10-17 comparan las densidades de espectro cruza­

do de los momentos flectores (Figs. 10-11), cargas de corte tr!!),S 

versal (Figs. 12-lJ), esfuerzos normales (Figs. 14-15) y esfue~ 

zos de corte (Figs. 16-17) para placas lisas y rugosas. Como se 

puede observar de las ecuaciones de los diferentes espectros, 

éstos son estacionarias y dependientes de la separaci6n y de la 

localizac16n espec!fica de los puntos en el espacio. El punto 

inicial de 1nterés escogido, fue el centro de la placa (J0,5) 

cm, y la separaci6n (\,~) fué escogida f de la longitud de la 
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placa en la direcc16n del flujo y cero en la direcci6n lateral; 

esto es, (15,0) cm. Estos puntos fueron seleccionados en la d! 

recc16n longitudinal por considerar que la mayor contribuci6n 

del movimiento ocurre a lo largo de la línea central de la pla 

ca. 

Los cálculos para placas lisas se hicieron en base a los 

resultados obtenidos por Strawderman [?..6] , (Ver Apándice e). 

Los resultados indican que la contribuc16n de los esfuer­

zos son comparables a bajas frecuencias; mientras que para las 

altas frecuencias, estos son mayores para las placas rugosas. 

Los resultados as! obtenidos están en concordancia con los de 

Aupperle y Lambert, ya que la macroescala Lx> Ks• de los gran­

des eddies (baja frecuencia) retienen su coherencia y lasco­

rrelaciones son reducidas, y para los pequenos eddies (alta 

frecuencia) Lx<Ks• no mantienen su coherencia y participan 

grandemente en la producci6n de fuentes de presi6n. 
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Tabla 3. Frecuenclas Naturales \umn 

~ 1 2 3 

1 2321.9 9099.5 20395.0 

2 2510.2 . 
9287.8 20583.0 

3 2824.o 9601.6 20897.0 

4 3263.2 10040.0 21336.0 

5 3828.0 10605,0 21901.0 

6 4518.4 11296.0 22592.0 

7 5334.2 12111.0 23407.0 

8 6275.5 13053.0 24349,0 

9 7342.4 14120.0 25416.0 

10 8534,7 15312.0 26608.0 

11 9852.6 16630.0 27926.0 

12 11296.0 18073.0 29369.0 

13 12864.o 19642.0 30938.0 

14 14559.0 21336.0 32632.0 

15 16379.0 23156.0 34452.0 

16 18324.0 25102.0 36398.0 

17 20395,0 27173,0 38469.0 
' 

18 22592.0 29369.0 40665.0 



S U G E R E N C I A S 

CUando sobre un sistema actúan cargas externas de carácter 

aleatorio, estas no son definitivamente conocidas. En gran pa~ 

te de los casos se puede asociar a las cargas actuantes en el 

sistema, una dada distribuci6n de probabilidad y se puede dete~ 

minar la densidad de espectro teniendo por base datos experime~ 

tales. En este trabajo se determinaron las densidades de espec­

tro cruzado del desplazamiento, de la velocidad, de los momen­

tos flectores, de las cargas de corte transversal y de los es­

fuerzos de una placa plana rugosa rectangular simplemente apo­

yada, excitada por flujo turbulento, dando as! una respuesta 

parcial a este problema. Para completar este estudio se sugie­

re en primer lugar hacer un análisis experimental que contenga 

la informaci6n detallada acerca de los diferentes espectros 

calculados para comparar la parte te6rica con la experimental. 

En segundo lugar ser!a conveniente hacer el mismo análisis pa­

ra placas de diferentes geometr!as y bajo diferentes condicio­

nes de contorno. Un buen ejemplo ser!a seleccionar una cáscara 

cilíndrica y estudiar cual es la influencia de la curvatura de 

la placa. 
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w(P,t) 

L 

D 

M(P) 

c 

r 

qr(t) 

f(P,t) 

f r (t) 

e 

SIMBOLOS 

= 'l'iempo 

= Desplazamiento 

= Operador linear homogéneo auto-adjunto 

= Dominio 

= Distribuci6n de masa 

= Operador representativo del sistema amortiguado 

= Autovalor 

= Modo normal 

= Frecuencia natural 

= Coordenada generalizada 

= Excitaci6n aleatoria,distribuci6n erg6dica 

= Fuerza aleatoria generalizada 

= Amortiguamiento 

= Factor de amortiguamiento 

= Delta de Kronecker 

= Transformàda de Fourier de la coordenada generaliz~ 

da qr(t) 

= Transformada de Fourier de la fuerza aleatoria gen~ 

ralizada fr(t) 

F(P,w) = Transformada de Fourier de la fuerza aleatoria dis­

tribuída f(P,t) 

= Respuesta de frecuencia compleja 

= Conjugada compleja de Hr(w) 



W (P, ) 

W*(P, ) 

8-(P,P, ) 
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= Transformada de Fourier del desplazamiento 

w(P,t) 

= Conjugado de W(P, ) 

= Densidad de espectro cruzado de desplazamien 

to 

Bww(P,P,t,t+ ) = Función correlación cruzada del desplazamien 

to 

srr<P,P, l 

5w(P, ) 

p(x,y,t) 

w(x,y,t) 

a 

b 

h 

f 
~ 

'i72 

E 

(x,y) 

= Densidad de espectro cruzado de la excita­

ción aleatoria generalizada 

= Densidad de espectro de la excitación aleato 

ria distribuida 

= Densidad de espectro 

= Distribución de presión 

= Desplazamiento transversal de la presión 

= Longitud de la placa 

= Ancho de la placa 

= Espesor de la placa 

= Masa por unidad de área de la placa 

= Rigidez a la flexión de la placa 

= Laplaciano 

= Módulo de elasticidad 

= Coeficiente de Poisson 

= Coordenadas espaciales rectangulares 

= Separac16n espacial 

= Veloc1dad media del flujo 



u(x,y,t) 

U (x,y ,Cu) 

= Velocidad de la placa 

= Transformada de Fourier de la velocidad 

u(x,y,t) 
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u*(x,y,w) = Conjugada de U(x,y,w) 

SMxMx(x,y,x,y,4)) = Densidad de espectro cruzado del momento 

flector mx 

S~My(x,y,x,y,w) = Densidad de espectro cruzado del momento 

flector my 

SQxQx(x,y,x,y,w) = Densidad de espectro cruzado del momento 

flector qx 

SQyQy(x,y,x,y,w) = Densidad de espectro cruzado del momento 

flector qy 

úx,<fy = Esfuerzos normales 

1x,Ty = Esfuerzos t~enciales 

SG: <i: (x,y,x,y,cu) = Densidad de espectro cruzado del esfuerzo<f,. 
X X 

Sa: (f. (x,y ,x,y ,Lu) = Densidad de espectro cruzado del esfuerzo <ry 
y y 

S,r 'f. (x,y ,x,y ,w) = Densidad de espectro cruzado del esfuerzo 'Lx 
X X 

StyTy(x,y,x,y,w) = Densidad de espectro cruzado del esfuerzo ~Y 

SPP(~.~.~) = Densidad de espectro cruzado de la pres16n 

c\>p(w) = Densidad de espectro de las fluctuaciones 

de la presi6n en la pared 

= Rata de pérdida de coherencia de las fuen­

tes productoras de presi6n, o eddies 

= Rango de influencia lateral de los eddies 

= Velocidad convectiva 



51 

u*=('f.,/1)1 = Velocidad de fricc16n 

'f.., = Esfuerzo de corte en la pared 

r = Densidad del flujo 

Ks = Parametro de rugosidad equivalente 

Cf = Coeficiente local de fricci6n. 

Kg = Kilogramo masa 

Kp = Kilogramo fuerza 
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APENDICE A 

ECUACIONES FUNDÀMENTALES DE LA TEORIA CLASICA DE PLACAS 

La ecuaci6n diferencial clásica del movimiento para el de! 

plazamiento transversal w de una placa es dado por 

(1.1) 

donde D es la rigidez a la flexi6n y es definida por 

E hJ D = ----==---==----
12 (1- ,;;,2) 

(1.2) 

cuando la vibraci6n libre es asumida, el movimiento es expre­

sado como 

w = w cos ú.) t (l.J) 

donde es la fr.eoúéncia circular y W es una funci6n solamen-

te de la coordenada de posic16n. Substituyendo la ecuaci6n 

(l.J) en la ecuaci6n (1.1) se obtiene 

(1.4) 

donde k es un parámetro de conveniencia definido como 

(1.5) 
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Este es usualmente conveniente para factorizar la ecuación 

(1.4) en 

2 2 2 2 
( V + k ) ( '1 -k )W = O (1.6) 

Por la teor!a de ecuaciones diferenciales lineales, la solu­

ción completa de la ecuación (1.6) puede ser obtenida por su­

perposición de las soluciones de las ecuaciones 

2 2 
<v wl + k w1 = o 

(l.7) 
2 

'\/ w2 - k
2
W 2 = o 

W1 Y W2 son dos soluciones. 

A-1 Ecuaciones Clásicas en Coordenadas Rectangulares 

El operador Laplaciano en coordenadas rectangulares es 

2 
'v 

Los momentos de flexión están relacionados al desplazamiento 

por 

(1.8) 

Las fuerzas de corte transversal sondadas por 
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(1.9) 

A-2 Soluc16n 

La soluc16n general de la ecuac16n (1.4) en coordenados 

rectangulares puede ser obtenida asumlendo series de Fourier 

en una de las variables, digamos x; esto es, 

00 a, 

W(x,y = .L Ym(y)seno(x + I. Y: (y)cos<Xx (1.10) 
rn~1 

Substltuyendo la ecuaci6n (1.10) en la ecuac16n (l.7) se obtl~ 

ne 
2 

d Ym1 
+ (k2 - d...2 )Ym1 o = dy2 

d2Ym2 
(1.11) 

- (k2 + d...2 )Ymz o 
dy2 = 

y dos ecuaciones similares para y*, asumiendo que ~)'(i(.2, las 
m 

soluciones de las ecuaciones (1.11) son blen conocidas como 

(1.12) 

= e sen h '{k2- .,z 2 y + D cos h yk2- o<. 2 y 
m m 
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donde Am,•••• 11.i son coeficientes arbitrarios que se determi­

nan de la forma de los modos y son obtenidos de las condicio­

nes de contorno. 

Si k2 <. e:,( 
2 , es necesario rescri bir Ym1 , como 

(1.13) 

Esto es, la soluci6n completa de la ecuaci6n (1.4) puede ser 

escrita como 

W(x,y)= _L (Aui sen Jk2- o<.2 Y+Bm cos Vk2- c1...2 y+<;n sen h'{K2- r1s.2 y 
m~, 

+ Dm cos h Vk2+ cf...2 y) sen o<_ x 

+ L (~sen Vk2- cJ...
2 

y+~ aos l}k2- cf...2 y+c; sen hVk2+ °'-2 
y 

m-:.o 

(1.14) 

A-.3 Modos Normales de una Placa Rectangular Simplemente Apoya­

da 

Consideremos una placa uniforme extendida sobre el dominio 

D definido por O~ x { a y O~ y l b. Las condiciones de contorno 

son: 
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w = o, Mx = o, (para x = o,a) 

(1.15) 
w = O, My = o, (para y = O,b) 

cuando las ecuaciones (1.8) son usadas se ve que 

wmn = sen mnx n'iíy 
a sen b (1.16) 

satisface las c.ondiciones de contorno, donde Aznn es un coefi­

ciente de amplitud determinado de las condiciones iniciales 

del problema y m y n son enteros. 

Substituyendo la ecuaci6n (1.16) en la ecuaci6n (1.4) da 

la frecuencia 

Los modos normales son: 

2 s mííx -- en --
Vabf a 

nTíY sen 
b 

(1.17) 

(1.18) 



A P E N D I C E B 

DENSIDAD DE ESPECTRO DE LA PRESION 

Aquí se reportan las medidas de la densidad de espectro 

cruzado de las fluctuaciones de la presi6n dentro de una capa 

límite turbulenta para superficies rugosas. Los datos experi­

mentales fueron obtenidos por Aupperle y Lambert [11] • 
Las medidas fueron tomadas sobre tres superficies rugosas 

con partículas de arena de grado comercial J6, 12 y 4 y sobre 

una superficie lisa para una velocidad de flujo de 50 m/seg. 

El panel de prueba fue de aluminio de 60 x 10 cm. y las par­

tículas de arena fueron distribuídas espacialmente sobre este. 

Para caracterizar el parámetro de rugosidad equivalente Ks, 

la medida de la rugosidad de las partículas de arena fue defi­

nida en t~rminos de igual coeficiente de fricci6n local Cf, y 

relacionada con la normalizada [22] , comparando la velocidad 

media medida, con la formulaci6n desarrollada por Nikuradse pa 

ra regimen de flujo completamente rugoso. 

En la tabla 1 sondados los valores determinados de lave-

* locidad de friccidn U, el parámetro de rugosidad equivalente 

Ks, el coeficiente de friccidn local Cf, as:1; como los valores 

del espesor de desplazamiento ~* y el espesor de la capa lími­

te b. 
A la densidad de espectro ~p(w) de las fluctuaciones de la 
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presi6n en la pared, le fueron aplicados correcciones para el 

ruido ambiente y para los efectos promedios de los transduct,2. 

res de dimensi6n finita, Es decir, el espectro fué corregido 

substrayendo la contribuci6n de ruido del espectro medido, 

Las densidades de espectro corregidas medidas sobre las. 

cuatro superficies están dadas en la Fig,.) y son los prome­

dios del espectro medido en varias posiciones relativas a las 

partículas rugosas, 

Estas densidades de espectro corregidas fueron normaliza­

das de tal forma que la curva resultante fuera independiente 

de la medida de la rugosidad, La normalizaci6n puede seres­

crita analíticamente como: 

u* 
(1,19) 

Esta funci6n está graficada en la Fig, 4 para lastres rugosl 

dades examinadas, 

Las funciones A(~!), B(wu:) y Uc determinados experime~ 

talmente estan graficadas en las Figs, 8, 9 y 10. 

Se observ6 que las funciones A Uc y B u parecen ser 

funciones solamente de sua argumentos sobre el rango de fre­

cuencia para el cual las medidas fueron hechas (520 - 7300 Hz). 

La velocidad convectiva Uc parece ser independiente de la fre­

cuencia. En este caso ella se aproxima a Uc = 0,70 U
0 

• 
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Tabla 1: Parámetros de Flujo determinados para .. los cuatro pane­

les de 1nterés: 

U = 50 m/seg, T = 368°k, P = 745 mmHg, f= 0,94 Kg/m3 

Panel u*(m/seg) Ks (cm) Cf' h*(cm) ó(cm) 

Liso 2,14 (', 0.0037 0,175 2.28 ---
Grado 36 3,70±0,11 0.25 0.0110 0.360 2,79 

Grado 12 4,32±0,14 0.61 0.0150 0,454 3,30 

Grado 4 5,12±0,45 1,19 0.0210 0.507 3.76 
1 

Tabla 2: Datos experimentales correspond1entes a la Fig, 4 

«:l Ks · 10 Log H [tu Ks . uo] - H[wKs u.] U* U* ' U*' 

3,0 llf.O 11.00 

5.0 12,5 10.60 

7,0 12.0 10.50 

10.0 10.5 10.20 

20.0 6.2 4.20 

30,0 4.0 2.50 

50.0 -1.2 0.76 

70.0 -4.o 0,40 

100.0 -8.0 0.16 

200.0 -18.0 0.06 
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201--

1-----+---1--- ----1- -~~- --- ---~---

O~l o._2 0.5 1.0 2.0 5.0 20 
kHz 

Fig, J Espectro corregido medido sobre las cuatro superfi-

cies examinadas. o: Lisa.o:Grado J6,o:Grado 12,•:Grado 4. 

2 · J 5 . 7 1,0 20 JO 5)· 70 100 200 
Ks/U* 

Fig, 4 Normalizacidn del espectro medido sobre las J supe~ 

ficies rugos~s, • :Grado J6,a:Grado 12,o:Grado 4. 
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A p E N D I e E e 

VIBRACION DE PLACAS LISAS INDUCIDA POR TURBULENCIA 

Strawderman [1~ encontr6 la s1gu1ente soluc16n de la.den­

sidad de espectro cruzado de la velocidad para una placa lisa 

simplemente apoyada: 

ro ro 
8 

mrix
3 

niiy
8 

qTi (x+~) 
8 

sTí (y+~ )G V 
'\"' '\"' en a en b en a en b na mnqs 

3uJx,f;,y,,,c.u)=X(cu)LL T T PR R 
m:, q., mn qs n ·111 q 
n":: 1 S-::i 

Wb r [ ( u) )2 (nii )2 (S1í )2] Gns=O.J5üõºns 2 0.7Uc + b + b + 

-2 
. nsu [ t ] r n s J + b 2 1-óns _ (-1) (-1) -1 nsí1

2
) [ n ª] (º • ?t.Jb)l + b2 )2- (-1) +(-1) Exp Uc ( 



J 0.2J( /Uc)
2 

} 

l f m1i/a )2-o. 987 (w/uc )2) 

Wmnqs=l.0066~: Ómq\iCos(~m-0.4J6íi)cos(>.mn-Àqsl + 

mqT
2 

( O 1151.ila) [ · ~a ) - ·-1 Exp - ' (-l)mcos +~ +~ +À -\ + 
a2 Uc · Uc q m mn ~s 

. a 
Ymnqs(w)=l.0066ucómql\nCos(~m-o.46J )Sen(Àmn-}.q

8
) 

2mgn 2 

+ ~ 2- Cos(~q+~ 8 )Sen(Àmn-\q
8

) 
a 

67 



A P E N D I C E D 

PROGRAMA PARA AJUSTAR LA FUNCION H( Ks/U*,U0 ) 

SEGUN UN POLINOMIO DE TERCER GRADO 

// FOR 

*LIST SOURCE PROGRAM 

*I0CS(2501READER,l40JPRINTER) 

*ONE WORD INTEGERS 

DIMENSION RW(7),RH(7),A(4) 

READ (8,1) RW,RH 

1 FORMAT (4F20.8) 

CALL APOL (RH,RW,J,7,A) 

DO J I=l,7 

RHH=A(l)+A(2)*RW(I)+A(J)*RW(I)**2+A(4)*RW(I)**J 

J WRITE(5,4)RHH,RH(I) 

4 FORMAT (2F20.8) 

WHITE ( 5, 5) A (1) , A ( 2) , A (J) , A ( 4) 

5 FORMAT(4F20.8) 

CALL EXIT 

END 

// XEQ 



//FOR 

PROGRAMA PARA DEI'ERMINAR LAS FRECUENCIAS 

NATURALES DE LA PLACA 

*LIST SOURCE PROGRAM 

*ONE WORD INTEGERS 

*I0CS(2501READER,l40JPRINTER) 

DIMENSION W(l8,J) 

READ(8,10)M,N 

10 FORMAT(215) 

D=216.4 

UM=4.1JE-? 

A=60. 

B=lO. 

PI=Jll416 

WRITE(5,20) 

20 FORMAT(//J5X, 'FRECUENCIAS NATURALES'/) 

DO 1 l=l,M 

DO 2 J=l,N 

2 W(I,J)=SQRT(D/UM)*((I*PI/A)**2+(J*PI/B)**2) 

1 WRITE(5,JO)(W(I,J),J=l,N) 

JO FORMAT(1X,JE20.5) 

CALL EXIT 

END 

// XEQ 

69 
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' PROORAMA BASE PARA DETERMINAR LOS ESPECTROS DE PLACAS LISAS 

li JOB T OOFF lOFF 

LOG DRIVE CART SPEC CART .<'\VAIL PHY DRIVE 
0000 OOFF OOFF 
0001 lOFF lOFF 

2018 

V2 MOS ACTUAL 32K C ONF I G 32K 

l l FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE ~ORO INTEGERS 
*IOCS(2501READER,1403PRINTER,PLOTTER) 

- --- ··-· ·-· 

DIMENSION WVAL(ZOO),SVAL(ZOO) 
H=0.15 
V=0.30 
A=60. 
B= 10. 
ALFA=l. 
U0=5000. 
UC=3500. 
DELTA=0.507 
SK=l.19 
UF=512. 
CF=0.021 
RHO=O .9t,E-6 
0=216.4 
UM=4.13E-7 
TAU=0.05 
Pl=3.1416 
X=30. 
Y=5. 
EX1=15. 
ETA= O. 
AAl=SQRT(./1*8) 
AAZ=Z./AAl 
AA3=Pl*X/A 
AA4=Pl*Y/B 
EEl=Pl*(X+EXI)/A 
EEZ~Pl*{Y+ETA)/B 
Bl=SQRT(D/UMl 
BZ=PI/A 

0000 
0002 
0001 

B3=PI/B 
Tl=2.4E-4*(ALFA*RHO*UO/(UM*DELTAll**2 
TZ=U0**4/(A*B) 
WF I N=45000 •.. 
DELW=250 • 
. \.HNIC=l250. 
NVEZ=(WFIN-WINICl/DELW 

A 63 
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W=WJNIC 
DO 30 J=l,NVEZ 
Dl=W/UC 
Cl=I0.7á'D1l**2 
02=(0.ll5*D1l**2 
El=O, 7à'Dl*R 
X\./=Tl*l2/\1á'*3 
SUHA=O. 
DO 20 r,=1,3 
DO 20 M=l,18 
WMN=Bl*( (M*B2l**2+(N*B3l**2l 
Sl=S1N(M*AA3l 
S2=S IN ( N~'/\/\4 l 
PS! MN=AAz,,s l*S2 
S3=S Ji,J( M*EE l l 
S4=SIN(N*EE2l 
PSIKJ=AA2*S3*S4 
PN=Cl+1N*B3l**2 
RM=((02+(M*B2-Dll**2l*(D2+(M*B2+Dll**2ll**0.5 
Gl=EXP(-E l l 
GNJ=El*PN+2.*IN*B3l**2*1l-(-ll**N*G1J 
TMNl=(WMN**2-W**2l 
1MN2=2.*TAU*WMN*W 
TMN=(TMN1**2+TMN2~*2)**0.5 
AL/\MN=ATAN(TMN2/TMNll . 
VM=ATAN(0,23*Dl**2/l1M*B2l**2-0.987*Dl**2ll 

' Fl::;:;2.::::{M*G2l**2 
F2=C0S(VM-0.4630Pil 
F3=C0S(2.*VMl 
F4=EXP(-0.115*Dl*Al 
FS=SIN1Dl*A+2.*VMl 
WMNKJ=l.0066*Dl*A*RM*F2+Fl*F3-(-ll**M*Fl*F4*F5 
QNM=((N*B3l**2+V*(MOB2l**2l 
TERM=( QNM/ ( TMN*PN*RM l l **2*PS !MNOPS IKJOG1'JJOWMNKJ 
SUMA=SUMA+D**2*XW*TERM 

20 CONT rnuE 
ABSUl~=AS S ( SUMA l 
ALSUM=0.4343*ALOG(ABSUMl 
WVAL(J)=\-1 
SVAL!Jl=ALSUM 
W RI TE ( 5 .• 18 l WV A l( J l , S V,\ L ( J l , SUMA 
W=W+DÉLW 

30 CONTINUE 
CALL SCALF(4.7,0.5,2.83,-ll.l 
CALL FGRID!l,3.,-10.,1.,20) 
X1=3 • 

. DO 40 I = 1, 1 3 
AI=; I 
1 F ( 1 -9 l 2 , 2 , 3 
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2 ARG=(Al+l. )/AI 
GOTO 4 

3 ARG=(AJ-8.)/(AJ-9.) 
4 U=0.4343*ALOG(AkGl" 

CALL FGRID(O,XJ,O.,U,ll 
XI=XI+U 

40 CONTINUE 
XP=0.4343*A(OG(WVAL(ll l 
YP=SVAL( 1l 
CALL FPLOT(-2,XP,YPl 
00 50 IJ=2,:NEZ 
XQ=0.4343*ALOG(WVAL(IJ)J 
YQ=SVAL(IJ) 
CALL FPLOT(O,XQ,YQ) 

50 CONTINUE 
CALL EXIT 

18 FORMAT(5X,3E20.51 
END 

FEATURES SUPPURTED 
~DNE WORD INTEGERS 

IOCS 

CORE REQUIREMENTS FOR, 
COMMUN O VARIABLES 966 PROGRAM 1050 

ENO OF COMPlLAT[ON 

·.-::. : •. ___ : .-

·. - ·. 

.. . ~ .,.;_ 

. __ ::\_--•.. , ,";'· 

.I,; 
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'!PROGRAMA BASE PARA DBrERl1INAR LOS ESPECrROS DE PLACAS RUGOSAS 

li JOfl T OOFF lOFF 

LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE 
oobo OOFF OOFF 
0001 · lOFF lOFF 

ZOFF 

VZ M05 ACTUAL 32K CONFIG 32K 

// FOR 
*LIST SOURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 
*IOCS12501READER,l403PRINTER,PLOTTER) 
C VlflRACION DE PLACAS 

DIM~NSION WVALl200l,SVAL(200l 
Al=l3.70655 
AZ=-0.57917 
A3=0.00823 
A4=-0. 0000', 
A=60. 
B=lO. 
H=O. 15 
UC=3500. 
SK=l.19 
UF=512. 
CF=0.021 
RHO=O. 9'+ E-6. 
0=216.4 
UM=4.13E-7 
TAU=0.05 
PI=3.1416 
V=0.3 
X=30. 
Y=5. 
ETA""Ó. 
EXI=l5. 
AAl=SQRTIA*Bl 
AA2=2./AA1 
AA3=Pl*X/A 
AA4·= P p,y / B 
Bl=SQRT 10/U,-'i l 
B2=PI/A 
B3=P 1/ B 
EEl=PÍ*IX+EXl)/A 
EE2=Pl*(Y+ETA)/8 
11=4./{A*B*UM**Zl 
T2=SK*UF**3*RH0**2*CF 
r1FPl=45000. 
DELW=250. 

ºººº 0001 
0002 
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WINIC=l250. 
NVEZ=(WFJN-WlNJCl/DELW 
W=WINIC 
DO 30 J=l,NVEZ 
Dl=W/UC 
Cl=t0.9l*Dll**2 
D2=(0.26*0ll**2 
El=0.9l*Dl*ll 
Z=vi<'SK/UF 
PHIP=T2*(Al+AZ*Z+A3*Z**2+A4*Z**3l • 
XW=Tl*PHIP 
SUMA=O. 
DO 20 N= 1, 3 
00 20 M=l,18 
WMN=Bl*((M*B2l**2+(N*B3l**2l 
S1=SIN(M*AA3l 
S2=S!N(NOAA4l 
S 3 =SI N ( 11* E E 1 J 
S4=SJN(N*EE2J 
PSIMN=AZ*Sl*S2 

_ PS!KJ=AA2*S3*S4 
PN=Cl+(N*B3l**Z 

. ·-- --··-·. 

RM=((D2+(M*B2-Dll**2l*(D2+(H*B2+Dll**2ll**0.5 
Gl=EXP(-ElJ 
GNJ=El*PN+Z.*!N*B3l**2*(1-(-ll**N*Gll 
TMNl=(WMN**2-W**21 
TMN2=2.*TAU*WMN*W 
TMN=(TMN1**2+TMNZ**21**0.5 
ALAMN=ATAN(TMN2/TMNll 
VM=ATAN(0.52*Dl**Z/((M*BZl**Z-0.933*Dl**Zll 
Fl=Z.*<M•a21,,02 
F2=C0S(VM-0.693*PIJ 
F3=C0S ( 2. ~'VM l 
F4=EXP(-0.26*Dl*Al 
F 5= S-1 i, ( 1J l*A+2. ~'VM) 
WMNKJ=l.033B*Dl*A*RM*FZ+Fl*F3-(-ll**M*Fl*F4*F5 
QNM=((N*B3l**2+V*IM*B2l**2l 
TERM=(QNM/(TMN*PN*RM) l**Z*PSIMN*PSIKJ*GNJOWMNKJ 
SUMA=SUMA+D**Z*XW*TERM 

20 CONTINUE 
ABSUM=ABS(SUMA) 
ALSUM=0.4343*ALDGIABSUMl 
WVAL(Jl=W 
SVAL(Jl=ALSUM 
WRITE(5,18)WVAL(Jl,SVAL(Jl,SUMA 
W=W+OELW 

30 CONTINUE 
CALL ~CALF(4.7,0.5,2.83,-ll.) 
CALL FGRirltl,3.,-10.,1.,20) 
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'. 
XI=3. 

'DO 40 I=l,13 
AI=I 
I F l 1-9 ) 2 , 2 , 3 

2 ARG=(Al+l.l/AI 
GOTO 4 

3 ARG=lA!-8.)/(AI-9.) 
4 U=0.4343*ALOG(ARG) 

CALL FGRID(O,X!,O.,U,ll 
XI=XI+U 

40 CONTINUE 
XP=0.4343*ALOG(WVAL(lll 
YP=SVALl ll 
CALL FPLOT(-2,XP,YPl 

' 

DO 50 IJ=2,11VEZ 
XQ=0.4343*ALOG(WVAL(!Jll 
YQ=SVALl IJ) 
CALL FPLOT(O,XQ,YQl 

50 CONTINUE 
. . CALL EXIT 

' - . 

---,:.--18 FORMAT(5X,3E20.5l. --···----·-·--····-·· ··-------- ___ _ 
----- --~-----END·--- ·----------~---_ --:----------

FEATURES SUPPORTED 
ONE WORD INTEGERS 
IOCS 

CORE REQUIREMENTS FOR 
COMMON O VARIABLES 

END OF COMP!LATION 

'· 
972. PROGRAM 1088 
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