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RESUMO

Um sistema eletrodinamico para teste de fadiga de molas é

representado por um modélo com dois graus de liberdade,

A $imulag¢ao da mAaquina teste por um sistema com ddis
graus de liberdade e forga restauradora F = (s (b‘acz) x ¢ feita

com auxilio do computador analogico, EAI-TR48 DES - 30.

Sao determinados para execucao do teste os valores favo-
raveis da razao de deflexao das molas |y1 | / |y2 -y1l, . a. fre-
quéncia da forca excitadora e |y | amplitude de movimento da massa m,

em funcao da relacao de massas my/my.

~ - ’ .
Os resultados sao comparados com os da solugao analitica

para o caso de mola linear (p=0 ).
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ABSTRACT

An eletrodynamic system for testing fatigue in springs 1is

represented by a model which has two degrees of freedom.

The simulation of the tester by a two degrees of freedom
system with restoring force F = (o + fa*)x , is made on anana-

log computer EAI-TR48 DES - 30.

The favorable values of the spring deflection ratio|y1| / br2-y11,
the frequency of the exciting force, and | v 2 [ the amplitude of motion
of the mass msy , as function of the mass ratio mg/mj,are determined

to the execution of the test.

The results are compared with those of the analytic solution

for the case of linear springs ( (1_,:() ).
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CAPITULO 1

INTRODUCAOQ

Um dos metodos empregados para ensaios acelerados defadiga
consiste basicamente de um excitador eletrodinamico de vibragoes, aco-

plado a um dispositivo de fixagao do corpo de prov.a.

A méquina e operada na frequéncia natural do sistema mecﬁn_i
co formado pelo corpo de prova agindo como elemento elastico, uma mas
sa oscilante constituida do elemento movel do excitador (1) e de discos a-
dicionais {2), conforme figura (1). Em funcao da rigidez (K) do corpo de
prova e determinado o numero de discos (2) a ser empregado, a fimde se
ter a ressonancia do sistema dentro da faixa de frequéncia de operacac do
excitador. De acordo com a expressao conhecida : ’?:fﬁ_\/;i

O emprégo de dispositivos de fixacao adequados permite teste

de corpos de prova a tracao-compressao, flexao, torgao, etc.

A amplitude da fﬁrga atuante no especimem e medida por meio
de um dinamometro otico (3), atraves do qual o corpo de prova e fixado a
base da méquina (4).

O teste de elementos de baixa rigidez tais como molas, nao po
de ser executado por metodos convencionais devido a limitacao de curso
do excitador eletrodinamico. A fim de manter o curso do excitador { ¥2)
na figura(2) dentro de limites especificados e simultaneamente obter-se
grandes deflexoes no elemento eléstico, introduz -se a massa adicional
(ml) entre dois elementos identicos a testar conforme o diagrama da figg
ra (2). Resulta assim um sistema com dois graus de liberdade.

Queremos determinar os parametros para os quais obtem-se u
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. Fig. (1) - Maquina-teste

Legenda :

1.

(2 B - S 7L I ]

Excitador eletrodinamico
Discos adicionais
Dinamometro otico

Base da méquina

Especimen

Fig. (2) - Modelo matematico

Legenda :
1. Mola %inea.r constituinte
da magquina
. 2. Maséa variavel (discos)
3. Massa adicional
4.‘ Mola a testar-



ma ressonancia na qual a deflexao I ¥2| e pequena, e tambem que a am-

plitude de deflexao do especimen inferior I ¥1l ., seja maior ou igual équg
la do especimen intermediario I Y2 -V | . Isto devido a amplitude da for-
¢a indicada no dinamometro ser relacionada com a deflexao | y1| do ele-

mento inferior.

O objetivo da tese ea determinagao destes parémetros para o

teste de molas lineares e nao lineares.



CAPITULO 2

TEORIA

Molas nao lineares sao aquelas em que o valor absclutoda ra-
zao forga sobre deflexao nao e constante. Com o aumento da deflexao se a
razao cresce, a mola sofre um endurecimento (hardening). Se a razao de

cresce, a mola sofre um amolecimento {softening).

Os diagramas forc¢a-deformacgao para estas molas saorepresen

tados na fig. (3).

v
V4

/ e x

Fig(3) - Caracteristicas das molas nao lineares,

A classe de molas cuja relacao deflexao-forgarestauradora e
representada pela expressao F= («¢+3=°)x engloba nao so as molasli
neares{ @=0 ) assim como as molas com endurecimento( ®>< } eas mo

las com amolecimento { @<o ).

As equagaes de movimento do modélo, fig (2}, tem respostas do
tipo transitorio e permanente. Ao teste de fadiga somente havera interéi

se na ultima solugao. Para o sistema em questao ha necessidade de intro



duzir amortecimento para extincac da resposta transitoria. O que sera
conseguido pela adocao de um criterio quantitativo de amortecimento. Por
analogia a um sistema de um grau de liberdade, definimos um coeficiente

de amortecimento de referencia C,. da forma seguinte ;

G = @ Jocwuy , e um fator de amortecimento ﬁ

R
cr a-z\/tx_bb\d

C, e definido nestes termos em vista de se prever  operagao

com oscilacoes maiores de ™, . Para obtencao de um sistema oscilatorio

com pequeno amortecimento, adota-se 4 = 5/; , entao :

< = O.J— O(bb{d_

2.1 - MOLA LINEAR
A solucao analitica para o modélo fig. (4) no caso de molas li-
neares e exata, SETO, e as equagoes de movimento serao :
Way ‘:I_i. + (‘?‘Ji'jz) +c {29 -9)=0

y . (1)
My, 4 X (Uz—\d;)+ %‘!a + C(Yz-9,) = Fseuwt

LSS AL L
; %

[
T My l Feemwt
¥

z I Fig. (4) - Modelo linear com
%

amortecimento




Supondo -se solugaes harmonicas para os deslocamentos
TS oWt e 4= T, e*'wt , e substituindo nas equagoes (1}, resulta :

[ro Uy a LRcw ) s - (x+ icw ) Y, = O

~ (o4 lew) X1 o+ (oﬁ-%%—w,zwz-t-(cw)?z = F

Resolvendo-se o sistema pela regra de Cramer ;

MYy = Fo + «Few
ANy = F(2e-tn,w?)+ 12 Few
A = Muﬁzwl‘-we fm(&m£+WA)+ mj‘PQ+C.2]+od"'+cQodpQ .

- [92_(«+925,w2(m;+a?w33} cw)

seja .
A - X+YL
AY = A+Bl
&?2_ C s D teremos entao, se N#0O
Yo =

(AX +8Y )+ (Bx-AY)]
¥+ Y2

A+ B



(CX + DY)+ (DX - CY) i

Y, = = C' + DY

2 X24+Y*2
T, el ™l (e ~

1= jri e = Y4 ((.OSCt)_r + Lse\mbi)
?(2 = HZ[ efd)z = | ‘j2| (CCSd).z + Lsemz )

considerando a forga excitadora senoidal:
+ {wt )
Feenwt = I (Fe

As respostas Ji, Y2 serao:

y, - Yo 1— lji'ai(wt+¢4j] - |:f_{f se"n.(wf+du)

yz _ J,m [ ,32‘ G&L’W'f:-l-cﬁa)} = |?2!Sen6w$+‘ 432)

4> = aAC Bl
A ty B

i
4)2, AAC t‘t} E‘

V2 2
ly, ] = VAR

2

(1.a)

(1.b)



O movimento relativo das duas massas §,-f4 e a defle-

- - - * - b
xao da mola intermediaria e ¢ dado por:

Y, - |ysl (cos bi 4 Lsendy)

I‘jz\ (COSCbzv + iSeanz)

Y2 =
-Y2‘§1 = [|32|00€J>2_|91JCOS$J {1+ ifl*jz]seﬂncbz.. 'H_‘i.lgeb(¢_i‘_|
— —_ _ (LL2 VZ’
Y, Yll J s
u = 1 yz) cosbz — Iyl cosdy
v = lyalsend,_ lyslsewds (1.¢)

Analise do sistema linear para a amplitude do deslocamento |Y2 | ser

nula:
- - : X +D : -C
Seja a resposta Y, : Y, = 4—C—-—+—21u 4 A 2(_____12
L x4 Y ER
s€ le]:——O
— Y2 =0 cx+DY =0

/

DX-CY = O



Cx= - DY Dx = CY

dividindo membro a membro, pois XY # O

_.C;.___. _2 . cZ+ D2:O — l 5?2 \
© c
lb?&\ :—.lC—i— Dil:O — C=0O ID:O
mas C = D?P(—‘W_jwz

D= & Fewd

Se ¢ sistema tem frequéncia —Pa + O paraa farga excitadora entao :
- D=0 - c=0, caso em que o amortecimento e nulo e
G = AT [2e/omy
Um sistema linear ( =0 ) com dois graus de liberdade con
forme esquema, figs. (2) e (4), apresenta as curvas resposta-frequen -

cia com as caracteristicas mostradas nas figuras (5. a) e (5. b).
|

l‘izl

Fig. (5.a)

i1}

Fig. (5.b)
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No caso de amortecimento nulo { - - -} eamortecimento fra
co ( —— ) a amplitude do movimento da massa my , apresenta maxi-
mos nas frequéncias £, fg eum minimo na frequéncia fg . A esta am-
plitude minima ou antiressonancia da massa my , corresponde uma am
plitude maxima de movimento da massa my .

Na frequéncia fp a maior parte da energia do sistema éabsoz
vida no movimento da massa my .

No caso das frequéncias f1 e iy estiverem suficientemente a
fastadas de fO , 0 amortecimento sendo baixo, o movimento damassa my
torna-se deSprezive'l em comparacao com o de m; , em uma faixade fre
quéncia em torno de fO .

Nesta faixa o comportamento da massa m pode ser aproxi-
mado como de um sistema com um grau de liberdade e frequencia natu-
ral f5, fig. (5. b).

A frequéncia ify sera aquela em que a deflexao da mola tes-
tada e méxirna, sendo a deflexao do excitador eletrodinamico minima,

Conforme teoria de sistemas lineares de dois graus deliber
dade desenvolvida, I Y2 I sera nulo em fg » somente guando o amorte-
cimento for nulo.

Tendo o amortecimento efeito de transferencia de energia da

massa my para mg , O sistema amortecido fig. (5. b) tem em fj uma res

sonancia para | Jal, porém a amplitude | Yzl nao e nula,

Considerando o sistema linear nao amortecido, vemos gue
o conjunto massa-molas { My, « ) funciona como absorvedor dinami-
co de vibracoes. O ponto de maxima absorgao de energia seraaquéle em
que a frequencia natural do absorvedor se iguala a do conjunto massa -mo

ta ( wy, k).



fom i [B = 0= 3[R

ra satisfazer a relagéo - /,m{

11

Para tanto a razao das massas deve-

= k/ze.



12

2.2 - MOLA NAO LINEAR

e FI1G. {6} - modélq com forgas
l restauradoras nao lineares,

As equagoes de equilibrio do modelo, fig. ), com f{grgas res-
tauradoras nao lineares, constituirao um sistema de duas equacoes dife-

renciais nao lineares de segunda ordem.

Wy \‘_‘ili + ot (Qj.-\jz) + (5\-1‘34- ¢ (‘J\*‘j'z)s =0

(2)
we 9z 4+ =L Yz-43) = by 4 (S(\jz-\:n\g = Fsemwt

As equagoes (2)apresentam acoplamento linear e nao linear, Pa
raa aplicagéo de metodos analiticos e vantajoso proceder-se ao desaco-
plamento dos termos lineares das equagf)es de movimento, quando nao e
poss{vel obter-se um desacoplamento total.

O metodo que segue e uma extensao para vibragoes forgadas do

. 9 -
metodo de HENRY e TOBIAS para vibragoes livres.
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As expressoes das energias potencial e cinetica, sao :
S= xyf-wyda + 2 < RDT L 6Ly ay3y, r3eyly; - (551.92@;5 Yo' - s Frenwt

(3)
-2 .2
T= Az my 91T 4 32 my o,

onde o termo { -9z Fsenwt ) na energia potencial e associado coma for

ca excitadora, LANDAU® .
A transformacao das coordenadas inerciais Jit , Y- em coorde

nadas normais @, @, e obtida fazendo-se a substituicao :

Ya

0

B4 cosd — Qa sem

Y2 = &y Send s @, cos

, nas equacoes {3} e escolhendo-sge cfe ¢ tais

~ ¢ A
que os coeficientes dos termos 83 &, , 0,0, se anulem.

4 . 3 4
S= Ao@f * Az&i+ac@‘+8*®‘{al +'3.z&i2@az+ BSQJ.Q;S* e’tga + BS@J"' B &,
‘.2 ¢ 2 (4)
Tz Co®p + C &
, os coeficientes Aj,,Ag, Bo, ..., Bg, Co, Ca 530
determinados no apéendice (1).
Equagoes demovimento: aplicando-se a equagaoc de Lagrange

ao sistema de eq(4), resulta:

LJ.-_ (._@-—I +a_$._=o n=42
ot 00, Q.
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z . 3
2 Col, « 240 Qu +4 B0 874382 + 28,0 2838 + 3 =0

(5)
v 3 2 2 3
2 G, & + A 8, +4 6‘:@2*383‘92@1 ~2 B,8,8,+ B, 8, + Bg =0

Colocando a equagao (5) sob forma adimensional

introduzimos as variaveis :

, para tanto

_ T4/
(Z = l—LIZ (AO/CO + Az/c2 )J Z, t

onde L e a unidade de comprimento dada por L - f% . Demais cons

tantes estao representadas no apéndice (1), Teremos entao :

t,,.; wi + e, wf (13.;%1}‘12& + My pgTas q3)_— As sendl, 7
(i + ’b\)f(_]é-t— 621022 ( a3+ {T'Y?gg‘zﬁp-t- ""l‘zq.fﬂz-r Sz *7%>; Az sendL T

Seja €r=¢els , e,=€l.  entao & I, serso tais que

satisfacam a razao €. /e, ; substituindo-se no sistema precedente, tere

mos & representando a nao linearidade para as duas equagoes :
F s wythor € w? (23 ams ﬁazg‘ + ML ‘qu+ s, 93 VY= A sew L 7

CI}(\ + wzaq + E ‘uu,_2 (-Dz, q,%-t-’lM_.z Qﬁ%ﬂ M;Q{o2+ ‘5&103): A; S@wﬂ, b (6)



A equacao (8) esta sob forma conveniente para aaplicagcao de

metodos analiticos. Quando a nao linearidade e pequena, pode-se aplicar

o metodo das perturbacgées, desenvolvido para vibragoes forgadas de sis
temas com dois graus de liberdade, por BYCROFT4,
Para a analise de vibracgoes forgadas por este metodo, quando

se tem interesse em examinar o comportamento do sistema na faixa de
frequéncias préximas a ressonancia, ha conveniencia de associar-seo pa
rametro .€ a forca excitadora ( ver exemplo CUNNINGHAM® pag. 190).
Para isto torna-se conveniente introduzir a transformagao de coordena-

das, BYCROFT?,

ja: e — A, fem A L, A Wy
’_(1'2— c{)'2

G- y. Adpen AT, #ws
—-ﬂrz_ wez

do que resultam as equagoes :

2
tsenﬂ T 234,-7;/\;_ 9(__»‘5:5@?’7--(?' IZ{(E):, A;jen.ﬂ,z l,,_

x% +wlx + WS J}_t (a:.. A, sendl, &

_(l.z- w,? .) —ﬂlz_ w'e )]' 'ﬂ"z—wzz
, L2 ‘
+%i.(%' A,!eﬂﬂl'zl(j_f!\z\fmﬂ.’zt —LS_L(D’_A‘SfVlﬂ 723 =0
l -A-;Z" ?A),2 1 -(“-,Z- LUzz __ﬂ-,z—'wz.e

(7. a)

§ + wf =l A, .{f.’Z['3 l( '"32 ’”(
2N+ Eew; 21 Y- Pz Jem ¢, 4 M, U_Azsen—-ﬂ!é gc A,se.u. ‘é +
7w, l -t J A2 w)? J
( \ [ \ (z . | 3

+ My jhw (m-ﬁwew-ﬂ,? + S; ( o A, ge,u—ﬂa?z

LLEw,t U arwe a2 w?
(7. b) '

=0



186

O metodo das perturbag6es consiste em procurar uma solucao

em serie de potencias de € da forma :

5 = QCa(ﬁ)+ éac_;,(‘i,)-h ezztoch )+”.

Y= Yo (g )+ e&di(ﬂ?n &gz (M) +-

Devido a natureza oscilatoria do sistema, quando se substitui
estas expressoes nas equacgoes (7.a) e (7.b) aparecem termos seculares,
isto e, a amplitude e crescente com o0 tempo. Esfes fermos nao sao com

pativeis com a solucao desejada.

E com a finalidade de eliminar estes termos seculares queo

tempo { 'Z ) e expressado em forma das series :

71 i*éﬂi(§J+€2ﬂ2(<)+u-

Z — “2 + £ Vi (7 J+ '€Z vz (47)-4---/

possibilitando assim a eliminacao pela escolha adequada dos coeficientes
Ug >U2 s <+ 5 V1 5, V2, ...
Esta ultima modificagao do metodo classico das perturbacoes

foi introduzida por Lighthill, ARIARATNAM?® | e maiores detalhes po-

dem ser vistos no apendice (2).
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Introduzindo as expansoes nas equag5es (7.a) e (7.b), tere-
mos no apendlce (2) o desenvolvimento das solucoes, que sao apresen-
tadas em forma compacta, a seguir:

x(% ) = A s Seviun G 4 € |~ A‘—’m._._ 3ﬁik,_"’ftf+ Bﬁﬂ‘&?
Wy (-ﬂ;z_w;\ Wiy (_(1,2’“’12) 8w, 4

W
" Ml(‘“-(\'32+w22 )‘k‘zz g_a.-nw:h% _ ’};Z}‘r ?u,d)u Svﬂw;‘il " E P%Saubu%

Zl'l-U;:?' 1 'Wf _¢: wj.z— dt}\iz
‘a,(,"’l Y = iﬂ‘-__ semwﬂZ& €. _ Az\ {1 5Da‘kzzﬂ'iz . 30k,
w,,(_ﬂf-wf) Wy (-ﬂ-f-wf) Bw, 4
) d N
- Nz (_ﬂ_\2+w;2)kj S(Mu);’z = i_ )_’t LDquu, Q’M!UJ,"Z+ Z' , thend;uz

Wz

wy® z-ti)u Wl tﬁuz
- I:A- € [ 3 ka’ . 30, N 'u_‘l.(-ﬂi‘\'w" )fﬁ}—\ 4

g w;s? 4 ¢

~3

v il e (3RKaS | kb (M) ]
’ 1 30.131 Z' 4‘“]—2 _S

Se €=0 o sistema tera as solucdes:

__M__{l&__ senwy T

2z 2
L.U_L (..(1-3 -y

_—

_A‘i‘}___ Senws F

ua («n-l?'wp_l )

Y =
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caracterizando solucoes de sistema linear forcado.
O metodo das perturbacoes para a simulacao do modelo, e longo, traba
lhoso precisando serem as solugf)es determinadas para cada valor do
tempo ate alcance da solucao permanente.

A introducao de amortecimento tambem dificulta bastante a

solucao.
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CAPITULO 3

SIMULACAO ANATLOGICA

As equa(;c_)es de movimento do modelo representado na figu-

ra {7) sao :
WY, + o (o295-92) + (5313-*‘ @ (91-Y2 ) e O'i\J“wlv (&\j“\j'z}:o

Im.. Y = -t
ui,:‘;z +°<(‘32-‘:5_4)""%‘32_““G(‘h‘\_jﬂgﬂ-o"“ wit { gz -$4 )= Frenw |

(12)
/4/f/4{/
% N
? FIG. (7) - Modelo nao linear
Ys J[ ALy rmuwé com amortecimento.

¥4 + W
u’,(‘é ;

777 7

O diagrama analogico nao escalado e apresentado nas figu-

ras (8) e (9). As variaveis foram escaladas para manter as saidas dos

amplificadores dentro do valor maximo de 1 volt.

3.1 - DETERMINACAO DA TABELA DE ESCALA .

No sistema fig {7} , a mola linear constituinte tem constante
(B ) de valor 8000 kgf/cm. As massas tem as variagoes :mg [10, 100] kg,
m, [100,300] kg.
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O fator de nao linearidade (b teré seu valor limitado,

CUNNINGHAM® pag. 76.

¥ = (M+@%?)%BO-

quando @20 | ¢ max | = o max R
% max

adotando-se & max = 200kgf/cm e A max =1 cm

( max = 200kgf/cm”

A forca atuante maxima e limitada em 100kgf. Utilizando o
sistema C. G. 5., os valores maximos das diversas variéveis,saidas dos
amplificadores, estao representados na tabela (1}). Os valores maximos
das aceleragaes foran_l obtidos por meio da equagéio (12) com todosos va

lores maximos,



TAB. (1) - VARIAVEIS ESCALADAS

23

VARIAVEIS | VALORES MAXIMOS |[VARIAVEIS ESCALADAS
¥
'R 1 (=1, [
29 % 3 [ St ]
Yya® 1 [ 4,3 ]
1
3 3 - - 3
(Y1 - 10", (% - 9) 8 (Yo -9 ], [ (% -9 ]
i 8 3
Y1 ’S.z 800 ___EL_ ) [__hy_z__]
| 7800 800
(¥ -95) 1600 [, - s
71600
(291 - ¥2) 2400 290 -
T 2400
4 ..
3y 3.5 x 10 [ A }
3.5x10%
a9 4 x10% ;

¥
[ 4x10% J
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A equacao (12) escalada, para uso no computador analégic:o

scra @

j 3

‘.‘Jl = - __‘4"*___ (3;'2'__) -2 j]-- jz 4 ( @ - ) jl
o o

3.53d0" | (3.5 /ic") (N 20 3 io 4

+ (_ﬁﬁ_ ) [_(‘J_:Q+ 24 Joxwis I:le - Y2

1o*° § 4o ? L Jéoo

_i___l‘ = ___i_-_ od o¢ ) 92“.’“ -“( pl) ‘z’j +(3§ (.‘J'Z—‘ju)s
bedo' (4mz 1S )xd0] | 46*°/| 2 Bl N IR VP L 3

+ 1€ Joturs 5}2 "é‘ _ _F__) sern ('lu/SOO)'t
1o? 10"’

(13)
3.2 - ESCALA DO TEMPO.

O processo escala de amplitudes galzante que todas as sai-
das dos amplificadores tenham variagoes apropriadas. Porem e neces
sario tambem que a razao de variagao das variaveis do computador este
ja de acordo com as propriedades dinamicas do computador € que a so-
lugao seja obtida em tempo razoavel. Para tanto o tempo de computacao
foi escolhido como 500 vezes o tempo real.

O diagrama escalado eq. (13) com a correg:;o.do tempo pa-
ra uso no computador e mostrado nas figs. (10) e {11). Com auxilio dég

te diagrama e montado um circuito de blocos.
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A geracao da fungao senwt com o argumento {(w) variavel
por meio de um atenuador, so foi conseguida satisfatoriamente no compu
tador pelo circuito da fig. (11). —

O controle das operacoes dos integradores foi feito por inter
medio da unidade DES-30, sendo o diagrama de operacgao repetitiva repre
sentado na fig. (12).

As respostas y; e (yg-y;) serao obtidas nas saidas dos am

plificadores n%s. 07 e 34, com precisao de 0. 005 v.

A precisao de leitura no atenuador(w) e de 0, 0005rd/s.

3.3 - PROCEDIMENTO PARA OBTENCAO DAS RESPOSTAS.

O computador analbgiéo utilizado foi um EAI-TR48 com sis
tema expansao digital DES-30 (Eletronic Associates,INC, Princeton, New
Jersey). Como unidades acessorias : oscil-oscf)pio Jzcom memoria
(TEKTRONIX, 564).

O objetivo e obtengéo da resposta permanente operando na
jress'orléncia. Manter um nivel de forga variando a relagao de massas, ob

ter-se as diferentes frequencias de ressonancias.

3.4 - DETALHES DE OPERACAO.

a) Com o computador em POT SET sao ajustados os atenuadores
(potenciémetfos) do circuito nos diversos valores fixados.

b) O computador em HOLD, a unidade DES-30 e ligada, tocando-
se 0s comandos : CLEAR, FAST, 1 KCS, RUN. Por meio de um seletor,
escolhe-se o amplificador para o qual e deséjada‘representagéo na telado
osciloscf)pio do computador. Observa-se na tela a curva saida amplifica -
dor -tempo.

Conectando-se a saida deste amplificador ao oscilosc-é)pio
com meméria, teremos fixada a imagem dessa curva na tela.
Assim procedendo, obtivemos fotografias que sao apresenta

das na fig. (13).
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¢) Determinado o valor da amplitude de ressonancia emunidades
de volt , coloca-se o computador em POT SET, desligando-se a unida-
de DES-30. Lé-se o valor do potenciametro n¢ (40) obtendo-se afrequég_
cia de ressonancia do- sistema (w/500).
' No diagrama da figura {10) observamos a existenciadas cha
ves SW1 e SW2. Na posicao RIGHT (+) testamos sistemas com (>0 ,
LEFT (—) sistemas com (240 e posig:éo intermediéria, ﬁ:o {siste-

mas lineares).
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CAPITULO 4

APRESENTACAO DOS RESULTADOS

Na determinacao das frequencias de ressonancias no caso
nao linear, em computador analégico, verificou-se um desvio em fre-
quencia no ponto de amplitude maxima, Quando éste era aproximado no
sentido das frequeéncias crescentes ou decrescentes, O desvio notado foi
da ordem de - 0.005rd/s, nao sendo observavel variacao de amplitude
nesta faixa de frequencia,

O grafico da figura (14) apresenta as frequencias de resso-
nancias em funcao das razdes de massas, para as molas de caracteris-
ticas af indicadas. Observa-se o pequeno efeito da ndo linearidade nas
frequéncias, para o nivel de fﬁrga excitadora utilizado. Tambem apar-
G 20 as frequencias fO e f2 se identificam.

~ . -~ . I d
> 20 a frequencia de ressonancia sera f2.

Ainda na figura (14) estao representadas as frequencias na

tir da razao de massas m,, /m
Param,_/m

2'71
turais do sistema linear sem amortecimento, para diferentes razoes de
massas, calculadas em computador digital por intermedio da expressao:

7-'-)4 -'l»u2 ,>°¢ (&m2+m1)+ k]+<=c2+o'2wp? =0
1° ™2 mqy MMy

A faixa de mzlm 20, 30:&wneCQ'pa"a,os casos de nao linea

(
1
ridade, frequencias de ressonancias mais altas ( > 0) que linear, e
mais baixas ( (3 £ 0) que linear, confirmando comportamento bem co-

nhecido para sistemas nao lineares de um grau de liberdade.
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No grafico da figura (15) esta representada a relacaode de
flexces |y1| / |y2 —yll em fungao da razao de massas my/my , determi
nadas em computador analégico. Para mz/ml > 20 observa-se um au
mento progressivo desta relagao notadamente quando ﬁ =0 e principal-
mente quando 3> 0.

Na figura (16) esta o gréfic-o em que a amplitude |y2| e fun
cao da razao de massas my/m; , resultados obtidos em computador a-
nalégico.

As figuras (17) e (18) apresentam as curvas de compara-
cao entre valores obtidos em computador analégico e analiticos para o
caso linear, a mesma frequéncia de ressonancia.

Na solugao dos modelos em computador analégico foi pes-

quisada a faixa de frequéncias [ 0,2000 ] rd/s, sendo somente observa

das ressonancias na faixa [0, 500 rd/s.
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AF2)x 3 =0.04,

frequencia de . oy k = 0.025
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Fig. (15). Razao entre amplitudes de deflexao dasmolas em
fungao da relagao de massas. :
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Fig. (18). Curso do excitador eletrodinamico em fungio da

relagac de massas (caso linear),
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CAPITULO 5

CONCLUSOES

. . » ~ R
A maquina teste de fadiga devera operar numa frequencia

de ressonancia que satisfaca as condigBes de |y1] / lyz-yll =1 e

Iy, | £ 0.12 cm, especificada por AMSLER,

O grafico da figura (14) indica que para o nivel de forga uti
lizado, a nio linearidade pouco afetou as frequéncias de ressonancias.
No grafico da figura (15), ve-se para os casos nao linear e

linear que ate m,, /m_ = 20, somente sistemas operando a frequencia de

1

ressonancia fO satisfazem a relacao de deflexoes requerida.

Para 1rn2/m1 > 20, a unica frequeéncia de ressonancia exis-
tente, também satisfaz a condigao [yl |/ |y2-3{1| = 1,

Da figura (16) conclui-se que para as molas testadas, a um

nivel de forca pré-fixado, fica satisfeita a condigao de |y2 | £ 0.12 pa-

ra mz/m1 % 20 operando-se a frequencia fO'

A operacao a frequéncia de ressonancia fy niao satisfaz a
condicao Jyzf £ 0,12 para os seguintes intervalos de relagoes de mas-

sas: mola linear, M2 5 21 e™2 . 18 (3 =0), molas nao lineares,
, m mj '

m2 - 20e ™2 o 18 (p>0), M2 »25e™2 » 20(732 0).

miq m1 my m,

r . -~
Para modelos com as caracteristicas estudadas a frequen
cia a ser utilizada no teste de fadiga devera ser f,. Notadamente o pon-

to onde a relacao de massas m, /m_ = 20 devera ser escolhido. Isto em

1
. > -~ . - R . .
virtude de haver uma so frequencia de ressonancia e serem satisfeitas

as condigoes exigidas.
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. , oo . -~ L
Por intermedio de simulacao em computador analogico, da

4 . - a - = a
maquina teste de fadiga, vimos que para casos de nao linearidades de

molas, o teste € adequado, Em virtude das condicoes de trabalho espe-

cificados por AMSLER'7 serem satisfeitas.
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APENDICE 1

Dedugao das equagoes adimensionais de movimento em fun

¢ao das coordenadas normais lineares .

Sejam J = Queosd - @y seny

= &, cos
Faz= B send+ & v , substituindo-se

na equacao (3) obtem-se :

S = A Q_;z'f AJ_&_{QZ +hs Q:'*BoQi *B_L@z@z “'82@12@;1'83 Q1923+B4 @244-%;9}‘* B 8y
. 2 U] .
T= Co Qi + CQ Qz_ (4)
onde AO,AI, -y BpaBys. . ,C2 e o coeficiente do termo Q1 Q9 que e nu

lo (Cq} , sao dados por :

Ao

il

uccof;a(‘ﬁ — e COS 9556%¢ +ifz (x+fe) sen'd

AJ ~ 2ot c;osqbfen? — cO% (qb+3b)+ (¢+92) Sengcosy

1

Az o o sen’p 4 o senypeosy +3/2 (wrbe) cos®y .

Bo = J/Z (_J,cﬂgl'qs _ (56053¢Jenq5 + 3/2F> cosed.;enzgﬁ -~
_ {_’,w§¢ fe'n'zﬁ -+ .i/z}(g Sen4¢



B _Q(Acocht_,jeﬂl}) +($603?§£ (3!—601(}5.%?1_51) - cgggﬁco_&y/)_,_
+ 30 Sencpcospcos ($ry) - A rend [Scoscﬁcol Y- sengreny ) +
LE 56%34)605&})

B&. = +.3(5 C.Og?(# Se'n?(/) +30 605555'9%51) cos (qb_,.yb).,.
+ 3o (sen’gsenp - feosdsend cospreny +cos’peos’y )4
-3 3 Je%gSca!k/)cos (?6.;_5:;) +3/2(5 ;anéffawsa’b

Bz = "Q(ACOsqbsenaﬁb-—@Se%gsb(30056}5605\[)_ 5eﬂ¢5eny;)+
- 3(; Sem (P cos p cos (¢+)p) +3 coszgv (SSenésenyJ —cosdcosap) +
+(5 Sefnqgws}b

By = 3{2@ Seﬂ#‘% + (3 gmsyzcos k}a -+ 3/z 3 geﬂzy,e_osi;j;,.
+ psenyeosd + 42 co545/;

35 = —Fsan¢5e%wt
Be = -F cosgb S‘e'n.‘but’
Co = 2 may cos™d + Az Ak, Sem’P

C__L = —~Ui; cosc;bs-e.wp + M2 sen(#cojtp

Ca = Mz my sefnex]b w22 oSy
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A fim de eliminar o termo em Q1Qo para desacoplar o sis

- »

tema linearmente, faz-se Al =0,como o0 térmo em QRIQ inexiste,

Cy = 0, o que estipula:

’)3%43 . P//-J W.t(uw-k)-i/zwzx]ij[‘lg m,(ﬂ{)z)_ilzu_lw]z oA, u,Lzocz/4

— Az e

As expressoes das energias, eq.{4) ficam entao definidas

para o modelo em estudo e aplicando a equacaoc de Lagrange
dt Lo, (2N -
teremos determinadas as equagoes de movimento

OT . 2Co &, o _@;):ozeo@:
2T _ 2¢& s (-ar)zéezfﬁzf

e 3 2
2Co @ +2 Aol +4BoQ +38,0]8, +28:0,Q, + 3,Q7+Bg=0

20,0 +2A.Q, + AB3,0,°+38,6/8,+28,8,67+8,0. + 8, =0 (5)
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A fim de adimensionalizar estas equagoes, introduzimos as
novas variaveis:

- 4,
7___:_ [-’-/2 (_Ao/Co —i—Aa/Cz)] 2' t

_,@_L _@2
1LL T

onde L é a unidade de comprimento dada por: | - \ o(/(b

85 = 86l Sen( w % 7:
l [41z (rolco + Az /ca)]i/z

B@ = B(‘; Sen w FE
(412 (Aofo + A2 lca )]ifz

6\6 :—’F"COS\P
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Substituindo €stes valores na eq. (b} teremos :

»a 2 R
o 4 2Aofco $ + 4 8o1%/co F3_+ 38417 Jeo b7 .

AO/CO +A2ke Ao/(_o + Az /ca Ao/co +A2 /Cz
. QB.{LE/CO ?324__8_&10&_ q3_p 3'/LC’O s«e%(. W ?
) . f
Aaf6c>+ A, Jeo Ao /co+ Az /Cz Ao feo+ Az /Cz ,WZ (Ao feo +Aa/ce]1 lj
=0
q ._24z/ce g, ABal/ez g3, 38:12/ce g2 .
AO/CO-PAZ/Cz Au /c,o +Az /Ca Ao /(,o+ Az/cz
. . o2 : ( !
L 2B2L%/ce CRa B, L°/c b3 Be/lcs SWZ LY J/zj Z
Ao/ﬁo_l' A= /C)_ Avo/Co + Az /Cg Ao/Co-f-Aa /C.g [”2, CA'O]@ + AZICZ]
= O
(5. a)
ifz L
Fazendo-se wy = o2 Ao /c_o , . = | Az /Cz /2
AQ/C,Q-Q-AZ/CE— Ac/Lo-!—AZ/C;

onde w; e wy seriam as frequencias naturais do primeiro e segundo sis
temas em vibracoes lineares, desprezando os termos nao lineares.

Seja (1, uma frequencia circular adimensional da forga

excitadora :
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L1, - w > e
[1/2 (AO/Co+ Az /Cz)}-ila

\\ 3 \
o= Bi ) n, = 2Bz s 6..1.‘: Bz )
A 80 Lf Bo A Bo
1)
mz = 383 . VLZ‘ = DZ—BAF 3 52_‘ = .__...__-B"i 3
h 2, LB, bz,

A __Be llLce , A __ 85 [Lco

Ao /CQ+A2 lea Bofco + A2 fc2

ei.z Q_g—oﬁ 3 éz.—: M
Ao A,

Substituindo-se estes valores na equacao (5. a) teremos :
1;'; + wf-io-u- 6;1.&)12 ( 1,_.3.-{-“{\/1‘_\1_ }azq_ -+ ’Yl_"_ #qe-ﬁ-%‘l q_gj —_ A\_L Senﬂ. T
§ ewigews (33 gihy Mg pPas P Ay sen -, T

sendo €, -« d, , €, -¢cd, entao -p._{ , J, serao tais que : € _ _ﬁ_&
&, 2

logo &€ representara entao a nao linearidade para as duas equagées, e

o sistema de equacoes precedente ficara :

Jﬁ + 'wf{'? -+ Ew,® ('Qi iﬂs—k%&l 102Q+ %1409;2-&"%@,?): Al sen<1,7

§ +wrg v ews’ gienl,@hoseqptemeb= A sen 0 7
‘ (6)
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APENDICE 2

Solugao pelo metodo das perturbagoes, BYCROFT 4,

A equacao (7.a) com a introdugao das expansoes se torna:

. - A
%0‘\-"69&,\\,\“""‘ - onl*ex_’\*”‘] [éul*-“‘] -+ w;zxc +'€1'Uizx_{, + ezw_A.Z?C.z Fo
fev ¥ ecme I
. El
-—!—éwfx ‘Q'_-L(Ko-i— G?C_i* As sen L1, (1{,+eu5+-"> -
1 --ﬂ-—az"?-u,e

\ 2
Ko +-eaci—»¢\sew—ﬂn(€|+6“““') Ex (‘joa- i1+

o
"1

2
L 5w, ®

Az\ sent (s (Y +&vs +... )

E +"-*‘~1(2c0+ €y — Agswilti*éu'*“')?x
N2 0,2 0 1w,

2 .
L
.-/l.z— Wz *

' 3
_ A Senﬂ,(v—+ev1+...)1 O
2w, .S




a0

onde 2 = x (%)
4= (12 ) , Entretanto para la. ordem :

(7= 34(%)

Igualando a zero os coeficientes de € dos graus zero e um teremos ;

Zo 4+ WiTKs = O (8. a)

3
\ LN '

953_“4- 'U._)J?at_i = < ’UL_: 2-‘:(;,t + ’LL_.:‘ o —wf 'E_L (DCO _A Seu'ﬂ‘lz ?

A w2 J

+

..,,fm‘_( ASen.ﬂZ}z((éa_A;s-&Aﬂ.?—{
azwr )] §

—ﬂ-t 2. Uy ?

(8. b)
Similarmente (7. b) resultara :

kao‘-’*-’l"k.)azk;jo = O (5. a}

5 " W v 1
lj.!.\ + WYL = & vi Jo + Vi do -wet ‘Q.Z( ‘Jo - Arsen 0T

-+
e j,z- ‘LAJ;Z

<2
4ma(~jo_Aa\Sewﬂ.Zl xo . Assem 2,7 “

’ 2 2 r‘l 2
...ﬂ.| -Wlg 71 —'UJLZ



. 2
+Mz2 1} Yo - Aa‘szn—ﬂirzl( Ko _ AisenJhZ’ % "
(8- W, 1 .JL;Z—wf

! 3
+§2ix0 _ AJSE’YL—{L{,Z) }

4% w?

(9.b)

condicoes iniciais:

ZJ‘_":O —- }9: g: _a{_.’/.?...--_—_- d% = O

dr a7
Calculo de x5 ( % ): eq (8. a), 2+ wimg = o
%0(8) = K centnd ., me coswid

iy

o}, - o A,\L sen-Ns T

_(152~1.u_12
19 térmo: T = {
Z’_,—:-O -— € = o

-0 -—p?C:O

iji’. — ﬂizi'__,_._ iﬁl__.oog_ﬂl?

\
%:O —_ GQE ___O —5 x‘&:‘ A_L—(l.i. 9’10_:0

dr % -—A_'.,?-L wiz

o1
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entao : o (4 ) = Ay N4 seviwy ¢
REVIN (ﬁf-—-wf)
analogamente : eq. {9. a) , C:}‘o + Wy Yo = O ) racdia

\J'O(q,\): As (1 sen wz«T

Wa (—(lj_szz.zs

Por conveniencia Seija
\ L}
kl - ._-_.-...Al___-. . kz. == Az
WOPETEN AE w,t
o = Lu Kt cemun § go = < K2 S way
W, ' Wiy

Substituindo-se esses valores na eq. (8. b) teremos :
Z;\.;.wfoci = - Quila e semwi §+ ag Ak, GOSWL{? &

_1
Wy

k‘s -% "ﬂlgp,m,w,t; - —(%SRMSW,'% —a—es- -a_LZW_L feredl, & +

. 3 ,{LJZWJM (,_ﬂi-i-ozl{_),)f +% Il-,zw_fwn (~ls — 2wy )i -+
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Se os termos com fregliéncia angular wl na equacgao (t0) sao  agrupa-
dos e igualados a zero, resultara a equacao diferencial seguinte:

\ 3 3 3 2
.uj}'l £y 'W.s. coLula @7 - 21Ut w_i-ﬂ_t.k.L sgryluJ__qu — B-Qi kl ey - 3-0_{ k_{ Wy Ly +
"!{wi °ZW_£
> 7 2.
4 My Wy k_n\kz . Ay (N5 w2) Se‘ﬂa'widz
Wt =

Esta equacgao poderé ser resolvida formalmente ou por inspeg:ﬁo resul
tando

we(4) - _ |3l sbkS | w e ;
Buy,® 4 b,
Calculo de = (% )»A equagao (10) sem os térmos seculares tera

seus termos a direita da forma: I Pu sendu % . Entao tera soluc;éo
do tipo =

w

sc_L(%) = /-\Senw;% + Beoswor 4 ""["’\-I:i Puseudu d d’u?éw.t

we- ¢ &

- onde A e B sao constantes, introduzindo as condigoes iniciais

Z: Q , % = Q — R=0
% (0) = Awp 4 J'“i &
- wy?- i’

No caso de sistema com um gréu de liberdade, a eq (8.1) resultante
tera solucgao:

x_L(% ) = M}(%) Ay s SRy 6;

(-:[’1:_{2- 'LAJ‘: ) WL

e “—\_\ (03 _ uﬁ(o\ Ay 1y

ALZ - WJZ
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Igualando as duas expressoes obtidas para «xj (0), tere

mos:
Ao Aituusted L s N g4,
Mm=4d
Wy (,—ﬂia* wit) Wi Wi g

al(% ): Ai—ni'u_;. 10) %{‘“w‘i% —i EIJ P‘la.d’l'\.
W

Ly —— SPML‘-’iﬁ' -+
1
" =
Wy (- wi?) * Wil ¢’
N
= P sen du
Mm=A 2 2
W_{ -—d}u‘

A respostax( % ) tera entao a expressao:

h T,z Z 2 z
— Ay Lty 28 A, " 39 +’}11(-ﬂ3+sz)kz Senwy g 4

Bo0,? 4 S

x( 4

wy (A, ? )

___}___ N Pudlu Senw, & 2 P s du % c « Ac Qs _ senwi b
Wy ®= 2 2
e Wt wy (AL W)

com o tempo adimensional dado por:

(Z — .!u - £ 3—D.Lk;,2.ﬂ;z . S-Q_\.J"Ta? - MJ,{-H'L*‘LUL )1'7 %
?wsz 4 41'\}32

Adotando identico proced1mento a coordenada y1 ( 7 ),
como foi feito a x1 ( § ), a equagao (9.b) resulta:

Y
‘j,“ CWS Yy = -V W Yy Semwz Y + Vi Qs+ COSWe Y +

3
_ @aka 3/4 _{L} S%wz»tz __..ﬂf /IT 5{/\4.3:.{);"1 - 3/2 _(h?’wa 5%—“17 +
W
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Calculo de vy (7 ).

Eliminando os termos seculares da equacao precedente teremos :

\ | ERP 3%
VA“-ni Koces WaY — 25 Wy g Ky semwoz M= 3“£?- ki + 3 e L—z_wz s -+

Mywz k_i.? _ _{l;,(ﬂ;a-v ‘?-Ulz) 5*2’?"-"*)2"2
w, ¢ o2
Esta equacao resolvida fornece :
2 2
Ny (vl ): - 5 QZ kl (s -+ 3&2 fe2? + -’Wz(—ﬂjg+w;2)hz

91&)2’2 ‘lf . ZI’LU_;E

Calculo de Y1 { 72 Y A equagéo {(11) tera termos a direita da forma :
—ru’ !
2 Qm\_"ﬁﬂhd)n 1
=y
tera solucao do tipo :
A 1S _|4\l' H
‘3;("’{) = A Seﬂwzﬂz + 8B COSU-)Z"Z -+ z‘h::j ewgeﬂd}w Ei

W - i’ bn £w,
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Introduzindo as condigoes iniciais obtemos:

.Z/:-o , ?{l_—_o -z B‘:O

Yolo) « Aw, N

W=

@.wd’l‘&
w}z—diwz
No caso de sistema com um gréu de liberdade, a eq (9.b) tem solucac:
| Ay w
\31{1’” — Vi ) Az Ny semwef

("‘aiz' w?'z ) Wy

4, (o) = vilo)Az

APy, ?

Igualando-se as duas expressoes obtidas para y'l (0), teremos:

N S -
M=)
Wi ("“32- Wf) W ‘wzz" d’:az
A resposta y ( i ) tera a expressao:
. 1.2
ORI VRV FUVIHIE LA AT g P,
wy (AFwl) [ 4wl 4 hw,®
N S . N ! Ao Q0
N %SW‘U?_"Z.*-ZME +__3'__L....._Semwa.’|f
We "I-‘L:J»‘M2 z M= i 2 2 2)
?—‘¢“\ UJ(,Z- '8 'I-UL(-n'_L"'wL

e o tempo sera dado por:

{Z/ = i- ¢ ( 3‘0‘ £t k;ﬂf + 2. kza - ’“‘i-(—ﬂs,z-r ""-’_‘-Z) ks’ 42
2wy’ ,1‘ ll'w_a.z
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APENDICE 4

SIMBOLOGIA
A, A real de A?l, ?1
Ag: Ay, A2 coeficientes das expressoes das energias, apendice (1).
B, B! imaginério de ?1, ?1
BO’ . B6 coeficientes das expressoes das energias, apendice (1).
c coeficiente de amortecimento,
' A_ ¥ -
C, ¢ real de Y2, Y2
C, coeficiente de amortecimento de referéncia
CO’ Cl’ C2 coeficientes das expressoes das energias, épéndice (1).
D, Dt imaginario de A?z, ?2
F forca excitadora
for I10 1y frequencias definidas no cap. (2)
k constante da mola constituinte da mé.quina
L unidade de comprimento, L = Jo(/@
m,, m, massas

"om ), ml', mz' coeficientes determinados no apéendice (1)

! n
n,’, nl, 5
p.: 4 coordenadas adimensionais
p-, 49* velocidade
P, q aceleragoes
Ql’ Q2 coordenadas normais
Ql' , Qz' velocidades
Q. Q aceleragoes
5 energia potencial
2', Sl’ S2 coeficientes determinados no apendice (1)
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Vl(’z),vz(’z |

X

X

xo(‘%),}i( 4)...

Y
Y

Y, Y,
s Yq
Y Vo
¥10 ¥q

o v,

v, L Ty, |

W

W, W

B> g

>
al

=
>
|

M

energia cinética

tempo

real de ?2 - ?1

funcoes com objetivo de anular os termos seculares
imaginério de ?2—?1

funcoes com objetivo de anular os térmos seculares
real de A

variavel obtida por transformacao de coordenadas
na eq (6).

funcoes definidas no cap. (2)

imaginario de A

variavel obtida por transformagio de coordenadas
na eq (6).

deslocamentos sob forma de n? complexo
coordenadas inerciais de movimento
velocidades

aceleracoes

funcoes definidas no cap. (2)

amplitudes de Ji1, VY2

frequéncia de excitacao

frequéncias definidas no apendice (1)
constante da mola a testar

fator de nao linearidade

determinante principal sistema linear
determinantes do sistema, cap. (2)

coeficiente representante da nao linearidade,
apendice (1),

coeficientes representando nao linearidade,
apendice (1),

fator de amortecimento

65



66

variaveis ligados ao tempo Z em forma de series, cap. (2)
tempo adimensional -
argumento de transformagao de coordenadas inerciais emnormais
angulos de fase.

argumento de transformagao de coordenadas inerciais em
normais.

frequencia circular.



