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RESUMO

r

Avaliam-se neste trabalho, as principais caracteristicas
numericas dos algoritmos de integracao direta para a analise dina

mica nao-linear pelo Metodo dos Elementos Finitos.

Este estudo inclue o Metodo de Newmark e Diferenca Cen--

tral. Analisa-se tambem o tratamento das parcelas n3o-lineares co

mo pseudo-forcgas.

Alguns procedimentos iterativos para a verificacao de
equilibrio dinamico e estabilidade dos algoritmos, baseados no con
ceito de conservacao de energia, sao examinados e confrontados com

0s criterios usualmente implementados.

Diversos resultados sao apresentados e discutidos, com a
finalidade de se fornecer subsidios para as analises de problemas

praticos da engenharia.
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ABSTRACT

In this work we study numerical aspects of 'direct
integration algorithms for non-linear dynamic analysis by the

Finite Element Method.

Iincluded here are the Newmark Method, the Central
Difference Method and alsc the treatment of the non-linear terms

as pseudo-forces.,

Some criteria based on energy conservation concepts
which are used to check both the dynamic equiiibrium and algorithm
stability are examined and compared with criteria usually

employed.

Numerical results are presented and discussed in order
to provide practical gquidelines to the analysis of engineering

probliems.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

0s metodos de integracdo direta no tempo, sao atualmente

muito utilizados em diversos problemas praticos de engenharia.

0 comportamento destes meétodos na analise dinamica linear,

e bem conhecido no que diz respeito a convergéncia e estabilidade.

Recentemente a analise nao linear de estruturas tem sido
necessaria em diversas areas, sendo mais comum em problemas que
envolvem impacto, como na engenharia nuclear, problemas com gran-
des deslocamentos e interacaes de meios, como na engenharia de es

truturas offshore,

Nestes casos, nao existe consenso geral sobre o comporta

mento destes algoritmos.

0 procedimento usual envolve exaustivos experimentos nu-
mericos, tentando-se obter dados empiricos para contribuirem na

escolha de um ou outro algoritmo.

0s metodos de integracao direta, estdo divididos em dois
grandes grupos:
a) implicitos

b) explicitos

Na analise linear de estruturas, entre os metodos mais difundidos,

estao os de Newmark (implicito) e o da Diferenca Central (explicito).

0 metodo da diferenca central, por ser explicito, & con-

dicionalmente estivel, estando o intervalo de tempo utilizado, 13



mitado por um intervalo maximo (At_ ..), para garantir a estabili

cri
dade. Por outro lado, este e um metodo de facil implementacdo e
baixo custo computacional para transientes de curta duracao. 0 me
todo de Newmark, que e incondicionalmente estavel, permite a uti-
1izac$o de intervalos de tempo maiores, entretanto, traz a desvan

tagem de se ter que fatorar a matriz de rigidez efetiva toda a vez

que os efeitos nao lineares se tornam significativos.

A escolha entre um método implicito ou explicito, depen-
de do problema em questao, assim como a propria escolha do modelo

de elementos finitos a ser utilizado.

0s problemas de dinamica, podem ser divididos .em dois
grandes grupos, cada um dos quais conceituados por Bathe como se

segue:

- Grupo 1

Estao incluidos neste grupo, problemas em que apenas o0s
modos inferiores (ou somente alguns intermediarios} do sistema f1

sico sao excitados pelo vetor de carregamento.

Desenvolvendo-se o carregamento em serie de Fourier, po-
de-se constatar qual a frequéncia maxima W contida no carregamen
to dinamico. A malha de elementos finitos adotada devera repre-
sentar os modos de vibracao com. ate b . A contri-
buicao de frequéncias acima destas,nao.influem decisivamente na
so]ucao na maioria dos casos. Para este tipo de problema, normal-
mente, um algoritmo de integracao implicita e mais eficiente, e o
intervalo de tempo a ser utilizado e sugerido ser ;U Ti s sendo
T.= %% » onde w, € a maior frequéncia do modelo discreio. E usual
tambem neste caso, no modelo de elementos finitos, dar-se preferéﬂ

cia a utilizag¢ao de elementos refinados e de formulaci3o consisten



te.

- Grupo 11

Nos probiemas incluidos neste grupo, a resposta &€ rica
em todo espectro de frequéncias, como problemas de chogue, por exem
plo. Desenvolvendo-se o carregamento em serie de Fourier, deve-
se escolher uma frequéncia de corté, W suficientemente grande
para representar bem o carregamento. A dificuldade esta na deter
minacao desta frequéncia, para que a so]ucao dada pelo modelo dis

creto possa representar bem a solugac do sistema continuo.

De modo a obter-se uma malha apropriada para a analise

de problemas deste tipo.,Bathe sugere:

LUJ
tw = = onde
¢ - velocidade da onda

Lw - comprimento de onda a ser representado.

Assumindo-se que n intervalos de tempo sac necessarias

para a representacao desta onda:

tw
st = 2

e o0 "comprimento efetivo" do elemento a ser empregado deve ser

Le.= cat .

No presente trabalho, examinam-se situagoes e testam-
se alquns critérios propostos para verificacdo da estabilidade
dos dois algeritmos mencionados, ja que 0S mesmos, $30-0S mais

comumente empregados na pratica.



Estes critérios propostos, foram implantados no sistema
LORANE-NL, fa;endo-se uso de precisao simples do computador B-6700 ,

que considera 12 algarismos significativos.

No capitulo II, apresenta-se um resumo dos conceitos e
do estudo da estabilidade dos algoritmos de Newmark e Diferenca

Central, quando aplicado a analise linear de estruturas.

No capitulo III, estuda-se o algoritmo de Diferenca Cen
tral. Utiliza-se o conceito de conservacao de energia, na deter-

minacao de At e no criterio sugerido por Belytschko, Chia -

crit?
petta e Bartel®’, para se detetar a instabilidade na solucao.Exem
plos tipicos sdo analisados, tentando-se esclarecer o comporta -
mento do algoritmo e a validade da verificacao sugerida, fren

te a diversos tipos de nao linearidade.

0 algoritmo de Newmark e abordado no capitulo IV, fazen
do-se considerac¢oes sobre o estudo de sua estabilidade. Utiliza-
se para aproximacao da n3ao linearidade, a rigidez tangente ou o

tratamento por pseudo-forcgas.

Testam-se os criterios para verificacﬁo do equilibrio di
namico em alguns casos, procurando-se examinar os resultados e .a
performance computacional. No capitulo V, faz-se um resumo das
conc]usaes obtidas nos experimentos numericos dos capitulos III
e IV, sugerindo-se ainda aspectos que devem ser examinados para

continuac¢do ao presente trabalho.



CAPITULO II

ANALISE LINEAR - UMA REVISAC

2.1. 0 PROBLEMA

As equacoes de equilibrio dinamico de um sistema estru-

tural podem ser colocadas na forma:

Mi+Cu+Kus=P(t) (2.1a)

onde @-é a matri; de massa, C a matri; de amortecimento, K a ma-
triz de rigidez. Todas constantes, simetricas e em banda,-resultantes de
uma discretizacao espacial pelo Metodo dos Elementos Finitos.
M e K sao positivas e definidas e C, positiva, semi-definida ;
u, g e U os vetores dos deslocamentos, velocidades e aceleracoes

respectivamente.

Deseja-se resolver o problema de valor inicial, que con
siste em encontrar u(t) que satisfaca simultaneamente a (2.1a) e

as seguintes condigbes iniciais:

=
—
[
S
0]

(2.1b)

=
——
[anw]
LSy
L]
<l

em todo t € (0,T).

A resolucao de (2.1) poderia ser feita via de regra, por
qualquer procedimento numerico classico para resolucao de proble
mas de valor inicial, mas foi constatado que na maioria dos pro-

b]emas; deve-se preferir metodos especialmente adaptados para as



caracteristicas proprias da dindmica estrutural. 0s processos
mais utilizados para resolucao de tais problemas sao usualmente

classificados em dois grupos:

a) superposicao modal

b} integracao direta

0 metodo da superposicao modal, se aplica com mais efi-
ciencia a problemas onde ha predominancia dos modos inferiores so
bre os mais elevados e as matrizes M, C e K nao variam ac longo
do tempo. Ja o método da integracdo direta, nao faz restricoes as

mesmas matrizes.,.

0 termo "direta" e utilizado, uma vez que esta tecnica nao
requer,a priori, transformacoes no sistema de equacoes de equili
brio dinamico, o que nao acontece na analise modal, onde inicial

mente se faz uma mudanca de base.

No presente capitulo sao revisados alguns aspectos dos

metodos de integracio direta no tempo.

Entre os mais utilizados na pratica, estdo o metodo das

diferencas centrais, e o de Newmark.

2.2. CARACTERISTICAS GERAIS

Com relacao a esses metodos de integracao direta faz-se
a seqguir algumas consideracoes no que diz respeito a estabilida-

de, precisdao e eficiencia computacional dos mesmos.

A experiencia tem mostrado gque metodos de . . se-
gunda ordem, sao muito superiores aos de primeira ordem, e um re

sultado devido a Dahlquist mostra que nao existem metodos de ter



ceira ordem, incondicionalmente estaveis.

Quando se estuda um problema de resposta dinamica, pode

se identificar 4 tipos de solugoes’»*°%:

1) A solucao exata das equacoes de movimento do sistema con

tinuo;

.

2) a solucao exata das equacoes de movimento ja discretiza
das no espaco {eq. 2.1), com numero ilimitado de digi

tos;

3) a solucao exata das equacoOes de movimento (2.1), porem

com numero limitado de digitos;

4} a solucao aproximada de (2.1) usando-se um operador de

integracdo direta e com aritmetica de precisao finita.

A diferenca entre a solucao exata do sistema continuo e
a do sistema discreto, denomina-se erro de truncamento e e a di-

ferenca entre as solucoes descritas nos itens 1 e 2.

Quando se trabalha com aritmetica de precisao finita,
tem-se o erro de arredondamento (round-off error) que e a diferen-

¢a entre as solucoes dos itens 2 e 3.

0 erro cometido entre as solucdes em 3 e 4 & o erro de

integracao e depende do algoritmo de integracao utilizado.

A discreti;agﬁo de um operador diferencial, pode ser
feita de varias formas, como por exemplo, com o usc de formulas
de diferencas finitas - como no metodo das diferencas centrais -
ou entio, assumindo-se uma forma de variacao para deslocamentos,
ve]ocidades e aceleracoes a cada intervalo de tempo e satisfazeﬂ
do-se as equacoes de movimento em algum ponte do intervalo, como

@ 0 caso dos metodos de Wilson 8 e de Newmark.



Quatquer que seja a metodologia utilizada, chega-se a

uma relacao de recorrencia da sequinte forma:

+ P (2.2)

que permite o avanco da solucgao no tempo. O vetor 5n+1 e 0 vetor
dos deslocamentos, velocidades e aceleragoes no tempo t+At;

X

Anonet s 0 vetor dos deslocamentos, velocidades e aceleracoes
s I1= 3 & n

hos tempos t,t-At,...; o vetor P depende da excitacao externa e
as matrizes 50 e A dos parametros fisicos da estrutura (matri-

zes de massa, rigidéz, amortecimento e do intervalo de tempo At).

Supondo A inversivel, pode-se escrever:

sl = ATY Ao Xnon-1,... ¥ ﬁ;l P (2.3)
Chamando-se:
A= AT A,
L=AP
Assim,  Xpiq = A X + L (2.4)

onde B‘E denominada de operador de aproximag¢ao ou de integracao.

Se as matrizes M, C e K nao sao dependentes dos desloca

mentos ou de suas derivadas, a transformacao e dita linear.

Um algoritmo e dito explicito, quando A, puder ser colo
cada na forma triangular. Quando houver necessidade de se fazer
uma fatoracaoc para se resolver o sistema, o algoritmo e dito im-

plicito.

Quando o vetor X contem somente informagoes do

“n,n-1,...



tempo anterior ao considerado, ou seja, X

~n,n-1,...=¥n o metodo

e dito de um passo (one-step), caso contrario, de multiplos pas-

50S.

0s métodos de um passo, tem a vantagem de serem auto-ini
ciaveis, pois necessitam apenas de informac¢oes do passo anterior,
necessitando dessa forma, armazenar menos informacOes de tempos

anteriores.

Considere a equacao (2.1). Supondo-se que nao haja exci

tacao externa (F=0) e que o sistema nao seja amortecido (C=0):

=
13~
+
L=
§=
1}
]

(2.5)

A equacao (2.5) pode tomar entao, a seguinte forma para um algo-

ritmo de um passo:

{(2.6)

Para se colocar X

Xop1 €M funcao de 50, utiliza-se recur-

sivamente (2.6) e obtem-se:

Kne1 = A0 X (2.7)

As definicoes dadas a seguir, baseiam-se no trabalho de

Guimaraes".

2.3, CONVERGENCIA

Para o estudo da convergencia dos algoritmos de integra
¢do direta, utiliza-se o "Teorema da Equivalencia" de Lax que

estabelece:
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“"Dado um problema de valor inicial bem posto e um opera
dor de aproximacao A(At) consistente, este operador sera conver-

gente se e so se, for estavel®.

Com objetivo de esclarecer melhor, define-se a sequir,
problemas bem postos, consistencia e estabilidade, embora no pre

sente trabalho so se faca o0 estudo da estabilidade.

2.3.1. PrROBLEMA BEM PosTo

Tendo-se o problema de valor inicial (2.1), cuja solu-

¢ao pode ser colocada na forma

X(t) = U(t) X(0)

sendo U(t) um operador,  X{t) o vetor contendo a funcao
deslocamentos u e suas derivadas no instante t e X(0) o vetor
das condicoes iniciais.Diz-se que o problema & bem posto se

U(t) for uniformemente limitada ou seja, ao se dar uma variacao

§ nas condicoes iniciais 5(0) a variacao na solucao E(t) e da

o(d8).

Isto e,devera existir uma constante k tal que

|l uee)zsll < kflsll . 0<t<T (2.8)

Sendo || -]l uma certa norma.

2.3.2. CONSISTENCIA

Seja .

2X(t) = 6 X(t) (2.9)



11

onde G & um operador.

Pode-se aproximar (2.9) da seguinte forma:

X -X A X, -X
Ptiat ct D ZtTCt
At - TAt (2.70)
se,
A-1T
Tim I Y R N H =0 (2.11)
At-+0 A ~| -t

para qualquer 0<t<T, diz-se que o operador de diferencas finitas

A(At) e uma aproximacao consistente para o operador G.

2.3.3. ESTABILIDADE

A nogcao de estabilidade para sistemas discretos, cor-

responde a nocao de problemas bem postos em sistemas continuos.
p p p

Para se verificar se um algoritmo e estavel analisa-se
a influencia de uma perturbacdao em um passc, nos passos subsequen
. . n
tes; ou seja, todos os operadores do conjunto A (At) , n=0,1,2,..., de

vem ser uniformemente 1imitados.

Sendo Y a perturbagcao dada aos dados iniciais X, devera

existir uma constante finita k tal que:

A< kl[YlL . 0 < mat < T (2.12)

Uma forma de se fazer este estudo e utili;ando—se 0 raio

espectral de A que e definido como?:

p.='max'|A%| (2.13)

sendo |A;| o mddulo dos autovalores de A.
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Decompondo-se a A da seguinte forma:

A=Pgpt (2.14)

onde P e uma matriz contendo os autovetores de A e J uma matriz

diagonal contendo os autovalores de A.
Dessa forma, tem-se:

A" - p 9" Pt (2.15)

Logo para que todos os operadores do conjunto Bn sejam 1imitados,
os modulos dos autovalores desses operadores tém de ser limita -

dos pela unidade.

Assim, pode-se notar que a solucao aproximada de (2.5),

comporta-se da seguinte forma:

- se p>1, a solucdao e amplificada quando t-e«
- se p<l, a solu¢do e amortecida quando t-w

- se p=1, a amplitude da soluc¢do numerica se mantem quando t-w

Para que o operador de aproximacao represente perfeita-
mente a resposta de um problema oscilatorio nao amortecido,e ne-
cessario que o0s autovalores de A sejam complexos e que tenham mé

dulo unitario, i.e.

Ay,, = o B i=pe (2.16)
onde

o = h,e

6 = arc tg g (2.17)
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A matriz A(At) na maioria dos metodos de integracao pas
so a passo, € de segunda ordem com os dois autovalores complexos
conjugados. Em alguns casos, como no metodo de Newmark, e de ter
ceira ordem, tendo um autovalor real e dois complexos conjugados.
Nestes casos as raizes complexas, X,,,, s?o chamadas de vrajzes

principais e a real, A;, raiz "falsa" e |A3|<|A1,2|51.

Se |A3|#0, introduz-se uma funcao exponencial na solu -

¢ao.

- Se para qualquer valor do intervalo de tempo utilizado, tem-se
p>1, 0 algoritmo e dito incondicionalmente instavel;

- se p<l somente para intervalos de tempo menores que um valor
critico, o operador e dito condicionalmente estavel;

- se para qdaiquer valor do intervalo de tempo, tem-se p<l, o0 ope
rador e denominado incondicionalmente estive], ainda que com
p<l ele introduza um amortecimento artificial na solugao apro-

ximada.

Pelo teorema de Lax, desde que o modulo dos autovalores
seja Timitado pela unidade, o algoritmo e estavel e converge quan

do At-0.

Dois tipos de erros sac normalmente introduzidos pelos

operadores de aproximacao:

- erro na amplitude

- erro no periodo

- 0 erro na amplitude, tende a introduzir um amortecimento ficti
cio na resposta do sistema, e a amplitude decai com o tempo. E
0 caso de p<l.

- 0 erro no periodo, em geral, aumenta o valor do mesmo na solu-
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¢ao numerica, e temos como medida do erro relativo no periodo:

T-T wht

— = 4 - ] (2.18)
onde:
T - & o perfodo da solugdo numérica
T - & o periodo do oscilador

8 - definido como em (2.17)

2.3.4, ESTUDO DA ESTABILIDADE

2.3.4.1. INTRODUCAO

Revisa-se a seguir o estudo da estabilidade de um siste
ma massa-mola nao amortecido. No caso de um sistema com varios
graus de liberdade, onde as equacoes de equilibrio dinamico sao
modalmente desacoplaveis, pode-se obter "n" equac¢Oes independen-

tes no tempo.

Utilizando-se um algoritme de integracao passo a passo,

com o mesmo intervalo de tempo para todas as "n" equagoes de mo-
vimento ja desacopladas, tem-se uma analise equivalente a do sis

tema como um todo'. Assim, pode-se analisar a estabilidade para

1 1

uma das "n" equacoes, que tem a forma:

U+ w2 u = p(t) (2.20)

Uma vez que a norma do carregamento externo e limitada,
o vetor L de (2.4) nao influi na pesquisa da estabilidade do al-

goritmo; logo, considera-se f(t)=0.
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2,3.4.2. METODO DAS DIFERENCAS CENTRAIS

Neste metodo aproximam-se as aceleracoes e velocidades

em termos dos deslocamentos da seguinte forma:
1 .

= gz LU q-2uprup gl (2.21)

(2.22)

. . 1 _
Uy = Up = 73t [¥pi1-Ynoed
Com erros da g{At2?) para deslocamentos e velocidades.

O0s deslocamentos no tempo t+At sao obtidos, substituin

do-se {2.21) e (2.22) na equacao de movimento para o tempo t que

se escreve:
M gt + C Up Kug =Py (2.23)
logo:
b oMe b Clu oy = |Po-k- -2 wMlu -
AtZ =7 ZAT Zj=n+1° T |EnT2T ATF S|=<n
S L N VI Y (2.24)
ATZ ~ 24T 2|~n-1 :

Para inicializacao do processo de resolu¢ao, necessita
0’ 90

se de u_,, que & obtido a partir dos dados iniciais u_, U

e das relacoes (2.21) e (2.22) resuitando
u, o= oug - At 4+ A (2.25)

Se a matriz de massa e a matriz de amortecimento forem

diagonais, nao ha necessidade de se resolver um sistema de equa
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¢oes a cada passo, como tambem, pode-se trabalhar com as matri-
zes a nivel de elemento, n3o sendo necessaria a montagem das
matrizes globais da estrutura . Em contrapartida, o algoritmo

em questao e condicionalmente estavel como se mostra a sequir.

Considerando-se a equacao de equilibrio dinamico de um

oscilador harmonico simples, sem amortecimento
. 2 _
+w? Upo= Py (2.26)

A uti]i;agﬁo de {(2.21) e (2.22) em (2.26) permite es-

crever como em (2.4):

At

Py (2.27)

onde

.= w2 Atz

Os autovalores de A neste caso sao dados por:

2- 2-
Ay e - 29#( 49) 1

2

Para que lk1,5[i1 => At< = logo At T

L, < —
crit— o
No caso de um sistema com varios graus de liberdade

T

At 7; (2.28)

. <
crit —

onde T e 0 periodo minimo do modelo discreto. Com esta condi -
cao,(2.28),pode-se garantir que a parte imaginaria de A existe

e a solucao e oscilatoria.
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2.3.4.3. METODO DE NEWMARK

Neste metodo desenvolvem-se os deslocamentos e velocida
des em séries de Taylor, sendo os restos calculados aproximadamenteem
funcao de dois parametros livres que sao fixados a posteriori a

fim de garantir que o metodo seja estavel.

Desenvo]vendo-se U, 1 € gn+] em torno de u, e gn respectivamente:
, . At

Unsl = Up + AT U, JO (at-r)t(r)dr (2.29)

. . (At

Upoqp = G+ JU i(r)dr (2.30)

resolvendo-se a integral de (2.30) aproximadamente, supondo que
a aceleracao e uma funcao seccionalmente conhecida, no intervalo

de 0 a At, Fig. 2.1, tem-se®:

i(of

Fig. 2.1.Integracdo Aproximada

AL )
JU i(t)dt = (T-v)at U+ oy At (2.31)
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Procedendo-se da mesma forma para o calculo de (2.29),
obtem-se:

At
IO (At-t)i(t}dr = (% -B)At? i, + B A2 U -4 (2.31)

Substituindo-se (2.31) em (2.30) e (2.31) em (2.29):

(2.32)

. _ . - 1 2 T :
Unsl = Yp + Bt U+ (5 -B)At? U+ B At2 U 4

+ (T-y)at U + v at (2.33)

Yni1 T Yy Unst
De posse das equacoes (2.32) e (2.33) e colocando-se o

sistema (1.1) no tempo t+At:

MU + C e + K Yni1 = Bni (2.34)
pode-se chegar a seguinte re]agao de recorréncia:
[K+a Mea, Cluy qo= P ooy + Mla u +a, 0 43,0 T +
+ C[a.u %augn+a5§nj (2.35)

1-n

onde:

[
B
e

——

<
~

L

Como se ve em (2.35) o método e implicito, uma vez que

ha necessidade de se fatorar a matriz R=5+a0ﬂ4alg.

Assim, como se viu anteriormente em 2.3.4.2, desacoplan
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do-se o sistema (2.34), pode-se estudar o comportamento do algo-
ritmo de Newmark, fazendo-se estudo da estabilidade de uma das

equacoes desacopladas.

Considerando-se 0 sistema nao amortecido abaixo e as

relacoes (2.32) e (2.33), e colocando-se na forma de (2.3) tem-

se:
“riat * 0% Ytiat T Praeat
. ) ( u )
Ut iat t
ClUiap p= A O e L (2.36)
Uty At o} g |
Sendo
1 At Atat% -g) 2
A= |ya/at Tenle-y)  atD{l-y)ia(s- D1| L - (L8 L
A= Y Y Y 2 ~ T YAt
-Q/At? -0/at -Q(-]Z -B} B
L — - € J

Calculando-se os autovalores de 5:

2
1+l6- ply+ )1ati (I8~ glye 5) Joz+a)y'’?

1%39

Para que |A1,2l=1:

Te{14208- v+ 2 TI0e[B+B2-Bly+ 2)102 = 1428008702
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Igualando-se os termos & e Q?; tem-se:

1+ 28 - (y+ %) _2p => Y.J? | (2.37)

B+ B2 - Bly+ 5) = 8 => B(§ -y) = 0

Logo, com y:'% ; garante-se que os autovalores tem madg

lo unitario. Para que a solucdao seja oscilatoria (b>0):
1 . 'I 2 2
(8- 7 (y+ ?) 122 + 0 > 0

para y= % :

£(2) = (8- )02 + @ > 0 (2.38)

A expressac a esquerda do sinal de desigualdade, repre-

senta uma parabola que tem por raizes:

-
0 = - —
8- 7

Como Q=Q2At2>0, para que f(Q)>0, tem-se que,para qual-
guer valor positivo de‘g; Q, devera ser sempre menor que‘zero co

mo mostra Fig. 2.2.

Para que ocorram as condicoes acima citadas, e necessario

que:

| C 142
B>z (y+ ?) (2.39)
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’f(xx)

Fig. 2.2

Com as condicoes (2.37) e (2.39) garante-se que o meto
do nao introduz amortecimento artificial e e incondicionalmente

estavel.

Variando-se os valores de g, obtem-se os métodos:

B = % - Fox e Goodwin
B = % _ metodo das aceleracoes lineares
B = % - metodo das aceleracoes medias

Dos erros comentados anteriormente no item 2.3.3 © me-
todo de Newmark com Y= % nio introduz erros nas amplitudes e o

erro no periodo e mostrado na Fig. 2.4.
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CAPITULO III

ALGORITMO DE DIFERENCA CENTRAL

3.1. INTRODUCAO

Apesar de ser condicionalmente estavel quando aplicadoa
problemas lineares, a facilidade de imp]ementacéore 0 custo com-
putacional, sugerem o emprego do algoritmo de difereng¢a central
a sistemas nEo 1ineares; sobretudo em problemas de propagacao de
ondas, onde o intervalo de tempo a ser utilizado ja e, por defi-

ni¢ao, relativamente pequeno,

Como serda visto mais detalhadamente no proximo capitulo,
0 estudo da estabilidade quando se trata de problemas que envol-
vem algum tipo de nao 1inearidade; deve ser feito definindo-se es
tabilidade na energia. Estuda-se nestes casos, para um determina

do algoritmo, como a energia de um sistema em um certo instante,

se comporta em relacao a energia do instante anterior.

3.2. ESTABILIDADE

A forma mais simples de se fﬁ;er o estudo da estabilida
de na energia para o algoritmo de diferenca central & partir do
sistema de equacdes de equilibrio dinamico; pre-multiplicado por
um vetor de velocidades. Desta forma podé-se verificar como a
energia total em um determinado tempo “t+At" & Timitada pela ener

gia total do tempo “t".

Virios autores''»'7 fizeram este desenvolvimento, che -
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gande a resultados contraditorios.

Belytschko, Holmes e Mullen'’, consideraram grandes des

locamentos e Park!'! aborda apenas o caso de nao linearidade fisica.

0 desenvolvimento aqui apresentado e que pretende escla
recer melhor este procedimento e feito para materiais elasticos

nao lineares.

Sendo o sistema de equacCes:
+ Fluy) =0 (3.1)

e, definindo-se:
- 0 vetor de deformacoes como

e=Bu (3.2)
-- 0 vetor de forcas equivalentes ao estado de deformacao atual co

mo:

Fu) =) 8T g ay (3.3)

sendo ¢ 0 estado de tensoes.

Sabe-sells17 que a frequéncia maxima, w tem a  se-

max?

guinte limitacao:

G KU, UM (3.5)
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tomando-se a equac?a'o (3.1) emultiplicando-a por 9t=(9t+m‘9t-at)/2“=
tem-se: '

- T o e T

G N Gy e g Flug) = 0 (3.6)
devido a simetria de M pode-se afirmar que:

- T s d 1 T . d

up My = gg (g ug WUy = gg (Ty)

. .- A n I < d
sendo T, @ energia cinetica no tempo "t". Aproximando-se TF (Tt)
por uma formula de diferenca central:

Ty s o-T,-

At

I
t

mite-se que exista uma funcao potencial, ¢=¢(e), tal que a ener-

No desenvolvimento do termo g E(gt) da equacao 3.6 ad-

gia de deformacao, seja definida como:

U = JV ¢(e)dV

Expandindo-se ¢(§t+At) e ¢(§t-At) em serie de Taylor em torno de

¢(5t) tem-se:

. ¢ 30 T, 1538 T
¢t+At' ¢y * d€E Ae=UA§1 *t 2 dg A€=0A§1A51 (3.8)
- 3¢ T, 12% T
Pt.at T 9t T Be A§=QA§2 T A§=9A§2AE2 (3.9)

integrando-se (3.8) e (3.9) ao longo do volume e notando que

29 . 0,, Tem-se:
a_‘t “'t
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o0
Urat = Ue Jv 91(5t45t'§t)dv + %Iv(gt+ﬂt'§t) sgi'(5t+at'§t)dv
o | | | (3.10)
T 1 9
Yeont = Vg - Jv e ?IV(Et'Et-At) 75, (EtEtoat)
- - | (3.11)

Subtraindo-se (3.10) de (3.11) e dividindo-se por 2At:

U U

t+at” Tt-At 1

= {1 (e -c )T
ZAt T O2At y ~t+At Tt-AT

;gt dv +

30

1
?jv[(gt_gt-at) 3E, (Etaptet) -

le]

- et Egi'(ﬁt'gt-at)]dV} (3.12)

Substituindo-se (3.2) e (3.4) em (3.12) e rearranjando-

se 0s termos:

U u

L -u. T -Uu
teat”t-at T Cat Steat Pty YeaatYe
7t - Ut Jv B o dV v g — ) Ko=) -
at e ¥eaty L St Ytoat
'jr(-“K————) E@——Ef——) (3.]3)

o termo do lado esquerdo da igualdade e uma aproximacaoc para

U,=(u

t u

/2Aat. Uma outra aproximacao possivel seria:

t+At” t-at)

0 - Ytint/27Veoats2

t At

(3.14)
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Substituindo-se as relacoes (3.3) e (3.14) em (3.13),0b

tem-se:

u, ,,.-u, T u -y
' at Steat ™V, Yteat Ve
g Fug) = 5 Wepeyo Ve pey2) - T ) KR
- At T
T (up-uy_ at) Klug-up ) (3.15)

e agora, (3.15) e (3.7) podem ser substituidas em (3.6) para dar

1 1 . _
At (Tt+at/2 t- At/Z) EF'(Ut+At/2“Ut-At/2) -

_ot deatle)T | Searty)
=7 ) M

t Y Yeoar T UtYilat
(CEItAt) bt

(3.16)

De posse da relacdo {3.5) e sabendo-se que o ultimo ter

mo de (3.16) e sempre positivo definido, tem-se:

Teinty2 = Teent/2 * Yeiagye ~ Y

t-at/2 =
At2
< w2 T,
- 2 tmax t+at/2
ou:
(- “?‘ t )Tt+At/2 *Upiatz2 S Teoptye + Yeoaty2 (3.17)

Numa tentativa de se “limitar energia total em um determi

nado instante, pela do instante anterior, ou seja, para que:
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T + U

T t-At/2 t-At/?

+ U

t+At/ 2 t+at/2 =

deve-se garantir que:

AtZ 2

ou:

(3.18)

max

gque e uma estimativa para o limite de estabilidade do algoritmo

de diferenca central, para materiais elasticos nao lineares.:

No caso nao linear para se garantir a estabilidade durante todo
0 processo, esta frequencia maxima do modelo discreto, tem que ser

a maxima frequéncia local encontrada em todo o dominio 0<t<T.

Procedimentos de integracao explicita com intervalo de
tempo variavel tem sido propostos por diversos autores,entre eles

Park e Underwood®!»37,

No presente trabalho ndo se fara nenhuma consideracao
deste tipo, tentando-se apenas, atraves de exemplos numericos, co-
Ther dados sobre os atrativos do metodo quando aplicado a proble

mas nao lineares.

3.3. UMA APROXIMACAO PARA ) g

Varios autorest?»'7,%%,22,23 gygerem uma aproximacdo do
intervalo de tempo critico do problema linear, baseado no menor

tempo que uma determinada onda leva para se propagar entre dois
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pontos nodais de um elemento.

Holmes e Belytschko!®, provam que para uma barra subdi-
vidida em elementos de comprimento "2" e com ambas as extremida-

des livres, que:

4
2_ = CZ
“n T 2%

sendo "“c¢", a velocidade da onda, dada por:

onde E e o modulo de elasticidade, p a densidade do material e

w o a mais alta frequencia do modelo discreto.

Desta forma, como At < % , pode-se dizer

crit

%
<2 (3.19)

Afirmam ainda que, se a barra for subdividida em elemen
tos de tamanhos diferentes, uma aproximac¢ao para @, podera ser

obtida, tomando-se para "4", o comprimento do menor elemento.

Se 0 sistema e constituido de uma malha de elementos de
campo de deslocamentos linear, os resultados numericos comprovam
que pode-se tomar "g" como sendo a menor distancia entre dois nds
consecutivos do elemento e “c¢", a velocidade da onda Tongitudi -

nal, que para casos de deformacdao plana, e dada por:

E{1-u)
C=\/p(1+u)(LTJ-2u) (3.20)

sendo u o coeficiente de Poisson.
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Baseados também, em dados empiricos, sugerem que para ele
mentos quadraticos, se multiplique o valor encontrado para At< %

por um coeficiente vy.

No trabalho de Chang et al2® o valor de y e sugerido va
riar entre 0.2 e 0.6 para elementos quadraticos e de 0.9 a 1.0 pa

ra elementos lineares.

Nos exemplos analisados no final do capitulo, faz-se uma
comparacgo entre os intervalos de tempo em funcac das frequ&uﬁas
calculadas para o modelo discreto e o valor desﬁe intervalo, em
funcao do tempo que uma onda longitudinal leva para percorrer o

elemento.

3.4, VERIFICACAO DA INSTABILIDADE

Neste item, procura-se tecer algumas consideracﬁes so-
bre um tipo de instabilidade numérica que pode ocorrer em proble
mas nao lineares bem como a forma de alertar ao usuario se em al
gum instante da analise esse tipo de instabilidade perturbou os

resultados obtidos.

Isto se fa; necessario, uma vez que em estruturas de
comportamento vibratorio envoilvéndo materiais elasticos nao linea-
res ou inelasticos, esta instabilidade pode ser mascarada, n$0
sendo desta forma, tao facilmente detectada. Shantaram2?2 afirma
que, problemas deste tipo, podem ocorrer com materiais dissipati

vos como 0 solo ou metais elastoplasticos.

Nestes casos, a energia gerada pela instabilidade nume-
rica pode ser dissipada e os deslocamentos podem nao crescer sem

limites, gerando respostas aparentemente bem comportadas mas com
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erros que podem atingir a mais de 100%.

Este tipo de instabilidade e chamado de instabilidade 1i
mitada (arrested instability) e um exemplo ilustrativo e mostrado

na Fig. 3.1.

Neste exemplo, em gue At calculado para k=9x10°% e:

crit

2

®max

At =-0.00106

crit -

ocorre uma solucao "instavel® para At=0.0071.

Neste caso, em que o material nao e dissipativo, a dissi
pacao de energia, que manteve a resposta limitada, deve-se a pro-

blemas na aproximacao da curva nao linear.

No Apendice A, esclarece-se melhor o erro cometido nesta

aproximagao.

Em vista da dificuldade de se detectar este erro e de co
mo se precisar o intervalo de tempo critico numa analise nao 1i-
near, Belytschko, Chiapetta e Bartel"® propuseram que se verifi -
casse a "identidade fundamental da energia", que todo problema de

valor inicial deve satisfazer,ou seja, dado o problema de valor

inicial

Midy + EQup) = P(t)
€,

u(0) = 0

a(0) =0

entao, como E0.= 0
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e,
Et = Tt + Ut
sendo:
Et - a energia total no tempo t
T, - a energia cinetica no tempd t
Uy - a energia de deformacao no tempo t
wt - o0 trabalho mecanico das forcas externas durante o intervalo
(0,t)

A energia cinetica e calculada como:

T, =

. T
t t

% ug M gt
Partindo-se da equacao (3.10) definiu-se a "energia in-

terna discreta" como:

_ _ 1 T . .
Ut+At = Ut + 5 JV Agt(gt+at+gt)dv (3.21)

sendo Ae, @ variacac da deformacao durante um intervalo de tempo,

isto e,

BEL = €tapt T Et

A equacao (3.21) representa a integracao trapezoidal da
curva tensao-deformacao nao linear.

Substituindo as equacdes (3.2) e (3.3) na equacao (3.21),

tem-se:

+F

, _ -] . _
Upsat = Ye * 7 Wgiae o) (EpiaetEy)
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e, da mesma forma:

1 P .iP

W 7 (Upiat U (Pyiat*Py)

teat = Mt *
Admitindo-se um sistema nao amortecido e que a energia

inicial e nula; e, chamando-se de residuo de energia a

entao se este valor nao for nulo, mas for menor que uma certa por
centagem da energia total, admite-se que o valor encontrado deve
se a algum erro de arredondamento ou integracao, caso contrario,
admite-se que houve geracao de energia devido a uma instabilida-

de numerica.

A verificacao do balan¢o de energia sugerido, toma en-

tao a seguinte forma:

Se E_ =10 s R <pgeE

0 : ~ t
ou,
E.-W
A - %L _ E t . g (3.22)
t t

sendo B a tolerancia adotada.

Belytschko, Chiapetta e Bartell*® sugerem que se faca es
ta verificacao cada 1000 ou ate 5000 intervalos de tempo e que,
o residuo de energia nSo ultrapasse a 2% da energia total, isto
- e, B<0.02, sendo Ut e wt calculados a cada incremento de tempo e
a energia cinetica calculada quando se efetua esta verificacao.

Pelos exemplos analisados concluiu-se que compensa fa-

zer esta verificacao de 10 a no maximo 500 intervalos de tempo,
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dependendo do problema em questao, uma vez que o esfor¢o numerico
dispendido no calculo da energia cinetica e no valor de A, nao &
excessivo, principalmente se comparado ao esfor¢o desnecessario a
ser gasto, quando ao fim de 1000 intervalos de tempo fosse identi
ficada uma instabilidade. Um outro aspecto que justifica esta op-
cao,-é o fato da energia gerada pela instabilidade poder ser dis-
sipada. Assim, ao se fa;er um numero menor de verificacdes, corre
se 0 risco deste teste estar sendo feito em pontos onde o valor de

A satisfaz a equacao (3.22).

No entanto, como e constatado no Exemplo II, em tempos an
teriores pode-se encontrar valores de X muito superiores ao permi

tido.

3.5. EXEMPLOS

Foram analisados tres exemplos tipicos:

- simu1ac§o de cravagao de uma estaca

- trelica espacial sugerida por Noor e Peters

- estado plano de tensoes com discretizacao por elementos
finitos isoparametricos, com equacao constitutiva elas-

toplastica.

3.5.1. ExempLO 1

0 primeiro exemplo analisado, corresponde a simulacao
da cravacao de uma estaca. Suas caracteristicas, bem como, os pa
rametros das curvas nao lineares do solo e o carregamento exter-

no, estao apresentados na Figura 3.2.



36

| - lp{t)

] m =0.068 Kips.s%/in
E, =458,4 Ksi
. 2
my =0.0024 Kips.s /in
L2 | Ez =312,5 Ksi

[ sz

IR TODOS OS ELEMENTOS DE 3 A I3

R A=9,8I7 in?
E=30x10 Ksi

-6
P=074x16 Kips.&/in’

\X\\\\\\\\\\\\\\\m\\\\\\\\\\Vj

;|

R. Rp P(t)
4 (Kips) } (Kips) $Kips)

25.p--- 339,37 - - —
83f——--—-~

1 1
| 1
ulin) 00002 0,0008 0,001

[+

Figura 3.2

A estaca foi discretizada em 12 elementos de trelica e

foi encontrado para periodo fundamental, 4.696x10-2s e para pe-
riodo minimo, 1.3512x10-s. Dessa forma At_ .= — = 4.301x10""s.

A aproximacao deste intervalo de tempo, em funcio da ve

locidade de onda; como dado no item”3}3-é:
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Figura 3.3
Kf‘='Atcrit.='4,778x10'“s . para & = 96m:

Foram feitas comparagoes para os seguintes intervalos de

tempo: 0,000125s; 0.00025s; 0.0004s e 0.0004301s.

O0s graficos apresentados nas Figuras 3.4 e 3.5, mostram
0s deslocamentos na extremidade inferior da estaca e as forgas na
barra 3 respectivamente,.

O0s resultados de deslocamentos e forcgas para o0s interva-
lTos de tempo de 0.000125s e 0.00025s, forneceram a mesma aproxima
cao e para At=0.0004s, forcas e deslocamentos foram praticamente

coincidentes com os dois primeiros. Para At=At =0.0004307s os

crit
resultados de deslocamentos parecem satisfatorios ate At=0.06s, a
partir dai, comecam a crescer sem limites. No entanto, para for-
cas, a so]uc§0 ja comeca a se deteriorar entre 0.04 e 0,05s,

0 valor de X permaneceu menor que o permitido (0.02) ate
At=0.05s. A partir dai, assumiu valores inaceitaveis ate o final
do processo (Figura 3.3). Conclui-se dai que o criterio adotado,
detectou a instabilidade.

Numa tentativa de.se avaliar a eficiéncia do processo fo
ram medidos os tempos de processamento {C.P.U.) obtidos com X cal

culado a cada 1,10 e 100 intervalos de tempo; em relacao ao tempo

de C.P.U. quando nao se faz verificacao de .
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Sem Verificacao 1,0

Verificacao a cada

1004t 1,03
104t 1,05
18t 1,08

3.5.2. ExempLo 11

0 exemplo analisado a seguir, e uma trelica espacial com
deslocamentos impedidos nos extremos e com quatro cargas _iguais,
aplicadas nos nos centrais, como mostra a Figura 3.6. Este exem -
plo foi sugerido por Noor e Peterszé, embora os resultados aqui ob
tidos, nao possam ser comparados com os do trabalho acima citado,
uma vez que este considerou n§0 linearidade fisica, e neste caso,

considera-se somente o problema da nao linearidade geometrica.

>

CONVENGAOD

——

- — —

E =7,17x10%/mE

P =2768 kg/m® T

Figura 3.6
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0 menor periodo de vibragdoc linear da treliga e:

-3
T, = 5.98x10°"s

T

- .= -3
dessa forma, Atcrit'“ - 1.91x10"°s.

Fazendo-se a aproximacao para o intervalo de tempo, como

citado no item 3.3 e que estabelece:

— _ 2 5

e tomando-se por & o comprimento da menor barra, o valor encontra

do e:

At = 0.982x10°%s

Pode-se notar, que este & um valor conservador, comparado com 0

limite de estabilidade do problema linear.

A seguir, apresentam-se nas Figuras 3.7, 3.8 e 3.9 0s
deslocamentos verticais do no 21 e das forcas na barra 29 e 21 res
pectivamente. 0Os resultados obtidos com At=0.0002s e At=0.0018s,
sao praticamente coincidentes. Com At=0.00195s, que e um interva-

lo de tempo Tigeiramente maior que At para deslocamentos, ob

crit?
teve-se um resultado que poderia ser considerado satisfatorio, no
tando-se uma ligeira discrepancia a partir de 0.6s. No entanto, o

erro nas forcas, e logo, nas tensoes nas barras sao inaceitaveis.

A Figura 3.10 mostra o valor de X descrito no item 3.4.
Ate 0.6s, este valor e praticamente nulo para os .intervalos de
tempo 0.0002s, 0.0018s e 0.00195s. A partir de t=0.4s, o valor de
A para At=0.00195s comega a crescer atingindo valores da ordem de

0,98 oque significa um acréescimo de 98% da energia em relacao ao
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passo anterior. Como o material nao e dissipativo o decrescimo de
energia mostrado na Figura 3.10 deve-se provavelmente a erros na
aproximacao da fun¢ao nao linear. Quando ha enrijecimento, o erro

na integracao se torna mais grave,

Da mesma forma que no exemplo anterior, fez-se a verifi-
cacao do valor de )\ a cada 10; 50 e 100 intervalos de tempo e ob-

teve-se para 600At a sequinte relacao entre os tempos de C.P.U.:

Sem Verificacao 1,0

Verificacao a cada

100At 1.068
50At 1.075
10at 1.09

3.5.3. ExempLo 111

Tentando esclarecer melhor o comportamento do metodo da
diferenca central quando aplicado a problemas que envolvem plasti
cidade, analisou-se um caso simples de estado plano de tensOes,uti
lTizando-se um unico elemento isoparametrico quadratico, com esque

ma de integracao numerica de Gauss de 2x2.

A equacao constitutiva e elastoplistica e o critério ado
tado e o de von Mises. A figura 3.11 apresenta o problema, bem co

mo suas caracteristicas.

Para o periodo minimo encontrou-se:

—
1l

0.1045s para matriz de massa discreta e,

—
n

0.0695s para matriz de massa consistente.
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Ny
e, Atcrit = .= 0.0332s
T
n, .
Atcritz'z = = 0.0221s
YV
! 2m
4 i>__
] —- & . ]
7 — 3 5 8
7 —_—
E — §>2 7e
~ _
A
7 - 3>_| 4 6 -
7 P(t) X,u
P(t)ton
®) T =50000t/m®
150.0 00 02
A =0.
. - E =10°t/m®
006 02 t(s)
P =2010t/m®
- Figqura 3.11

0 tempo gasto para que uma onda longitudinal atravesse o

etemento, e dado pela formula:

e

sendo g a menor dist?ncia entre dois nos consecutivos. Para ele-
mentos quadrﬁticos; como foi visto no item 3.3, 0o coeficiente v
foi sugerido variar de 0.2 a 0.6. No exemplo analisado, o valor
de y=0.7, d3 uma boa aproximac§0 do intervalo de tempo critico pa

a matriz de massa discreta e y=0.5 para a consistente. Assim, uti-
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lTizando-se a relacao (5.3.1), encontrou-se
At = yx0.0435
0.7 => At

Para v. 0.0298s

1]
1t

Para v = 0.5 => At = 0.02125s

A Figura 3.12 apresenta a historia no tempo do desloca-
mento hori;onta] do no 7, para intervalos de tempo 0.003s, 0.01s
e 0.025s, utilizando-se matriz de massa discreta. 0s resultados
obtidos com 0.003s e 0.01s foram praticamente coincidentes, ja a

solucao com At=0.025s apresentou resultados desastrosos.

0 coeficiente A, mostrado na Fig. 3.13, tambem neste pro

blema detectou a instabilidade de forma satisfatoria.
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CAPITULO 1V

ALGORITMO DE NEWMARK

4.1. INTRODUCAO

Comentou-se no capitulo II, que o Metodo de Newmark
(y= % e B> % (v+ %)2),-5 incondicionalmente estavel quando apli-
cado a sistemas estruturais dinimicos lineares, e e um dos mais
utilizados na pratica.- E natural, que se queira avaliar seu de-

sempenho quando aplicado a sistemas de comportamento nao linear.

0 estudo da estabilidade neste caso,.ja nao pode ser fei
to como no capitulo II, uma vez que a propria aproximacao dada pe
1o processo iterativo - tipo Néwton-Raphson, por exemplo - para
solucao das equacOes nao lineares, influi decisivamente nesta es
tabilidade. Varios autores tratam este temal®»1%:2"s2% chegando

as vezes a resultados divergentes.

No presente trabalho faz-se uma abordagem do metodo se
gundo Hughes*®s?® e Belytschko e Schoeberle?", por se entender
que a definigao da estabilidade como 1imitac§o da energia do sis
tema, parece ser a mais adequada. Tenta-se esclarecer alguns as-
pectos do comportamento do algoritmo em questao, quando se usa

para a aproximacao da nao linearidade, a rigidez tangente ou o

tratamento como pseudo-forgas.

4,2, CARACTERISTICAS GERAIS

0 problema de valor inicial a ser resolvido, & do tipo:
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Mid+Cu+ F(u) = P(t) (4.1a)

com as seguintes condicoes iniciais:

(4.1b)

As matrizes, M, C, u, U e U sdo definidas como no capitulo II,es
tando a nao linearidade contida em F(u). Assume-se que haja uma
au

funcao escalar, U{u), energia de deformagcao e que F.= T sendo
. . ;

u, e F., componentés de u e de F(u} respectivamente.

Fazendo-se o prbduto escalar de (4.1a) por Q e integran
do-se de zero a t, pode-se mostrar que o problema de valor ini-
cial (4.1), satisfaz a seguinte identidade de energia:

t
[-0"(2)C d(r)+d" (1)p(x) Jdr (4.2)

E(Etaét) = E(UO’!O) + JU

onde

Et=E(ut,ﬂt)=T(ﬁt)+U(u sendo Tt=T(Ot) e Ut=U(ut)

o s
a energia cinetica e energia de deformacao no tempo t, respecti-
vamente. Pode-se notar de (4.2) que a parcela que envolve a ma-
triz de amortecimento, tende a dissipar energia, uma vez que C e

positiva, semi-definida e a parcela devida a P gera energia.

Se (=0 e P=0 a energia total se conserva e tem-se que:

m
i} '
m

(4.3)

Hughes®® faz o estudo do algoritmo de Crank-Nicholson
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aplicado a um sistema de equag¢oOes nao lineares de primeira ordem,
e prova que, independente do tipo de nao linearidade, o algorit-
mo € estavel e converge. Mostra tambem que a regra trapezoidal
(Newmark com o= % e B= %) e equivalente a este algoritmo estuda-
do (Apéndice B). A estabilidade definida desta forma, nao e apro
priada a problemas de dinamica estrutural, uma vez que desloca -

mentos e velocidades, crescem exponencialmente com o intervalo de

tempo.

Surge entao, a necessidade de uma definicao mais rigoro
sa de estabilidade, e para tal, define-se "estabilidade na ener-
gia", uma vez que a energia pode ser tomada como uma norma equi-
valente § soma das normas dos deslocamentos e velocidades. Assu-
mindo-se que a energia em um determinado instante, e limitada pe

la energia no instante anterior da seguinte forma:

E < (T+cat)E, (4.4)

t+at

pela desigualdade de Gronwall (Apéndice B); com:

1 0
b, = ncat
tem-se:
, ncat
Eerat S © Eo (4.5)

Dessa forma, a energia cresce exponencialmente com o in

tervalo de tempo, como mostrado no Apendice B.

Hughes®® sugere entao que, b, nao seja uma constante, e

sim, uma fungao de At, de tal forma que:
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a) b, - 0, quando At - 0

b) cAt ~» c,, ¢, €[-1,0], quando At » =

Das condicﬁes (a) e (b) e da desigualdade (4.5) pode-se
notar que, para pequenos intervalos de tempo, a energia € assin-
toticamente conservada e para grandes intervalos de tempo, esta
energia nao sera amplificada. Se ¢,=0, o algoritmo & assintotica

mente conservativo.

4.3, VERIFICACAO DO FQUILIBRIO DINAMICO - RIGIDEZ TANGENTE

Em geral, nao e possivel resolver (4.1) exatamente, de-
vido a parcela nao Tinear contida em F(u). 0 que se faz & resol-
ver (4.1) aproximadamente, por um processo iterativo encontrando

se um sistema de equacgoes da forma:

. 7 : . 7 . _ _ e
Bleae O Upapr * Elug ) = POE) - Fippy (4.6)
onde Ei#at'é o vetor das forcas nodais desbalanceadas. Surge en-

tao, a necessidade de um processo iterativo, para diminuir o efei
to de fe na solugcao geral. Na analise dinamica nao linear, este
processo se torna imprescindivel, uma vez que a estabilidade do

algoritmo esta relacionada com a medida deste erro.
0s procedimentos iterativos normalmente utilizados sao:
- o Metodo de Newton-Raphson

- o Metodo de Newton-Raphson modificado.

No Metodo de Newton-Raphson, a matriz de rigidez-é cal-
culada a cada iteracao, o que torna o processo muito dispendioso.

No metodo de N.R. modificadp; a matriz de rigidez permanece cons-
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tante a cada incremento, e a convergencia pode ser lenta, ou 0
processo iterativo pode ate mesmo divergir. Para tornar este me-
todo mais eficiente nos casos de convergencia lenta, varios es-
quemas aceleradores foram propostos. 0 acelerador de Aitken e um

dos esquemas frequentemente utilizado?®,

Uma forma alternativa para o criterio iterativo de N.R,
sao os metodos quasi-Newton. Um destes metodos e o BFGS (Broyden-

Fletcher-Goldfarb-Shanno).

No presente trabalho, a iteracao para o equilibrio dina
mico & feita com a matriz de rigidez constante durante cada in-

cremento, como exposto por Ebecken®®.

4.4, DISCRETIZACAO DA ENERGIA

Para simplificacao das equacoes da energia discreta,uti
lizou-se o algoritmo de Newmark com a= % e B:'% {regra trapezoi-
dal), ficando as aproximacoes para deslocamentos e velocidades ,

da seguinte forma:

| LAt .
Utoat - Y = 7 (g agtiy) (4.7a)
- At .

Upiar - Y = 7 (U aqmUy) (4.7b)

A identidade de energia descrita em(4.2) pode ser escrita, como:
Eyo= Eug,dy) = Ty o+ Uy (4.8)

logo,

Etant” Bt 7 Teaae” Tt * Ygaar Ut (4.9)
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sendo

(4.10)

o+ —
=
13 =]
o+ —

Expandindo-se a energia de deformacac em serie de Tay-
Tor finita e substituindo-se (A.3) (Apéndice A) e (4.10) em(4.9),

tem-se:

o T Ty . 1. T
BEL=Ee ae Bem 7 (Upap U MO0 ot 0) + 5 Uy

)[F( Yty At)+E(Et)]+(!I+At_91)§t(!t}ﬁt'gt) (4.17)

De posse das relacodes (4.6), (4.7a) e de (4.11) pode-se

afirmar que:

pt T T
B¢ = (g i) [Py g R (ES  FD-Clig i)

o SECHIE NG (4.12)
Colocando-se (4.12) em funcao da energia inicial E,
s Bt O E {(“t TS L1 e R At

+(FE '+F )+t S, (4 Up, a0 )] (4.13)

~t+At -t

Os dois ultimos termos de (4.13) representam os erros de
vidos aos efeitos nao lineares. Fazendo-se iteracoes, o termo que
envolve Ee, pode ser controlado, mas a parcela que envolve S, fi

ca definida, uma vez determinado o intervalo de tempo. A menos
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dos dois termos citados no paragrafo anterior, pode-se notar que

(4.13) e uma forma discretizada da identidade (4.2). Como,

U -u
~t+At =T
S e T T
entao:
ot E oL+ P, - 4P )-C0, 4,01}
i} 20 ~t At <t ~t+ At t t+At ~t 2

pode ser visto como a integracdo trapezoidal das integragoes con

tidas em (4.2).

4,5. ESTUDO DA ESTABILIDADE

Na desigualdade (4.4) pode-se supor que para um determi
nado At fixo, l+cAt=C, sendo C uma constante pouco maior que "1,

ou seja:
C - 1.0 << 1

Assim, pode-se escrever (4.4) da seguinte forma:

+ U < C(T

T trAat =

t4ut) (4.18)

t+at
Substituindo-se (2.33) com y= % em

A .T M i

Teiat = 7 Yeaat M Ueint

tem-se:
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teat = Vgt 7 U MU el =5 g M(

U At t U, At+ut) (4.15)

Desenvolve-se o primeiro termo de {4.14), sendo Ut%At

discretizado como no apendice A para obter:

TR TR [N PO At =T oo oy
TeattVeiat™Vet 7 8 (Fpag B )+ Ty o Uy MU vl )+

+ g (i M, ) (4.16)

Somando-se e subtraindo-se AuT M

ug M(Ug At +li,) e rearranjando-se o0s

termos, tem-se:

T 1
BTe "BVt at ‘? U (Fyoaptt U ap)t 7 O (Ft+ﬂ Ug)+
2 -
R AGIETHICRIEREE SYCHIW
DM, 4, (4.17)
~t M IteAt St :
Substituindo-se as equacoes (4.6) e (2.32) obtem-se:
1 T £e e, At 1y ,T
ApoatWVpint= = 7 M (Fpaptfo)s g (8- (-
T

Se B= % , ooultimo termo de (4.18) se anula e pode ser escrito co

mo:

: _ _ 1 e

ATeiat teat

Au (F

Fazendo-se:
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[
Fo aup (FioaetFe) | < e(UeTy) (4.19)
. . ) 1 2]
lATt+At+AUt+AtI - 7 AU (Ft At Ft)l (4.20)

Uma vez que Et=Tt+Ut>0’ tem-se:

Tt%At + Ut%At < (1+e)(Ut+Tt) (4.21)
Comparando-se {4.21) com (4.4), pode se notar que se e=cAt e obe

decendo a condi¢ao (a) o algoritmo e estavel.

Pode-se tambem observar que se o problema for linear,
Ei At_fi_o e o0 algoritmo de Newmark com y= % e B= % conserva a

energia total.

Hughes?" prova tambem que para grandes intervalos de tem-
po, o método & assintoticamente conservativo e que para interva-
los de tempo intermediarios, a energia total & uniformemente 1i-

mitada, como pode ser visto na Figura 4.1.

Figura 4.1
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Quando se faz a discretizacao da energia total:

sendo Ut aproximado pela regra do trapézio, nao se pode afirmar

a priori que:

sera positivo. Neste caso, nao se pode gafantir que deslocamen -
tos e velocidades sejam uniformemente limitados. Contudo, para
materiais elastoplasticos e para os materiais mais utitizados na
pratica, Ut>0 0 que acarreta a 1imitac$o das velocidades e deslo

camentos.

Hughes'® tambem prova que, o estudo da estabilidade fei
to anteriormente, pode ser estendido para grandes deformacoes de

materiais nao lineares, definindo-se o gradiente de deformacdes

-

U e assumindo que o primeiro tensor de Piolla-Kirchoff P e

=
[§=vb]

funcao nao Tinear de H, de tal forma que:

4,6, CRITERIOS DE CONVERGENCIA

E usual, na major parte dos sistemas computacionais,uti
Tizar na verificacao iterativa do equilibrio dinamico criterios
de convergéncia baseados em normas euclideanas de deslocamentos.
Entretanto estes criterios devem ser usados cuidadosamente ja que
a obediéncia aos mesmos nem sempre implica na convergéncia da so

Tucao.
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No item anterior, comentou-se um criterio sugerido por

Belytschko e Schoerbele?" que consiste em satisfazer:

(1) :
(1)

sendo:

(i)

- Ei;at a forca nodal desbalanceada na iteracdo "i", do tempo

t+at

- fi a forca nodal desbalanceada no final do intervalo de tem
po anterior e,

- Uy aproximada pela regra do trapezio

Um outro criterio sugerido por Bathe e Cimento2®:“ con

siste em satisfazer simultaneamente a duas verificacoes:

pUi-1) _y (i-1)
P PeiaeFrane M Ugie Il - EToL (4.22a)
7 , max ~ — '
“ ET-ET"A «M U At”
e
a1 p e r LD 05D
= +AT ~t+A ~ ~t+A
—— , < ETOL (4.22b)
|AE (P SFo-M i)

TteatTitTE Ct

A primeiro delas, e uma re]acéo baseada nas forcas no-
dais desbalanceadas, onde toma-se a norma euclideana destas for-
¢as, ctalculada a cada iteracao, e no denominador; por problemas
de convergéncia; adota-se a maior norma ja ocorrida em tode pro-

cesso.
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0 segundo criterio, assemelha-se a um incremento de ener

gia, tambem calculado a cada iteracao.

Quando a nEo-]inearidade provoca enrijecimento, a pri -
meira verificacao deve ser mais rigoroéa, ja que nestes casos,as
forgas crescem muito mais do que os deslocamentos. Caso contrd -
rio, esta norma nao fornece 1nf0rmac5es a respeito dos desloca -
mentos e um maior rigor na verificacao de (4.22b) se faz necessa

rio.

FinaTmente como (4.22a) e (4.22b) tendem a zero 2 medi-
da que a resposta da estrutura se aproxima da solucao, Bathe e Ci.

mento sugerem que ambos os criterios sejam verificados.

4,.7. ANALISE DE RESULTADOS

0s criterios mencionados foram implantados no sistema
LORANE/NL, com a finalidade de testar alguns casos tipicos de si

tuagoes praticas.

Analisaram-se quatro exemp]os; e convencionou-se chamar
de critério I ao fornecido em (4.19), critério I1I ao descrito pe
la relacao (4.22) e de criterio III a norma de deslocamento:

7S I
lugiae = Yeiatl

: .
ugipell

. < DTOL

4,7.1. EXEMPLO I

0 primeiro exemplo analisado e o do pendulo simples su-
gerido por Bathe e Cimento?®>**., 0 pendulo foi idealizado como

um elemento de trelica com uma massa concentrada em sua extremi-
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dade, como mostra a Figura 4.2,

T :=4.13sec
\ At=0.l1sec
\ e°=90°
"g éo=0
e
o
s : .
o \ t(s)
=
on
c
o -7
e ETOL =10
o ETOL =10
-0} A e
. Figura 4.2

0 exemplo foi processado com intervalos de tempo 0.1s,
0.01s e 0.001s. Para o criterio II adotou-se ETOL=10-3, ETOL=10-7
e FTOL=10-"%. 0s resultados obtidos e que coincidem com a solucgao

dada por Bathe e Cimento*', estdo na Figura 4.2.

Nota-se a importancia da verificacao de ETOL neste exem

plo.

Para intervalos de tempo 0.01s e 0.001s o denominador da
express§0 (4.22a) forneceu valores muito proximos ‘de ze-
ro, nao permitindo a ap]icacao do criterio II com a uti]i;acaoda
precisao simples. Para o criterio I, nao se conseguiu convergén—
cia para At=0.01s e At=0.1s. Para At=0.001s e £=0.0001 obteve-se

a mesma solugao dada para At=0.1s, ETOL=10"7 e FTOL=10-".

- E importante ressaltar que no caso analisado, a solugao
que se vale do criterio de norma de deslocamento, efetuada com a
tolerancia de 0.007 (usualmente adotada como default) forneceu re

sultados inaceitaveis. Este problema nao foi contornado nem com

uma tolerancia de 10-7 como mostra a Tabela 1I.
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4,7.2. Exempero 11

Critério III Critério II
Tempo | pror=10-2 | pror=10-7 | ErOL=10"’
FTOL=10""°
0.5 71.4 71.4 71.3
1.0 17.1 15.2 13.2
1.5 -41.7 -49.6 -53.18
2.0 -84.0 -86.9 -88.02
2.5 -59.7 -80.1 -77.7
3.0 -13.2 -31.6 -25.3
3.5 37.8 34.9 43.0
4.0 62.5 81.6 85.1
4.5 48.3 86.1 82.8
5.0 38.9 46.7 36.8
Tabela 1
Criterio III Criterio I1
DTOL=10-2 | DTOL=10"7 ETOL=10-"7
FTOL=10-?
NO total ,
de Iteracﬁes '49 28] 286
Tabela 11

Analisa-se a seguir, o comportamento da viga bi-engasta

da cujas caracteristicas estao apresentadas na Figura 4.3.

Este e um exemplo tipico de enrijecimento da estrutura,

que ocasiona usualmente problemas de convergencia nos algoritmos
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iterativos.

+ 0in 0

-5
u =0,797(x 10 Ib s2/id

E 20,1 x10°% (b /in?

o ——————

Figura 4.3

A viga foi discretizada em 7 elementos como mostra a Fi
gura 4.3 e os periodos fundamental e minimo calculados para este

modelo de elementos finitos sao mostrados a sequir:

Te (s) T (s)
com iner-
cia de ro 0.17375x10"1 0.43511x10-*
tacﬁo
sem iner-
cia de ro 0.17366x10-1 0.32265x10"*
tacao

e, At = 1.385x10-°s {(com inércia de rotacao)

crit

At

-5 . - . —~
crit 1.027x107 s (sem inéercia de rotacao)

Foram utilizados os seguintes intervalos de tempo:
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- 0.00001s
- 0.00005s
- 0.0007s
- 0.0005s
- 0.001s

Para o intervalo de tempo 0.00001s, houve convergencia
na norma dos deslocamentos e, com a uti]izacao do criterio I com
£=0.00001. 0 criterio II, nao foi satisfeito para valores razoa-
veis da to]erancia. Para os intervalos de tempo 0.00005s e 0.0007s,
ha convergencia segundo os tres critérios quando se considera as
seguintes to]gréncias:

Criterio I => ¢=0.00005 e 0.005
Criterio II => ETOL=0.001 ; FTOL=0.0001
Criterio III => DTO0L=0.01 e 0.0001

Para At=0.0005s houve convergencia segundo o criterio I com
£=0.001.

A convergéncia, segundo o criterio II n§0 ocorre para ETOL=0.001
e FTOL=0.0001 e o uso do criterio III com DTOL=0.001 fornece uma
aproximacao melhor que com DTOL=0.01. Finalmente para At=0.00t1s,
os criterios I e II nao foram satisfeitos com valores normalmen-
te utilizados de tolerancia. Ja o criterio III nao detetou insta
bilidade quando se usa DTOL=0.001 porem,a partir de t=0.008s os

deslocamentos crescem indefinidamente.

A Figura 4.4 apresenta o resultado para deslocamentos pa
ra intervalos de 0.00001s, 0.0005s e 0.001s. Pode-se notar que
para At=0.0005s apesar de nao se ter uma boa aproximagao 0 resul
tado e estavel. Para At=0.001s tem-se uma fraca aproximacao ate
o tempo 0.007s e a partir dai, a solucao se instabiliza. 0 tempo

de CPU dispendido quando se emprega os criterios I e II medidos



A1=0.0000I s

______ At=0.0005s
eeseoee At=0.00Is

e
t(s) x1072

Figura 4.4
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relativamente ao tempo do critério [Il sao apresentados na Tabe-

1la III.
CRITERIOS
i 1,5
Il 1,9
111 1,0
Tabeia II1

4.7.3. EXeMPLO 111

0 estudo dos criterios discutidos anteriormente aplica-
dos a analise do comportamento dinamico ndao-linear de estruturas
em que ocorre instabilidade,e realizado com o arco da Figura 4.5

que foi analisado por Humphreys“? e Landau33.

—o ESTADO PLANO DE TENSAO PORTICO PLANO
m FORMULAGAO LAGRANGEANA o——o FORMULACAO LAGRANGEANA
GAUSS 4x4 ATUALIZADA
’ I
04t t q

A=bxh =in® R = 67.115 in

E=10410°1b/in ! h =10in

v¥=02 p— 1 R _b=L0in

-4 2 )

pe2.44,10 10585 | B =15°

q=2220.040056 Ib/in” H =2.287in

Figura 4.5
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Neste exemplo vale-se da simetria do problema utilizan-
do-se na discretizacEO 12 elementos de portico plano com formula
ch Lagrangeana atualizada (35 graus de liberdade). Para avaliar
a aproximacao do modelo e dos metodos de 1ntegrac§o,esc01heu - se
o valor de P=0.25, que corresponde a uma carga Superior a carga
critica e, apresenta-se na Figura 4.6 a historia da def]exao cen
tral. Nesta mesma figura sao apresentados tambem os resultados ob
tidos com a utilizacao na discreti;acao de 6 elementos isoparame
tricos quadraticos com formu1ac$o Lagrangeana. Finalmente mostra
tambem a mesma figura,a resposta pelo metodo da superposicao mo-

dal.

0 interesse da presente analise e motivade pelas discre
pancias ocorridas nas solugoes para as situacoes pos-criticas. Es

te exemplo foi processado com intervalos de:

- 0.000007s
- G.00003315s
- 0.00001s

Para o criterio I, utilizou-se tolerancias que variaram

de 0.000002 a 0.00071.

As solucdes sdo praticamente coincidentes fornecendo re
sultados precisos mesmo para a deformada que corresponde a defle
xEo central maxima que atinge cerca de 2.8H. Entretanto ao retor
nar a posicao correspondente a W=H (cerca de 140At) a so1uc$o e

interrompida por nao mais atender ao criterio.

0 criterio II nao foi satisfeito. Mesmo utilizando-se va
lores relativamente grandes para ETOL e FTOL, ndo se conseguiu in
tegrar mais do que 40At. Para DTOL=0.01 e 0.001 e para os inter-
valos de tempo de 0.000001s e 0.00003315s, o criterio II1 apre -
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sentou resultados coincidentes (Figura 4.6}, no entanto para
At=0.00001s e DTOL=0.07, o processo divergiu, sendo interrompido
(overflow) em 0.00215,.ou seja, quando a deflexao tende a atin-

gir o valor de H.

4.7.4, EXempLO IV

Analisou-se a seguir a estaca do Exemplo 3.1. Fez-se uma
comparacao para At=0,000125s, 0.0004s. Nas Figuras 4.7 e 4.8 apre
sentam-se os resultados para deslocamentos na extremidade infe-
rior da estaca e a for¢a na barra 3. A aproximacao dada para
At=0.000125s e praticamente coincidente com a so]ucéo por Dife -
renca Central com o mesmo intervalo de tempo. Para At=0.0004s a
solucdo para deslocamentos ja apresenta pequena defasagem em re-
1ac$o ao intervalo anterior. Para forgas, como indicado na Figu-
ra 4.8, a aproximacao no que diz respeito a defasagem e ampliitu-
de & razoavelmente bem comportada ate cerca de 0.03s. A partir des
te valor as solugoes apresentam comportamento bastante discordan
te. 0 criterio I foi utilizado com £=0.0001 e o resultado foi bas
tante semelhante ao obtido com o do criterio III, sendo DTOL=0.0001.
Comparando-se o tempo de processamento dispendido para se obtero
resultado com diferenca central, (A calculado a cada 10 interva-
los) e Newmark (adotando o criterio III e o mesmo intervalo de
tempo) a solugdao que se vale deste GUltimo & 50% mais dispendiosg
que a do primeiro. Com o criterio II, nio se obteve resultados,

por questoes de convergencia.

4.8, COMENTARIOS GERAIS

Pelos exemplos analisados concluiu-se que:
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- 0 criterio fornecido em {4.19) se aplica satisfatoriamen
te a problemas em que ¢ intervalo de tempo a ser utilizado e pe -
queno. Caso contrario, a aproximacgdo para Ut’ fica de tal forma

comprometida que a verificacdo sugerida, nao mais se aplica.

- 0s criterios indicados em (4.22) se comportaram muito bem
em problemas em que o intervalo de tempo e relativamente grande.
Com intervalos muito pequenos, surgiram problemas de convergéncia
e que em muitos casos, provavelmente se devem a uti]izacio de pre
cisao simples.

- Para o criterio I, foi comentado anteriormente no item

4.2 que:

¢ > 0 quando At - 0 , sendo g=A4tc

Pelos exemplos.analisados, pode-se considerar razoavel o

valor de e ser da ordem de 10-7 aproximadamente.

- Para o criterio II, os valores de ETOL e FTOL, possuem
maior faixa de variac¢ao, dependo do tipo de nao linearidade. Nos
exemplos analisados, conseguiu-se bons resultados com ETOL e FTOL

variando na seguinte intervalo:

10-*% < ETOL < 10-7 e 10-2 < FTOL < 10-°
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4,9, VERIFICACAO DO EQUILIBRIO DINAMICO. - PSEUDO-FORCAS

No procedimento de rigidez tangente a matri;'de rigidéz
efetiva, necessita ser atualizada a cada intervalo de tempo; para
ser entao decomposta e passar por um processo de retro-substitui-
¢ao ate que a convergencia seja alcancada para uma to]erancia pré

fixada.

Num outro enfoque sugerido porLStrickJinz?;_todos os ter
mos nEo-]ineares; sao colocados no segundo membro da equacao  de
equilibrio dinamico como-pseudo-qugas; evitando assim, a atuali-
;agEo e posterior redecomposicao da matri; de.rigidéz efetiva a
cada intervalo de,tempo; Neste trabalho Stricklin sugere que este
vetor contendo a parcela nao 1inear;.seja aproximado por uma ex-
pansao de primeira ordem em serie de.Tay]or; em torno do interva-

lo de tempo anterior.

Um procedimento semelhante foi sugerido por Hofmeister?3s,
que preferiu entretanto, adotar na estimativa do vetor de pseudo-
for¢as, uma outra aproximacao, inclusive de natureza iterativa, e

que & a adotada no presente estudo.

0 tipo de problema exposto por Hofmeister®®, que desper-
ta interesse, e o de uma estrutura de comportamento linear na qual
sao acopladas molas nao lineares, como um sistema estaca-solo por

exemplo. Nestes casos, o sistema de equagbes a ser resolvido:

Wltiat * & Yeant * (K YeaneKnlueine) Mot = Poant (4.24)
pode ser colocado na forma:
. ) . _ p*%.
[EO+Em(!t+At)]!t+At = Et+At (4.25)
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onde Eo-e a matriz de rigidez efetiva e K , contem os coeficien -
tes de rigidez das molas. Esta matriz sera diagonal, se as molas

nao conectam graus de liberdade entre si.

Utilizando-se o algoritmo de Newmark para a integracaodi

reta de (4.25), tem-se:
_ 1 ,
Ko = vaez M+ g b+ K (4.26)
1 1
Prant = Proat™Mger Yt yar Ut (?‘ -1y 1+
+Cl=b (B at-1)0,+ A48 _2)ii.3
At Ugt Ut TT Ut

e, (4.25) toma a forma:

U+1) 4 (1) . .
-}—(0 ut+ﬂt t+a’_\t [Iﬂ‘n(ut.hl_\t t+At i=1,2,...,] (4.27)

sendo Kn aproximado como se seque:

NP = 2NJ NI

Nerat = 2Nt - Mo (4.28)

1 ) 1 _
(K Yesnt! Weiat =
Pode-se notar que a equacaoc (4.28) corresponde a uma ex-

trapolacao linear das pseudo-forcgas.

0 critério comumente adotado no teste de convergencia,pa
ra dar termino ao processo iterativo, e uma relagao de normas eu-

clidianas dos deslocamentos, como a descrita no item 4.7,

Da mesma forma que, no caso em que se faz uma aproxima-
¢ao do vetor nao linear por rigidez tangente, o estudo da estabi-
lidade & baseado numa limitacao da energia. Assim, a expressao con

)=K'u +K

pant) =K Upo o +Kp(uy . 0), toma a forma:

tida em A}S; fazendo-se F(u
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1
Ut+At =U + ?-Aut[K Ups At+K u +I<m(ut At)+Km(u 1+

. aK ( 2 BKm (u2t
1 T Yt
*7T Aut[ u T ou il

e, 0 estudo da estabilidade, como feito no item 4.5, continua va-

lido, sendo:

€,

processo

IT.

(i)
et _ o . (i)
Froat = Proat - MUpat - K Et+At Km(ut+At

0 criterio adotado para verificacao da convergencia do
iterativo, € o mesmo da desigualdade (4.19}), ou seja
L

1
Fs .

e |
Froat *Egd| 2 e(UprTy)

Foram analisados dois exempios de interesse:

a simulacao da cravacao de uma estaca, sugerida nos exem
plos 3.1 e 4.4
modelo simplificado para a simulacao da interacac solo-

estrutura de uma estaca sob a acao de carga de onda.

4.9.1. ExempLo 1

0.0004s.

Para este exemplo fez-se uma comparacao com At=0.000125s e

Nas figuras 4.9 e 4.10 apresentam-se os resultados para

os deslocamentos na extremidade inferior da estaca e a forcga axial

na barra 3, respectivamente, que foram comparades com os resulta-
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dos obtidos pelo metodo de diferenca central e Newmark {com rigi
dez tangente) para At=0.000125s. 0s deslocamentos ebtidos com 0s
intervalos de tempo ana]isados; foram menores do que aqueles to-

mados como comparacﬁp;listO'pode.ser notado na Figura 4.9,

Para At:U.UDﬂTZSs; conSeguiu-se convergéncia com o0s cri
terios sugeridos em (4.19) e (4;23). Para At=0.0004s, os reSuTté
dos foram obtidos com o criterio (4.23),'uma_vé;'qge; nao. se coﬁ
seguiu convergencia para este intervalo de tempo com a verifica-

cao indicada em (4.19).

Para aproximacao de fqr;as; o resultado para At=0.000125s
@ praticamente coincidente com o obtido com o metodo de diferen-

¢a central e Newmark com o mesmo intervalo de tempo.

Para At=0.0004s, o resultado para forcas, foi de inicio
defasado daquele tomado como comparacao. A partir de um certo ins

tante (t=U.D3s) 0s resultados foram discordantes.

Como nos exemplos anteriores,'tomou-se 0o tempo de pro-
cessamento; como uma medida relativa do esfaorgo computacional.
Dessa forma, o tempo dispendido com o procedfmento em questﬁo com
At=0.000125s, medido com re1ac§o ao tempo gasto no metodo de di-
ferenca central com o mesmo intervalo de tempo (e com verifica -

cac do valor de X Feita,a-cada 10At) e:

(tCPU(D;c;)/thU(P.F.)) = 0.25
4,9.2. ExempLo I1
No segundo exemp]p; procurou-se examinar o comportamen-

to de um modelo bidimensional simplificado de uma estrutura "off-

shore” fixa. Tal modelo, cujas caracteristicas, estao indicadas
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AX=1. 1Z=04 M=l
E = 1000. f=0. p=0.0l

P, (t) =0.02 sen (2rft)
P, (t) =0.014 sen (21 ft)
P, {t) =0.008 sen (2w ft)

P, (t) =0.002 sen (2 ft)

MOLAS LINEARES

K, = 100. K, = 400.

— NN

MOLAS NAQO-LINEARES

Figura. 4.11
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na Figura 4.11 e idealizado visando representar os mesmos mecanis

mos e carregamentos da analise de uma estrutura real,.
Fez-se uma comparacao para At=0.001s e At=0.02s,.

0 criterio sugerido em (4.19} foi utilizado, e naose con-

seguiu convergéncia; para At=0.02s.

A aproximacao obtida para At=0.001s, foi a mesma obtida
para At=0.02s, empregando-se a rela¢ao entre normas de deslocamen
tos exposta em (4.23) (com DTOL=U.001J; e para o meétodo de Newmark

direto (rigidez tangente):

Quando se utilizou a aproximacao por pseudo-forgas e
DTOL=0.1, a solucao se afastou daquela tomada como comparagao, cO
mo pode ser constatado na Figura'4.12; onde sao mostrados os des-

locamentos verticais do no 1.
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CAPITULO V

CONCLUSAO

Na analise dindmica nao-Tinear de estruturas, embora gran
de parte dos problemas praticos sejam resolvidos efetivamente, e
xiste um nimero de importante areas de pesquisa que carecem .. de
atencao; 0s problemas especificos a serem considerados 550, em
esséncia, os relacionados com a estabilidade, precisao e custo da

solucao.,

Em geral,os sistemas computacionais disponiveis n50 for
necem ferramentas para que o Usuario possa escolher a opcao mais
adequada de modo a controlar e acessar informacSeS'durante a ang
lise. Desta forma,procurou-se implementar alguns criterios suge-
ridos na literatura e confrontar os seus desempenhos em s?UmcGes

tipicas.

Pode-se notar dos problemas analisados nos capitulos III
e IV que, o0s critérios adotados introduzem uma seguranca signifi
cativa na verificacao da estabilidade e convergéncia do processo
iterativo considerado. Entretanto o custo computacional pode se
tornar excessivo em alguns casos, principalmente na verificacao

do equilibrio dinamico do Metodo de Newmark.

No algoritmo de Diferenca Central, em gque o intervalo de
tempo e, relativamente pequeno, o criterio de verificacao da ins
tabilidade se aplicou satisfatoriamente. Uma vez que para este
algoritmo normalmente se vale de matriz de massa diagonal, o tem
po consumido no calculo da energia cinetica nao parece ser exces

sivo. 0 mesmo pode nao ocorrer com o algoritmo de Newmark, nota-
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damente quando a matriz de massa e do tipo consistente.

A norma de deslocamentos utilizada na verificacao do equi
1ibrio dinamico do Metodo de Newmark, nEo pode ser utilizada in-
discriminadamente. Embora o esforc¢o computacional dispendido nes-
te processo, seja relativamente pequeno, quando comparado aos cri
terios de forgas e energia, esta norma pode conduzir a resultados

desastrosos como comentado neste trabalho.

Dos criterios implementados, o sugerido por Belytschko2?®
obteve resultados satisfatorios para pequenos At, e o sugeride por
Bathe*® se aplicou com mais eficiencia, para At relativamentegran

des.

Resta. considerar nestes criterios, a parcela devida ao

amortecimento.

Alem disso os criterios examinados deveriam ser estendi -
dos para so]ucaes que se valessem de processos iterativos associa
dos a aceleradores de convergéncia. Entretanto, nos sistemas com-
putacionais usuais, estes processos nem sempre estSo disponiveis.,
E usual na pratica simplesmente diminuir o intervalo de tempc, pa

ra que o esquema utilizado atinja a tolerancia desejada.

Neste trabalho nao foram considerados criterios que in-
cluissem alteracoes do intervalo de tempo de forma a tornar a so-

lucao auto-adaptativa.

Atualmente encontra -se na literatura propostas de algo-

ritmos que conservam a energia do sistema.

A implementacao destes algoritmos e a verifica¢do de sua

eficiencia e uma alternativa que desperta interesse.
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APENDICE A

Expandindo-se em serie de Taylor finita, a energiade de

formacao no tempo t+At (Ut4at) em torno de U, , tem-se:
3F(uy)
o T , T °Tl¢
Utiat = Ugrtly Elug) + 5 dup —5g— By (A1)
expandindo-se tambenm, Ut em torno de Ut+ﬂt:
3F(u?%)
_ _ T : -] T ~-"~t
Utoar = Up - DU BlUpiag) + 7 88— Yy (A.2)
sendo:
Bt = Ygiat ~ Yt
Fy = E(gt) definida como no capitulo IV
E;_e gi algum ponto do intervalo u, a ug ..
Subtraindo-se (A.2) de (A.1}, obtem-se:
1
Upont = Up + 7 BUgTF(up pg)-FQugdy +
3F(u?)  3F(ui)
1 T ~' 2t -t
* g By [ TR TR [ (A.3)

0s dois primeiros termos do lado direito da . igualdade,
podem ser vistos como a integracao trapezoidal'que foi usada nos

capitulos III e IV para o calculo de Uiints

Pode-se dizer que:
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e a medida da n3o linearidade.
No caso linear, S,=0 e U, ., e calculado exatamente.
Zt7 2 t+At

A interpretacao fisica de S;, pode ser vista no caso uni
dimensional. Neste caso St representa a area entre a curva do ma-

terial e a aproximacao secante, como pode ser visto na Figura A.1.

Assim, quando se faz o calculo de U pela regra do

t+At
trapezio, pode se estar aumentando ou diminuindo a energia do sis

tema, dependendo se se trata  de carregamento ou descarregamento

ou se 0 material enrijece ou nao.

Dessa forma, pode-se notar quatro casos distintos:

- se o0 material enrijece, a aproximacao:

gera energia no processo de descarregamento (Figura A.la)

. dissipa energia no processo de carregamento
- se o0 material nao enrijece a aproximacao:

. gera energia no processo de carregamento (Figura A.1b)

dissipa energia no processo de descarregamento.
bt - decu)

Kluny )
K‘Un)

K{up)

Klupyy)




91

APENDICE B

0 ALGORITMO DE CRANK-NICHOLSON E A
REGRA TRAPEZOIDAL

Seja o sistema de equacoes nao lineares de 12 ordem:

y = fly,t) (B.1)

e 0 problema de valor inicial que, consiste em encontrar y que

satisfaca a (B.1) e a

y(0) = y,

0 algoritmo de Crank-Nicholson consiste em satisfazer a:
2, . -z, = 8L ez, L teat)+ flz,,t)] (B.2)
~t+at St T 7 Rt Staat S ’

sendo, z. uma aproximacao para Yio t E {0,1,...,nat}. Conside-

t
rando-se o sistema de equacoes (4.1) se:

(B.3)

t) = ot (B.4)

flzy, |
M-l Y
M-1(P-C 0y -Fluy)

(B.3)}), (B.4) e (B.]); sao equivalentes ao algoritmo de Newmark

com a=1/2 e g=1/4,
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Para garantir solucao Onica, assume-se que f satisfaca

a condigao de Lipschitz.

Para o estudo da estabilidade e convergencia da regra
trapezoidal necessita-se definir o erro de truncamento Tocal Tyt

| ot | . -
Yeent ~ Yo = 7 [f(¥t+ﬂt’t+ﬂt)+f(¥tat)J + Ty (B.5)

Expandindo-se Yiiat &M serie de Taylor em torno de Yi ©

iguatando-se com (B.5), conclui-se que T, € o(t*). Dessa forma,

pode-se dizer que:

17l < 7 at

sendo T uma constante positiva.

Alem disso, torna-se necessario o conhecimento da desi-

gualdade discreta de GRONWALL'S:

sendo a,, i € {1,2,...,n} uma sequencia de  constantes

naoc negativas, se:

n-1

- b,
an i bl + '—r']—- (B.Ga)

I t~11
[sT}
.

i=0

entao,

bE
a, <b, e (B.6b)

n 1

b, e b, sdo constantes e b, >0.

- Estabilidade

Definindo-se estabilidade como: sendo z, € Eo condicoes

iniciais para z, e Et respectivamente, deve existir uma constan-
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te ¢, tal que:

llzt'~t|l< c1||~0 ~0|| , para todo At<c, ,

sendo ¢, e ¢, constantes positivas. Dessa forma pode-se dizer que:

Iz, Il = Nl 2y Tppt B [F(zy, o toh)+F (2,0 t)-
- F(Z g 00)+(Z,, ]
ou |
22l < 0 2o pemznell + 5 1 £z, ,p0toat)-
- F(Zy, 0 AL (2, 0)-F(Z, 1) | (5.7)

~t+At?
sendo f Lipschitz continua e L a constante de Lipschitz isto e:

| flz,.t)-flz,. )| < L]l z,-2. | (B.8)

Substituindo-se (B.8) em {B.7):

tL
” zt'zt”< “ Zt‘zt“"“]'*A )” Ze pt” t-At“
Se t<Z/L, tem-se:
1+ AtL
l2¢-2Z¢ Ml < ‘““TI‘||~t st Ze-ntl
S z .
_ ]+ AtL,n :
lzeZelle | =] Il 2o 2,1l
: -7

e, finalmente utilizando-se (B.6) chega-se a:
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natL/{1-4tL/2)

| zi-zoll < e | 2472, |l

Tem-se entao que:

o
A
—ro

_ G MAtL/(1-atL/2)

- Convergencia

Um algoritmo para (B.1) e dito ser convergente, se para

cada t € [0,T], a aproximacao Zi Yo quando At-0.

Chamando-se 0 erro no-tehpo it de €i=Y-Zy entao,
z

Ctiat T St 7 Yreat T Yt T Zeeat T %t

Substituindo-se (B.2) e (B.5) em {(B.9), tem-se:

Steat T St T

Flygppeteat)+fly,,t)
At : >

(B.10)

f(5t4At’t+At)+f(Et’t{} D=
T Z o

Fazendo-se o tempo assumir valores discretos de 0 a t=nat, pode-

se colocar ey na sequinte forma:

At : : : .
er = 5 [Flyyt)-flzy t)1 +
. ni] ( - ) - n-1
+ At [fly JMAL) —f(z_ _.mat)] + ) T
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normalizando-se:

)

|I§t||_ %; I f(Xt=t}'f(5t’t)” +

_ n-]
£ 8t Ll Flygyeomst) - flzg,pomet) |+
m..

) nf] _
+ 1 | Tael

Considerando-se (B.8):

AtL ” yt

o
legll < == N yp-zell + atL Z I Yoat-Zoat I + I [

como || T, lI<¥ ats 1 17,1l < t 7 ate

logo:

L n-1 -
el < 2= [le,ll+ att ZO | eppell + £ 7 ot?
M=

Se At<2/L, pode-se dizer que:

, n-1
[ el < (- AtL) (t‘? A2 +ALL ED e )
M=

que pode ser colocado como:
b2

| et“ < b e

sendo by =t t AtZ(1- AtL)



-1
b, = tL(1- &5

e, || el ~ 0, quando at-0.
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