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SINOPSE 

Este trabalho apresenta um. programa ... de computador, 

paTa a determinação da capacidade portante de pilares de concre 

to armado de acordo com o método da coluna-modelo do CEB-FIP. 

Este programa emprega 

um com controle 

dois procedimentos _incre­

de carga e outro com con-mentais-iterativos: 

trole de curvatura. O segundo procedimento é utilizado quando 

a convergência do primeiro se torna muito lenta e também para a 

obtenção do ramo descendente da curva carga-flecha. 

Tanto a influência das flechas no equilíbrio do 

pilar como as relações não-lineares tensão-deformação dos mate­

riais são consideradas na análise. 

O método do ''reduced modulus'' e empregado 

levar em conta os efeitos da fluência. 

para 

O programa de computador é diretamente aplicável 

a pilar isostático· sujeito a esforço·. normal constante ao .longo 

de seu comprimento, cuja seção transversal (concreto e armadura) 

é constante e simétrica em relação ao plano das cargas .e cuja 

deformada não apresenta ponto de inflexão e é tangente à verti­

cal na seção mais solicitada. 

Este programa pode ser utilizado para determinar, 

para um.dado pilar, a capacidade portante em curta, em longa ou 

em longa e curta duração. Ele fornece os valores da capacidade 

portante de acordo com o método da coluna-modelo e com o método 

da coluna-modelo melhorado. 

São apresentados alguns exemplos ilustrativos e 

algumas tabelas que fornecem o momento Gltimo de primeira ordem. 
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SYNOPS1S 

This thesis presents a. computer program for the . 

determination of the load-bearing capacity of reinforced .concrete 

columns according to the CEB-FIP's model column method. 

This program. employs two incremental-iterative 

procedures: a load controlled procedure and a curvature controlled 

one. The second procedure is used when the convergence of the 

first one becomes slow and also in the .. determinà.tion of the 

descending branch of the load-displacement curve. 

Both the influence of the displacements on the 

equilibrium of the column and the non-linear stress-strain rela 

tions for the materials are considered in the analysis. 

The reduced modulus method is used to account for 

the creep effects. 

The computer program is directly applicable to an 

isostatic column subjected to a constant axial force along its 

length, whose cross-section (concrete and reinforcement) is con 

stant and symmetrical with respect to the plane of the loads and 

whose deflection curve doesn't have an inflection point and is 

tà.ngent to the vertical line in the most heavily stressed section. 

This program can be used. to determine the load­

bearing capacity for a given column under the action of either 

short, long or long-short-time loading. It gives the values of 

the load-bearing capacity according to both the 

method and the improved model column method. 

model column 

Some illustrative examples and some tables giving 

the first order moment capacities are presented. 
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CAPÍTULO I 

INTROVUÇÃO 

Devido a pressões de ordem técnica e econômica, os 

engenheiros têm sido levados a projetar estruturas cada vez mais 

leves. Ao lado da vantagem da redução dos custos diretos e indi 

retos da construção, existe, no entanto, um aspecto desfavorá-

vel: estruturas mais leves resultam, muitas vezes, em estruturas 

esbeltas, suscetíveis de apresentar o fenômeno da flambagem. A 

estrutura esbelta requer, portanto, a verificação da segurança 

contra este fenômeno de instabilidade do equilíbrio. Daí a ne-

cessidade de se conhecer a carga de flambagem da estrutura: va­

lor máximo da carga sobre a trajetória de equilíbrio que, a par­

tir de então, se torna instável. 

Examina-se, neste trabalho, o problema da deter­

minação da capacidade portante de pilares esbeltos de concreto 

armado. Trata-se de um problema de difícil resolução, devido a 

necessidade de consideração da influência das flechas experimen­

tadas pelo pilar no equilíbrio do mesmo (a qual produz uma nao­

linearidade geométrica) e às relações não-lineares tensão-defor­

mação dos materiais (responsáveis pela não-linearidade física). 

O objetivo deste trabalho foi o desenvolvimento de 

um método de cálculo incremental-iterativo, baseado na hipótese 

da coluna-modelo apresentada pelo Código-modelo do CEB-FIP/1978 7
, 

para a determinação da capacidade portante de pilares isostáti-
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cos de concreto armado e a elaboraç~o de um programa de computa­

dor para a aplicação do método. A hipótese da coluna-modelo ad­

mite uma deformada senoidal para uma coluna em balanço, fletida 

em curvatura simples. Deste modo, o cálculo se reduz à determi-

nação de estados de equilíbrio sucessivos para a seção mais soli: 

citada da coluna. Consegue-se, assim, uma grande economia de op~ 

r.açoes de cálculo em relação ao método "exato" (método geral) ,que 

determina a deformada do pilar seção por seção e por iterações su 

cessivas. 

A não-linearidade geométrica acha-se incorporada na 

análise através da consideração de um momento de segunda ordem c~ 

j a expressão foi deduzida com base nas hipóteses da deformada se­

noidal e de pequenas mudanças de forma. 

A não-linearidade física é levada em conta atra­

ves da consideração de diagramas não-lineares tensão - deformação 

para o concreto e para o aço. Admite-se, no entanto, que a cur-

va de descarga coincida com a de carga. São desprezadas as ten­

s~es de tração no concreto, a variação das características físi­

cas do concreto com o tempo e a retração. 

Os efeitos da fluência sao considerados de modo a 

proximado pelo método do "reduced modulus", que utiliza um coe­

ficiente de fluência reduzido. Este é obtido multiplicando-se o 

coeficiente de fluência por dois outros coeficientes que permi­

tem levar em conta a história do carregamento de longa e/ou cur­

ta duração. O método empregado baseia-se nas hipóteses de que_em 

cada fibra de concreto a deformação lenta e proporcional à defor 

mação instantânea e de que o coeficiente de fluência é ind~pen-
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dente da tensão aplicada. Ele permite conduzir a análise para 

sistemas de ações de longa e de longa e curta duração como no ca 

so de curta duração. Assim, em qualquer destes dois casos, é ob 

tida uma curva fictícia em lugar da curva "real" representativa 

da relação entre ações e flechas. 

O cálculo é feito por etapas e dois processos it~ 

rativos são empregados: um para as etapas em que é controlado o 

parâmetro das ações e outro para as etapas com controle da curva 

tura. O segunde procedimento é empregado quando a .convergência 

do primeiro se torna muito lenta e para obter o ramo descendente 

da curva relacionando ações e flechas. Qualquer dos dois proce~ 

sos tem como ponto básico a avaliação, a cada iteração, do módu­

lo "corda" de deformação longitudinal do material para cada uma 

das diversas fibras de concreto e de aço consideradas na seçao, 

obtido diretamente a partir do diagrama tensão-deformação dores 

pectivo material. 

O programa tem aplicação direta limitada a pilar 

isostático, de seção transversal (concreto e armadura) constante 

e simétrica em relação ao plano das ações, submetido a esforço 

normal constante e cuja deformada não apresenta ponto de infle-

xão e é tangente a vertical na seção mais solicitada. No entan-

to, de acordo com os parágrafos 14-. 2 e 14. 3 ·do_ C_Ôd:i.go-JI1odelc, do -

,CEB-FIP1I9 7 8 7 e cem o parágrafo 4. 2 d_o_ Manual de flambagem E2 ins 

tabilig~d<= do CEB-FIP/1977 5
, programas baseados-·ha hipótés;-- ~ da 

-colunà-môdelo também podem ser utilizados para-analisar pilares 

:isolaâos cfê pórticos indeslocáveis e deslocáveis. 
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Para um certo pilar, conhecido seu-comprimento de 

flambagem, as condições de apoio nas suas extremidades, a forma 

e as dimensões da seção transversal, a quantidade e distribuição 

de armadura, as propriedades físicas dos materiais e os dados que 

definem o sistema de ações, o programa fornece, a cada etapa de 

cálculo, os valores do parâmetro. das ações, da maior flecha do 

pilar e dos esforços e deformações na seção mais solicitada. Ele 

permite determinar os valores da capacidade portante em curta d~ 

ração, da carga de flambagem por fluência ou da capacidade resi­

dual em curta duração após um período definido. de açoes de longa 

duração, de acordo com o método da coluna-modelo e com o método 

da coluna-modelo melhorado. Os valores do método melhorado -sao 

obtidos a partir daqueles determinados segundo o método da colu­

na-modelo, corrigindo-os de acordo com um fator que leva em con­

ta, de modo aproximado, a influência da distribuição do momento 

fletor de primeira ordem ao longo do pilar no valor da maior fle 

cha do pilar. 

O Manual de flambagem do CEB/1974 4 também aprese~ 

ta um programa de computador baseado no método da coluna-modelo. 

No entanto, o programa aqui elaborado difere do referido progra­

ma quanto ao tipo de processo de cálculo utilizado e, além dis­

so, possui a vantagem sobre aquele de poder fazer dois tipos de 

determinação: 

- a dos valores Últimos da excentricidade da car­

ga axial e/ou da força horizontal concentrada e/ou 

da força horizontal distribuída correspondentes 

a um dado valor da carga axial; 
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- a dos valores Últimos da carga axial e, eventu­

almente também, da força horizontal concentrada 

e/ou da força horizontal distribuída correspon­

dentes a uma excentricidade de primeira ordem 

fixada. 

O programa elaborado neste trabalho oferece, ain­

da, outra vantagem: a de fornecer estes valores de acordo com o 

método da coluna-modelo e também com o método da coluna-modelo me-

lhorado. Isto se torna possível graças ao fato do programa tra-

balhar com ações ao invés de trabalhar diretamente com esforços êolicitantes. 

Este trabalho está organizado da seguinte manei­

ra. O capítulo II apresenta, visando uma melhor compreensao do 

problema tratado, uma análise do comportamento de colunas cons­

tituídas de material elástico linear e elasto-plástico e, final­

mente, das colunas de concreto armado. 

O capítulo III aborda os métodos para a análise .e/ 

ou projeto de pilares de concreto armado sugeridos pelo 

de flambagem e instabilidade do CEB-FIP/1977 5
• 

Manual 

No capítulo IV sao apresentadas as hipóteses de 

cálculo e e desenvolvido o método de cálculo. 

O capítulo V descreve o programa de computador, 

cujo manual de entrada e saída de dádos e cuja listagem 

tram-se, respectivamente, nos apêndices I e II, 

.encon~ 
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No capítulo VI são apresentados três exemplos a 

título de ilustração da aplicação do programa de computador e de 

verificação da eficiência das hipóteses adotadas. Num quarto exem 

plo, apresentam-se tabelas organizadas em função de parâmetros adi 

mensionais, a fim de ilustrar uma outra forma de utilização do 

programa e de verificar a eficiência do método de cálculo desen 

volvido neste trabalho, comparando~se os resultados destas tabe­

las com os das tabelas análogas contidas no Manual de flambagem 

e instabilidade do CEB-FIP/1977 5
• 

O capítulo VII apresenta conclusões a respeito do 

trabalho desenvolvido e sugestões para. possíveis futuros melho­

ramentos do programa. 
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CAPÍTULO II 

ANÃLISE VO COMPORTAMENTO V[ COLUNAS 

II.l - INTRODUÇÃO 

Apresenta-se ,.,neste capítulo, uma análise, do com-

portamento de colunas, comprimidas por cargas centradas e -excen-

tricas, constituídas de material elástico linear e elasto-plásti­

co, abordando-se, posteriormente, o caso de colunas de concreto ar 

mado. 

A influência das flechas experimentadas por um pi­

lar no equilíbrio do mesmo pode ser comprovada observando-se oco~ 

portamento do pilar da figura II-1, livre no topo e engastado na 

base. Este pilar está sujeito a uma carga axial P excêntrica de 

e (o que equivale a uma carga axial P centrada e a um 
o 

momento 

M = P e) e a uma força horizontal H, ambas aplicadas no seu to-
o o 

po, e, ainda, a uma força horizontal w uniformemente distribuída 

ao longo de seu comprimento. 

Ele está submetido em sua seçao da base aos segui~ 

tes esforços de primeira ordem 

e 

N = - p 

= p e 
o 

wJ/,2 
+ HJ/, + 

2 

(II-1) 

(II-2) 
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H n: Mo 
w -.-

1 
1 
1 
1 
1 
1 e 
1 

J 

lc 
M, 

,1 1~ 
IM 2 

mom·entos de mom·entos de 

1º ordem 2~_ ·orde_m 

FIGURA II-1 - Momentos num pilar esbelto, livre no topo 

e engastado na base. 

Solicitado pelo carregamento, o pilar inicia um 

encurvamento lateral. A presença de pequenas flechas não influen 

ciaria o cálculo dos momentos fletores se sobre o pilar agissem 

apenas o momento M
0 

e as forças H e w. Entretanto, como sobre ele 

atua também a carga axial, a parcela do momento fletor por ela p~ 

duzida em cada seção sofre um acréscimo. Isto ocasiona um aumen-

to das flechas que., por sua vez, faz com que cresçam os mo-
- , 

mentas fletores. Desde- que nao seja _ultrapassada a ca-

pacidade portante do pilar, o processo continuará •até que seja alcan-

çado um estado de equilíbrio entre esforços externos e internos em 

todas as seções deste pilar. 

Uma vez atingido o estado de equilíbrio, o pilar. 

apresentará uma flecha f no seu topo e sua seção da base estará 

solicitada pelo momento fletor total 
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CII-3) 

onde 

CII-4) 

e o momento fletor de segunda ordem. 

Conclui-se, então, que os momentos fletores não p~ 

dem ser obtidos independentemente das flechas, resultando, assim, 

uma relação não-linear entre forças e deslocamentos. 

II.2 - CARGA CRfTICA DE EULER 

A compreensao do comportamento das. colunas esbel­

tas teve início com os trabalhos de Leonhard Euler 10 
'

11
• Foi ele 

quem apresentou, em 1744, a primeira análise rigorosa do problema 

de estabilidade de uma coluna e, em 1759, a dedução da carga crí­

tica para uma coluna ide~l, perfeitamente elástica. 

A carga crítica de Euler pode ser determinada in­

vestigando-se o comportamento de uma coluna.ideal (isto é, coluna 

de eixo perfeitamente retilíneo e vertical, comprimida por cargas 

axiais P rigorosamente centradas), esbelta, de seção transversal 

constante,constituÍda de material linearmente elástico. 

Embora Euler tenha analisado o comportamento de uma 

coluna em balanço, considera-se, neste trabalho, o caso de uma co 

luna bi-apoiada (figura II-2), onde o apoio da extremidade infe-
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rior e fixo.e o da superior, móvel na direção vertical. 

y 

V 

e 

FIGURA II-2 - Coluna ideal, esbelta, simplesmente apoiada 

Enquanto a carga P for relativamente pequena, a c~ 

luna permanecerá reta, sofrendo encurtamento uniforme. Entretan­

to, uma vez alcançada uma certa carga crítica, a coluna poderá ex 

perimentar.um encurvamento lateral, bastando para isso que haja 

uma pequena perturbação lateral. Supõe-se que esta flexão ocor­

rerá no plano xy e que este seja u~ plano de simetria da coluna. 

Para uma dada configuração fletida, a coluna esta­

rá submetida, numa seção distante x da extremidade superior, a um 

momento externo 

M = Pv (II-5) 

onde v e o deslocamento da coluna na direção y. 
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Admite-se a hipÓtese de que as mudanças de forma sao s.u-' 

f±c;,ientemente pequenas para que O termo e::) 2 

possa ser despreza­

do, quando comparado com a unidade, na expressão exata da curvat~ 

ra [- ( :::) J / [ 1 + e::) 2 J 3/, Desta· forma, a curvaturB, de 

1 
notada por ., será aproximada por 

p 

1 

p 
= 

(
d

2 v) 
dx 2 

( II- 6) 

-Assim, o momento interno resistente numa seçao si-

tuada a uma distância x da origem será dado por 

M. = EI l 
l 

p 

d 2 v = - EI 
dx 2 

(II-7) 

onde E é o módulo de elasticidade do material e I, o momento de 

inércia da seção transversal com respeito ao eixo z. 

A coluna estará em equilíbrio numa configuração fl~ 

tida se, em cada seçao, os momentos externo e interno forem iguais. 

Da igualdade resulta a equação 

Er(:::)+ P v = O (II-8) 

Trata-se de uma equação diferencial linear homogênea de segunda 

ordem a coeficientes constantes e, portanto, de fácil resolução. 

A solução da equaçao (II-8) conduz ao diagrama car 

ga-flecha representado na figura II-3 



FIGURA II-3 

12 

P / equilibrio instavel 

equilíbrio indiferente 

/ 

~ponlo de bifurcação do equillbrío 

/equili'brio eslóvel 

f 

Diagrama carga-flecha para uma coluna ideal, 

esbelta, linearmente elástica segundo ateo­

ria de pequenas mudanças de forma. 

Sob a carga axial de valor dado por 

p = (II-9) 

a coluna poderá estar em equilíbrio numa configuração leverrente fle­

tida cuja forma e expressa por 

v = f sen TI X (II-10) 

No entanto, a amplitude da deformada, ou seja., a flecha máxima f, 

que ocorre para. a seçao à meia-altura da coluna, é indeterminada. 
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O valor de P dado pela equaçao (II-9) e conhecido 

como carga crítica de Euler (Per): valor da carga. acima do qual 

o equilíbrio da coluna deixa de ser estável para a "Configuraçãq re,­

ta. Para esta carga ocorre bifurcação do equilíbrio., pois há cru 

zamento de duas trajetórias de equilíbrio: uma procedente da ori­

gem, a chamada trajetória primária, que coincide com o eixo das 

cargas, e outra denominada trajetória secundária, que é paralela 

ao eixo das flechas. 

A configuração reta é, para a coluna, uma configu­

raçao de equilíbrio estável para valores da carga axial inferio­

res a Per e uma configuração de equilíbrio instável. para valores 

de P superiores a Per Para a carga crítica, o equilíbrio da co-

luna é indiferente, isto é, ela pode permanecer reta ou assumir 

uma configuração fletida com qualquer pequena amplitude. 

A indeterminação das flechas para a carga crítica 

e apenas uma conseqüência da linearização.da equaçao. diferencial 

que rege o problema, efetuada ao se empregar a expressao aproxim~ 

da da curvatura. 

Efetivamente, isto pode ser comprovado ao se obser 

varo diagrama carga-flecha da figura II-4 que representa a solu­

ção da equação diferencial não-linear, obtida ao se adotar a ex-

pressão exata da curvatura. A carga crítica obtida tem o mesmo 

valor dado pela equação (II-9) e a flecha f a ela .corresporidente 

nao e indeterminada. A curva carga-flecha é tangente à reta ho-

rizontal P=P no ponto onde esta intercepta o eixo das cargas,pc~ cr 

tanto em f=O. Assim, o acréscimo .de P correspondente a um pequ~ 

no acréscimo da flecha é uma quantidade de segunda ordem, 
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o que explica a indeterminação das flechas quando se usa a expres-

-sao aproximada da curvatura. 

Para valores de P inferiores a.Per' a posição re­

ta e uma configuração de.equilíbrio estável para a coluna. Sob a 

carga crítica, a coluna permanece reta em equilíbrio estável. Pa­

ra cargas superiores ã critica, são possíveis duas configurações de 

~quilÍbrio; a reta é instável e a fletida, estável. 

FIGURA II-4 

P /equilibrio insta·vel 

/_ 
equilíbrio esro·vel 

~ponto de bifurco,õo do equilíbrio 

/equilíbrio esta'Ve 1 

Diagrama carga-flecha para uma coluna ideal, 

esbelta, linearmente elástica segundo ateo­

ria de grandes mudanças de forma. 

Pode-se concluir que o comportamento das colunas 

ideais, esbeltas, linearmente elásticas apresenta .o fenômeno de bi 

furcação simétrica estável: simétrica porque a coluna pode fle-

tir indiferentemente tanto para um lado como para o outro,\.Illla vez 

que as características de carga e de estabilidade sao as mesmas p~ 

ra ambos os lados, e estável porque a trajetória secundária é estável. 
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II. 3 - COMPORTAMENTO DE COLUNAS ESBELTAS LINEARMENTE ELÁSTICAS 

COMPRIMIDAS EXCENTRICAMENTE 

Na dedução da carga de Euler, supoe-se que a colu 

na tenha eixo perfeitamente· retilíneo e vertical e que a carga a­

xial seja rigorosamente centrada. Estas idealizações sao feitas 

para simplificar a resolução do problema. · As. colunas reais, no 

entanto, sempre apresentam imperfeições geométricas e excentrici­

dade de carga. 

y 

V 

FIGURA II-5 - Coluna esbelta, simplesmente apoiada, compri­

mida excentricamente. 

Examina-se, então, neste parágrafo,. o comportame~ 

to de uma coluna esbelta, simplesmente apoiada,. de eixo inicial-e 

mente reto e seção transversal constante, constituída de material 

que obedece .à lei de Hooke, submetida a cargas axiais de compre~ 

são P, aplicadas com a mesma excentricidade e
0 

nas duas extremida 
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des (figura II-5). Supõe-se que o plano xy onde atuam as cargas 

seja um plano de simetria.da coluna, portanto· ela fletirá neste 

mesmo plano. Novamente admite-se a hip')tese de pequenas mudanças de 

forma. 

-O momento externo numa seçao distante x da o't'ig~m 

sera 

M = P (e + v) 
o 

(II-11) 

e o momento interno nesta mesma seçao sera, também neste caso, e~ 

presso pela equaçao CII-7). 

momentos, obtém-se a equação 

Igualando.-se as expressões destes dois 

d 2 v EI + Pv = 
dx 2 

- p e .o 
(II-12) 

Trata-se de uma equaçao diferencial linear não-homogênea de segu~ 

da ordem a coeficientes constantes. 

Resolvendo-se a equaçao (II-12), será possível de-

-terminar os valores das flechas nas diversas seçoes da coluna em 

função dos valores de Pede e
0

• Esta solução poderá ser r12pre-

sentada graficamente por uma coleção de curvas carga-flecha, uma 

para cada valor da excentricidade e. o 
A figura II-6 apresenta.duas 

destas curvas para as excentricidades e 1 e e 11 maior que e 1 . Com 

parando-se as mesmas, conclui-se que quanto maior for a excentri-

cidade, maior será a flecha para a mesma carga aplicada. Obser-

vando-se qualquer das duas curvas, nota-se que a. coluna flete la­

teralmente assim que a carga é aplicada e, também, que a flecha au 
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menta com a carga segundo uma relação não-linear, como havia sido 

visto no parágrafo. II.l. Percebe-se, ainda, que a flecha cresce 

sem limite quando a carga se aproxima da.carga crítica, cujo va­

lor é dado na equação (II-9). 

p 

FIGURA II-6 

f 

Diagrama carga-flecha para uma coluna esbelta, 

linearmente elástica, comprimida excentricamen 

te 

De acordo com a figura II-6,sÓ há equilíbrio para 

a coluna para valores de P inferiores a Per' sendo a configuração 

de equilíbrio fletida e estável. Conclui-se, portanto, que oco~ 

portamento das colunas esbeltas, linearmente elásticas, comprimi­

das excentricamente não apresenta o fenômeno de instabilidade do 

equilíbrio. 
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II.4 - DOMÍNIO DE APLICAÇÃO DA TEORIA DE EULER 

Nos parágrafos anter.iores foi considerado o caso 

fundamental de flarnbagem de uma coluna prismática: o da coluna sim 

plesmente apoiada. Os resultados obtidos para.este caso podem ser 

usados para colunas com: outras condições: de extremidade, desde que 

se use o comprimento de flambagem em lugar do .. comprimento real da 

coluna nas equações (II-9) e (II-10). 

A•figura II-7 fornece alguns valores do comprimen­

to de flambagem, denotado por ie' para colunas de comprimento i 

com diferentes tipos de apoio. 

f 

!, , o,st f.,o,ri 

' 

FIGURA II-7 - Comprimento de flambagem para colunas com 

diferentes condições de extremidade 
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A fórmula que permite a determinação da carga crí­

tica para uma coluna com quaisquer condições de extremidade fica 

então 

per= (II-13) 

A tensão relativa a carga crítica, ou tensão críti 

ca, e dada por 

p 
rr 2 EI '1! 2 E 

0 cr = cr = = -- = 
A 9, 2 A ( 9, / i) 2 

e e 

(II-14) 

onde 

(II-15) 

e o raio de giração da seção transversal com respeito ao eixo pe~ 

pendi cu lar ao. ·plano de flambagem e 

À = 
9. e 

(II-16) 
l 

e o Índice de esbeltez da coluna. 

Observando-se a equação (II-14) conclui-se que uma 

coluna sujei ta a carga centrada flambará no plano em que tiver maior 

Índice de esbeltez e no qual a carga crítica sirá menor. 
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A fórmula de Euler, ou seja, a equaçao (II-13) 

poderá ser aplicada se a tensão crítica for inferior ou igual 

-so 

a 

ne-ªp' limite de proporcionalidade do material, condição, esta, 

cessária para que se verifique a hipótese de que o material da co 

luna obedece à l~i de Hooke. 

Para ªcr igual a ªp' obter-se-á 

I/E'
0

E 
À, = 1T V -;-

p 

(II-17) 

Portanto, a fórmula de Euler é válida apenas para colunas com Ín­

dices de esbeltez superiores ou iguais a À,. 

Colunas menos esbeltas, com. À inferior a À1, alca~ 

çam tensões normais superiores ao limite de proporcionalidade do 

material antes que.a carga de Euler seja atingida. Estas colunas 

podem flambar inelasticamente sob carga inferior à carga de Euler 

ou, se os Índices de esbeltez forem bem pequenos, romper. 

II.5 - FLAMBAGEM INELÁSTICA DE COLUNAS 

No final do século passado e início deste, surgi­

ram duas teorias.que permitem aplicar a fórmula de Euler a colu­

nas com À < À, ,desde que se substitua o módulo de elasticidade cons­

tante E por um módulo efetivo que é função da tensão crítica. A 

primeira, apresentada por Engesser 9 em 1889, é a teoria do "tan-

gent modulus'' que utiliza o módulo de elasticidade tangente, cujo 
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valor depende apenas das propriedades elasto-plásticas do mate-

rial. A segunda, conhecida como teoria·do "double modulus", foi 

desenvolvida por Engesser 8 em 1895 e. reapresentada por ·von Kármán 15 

Esta teoria utiliza um módulo efetivo. que é função 

módulo de elasticidade tangente e do módulo de elasticidade cons 

em 1908. do 

tante e cujo valor depende.não so das propriedades elasto-plásti­

cas do material como também da forma da seção transversal. 

Em 19 4 7, ·Shanley 1 8 apresentou o estudo do com-

portamento inelástico de um modelo teórico simples de uma 

coluna, que consistia de duas barras infinitamente rígidas liga-

das, à meia-altura. da coluna, por uma célula deformável. 

-
Este estudo indicou que a coluna começa a fletir tão lo-

go a carga crítica determinada pela teoria - <lo " tangent 

modulus" e ultrapassada. Este estudo mostrou também que 

à medida que a flexão progride, a carga axial cresce até um valor 

máximo, situado entre as cargas determinadas de acordo com as teo 

rias do "tangent modulus" e do "double modulus" e mais próximo da 

primeira. 

Quando se deseja investigar o comportamento inelá~ 

tico de uma coluna, deve~se levar em conta .. o modo como varia a re 

lação tensão-deformação no plano de sua seção. transversal bem co-

mo ao longo de seu comprimento. Uma vez que é impossível expres-

sar esta variação analiticamente, este problema só pode ser resol 

vida por meio de um procedimento numérico. Um método deste tipo 

foi desenvolvido por von Kármán 1 6
., que apresentou, em 1910, a ana 

lise do comportamento de uma coluna isostática.de seção retangu­

lar, baseada na relação não-linear tensão-deformação do material. 
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Admitindo a hipótese de que seções planas permanecem planas e 

normais ao eixo da barra apos a flexão, ele integrou as tensões 

internas sobre a seção e obteve relações momento~curvatura. Inte 

grando numericamente a curvatura ao.longo do comprimento da colu-

na, determinou sua deformada. O diagrama carga-flecha da figura 

II-8 ilustra a solução obtida por.von Kármán para o problema. 

p 
A 

Per 
A 

J_ 
h 

FIGURA II-8 - Diagrama carga-flecha para uma coluna constituída 

de material elasto-plástico. 

Percebe-se que o fenÕmeno de bifurcação do equilí­

brio para uma certa carga crítica, que caracteriza o comportamen­

to das colunas ideais, também se verifica para tensão crítica su­

perior ao limite de proporcionalidade do material. Neste caso, 

porem, poderá ocorrer bifurcação simétrica instável. E, então, 

para carga superior a carga crítica, a configuração· de equilíbrio 

reta é instável e a configuração fletida, impossível. 
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Comparando-se os diagramas carga-flecha das figu­

ras II-6 e II-8, representativos do. comportamento de colunas con.§_ 

tituídas de material, respectivamente, elástico linear e elasto­

plástico e comprimidas por cargas excêntricas., conclui-se que o 

fato do materialelasto-plástico apresentar um módulo de deforma­

ção longitudinal decrescente é o responsável pelo aparecimento de 

um ponto máximo em cada uma das curvas da figura II-8. A carga 

relativa a este ponto é a carga teórica de flambagem, Pft,para a 

coluna. Ela representa o valor limite de carga, associado a uma 

determinada excentricidade, que uma coluna com um dado Índice de 

esbeltez pode suportar. A carga de flambagem.para uma certa colu 

na será tanto menor quanto maior. for a excentricidade da carga. 

Quanto maior for o Índice de esbeltez de uma coluna, menor 

sua carga de flambagem. 

sera 

Para valores de P inferiores a Pft' a configuração 

de equilíbrio e fletida,. sendo estável no ramo ascendente da cur­

va carga-flecha e instável no ramo descendente. Após o ponto ma 

ximo, a manutenção do equilíbrio só será possível com controle de 

deslocamento. 

impossível. 

Para valores de P superiores a Pft'º equilíbrio e 

O fenômeno de instabilidade das colunas comprimi -

das inelasticamente por cargas excêntricas se caracteriza, porta.!:1_ 

to, pelo fato de que, associado a cada valor de excentricidade,~ 

xiste um valor limite para a carga axial acima do qual o equilÍ-

brio é impossível. Entretanto, as colunas muito. curtas chegarão 

à ruptura antes de atingirem um valor máximo para a carga. 
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II.6 - COMPORTAMENTO DAS COLUNAS DE CONCRETO ARMADO 

As colunas reais de concreto armado estão lllllito lon 

ge das idealizações feitas por Euler. Todas apresentam imperfei­

ções na forma como defeitos na retidão e afastamento da vertical. 

As cargas, por·sua vez, sempre apresentam uma excentricidade, de­

vido à incerteza no seu ponto de passagem bem como na posição do 

centro de gravidade das seções transversais (por causa da não-ho­

mogeneidade do concreto e da incerteza na posição.das armaduras). 

Além disto, estas colunas são constituídas por dois 

materiais que têm comportamento não-1.inear: .concreto e aço. O 

aço é um material que resiste bem à tração e à compressão e cujo 

módulo de deformação: longitudinal e, inicialmente, constante, so­

frendo, posteriormente, uma redução. O concreto·. apreseBta, na 

compressão, uma relação tensão-deformação não-linear, com módulo 

de deformação longitudinal decrescente. :E: um material .que não re 

siste bem a tração, apresentando fissuras quando seu limite de re 

s istência e ultrapassado, o que ocasiona uma redução do . momento de 

inércia da seção transversal. Ainda mais, suas propriedades va-

riam no tempo e ele está sujeito aos fenômenos de fluência e re­

tração. Assim, o tempo.de duração das cargas tem importância pois 

a flecha cresce com o tempo devido à fluência. 

Um pilar sujeito a carga axial excêntrica ( figura 

II-9) sofre encurvamento lateral. Este encurvamento pode alterar 

de maneira significativa a distribuição e grandeza dos esforços in 

ternos e, conseqüentemente, a capacidade portante do pilar. 



25 

i.J_J p 

1 "t"-P•o 
1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 

FIGURA II-9 - Pilar em balanço comprimido por carga 

excêntrica 

No caso de uma carga rapidamente crescente (carga 

de curta-duração), um pilar de .concreto armado poderá apresentar 

um dos dois tipos de diagrama carga-flecha que aparecem na figu­

ra II-10, dependendo, principalmente, do Índice de esbeltez do 

pilar e da excentricidade da carga. 

p 

esgotamento da 
Pu t--------,P resistência de pelo menos 

um dos materiais 

f 

p 
/insto'bilidade 

Puor--------:;;,,..,;......_ 

esgotamento da 
resistência de pelo menos 
um dos moterioi.s 

(o) (bl 

FIGURA II-10 - Diagramas carga-flecha para pilares curtos(a) 

e esbeltos (b). 
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Num diagrama carga-flecha como o da. figura II -.10 

a, típico de pilares curtos, a carga Última., P u, é alcançada por 

esgotamento da resistência de um dos materiais na.seção mais so­

licitada do pilar, ou seja, por esmagamento do concreto ou por 

escoamento excessivo da armadura mais tracionada 

Num diagrama carga-flecha como o da .f·igura .II -c_lü 

b, típico de pilares esbeltos, a carga cresce até um valor máxi 

mo, P u 
O

, sob o qual a coluna atinge o estado limite Último de ruí 
" 

na por instabil_idade. 

ga de curta duração. 

Trata-se de um caso de flambagem sob car­

No ponto correspondente à carga Última, P 0-, u 

nenhum dos materiais alcançou o limite de. sua resistência, nao 

tendo sido esgotada, portanto, a capacidade resistente da seçao 

mais solicitada do pilar. A partir deste ponto existem apenas e~ 

tados de equilíbrio instáveis, sob carga decrescente, que só po-

dem ser obtidos com controle de deslocamento. Se o deslocamento 

nao for controlado haverá um. fenômeno dinâmico com aumento da fle 

cha até a ruptura sob carga quase constante. A ruptura na seçao 

mais solicitada será somente uma conseqüência da instabilidade. 

Na prática, um pilar como o da figura II-9 poderá 

estar submetido a uma carga axial de longa duração, P1 , aplicada 

rapidamente na idade t e depois mantida constante ao .longa do 
o 

tempo, e a uma carga axial de curta duração, PC, aplicada de modo ra 

pido, numa idade t posterior a t
0

• Num pilar sob a ação de uma 

carga de longa duração, as flechas produzidas no instante da apli 

cação da carga e, conseqüentemente, os momentos de segunda ordem 

aumentam com o tempo devido à fluência do concreto. Dois outros 

tipos de estado limite Último de ruína por instabilidade podem 
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ocorrer quando o pilar e submetido, inicialmente, a uma carga de 

longa duração. 

p 
.flambogem em curto duração 

Puoi--~~~~,,-_,::,,-o 
/ 

Pu2i--~~-,-~~~~~~~----::a..., 
I 

I 
I 

copocidode residua'I 
em cur.to duração 

(1) flombagem 
Pu1 i-----,.--. --- · --+-· - · - · -·- por fluõncia 

' 

f 

FIGURA II-11 - Três tipos de estado limite Último de ruína 

por instabilidade 

Se a relação entre a carga de longa duração, P1 , 

e a carga de flambagem em curta duração, P , for grande, as fle uo, 
chas crescerão continuamente com o tempo, por causa da fluência 

do concreto, até que, num tempo tu, ·sobrevirá a instabilidade, sem 

qualquer acréscimo de carga. Trata-se de um caso de flambagem por 

fluência sob a cárga P1 = P ul, representado pela curva ( 1) da figura 

II-11. O menor valor de P1 para o qual a coluna flamba por flu­

ência, denotado por Puro' corresponde à carga para a qual ocorre 

flambagem por fluência num tempo tu= 00 , ou seja, à maior carga que 

a coluna pode suportar indefinidamente. 
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Se, ao contrário, a relação entre a carga de lon­

ga duração, P1 , e a carga de flambagem em curta duração, PuO' for 

pequena, isto é, se o valor de P1 for inferior a P uoo, as flechas, 

inicialmente crescentes com o tempo, tenderão a valores finitos 

ao final de um determinado intervalo de tempo. Então, como se vê 

na curva (2) da figura II-11, será possível acrescer rapidamente 

a carga até o valor máximo Pu 2 ' sob o qual a coluna atinge o es-

tado limite Último de ruína por instabilidade. Existe, portanto, 

neste caso, uma capacidade residual em curta duração após um pe-

rÍodo de carga de longa duração. Se forem desprezadas as varia-

ções da resistência do concreto com o tempo e com as condições de 

carregamento, Pu 2 . sera sempre menor que a capacidade de carga 

de curta duração, Pua· 

Os fatores que têm grande influência no comporta­

mento dos pilares são ~s seguintes: 

- Índice de esbeltez do pilar 

-- sistema de açoes 

- forma da seçao transversal do pilar 

- condições de extremidade do pilar 

- propriedades físicas dos materiais 

- quantidade e distribuição de armadura 

- duração e intensidade das ações de longa 

duração. 
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CAPITULO III 

METOVOS PARA A ANÃLISE E/OU PROJETO VE PILARES 

VE CONCRETO ARMAVO RECOMENVAVOS PELO CEB-FIP 

III.l - INTRODUÇÃO 

Como já se sabe, a dificuldade da análise e proj~ 

to de pilares e·sbel tos de concreto armado, considerados isolada­

mente ou dentro das estruturas reticuladas planas, advém de dois 

tipos de não-linearidade que afetam seu comportamento: 

a não-linearidade geométrica, proveniente da in 

fluência dos deslocamentos no cálculo dos momen 

tos fletores, ou seja, do chamado "efeito de se 

gunda ordem"; 

- a não-linearidade física, devida às relações nao 

lineares tensão-deformação dos materiais empre­

gados, · concreto e aço, e por. causa da qual o CO.!!! 

portamento da seção é representado por uma col~ 

ção de curvas momento-curvatura que têm como pa 

râmetro o esforço normal. 

O Manual de flambagem e instabilidade do CEff:'FIP/ 

1977 5 sugere quatro métodos para a análise e/ou projeto de pila­

res nos quais os efeitos de torção podem ser desprezados. Estes 

métodos se distinguem pelo grau de aproximação com que os resul­

tados são obtidos, pela quantidade de trabalho numérico requeri-
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dá para a aplicação do método e pela complexidade dos casos que 

eles permitem tratar. São eles: 

a) Método Geral 

f o método que utiliza o menor numero de hip6te­

ses de cálculo e que, por isso, permite simular com a melhorap~ 

ximação o comportamento real do pilar considerado e obter a me­

lhor estimativa para a carga de flambagem do mesmo. 

O comportamento de um pilar é julgado conhecido se 

se conhecem a flecha e os esforços e deformações, em um. numero 

razoável de seções ao longo de seu comprimento, para diversos es 

tados de equilíbrio possíveis até o estado limite Último de ruí­

na. Devido à grande quantidade de operações de cálculo envolvi­

das na resolução do problema, este método necessita da utilização 

de um computador.. Entretanto, ele também. pode ser aplicado à mão 

com o emprego de tabelas ou diagramas adequados, construídos a 

partir de soluções gerais obtidas com o auxílio de um computador. 

O método geral é bastante flexível, pois através 

dele e possível examinar a estabilidade de um pilar de seção va­

riável, com quaisquer condições de extremidade e solicitado por 

qualquer sistema de ações, ou até mesmo a de um pórtico. 

b) Método da coluna-modelo 

Essencialmente, este nao e um método novo, mas uma 

aplicação especial. do método geral à chamada coluna-modelo: colu 

na livre no topo e engastada na base, fletida em. curvatura sim-
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ples, cuja flecha no topo pode ser suposta dependente apenas do 

comprimento da coluna e da curvatura na base. Assim, com a uti-

lização desta hipótese simplificadora, faz-se uma grande econo­

mia de tempo em relação ao método.geral, evitando-se uma quanti­

dade considerável de operações de cálculo, inerente às determin~ 

çoes da curvatura em cada seção e da deformada da coluna. Não obs 

tante, ainda é necessário o emprego de computador para ap.licar o 

método. No entanto, ele também pode ser aplicado à mão com o au 

xílio de tabelas apropriadas, organizadas em função .de parâmetros 

adimensionais para os tipos de seção transversal mais freqüentes 

na prática. 

O método da coluna-modelo se aplica a pilares iso~ 

táticos, de seção constante, cujas deformadas não apresentam po.1:1_ 

to de inflexão e são tangentes à vertical na seção mais solicit~ 

da. Este método poderá fornecer resultados com aproximação com­

parável à do método geral mediante a aplicação de um fator corr~ 

tiva que leva em conta. a influência da distribuição do momento de 

primeira ordem na magnitude da flecha no topo da coluna-modelo. 

Neste trabalho, a exemplo do Manual. de flambagem e instabilidade 

do CEB-FIP/1977S, o método da coluna-modelo.com esta correção será ma 

mado método da coluna-modelo melhorado. 

c) Método simplificado baseado no estado de equi­

líbrio 

Este método também se baseia na hipótese da colu­

na-modelo e permite provar que existe um estado de equilíbrio e~ 

tável entre esforços externos e esforços internos para uma dada 
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coluna submetida a um certo sistema de açoes, sem determiná-lo. 

O método não fornece, no entanto, uma solução Ótima, pois nao se 

tem idéia de quão distante este estado de equilíbrio está does­

tado limite Último de ruína por instabilidade. 

O método do equilíbrio pode ser aplicado através 

de cálculo manual, com a ajuda de uma tabela que fornece dois coe 

ficientes que definem o valor e a posição da resultante das ten­

sões internas no concreto, em função da deformação apresentadap~ 

la fibra extrema. Ele permite analisar os casos nos quais é vá-

lida a hipótese da coluna-modelo. 

d) Método aproximado para o cálculo do momento 

complementar 

Trata-se de um método semi-empírico, que nao se 

acha incluído no Código-modelo do CEB-FIP/1978 7
• Ele pode ser 

empregado à mão e tem o mesmo domínio de aplicação do método da 

coluna-modelo. 

Este método fornece uma expressão deduzida com ba 

se na hipótese da coluna-modelo.e em resultados de ensaios para 

a avaliação de um momento complementar na seção. ma.is solicitada 

da coluna. Acrescendo, aos esforços de primeira ordem desta se-

ção, o momento complementar, que leva em conta os efeitos de se­

gunda ordem, o método permite determinar a quantidade de armadu­

ra necessária, conduzindo os cálculos como no caso de uma coluna 

Uma vez que a expressão aproximada do momento 

complementar independe da quantidade de armadura, este método e 

apropriado para cálculos de ante-projeto. 
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A seguir aborda-se cada método.mais detalhadamen-

te. 

III.2 - MfTODO GERAL 

A análise do comportamento de um pilar pode ser 

considerada como a articulação de dois problemas, cada qual re­

solvido por um método apropriado: 

- obtenção da relação. entre esforços internos e 

deformações na seção transversal; 

- determinação da deformada do pilar. 

A deformada de um pilar isostático pode ser deter 

minada, por exemplo, através do método das diferenças finitas.De 

posse de diagramas esforço normal-momento fletor-curvatura, org~ 

nizados com valores. adimensionais e que dependem da fo.rma da se­

ção transversal, da taxa e distribuição de armadura e das propri 

edades físicas dos materiais, a determinação da deformada do pi­

lar pode ser feita através de cálculo manual. 

V ~Peo 
--~-~~--n 

1-+---i+T 
f-+---j 
1----+---j-1 

1--+--- ~ =::e dJt 
-+--- o _1_ ,\. 

X 

M 

Mol--------,.,,,.,.....­
M1t--------:;,f" 

M;l-----/ 

1 1 1 

Í; f1 fo 

M;' P leo+v;l 

1 

f 

FIGURA III-1 - Determinação da deformada de um pilar pelo método das 
diferenças finitas. 
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A título de ilustração, mostra-se aqui a análise 

do comportamento de uma coluna como a da figura III-1, livre no 

topo e engastada na. base, submetida a uma carga axial P de excen 

tricidade e
0

, utilizando o método das diferenças finitas. A co­

luna, de comprimento t, é dividida em n elementos de mesmo com-

primento nx. O deslocamento transversal numa seção i arbitrá-

ria, vi, é medido em relação a um eixo de referência fixado ao to 

poda coluna e, portanto, deslocável com a mesma. :E: possível o~ 

-ter por diferenças finitas a seguinte expressao aproximada para 

a derivada segunda do deslocamento na seçao i 

(:::). = 
l 

v. 
1 

- 2v. + v. 
1 l+ l i-

( 6x) 2 
(III-1) 

A teoria de pequenas mudanças de forma permite aproximar a curvatura 
1 

nesta seçao, 
pi 

por 

= (d 2 v) 
\_dX

2 

l 

Pode-se, então, exprimi-la pela seguinte equação 

v. 1 - 2v.+ v. 1 i+ l i-
= 

( 6x) 2 

a qual define o aspecto geométrico do problema. 

(III-2) 

(III-3) 

Uma vez que es-

ta equação sera utilizada para o cálcul.o do deslocamento na se­

ção i+l, é conveniente apresentá-la na forma 
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= 2 V • - V. - ( llx) 2 

i i-1 
(III-4) 

O deslocamento v. 1 e, portanto, calculado em função dos desloca 
i+ 

mentas vi e vi-l computados anteriormente e da curvatura 
1 - for­
P· l 

necida,pela curva momento-curvatura de parâmetro N = - P, para o 

momento previamente avaliado por 

(III-5) 

Para pesquisar o possível estado de equilíbrio co!'. 

respondente a um determinado par de valores conhecidos da carga 

axial, P, e da excentricidade, e
0

, emprega-se um procedimento que 

determina, seção por seção e por iterações sucessivas, a deform~ 

da da coluna. Começa-se por arbitrar um valor razoável para o 

deslocamento v 9, o que permite computar o momento M
0 

= P(e
0

+v
0

) 

e, em seguida, obter, com o auxílio do diagrama esforço normal-

momento-curvatura, a 

tamento da coluna na 

. t 1 curva ura - a 
PO 

este correspondente. O enga~ 

seção O per;,,ite supor que v _1 = v1 . f, en-

tão, possível avaliar o deslocamento na seção 1 de acordo com a 

expressao 

= V -o 
< llx) 2 

2. 

Conhecido o valor deste deslocamento, pode-se calcular o 

(III-6) 

momen-

= P(e
0

+v1 ) e, posteriormente, determinar, através do dia­

Têm-grama esforço normal-momento-curvatura, a curvatura 1 

se, assim, todos os dados necessários para computar, de 

com a equação (III-4), o deslocamento v 2 . Procedendo-se 

acordo 

desta 
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maneira, avaliam-se, paulatinamente, os deslocamentos vi nas di-

versas seçoes. Enquanto o valor que resulta para vn não for nu-

lo, o cálculo deverá ser repetido para um valor de v 
0
- mais ade-

quado. Uma vez atendida a referida condição de extremidade, teE 

se-á obtido um estado de equilíbrio, o que representa um ponto da 

curva carga-deslocamento (figura III-2). 

p 

instabilidade 

/ Puo f---~~~~~~~~--:;;-,..,o........._ 

esgotamento do resistência 

de pelo menos ,um dos materiais 

\ 
estada de equilíbrio 
computada 

FIGURA III-2 - Curva carga-deslocamento para um pilar esbelto 

de concreto armado. 

Buscam,-se deste modo sucessivos estados de equi­

líbrio para valores crescentes da carga axial, mantendo-se cons­

tante o valor da excentricidade, até a obtenção de um valor máxi 

mo da carga P em função do deslocamento vo;• que caracteriza o es 

tado limite Último de ruína por i~stabilidade. 

portanto, a carga correspondente ao ponto onde 

d p 
= o 

A carga Puo e, 

(III-7) 
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O ramo descendente da curva carga-deslocamento so 

pode.ser obtido com controle de deslocamento, ou seja, pesquisa!:: 

do-se, através de um procedimento iterativo, os valores de P co~ 

respondentes aos valores estipulados para o deslocamento v 0 _e ao 

valor constante da excentricidade. 

O método das diferenças finitas é indicado para a 

análise de colunas isostáticas, de seção variável e/ ou carga .. axial 

variável, cujas deformadas não apresentam ponto de inflexão e são 

tangentes à vertical na seção mais solicitada. 

Para a análise de casos mais complexos como, por 

exemplo, colunas hiperestáticas e pórticos planos esbeltos, tor­

na-se necessária a formulação da equação que governa o problema 

sob forma matricial, utilizando-se o método dos elementos fini­

tos como ferramenta fundamental de discretização da estrutura.e~ 

da membro da estrutura, viga ou pilar, é dividido em .elementos, 

conectados nas suas extremidades por nós. Adotando-se um nume­

ro suficiente de elementos, pode-se conseguir resultados tão pr~ 

ximos dos "exatos" quanto se queira. 

Tanto a não-linearidade geométrica quanto a nao­

linearidade física são consideradas de maneira adequada na análi 

se destas estruturas esbeltas. A relação não-linear entre ações 

e deslocamentos, resultante destas duas não-linearidades, requer 

o emprego de um procedimento iterativo que obtém nova solução pa­

ra a equação que governa o problema enquanto o estado de equilÍ-

brio procurado não for encontrado. A cada iteração efetuam - se 

simultaneamente as correções associadas a cada um dos tipos de 
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não-linearidade mencionados, aplicadas aos valores das grandezas 

que não se conhecem previamente e das quais depende a análise. 

A análise de um p6rtico.plano esbelto de concreto 

armado, conhecida a sua geometria, o sistema das ações,suas seções 

transversais (concreto e aço) e as propriedades físicas dos mate 

riais, é realizada em duas etapas, cada qual levando em conside­

ração um tipo de não-linearidade: 

1~) Análise estrutural elástica de segunda ordem, 

através da qual se considera a não-linearida­

de .geométrica, formulando-se a equaçao que g~ 

verna o problema para a geometria. deformada do 

p6rtico. Esta análise fornece os esforços ex­

ternos e a correspondente distribuição de de­

formações para todas as seções consideradas. 

2~) Análise seccional,na qual se leva em conta a 

não-linearidade física através do emprego das 

relações reais tensão-deformação-tempo dos m~ 

teriais. Por meio dela obtêm-se os esforços 

internos, ou seja, as resultantes das tensões 

internas sobre uma seção transversal, corres­

pondentes a uma dada distribuição de deforma­

çoes. 

Estas duas análises são articuladas pela exigên­

cia de equilíbrio de esforços e compatibilidade de deformações 

entre elas, condições estas que devem ser verificadas em todas as 
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seçoes. Deste modo, fica definido um estado de equilíbrio para 

o pórtico e, portanto, um ponto da curva carga-deslocamento. 

A capacidade portante do pórtico plano-esbelto de 

concreto armado corresponde ao valor máximo da carga em função do 

deslocamento, conforme se pode observar na figura III-3. Ela p~ 

de ser determinada obtendo-se sucessivos estados de equilÍbrio, atr~ 

vês de.um procedimento incremental-iterativo com controle de car 

ga ou de um outro com controle de deslocamento. No primeiro des 

tes, a carga é incrementada passo a passo e o deslocamento cor-

respondente é ·determinado paralelamente. Sua convergência é le~ 

ta na região da curva carga-deslocamento próxima à carga máxima. 

No segundo procedimento um deslocamento característico e incre­

mentado passo a passo, a cada um dos quais é calculada a carga 

correspondente. Além de não ter qualquer problema de convergên-

eia, este procedimento permite reproduzir também o ramo descen­

dente da curva carga-deslocamento. 

Carga 
/ instabilidade 

_....o __ 

esgotamento da resistência 
de pelo menos um do, moter.iois 

controlel r controle de 
de cargo deslocamento 

Deslacamento 

FIGURA III-3 - Curva carga-deslocamento para um pórtico plano 

esbelto de concreto armado. 
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III.3 Mt:TODO DA COLUNA-MODELO 

O grande inconveniente do método geral e a extra­

ordinária quantidade de operações de cálculo requerida para apli_ 

cá-lo. Isto se deve principalmente ao comportamento não - linear 

dos materiais que determina a necessidade de dividir a coluna em 

seções e utilizar um procedimento de cálculo iterativo. No caso 

de colunas isostáticas, de. seção constante, cujas deformadas não 

apresentam ponto de inflexão e são tangentes à vertical na seção 

mais solicitada, o volume de operações de cálculo necessário po­

de ser consideravelmente. reduzido., substituindo-se a pesquisa da 

deformada por uma hipótese sobre a sua equaçao. Esta hipÓtese con 

duz a uma relação linear entre a flecha.máxima e a curvatura na 

seçao mais solicitada. O equilíbrio de conjunto da coluna será, 

então, regido pelo equilíbrio entre esforços externos . ( levando em 

conta as flechas) e .. esforços internos ( levando· em consideração as 

relações não-lineares tensão-deformação dos materiais) numa Úni­

ca seçao. 

III. 3 .1 - Definição de coluna-modelo 

De acordo com o parágrafo•l4.4.3.l do CÓdigo-mod~ 

lo do CEB-FIP/1978 7 , coluna-modelo (figura III-4) é um membro com 

primido: 

- livre no topo e engastado na base; 

-- fletido em curvatura simples sob a açao de car-

gas paralelas ao eixo (excêntricas ou não), de 
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forças horizontais (concentradas e/ou distribuI 

das) e/ou de um momento aplicado no topo; 

- cuja flecha máxima e a curvatura na base podem 

ser supostas relacionadas de.modo aproximado P.':. 

la expressão 

2 2 
e 

f -- l = o 4 2,2 l 
' 10 r r 

(III-8) 

flecha na extremidade livre, 

-curvatura na seçao da base, 

comprimento da coluna, 

comprimento de flambagem, 

w 
~-

H 1 , f" p (•o+ •o) 

TT 
1 . 

1 e,e,12 

i l 
momentos de 
12. ordem 

te = 2 2. 

momentos de 
2'º- ordem 

FIGURA III-4 - Coluna-modelo-

imomettf"Os 
,to to is 
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III. 3. 2 - Fundamento· do método 

A hipótese fundamental do.método. da coluna-modelo 

e expressa pela equação (III-8). Esta equação foi obtida com ba 

se na suposição de que· o plano das .ações é um .. plano de simetria 

da coluna e de que a· deformada da coluna, contida., portanto, nes 

te plano, é um quarto de onda.de uma senóide. 

V 

f X 

ie 
2 

FIGURA III-5 - Deformada.da coluna-modelo 

De acordo. com esta hipótese, a .. equaçao. da deforma 

·da da coluna e 

v(x) = f sen 
1TX 

A expressao aproximada da curvatura 

1 

p(x) 
= 

(III-9) 

(III-10) 
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(III-11) 

Percebe-se, então, que a curvatura tem uma variação senoidal ao 

longo da:coluna. 

Avaliando-se a equaçao (JII-11) para x 

se a seguinte relação: 

f = 

te 
- - ,cheg~ 

2 

(III-12) 

onde.!= 1 representa a curvatura na seçao da base da co-

luna. 

Finalmente., admitindo-se que 11
2 ~ 10, obtém-se a 

equaçao (III-8). 

Conclui-se, assim, que a .relação expressa pela e­

quação (III-8). se verifica quando a distribuição da curvatura e 

senoidal. Todavia, ela também pode ser reproduzida para outras 

distribuições da curvatura. 

III. 3. 3 - Formulação do problema 

O problema da determinação da capacidade portan­

te de uma dada coluna-modelo pode ser formulado através de um 

sistema de equações estabelecidas· para a seção mais solicitada da 
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coluna, que traduzem, respectivamente,. uma relação. gecrnétrica, uma 

relação física, uma condição de equilíbrio, uma condição de com­

patibilidade e um critério de instabilidade. 

III.3.3.1-Relação Geométrica 

A coluna-modelo representada· na figura III-4 está 

submetida em sua seçao.mais solicitada, ou .. sej-a, na seção da ba­

se, ao esforço normal 

N = - P 

e ao momento fletor total 

soma, portanto, do momento fletor- de primeira ordem 

= P(e 
o 

H 9,e 
+ e ) + + 

a 
2 

e do momento fletor de segunda ordem 

w 9, 2 
e 

8 

(III-13) 

(III-14) 

(III-15) 

(III-16) 

O,momento fletor total, M, pode ser expresso por 

M = P e (III-17) 

isto e, como o produto.da carga axial, P, por. uma excentricidade 
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total 

(III-lB) 

constituída, portanto, de duas parcelas, uma de primeira ordem e 

outra de segunda ordem. 

A excentricidade de primeira ordem, e 1 , e dada pe­

la seguinte soma: 

H i 
e + 

2P 

onde 

W i 2 
e 

BP 
(III-19) 

e
0 

e a excentricidade da carga axial P na seçao do topo, 

e e a excentricidade adicional (não-intencional) da carga axial 
a 

P para prever possíveis imperfeições geométricas, 

H i e = excentricidade devida força horizontal H aplic~ eH e a a 
2P 

da no topo da coluna, 

w i2 
e excentricidade devida força horizontal unifor = e e a a w 

BP w 

memente distribuída ao longo do comprimento da coluna. 

A excentricidade de segunda ordem, e 2 , e a flecha 

experimentada pela coluna no topo 
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CIII-20) 

Combinando-se as equaçoes CIII-8), (lII,-llf) e (III-16) 

ou as equaçoes (III-8), (III-18) e (III-20), obtém-se uma relação de or­

dem geométrica: 

Q, 2 
1 

Q, 2 
1 

·M = M1 + P 
e +~ (III-21) ou e = e 

10 1 10 r r 

onde todas . - - referentes da base. as varia veis sao a seçao 

III.3.3.2-Relação Fisica 

. Os esforços internos-·na seçao da base são obtidos 

pelas equaçoes que. os definem como.resultantes.das tensões inter 

nas que, por sua vez, dependem. dadistribuição .de deformações na 

seção. A consideração da hipótese das seções planas permite ad­

mitir uma distribuição linear de deformações ao .. longo. da altura 

da seção, que pode,. então, . ser.· representada. por dois parâmetros: 

E:cg' deformação longitudinal ao nivel do centro geométrico das~ 

ção, e <j,, curvatura. Devido ao.comportamento não-linear dos ma­

teriais, o esforço normal interno 

N . = F
1 

( E: , <j,) 
i cg 

(III-22) 

e o momento fletor interno ou a excentricidade.interna, respect_i 

vamente, 

(III-23) 
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são funções não-lineares de Ecg e t, que nao,podem:ser expressas 

analiticamente e, por isso, devem ser obtidas por meio de um pr~ 

cedimento de cilculo .iterativo. Estas funç6es fornecem a rela­

ção física entre esforços internos e deformações na seção mais so 

licitada. 

III. 3. 3. 3-Condição de. Equilíbrio 

Deve ser verificado o equilíbrio. entre.os esfor­

ços internos e os esforços externos na seção mais solicitada,co~ 

dição, esta, expressa pelas equações: 

e 

N. = - p 
l 

M . = Pe donde e . = e 
l l 

III.3.3.4-Condição de Compatibilidade 

(III-24) 

(III-25) 

Deve ser verificada. a compatibilidade. entre a cur 

vatura devida às tens6es internas e a curvatura.da deformada da 

coluna na seção mais.solicitada., condição que se exprime pelá-equ~ 

çao: 

1 t = 
r 

(III-26) 
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III.3.3.5-Critério de Instabilidade 

A coluna atingirá o estado limite Último de ruína 

por instabilidade quando alcançar um valormáximo da excentrici­

dade de primeira ordem, (e portanto domomento-fletor de primeira 

ordem) ou da carga axial em função. da curvatura. O critério de 

instabilidade pode, então.,. ser expresso por uma das equaçoes: 

d e 1 o 
d M1 o 

d(}) 
= ou 

d(l) 
= 

r 

ou 
(III-27) 

dP o 
d(;) 

= 

III.3.3.6-Tipos de Análise 

Conhecido. o:comprimento de flambagem.da coluna, a 

forma e as dimensões.da seção transversal, a quantidade e distr_:i:: 

buição de armadura e as propriedades físicas dos materiais, um 

método de cálculo incremental-iterativo. desenvolvido com base nas 

equações (III-21) a (III-27) permitirá determinar: 

a excentricidade Última de primeira ordem (ou o 

momento Último .de.primeira ordem) para uma car­

ga axial dada; ou 
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- a carga axial Última para uma excentricidade de 

primeira ordem dada. 

III. 3. 4 - Representação gráfica das condições de equilíbrio 

\_ .. ,-~ 
1 ,Ni 

N;' constante 

FIGURA III-6 - Representação gráfica das relações excentricida­

de externa total-curvatura e excentricidade in­

terna-curvatura. 

A maneira mais conveniente. de."i.lustrar os dois ti­

pos de análise citados no. parágrafo III. 3. 3. 6 é através de uma 

representação·gráfica nos eixos excentricidade-curvatura. Are-

lação entre a excentricidade externa total, e, e a 

é representada por uma reta de coeficiente angular 

curvatura,!, 
i2 r 

e 
10 

e de orde 

nada na origem e 1 , como se ve na 

a excentricidade interna, e. - -
l 

figura III-6. A relação entre 
M. 

l "ff:", e a curvatura, <P, .para um da 
l 
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do Ni e representada por uma. curva que se afasta do eixo das ex­

centricidades em direção ao eixo das curvaturas, à medida que o 

valor absoluto de N. cresce. 
]. 

O. formato desta curva. depende da 

forma da seçao transversal, da taxa. e distribuição de armadura e 

das leis tensão-deformação dos materiais. 

Como· se pode. observar. na figura. III-6, e comum as 

duas linhas representativas das. rela·çÕes excentricidade externa 

total-curvatura e excentricidade interna,-curvatura se intercept~ 

rem em dois pontos, E e I, nos quais e. = e. 
. ]. 

A configuração cor-

respondente ao·ponto.E é uma configuração.de.equilíbrio estável 

para a coluna. O ponto· .. I representa uma outra configuração de 

equilíbrio para a. coluna, porém instável. Isto .. pode ser compro-

vado ao se observarem configurações vizinhas a direita destes po~ 

tos. Enquanto que numa.configuração.vizinha a direita do ponto 

E, correspondente., portanto, a uma flecha · maior e, conseqüente­

mente, a uma curvatura também maior.,. a .. excentricidade interna e 

maior que a externa, numa configuração vizinha à direita do pon­

to I, a excentricidade interna é menor.que a externa. 

No caso· do .. primeiro tipo de análise citado no pa­

rágrafo III. 3. 3. 6, o valor da carga axial é fixo.; .conseqüente-

mente, o · do es.forço. normal também o e. E,:· então, apenas uma ·cu!' 

va representativa da., relação. excentricidade interna,-curvatura, ~ 

quela de parâmetro N .. = - P, é considerada. 
]. 

Para um valor pequ~ 

no da excentricidade de primeira ordem:, e 1 , a reta e - i co:urespx:,ndé~· 

te corta a curva no ponto de equilíbrio E, podendo, eventualmen-

te, cortar também num ponto I. A valores crescentes de e 1 cor-

respondem novas retas, paralelas à primeira, cada qual situada~ 
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cima da anterior. Deste modo, os pontos E e I onde a reta inter 

cepta a curva tendem a se aproximar cada:vez mais. No limite, eles 

coincidem·quando, então, a reta·é·tangente· à curva em U ( figura 

III-7 ) .. Q valor de e 1 correspondente a.esta condição limite,elu' 

permitirá calcular o momento Último de primeira ordem. Retas cor 

respondentes a valores de e 1 superiores a.e1ü .nao interceptafã9 

a curva; portanto, o equilíbrio é impossível para estes valores 

f J_ 

0, J_ ,r . 

FIGURA III-7 - Estados de equilíbrio nos.eixos excentricida 

de-curvatura para N fixo. 

No caso do segundo tipo de análise citado no par~ 

grafo III. 3. 3 .. 6, a excentricidade de primeira· ordem é. fixa e, en 

tão, a reta representativa da relação excentricidade externa to 

tal-curvatura também o é. Para.um valor·pequeno de P, a curva 

e. - <j) correspondente intercepta a reta no .. ponto. de equilíbrio E 
l 
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e, eventualmente, também num ponto I. A valores .crescentes de P 

correspondem outras curvas, cada qual situada abaixo da anterior, 

de modo que os pontos E e I onde a curva cruza a .reta tornam - se 

cada vez mais próximos um.do outro. A carga Última será determi 

nada a partir do parâmetro Nu associado à curva tangente a reta 

em U (figura III-8). Curvas ei-cj, cujos parâmetros são superio-

res em valor absoluto a [N \ não interceptarão a reta. 
u 

brio é, então, impossível para valores de P superiores 

fu 

~ . .L r 

O equilf 

a \ N \. u 

FIGURA III-8 - Estados de equilíbrio. nos eixos excentricida­

de-curvatura para e 1 fixo 
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III. 3. 5 - Tabelas e .cliagramas para a apresentação. de .. resultados 

numéricos 

Soluções numéricas obtidas por programas de comp~ 

tador utilizando um processo de cálculo baseado no método da co­

luna-modelo podem ser organizadas na forma de tabelas ou diagra­

mas adequados em função dos seguintes parâmetros adimensionais: 

ou 

- esforço normal relativo: 

V = INI 
N 

c 

- momento relativo de primeira ordem: 

Ml el 
µl = = V 

N h h c 

excentricidade relativa de primeira ordem: 
el 

h 

- taxa mecânica de armadura: 

A f 
w = s se 

(III-28) 

(III-29) 

(III-30) 

- razao entre o comprimento de flambagem da·colu-
9-

- e na e a altura total da seçao transversal: 
h 

sendo que 

(III-31) 
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e a parcela,devida ao concreto,da capacidade de carga da 

transversal na compressão centrada; 

seçao 

f e a resistência 
c 

do concreto a compressao; 

fse e a tensão de escoamento do aço; 

Ac e a area da seçao transversal geométrica; 

A e a area total de armadura; s 

h e a altura total da seçao transversal. 

As taberas e os diagramas são preparados para uma 

dada forma de seção de concreto, distribuição de armadura e leis 

tensão-deformação dos materiais. 

Um tipo de tabela é a que fornece o valor Último 

de µ1 em função de v, w e 2e/h. Com tabelas como esta pode - se 

resolver diretamente os seguintes problemas: 

a) cálculo de M1 , dados te/h, w e N; 

b) cálculo de As' dados 2e/h, N e M~-

Eventualmente, estas tabelas permitem encontrar, por tentativas, 

a carga axial Última para uma excentricidade de primeira ordem co 

nhecida, ou seja, solucionar o problema: 

c) cálculo de P, dados 2e/h, w, e 1 . 

Outro tipo de tabela é a que dá o valor Último de 

Tabelas deste .tipo permitem tra­

tar diretamente os três problemas. 
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Outra maneira de apresentar os resultados e atra­

ves dos diagramas de interação µ 1 - v - w - te/h. Estes diagr~ 

mas são representações gráficas nos eixos µ 1 - v da capacidade Pº!'. 

tante de pilares. Apresentam várias curvas para uma mesma rela­

ção te/h, .a cada uma das quais corresponde um valor de w dife­

rente. 

III.3.6 - Domínio de àplicação do método 

O método.da coluna-modelo pode ser aplicado dire­

tamente a pilar que atenda aos seguintes requisitos: 

- seja isostático; pode ser um pilar em balanço (li 

vre no topo e engastado na base) de comprimento 

i = t /2 (figura III-9a) ou um pilar simplesmen 
e -

te apoiado de comprimento t = te ( figura III-9b); 

- tenha seçao transversal ( concreto e arma.dura). cons 

tante ao longo do comprimento; 

- cuja flexão ocorra num plano de simetria do p~ 

lar,comum ao concreto e às armaduras; deste mo­

do, as açoes devem estar contidas neste mesmo pl~ 

no; 

- esteja submetido a açoes tais que o esforço no!'. 

mal seja constante ao longo do comprimento e o 

momento de primeira ordem tenha mesmo sinal ao 

longo do comprimento e seu valor máximo na se-
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-çao do engaste para o pilar em balanço e na se 

-çao a meia-altura (sendo simetricamente distri-

buído em relação a esta seção) para o pilar sim 

plesmente apoiado. 

+: Pe0 J:Peo - I 
I I I I I i, k_ I 

I . 2 I 
I 

2H f , P. 1 
1 - w 

1 
(a) 1 

\ . \ 
:1. 

~Peo 

( b) 

FIGURA III-9 - Pilares isostáticos cujas deformadas nao apre­

sentam ponto de inflexão e são tangentes a ver 

tical na seção mais solicitada. 

Para que se possa analisar através do método da co 

!una-modelo o caso de um pilar simplesmente apoiado, sujeito a 

momento de primeira ordem variando linearmente ao longo do com-

-primento de tal modo que as excentricidades nas extremidades sao 

diferentes em módulo e/ou sinal (figuras III-lüa e III-lOb), de­

ve-se tratar o pilar como se fosse sujeito a uma excentricidade 

equivalente, e
0

, constante ao longo do comprimento (figura III-lüc) 

e possuindo o maior dos dois seguintes valores: 
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(III-32) 

-onde e
01 

e e 02 sao as excentricidades de primeira ordem nas ex-

tremidades, sendo que e 02 'é positiva e maior em módulo do que 

p 

(o) ( b) ( e l 

FIGURA III-10 - Pilares simplesmente apoiados sujeitos a cargas 

axiais aplicadas com excentricidades diferentes 

nas extremidades (a,b) e com excentricidade equi 

valente constante (c). 

No caso do momento de primeira ordem resultar nao 

só das excentricidades da carga axial como também da ação de for 

ças transversais, a excentricidade equivalente a ser considerada 

será obtida adicionando-se, àquela dada por uma das e.quaçoes 

(III-32), a excentricidade máxima devida às forças transversais. 
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No entanto, em qualquer destes casos devem ser o~ 

decidas às exigências do parágrafo 14.4.1.2 do Código-modelo do 

CEB-FIP/1978 7
• 

O Código-modelo do CEB-FIP/1978 7 , em seu paragra­

fo 14.1.3, permite a aplicação do método da coluna-modelo e do 

método do equilíbrio apenas a pilar com Índice de esbeltez, À, in 

feriar a 140, sendo À definido por 

À = 

onde 

t 
e 

l 
c 

te e o comprimento de flambagem do pilar, 

e o raio de giração da seçao transversal. 

III.3.7 -Método da coluna-modelo melhorado 

Como foi visto no parágrafo III.3.2, a 

(III-33) 

equaçao 

(III-8), que exprime a hipótese fundamental do método da coluna­

modelo, foi deduzida admitindo-se uma deformada senoidal para a 

coluna, o que implica numa distribuição de curvaturas .senoidal. 

Esta distribuição pode-se distanciar de forma mais ou menos mar­

cante da distribuição real de curvaturas, que depende da distri­

buição de momentos fletores totais. 
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Admitindo-se que apenas os momentos de segunda or­

dem produzam flechas com distribuição senoidal, pode~se estabel~ 

cer um fator corretivo que leva em consideração, de maneira apr~ 

ximada, a influência da distribuição do momento de primeira or­

dem no valor da flecha no topo da coluna-modelo. De acordo com 

esta hipótese, a maior ou menor aproximação com que a flecha no 

topo da coluna e calculada no método da coluna-modelo depende de 

dois fatores: 

distribuição do momento de primeira ordem ao longo do pilar; e 

- importância relativa dos efeitos de segunda ordem, aferida pe­

la esbeltez. 

III.3. 7.1-Valor corrigido do momento Último de primeira ordem 

para uma carga axial dada 

momento 

are tg EI 

2 
p , • ..!. 

10 r ~ 

M 

Mzc 

curvoturo 

FIGURA III-11 - Condições de equilíbrio Último nos eixos momento 

curvatura para uma carga axial dada 
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A figura III-11 mostra as condições de equilíbrio 

Último nos eixos momento-curvatura, para uma carga axial de va-

lor conhecido. A relação momento interno-curvatura é represent~ 

da pela curva.de parâmetro N. =-P. 
l 

No método da coluna-modelo,o 

momento de segunda ordem e dado por uma função linear 

ra, representada por uma reta de coeficiente angular 

da curvatu 
p _ç,2 

e o 
10 

momento Último de primeira ordem é obtido como a máxima diferen-

ça entre as ordenadas, correspondentes à mesma curvatura, repre­

sentativas do momento interno e do momento de segunda ordem. Su 

põe-se que o estado limite Último de ruína por instabilidade cor­

respondente à forma corrigida da deformada é muito pouco diferen 

te do obtido em U, de tal modo que os valores Últimos do momento 

total e da curvatura (que, para simplificar, serão denotados por 

Me! respectivamente) não mudam. r 
Em conseqüência, os valores 

"corretos" dos momentos Últimos de primeira e de segunda ordem, 

M1 c e M2c' serão tais que 

Mlc + M2c = M (III-34) 

A análise que tem por objetivo o estabelecimento 

de um fator corretivo e baseada na hipótese de uma relação linear 

entre o momento total e a curvatura, caracterizada pela rigidez 

secante à flexão EI, suposta constante ao longo da coluna. 

hipótese permite escrever que 

Esta 

1 M = (III-35) 
r EI 

Com base nas equaçoes (III-34) e (III-35) e possi 

vel exprimir a curvatura. Última por 
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1 1 1 = -- + (III-36) 
r 

isto é, como a soma de duas parcelas, uma de primeira ordem, pro­

porcional a Mlc' 

(III-37) 
EI 

e outra de segunda.ordem, proporcional a M2c' 

= (III-38) 
EI 

A flecha "correta", f , também pode ser considera c -

da formada por duas parcelas, flc correspondentes, respe~ 

tivamente, às curvaturas 1 
e 

A parcela flc da flecha sera calculada de acordo 

com uma expressao obtida com base na hipótese de que a rigidez 

EI é constante ao longo da coluna, aplicando-se o segundo teore­

ma de Mohr: 

z 
EI 

(III-39) 

onde Z e o momento estático da área do diagrama de momentos de 

primeira ordem corrigido em relação ao topo da coluna - modelo. 

A parcela f 2c da flecha sera suposta relacionada 
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a curvatura segundo a hipótese fundamental do método e, po~ 

tanto, expressá por 

1 (III-40) 

Combinando-se as equaçoes (III-8), (III.~3t+), (III-35), 

(III-38), (III-39) e (III-40), é possÍvel obter 

= f (III-41) 

Em primeira aproximação, pode-se tomar para M1 c o 

valor de M
1 

e, conseqüentemente, avaliar Z para o diagrama de mo 

mentos de primeira ordem correspondente ao valor M1 . Isto condu 

zirá ao seguinte valor corrigido para a flecha Última: 

(III-42) 

onde 

(III-43) 

é o fator corretivo que leva em conta a distribuição do momento 

de primeira ordem. 

O momento Último de segunda ordem terá, então,seu 

valor corrigido para 

(III-44) 
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Exprimindo-se o valor corrigido do momento Último 

de primeira ordem como M1 = M - M2 e substituindo-se nesta equa c c -

ção o valor de M2 dado pela equaçao (III-44), chega-se .ao seguin 
c -

te resultado: 

(III-45) 

Assim, se, para uma carga axial dada, se obtém de 

acordo com o método da coluna-modelo um momento Último de prime! 

ra ordem M
1

, ao qual corresponde uma flecha f, o método da colu­

na-modelo melhorado fornecerá o valor corrigido M1 c para este mo 

me~to,expresso pela equação (III-45). Para que se possa empre­

gar esta equação, é necessário conhecer o momento Último totalM. 

Há tabelas, no entanto, como as apresentadas no apêndice 3 do Ma 

nual de flambagem e instabilidade do CEB-FIP / 19 77 5 
( tabelas A3. 4 

a A3.8), que não fornecem o valor do momento total relativo, 

µ=M/(N h), nem O de qualquer outro parâmetro, como f/h ou h/r, com 
c 

o auxílio do qual seria possível avaliar M. Nestes casos, o mes 

mo manual aconselha a tomar, como uma boa aproximação deµ, o v~ 

lor do momento relativo de ruptura da seção, apresentado nas ta­

belas para ie/h=O. 

III. 3. 7. 2- Valor corrigido da carga axial Última para uma excentri 

cidade de primeira ordem dada 

Mantidas, no caso do equilíbrio Último para uma 

excentricidade de primeira ordem dada, as mesmas hipóteses fei-
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tas no parágrafo III.3.7.1, o valor da flecha Última correspon-

dente à forma corrigida da deformada também será expresso pela 

equaçao (III-42). 

Em conseqüência da correçao do valor da flecha, 

o valor Último da carga axial será alterado. O momento Último de 

primeira ordem, M1 =P e 1 , terá, então, seu valor co~rigido para 

(III-46) 

e o momento Último de segunda ordem, M2 = Pf, sera corrigido pa­

ra 

(III-47) 

Somando-se as expressoes destes momentos, igualando-se o resulta 

do a Me resolvendo-se a equação obtida para Pc, vem 

PC= 
p 

1 - Ml) a. 
M c 

(III-48) 

Deste modo, conhecida, para uma dada excentricida 

de de primeira ordem, a. carga axial Última P fornecida pelo mét~ 

do da coluna-modelo e a qual corresponde uma flecha f, o método 

da coluna-modelo melhorado conduzirá ao valor corrigido para es­

ta carga, Pc, expresso pela equação (III-48). 
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, 

III.3. 7.3-Expressão do fator corretivo ªc 

+P,i> dzM1 
w H H 

1 ' 1 I \ 
I \ 

f=t,12 I \ 0c!1M1 ~, 

l / 1 
= + + I \ 

I 1 

' 1 

I· 
M1 

• I 
,M 1 

momentos de 

1~ ordem 

FIGURA III-1.2 - Distribuição do momento de primeira ordem ao 

longo da coluna-modelo 

O Manual de flambagem e instabilidade do CEB-FIP/ 

19 7 7 5 sugere considerar a distribuição do momento de primeira or­

dem como a superposição de dois diagramas triangulares e de um 

diagrama parabólico, como mostra a figura III-12. Assim, avali­

ando-se o momento estático, em relação ao topo da coluna-modelo, 

da área de cada componente do diagrama de momentos de primeira or 

dem e somando-se as três parcelas resultantes, obtém-se 

12 

A substituição da expressao 

(III-43) conduz à seguinte expressão para ªc 

de Z na 

(III-49) 

equaçao 
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o: 2 

2,4 
(III-50) 

Os coeficientes o: 1 e o: 2 , que caracterizam o dia­

grama de momentos de primeira ordem, são.dados, para o sistema 

de ações apresentado na figura III-12, respectivamente por 

(III-51) 

e 

(III-52) 

O sinal negativo que aparece na equaçao (III~Sl) 

indica que, para este sistema de ações, a parábola deveria ser 

representada na figura .III-12 com a concavidade voltada para o 

lado oposto. 

A figura III-13 fornece valores do fator correti­

vo ªc correspondentes a determinados sistemas de ações. O fato 

de ªc ser nulo para alguns destes sistemas de ações indica que, 

nestes casos, a hipótese fundamental do método da coluna - modelo 
R, 2 

é verificada. Ef t · t d · O t z - e e ivamen e, quan o ªc" , em-se Ml - 10 e, em 

qualquer dos dois tipos de análise citados. no .. parágrafo III. 3. 3. 6, 
R, 2 

e 1 
Mlc = M1 , donde vem que flc = 10 rlc 



Sistema H 
p 

H r'4P - • 

de 

ações 

Condição • 4 ep H 3 •• •l -8 
' - 7' ' - T -, 

imposta p 3 p 2 H 9 

a, 

Diagrama 
M1 0,6 M1 0,4 Mi o o 

_, 
o 

I 
I ' de I I 

- 0,1 M1 I 0,2 M1 -0,25 M1 1 
momentos· --,-,./ '-1 

I I 
de I I 

1 I 
12 ardem 

M1 M1 M1 M1 M1 M1 
------ --

O.:c - 0,25 o o o o, 1666 o, 375 
___ , _____ 

FIGURA III-13 - Valores do fator corretivo ªe para diferentes sistemas de açoes 
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Como foi visto no parágrafo III.3.6, o método da 

coluna-modelo também pode ser aplicado a pilar simplesmente apoi 

ado, submetido a um sistema. de ações tal .como o apresentado na fi 

gura III-9b. Neste caso, o diagrama de momentos de primeira or­

dem é si~étrico em relação à seção à meia-altura do pilar e sua 

metade superior tem a forma do diagramarepr>esentado na figura 

III-12. O coeficiente a
1 

é dado por 

W t 2 

= 
W t 2 

e (III-53) 

e o coeficiente a 2 assume o valor fornecido pela equaçao (III-52). 

III.4 - MfTODO SIMPLIFICADO BASEADO NO ESTADO DE EQUILÍBRIO 

O método do equilíbrio tem por objetivo verificar 

se uma dada coluna estará em equilíbrio estável quando solicita 

da por um sistema de ações conhecido. 

Este método utiliza a mesma hipótese simplificadQ 

ra do método da coluna-modelo, ou seja, de qlie a flecha na extremi 

dade livre da coluna pode ser expressa como uma função linear da 

curvatura na extremidade engastada (seção da base) segundo a equ~ 

ção (III-8). Em face disto, a verificação é feita na seçao da ba 

se da coluna. 
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e 

2 .e. 1 
º' •1 t 10 T 

A 

e; 

FIGURA III-14 - Verificação da estabilidade de uma 

coluna pelo método do equilíbrio 

-Para a seçao da base da coluna-modelo ( figura 

III-4 ) -sao conhecidos o esforço normal externo, N, dado pela equ~ 

ção (III-13) e a excentricidade de primeira ordem, e 1 , fornecida 

pela equação (III-19). Para efetuar a verificação, considera-se 

um diagrama de deformações arbitrário para esta mesma seção, cu­

jos valores das deformações são menores ou iguais às deformações 

limites dos materiais. Determinam-se, então, a partir deste dia 

grama de deformações, os valores das resultantes das tensões in-

ternas, N. e Mi· , e, posteriormente, o da excentricidade interna, 
M.i 

l 
ei - - ]T-:­

l 

Em seguida, avalia-se a excentricidade externa to-

tal de acordo com a segunda das equações (ÍII-21) para o valor 

e~) da curvatura, correspondente ao diagrama de deformações ado 
r A 

tado. Comparam-se, então, o esforço normal externo, N, e a ex-

centricidade externa total, e, com a resultante das tensões in-
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ternas N. e sua excentricidade e .. 
l l 

Se, como mostra a figura III-14, ambas as condi-

-çoes 

e. > e 
l 

(III-54) 

forem satisfeitas, poder~se-á concluir que a coluna está em equ~ 

lÍbrio estável sob o sistema de ações dado. Esta conclusão pode 

ser justificada pelo argumento seguinte, que nao requer a obten 

ção das curvas excentricidade interna-curvatura que têm como pa-

râmetros,respectivamente, N e Ni. Se o comprimento AB = e. é mai 
l -;-

or do que AC = e = e 1 + f, pode-se garantir que a curva de -parame-

tro N. intercepta a reta representativa da relação excentricida-1 . 

de externa total-curvatura. Uma vez que IN-1 > INI, as ordena­
i -

das da curva de parâmetro.N são maiores ou iguais às da curva de 

parâmetro N .. 
l 

Portanto, a curva de parâmetro N certamente tam-

bém interceptará a reta da excentricidade externa total. Isto 

implica na existência de um ponto E de equilíbrio. estável. Assiin, 

para provar que existe.um estado de equilíbrio estável para a C.c:?. 

luna sob o sistema de ações dado, basta encontrar um ponto B si­

tuado no interior da área delimitada pela curva de parâmetro N e 

pela reta da excentricidade externa total. 

Embora este método nao forneça, em geral, uma so­

lução Ótima, pois se desconhece quanto de exagero existe na re­

serva de resistência da seção, bons resultados podem ser conse-



71 

guidos adotando-se valores adequados para a curvatura e carga· 

axial. O Manual de flambagem e instabilidade do CEB-FIP/1977 5 a­

presenta sugestões para estes valores. 

III. 5 - Ml::TODO APROXIMADO PARA O CÁLCULO DO MOMENTO COMPLEMENTAR 

Este método aproximado permite que uma coluna es­

belta seja dimensionada como uma coluna curta,. isto é, no estado 

limite Último de ruína por esgotamento da capacidade resistente 

da seção mais solicitada., para o esforço normal externo, N, ex­

presso pela equação (III-13) e momento fletor total, M, dado p~ 

la equação (III-14), ou seja, pela soma de M1 , momento de prime_:h 

ra ordem devido ao sistema de ações dado e à excentricidade adi­

cional, e M2 , momento complementar que leva em conta os efeitos 

de segunda ordem. 

O momento complementar para uma coluna isostática 

de comprimento. de flambagem te tem a .. mesma expressão do momento de 

segunda ordem no método da coluna-modelo: 

= p 
t2 

e 

10 

1 

r 
-(III-55) 

mas, a curvatura Última, 1 
r' e dada pelas expressoes empíricas 

1 = (0,0035+ ::~/h para v < O , 5 
r 

(III-56) 

1 
(o,0035+ ::~/C2vh) para v > 0,5 = 

r 
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sendo v avaliado de acordo com a equaçao (III-28). 

Estas expressoes para a curvatura foram estabele­

cidas de modo que os resultados a que elas conduzem estejam bem 

próximos dos resultados de inµmeros ensaios. Entretanto, foi cons 

tatado que estes mesmos resultados, quando comparados com os do 

método geral, estão, algumas vezes, contra a segurança. Pores­

te motivo, o Manual de flambagem e instabilidade do CEP-FIP/1977 5 

sugere que se aplique um fator de comportamento, yn' aos coefici 

entes y de minoração das resistências dos materiais. Assim, a resis 
m 

tência de cálculo do concreto à compressão deve ser avaliada de 

acordo com a equaçao 

0,85 fck 

e a tensão de escoamento de cálculo do aço, segundo 

f = se 

Em ambas as equaçoes yn = 1,2. 

(III-57) 

CIII-58) 

As equaçoes (III-56) têm a grande vantagem de se­

rem independentes da armadura, sendo, por isso, muito convenien­

tes para ante-projeto. 
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CAPÍTULO TV 

HTPÕTESES E MtTOVO VE CÁLCULO 

Neste capítulo sao apresentados o método de cálcu 

lo baseado na coluna-modelo 4
'

5
'

7
, suas hipóteses de base bem co­

mo as hipóteses visando à aplicação numérica deste método. 

O método de cálculo destina-se a determinar a ca­

pacidade portante de pilares isostáticos de concreto armado, cu­

jas deformadas não apresentam ponto de inflexão e são ,tangentes 

à vertical na seção mais solicitada, submetidos a um sistema de 

ações de curta e/ou longa duração, contidas num plano de simetria 

da coluna. Para isto, calcula, passo a passo, os estados de equ~ 

lÍbrio sucessivos na seção mais solicitada do pilar. 

IV.l - HIPÕTESES DE BASE 

IV.1.1- Hipótese da coluna-modelo 

Como foi visto no parágrafo III.3.1, coluna-mode­

lo (figura IV-1) é uma coluna: 

- livre no topo e engastada na base; 

-- fletida em curvatura simples sob a açao de uma 

carga axial, P, de uma força horizontal concen­

trada, H, e/ ou de uma força horizontal distribuída, 

w, e/ou de um momento aplicado no topo, Pe
0

• 



onde 

JI, 
e 

1 

r 
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- cuja flecha no topo pode ser determinada de 

modo aproximado por 

f = 
J/,2 

e 1 

10 r 

e o comprimento de flambagem da coluna, 

-e a curvatura na seçao da base. 

w H ~P (e0 +e 0 ) - l 
I 
I 

./ 
I 
1 , 

f 

FIGURA IV-1 - Coluna-modelo 

(IV-1) 

IV .1. 2 - Seção transversal 

A seção transversal de concreto armado, submeti 

da ã flexão composta reta neste estudo, i discretizada em. fi­

bras de concreto e fibras de aço. 
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IV .1. 3 - Hipótese das seçoes planas 

Admite-se como válida a hipótese de Bernoulli de 

que as seções permanecem planas e normais ao eixo. da peça apÓs 

a deformação. Esta hipótese é aceitável porque se desprezam as 

deformações devidas ao esforço cortante e se supõe.c1que haja ad~ 

r~ncia perfeita entre o aço e o concreto. 

Com base nesta hipótese, pode-se considerar uma 

distribuição linear de deformações longitudinais ao longo da 

altura da seção. ( figura IV-2). Esta distribuição de deforma­

ções é representada por dois parãmetros: Ecg' deformação ao ní 

vel do centro geométrico da seção, e e/>, curvatura, através da 

-equaçao 

E= Ecg + q> y (IV-2) 

-
cg 

'~ Y· 1 
are tg t' 

y 

FIGURA IV-2 - Deformações das fibras 
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IV.1.4 - Hipótese das armaduras aderentes 

Por hipótese, a aderência entre o concreto e o 

aço e perfeita, não havendo, assim, deslizamento entre a arma­

dura e o concreto adjacente. Em conseqüência, a. deformação de 

uma fibra j de aço, distante y. do eixo z, é· igual à deforma-
] 

ção da fibra de concreto situada a uma distância yk =yj doei-

xo z. 

IV.1.5 - Hipótese das pequenas mudanças de forma 

Considera-se a hipÓtese· de pequenas mudanças de forma 

· que permite ·adotar a seguinte 

vatura 

1 

p(x) 
= 

expressão aproximada para a cur-

(IV-3) 

utilizada, como foi visto no parágrafo III.3.2, na dedução da 

equação (IV-1), que representa a hipótese fundamental do méto­

do da coluna-modelo. 

IV. l. 6 - Não-linearidade geométrica 

A influência das flechas experimentadas pelo Pi 
lar no equilíbrio do mesmo e levada em conta através da avalia 

çao de um momento de segunda ordem na seção da base da coluna~ 

modelo: 
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(IV-4) 

produto da carga axial, P, pela flecha no topo da coluna, f, 

dada pela equação (IV-1). 

IV.l. 7 - Não-linearidade física 

Supõe-se que os materiais tenham comportamento 

não-linear porém elástico, uma vez que admite-se que a curva de 

descarga coincida com a de carga. 

(T 

E 
ll (T 

ll€ 

€ 

0",1-1 e €,t- 1 : tensão e deformação correspondentes ·a etapa anterior 

llO" e ll€ acre'scimos do tensão e do deformação 

FIGURA IV-3 - Módulo "corda" de deformação longitudinal 

dos materiais 
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A não-linearidade dos diagramas tensão-deforma­

çao dos materiais é levada em conta através da determinação de 

módulos "corda" de deformação longitudinal, definidos pela re­

lação entre acréscimos de tensão e os acréscimos de deformação 

correspondentes 1 7 sob um acréscimo das ações ou da curvatura. 

IV .1. 8 - Comportamento. reolÓgico do concreto 

Como foi dito no parágrafo II.5, o concreto eum 

material sujeito aos fenômenos de fluência e retração. Neste 

estudo, a retração é desprezada e a fluência é considerada de 

maneira aproximada. 

Segundo a hipótese de fluência linear, a respo~ 

ta do concreto a uma tensão aplicada rapidamente na ~idade t 0 

e então mantida constante e uma deformação variável com o tem­

po, proporcional, em cada instante, à tensão aplicada.No enta~ 

to, o método utilizado neste estudo baseia-se numa extensão des 

ta hipótese, segundo a qual a deformação em cada instante e p~ 

porcional à deformação produzida.no instante da aplicação da 

tensão (deformação instantânea). Deste modo, é considerada a 

relação não-linear entre a tensão aplicada e a deformação ins­

tantânea. 

O método do" reduced modulus" leva em conta os 

efeitos da fluência através do emprego de um diagrama tensão-

deformação para o concreto obtido a partir do diagrama para 

açôes de curta duração (cr ,E ), deslocando-se os pontos deste e c 

diagrama paralelamente ao.eixo das deformações de tal modo que 

as novas deformações estejam relacionadas com as primitivas de 
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acordo com a equaçao: 

onde 

E 
c 

(IV-5) 

IJ)(t,t ) e o coeficiente de fluência, independente da tensão apli 
o 

cada; 

a é o coeficiente que traduz a relação entre os momentos de pri 

meira ordem na seção mais solicitada devidos, respectivamen­

te, às ações de longa duração e à totalidade das ações 

a = = (IV-6) 

Sé o coeficiente que traduz a relação entre os esforços 

mais na seção mais solicitada devidos, respectivamente, 

ações de longa duração e à totalidade das ações 

nor-

-as 

s = = (IV-7) 

A equaçao (IV-5) pode ser encarada como uma fÓr 

mula de interpolação entre dois casos limites. No caso de a­

çoes de curta duração apenas, a e S são nulos e a fluência nao 

chega a· ter influência no comportamento da coluna. No caso de 

todas as ações aplicadas serem de longa duração, a e S são iguais 

a 1. Os coeficientes a e S permitem levar em cohta a história 

da carga de longa e/ou curta duração. O produto ç,. s; ljl(t,t
0

) 
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~ 

e dito coeficiente de fluência reduzido, 
~·: 

ij) • 

As equaçoes (IV~5) a (IV-7) são aplicáveis no 

caso de todas as açoes de longa duração serem aplicadas na ida 

todas as de curta duração, na idade t posterior a 

Four~ 12 apresenta as seguintes sugest3es para o 

cálculo do coeficiente de fluência reduzido em casos mais com-

plexos. No caso do pilar estar submetido a 

- aç3es de longa duração FLi' aplicadas em di­

ferentes idades ti e que produzem as solicita 

ç3es de primeira ordem NLi e MlLi; 

- açoes de curta duração FC' aplicadas na idade 

t superior ao maior t. e que produzem as soli 
l 

ci taç3es de primeira ordem NC e M1C ; 

o coeficiente de fluência reduzido e definido por 

1/) = 
n 
I 

i=l 
a. s. ij)(t,t.) 

l l l 
CIV-8) 

;': 

onde ij)(t,ti) ~ o coeficiente de fluência no ~nstante t do con 

ereto carregado na idade t. e a. e s. são as relaç3es entre as 
l l l 

solicitaç3es de primeira ordem devidas ã ação FLi e as solici-

taç3es de primeira ordem na idade t devidas ã totalidade das 

açoes, ou seja, 
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MlLi MlLi 
(IV-9) C( • = = 

l n 
Ml Mlc + I MlLi 

i=l 

e 

s . NLi NLi 
(IV-10) = = 

l n 
N Nc + .I NLi 

i=l 

No caso de uma das açoes FLi ser mantida apenas 

durante o intervalo de tempo (ti' tj), considera-se FLi aplic~ 

da na idade ti e FLj = - FLi aplicada na idade tj. 

No caso das solicitações de primeira ordem devi 

das - de longa duração . - (por as açoes serem pouco varia veis exem-

plo, cerca de 10% com .relação a sua média) ou delas serem cons 

tantemente crescentes com. o tempo, pode-se evitar o cálculo dos 

coeficientes de fluência parciais lj)(t,ti), avaliando-se o coe­

ficiente de fluência reduzido de acordo com a equação: 

-l: 
ip 

sendo 

a = 111L 

e 

n 

l MlLi (t-ti) 
= i =l 

t - t o 

(IV-11) 

(IV-12) 
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n 

NL l NLi ( t-t. ) 
i=l l 

s = NL = (IV-13) 
N t-t 

o 

onde N1 e H11 são as solicitações de primeira ordem de longa dura 

ção médias ponderadas pelas durações de aplicação das açoes F Li. 

Aplicando-se o método do "reduced modulus 11
, e po~ 

sível utilizar o mesmo método de cálculo desenvolvido para oca­

so de flambagem sob ações de curta duração para determinar a car 

ga axial, para uma excentricidade de primeira ordem dada, ou o 

momento de primeira ordem, para uma carga axial dada, que provo­

ca a flambagem por fluência ou a flambagem em curta duração após 

um período de ações de longa duração. 

p p 

Puo Puo ,, ,, 
/ <> ,, 

<> / -1\'' / ,, / 
-1\ / Pu2 / e / / I 
/ / 

Pu1 
I -· B A/ 

;.--· .,...... PL 
/ .,/' B 

/ / 

/ / 
/ 

/ 
. 

./ 
/ 

o f o f 

FIGURA IV-4 - Determinação da (a) capacidade portante em lon­
ga duração Pul função de IJl; _(b) capaci~ade po~ 
tante em longa e curta duraçao Pu 2 funçao de P1 e ljl. 
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Observando-se os diagramas.carga-flecha da figura 

IV-4, nota-se que este cálculo aproximado segue o caminho fictí­

cio direto OB, correspondente à utilização do diagrama [ ºc' Ec(l+'P)] 

para o concreto, em lugar do. caminho real OAB, no. caso de flamba 

gem por fluência; e o caminho fictício direto OC, corresponden-
.e 

te ao emprego do diagrama r 0 , E ( 1 +'f") ] para O concreto, em - c c 

substituição ao caminho real OABC, no caso de flambagem em curta 

duração após um período de ações de longa duração. 

IV.2 - HIPÕTESES VISANDO A APLICAÇÃO NUMfRICA 

IV. 2 .1 - Diagramas tensão~deformação .dos materiais 

IV.2.1.1- Concreto 

A resistência do concreto a tração. e desprezada. 

Denotam-se respectivamente por: 

Ec, o módulo de deformação longitudinal tangente na origem; 

f c' a resistência a compressao do concreto; 

E cl' o valor absoluto da deformação correspondente a -f . 
C' 

E cu' o valor abs.oluto da deformação Última. 

a) Diagramas tensão-deformação instantânea 

A relação entre as tensões e as deformações ins­

tantâneas do concreto pode ser representada por dois. tipos de, dia· .. 

grama, encontrados no Código-modelo do CEB-FIP/1978 7
• 
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<r, (-) 

-E:e1 -E:,u €,(-) 

FIGURA IV-5 - Primeiro tipo de diagrama tensão-deformação ins 

tantânea para o concreto (diagrama parábola-re­

tângulo) 

O primeiro é o diagrama parábola-retângulo apre­

sentado na figura IV-5, constituído por uma parábola do segundo 

grau que passa pela origem e por uma reta paralela ao eixo das 

deformações e tangente à parábola no ponto de abscissa Ecl. Este 

diagrama pode ser definido pelas expressões: 

onde 

a = -f c c 

11 = 

para < E cu 

(IV-14) 

(IV-15) 
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O"c (-) 

ore tg Ec 

-€01 -€,u te(-) 

FIGURA IV-6 - Segundo tipo de diagrama tensão-deformação ins 

tantânea para o concreto 

O segundo é o diagramç1 que se. acha representado na 

figura IV-6 e pode ser expresso pela equação: 

onde 

= -f 
c 

2 Kn - n para O< 

n e definido pela equaçao (IV-15); 

K · e dado por 

K = 

1 s 1 c 
< s 

cu 
(IV-16) 

(IV-17) 
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b) Diagramas tensão-deformação levando em 

consideração a fluência do concreto 

De acordo com a hipótese feita. no parágrafo IV .1. 8, 

o diagrama.tensão7deformação que leva em conta a fluência do con 

ereto é obtido a partir do diagrama tensão-deformaç.ão ; instantâ­

nea, deslocando-se os pontos deste diagrama paralelamente ao ei­

xo das deformações de tal modo que as novas abscissas guardem .. com 

as primitivas a relação (1 +•*),sendo•* o coeficiente de flu­

ência reduzido. 

Desta maneira, pode ser utilizado o diagrama da 

figura IV-7 ou o da figura IV-8. 

-€., -€cu -€c1( 1 + 'f'*) €e (-) 

FIGURA IV-7 - Primeiro tipo de diagrama tensão-deformação 

levando em conta a fluência do concreto. 
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0-,(-) 
ore tg Ec • ore tg E,/(1 t 'P) 

- f e 

FIGURA IV-8 - Segundo tipo de diagrama tensão-deformação 

levando em conta a fluência do concreto 

IV. 2 .1. 2- Aço 

Supõe-se que os aços tenham o mesmo comportamento 

a tração e à compressao. 

Denotam-se respectivamente por: 

Es, o módulo de deformação longitudinal do aço; 

fsl' a tensão-limite de proporcionalidade; 

f a tensão de escoamento; se' 

fsr' a tensão de ruptura; 

Esl' a deformação correspondente a fsl' dada por 

= CIV-18) 
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a) Aço com patamar de escoamento (Classe A) 

Para os aços Classe A, que apresentam um patamar 

de escoamento definido, utiliza-se o diagrama. encontrado no CÓdi 

go-modelo do CEB-FIP/1978 7 e apresentado na figura IV-9. 

a-, 
f sl : f se f------,----------

-10 %o 
Es 

10%0 €, 

FIGURA IV-9 - Diagrama tensão-deformação para os aços Classe A 

Este diagrama pode ser definido pelas expressoes: 

(IV-19) 

para 1 E 1 > s 
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onde 

(IV-20) 

b) Aços sem patamar de escoamento (Classe B) 

-Para os aços Classe B, que nao apresentam patamar 

de escoamento definido, podem ser utilizados dois tipos de dia­

grama tensão-deformação. 

a-, 
f,,1---~~~ ...... ~~~~~--, 

f,t' 0,7 fse 

-10°/oo -2°/oo -Esl 

10%0 E, 

- f si 

FIGURA IV-10 - Diagrama tensão-deformação idealizado para os 

aços Classe B. 
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O primeiro e uma simplificação do diagrama encon­

trado no Código-modelo do CEB-FIP/1978 7
, que se acha represent~ 

do na figura IV-10 e é expresso pelas equações: 

lo 1 

1 E 1 = s 
s para O< losl < 0,7 f 

E - se 
s 

(IV-21) 

6 )' lo 1 lo 1 

IE 1 
s 

0,823 fs: - 0,7 para lo 1 .:'._ O, 7 fse = --+ s E s 
s 

A simplificação constitui-se na substituição de~ 

da trecho curvo do diagrama por três retas, conduzindo ao diagr~ 

ma da figura IV-11. 

cr, 
<T54 

<Ts3'fse ~ 
_. 0"52 : 0,9 f se 

Cís1 = Ol fse 
,_/ 

/ 
·Cs4 · Cs3 -e,2-e,1 

/ 
e51 e52 e,3 ,e,4, 10%. €, 

L- - rr,1 

~ 
- cr,, 
-cr,3 
- cr,. 

FIGURA IV-11 - Primeiro tipo de diagrama tensão-deformação pa­

ra os aços Classe B. 
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Neste diagrama 

= E s2 

E s3 = 

O, 7 

E 
s 

0,9 

E 
s 

f se 

Ec 
s 

Es4 = 10°1o o 

f 

+ 

f se 

se 
+ 

2 °/o o 

0,26336 

0 sl 

%o 0 s2 

o s3 

= 0,.7 f 
se 

= 0,9 fse 

= f se 

(IV-22) 

e o valor de ºs'+ e determinado resolvendo-se pelo Método.de Newton· 

-Raphson a equaçao: 

10º/oo 
0 s4 

E 
s 

+ 0,823 (IV-23) 

O .segundo é o diagrama_ apresentado na. figura IV-12, 

utilizado por Maia 1 7 ·e definido pelas" expre·ssÕes:. 

losl = 

losl = 

onde 

E IE 1 s s 

(f - f ) 2 

sr si 
f 
sr 

f - 2f .Q, + E I E 1 sr s · . s s 

0,8 f se 

pare. o _s_ IEsl _S,Esi 

(IV-24) 

pare. IÉ 1 > E .Q, s - s 

(IV-25) 



92 

f,e, o,s t,. 

t Es 

'ts 

- f sl 

-=~~-::::::=:::::=:~==j· -f se -lsr 

FIGURA IV-12 - Segundo tipo de diagrama tensão-deformação para os aços 

Classe B 

IV. 2. 2 - Esgotamento da capacidade resistente da seção transversal 

d ' h 

• 
------------&y - -- - --~~--~-----~ 

o 

FIGURA IV-13 - Posições da deformada de Bernoulli no estado limite Últ:ino 

de ruína por ruptura à compressão do concreto ou deforma­

ção plástica excessiva da armadura mais tracionada. 
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O esgotamento da capacidade resistente -da seçao 

mais solicitada de um pilar submetido a açoes de curta duração é 

considerado de acordo com o parágrafo 10.4 do Código-modelo do 

CEB-FIP/1978 7
, Por hipótese, este esgotamento é. determinado pe-

la ocorrência de: 

- um alongamento relativo de 10 º~o na armadura 

mais tracionada ou um encurtamento relativo de 

3, 5 °lo O na fibra de concreto mais ccmprimida, no 

caso de seções parcialmente comprimidas; 

- um encurtamento relativo de 2 º~o na fibra de 

concreto situada a 3/7 da altura total da seção, 

a partir da borda mais comprimida, no caso de se 

ções inteiramente comprimidas. 

Deste modo, a deformada de Bernoulli poderá assu 

mir qualquer das posições sugeridas na figura IV-13, passando por 

um dos três pontos A, B ou C assinalados. Como, neste .estudo, 

são analisados apenas membros comprimidos, não há possibilidade 

da seçao estar inteiramente tracionada. 

No caso do pilar estar submetido também a açoes de 

longa duração, consideram-se os seguintes encurtamentos limites 

para o concreto: 2 °lo o 
~·; 

( 1 + 'I' ) no caso de seções· inteiramente. co~ 

-·· 
primidas e 3,5 º~o 

midas. 

( 1 + 'f .. ) no caso de seções parcialmente comprj 
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IV.3 - MÉTODO DE CÁLCULO 

Apresenta-se, neste parágrafo, o desenvolvirrento de 

um método de cálculo incremental-iterativo, baseado nas hipóte­

ses apresentadas no parágrafo IV.l, para a determinação da capa­

cidade portante de um pilar isostático de concreto armado. Devi 

do à hipótese da coluna-modelo, este problema pode ser resolvido 

computando-se, passo a passo, estados de equilíbrio sucessivos~ 

ra uma Única seção: a mais solicitada. É para esta seção, po~ 

tanto, que devem ser avaliados a cada etapa os esforços e as de­

formações. 

IV.3.1- Ações e esforços externos 

y w H y -
e. w 

( a ) 

FIGURA IV-14 - Pilares isostáticos cujas deformadas nao apr~ 

sentam ponto de inflexão e são tangentes. à ver 

tical na seção mais solicitada. 
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A figura IV-14 mostra, para cada. tipo :de· .. pilar 

isostático, o sistema de ações correspondente considerado para o 

desenvolvimento do método de cálculo. 

contidas no plano de simetria do pilar. 

Estas ações estão _todas 

Cada um destes pilares está submetido, em sua se­

ção mais solicitada, a um esforço normal de compress.ão C negati­

vo). 

N = -P 

e a um momento fletor total positivo 

M = w 

onde 

.í!, 2 
e 

8 
+ H 

IV.3.1.1-Acréscimos das ações 

(IV-26) 

(IV-27) 

(IV-28) 

A capacidade portante de pilares pode ser obtida 

através de dois tipos de análise, ou seja, determinando-se o mo­

mento Último de primeira ordem associado a uma carga axial conhe 

cida ou a carga axial Última correspondente a uma dada excentri..; 

cidade de primeira ordem. No primeiro tipo de análise citado, a 

carga axial é fixa (P = Pf) e as demais ações, ep, H e w, variá­

veis; no segundo, a excentricidade.ep da carga axial e fixa 
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(ep = ef) e as forças, P, H e w, variáveis. 

râmetro À. 

As ações variáveis são proporcionais a ummesITD p~ 

Portanto, a cada. etapa do cálculo, os acréscimos de 

todas as ações variáveis são proporcionais ao acréscimo deste p~ 

râmetro À. O acréscimo ÓÀ pode variar de uma etapa para outra. 

Os acréscimos das ações consideradas são dados p~ 

las equaçoes: 

(IV-29) 

-onde cw, c8 , cp, cE sao as constantes de proporcionalidade das 

açoes. 

IV. 3.1. 2- Acréscimos dos esforços externos 

Com a finalidade de se obter uma formulação Única 

para os dois tipos de análise, as expressões dos acréscimos do 

esforço normal e do momento fletor total são escritas supondo~se 

que haja acréscimos de todas as ações, ou seja, respectivamente, 

como: 



e 

l',2 

llM = llw.~ + 
8 
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llN = -llP 

l', 

llH.~ + 6P . (ep + liep + f + llf) + 
2 

+ P. (llep + llf) 

(IV-30) 

(IV-31) 

Como nao há possibilidade de P e ep sere.m incrementados simulta­

neamente, a parcela llP.llep que aparece no segundo membro da equ~ 

ção (IV-31) é sempre nula. Tem-se, então: 

llM 

l',2 
e 

=llw.- + 
8 

l', 

llH.~ 
2 

+ llP. (ep + f + llf) + P. (llep + llf) (IV-32) 

Lembrando-se que, de acordo com a hipótese da co­

luna-modelo, a flecha fé dada pela equação (IV-1), o acréscimo 

da flecha pode ser expresso por 

lif = 
l',2 

e 

10 
• ÍI (IV-33) 

-Substituindo-se as expressoes de f e llf na equa-

ção (IV-32), obtém-se para 6M: 

llM 
l',2 

e = llw.- + 
8 

l', 

liH.~ + 6P. 
2 

+ 

(IV-34) 
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IV. 3. 2 - Análise seccional 

A figura IV-15 mostra os esforços externos e as 

distribuições de tensões e de deformações na seção mais solicita 

da. 

Como foi visto no parágrafo IV.1.3 , a considera 

çao da hipótese das seções planas permite admitir uma distribui 

ção linear de deformações ao longo da altura da seçao, que pode 

ser representada pelos parâmetros E e~-cg 

Apresenta-se, a seguir, a dedução de uma relação 

matricial entre os acréscimos dos esforços internos e os acrésci 

mos dos parâmetros de deformação numa seção de concreto armado. 

IV.3.2.1-Esforços internos 

Como foi visto no parágrafo III.3.3.2, os esfor-

ços internos sao avaliados em função dos parâmetros de deforma­

ção, E: cg e ~. 



e s forcos 
externos 

M 

-+ 

seção 

h 
cg . 

y 

deformado tensões no tensões no 
concreto aço 

FIGURA IV-15 - Esforços, tensões e deformações na seçao mais solicitada 

forças 
internos 

As, 

"" R_s1 __ 

As, 
A54 

Ac 

<.O 
<.O 
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cg + e,, 
orctg~ / 

ore tg lll+t.lll // '----..<--·~ 
/ 

"- --~----~ 
ore fg 0 

Yj 

® 

y As, i Ecg '/J y E = Ecg + '/J Y 

,.FIGURA IV-16 - Deformações na seçao de concreto armado 

a) Deformações das fibras de concreto e de aço 

A deformação de uma fibra k de concreto, distan­

te yk do eixo z que passa pelo centro geométrico da seção é dada 

por 

(IV-35) 

Em virtude da hipótese de que não há deslizamento 

entre o aço e o concreto adjacente, a deformação de uma fibra J 

de aço, distante y. do eixo z, é calculada por 
J 

E • 
s , J = E + cj> YJ· cg (IV-36) 

b) Tensões nas fibras de concreto e de aço 

A tensão numa fibra k de concreto correspondente 

a uma deformação E c,k 
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= G k(E k) e, e, 
(IV-37) 

é obtida de acordo com uma das leis tensão-deformação apresent~ 

das no parágrafo IV.2.1 para o concreto. 

E • 
s,J 

A tensão numa fibra J de aço para uma deformação 

() • = G .(E .) 
s,J s,J s,J 

(IV-38) 

é determinada segundo uma das leis tensão-deformação apresenta­

das no parágrafo IV.2.1 para o aço. 

c) Esforços internos 

Os esforços internos sao as resultantes das ten­

soes sobre a seção, expressas pelas funç5es: 

N.(E ,cp) = 
1 cg 

NFS 
+ I () . ( E . ) A s,j 

j=l s,J s,J 

(IV-39) 

r M. (E ,<j,) = G k(E k) yk b dyk + 
1 cg e, e, c,k 

y 0-h 

NFS 
+ I () . ( E . ) Y· A s,j 

j =l s 'J s,J J 
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onde 

y 0 e a ordenada da borda inferior da seçao; 

b é a largura da seçao transversal ao nível da fibra k de c,k 

concreto; 

A . e a area de armadura da fibra de aço J; s,J 

NFS e o numero de fibras de aço. 

IV.3.2.2-Relação matricial entre os acréscimos dos esforços in­

ternos e os acréscimos dos parâmetros de deformações 

-As expansoes de Taylor do 19 grau para Ni e M. 
l 

em torno de um ponto (Ecg' $) conhecido são dadas pelos seguin­

tes polinômios: 

a N. 
N.(E ,q,) = N.(E ,$) + __ l (E ,$) 

l cg l cg d E-··...: cg 

M. (E ,q,) 
i cg 

cg . 

+ 
o N. 

l CE , $) 
cg 

= M. (€ ,<fi) + 
l cg 

o M. 
l + --

ª <P 

CE" ,$) 
cg 

o M. 
l 

oE 
cg 

[ , Jj 
E E + cg cg 

(IV-40) 
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Denotando-se por 

llN. = N. ( s , cp ) - N. (E , ~) 
l 1 cg 1 cg 

llM. = Mi(scg' cp ) - M. (E , ~) 
l 1 cg 

(IV-41) 

ÍlS = S S cg cg cg 

llcp = cp - ~ 

e apresentando-se as equaçoes (IV-40) sob forma matricial, vem 

aN. aN. 
--

1 C°i: ,ll l C"i: ~) 
llN. as cg acp cg' 

ÍlS 
l cg cg 

= (IV-42) 
llM. 

l 
Íl cp 

aM. aM. 
l -

cg ,li") l C"i: ~) --(s cg' as a cp cg 

-As derivadas parciais sao expressas por 

a N. r do NFS do 
l c,k b dyk + l s,J A = 

as ds c,k j=l ds s,J 
cg 

Yo-h 
c,k s,j 

a N. r do NFS do 
l c,k b dyk + l 

s,j A = yk c,k y. 
s 'j a cp ds j=l ds ; 

y -h c,k s,j 
o .· 

(IV-43) 
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aM- r dcr k NFS dcr 
l c, b dyk + l s,J = yk Y· A 

dEég dE c,k 
j=l dE J s , j 

Yo-h c,k s,j 

aM. r NFS 
. dcr.c ,k 

dcr 
s,j l 

y~ b dyk + l y~ = A 
a <ti dE c,k 

j=l dE J s,J 
y -h c,k s,j 

o 

aN. aM. 
r: importante notar que acpl = dE l ; portanto, a matriz que apare­

cg 
cena equação (IV-42) é simétrica. 

A impossibilidade de se obterem expressoes analí­

ticas para estas derivadas parciais conduz à utilização de proc~ 

dimentos numéricos para avaliá-las. o primeiro consiste em apr9. 
dcr dcr 

ximar as derivadas c, k (E l e s , J (E . l pelos módulos 
dE k c,k dE s,J c, s , J 

11 COY'.da 11 de deformação longitudinal dos materiais dados respecti-

vamente por: 

Í',(J 
c,k E = c,k M:. 
c,k 

(IV-44) 

e 

Í',(J 

E = s,J 
s 'J Í1E 

(IV-45) 

s,J 

sendo estes acréscimos tomados a partir de pontos conhecidos. 
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do i2 grou 

2 t-1 t (+1 n-1 n n + 1 

1. .1 
àh 

' 
n.llh 

~2g 1 + 4g + g 1) n- n n+ 

FIGURA IV-17 - Integração numérica pela Regra de Simpson 

O segundo procedimento se refere à maneira aprox~ 

mada de avaliar as integrais que aparecem nas equaçoes (IV-43). 

Ele consiste em dividir a altura da seção em um numero par dei~ 

tervalos iguais; avaliar yk, E k e b k para cada uma das fi-e, e, 

bras que se situam nos extremos dos intervalos; e obter o valor 

das integrais através da Regra de Simpson (figura IV-17). Esta 

regra substitui o gráfico da função a ser integrada por uma par~ 

bola do segundo grau a cada três pontos e integra. 

Os acréscimos dos esforços internos estão relacio 

nadas aos acréscimos dos paràmetros de deformação de acordo com 



a equaçao 

sendo 

s2 = 

S3 = 

onde 

i\.h 

3 

i\.h 

3 

i\.h -
3 

NFC 
l 

k=l 

NFC 
l 

k=l 

NFC 
l 

k=l 
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i\.N. 
l 

i\.M. 
l 

= 

NFS 
1/ik E b + c,k c,k l 

j=l 

1/ik E c,k 
b 
c,k yk + 

2 

1/ik E b yk + 
c,k c,k 

i\.E cg 

E . A . 
s,J s,J 

NFS 
l E A 

s,j 
y. 

j=l s,J J 

NFS 2 

l E A Y· 
j=l s , J s,J J 

(IV-46) 

(IV-47) 

NFC e o numero de fibras de concreto, que deve ser Ímpar; 

i\.h e a distância entre as fibras de concreto; 

1/ik é o coeficiente proveniente da Regra de Simpson, que pode 

assumir os valores 1, 2 ou 4, como mostra a figura IV-17. 

IV. 3. 3 - Equação de equilíbrio 

A condição de equilíbrio deve ser verificada en­

tre os acréscimos dos esforços internos e os acréscimos dos es­

forços externos na seção mais solicitada e, então, 



obtém-se 

l,N . = l,N 
l 

t,M. = t,M 
l 
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(IV-48) 

Substituindo-se estas equações na equaçao (IV-46), 

= (IV-49) 

A substituição das expressoes de l,N e l,M, dadas, respectivamente, 

pelas equações (IV-30) e (IV-34), na equação (IV-49). conduz a 

-t,P 

·[:: ::]!'::) (IV-50) 

A condição de compatibilidade entre o valor da 

curvatura em função do qual a flecha é calculada segundo a equa­

ção (IV-1) e o valor da curvatura computado após a resolução da 

equação (IV-50) é garantida fazendo-se, nesta equação, 
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1 = cp 
r 

(IV-51) 

~e~) = ~cp 

Obtém-se, assim, 

-M' 

2 2 2 
[ 9,2 [ 9,2 

t,cp J = , e e t,p • ep +____::: (·ij, + t,cp) + P • ~ep +____::: . ~/J,.w .- +LlH.-+ , , 

8 2 10 10 

( 

s1 S2 liE cg 
= (IV-52) 

S2 S3 t,cp 

Substituindo-se, nesta equaçao, as expressoes dos 

acréscimos das ações, dadas pelas equações (IV-29), vem 

9,2 
e -+ 
8 

= 

liE cg 

' 
9,2 

'À p ____::: • " + • ~cp 
: \ 
. ) = 

10 

(IV-53) 
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IV.3.4- Resolução da equaçao 

A equaçao de equilíbrio (equação (IV-52) ou equa­

çao (IV-53)) pode ser resolvida de duas maneiras diferentes de­

pendendo de quais sejam as incógnitas. 

IV.3.4.1- Cálculo de ÍIE:cg e 6cj, para ÍIÀ conhecido 

Sendo .t,,. conhecido, também o são 6w, 6H, 6P e 6ep 

e as incógnitas na equação (IV-52) são 6E:cg e 6cj,. 

Passando-se para o segundo membro desta equaçao 

os termos em llcj,, ela fica 

= 

9, 2 

6w . ~ + 6H 
8 

s1 

s2 

-6P 

9, 
e • - + 6P 
2 

S2 

s
3 

- CP +6P) 

= 

6E: cg 
(IV-54) 

9, 2 
e 6cj, 

10 

A matriz que aparece nesta equaçao, denotada por [ S' J , também 

e simétrica. 

-Os valores de 6E e 6cj, procurados sao obtidos por cg 

inversão da matriz [ S' J : 



/:,f, 
cg. 

l 
= 

D' 
t,cp 
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Jl,2 

s 3 -(P+llP) e 

10 

Jl 2 

t,w. ~ + t,H 
8 

-s 2 

-t,P 

Jl 
. ~ +t,P 

2 

-S2 

s1 

onde D' e o determinante da matriz [S I J, dado por 

D 1 = S S 
3 

- ( P+t,P) e 
[ 

J/,2 

. l 10 J -s~ 

IV. 3. 4-. 2- Cálculo de t,"cg e /:,À para /:,cj, conhecido 

Sendo llcj, conhecido, as incógnitas 

-(IV-53) sao t,"cg e llÀ. 

(IV-55) 

(IV-56) 

na equaçao 

Passando-se para o segundo membro desta equaçao 

o termo independente de /:,À, ela fica 



= 

l',2 
e -+c 
8 H 

s1 

s2 

l', 
e - +c 
2 p 

s2 

s - p 
3 
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ÓÀ = 

óF:. cg 

l',2 (IV-57) 
e t:,cp 

10 

Deixando-se, então, no segundo membro da equaçao apenas os ter­

mos em 6F:.cg e 6"A, vem 

= 

s .. 2 

6(/> = 

l',2 
e -+c 
8 H 

6F:. cg 

A matriz que aparece nesta equaçao, denotada por [ S II J, 
simétrica. 

(IV-58) 

-nao e 

-Os valores de 6F:.cg e óÀ procurados sao obtidos por 

inversão da matriz [ S II J : 
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ó f:. - fw 
Q,2 Q, Q, 2 

e ~ + cprp + l~(q,+óq,) J + p e~ cg -+e 
8 H 

1 = 
D" 

ÓÀ -S2 

_(s - P t!). t,cp 
\ 

3 
10 

onde D" e o determinante da matriz [ S" J , dado por 

D" = -S 
1 

Q, 2 

~+e 
8 H 

Q, 
e - +e 
2 p 

IV.3.5 - Descrição do método de cálculo 

-,cp 

Sl 

(IV-59) 

(IV-60) 

Este método de cálculo destina-se à determinação da 

capacidade portante de· um pilar is os tático de concreto armado, CS?_ 

nhecidas as suas condições de apoio nas extremidades, o seu com­

primento de flambagem, a forma e as dimensões da seçao transver 

sal, a quantidade e distribuição de armadura, as propriedades ff 

sicas do concreto e do aço e as constantes de proporcionalidade 

das ações. 
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O método utiliza dois procedimentos: um, com co.!:: 

trole das ações, no qual o parâmetro das ações é incrementado~ 

soa passo, e outro no qual se controla a flecha através da cur­

vatura que é incrementada passo a passo. 

O cálculo é iniciado com etapas caracterizadas p~ 

lo acréscimo do parâmetro das ações. Para um dado (bÀ)et ( et 

traduz o número da etapa que se está calculando), são avaliados os 

acréscimos das ações e, então, os acréscimos dos esforços exter-

nos. Em seguida, são determinados., dentro de um processo i ter~ 

Após a convergência do 

-processo sao computados os valores das açoes, flecha, esforços e 

deformações correspondentes â etapa calculada. 

Quando a convergência deste processo iterativo toE 

na-se muito lenta, o método passa a empregar o segundo procedi-

mento. O cálculo é, então, prosseguido com etapas caracteriza-

das por acréscimos da curvatura. Para um dado (b~)et' é avalia 

da a flecha e são obtidos, através de um processo iterativo, os 

Após a convergência do processo 

'são computados os valores das ações, esforços e deformações cor­

respondentes a etapa calculada. 

De acordo com o que foi dito no parágrafo IV.3.1.1, 

a capacidade portante de um pilar pode ser obtida através de dois 

tipos de análise. A análise do primeiro tipo é aquela que deter 

mina, para uma carga axial dada, os valores Últimos de ep e/ou 

H e/ou w. A análise do segundo tipo é a que determina, para uma 

excentricidade de primeira ordem dada, os valores Últimos de P e, 
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eventualmente também, de H e/ou w. Nos parágrafos IV.3.1 a IV.3.4 

foi desenvolvida uma formulação Única para estes dois -±ipos de 

análise. 

Em qualquer destas análises, (w) 0 , (H)o, (P)o,Cf)o, 

(N)o, (M)o, (Ecg)º, (cp)o são nulos. Na análise do primeiro tipo 

(eplo é nulo enquanto que na análise do segundo tipo ele assume 

o seguinte valor: 

(IV-61) 

onde ef e o valor fixo da excentricidade ep da carga axial, man­

tida constante durante a análise. 

A análise do primeiro tipo necessita de uma eta­

pa extra no início do cálculo, efetuada para os seguintes acrés­

cimos de açoes 

( ÔW) ! = Ü 

( 6H) 1 = O 

(IV-62) 

( !:,p) 1 = p f 

onde Pf é o valor fixo da carga axial, mantida constante durante 

a análise. 
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Nas etapas para (/:;,À) et conhecido, os acréscimos das 

açoes (/:;,w)et' (t::,H)et' (t::,p)et e (/:;,eP)et são computados de acordo 

com as equaç3es (IV-29). Na análise do primeiro tipo, deve-se 

tomar CP = o e na do segundo tipo, CE = o . í: Óbvio que, em qual 

quer dos dois tipos de análise, cw ou cH ou CE sera nulo quando 

nao existir a açao a ele correspondente. 

Estas etapas têm prosseguimento com o cál·culo de 

(t::,N)et' através da equação (IV-30), e da parcela do acréscimo do 

momento fletor externo que não depende de t::,~, segundo a expres-

sao: 

. 1c ep) t + ( f) t J + L e-1 e-1 

(IV-63) 

Em seguida, é efetuada a avaliação dos elementos 

da matriz [ S J da seção. Para isto, calcula-se o módulo "corda" 

de deformação longitudinal do material para cada uma das NFC fi-

bras de concreto e das NFS fibras de aço. Para se obter o módu-

lo de deformação para uma fibra k de concreto, determinam-se as 

seguintes deformaç3es: 



(E ) 
c,k et-1 

(E )it-1 
c ,k e:t; 
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(IV-64) 

= lct: ) t + (l\E )itt-1] L cg e -1 cg e 
+ 

e, utilizando-se uma das leis tensão-deformação apresentadas no 

parágrafo IV.2.1.1 para o concreto, as tensões (a k) t e e, e -1 

it-1 
(a k) t correspondentes. São, então, computados o acréscimo c, e 

de deformação. 

(/lE )it-1 
c,k et 

= ( E ) i t- 1 _ ( E ) 
c,k et c,k et-1 

e o acréscimo de tensão 

(lia )it-1 = 
c,k et 

• ( i t-1 -Finalmente, o valor de E k) t e calculado, c, e 

(IV-65) 

(IV-66) 

de acordo com a 

equação (IV-44), para estes acréscimos. Procede-se de modo aná-

logo para determinar, através da 

it-1 
CE .) t de uma fibra j de aço. s, J e 

equaçao (IV-45), o módulo 

O Índice superior destas va-

riáveis, it-1, .traduz o número da iteração em que foram obtidos 

os acréscimos dos parâmetros de deformação em função dos quais a 

variável é computada. 
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Obtidos os diversos CE k)itt-i e c, e 
it-1 it-1 it-1 

liam-se CS 1 )et , CS 2 )et e (S 3 )et · de acordo 

CE • )it-1 
s, J et ' av~ 

com as equaçoes 

(IV-47). Calcula-se, então, o determinante da matriz [S' J 

(D' )it-1 = 
et 

(S )it-1 
1 et 

i<sJit-1]
2 

L 2 et 

e, em seguida, determinam-se os valores das incógnitas 

1 =--~~-
(D')it-1 

et 

( S ) it-:.. (p) +(llP) e . ~ ~Q.2 
3 et et-1 et 10 

-(S it-1 
2 et 

-(S )it-1 
· 2 et 

(S )it-1 
1 et 

(IV-67) 

(IV-68) 

Os valores das incógnitas são obtidos repetidas 

vezes, atualizando-se a matriz [ S J a cada iteração, até que 

seja satisfeito o seguinte crit~rio de converg~ncia: 
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(àE )it _ (àE )it-1 
cg et cg et < ll 

(IV-69) 

< éi 

onde o e o erro máximo tolerado. 

Na primeira iteração de uma determinada etapa et, 
o o 

adotam-se para (6Ecg)et e (6~)et os valores obtidos na Últirra ite 

ração da etapa anterior: 

n 
= (6E ) t 1 cg e -

CIV-70) 

Este procedimento é aplicável a partir da segunda etapa. Na pri­

meira etapa adotam-se 

(6Ecg) 1 ( 6N) 1 
= 

EA 

(IV-71) 

(6~>1 = 
( 6M' ) 1 

EI 

tomando-se 
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NFS 
EA = E A + E l A 

s,j c c s j=l 

(IV-72) 

NFS 
EI = E I + E l A y': c zc s j=l s 'J J 

onde 

E e E são os módulos de deformação longitudinal do concreto e c s 

do aço, tangentes à curva tensão-deformação na origem; 

Ac e Izc sao a areada seçao transversal geométrica e seu momen 

to de inércia em relação ao eixo z que passa pelo seu 

cg. 

A convergência do processo iterativo para a deter 

minação de (ilEcg)et e (il~)et deve ocorrer dentro de um numero 

máximo de iterações , i t. . max Se it for ultrapassado sem que max 

tenha havido a convergência do processo, o cálculo da etapa deve 

rá ser reiniciado para um valor menor de (ilÀ)et' sendo este novo 

valor tomado como uma fração do anterior. 

A medida que o parâmetro À cresce, a convergência 

do processo vai-se tornando progressivamente mais lenta, exigindo um número 

de iterações cada vez maior. Isto determina a necessidade de adoção de acré~ 

cimos de À cada vez JJ12nores, para que a convergência ocorra dentro do itmax .. 

No entanto, este decréscimo de (ilÀ)et não pode continuar indefinidamente. E~ 

tabelece-se, então, um valor mínimc, ilÀ . , para limitar min o intervalo 

de aplicação do procedimento com controle de À. Uma vez obtido 

um (ilÀ) t inferior a ilÀ . , passa-se a utilizar um procedimento e min 
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com controle de~. 

Nas etapas para um (ll~)et conhecido, efetua-se pri­

meiramente o cálculo da flecha 

(f)et (IV-73) 

e, logo apos, o da soma dos coeficientes que multiplicam ÍIÀ na 

expressão do acréscimo do momento fletor externo 

Q, 2 
e 

-+c 
8 H 

Q, 
e 

-+c 
2 p + (f) t J + (P) t e e -1 

. cE (IV-74) 

A seguir, avaliam-se os diversos (E )it-1 
c,k et e 

( E .' . ) i t- 1 , d d s,J et proce en o-se como explicado anteriormente, utiliza~ 

do-se, no entanto, (ll~)et em 
i t-1 -lugar de (li~) et nas equaçoes (IV-64), 

. it-1 ( · it-1 
e, depois, (S 1 )et -, S 2 )et 

it-1 
e (S 3)et , de acordo com as equa-

ções (IV-47). Calcula-se, então, o determinante da matriz [S"J-

(IV-75) 

e, em seguida, obtêm-se os valores das incógnitas 

\"' ," l 
-(cM)et -cp cg et 

= 1 

(i'IÀ}it (D")it-1 
-(S )it-1 (S )it-1 et et 

2 et 1 et 



-(S )it-1 
2 et 

-fcs )it-1 L 3 et 

121 

(IV-76) 

Neste caso também se repete a determinação das i~ 

cógni tas, atualizando-se a matriz [ S] a cada iteração, até que 

ocorra 

1 

CM: )it 
cg et 

_ (llE; )it-1 
cg et 

Cn;\)it-1 
et 

< ó 

< ó 

CIV-77) 

Neste procedimento, ( nE ) 0 t também é arbitrado co cg e 

mo o valor calculado na Última iteração da etapa precedente. 

Se for ultrapassado o numero máximo de iterações 

sem que tenha ocorrido a convergência do processo, o cálculo da 

etapa deverá ser recomeçado para um valor menor de (n~)et' maior 

que o mínimo, n~minº 

Ao final do cálculo de uma etapa, isto é, apos a 

convergência de qualquer dos dois processos iterativos, verific~ 

se, através do exame da deformada de Bernoulli, se foi o ultra~ 

passado o estado limite Último de ruína por ruptura à compressão 
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do concreto ou por deformação plástica excessiva da armaduramais 

tracionada. Caso isto não tenha acontecido, avalia-se, ao final 

de uma etapa calculada para um dado (6À)et' a flecha 

(IV-78) 

e determinam-se, ao final de uma etapa calcul·ada para um dado 

(6q,)et' os valores de (6w)
8
t, (6H)et' (6P)et e (6eP)et correspo:2. 

dentes a (6À):t' através das equações (IV-29). Nos dois casos 

calculam-se os valores das ações, dos esforços. e dos parãmetros 

de deformação ao final da etapa segundo as equações: 

(À) t. + (6À) t e -1 e 

=Cw)t +(b,w)t e -1 e 

(H)et = (H) t + (6H) t e -1 e 

(P)et 

(IV-79) 

(N)et = -(PJ et 

,Q, 2 Q, 

O\) et = (w)et . ~ + (H) .~+-CP) · (ep) et 
8 

et 
2 et 

(M)et = (Ml)et + (P)et (f)et 

(scg)et = (E ) + (6E )nt cg et-1 cg e 
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Assim, fica conhecido um estado de equilíbrio da seçao mais soli 

citada do pilar. 

Para determinar o estado limite Último de 
, 

ruina 

_por ruptura a compressao do concreto ou deformação plástica ex­

cessiva da armadura mais tracionada, abandonam-se os resultados 

obtidos que correspondam a um estado posterior a este e repete­

se o cálculo da etapa para um acréscimo·menor do parâmetro con-

trolado. ' Isto é feito até que se chega, numa etapa m + 1, a (llcj,) 
m+1/ 

menor que o mínimo admitido. Os valores das ações, flecha, es-

forços e deformações correspondentes ao estado procurado são os 

computados ao final da etapa m. 

A capacidade portante do pilar corresponde, em 

qualquer dos dois tipos de análise citados, ao valor máximo de À 

em função de cj,. Para determiná-lo, rejeita-se todo (llA)~t neg~ 

tivo obtido para um dado (llcj,)et e repete-se o cálculo da etapa 

para um (llcj,)et menor. Procede-se desta maneira até que se che-

ga numa etapa q + 1, a (llcj,)q+i menor que o mínimo permitido. Os 

valores das ações, flechas, esforços e deformações corresponden­

tes ao estado limite Último de ruína por instabilidade sao os computa-

dos ao final da etapa q. Os valores Últimos das ações variáveis, 

flecha e momento de primeira ordem são, então, corrigidos em fu~ 

ção da distribuição do momento fletor de primeira ordem ao lon-

go do pilar, de acordo com o que foi exposto no parágrafo III.3.7. 

O valor Último da excentricidade e da carga axial o 

correspondente a qualquer dos tipos de ruína é obtido deduzindo 

se da excentricidade ep o valor da excentricidade adicional e . 
a 
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Se se desejar obter estados de equilíbrio instá­

veis para o pilar (estados do ramo descendente da curva À - f ), 

calculam-se outras etapas, partindo-se com um novo valor de (6~)et· 
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CAPITULO V 

PROGRAMA VE COMPUTAVOR 

Este capítulo apresenta uma descrição do programa 

de computador COLMOD, elaborado com base no método de cálculo do 

capítulo precedente, em linguagem FORTRAN, para utilização no com 

putador BURROUGHS-6700. 

O manual de entrada e saída do programa e sua lis 

tagem encontram-se nos apêndices I e II, respectivamente. 

V.l - FLUXOGRAMA 

Esclarecimentos: 

E.L.U.R. e estado limite Último de ruína; 

análise do tipo 1 e a análise que determina os valores Últimos 

de ep e/ou H e/ou w para um dado valor da carga axial, P. 
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lj-------------=1-I--"1Nígo) 
--;-----~---------------~ 

Leitura e impressa.o de 
- dados refep2ntes à análise do problenB 
- características geométricas do pilar 
- características físicas do concreto e do aço 
- valores iniciais e míni.rrns dos acréscirros dos parâmetros contra 

ladoS 

@---------
Leitura e i.J'rpr€ssão de dados sobre o sistenB de ações e a fluência 

Inicialização das açoes, esforços e defonrBçÕes 

·Inicialização do acrésc.:i.nD do parâmetro das açoes 6À 

@--~-------,---->!, 

N 

N 

cálculo dos acrésc.:i.nDs das ações pa...._v.a 
- um dado valor do acréscimo do parâmetro das ações; ou 

o valor.fixo da carga axial na primeira etapa de uma·anáJ.ise do 
tipo 1. 

cálculo dos acréscimos de esforços m e Af-1 1 (parcela de tiM que in 
depende de 6~) 

Inicialização dos acrésci.rrDs dos parâmetros de defonnação 6Ecg e 
M 

Obtenção das tensões 
ºs ,j nas NFS fibras 
de aço 

Avaliação de 
S1 'S2 'S3 

Obtenção das tensões 
ºc,k nas NFC fiJ,ras 
de concreto 

- J Determinação dos valores de 6ccg e 6~ 
~---------,i-----=-------------1 

N Houve convergência dos valores de AEcg e 6<j> ? 

Foi ultrapassado o número 
máximo de iterações? 

Trata-se da prim2ira etapa 
de UITB análise do tipo 1 e o 
valor fixo da carga axial e 
diferente de zero? 

S-

s 

cálculo da flecha f 

8 

s 

®---------;,j 
"O processo nao convergiu 
para os acréscimos àe esfor 
ços iniciais 11 

Redução de 6 À 

O novo ô.À e ffi3.Íor do que 
o mínirro estipulado ? 
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· .[:i:niciali:;,;açã'a 

®'-------------->1. 

N 

N 

® 

cálculo da flecl1a e do coeficiente variável cM qu~ multiplica õ"A-na 
eiq,ressão de llM, para um dado valor de .~,j,. 

Inicialização dos acrésciHos dos parârr~trus das açoes ilÀ e de de 
formação '1ccg 

O~tenção das ten- ~--, 
soes cr5 j nas NFS 

AvalÜ!çâo 
de 

fibras 'de aço 
~z,S3 

l 

f----3>1 Obtenção das ten­
sões ºe k nas NFC 
fibras àe concreto 

D2te111DJ1açã.o dos valores de Li.Ecg e !:.À 

1 

' ( ;-º-u_v_e_co_n_v_e_r_g_êi_1_c_1_· a_d_o_s_v_a_1_o_re __ s_d_e_ll_c_c,,g_e_6_À_?_,, 
s 

Está-se analisanào o 
rB.ITD ascendente da 
curva À - f- ? 

Foi ult::"aI;J.3Ssado_o nú­
rrero TlBXl..ITD de 1:.tera­
ções __ ? 

§_ç_ã_o __ a_e_~_6_~~ 

O novo-Li.~ é maior do 
que o mínimo estipul~ 
do? 

s 

s 

N 

® 

V 
(j) 

Está-se buscando o À 
e foi obtido um va1or..x · 
negativo para Li.À? 

cálculo dos acréscimos 
das ações 

8 

N 
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N 

s 
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r y 

deformções j cálculo das 

As deforma.ções ultrapa.ssam as deformções limites que definem 

o E.L.U.R. por rup~ ã compressão do concreto ou escoamento 

excessivo da aTITBdura rrais tracionada? 

s 

cálcuJ.o das ações e de À , 
N, M1 , M, E , qi. ao final 
de lD1E. eta~g 

Impressão destes resultados 

-----------
Foi ultrapassadQ o E.L.U. 
R. p0r ruptura à compres­
são do concreto ou escoarr.-en 
to excessivo da a.rrradura­
rrais tracionada? 

Está-se controlando o 
pa.râmr~tro À ? 

s 

N 

4 

6 

y 

Trata-se da primeira 
etapa de rnB análise do S 
tipo 1 e o valor fixo --, 
da ca_rga axial é dife -
rente de zero? 

Foi ultrapassado o E.L. 
U.R. p:::>r ruptura à com 
pr€ssão do concr~to ou 
escoan1ento excessivo de. 
filTfEdura rrais traciona-1 
da · 

S - Está-se contrcüando 
. o parâr.etro À ? 

11A carga axial é superior 
à capacidade de carga 
~ secção transversal na 
compressão centrada11

• 

N 

7 
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N / Foi ultrapassado o E. L. U. R. por ruptura à 
[\ ereto ou escoeunento excessivo da arnadw,a 

s compressâo do con­
ffi3.is tracionada? 

~~ 

s 

5 

Correção dos valores Últi -
JJDS das ações variáveis,f e 
Mi corres1xmdentes ã ruína 
p:>r inst~ilid.:1de 

Impr€ssão dos valores Últi 
nos das.ações variáveis, f e 
M1 corresi::ondentes à ruína 
por instabilidade,obtidos na 
análise e corricidos 

Impressão dos valores Últimos 
das ações vâriá ...... eis , f e M 1 

corresi:ondentes à ruína por 
ruptura à compressão do con·­
creto ou esce,.:trnento excessivo 
da armadura rrais tracionada 

Deseja-se conhecer o rarro 
descendente da curva >..-f? N . i'í"N. >-"'--------~ 

Há outrD sisterra de \_n 
açoes para se analisar ? / -. 

llá outro pilar cuja capa 
cidade p:>rta.1te se dese~ 
ja detenninar? 

N 
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V.2 - DESCRIÇÃO DO PROGRAMA 

V.2.1- Dados 

O programa efetua, inicialmente, a leitura e a 

impressão de uma certa quantidade de dados necessários ao empr~ 

godo método de cálculo. são eles: 

a) Dados referentes a análise do problema 

Dois dados com respeito à análise do problema d~ 

vem ser fornecidos. 

se deseja realizar. 

Um deles e o Índice do tipo de análise que 

A análise do tipo 1 é aquela que determina 

os valores Últimos de ep e/ou H e/ou w para um dado valor da car 

ga axial, P. A análise do tipo 2 é a que determina os valores 

Últimos de P e, eventualmente também, de H e/ou w para um dado 

valor da excentricidade de primeira ordem, e 1 . 

O segundo dado e o Índice que informa se, no caso 

de ser atingido o estado limite Último de ruína por instabilida­

de, se quer que a análise termine aí ou que ela continue, deter­

minando estados de equilíbrio do ramo descendente da curva À-f, 

até ser alcançado o estado limite Último de ruína por ruptura -a 

-compressao do concreto ou escoamento excessivo da armadura mais 

tracionada. 

b) Características do pilar 

As características do pilar importantes para a 

análise são seu comprimento de flambagem e um Índice relativo ao 



131 

tipo de condições de apoio nas suas extremidades: pilar engast~ 

do numa extremidade e livre na outra ou simplesmente apoiado nas 

duas. 

e) Características da seçao transversal de con-

ereto armado 

-A seçao transversal de concreto armado pode ter 

quaisquer características desde que simétricas em relação ao pl~ 

no no qual estão contidas as ações aplicadas ao pilar. Ela é de­

finida em função de determinados dados conforme se pode observar 

na figura V-1. 

1 

"' "' N ;:: -
"' 

"' ;:: 
N -

N - ,;; 

b,(2),b,(3) 

® 

G) 

I· ,b,111 ·1 
b,{l J, b1 (2) 

. -
. -

. -
... 

LINHA 
OE REFERÊINCIA 

FIGURA V-1 - Definição da seçao transversal de concreto 

armado 
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A seçao transversal deve ser dividida em "mesas 

de concreto" de forma trapezoidal. No caso da seção octogonal·da 

figura V-1, há, portanto, 3 "mesas de concreto". 

Cada "mesa de concreto" é definida pelas larguras 

b
1 

e b 2 e pelas ordenadas y
1 

e y 2 de s~as bordas inferior e su-

perior. Estas ordenadas são fornecidas em relação a uma linha 

de referência previamente escolhida e na direção do eixo y indi­

cado na figura V-1. 

Outros dados importantes são o Índice do tipo de 

contorno da seção (retilíneo ou curvilíneo) e o numero de fibras 

a considerar em cada "mesa de concreto" para a avaliação de inte 

grais sobre a altura da seção pela regra de Simpson. 

A armadura é separada por "leitos de aço", cada 

qual definido pela área As e pela ordenada Ys em relação a linha 

de referência. A seção dê concreto armado da figura V-1 possui 

4 ''leitos de aço''. 

d) Características físicas 

Devem ser dadas as características físicas do con 

ereto na idade t quando da aplicação do primeiro sistema de ações 
o 

e as características físicas de cada ''leito de aço''. Permite-se, 

então, que cada "leito" seja constituído de um aço diferente. 

e) Dados sobre os acréscimos dos parãmetros con­

trolados 
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Devem ser dados os valores iniciais e 

acréscimos dos parâmetros controlados, À e~-

~ . 
TJllil[UJil()S 

f) Dados para a definição do sistema de açoes 

dos 

-O sistema de açoes e definido pelo valor da excen 

tricidade adicional da carga axial, ea; pelos valores fixos, 

e ef, respectivamente, da carga axial Peda excentricidade 

da carga axial; pelos valores das constantes de proporcionalida­

de das ações, cp' cE, cH e cw, necessários ao cálculo dos acrés-

cimos das ações; e por um Índice que informa se o sistema de 

ações é constituído apenas por ações de curta duração ou se ape­

nas/também por ações de longa duração. 

No caso de uma análise do tipo 1, realizada para 

uma dada carga axial, P, e onde esta é fixa e as demais ações,v~ 

riáveis, ef e cp devem ser nulos e Pf = P. No caso de uma análi 

se do tipo 2, efetuada para uma dada excentricidade de primeira 

ordem, e 1 , e na qual a excentricidade ep da carga axial e cons­

tante e as demais ações, variáveis, Pf e cE devem ser nulos e os 

dados fornecidos devem satisfazer à equaçao: 

(V-1) 
8 

g) Dado para o cálculo dos efeitos da fluência 
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No caso do sistema de açoes ser constituido ape­

nas/também por ações de longa duração, deve ser.fornecido o coe­

ficiente de fluência reduzido, <f ;, • 

Enquanto faz a leitura e impressão de dados, O· 

programa efetua também a determinação da posição do centro geomf 

trico da seção transversal em relação à.mesma linha de referên­

cia e, com o auxilio dos módulos de deformação longitudinal dos 

materiais tangentes à curva tensão-deformação na origem, avalia, 

de acordo com as equações (IV-72), as rigidezes axial e flexio­

nal da seção de concreto armado. 

V. 2. 2 - Inicialização 

Em seguida, na subrotina ETAPA, as variáveis À, 

P, H, w, Ecg' te f são inicializadas com o valor zero e ep, com 

o valor ef. 

Antes do cálculo da primeira etapa para um dado 

bÀ (segunda etapa da análise do tipo 1 e.primeira da análise do 

tipo 2), este é inicializado com o valor 6Ã 0 . 

Para que os cálculos da primeira iteração da pri­

meira etapa de qualquer dos dois tipos ele análise possam ser efetua­

dos, bscg e bt são inicializados com os valores dos quocientes, 

respectivamente, da divisão do acréscimo de esforço normal pela 

rigidez axial e da divisão do acréscimo de momento fletor de pri,. 

meira ordem pela rigidez à flexão da seção de concreto armado. 
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Antes do cálculo da primeira etapa para um dado 

.6~, este e inicializado com o valor 6~ 01 . Antes do cálculo da 

primeira etapa para obtenção de um estado de equilíbrio do ramo 

descendente da curva À - f, 6~ é inicializado com o. valor 6~02 . 

V.2.3-Etapas e processos iterativos do cálculo 

No caso de uma análise do tipo 1, a primeira eta-

-pa e calculada para 6P = Pf e 6À, 6ep, 6H e 6w nulos. As etapas 

seguintes de uma análise do tipo 1 e as etapas de uma análise do 

tipo 2 são calculadas para valores conhecidos de 6À. Nestas eta­

pas são determinados, dentro de um processo iterativo, os valo-

res Se, após 10 iterações, o processo -nao tiver 

convergido ou se, apos a convergência do processo, o exame da de 

formada de Bernoulli indicar que o estado limite Último de ruína 

por ruptura à compressao do concreto ou escoamento excessivo da 

armadura mais tracionada foi ultrapassado, o passo 6À será divi-

dido por 2 e a etapa, recomeçada. Assim e feito.até que seja o~ 

tido um 6À menor que 6À . , passo mínimo do paràmetro das ações, min 

O número máximo.de iterações permitido na primeira etapa de uma 

análise do tipo 1 é 50. 

-As etapas subseqüentes sao calculadas para valo-

res estipulados de 6~. Nelas, são determinados, dentro de.um pr~ 

cesso iterativo, os valores de 6Ecg e 6À. A etapa é recalculada 

para um novo valor de 6~, igual à metade do anterior, nas mesmas. 

situações descritas para o processo precedente e, também, no ca­

so de ser obtido. um 6À negativo durante a busca do À máximo. Nas 

etapas calculadas para obter estados de equilíbrio do ramo des-
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cendente da curva À - f, nao se limita o numero de iterações. Es 

te é limitado apenas quando da busca do À máximo., pois, neste ca 

so, a demora da convergência se deve ao fato do estado correspo~ 

dente ao dado b~ pertencer ao ramo descendente da curva. 

Os valores das açoes, flecha, esforços e deforma­

ções correspondentes a qualquer dos tipos de estado limite Últi 

mo de ruína, seja por instabilidade, por ruptura à compressão do 

concreto ou por escoamento excessivo da armadura mais tracionada, 

são considerados iguais aos computados ao final da etapa 

dente àquela na qual foi obtido b~ menor que b~ . , passo 
min 

mo da curvatura. 

prece-

Na partida de um processo iterativo, as incógni­

tas são inicializadas com os valores obtidos na Última ,iteração 

da etapa anterior. 

A subrotina INCREl faz a avaliação dos elementos 

da matriz [s•J- 1
, que aparece na equação (IV-55), e .efetua o 

processo iterativo de determinação de bEcg e b~ para valores de 

bN e bM' (parcela. de bM que independe de b~) computados na subro 

tina ETAPA e mantidos constantes durante todo o processo. 

Na subrotina INCRE2 são avaliados os elementos da 

matriz [s•'.]- 1
, que aparece na equaçao (IV-59) e é executado o 

processo iterativo de determinação de bEcg e bÀ para valores de 

de cp e cM (coeficiente variável que multiplica bÀ na expressao 

bM), sendo o primeiro um dado lido pelo programa e o segundo cal 

culado na subrotina ETAPA e mantido constante durante todo o prs 

cesso. 
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No interior tanto da subrotina INCREl como da sub 

rotina INCRE2, é chamada, a cada iteração, a. subrotina SEC que 

Para isto, são calculados, nesta mesma sub-

rotina, os módulos "corda" de def armação longitudinal E , e 
s 'J 

E k' respectivamente para cada um dos NLS "leitos de aço" e ca-. 
c' 

da uma das NFM fibras consideradas em cada "mesa. de concreto". Pa 

ra cada "leito de aço" e cada fibra de concreto sao calculadas, 

na subrotina DEFOR, as deformações apresentadas ao fim da etapa 

e iteração anteriores. A tensão correspondente a uma determina 

da deformação é computada pela função SC para o concreto e pela 

função SS para o aço, que definem as leis tensão-deformação dos 

materiais. 

V. 2. 4 - Impressão dos .resultados 

Ao fim de cada etapa de cálculo, a subrotina ETAPA 

imprime os valores do parâmetro das ações À, da flecha f, does­

forço normal N, do momento fletor de primeira ordem M1 , do mome~ 

to fletor total M, dos parâmetros de deformação E e~' das de-cg 

formações nas bordas da seção, na fibra de concreto situada a 

3/7 da altura total da seçao a partir da borda mais comprimida e 

no ''leito de aço'' mais tracionado. 

São impressos também, quando for o caso, os valo­

res Últimos das ações variáveis, flecha e momento fletor de pri­

meira ordem correspondentes à ruína por instabilidade obtidos pe­

la análise bem como os corrigidos em função da distribuição do 

momento fletor de primeira ordem ao longo do pilar. 
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No caso de ter sido atingido o estado limite Últi 

mo de ruína por ruptura à compressão do concreto ou escoamento ex 

cessivo da armadura mais tracionada, seja antes ou depois daque­

le por instabilidade, são impressos os valores das açoes, flecha 

e momento de primeira ordem a ele correspondentes. 

V.3 - PASSOS RECOMENDADOS PARA OS PARÂMETROS CONTROLADOS 

-Recomenda-se que o valor inicial do passo do par~ 

metro das açoes, tiÀ
0

, seja um décimo do valor do À máximo estima 

do e que o passo mínimo de À seja 

(V-2) 

O valor ticJ, 01 com que o passo de curvatura deve ser 

inicializado antes do cálculo da primeira etapa com controle de 

curvatura, para obtenção de um estado de equilíbrio do ramo as-

cendente da curva À - f, varia entre 10-4 cm-l e 4 xl0-4 -1 
cm 

O programa inicializa ticj,, antes do cálculo da primeira etapa pa­

ra obtenção de um estado de equilíbrio do ramo descendente da cur 

-4 -1 
va À - f, com o valor ticJ, 02 = 4 x 10 cm . 

a 

O passo mínimo de ticj, deve ser aproximadamente igual 

t,"' . 't'm1n 
= 5 X 10-S -1 cm (V-3) 
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V.4 - PRECISAO DO CÁLCULO 

O numero total de fibras consideradas na seçao p~ 

ra a avaliação de integrais sobre a altura da seção pela regra 

de Simpson deve ser igual a 

onde 

NMC 
NFC = .I NFM(i) - NMC + 1 = 21 

i=l 
(V-4) 

-NFC e o numero total de fibras consideradas na seçao; 

NFM(i) e o numero de fibras consideradas na "mesa" ide concreto; 

NMC e o numero de "mesas de concreto". 

No caso da seçao possuir contorno retilíneo, dev~ 

se considerar em cada mesa no mínimo 3 fibras. Se a seção tiver 

contorno curvilíneo-, deverá ser dividida em 20 mesas, em cada lllffi 

das quais deverão ser consideradas apenas as fibras das bordas. 

Os processos iterativos determinam os acréscimos 

de parâmetros incógnitos com erro tolerável igual a 

o= 5 X 10-9 (V-5) 

V.5 - APLICAÇÕES DO PROGRAMA 

Além de permitir a determinação da capacidade po~ 

tante em curta, em longa e em longa e curta duração de um dado p~ 
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lar isostático de concreto armado, finalidade para a 

foi feito, o programa permite, ainda, obter a relação 

qual ele 

momento-

curvatura correspondente a um dado valor do esforço normal, para 

uma seçao de concreto armado conhecida, bastando, para isso, to­

mar o comprimento de flambagem do pilar igual a O. 
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CAPfTULO VI 

EXEMPLOS VE APLICAÇÃO 

Neste capítulo são apresentados quatro exemplos, 

com a finalidade de ilustrar a aplicação do programa de comput~ 

dor COLMOD, elaborado com base no método de cálculo desenvolvido 

no capítulo IV. Os resultados por ele fornecidos para os três 

primeiros exemplos são comparados com resultados obtidos por pr.<:?_ 

gramas baseados em outros métodos e, eventualmente também, com 

resultados experimentais. 

Os dois primeiros exemplos tratam do problema da 

determinação da capacidade portante em curta duração através de 

uma análise para um valor fixo da excentricidade de primeira or­

dem. O primeiro o faz para um pilar cuja seção transversal e re 

tangular e o segundo, para um pilar de seção circular. 

O terceiro exemplo trata dos problemas das deter­

minações de capacidades portantes em curta, em longa e em longa 

e curta duração através de análises para um valor fixo da carga 

axial. 

Finalmente, o quarto exemplo apresenta tabelas for 

necendo os valores Últimos do momento relativo de primeira or­

dem e do momento total relativo em função dos valores do esforço 

normal relativo, da taxa mecânica de armadura e da razao entre o 

comprimento de flambagem do pilar e a altura total da seção trans 
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versal, para o caso de pilares de S'eçao retangular e circular. 

VI.l - EXEMPLO N9 1 

Este exemplo foi analisado por Jakobsen 2 através 

do programa FRAME ANALYSIS, elaborado com base num método de cál 

culo não-linear de pórticos planos de concreto armado. 

t·p 31 75cm 
A - A

1 

3,14cm2 
I 31 14 cm2 

I 
I 
1 

433 cm 
1 f 
1 25 cm 
\ 

A' 
...j ~ -----1 f.-

t· 3175 cm 
2,7 2,7 

I· · ·1 p 15 cm 

lei do concreto : porcibolo - retângulo 

1, : 2, 5 7 k N / c m2 €c1' 2%o €cu, 3,5%0 

OÇO classe A 

fse= 46, 10 kN /cm 2 

E : s 21000 k N / c m2 

FIGURA VI-1 - Características geométricas do pilar analisado, 

características físicas dos materiais e sistema 

de ações aplicado. 
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Determina-se, para o pilar simplesmente apoiado da 

figura VI-1, cuja seção transversal é retangular, o valor Último 

das cargas axiais P de curta duração aplicadas com a mesma exce~ 

tricidade e
0

, de valor fixo e conhecido, nas duas extremidades.A 

referida figura fornece as características geométricas do pilar, 

as características físicas dos materiais bem como os dados rela­

tivos ao sistema de ações aplicado. 

Os resultados obtidos pelo programa COLMOD de acor 

do com o método da coluna-modelo e com o método da coluna-modelo 

melhorado estão apresentados no quadro VI.l. Nele também estão 

incluídos resultados experimentais encontrados pelo laboratório 

c;le Zürich 2 e os resultados fornecidos pelo programa· TRAME ANALYSIS 2
• 

QUADRO VI-1 - Valores Últimos da carga axial de curta duração e 

da flecha na seção à meia-altura do pilar obtidos 

por diferentes análises 

p 
uü f u 

(kN) (cm) 

Análise experimental 2 24-2 ,O 4- '9 

Programa FRAME 
método geral 

ANALYSIS 2 
24-1,6 6,2 

Programa COLMOD 
método da coluna-modelo 

24-9, 9 5,0 

Programa COLMOD 
método da coluna-modelo melhorado 235,5 5 , 5 
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O quadro VI-2 apresenta: na primeira coluna, as 

relações entre os valores de P uO determinados pelo programa COLMO D 

e o valor fornecido pela análise experimental; na segunda colu­

na, as relações entre os valores determinados pelo.programa.COL!1JD 

e o valor obtido pelo programa FRAME ANALYSIS. 

QUADRO VI-2 - Relações entre os valores Últimos da carga axial de 

curta duração obtidos pelo programa COLMOD e os foE 

necidos, respectivamente, pela. análise experimen-

tal e pelo programa ERAME ANALYSIS. 

Pco1/PAE Pco1/,PrA 

Método da coluna-modelo 1,03 1,03 

Método da coluna-modelo O , 9 7 0,97 
melhorado 

O fato do valor Último da carga_axial determinado 

de acordo com o método da coluna-modelo ser maior do que o deteE 

minado de acordo com o método geral (programa FRAME ANALYSIS) e 

conseqüência de que, no caso deste sistema de ações, a considera 

ção da hipótese da coluna-modelo implica em subestimar o ·valor 

da flecha na seção a meia-altura da coluna. Isto é. confirmado p~ 

la observação de que a correção do valor Último desta flecha em 

função da distribuição do momento fletor de primeira ordem con­

duz, neste caso, a um valor maior para ela. 
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Levando-se em conta que o método da coluna-modelo 

e o método da coluna-modelo melhorado são métodos aproximados, po­

de-se considerar que os resultados obtidos por meio deles para e~ 

te exemplo são bastante razoáveis. 

A comparaçao entre os valores Últimos da carga axial 

e da flecha determinados de acordo com os métodos da coluna-mode 

lo e da coluna-modelo melhorado e os encontrados na análise exp~ 

rimental mostra que eles estão bem próximos neste exemplo. No 

entanto, uma conclusão efetiva a esse respeitoso poderá ser emitida 

após uma comparação sistemática dos resultados do programa com os 

de um considerável numero de ensaios. 

vr~2 - EXEMPLO N9 2 

•I F 2,3cm 
A - A

1 

6 14 cm 2 

12,8 cm 2 

12 18 cm 2 
I 

I 
I 
I 12,8 cm2 

12 00 cm 
1 f 

213 cm 

12,75 12,75 5,25 2 

40 cm 

lei do concreto: poróbola - retângulo 

fc = 0,85 kN/cm2 €c1 ' 2%o €cu' 3,5%0 

aço classe A 

f~= 20,87 kN/cm 2 

E5 = 21000 kN/cm2 

614·cm2 

FIGURA VI-2 - Características geométricas do pilar analisado, caracterí~ 
ticas físicas dos materiais e sistema de ações aplicado. 
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Determina-se, neste exemplo, do mesmo~modo que no 

anterior, o valor Ültimo das cargas axiais P de curta duração, 

-conhecido o valor da excentricidade e
0 

com que estas cargas sao 

aplicadas nas duas extremidades de um~dado pilar simplesmente 

apoiado. O pilar examinado tem seção transversal circular. A fi 

gura VI-2 indica as características geométricas deste pilar, as 

características físicas dos materiais e os dados relativos ao sis 

tema de ações aplicado. 

O quadro VI-3 mostra os resultados determinados p~ 

lo programa COLMOD, de acordo com o método da coluna-modelo e com 

o método da coluna-modelo melhorado, e pelo prçgrama elaborado 

por Garcia 1 " para análise não-linear de pórticos planos de con­

creto armado. 

QUADRO IV-3 - Valores Ültimos da carga axial de curta duração e 

da flecha na seçao à meia-altura do pilar obtidos 

por diferentes análises 

p 
uO f u 

(kN) (cm) 

Programa da tese de Garcia 14 

1050 5,2 
método geral 

Programa COLMOD 
método da coluna-modelo 

1099 4,7 

Programa COLMOD 
método da coluna-modelo melhorado 1042 5,1 
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Apresentam-se no quadro· VI-4 as relações entre os 

valores de PuO fornecidos pelo programa COLMOD e o valor forneci 

do pelo programa da tese de Garcia. 

QUADRO VI-4 - Relações entre os valores Últimos da carga axial de 

curta duração obtidos pelo programa COLMOD e o for 

necido pelo programa da tese de Garcia. 

P~o1/PPG 

Método da coluna-modelo 1,05 

Método da coluna-modelo 0,99 melhorado 

Sendo o sistema de açoes aplicado ao pilar domes 

mo tipo daquele do exemplo anterior, vale a mesma observação de 

que, neste caso, a consideração da hipótese da coluna-modelo im­

plica em subestimar o valor da flecha na seção à meia-altura da 

coluna. 

VI.3 - EXEMPLO N9 3 

• 
Para o pilar em balanço e de seçao retangular, r~ 

presentado na figura VI-3, submetido a uma carga axial centrada 

de valor fixo e conhecido, determinam-se valores Últimos de for­

ças horizontais de curta, de longa e de longa e curta duração. A 

figura citada fornece as características geométricas do pilar, 

as características físicas do concreto na idade t
0 

da aplicação 
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das primeiras ações bem como as do aço e o valor da carga axial. 

-Os resultados obtidos sao comparados com os dete~ 

minados por Jakobsen 1 .através. do programa. FRAME ANALYSIS destin~ 

do à análise não-linear de pórticos planos de concreto armado.Es 

te programa permite calcular os efeitos da fluência através do mé 

todo do "reduced modulus" (empregado pelo programa COLMOD e ex­

posto no parágrafo IV. 1. 8) ou através do método do "rate of creep': 

que leva em consideração a variação das tensões no concreto. 

e 

H 

400 cm 

i 1280'kN 

í 
I 
I 
I 
1 

A • A
0 

15,2 cm 2 

1512 cm 2 

... I·= 
-14f,.-- ---l4r 
~ 

lei do concreto : parábola· retângulo 

aço classe A 

f,e= 42 kN/cm2 

E = 21000 kN/cm 2 
s 

FIGURA VI-3 - Características geométricas do pilar analisado, 

características físicas dos materiais e sistema 

de ações aplicado. 
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a) Sistema de açoes de curta duração 

O primeiro sistema de açoes considerado é consti­

tuído pela carga axial centrada de valor fixo e conhecido e por 

uma força horizontal acrescida de modo rápido na idade t
0 

até o 

valor máximo HuO que caracteriza a flambagem em curta duração. 

Apresentam-se no quadro VI-5 os resultados deter­

minados pelo programa COLMOD, de acordo com o método. da coluna­

modelo e com o método da coluna-modelo melhorado, bem como pelo 

programa FRAME ANALYSIS. 

QUADRO VI-5 - Valores Últimos da força horizontal de curta dura­

ção e da flecha no topo da coluna obtidos por dife 

rentes análises. 

H uü f u 

(kN) (cm) 

Programa FRAME ANALYSIS 1 
68,4 6 , 3 método geral 

Programa COLMOD 
6 O , 9 8 , 5 método da coluna-modelo 

Programa COLMOD 64,1 7, 5 método da coluna-modelo melhorado 

O quadro VI-6 mostra as relaç3es entre os valores 

de Huo obtidos pelo programa COLMOD e o vaiar obtido pelo progr~ 

ma FRAME ANALYSIS. 
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QUADRO VI-6 - Relações entre os valores Últimos da força horizon 

tal de curta duração obtidos pelo programa COLMOD 

e o fornecido pelo programa FRAME ANALYSIS. 

HcoL/HFA 

Método da coluna-modelo O , 8 9 

Método da coluna-modelo 
O , 9 4 melhorado 

Desta vez, ao contrário dos exemplos anteriores, 

o valor Último da força determinado de acordo com o método da co 

luna-modelo é menor do que o determinado de acordo com o método 

geral. Isto se deve ao fato de que, no caso do sistema de ações 

aqui analisado, a consideração da hipótese da coluna-modelo im­

plica em superestimar o valor da flecha no topo da coluna. A ob­

servaçao de que a correção do valor Último desta flecha em fun­

ção da distribuição do momento fletor de primeira ordem conduz a 

um valor menor para ela vem confirmar isto. 

b) Sistema de açoes de longa duração 

O segundo sistema de açoes considerado é constitu 

Ído pela carga axial centrada de valor fixo e conhecido e por uma 

força horizontal de 53,5 kN aplicada de modo rápido na idade t
0 

e, em seguida, mantida constante. 

A análise pelo programa FRAME ANALYSIS utilizando 

o método do "rate of creep" indica que ocorrerá flambagem por flu 
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encia sob esta força apos 700 dias. 

Para efetuar a análise utilizando o método do 11 re­

duced modulus", Jakobsen avaliou o coeficiente de fluência no ins­

tante t + 700 dias, obtendo <jl = 2,18. o 

Os coeficientes a a S, que permitem levar em con­

ta a história da carga de longa e/ou curta duração avaliados de 

acordo com as equaçoes (IV- 6) e (IV- 7) considerando-se que 

PL = 1280 kN 

PC= O 

HL = 53,5 kN 

Obtêm-se, então, a= 1 e S = 1. O coeficiente de fluência redu­

zido, calculado como o produto a S <jl, tem, então, o valor ~* = 2 ,18. 

Os resultados obtidos pelos programas FRAME ANALYSIS 

e COLMOD estão indicados no quadro VI-7. 
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QUADRO VI-7 - Valores Últimos da força horizontal de longa du-

-raçao e da flecha no topo da coluna segundo dife 

rentes análises. 

Hul f u 

(kN) (cm) 

Programa FRAME ANALYSIS 1 

método do ''rate of creep'' 53,5 9, 7 

Programa FRAME ANALYSIS 1 

método do "reduced modulus" 5 3, 2 9 , 8 

. 

Programa COLMOD 
método da coluna-modelo 42,2 13,2 

Programa COLMOD 
método da coluna-modelo melhorado 45,7 12,1 

A análise utilizando o método do II reduced modulus " 

obtém, para este caso, uma curva H - f fictícia análoga à da fi­

gura IV-4a. O valor de Hul determinado pelo programa, FRAME ANALYSIS 

utilizando este método e um pouco menor do que o obtido pelo me~ 

mo programa utilizando. o método do "rate of creep". Jakobsen cha 

ma a atenção para o.fato de que o emprego do método do" reduced 

modulus "conduziria a resultados exatos se as tensões no concre 

to permanecessem constantes sob a ação mantida constante. Obser­

va, ainda, que, no entanto, isto.não acontece num pilar esbelto, 

pois o aumento das deformações no concreto devido à fluência prS?_ 

duz dois efeitos: um aumento das flechas e, · conseqüentemente, dos 

momentos e das tensões e uma transferência de tensões do concre­

to para o aço; efeitos, estes, influenciados por vários fatores 

como esbeltez, carga axial, excentricidade de primeira .ordem e 
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quantidade de armadura. 

O quadro VI-8 apresenta: na primeira coluna, as 

relações entre os valores de Hul fornecidos pelo programa COLMOD 

e o valor fornecido pelo programa FRAME ANALYSIS utilizando o mé 

todo do "rate of creep"; na segunda coluna, as relações entre.os 

valores de Hul fornecidos pelo programa COLMOD e o valor forneci 

do pelo programa FRAME ANALYSIS utilizando o método do "reduced 

modulus". 

QUADRO VI-8 - Relações entre os valores Últimos da força horizon 

tal de longa duração obtidos pelo programa COLMOD 

e os obtidos pelo programa FRAME ANALYSIS emprega~ 

do, respectivamente, o método do "rate of creep" e 

o método do "reduced modulus". 

HcoL/HRC Hco1/HRM 
-

Método da coluna-modelo 0,79 O , 7 9 

Método da coluna-modelo melhorado O , 8 5 0,86 

Os valores de Hul determinados de acordo com.o me 

todo da coluna-modelo e com o método da coluna-modelo melhorado, 

empregando o método do "reduced modulus", são inferiores aos de­

terminados de acordo com o método geral. 
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c) Sistema de açoes de longa e curta duração 

O terceiro sistema de açoes considerado é consti­

tuído pela carga axial centrada de valor fixo e conhecido e por 

uma força horizontal de 40 kN aplicada na idade t
0 

de modo rápi­

do e, em seguida, mantida constante por 7 O O dias, após o .que e 

novamente acrescida rapidamente até o valor máximo H 2 = 61,6 kN .u 

que caracteriza a flambagem em curta duração após um período de 

ações de longa duração. 

O coeficiente de fluência, neste caso, também e 

igual a,= 2,18. Considerando-se que 

PL = 1280 kN 

PC = o 

HL = 40 kN 

HC = 21,6 kN 

obtêm-se os coeficientes a= 1 e S = 0,65. O coeficiente de flu 

ência reduzido é, então, igual a'*= 1,42. 

Os resultados fornecidos pelos programas FRAME ANAtYSIS 

e COLMOD estêío apresentados no quadro VI-9. 
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QUADRO VI-9 - Valores Últimos da força horizontal de longa e cur­

ta duração e da flecha no topo da ,ci:Yluna segundo 

diferentes análises. 

H u2 f u 

(kN) ( cm) 

Programa FRAME. ANALYSIS 1 

61,6 8,3 método do "rate of creep" 

Programa FRAME ANALYSIS 1 

método do "reduced modulus". 5 9 , O 8 , 4 

Programa COLMOD ' 
método da coluna-modelo 

48,5 11,6 

Programa COLMOD 5 2 , O 10,5 método da coluna-mo.dela melhorado 

O quadro VI-10 mostra: na primeira coluna, as r~ 

lações entre os valores de Hu 2 determinados pelo programa COLMOD 

e o valor determinado pelo programa FRAME ANALYSIS utilizando o 

método do "rate of creep"; na segunda coluna, as relações entre 

os valores de Hu 2 determinados pelo programa COLMOD e o valor de­

terminado pelo programa FRAME ANALYSIS utilizando o método do 

''reduced modulus''. 
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QUADRO VI-10 - Relações entre os valores Últimos da. força hori­

zontal de longa e curta duração obtidos pelo pro­

grama COLMOD e pelo programa FRAME ANALYSIS empre­

gando, respectivamente, o método do ºrate of creep" 

e o método do "reduced modulus". 

HcoL/HRC HCOL,HRM 

Método da coluna-modelo 0,79 O , 8 2 

Método da coluna-modelo melhorado 0,84 O , 8 8 

Os valores de Hu 2 determinados de acordo com o me 

todo da coluna-modelo e com o método da coluna-modelo melhorado 

são inferiores aos determinados de acordo com o método geral. 

Levando-se em conta que o método da coluna-modelo 

e o método da coluna-modelo melhorado são métodos aproximados,p~ 

de-se considerar que os resultados obtidos para os sistemas de 

açoes de longa e de longa e curta duração também são razoáveis. 

VI.4 - EXEMPLO N? 4 

grama: 

Este exemplo ilustra uma aplicação prática do pr~ 

a construção de tabelas em função de parãmetros adimen-

sionais. Ele permite que se verifique a eficiência do método de 

cálculo desenvolvido neste trabalho em relação ao apresentado no 

Manual de flambagem e instabilidade do CEB-FIP/1977 5
, através da 
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comparaçao dos resultados contidos nas tabelas 

acordo com estes dois métodos de cálculo. 

construi:das de 

Apresentam-se três tabelas que fornecem os valo­

·res Últimos do momento relativo de primeira ordem µ 1 e do momen­

to total relativo µ em função da razao .e,,/h entre o .CO]!lprimen:to 

de flambagem do pilar e a altura total da seção transversal, da 

taxa mecânica de armadura w e do esforço normal relativo v, para 

uma dada forma de seção transversal, distribuição de armadura e 

deformação do aço Ese correspondente à tensão de escoamento. 

Estas tabelas foram elaboradas a partir de resul­

tados obtidos por um programa análogo ao programa COLMOD que, no 

entanto, ao invés de trabalhar com acréscimos de ações, trabalha 

diretamente com acréscimos da carga axial e do momento de primei 

ra ordem. As características físicas adotadas para os materiais 

foram: 

lei do concreto: parábola-retângulo 

f = 1 
c Ec = 1000 Ecl = 0,0020 

aço Classe A 

f = 1 se 

E =0,0035 cu 

As duas primeiras tabelas se aplicam a pilares de 

seçao retangular com armadura igualmente distribuída por dois ní 

veis e com sistema de ações atuando num plano principal. A pri­

meira foi calculada para ((' = O e a segunda, para 'Jl = . 2. A .ter-
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ceira tabela se aplica a pilares de seçao.circular .com armàdurca 

uniformemente distribuída e foi calculada para~= O. 

A maior parte dos valores Últimos de µ1 forneci­

dos por estas tabelas e obtidos de acordo com as hipóteses expo~ 

tas no capítulo IV correspondem a ruína por instabilidade. Há 

alguns, porem, que correspondem à ruína por ruptura à compressão 

do concreto ou à ruína por deformação plástica excessiva da arma 

dura mais tracionada. 

Nas três tabelas, os resultados apresentados para 

i Ih= O estão separados em três setores correspondentes, respec 
e -

tivamente, da esquerda para a direita, à ruína determinada pela 

ocorrência de: um alongamento relativo de 10°~0 naarmadura mais 

tracionada; um encurtamento relativo de 3,5°feo(l +'I') na fibra de 

concreto mais comprimida, estando a seção parcialmente comprimi­

da; um encurtamento relativo de 2 %0( 1 + 'I') na fibra. de concreto 

situada a~ h da borda mais comprimida da seção, estando a seção 

inteiramente comprimida. 

Alguns dos resultados apresentados para ie/h = 10 

nas tabelas organizadas para 'I' = O foram determinados pela ocor­

rência de um encurtamento relativo de 3,5°~0 na fibra de con­

creto mais comprimida da seção parcialmente comprimida. Estes .re 

sultados são os situados no interior da linha poligonal desenha­

da. Os resultados para v diferente de zero situados fora desta 

poligonal ou obtidos para os outros valores de ie/h (20,30 e 40) 

correspondem à ruína por instabilidade. 
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Os resultados das tabelas VI-1 e VI-3 estão bas­

tante próximos dos apresentados, respectivamente., nas tabelas 

A3.4a) e A3.6a) do Manual de flambagem e instabilidade do CEB-FIP/1977 5
• 

As maiores diferenças encontram-se no setor dos resultados para 

2e/h = O correspondente às seções inteiramente comprimidas. Isto 

se deve ao fato de que o programa do Manual de flambagem do CEB-

19744 não verifica se a seção está inteiramente comprimida. Es­

tes manuais não apresentam tabelas para~ = 2. 
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TABELA VI-1 - Momento relativo de primeira ordem µ 1 = M1/(N
0 

h) e momento total relativo µ = M/(N
0 

h) para pilares 

de seção retangular com armadura igualmente distribuída por dois.níveis e com sistema de açoes 

atuando num plano principal 

, = O Aço Classe A 

0,0 O ,.1 O, 2 O, 3 D,4 0,5 0,6 0,7 O, 8 

O, 02.2 o' o 61+ 0,100 O, l.2 4 0,138 0,140 O, 131 o' lll/ 0,089 
O, O 2 2 0,064 0,100 O, 12 lf O, 13 8 0,140 O, 1·31 O, 114 O, O 8 9 
0,084 0,12" 0,160 0,184 0,198 O ,196 0,181 0,153 0,139 
0,094 0,124 0,150 0,184 0,198 0,195 0,181,0,163 0,139 
0,164 0,203 0,24010,254 o,n8 O, 2 7 t1 0,253 0,231 0,207 
Ü, 15 Lf 0,203 0,240 0,264 0,278 0 , 2 7 Lf 0,253 O, 2 31 0,207 
IJ, 244 0,282 O, 3 20 0,344 0,35810,352 O, 3 2 8 O, 30 3 0,277 

:0,2L~4 0,282 0,320 0,344 0,358 0,352 0,328 0,303 O. 277 
0,323 0,36210,400 0,424 0,438 0,432 0,404 0,377 O, 34 9 
O, 32 3 0,362 0,400 0,424 O, 1+ 3 8 0,432 0,404 0,377 0,349 

10,40310,442 0,480 0,504 0,518 0,511 0,482 0,452 Ü, L;.2 3 
0.403 0,442 D,480 0,504 0,518 0,511 0,482 0,452 O, 42 3 

0,022 0,057 0,085 0,105 0,115 0,113 .o, 10 4 O ,o 86 0,060 
O, 02 2 O, 06 2 0,095 0,119 0,136 0,134 O, 12 7 0,109 o.os•+ 
0,084 O, 115 Ü,1L~2 0,153 0,175 0,1G7 0,150 O, 131. 0,108 
0,084 0,122 O, 15 3 0,178;0,196 O, 196 0,181 0,159 o 135 
0,164 0,193 0,220 0,243 0,255 0,24·4 O, 221 ·º, 197 O, 172 
0,164 0,201,0,232 0,262 0,276 o' 2 71-t O, 2 5 3 O, 231 0,205 
0)244 0;271 0,298 O, 3 2 2 O, 3 3 5 O, 32 3 0,295 0,26710,239 
O, 2 4'+ O, 2 81 0,312 O, 3li 2 0,356 O, 35 2 0,328 0,303 0,277 
O, 32 3 0,350 0,378 0,402 0,415 0,402 O, 371 O, 34 O 0,310 
0.323 0,361 0,392 0,422 0,436 O, 4 32 Ô,404 O, 3 77 o 349 
O, 40 3 O, 4 30 0,457 0,483 0,495 0,481 0,448 0,415 0,383 
0,403 0,441 O ,471 0,503 0,516 0,511 0,482 0,452 0,423 

e se 

0,9 

0,054 
O ,054 
0,110 
0,110 
0,180 
O, 18 O 
0,250 
O, 2 50 
O, 321 
0,321 
D,394 
0,394 

O, O 31 
O, Oli8 
0,079 
O .10 5 
0,145 
O , i 7 5 
O, 211 
0.248 
O, 2 ôO 
0.321 
0,351 
0,39li 

= 2°/oo 

1,0 

O, Jl8 
O,D18 
0,074 
O, J74 
0,149 
O, 14 9 
O, 2 20 
0,220 
O, 2 91 
0,291 
O , 3 6 lt 
0.364 

0,006 
0,015 
0,048 
0,068 
O ,114 
O .144 
O, 18 2 
0,215 
0,249 
0.289 
O, 319 
0,364 

d' /h 

1 ,_l 1,2 

0,038 
0,038 . 
0,113 O, O 76 
0,113 O, O 7 5 
0,189 O, 15 3 
0,189 0,153 
0,261 0,228 
0,261 0,228 
0,333 0,301 
O, 3 33 0,301 

0,022 
0.033 
0,082 0,053 
O ,106 0,069 
0,150 O ,11 7 
O, 18 2 O, 14li 
0,218 0,186 
0,255 O, 221 
0,287 0,255 
0,330 O, 2 9 5 

= 0,10 

1,3 ~,4 1,5 1,6 1,7 1,8 

O, O 39 
1 O, O 3 9 ' 0,115 U,077 O, O 39 
1 n,11s O ,'077 0,039 

0,192 O ,154 0,116 0,078 O, O 39 
O ,192 D,154 0,115 I0,078 0,039 
0,267 0,232 0,194 O, 15 6 0,117 0,079 
0,267 0,232 O ;194 0,156 0,117 .0,079 

O, 02 5 
0,035 
0,086 0,056 0,028 
0,107 0,071. O ,.o 3 7 
O, 152 0,120 0,089 o,o5s u,u29 
0,183 0,146 0,109 O, O 74 O, O 3 8 
0,222 0,188 0,155 0,123 0,091 0,061 
0,260 0,222 O, 18 li 0,147 O ,111 0,075 

1,9 

o' Qlj o 
0.040 

O, O 30 
O, O 3 9 

. ) 

' ' 



TABELA VI-1 (continuação) 

Q,e >( 0·;2 . 1 1 1 1 1 1 .. 1 

1 

! . o ,o 0,1 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 
h . 

20 0,05 0,022 0,047 0,051 0,070 0,072 0,067 0,055 O, O 31+ 0,011 
0,022 0,060 0,092 0,100· 0,113 0,118 0,109 0,093 0,057 

' 0,084 0,103 0,117 0,121 0,113 0,101 O, O 89 O ,072 0,0!}9 0,023 0,004 

' 
O, 2 0,084 O, 117 0,149 0,176 0,18810,176 o' ló o 0,146 0,121 O, 092 0,044 

0,4 O, 164 0,17810,192 D,198 0,191 0,165 D,111.+ 0,124 0,103 0,078 0,050 0,026 O ,007 

: f o, 16 lf 0,194 0,225 0,254 O, 2 76 O, 24 7 0,228 0,209 0,187 0,160,0,130 0,099 0.068 

O, 6 U·, 2 44 0,,04 U,Lo8 D,276 O, 2 i l 0,236 D,207 0,182 0,158 O, 133 0,10110,078 u,os2 0,029 0,011 
., O, 2 'l4 O, 2 74 0,303 O, 3 3 2 0,356 0,336 0,298 ·o, 2 7 s 0,252 O, 22 7 0,199 0,168 O, 136 0,104 0,071 ' 
. , .. -·. O, 8 D,323 0,332 0,345 0,354 0,351 O, 313 0,275 0,245 0,217 0,191 0,164 0,136 0,106 O, O 79 0,054 O, O 32 0,014 O, O 02 

O ;32 3 0,354 0,381 ó ,411 0,436 o, 1,2 5 0,380 0,345 0,320 0,295 0,268 O ;2 3 9 0,207 0,174 0,141 O, 10 8 0,074 0;038 

1,0 0,403 0,410 0,423 0,433 0,431 O, 391 o, 31, s u,312 u,LBl 0,251 0,223 0,194 O,lbb u, u, U,lUb U,U/~ u,uoo 10,034 0,017 0,005 
0;403 0,433 0,460 0,490 0,516 0,509 0,464 O, 4 2 3 O, 391 0,394 0,336 O, 30 8 0,278 0,246 0,213 0,179 0,145 0,110 0,075 0,038 

. .. 

30 0,05 O, 022 O, O 31 0,040 o·, 042 O, O 36 O, 02 2 0,003 
0,022 0,049 0,063 0,075 0,084 0,084 0,056 . 

. 

O, 2 1 O, O 84 0,085 0,076 0,060 O, O 5 3 0,0'11 O, 02 4 0,003 
Ü ~ Ü 8Lt 0,117 ·o, 149 0,127 O, 116 O ,113 0,109 O, O 70 . 

' o·, 16lf 0,159 0,150 O, 12 8 0,094 O ,071 0,054 0,035 O, O 12 0,4 0,164 0,193 0,225 O·, 2 5 4 0,258 0,187 0,165 D.154 0,139 

O, 6 O, 2 44 0,235 0,225 0,205 0,170 0,128 0,091!- 0,070 0,048 O, 024 0,001 
O, 2 44 0,270 0,303 O, 3 32 0,344 0,320 0,275 0,230 0,202 O, 189 0,077 

; O, 32 3 0;311 O, 301 0,283 0,248 0,198 0,156 0,120 0,089 O, 06 3 O, O 37 0,011 0,8 O, 3 2 3 0,348 0~381 0,411 O, 42 3 O, 396 0,370 O. 34 5 0,297 0,255 0,224 O ,186 

i ,. 
' 1 

1,0 0,403 0,388 O, 3 7 8 O, 361 O, 327 O, 2 71 O, 22 3 0,180 0,143 0,110 0,080 0,053 0,025 0,002 
0,403 O, 42 5 0,459 0,490 0,502 0,473 0,445 0.418 O. 3 91 0,364 O, 3 36 0,290 O. 2 7 8 O, 116 



TABELA IV-1 (continuação) 

í 

' L'Z 
1 

1 

'e o,o 0,1 0,2 0,3 Ü 'L[ r 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 h 1 
1,6 1,7 =-' 8 1,9 

. 40 0,05 0,022 O, 02 3 0,025 O, O 19 O, 00 ,, 

l · 
0,022 0,034 0,051 0,064 0,063 

0,2 
o, o 84 0,051 0,036 0,029 0,016 

1 0,084 O,ll.7 0,078 0,078 0,078 

1 o L!. 
0,154 O,J.33 ü,091 0,048 0,033 0,016 1 

, . 0,164 0,193 0,225 0,135 o·,111 O, 10 3 1 

O, 6 0,244 0,207 O, 16 1+ 0,106 D, O 55 0,035 0,015 
0,244 O, 2 7 O O, 30 3 0,332 0,182 0,142 O, 130 

O, 8 O, 3 2 3 O, 2 82 0,239' 0,183 0,112 0,060 O, 0_36 0,014 

1 .. 0,323 0,348 0,381 O, 411 0,423 0,244 0,171 0,159 

1,0 O, 40 3 0,358 0,31S 0,261 0,190 0,114 0,053 0,037 0,012 
o·, i.;.o 3 0,425 0,459 O·, 49 O 0,502 0,473 0,277 O ,'208 o 190 

; t--J 
,m 

: "' 
' 

rl . 1 V , INI/Nc 

' 
As/2 

4: M1 µl' M1/(Nch) - "·-· 

4" w, fs As/ Nc 1 . A,/2 

~; _j _Nc , f e A e 



i t 1~ ; e 

i11 
1 

o 0,05 ; 
i 

·o, 2 
' 
1 o, 4 

O, 6 
,, 
,, 

1 o 8 , 

1,0 

10 0,05 
'· :: O, 2 
:1 
1! 
" O, 4 ! 
",! 

1: O, 6 
\i 
" li 0,8 ,, ., 
' !1, O ' 

TABELA VI-2 - Momento relativo de primeira ordem µ 1 = M1·~c h) e momento total relativo µ =· M/(Nc h) para pilares 

de seção retangular com armadura igualmen·te distribuída por dois. níveis e com sistema de açoes 

atuando num plano principal 

t = 2 Aço Classe A E
58 

= 2 °/oo d'/h = 0,10 

o, o 
1 

0,1 O, 2 
1 o, 3 

0,4 O, 5. 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1, 3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 

1 

o·,un 0,062 0,097 0,122 0,138 0,141 O ,135 0,115 0,088 0,054 0,018 
0,021 0,062 O, D9 7 O, 12.2 O, 138 0,141 O, 135 O .115 0,088 0,054 0,018 
0,082 0,122 0,157 0,182 0,198 0,201 0,195 0,170 0,140 0,109 0,073 0,036 
O, O 82 0,122 0,157 0,182 0,198 0,201 0,195 0.170 0,140 0.109 0.073 O. O 35 
0,162 0,20210,237 O, 2 5.2 O, 27 8 0,281 O, 2 '/ 5 0,246 O, 214 0,181 U, 14 7 0,111 O, O'/ 3 0,036 
º· .16 2 0,202 0,237 O, 26 2 O, 2 7 8 0,281 O, 2 7 5 0.246 O, 214 0,181 0,147 O, 111 0,073 O, O 3 6 
Ü, 2 Lj. 2 0,282 O, 317 0,342 O, 35 8 0,361 0,355 0,324 0,290 0,256 O, 2 22 0,186 o, 10 u 0,112 Ü , Ü 7 Lf 0,036 
0,242 0,282 0,317 O, 3,, 2 0,358 O, 361 O, 35 5 0,324 O, 2 90 O, 2 5 6 0,222 0,186 O, 150 O·, 112 O, O 74 O, O 36 

10,322 0,362 0,397 O, 4 2 2 0,438 0,441 0,435 O, 1,0 3 0,368 0,333 0,298 0,262 O, 2 2_6 0,189 0,15~ 0,113 0,074 0,036 
O, 322 0,382 0,397 0,422 0,438 0,441 0,1,35 0,403 O, 36 8 0,333 0,298 0,262 0,226 0,189 0,151 O ,113 0,074 O, O 36 
0,402 O, lJ.42 0,477 0,503 0,518 0,521 0)515 O, 4 82 0,447 0,411 0,375 O, 3 3 8 O, 30 2 O, 2 6 5 O, 2 2 8 0,190 O, 15 2 O, 113 O, O 74 
0,402 0,442 0,477 O, 50 3 0,518 0,521 O. 515 0.482 0.447 0,411 0,375 O. 3 38. 0,302 O, 2 6 5 0,228 0,190 0,152 O, 11 3 0,074 

0,021 0,052 O, O 74 0,087 0,093 o,086 O ,071 0,049 O, 02 3 O, 00 3 
0,021 0,058 o, oe 9 D,111 0,125 O, 12 8 O .116 0,099 0,065 O, 02 7 
O, O 82 0,111 0,134 O, 14 7 0,153 0,145 O, 119 O, 09 3 O, 0.64 0,033 0,005 
0,082 0,118 0,149 O, 171 0,185 0,195 O .178 0.149 0,120 0,084 0,038 
0,162 0,191 0,214 0,227 0,233 0,225 0,1% 0,160 ü,127 0,094 0,060 O, O 2 8 O, 00 O 
O, 16 2 0;198 0,229 0,251 0,265 O, 27 5 0,266 o, 22 8. 0,192 O, 15 8 0,122 0,084 0,01"1 
0,242 0,27010,294 0,307 O, 313 O, 30 5 O, 2 7 5 O, 2 3 ,, 0,196 O ,160 0,125 0,089 O, O 55 0,021 
0,242 0,278 0,309 O, 331 0,345 0,355 O, 350· 0,310 O, 2 70 0,232 O, 19 5 0,159 0,121 0,082 
O, 3 22 O, 35.0 0,374 0,387 O, 3.9 3 0,385 O, 35 4 0,311 0,270 O, 2 31 0,193 0,156 0,120 0,083 0,048 0,000 
0,322 0~357 0,389 0,411 O, 42 5 0,435 O, 4 3 3 0,391 o 35 O O, 310 O, 2 71 0,233 O ,196 0,158 0,119 0,017 
0,402 0,430 O, 4 5-4 0,467 0,473 0, ·'T6 5 O, 4 34 0,389 0,346 O, 30 5 0,265 0,225 0,188 0,151 0,114 0,077 0,042 
0,402 0,437 0,469 o·, ,,91 0,505 0,515 0,515 O, 4 72 O ,431 0,390 0,349 O, 310 O, 271 O, 2 3 3 0,196 O, 15 5 O, 116 

1,9 

0,036 
0,036 

. 

1-' 
m 
w 



TABELA VI-2 (continuação) 

t 1 
1 e l>z o,o 0,1 0,2 0,3 h w 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9· 

20 0,05 0,021 0,039 0,042 0,038 0,026 0,007 
O, 021 0,055 0,078 0,080 0,080 0,075 

O; 2 0,082 O, 096 0,102 O, 08 8 O, 06 3· 0,041 O, 017 0,003 

; 
0;0.82 0,114 O, 144. _0,167 0,142 0,114 0;085 0,015 

;i 0,4 0,162 0,174 0,182 0,168 0,137 0,097 0,057 O, O 3.8 0,018 o,oos 
O, 162 0,193 0,224,0,247 0,265 0,209 0,157 0,118 0,046 0,017 

i 0,242 0,253 0,262 0,248 O, 217 0,167 0,125 ô~ 092 0,062 0,039 0,020 0,006 
O, 6 0;242 0,272 0,304 0,327 0,345 O, 312 0,250 0,193 0,142 0,081 0,049 0,018 

.. O~ 3 2 2 U,332 0,342 0,328 o.,297 0,243 0,193 0,152 O, 118 O,OBf· O, O 5 2 0,040 0,022 0,007 
í O , 8. O, 32 2 0.352 O. 384 Q'.l+07 0.425 0,402 0,344 0.281 0,219 0,161 0,117 0,084 O , OS 1. 0,018 

<' 0,402 O ,411 O, lf 2 2 0,408 0,377 U,321 0,266 0,219 0,179 O, 145 0,114 O , O 8 ·1 O, O 6 3 O, 04 2 0,023 O, 00 I 
1,0 0,402 0,432 0,464 0,487 0,505 0,488 0,432 0,371 0,304 0,248 0,188 0,154 O ,121 0,087 0,053 O, O 19 

1 
' 

0,021 ü,020 0,016 0,001 . 

30 0,05 0,021 O, O 39 O, O 46 0,051 : 

' O, 2 0,082 O, O 74 o,oso O 025 0,007 
·' 0,082 Ü, llLf O, 134 0,100 0,088 . .. 

0,1G2 0,152 0,129 0,080 0,048 O, 02 3 0,000 
. 

O, 4 O ,162 0,192 0,224 0,186 0,160 0,135 0,097 
1 

O, 6. ·º, 2 42 O, 2 30 0,209 0,151 .o, 10 4 0,069 0,041 o,.01s 
0,242 0,271 O, 30 4 0;310 O, 2 32 0,20] 0,175 ·O , 144 

.• 0,322 O, 30 8 O, Z 89 O, 231 0,168 O, 12 5 O, O 89 0,058 O, O 30 0,008 : 
O, 8 0,322 0.350 0,384 O, 40 7 · O, 30 7 0.276 0,245 O. 214 o 182 0.150 

' 1,0 0,402 0,387 O, 36 9 0,311 O, 2 38 0,188 0,145 O, 10 8. 0,076 0,046 0,022 O, 004 
0,402 0,430 0,464 0,487 0.397 0,351 O, 318 0.286 O. 2 54 O, 221 0.188 0.154 



TABELA VI-2 - (continuação) 

' 
; , ze ~ h 

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 

'I 0,021 O, 011 . 

40 0,05 O, 021 0,0?7 

'; _o, 2 
0,032 Ü, Q4L~ 0,011 

' O, O 82 O ,114 0,054 
: l 0,4 U, 16 2 0,120 0,059 0,012 
. ; 0,162 O ,192 o, 213 0,092 

º~5 
o.,2t+2 0,197 0,137 0,060 0,013 

. ' 0,242 O, 2 71 O, 2 9') 0,261 0,132 
': 0,322 0,276 0,215 0,130 0,061 O, 014 
' 

O, 8 0,322 O, 35 O 0,384 0,339 0,307 0,175 

1,0 O, 40 2 0,354 0,296 0,203 0.,125 0,061 
. ) 0,402 O, 4 30 0,464 ó,417 O, 3 83 0.350 

0,6 -º '7 0,8 0,9 1,0 

0,014 
0.218 

~:.i::;::::;:::i:t---
1

:::;::::::::J- A0 /2 

h _ _ _: +. _ .-i,.,_.. __ M-'-1 

4~: 

1,1 1,2 1,3 

V , INI/Nc 

/1- 1 ' M ,/(Nc ~) 

W ' fs As/ Nc 

.Nc,' fc Ac 

1 

1,4 

1 1 -- - ·-·-· . 

1,5 1,6 1,7 

1 --

1,8 

. 

-- -~--

1,9 

f--' 
m 
cn 



·i 

~ .. e 
,h 

o O, O 5 

O , 2 

! 
l O, 4 
1 

' O , 6 

i ~ : 
' ' ! 1,0 

1 

1 1 

: 10 
0,05 

1 
i 
1 O, 2 
' ; 
' 0,4 
i. 
' l O , 6 ' 1 
1 

O, 8 

' ( 1, O. 

TABELA VI~3 - Momento relativo de primeira ordem µ 1 = ~\/(Nc h) e momento total relativo µ · = M/(N
0 

h) para pilares 

de seção circ_ular com armadur~ uniformemente distribuída 

, = O Aço Classe A Ese = 2°~, d'/h = 0,10 

0,0 0,1 1 
0,2 0,3 0,4 O , 5 0,6 O, 7 O, 8 / 0,9 1,0 1,1 1,2 

1 

1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 

0,021 0,057 0)083 O, 100 O, 10 9 O, 110 0,105 0,092 O, O 7 3 ü,045 o' o 141 
1 0,021 0,057 O, O 8 3 O, 100 O, 10 9 0,110 O, 10 5 O, O 92 O, O 7 3 Ü ~ 0 LI 5 Ü, Ü lLJ 

O, O 74 O, 10 3 0,123 0,138 0,143 0,142 0,13S O,J.2L~ 0,108 0,087 0,060 O, O 29 ! O. O 74 0,103 0,123 O, 13 8 O, 14 3 0,142 0,135 O, 1-24 O, 10 8 O, O 8 7 0,060 O, O 2 9 1 . 

O, 137 0,160j0,175I0,185 0,189 0,186 0,177 0,166 0,153 O, 135 O,llL~ 0,089 0,060 O, O 29 
D,137 0,150, 0,17510,185 0,189 0,186 O, l 77 0,166 0,153 0,135 0,114 O, O 89 0,060 O,ü29 
0,19610,212 0,225 0,232 0,234 0,231 0,221 O, 210 O, 19 7 0,181 0,1621 O ,11,1 0,117 O, 09 O o, O 59 0,029 
O 196 0,212 0,225 0,232 0,234 0,231 O, 2 21 0,210 0,197 O, 181 0,16210,141 O, 117 0,090 O, O 59 0,029 
0,249 0,26.3 O, 2 7 4 O, 2 79 0,280 O, 2 77 O, 2 6 7 0,254 0,240 0,226 0,209 0,189 O, 16 8 O, 14 5 O, 119 O, O 89 0,059 O, O 2 8 

1 
0,249 0,263 O, 2 74 O, 2 79 O, 2 80 O , 2 7 í 0.267 0,254 o, 2lt O O, 22 6 0,209 0,189 O, 16 8 O, 14 5 O, 119 O, O 89 O , O 5 9 0,028 
O, 301 O, 313 0,324 0,325 0,325 0,323 0,313 O, 299 0,285 O, 271 0,255 0,236 O, 216 O, 19 5 0,172 O, 14 7 0,119 o ,0891 o ,0581 o ,028 
0,301 O, 313 0,32" 0,325 0,325 0,323 0,313 0,299 0,285 O, 271 0,255 0,236 O, 216 O, 19 5 0,172 0,147 0,119 0,089 0,058 0,028 

1 

1 

1 

1 

O ,021 0,047 0,067 O, O 80 O, O 8 5 0,084 0,077 0,06410,043 0,019 0,002 
O, O 21 o.o5q O, O 79 O, 09ô 0,105 O, 10 5 O, ll 9 9 0,087 0,068 0,038 0,000 
(j, O 74 O, O 9 2 0,105 O, 11 1+ O, 117 O, 112 0,103 O, ü 91 O, O 7 5 0,054 O, O 30 O, O 10 
ü,074 0,102 0,11910,136 O, lll 2 O, 14 2 0,135 0,121. 0,105 0,082 0,054 0,022 
O, 137 O, 149 0,157 0,162 0,161 0,155 0,143 O, 130 0,115 O, 09 7 O, O 76 0,052 O, O 29 O, O 10 

1 
0,137 0,160 D,174 0,185 0,189 O, 186 0,177 O , 1 6 6 0,151 0,13). 0,108 O ,o 81 0,053 O, 02 2 
O, 19 6 0,202 0,208 O, 210 0,207 0,200 0,186 0,172 0,156 O, 139 0,119 o, o 9 B ü, O 74 O, O 50 O, O 29 0,011 
ü .19 6 0,212 D,223 0,232 O, 2 34 O, 2 31 0,221 0,210 (l,197 0,179 0,158 O, 13 5 O, 109 O, 081 O, O 5 3 O, O 2 2 
0,249 0,254 ·O, 2 5 8 0,257 O, 2 5 2 0,245 O, 2 31 (1,214 0,198 O, 181 0,162 0,142 O, 120 O, O 9 7 0,072 O, O 50 O, O 29 0,012 
0.2l!9 o, 26 a O, 2 74 O, 2 79 O, 2 80 O, 2 7 7 0,267 0,25'+ 0,240 O, 2?. 6 0,208 O, 18 li O, 161 O, 13 8 O, 10 7 O, O 81 O, O 5 3 O, O 26 . 

0,301·1º,304 o-, 3 08 O, 303 O., 29.8 Q, 2 9.1 O, 2 76 0,259 0,241 0,224 D., 2 Q6 0,185 Q,164 0,142iQ,119 O, 095 0.,071
1 
o ,049 O, O 30 O, 013 

0,30li0,313 0.,324 0,325 O; 32 5 0,32310,313 0,299 0,285 O, 271 0,255 O, 2 36 O, 212 G.188 0,163 0,135 0,107,0,079 O, O 5 3 0,026· 

' 

' 

f---' 
m 
m 
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;m- 1 -,-:--. ,---~-i---i----T--:---i--:---1---1-, ' 1 ,--1 
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' 0, O 74 O, 09 3 0~109 0,121 O ,112 0,108 ü,102 0,091 0,074, ' ' 

0,078/0,066 0,02110,0041 i 
0,4 0,137 0,12210,115 0,107 0,093 0,053 O, O 39 1 

' 
! 1 0,137 0,147 0.,167 D,173 0,178 0.,158!0,14,0 O, 130 O, 12 3 0,10S 0,060 ' ' íl,196 O, 174 Ü, 16 L~ 0,151 0,134 0,113 O,íl,S410,079 O, O 6 5 0,049 O, o 31 0,012 ' O 6 ; '. :··· L 0,1% 0,204 cr,222 0,216 O, 2 2·2 D,210 0,192 0,173 Q,160 0,145 0,126 0,105 ' 1 

1 
' 0,1301 o ,_110 I '. ' 0,249 0,227 D,213 D,1Sl5 O, 177 0.,153 0,092 0,076 O, Q 59 0,041 0,0.22 0,006 - !---- -_( ' ' -! . , O, 8 -nf;2119 Õ ·, 2 6 2 Ô, 2 7 3 õ ~ I6s o, 2o6 Ó ;2 0·7 o ;r22 O, :!.°E 7 ô,146)0,12sjo,ogs·,· -· . -

1 ' 0,274 0,23810,224 ' 
1,0 0,301 0,278 0,261 0,240 O, 221 0,196,0,167 0,144 0,124 O, 10 5 0,087 0,070 O, O 51 0,032 O, 015 0,002 

1 
O, 301 O, 311 0,323 0,315 0,318 0,309 0,292 0,265 0,250 O, 2 34 0,218 O,lSO 0,178 0.154 0,124 0,073 i 

' ' ' ' . ! 
: 

1 

' 
1 

' 30 0,021 O, 022 0,027 0, Ü 2Lf O, O 14 0,000 
1 

1 ' ! 0,05 . 1 ! 0,021 O, O 35 0,047 D,058 O, O 6 2 0,031 ! 
O, O 7!.} 0,048 t9, O 34 O, O 30 O ,022 0,009 

1 

' 0,2 O, O 74 0,085 0,065 0,067 O , O 7.2 0,054 t 
' O 4 0,137 0,092 0,066 0,042 O, O 32 O, O 21 O, O O 7 

! , . 0.137 0,147 0,145 O ,110 0,084 O, O 8 3 O, O 79 
\ 

1 o, 6 
0,196 0,142 0,107 O, O 7 2 0,046 O, O 3 3 0,019 0,004 

r 
; 

[l.196 O, 19 9 O, 19·3 0,203 O, 130 O ,llO 0,103 0, 09 4 1 

O , 8 0,249 O, 19 2 0,150,0,112 O, O 72 O, OL/ 7 0,032 o' o l7 ; 

' - 1D,? 49 O, 2 5 3 ü,242Í0,252 0,242 0,155 0,129 0,114 
1 0,301 0,242 O,B410,155 0,111 O, O 71 0,047 0,030 0,015 ! 11, o ! ü,301 O ,"30 4 0,295 0,304 0,299 0,263 0,167 0,143 0,127 
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r~! 1 ! te 
jw 1 
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' O , 2 O. O 7 li 0,057 O, Q!t 2 O, O 50 

1 o' 4 
TJ~J.37 0,060 O, O 24 O, O 15 O, O O 2 
0,137 O, 130 0,063 O, O 58 O, O 54 

' O, 196 0,102 0,041 0,021 0,009 
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1 
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O, 8 0,249 a , 21+ 3 0,224 0,106 O, O 71.J. 
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11,0 

0,301 O, 19 3 0,120 0,050 o., O 2 3 
0,301 0,301 O, 2 86 0,237 O, 09 5 

1 1 --

1 
0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

1 1 

1 

0,008 
0,081 

1,0 1,1 1,2 

1 

valNI/Nc 

/!1' M1/(NchJ 

w , fs A5/Nc 

A, Nc 0 fcAc 

1 

1 1,4 1,3 
. 

' 

: 

1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 

. 

' 
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CAPfTULO VII 

·coNCLUSUES 

No capitulo anterior foram apresentados alguns 

exemplos, nos quais foram comparados os resultados obtidos pelo 

programa COLMOD, desenvolvido neste trabalho, com os resultados 

fornecidos por outros programas de computador baseados no método 

geral ou mesmo no método da coluna-modelo e, eventualmente tam­

bém, com resultados de análises experimentais. 

As tabelas organizadas, que fornecem os valores 

Últimos em·curta duração do momento relativo de primeira ordem e 

do momento total relativo, apresentaram resultados iguais ou ba~ 

tante próximos dos resultados encontrados em tabelas análogas do 

Manual de flambagem e instabilidade do CEB-FIP/1977 5
• Como ambas 

foram construidas com resultados obtidos por programas de compu­

tador elaborados para a aplicação de métodos de cálculo basea­

dos nas mesmas hipóteses, pode-se concluir que o método de cál­

culo desenvolvido neste trabalho é bastante eficaz. 

-A comparaçao dos resultados obtidos para os exem-

plos nos quais os pilares são submetidos a sistemas de açoes de 

curta duração com os fornecidos por programas baseados no método 

geral mostrou que a consideração da hipótese da coluna-modelo im 

plica em alguns casos em subestimar o valor da maior flecha do 

pilar, conduzindo, portanto, a valores Últimos de P ou M1 , depe~ 

dendo do tipo de análise, superiores aos do método geral e nou-
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tros em superestimar o valor desta flecha, conduzindo, então, a 

valores Últimos de P ou M
1 

inferiores aos do método geral. f 

possível conhecer de antemão que sistemas de ações se incluem em 

cada caso. Para isto, basta analisar as equações (III,-42)_,(III-45) 

e ITII-,-48), que fornecem os valores corrigidos de f, M1 e P res-

pectivamente. O valor da flecha é subestimado nos sistemas de 

açoes para os quais ªc' expresso pela equação (III~50), é negati 

vo pois tem-se que Jf J > JfJ, 
c 1 r 1 < c 1 r 1 . Ova-

lor da flecha é superestimado naqueles para os quais ªc e positi 

vo pois, nestes casos, 1 f c 1 < 1 f 1 , J M1 c 1 > J M1 1 e J P c 1 > 1 P 1 • 

Estes mesmos exemplos demonstraram a importância 

da correçao dos resultados em função da distribuição do momento 

de primeira ordem. 

O exemplo no qual o pilar é submetido a sistemas 

de ações de longa e de longa e curta duração apresentou resulta 

dos não tão próximos dos do método geral., embora ainda razoáveis. 

Isto se deve ao fato do método empregado para levar em conta a 

fluência do concreto não permitir que o cálculo acompanhe a evo­

lução "real" da relação entre ação e flecha. 

Uma conclusão definitiva sobre os resultados do 

programa COLMOD desenvolvido neste trabalho com base no método da 

coluna-modelo só poderá ser emitida após um trabalho relevante de 

exploração do programa. A confrontação 
,• 
/ com.resultados experi-

mentais e mesmo com resultados fornecidos por programas baseados 

em métodos mais "exatos" permitirão justificar globalmente ou me~ 

mo, sendo necessário, melhorar as hipóteses de cálculo aqui ado­

tadas. 
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Como possível melhoramento a ser feito no progra~ 

ma sugere-se a previsão de que, no caso da análise .para um valor 

fixo da carga axial, o cálculo para bP = Pf possa ser reàlizado 

em duas etapas quando o valor de Pf for elevado, uma vez que nes 

te caso a convergência exigiu, por vezes, um número elevado de 

iterações. 

Outro melhoramento que pode ser realizado e a con 

sideração da protensão. 
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APÊNDICE I 

MANUAL VE ENTRAVA E SAÍVA VO PROGRAMA COLMOV 

AI.l - DADOS DO PROGRAMA 

-As unidades empregadas sao kN e cm. 

Os dados sao introduzidos por linhas na seguinte ordem: 

1) NP (1 linha) 

NP - número do pilar 

Formato: (I10) 

2) TIT (1 linha) 

TIT - título para o pilar 

Formato: ( 20A4) 

3) ITA, IFA (1 linha) 

ITA - Índice do tipo de análise que se deseja realizar 

ITA = 1 - análise onde o valor da carga axial se man­

tém fixo 

ITA = 2 - análise onde o valor da excentricidade de pr~ 

meira ordem se mantém fixo. 

IFA - Índice que informa se, no caso de ser atingido o esta­

do limite Último de ruína por instabilidade, se quer 

ou não que a análise termine aí. 

IFA = O - não 
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IFA = 1 - sim 

Formato: C 2Il0) 

'+ ) LE , I T CE ( 1 1 inha) 

LE - comprimento de flambagem do pilar 

ITCE-Índice do tipo de condições de apoio nas extremidades 

do pilar 

ITCE ~ 1 - pilar engastado nwna extremidade e livre na 

outra 

ITCE = 2 - pilar simplesmente apoiado 

Formato: (FlO. O, I10) 

5) FC, EPCl, EPCU, EC, ITLC, ITCS, NMC (1 linha) 

FC - resistência à compressão do concreto na idade t
0 

EPCl - valor absoluto da. deformação do concreto corresponden-, 

te a -FC 

EPCU - valor absoluto da deformação Última do concreto 

EC - módulo de deformação longitudinal do concreto na idade 

t
0

, tangente na origem. 

ITLC - Índice do tipo de lei tensão-deformação adotada para o 

concreto 

ITLC = 1 - leis representadas pelos diagramas das fig~ 

ras IV-5 e IV-7 

ITLC = 2 - leis representadas pelos diagramas das fig~ 

ras IV-6 e IV-8 

ITCS - índice do tipo de contorno da seçao 

ITCS = 1 

ITCS = 2 

contorno retilíneo 

contorno curvilíneo 
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NMC - numero de "mesas de concreto" 

valor máximo permitido no programa: NMC = 20 

Formato: (4Fl0.0, 3Il0) 

6) NFM(I), Yl(I), Y2(I), Bl(I), B2(I) (NMC linhas) 

NFM(I) - numero de fibras a considerar.na "mesa de concreto" 

I para a avaliação de integrais sobre a altura da 

seção pela regra de Simpson 

Yl(I) - ordenada da borda inferior da "mesa de concreto" I 

em relação a uma linha de referência 

Y2(I) - ordenada da borda superior da "mesa de concreto" I 

em relação. a uma linha de referência 

Bl(I) - largura da borda inferior da 11 mesa de concreto" I 

B2(I) - largura da borda superior da 11 mesa de concreto" I 

Formato: (I10, 4Fl0.0) 

7) NLS, ITLS (1 linha) 

NLS - número de "leitos de aço" 

ITLS 

valor máximo permitido no programa.: NLS=lO 

Índice do tipo de lei tensão-deformação adotada p~ 

ra o aço 

ITLS = 1 - leis representadas pelos diagramas das 

figuras IV-9 e IV-11 

ITLS = 2 - lei representada pelo diagrama da figu­

ra IV-12 

Formato: (2Il0) 
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8) YS(I), AS(:I), SE(I), ES(I), ITS(I) (NLS linhas, no caso de 

ITLS = 1) 

ou 

YS(I), AS(I) ,· SE(I), SR(I), ES(I), ITS(I) (NLS linhas, no 

caso de ITLS = 2) 

YS(I) - ordenada do "leito de aço" I em relação a uma linha 

de referência 

AS(I) - area de armadura do "leito de aço" I 

SE(I) - tensão de escoamento do aço do "leito de aço" I 

SR( I) - tensão de ruptura do aço do "leito de aço" I 

ES(I) - módulo de deformação longitudinal do aço 

de aço" I 

ITS(I) - Índice do tipo de aço do "leito de aço" I 

ITS(I) = 1 aço Classe A 

ITS(I) = 2 aço Classe B 

Formato: (4Flü.O, I10) 

ou 

(5Fl0.0, I10) 

9) DLO, DLM (1 linha) 

DLO - valor inicial do acréscimo do parâmetro À 

DLM - valor mínimo do acréscimo do parâmetro À 

Formato: (2Fl0.0) 

10) DROl, DRM (1 linha) 

do "leito 

DROl - valor inicial do acréscimo do parâmetro~ usado para 

o ramo ascendente da curva À - f 

DRM - valor mínimo do acréscimo do parâmetro~ 

Formato: (2Fl0.0) 
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11) NSA (1 linha) 

NSA - número de sistemas de açoes 

Formato: (IlO) 

12) TIT (1 linha) 

FPF, FPV, FHV, FWV, EPF, EPV, EA, IDA (1 linha). 

FI (1 linha, no caso de IDA= O) 

TIT - título para o sistema de açoes 

Formato: (20A4) 

FPF - valor fixo da força p 

EPF - valor fixo da excentricidade ep 

FPV - constante de proporcionalidade da força p 

FHV - constante de proporcionalidade da força H 

FWV - constante de proporcionalidade da força w 

NSA vezes 

EPV - constante de proporcionalidade da excentricidade ep 

EA - excentricidade adicional 

IDA - Índice que informa se o sistema de açoes e ou nao 

constituído apenas por ações de curta duração 

-IDA = O nao 

IDA = 1 sim 

Formato: (7FlO.O, IlO) 

FI - coeficiente de fluência reduzido 

Formato: (FlO.O) 

13) Para cada pilar devem ser fornecidos os dados dos itens 1 a 

12. Terminados os dados, deve haver uma linha com o carac­

ter O na coluna 10 ou com 80 caracteres brancos. 
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AI.2 - EXEMPLO DE ARQUIVO DE DADOS 

A título de ilustração, mostra-se a seguir o arquivo de 

dados para o exemplo n9 3. apresentado no parágrafo VI. 3. 
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AI.3 - SAÍDA DO PROGRAMA 

As unidades empregadas sao kN e cm. 

São impressos: 

a) Dados lidos, conhecidos ou computados pelo programa 

- Dados referentes à análise do problema 

- Características do pilar 

- Características físicas do concreto na idade t
0 

- Dados para.a descrição da seção de concreto 

- Características geométricas e físicas das armaduras 

- Dados sobre os acréscimos dos parâmetros controlados 

- Precisão adotada na determinação das incógnitas 

- Dados para a definição do sistema de açoes 

- Dados para o cálculo dos efeitos da fluência 

b) Resultados 

Ao fim de cada etapa de cálculo são impressos os valores das 

açoes, esforços e deformações: 

- L - parâmetro das açoes 

- F - flecha máxima do pilar 

- esforços na seção mais solicitada do pilar 

EN - esforço normal 

EMl - momento fletor de primeira ordem 

EM - momento fletor total 

- parâmetros de deformação 

Q - deformação ao nível do centro geométrico da seçao 

R - curvatura 

- deformações na seçao 
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EPSl deformação na borda mais comprimida da seçao 

EPS2 - deformação experimentada pela fibra de concreto situa 

da a 2 h da borda mais comprimida da seçao 
7 

EPS3 - deformação experimentada pelo "leito de aço" mais tra-

cionado 

EPSlf - deformação na borda menos. comprimida ou tracionada da 

seçao. 

Se for atingido o estado limite Último de 

por ruptura a compressao do concreto ou deformação plástica ex­

cessiva da armadura mais tracionada, o programa imprimirá os va­

lores das ações fixas e os valores Últimos das ações variáveis, 

da flecha e do momento de primeira ordem. 

Se for atingido o. estado limite Último de ruína 

por instabilidade, serão impressos os valores das ações fixas e 

os valores Últimos das ações variáveis, da flecha e do momento 

de primeira ordem obtidos pela análise e os corrigidos. 

Os valores Últimos das variáveis sao 

- FPU e FPUC - valores Últimos obtido e corrigido da força p 

- FHU e FHUC - valores Últimos obtido e corrigido da força H 

- FWU e FWUC - valores Últimos obtido e corrigido da força w 

- EOU e EOUC - valores Últimos obtido e corrigido da excentrici-

dade e o 

- FU e FUC - valores Últimos obtido e corrigido da flecha f 

- EMlU e EMlUC-valores Últimos obtido e corrigido do momento 

Ml 
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AI.4 - EXEMPLO DE SAÍDA DO PROGRAMA 

Para exemplificar, mostra-se a saída do programa para o 

primeiro sistema de açoes analisado no exemplo n? 3 apresentado 

no parágrafo VI.3. 
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FTLf 5(KTfJO=P4CK,rACKNA~IE=''PACK'',TllLE=~OATAICOl~100'',FILETYPE=7) 
FILE ~(K!fJQ:P!1INTERJ 
e ~*~********~•**~*k*j**~***~~-~-'***·****~*·~·~****~*~*********~*****~ 
e 
C flROGRAMA Cül.!·l(l0 
e 
C * P~OG~AhA ?AílA DETfRH!~ACAO DA CAPACIDADE PORTANTE DE PILARES OE 
C CONCRETO ARMAOO PELO- METOUO DA COlUNA-flOOELO 
e 
e **~~****~~*'*****~*****k*****~***~*~•~~-·~**********~**********~****~ 

. P.i::_1\L lZ,LE 
COM~'.QNIZERU/LEI,I/P 
C0MMfJN/U0/fC,EPC11EPCU,EC,FI,ITLC 
e o;-j ~=oi,,/ f) ·o 13 /,)E ( l 1_] ) , $ ['( ( 1 Q .l , [ s ( 1 o ) , l T ~, ( 1 o ) , I T L 3 
C 0!·1'·'. (F! / TR E 5 / H , Y C G , E I.T O , E I TU, JT C S , t,M C , N F M ( 2 O ) , Y l ( 2 O) , Y 2 ( 2 O J , 8 1 ( 2 O ) , 

* ó 2 ( 2 !) } , t,l L S, Y S C 1 i)) , t,, S ( 1 O ) 
COi·\iJdJt,J/f_.:U;\ T RG/LE, FPF, F F'V, F!iV, F~"i\/, EPF, f PV, f A, DL O·, OLM, DR01, OR 02, ORH, 

*l 1;.,, IF.L\, IlCE 
e o;.-,r,1 u:i 1c I r,ic o I E ~(RO 
Ul~1Eii3Iü?1 TITli!O) 
OATí\ LC:I,l!--iP/5,!.J/ 

C ••• LEITURA E 1NPRES3~G OE DADOS __ 
C ••• ~lJHER(l DO PILAR 

l'J Pff1D(UiI,l!.'íll)HP 
1001 FDl~MATlllOJ 

IF l!'!P.En.O)!lTOP 
C ••• 1t1UL0 

<'!e;, I TC ( !Mfl 1 10'17) _ 
1097 fOf~/-'lAT('l') 

i·;RITE(IHP, l0'-J8J 

****~*-~~~'********~··~~~-*~'] 
;•;::.: l T.E ( L'·H' , 11) 9 g) 

1099 FOHl'-;fiT(3_X,.'.rt. ____ :. 

• ' 1 ) 

1-'if<lTE (I~~P, 1100) 
1100 (OR~hfl3X,'* CU~f 1 QRTAMENTO DE UM.PILAR DE COl~CllETO .ARMADO SEGUNDO ... 

*O METilUO DA C0LUNA-MOOELO *') 
:·if~ITE(l1..,tP, 109f:J) 

\'! r.· l TE. ( l HP , 1 O ·;1 H) 
:,RI TE { 1 r,;r' l J ':• l) ,,w 

111)1 F(Jf,'!·1:.t,.í(///JX, 'PILld~ 
C .... TJ.TlJLO 

NUHEllQ ', !2) 

fffí;_Q(l.EI, 1002)T1T 
1002 FOR~AT(20A4) 

on TE e .uw, 11 o 2 J r r r 
1102 FOP~IAT(///7X,2UA4) 

C ••• DADOS 1ff.FEt\E!lT€S A M·Jli.LISF.: 00 PHOBLEMA 
RfAD (LEI ,l D03)1 T 1\, IF A _, 

1903 F0~MAT(2I10J 
~!lITE(l~!P,1103JITA,IFA 

JIQ3 FOf<Mt,,T(///jX, •• O.<\IJOS REfl:i!ENTES A AMALISE no PROBLEMA};_,_,_ .. __ , _______ ,~,,, 
• //5X, 'ITA = ',11//SX,'LFA = !,It) 

C ••• CARACTlRISTIC~S DO P[LAH 
READlLLiflOOQ)LE,ITCE 

____ . ____ ,, ___ ., 
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100'1 r·oílt1AT[F10.0,I10) 
r/f? l TE ( .t ,~'i P , 1 1 O li ) L [, l T CE 

110~ FORMAT(///SX,'* CA~ACTERI5TtC~S DO Pil_AR' 
'~ //')·x,'LE = ',F·t.l, 1 Cf·1 1 //5X,'I1Cf~ = ',11) 

c ••• CA!IACTERISTICAS FTsrcas ()U CONCRETO !JA IDADE TO 
'~~AO(L~I, l00j)FC,~i1 Cl,EPClJ,EC,JTLC,JT(5,~JMC 

1\JQ) í0f~i':.A.lL4F.l''.J.iJ,_)J10] 
~iRITE(IMP,119~JFC,EPCl,EPCU,EC,!1LC 

11D~ FDRMAT(///3X, '• CAHICTERISTJCAS FIS1CA3 DO CONCRETO NA IDADE T04 
* ! /'.)X , 1 F e = 1 

, F a. 2 , ' i', r,J / e 1-i * * 2 ' / / 5 X , 1 E p e 1 :: ! , F 8 • " 
-11: //5X, 1 EPCU:: ',FIJ.tt //5'.\, 'f.C-- .!,Fb,1 1 -l.i KN/CM.**2! 
"k //jX.,'ITLC: = ',Tl) 

C ••• UESCRlGAO DA SECAO DE CONCRETO __ 
,·1R l Tf: ( li'•1P, 1106} 

llílí) fORMAT(///jX, '* OESCRJCAü DA SECAO DE CONCRETO'. 
- * //J:~, 1 ;,p.: 1 ,Sx,•·t-1F;-1 1 ,'.-.iX,'Yl (CM)',5~,·'Y2.(CM)~,sx,ra1 .lC·l) .. ', 

':i>'., 'fl2 (C-',) 1 ) 

c ••••• DETERHJN~CAO DA AREA, DO MD~EijfO DE INERCIA E OA POSICAO 00 CENTRO 
c ••••• GEQ~1ET~!ICO 04 SECAO DE Cll~lCRETO. 

/\e= 0. 
1 Z=O. 
Y AC=O •. 
DO 20 I=1~U>lC 
li e,\ D t l. E! , 1 O <J6 )H F ;,, ( l ) , Y l ( I ) , Y 2 C I ) , B 1 l Ú , 8 2 ( Il 

1000 FORNAT(110,4F10.0) 
o~JTE(IM~,llry7JJ,NFM(J),Yl(l),Y2(!),51(!),H2(!) 

1107 f0ijMAT(/~X,!2,bX,l2,bX,FS,1,7X,FS.1,2(7X,Fj.l)) 
i,i_!/,l=UlllJ+J2(l)l'IY?.(I)·Yll1l)J2, , 
AC=AC+I\UXl 
AIJX2=(J.•0l(!J+82(1JJ•Yl(l)•Yl (!)+2,•(61(!J•D2(!))•Yl(l]*Y2(!)+ 

-t. (til (I)+5 .. *G?(l))*Y,":( l) ~Y2(1) 
1Z=l/.+All.\2"'(Y;?(l) .. yl (I))/12. 
A IJ X :S = '/ 1 ( I ) t (B 1 ( J ) + 2 • • 8 2 ( Jl ) / ( íl 1 ( 1 ) + B 2 ( I) ) • ( Y 2 ( I ) • Y1 ( Il ) /3, 
YAC=YAC+~UXi*AUX3 

20 cnrn PiUE 
TCG=YAC /,\C 
IZ=IZ-AC~YCG~YCG_ 
H=Y2 (Nc01r) -y l l l J 
EATO=EC/Cl.+FI)*~C 
EITO=EC/(1.+fl}*IZ 
~RITE(IMP,1\0tl)YCG,tl,AC,Il,ITCS 

11!1H FOR;,:.\T(/-/~X,'YCG = ',r-·s.1, 1 C/.P //SX,'H:: ',FS.1,' .cr,1'· 
* //'.i\,'AC: = 1 ,Ff> .. 2,·! C!,:**2 1 //5.X,'IZ = ',Fll.2,:1; Ci-J.**LI!. 
* 1/'::iX,'ITCS = 1 ,1:.t) 

C ••• CAílACTE!?!STJCnS GEO~ET~1CA5 E FISICAS DAS ~RMADURAS 
READ(LEI,lOOj)i~LS,ITLS 
r'tR!T[(p:p, l 109) 

1109 FO!iMAT(///JX, '* C~RACTERISTitAS G~OMETRICAS E FlSICAS OAS ARl~ADURA 
* :.i 1 ) 

c ••• ;.uflEH1~INACAO DA T~XA GEOMETRICA OE ARtlAQURA 
AST=O. 
CU 10 (30,'.JO) ITLS 

31l ~IJITE(I~P,1110) 
111!) FOiO~AT(/':JX,'f-il',:iX,'YS (CM)','.:iX,'AS (CM**2) 1 ,5X,.:1_SE (Kf-.J/CM**2)~, 

·k S:X,'t:S (KN/Ci'\~~2)',5X,~ITS'L._... -·-·---, 
UO 1JO .l::1,f".JLS 
!lE~D(LEI,1Q07)YS(J),ASCil,SE(I),E5(I),ITS(I) 

J O 07 FORMAT(QflC.0,110) 
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Jf (]TS(IJ .E•).JJGO TO 3tt 
c ••••• o,JTE;·:CAO fJA TEiJSAO CORRE3PONIJENTF.. A EPS=0,010 PELO METODO DE 
e ....... j,Jf: ;'j TDl\l•f-? t1Pt1SOr~ 

S!G=l.lS•Sfé(I) 
35 AUXl=SlG/SE[!l-0.7 

1\ U X?:::.!.:) X 1 *;.. U X 1 'fo: ,\ U X 1 * l'l. li X 1 
fP~=SIG/ES(IJ+0.323*AUXl*~UX2. 
[F(ABS(EP5-D,Ot0),LE,1.E•QqJGO 
AUX3=1.IE5(1)+•1.t15•AUX2/S~(l) 
SIG=S!G•(O,D1D-EP5)/AUX3_. 
GO TU 55 

37 S!!(I)=S!G· 

-
TO 37 

3ô t1''1TE(If;;,,11l!ll,YS(IJ,A~,(ll,SE(IJ,f5(IJ,ITS(I) _ ·--· -------------"--
1111 F0RMAT(/5X,I2,6X,F5.1,Hx,F~.2.12x,F5.2,12X,F7,1,9X,I1) 

AUXl=YCG-Y5(!) . 
AST-=i\ST+1'..S (I) 
EATü=EATD•ES(J)•AS(l) 
EIIO=E!TO+E5(1)~AS(l)*All~l•AUXI 

110 C<lld !NUE 
GOTO 70 

SD /<RITE(lMP, 11.1?) 
1112 fO;ii,:1\T(/SX, 'i')L' ,SX, 'YS (C·l) 1 ,sx, ft,.5 tCM**?.) 1 ,SX,.'·SE (KN/CM*•2)}., ... .. 

* :iX, 'SR (KN/Cr,1~112) 1 ,5X, 'ES (lüUCM**2) ',SX,t lTS-='·) 
00 bO 1::1,rllS 
!lUD(LU, lOQH)YS(!l ,.AS(!l ,3E(I) ,SR(!) ,ES(l) ,!TS(I) .. ____ ----·.---- ------

1006 FORMAT(~FI0,0,IIO) 
"liilJ Ti:: ( p, P , 1 l l 3 j I , Y S ( 1) , A :J ( .[) , SE (1 l , SR ( ! l , E S ( I ) , IT 5 ( !) 

1113 .f01lMAT(/5~,I2,6X,FS.l,8X,FS.2,12~,F5,2,1]X~FS,~,12X-,·F7.1,9X,llJ. 
AUXl•YCG-YS(!) 
.,ri,~; ·1 =.t1S T +AS (I J 
EATO=EATC+ES(Il•AS(!J 
E!TD•E!TU+ES(ll•AS(IJ•AUXl•AIJXl 

bQ CONTir,JUF.: 
70 HO::AST/~\C 

~RlTE(IMP,1114)ITL5,AST,RO 
111 li F OHM A T l / / 5 X , ' I T L S :: ' , 11 / / 5 X , '.AS T :: 1 

1 F S , 2 , t CM** 2 1
. 

* I /5X I 'RO :: 1
, F 6.,. 4) ··---- --- --- ·--- ---------,------··---·--- -·-··-----·----

c .. 4 INCREMENTOS DOS PAHAMEfROS CONT~OLADOS 
REAO(I .. El,1009)0L[l,DLM 

1onq FORMAT(2FI0,0) 
nR!TE(IMP,1115)DLD,OLM 

1115 füR•·1AT (/-/ /.lX, '• l'•JC~EMENTO;; 00 PARAi,E TRO DAS A COES L}c 
* 
* 

//SX, 'INCREMENTO INICIAL : OLO = ~,Fll.9. 
//5;~,'li'JCP~!>',Ef\dO ~'lHJlMO: DL~l: ',Fll.9) 

f~ E A D (LEI , 1 O O 9) D RO 1 , D i<M 
Of::02=4.f;.-04 . -·--·---·----- -·-------·-·-···---···. -·--·- ____________ .. _______ . 
\'i RI TE ( 1 MP , 1 1 l b) D:, 0 I , DR O?., DR M 

1116 fn!IMAT(///3X, •• !NC~EMENTD5 bo PAYAMETRO DE DEFORMACAO R (CURVATUR 
.*A)'. //S,, 'INCRE!•>l:NIO I,JICIAL USADO P.~liA O RM<O ASCENDENTE DA.C __ _ 

JURVA L * F ! DHOt .= ',F11~9 
• //5.;, '!>JCREMUHO li'JICIAL USADO PARA O i1AMO DESCENDENTE OA 

.*CURVA L * F : OR02 = !,Fll.9 .. ______________________ , ____ ._ ··-·----------·--------------·--·-
* //5X,'INCRE!~ENTO MiNINO : DRM = ',Fll.9) 

c ..• PRECJSAO ADOTADA ~A oETERNINACAO DE DD, DR E DL 
ER!lü •S. E~ O 9 ______ .. ____ ·-- __ -·-·-·- --·---·-·--------- -·- _ ------.-··--------- ... --·-·-·-,-,,i 1 TE (J \1P, 11 t7)1'RRO 

1117 FORMAT(///SX,'• PREC!SAO ADOTADA NI DETERM!NICAO DE DQ, DR. E D~! 
, ;1Sx, 1 [f:Ho = ',Fll,9) 
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e~ •.• :-;ut·H:fd.J" O[ ~3ISTEHIIS Oi: AC0!:5 A Af"-iALISAR .. -·-- _ 
HEM)(lE!,lO(ll)tl5.A 
o·o g o 1 = 1 , N s t1 
,; R !TE ( l'-H', 1118 J I 

111~ F0RMAT('1',6X,'SI5T~~A DE tCOES MUMFRO',t2) 
C ••• fIT!JLU 

!IÉAU(LEJ,lü02JTIT 
,v R l Tf ( ]'1 I', l 1 0 2 ) T jT 

c ••• DEFIN!CAU DO SISTEHA DE ACOES 
R E. ,A D (LEI , 1 O l fJ J r: ?F , F P V, F l·fv, r i"J V , E P F , E P V, E .A , I O A. -- .. --- _ . --- -- _ ... ·- ___ ,, __ ._ -- --· 

101'1 F0R!•,AT(7f1Q.·J,I!0) 
nRITE(l~ri,lll9)FPF 1 FPV,EPF,~PV,EA,FHV,FWV 

1119 FOR~AT(///5X,'• UEFIN!CAO UO SISTEMA DO SISTEMA ·oE ACOEs, 
• 
* K ~-J' 

//5X, 'FOl?Ci\ AXIAL : FPF : • ,Fg.3,' KN' ,sx,·1 FPV = '".,F9.3,' 
//':JX, 'EXc.1-::1iTRICI0•,oE D.'\ FORCA AXIAL : EPF : 1-,F7.3,., CM', 

• 
• 
• 
• 

SX, 'E!-''J :: · 1 ,f7.3,' CH' 
//SX,·'EXCE:HRJC!iiAüE Af)!C!(l!-IAL : EA 
1/SX, 'FORC,\ HORJZO,H.\L CONCENTIIAOA· 
//5X, 'FORCA llOR!l()iHAl. OJSTRiüUJiJA : . ) 

IFIJGA.E~.l)GO TO 90 
·C ••••• OAUO PARA o CALCULO aos 

REAO(LU, !01 l)FI 
1011 F0AMAT(f1D.DJ 

nRITE(I0P,ll20lFI 

EFEITOS DA,FLUENCIA 

= ',F7 .3,:t ÇM.I 
f H V :: t , F 9 • 3, .1_ 

F.WV : t 1 F9 • ..5,.,' . 

1 1 2 <.l FO!iM . .\T(///3X, '* [1AOO P~RA ll CALCULO DOS EFEITOS DA FLUENCJA' 
• //:i;<, 'FI = ',F4.~} . 

iJO CAl..L ET!l.P.~ 
1!ú C01·n Ir~Uf. 

~;o Tü 1 o 
[NO. 

KN' 
Kil/CM 1 .. 



e 

e 
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C * ADOTA ui~ llJCRE:~El1TO PARõ O PARAMET~ü tONTROLAílO, Cl~A~IA A SUBROTlfJA 
G ADEQUADA QUE DETER!<INA 09 VALORES DAS INCOGNITAS E AVALIA ACOE5, SQ• _ 
C LJCJTACOES ~ DEFURNACü~S CORAESPUNIIE~TES A CADA ETAPA 
e 
e **~*·~***~~**~*~*~*****·*~·~*****k*****~*****J***~***~*********•****~ 

ílf.:\L LE, L 
Cül~MON/ZERO/LEI,IMP 
co~~!UN/lJM/FC,EPCl,EPCU,EC,FI,ITLC 
C()Vf1.'.()N/Díl1S/'.'.iE(1U) ,S~(tflJ ,[S(10) ,ITS(lO), ITLS · 
e o :•1!·1 o i'J) "T 1~ É !:i / :1, y e[; , E:~ To, F. 1 T 0, l Te s , NMC , íJ F M ( 21)) , y 1 ( 2 o) , y 2 ( 2 o ) , B f ( 2 () ) , 

~B2(20),NLS,VS(l!JJ,A5(10) 
C0i·1NGN/~UATR0/Lf 1 FPF,FPV,FHV,FWV,~Pf,EPV,EA,DL0,DLM,DR01,0RO?,DRH, 

*IT~,IFA,llCE . 
C ••• INICI~LJZ;CAO 

:,1 CT = () 
L=0. 
Ff."::O. 
Fr~::O. 
F <'•=O. 
EPcf.pf 
~.; = (l .. 

H=O • 
f :::0" 

C. •. COMT/<OL,HJDO 
!NC?.=! 
INU=l 

O P1\RMiETRO DA~ ACOES CU 

rrn;i1-:1 
lF (ff1F .EQ.() .. )GO TO 
DL =0. 
DFP=fPF 
i)FH=O • 
ur=r,=o. 
DEP:::(). 
liO T.Q 30 

10 Dt::OLO .. 
e ...... Cf1l .. ClllO OE U~-it•. 

2l1 DFP=FPVillDL 
OF!t=FHV*DL 
L•F",•;=FW\/11"(.)l, 
Df:."P:::::PV*DL 

30 LJ!=-l)f!"P 

1 o. 

l)2=Di~·w*LE * LE / B. +Of H*LE / 2, +OFP * (EP+F) +f P*DEP 
!F ('i~t T .ri E,. O J GO T-0 35 
lJO=Dl/E/dO 
OR:::02/EITO 

35 C~LL IrJCl~El(D1,D2,FP,DFP,O,R,NET,OQ,OR,I~ICl) 
GO "fO (i.lO,S(1) INCl 

40 F=LE•LE/10.•(R+ORl· 
LlO·ro 110 

... so If (i\JET .E·:.i.o.M\W.FPF .NE.O.)GO_ r.0_1.qo _________ .: .. _.~---------·--------·---------·-~------
bü llL=OLlê. 

IFlUL.GE.,DLM)GO TO 20 
C,. •• CONTP.OLANüü •.. A tVi{VATURA (R) ___ --~·--·--····-~-----··- ··-+--·--··-- .---··--~---~-----·-------· 



Ii'JC2::2 
lHU=l 
üR=5IG~(L.,E~1l)*OR01 
t.;O TO ü(l 

196 

70 (F (JF.1.E:J.llfiEf;JIHJ 
1, .. d.::'1=2 

12úú 
\-'iRl tf-:\11-:P, 12~10) 
r-·or1r-·,,\T(///'jX,'r(1\·-io Of:.SCENDU·dE DA CUHVA l. 1t F') 
;-iRlTE(l!-'f', 1101) 
f)R=SlGr1(i.,E~1\)*DR02 

C ••••• CALCUL-0 OE U~A ET~PA 
6U F=L~~I.E/10.•{R+Ol~) 

f r.1 ·1 l. =F "'J •L E• L E/ ,i. + F 11 V* L E/ 2. •F f' V• ( E P+ F) +F P* E PV 
CA\~L I~IC!~E2(fMVE~f:p,Q,R,OR,INC4,DL,ílU,INCl) 
GO fü (~O, IDO) HiCl 

90 DfP=fPV"'DL 
LiFli=PiV*DL 
DFn=f'<'iV *ÜL 
DEP=EPV•:JL. 
GOTO 110 

100 DR:::f)f~IC. 
IF (i\GS([Hn .Gf..UR!'l)GO To .no 
1; o T n t 1 1J O , 1 a 1) J I :.J e 3 

e ••• CALCtJU) oF; UEFOfit•i.-lCOl:S EM !llJATflO NJ\/ElS DA SECA O 
110 IF(02.LT.U.)GO ru 115 

~rst=(J+üíl)+(R+DW)*(YCG-Y2(N~:C}) 
t·r :.v = e :..i + u r..i l + e R + L)fO * e y e r:; .. e v 2 u1;-1 e) - 3 • 11 • * H J ) 
Er5i=(U•DijJ•(R+DRJ•(YCG•YS(lJl 
lP5U=(1)+DQ)t(R~O!~)•(YCG~Ylll)) 
GD ro 120 

ll'.> l:Y5!C(iJ•OQJ+lP.-HJ,J•(YCG-YI (1)) 
EPS2=·cu+)0J+(!~+i}R)«(YCG-(Yl(1)+3,l7.*H)) 
~P~]=([l+OO)~(R+DR)*(YCG-YS(NLS)) 
EPS4~(Q+011)+(R+DR)*(YCG-Y2('~NC)) 

c ••• TESTE ~~Rn VERIFIC~I~ SE FOI ULTRAPASSA[){) n ESTA!)Q LIMITE ULTIMO OE 
s .... RUINA f:lQf{ !~UPTURA :-\ COHP~E!iSi\Ü 00 CONC!U·:ro ou DEFORMAC/10 PLASTICA 
c ••• f.XCESSIV1\ Ü.f\ 11!.!~nAQUPA MAIS T~~f,,Ç{QNAD.4.. ·····--··----·--·----··---. ···--~----.-·-------

120 IF{FPSU,LE.O.}Gíl TO 12~ 
If (fPS!.GE.-O.J035•Cl.+FIJ.IND.EPS3.LE.D.Dl0)GO TO !1Ó 
Gü TQ tjO 

125 IF(EPS2 1 GE.-0.002D*(1,+Fl})GU TO 140 
130 iFCN~T.Eü,O.Ai1!).FPF.NE,O.)GO TU 200 

li-![_) ::2 

GO ·ro ttio, 100) r:-.ic2 
C ••• CALCULO ons AC!lEJ, SOLICITACOES E PARA~1ETROS DE DEFORMACOES AO FIM 
c ••• rJE CAOA ETAPA 

l'J0 itl::T=NET""l 

fF;::FíJ+DFP 
FH::fH+LJF!t 
F :1i-= F ~·j + Df T'i 

f:.P::EP·tt)EP. __ 
1:•,=-FP 

-··-·---·-·· ··- ---·---- ----- .. ·~-- -------·-··--··---·---' ---- - --·-- ---------------- ··-

EMl=fWlLE~LE/S"+FH*LE/2.•~FP•EP 
EM=f.!·1 l +fF*F: 
Q=O+Dt'.J 
R=fH!)R 
If (r,:[T .r-iE.l)GO TO .1L13 

--·-----·-· -----·· ···------- ---· - ·--·--- -·----·--

/ 
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i'iRITE(UH', 1100) 
llflO FURM/\T(///3X,'• ACGES, SOLIClTACOt.S E DfFORMACOES!, 

• //5:(, •q,\r,;O ASCENüEi-lTt DA CURVA L • F ') 
nNITE(IMr,11011 -· 

1101 f0!-H1AT(/9X, 'L' ,Jx, 'F (CM)' ,1n, 'EN (KN) 1 ,2X, 'E:-11 (KN*CM):~., 
/t :) X , ' r: ;,·\ ( r~ i·i * e (.1) ' , ~) X , ' J ' , 6 X , 1 H ( e ~-i * 1r ( • l ) ) .1 

, 5 X , 1 E p s 1 ,I , 

* 7X,'CPS2',7X,'EPS3',.'7X,'EfJS 14') . ···-
1~3 IF(NET.Fll.2.ANO.Ei~l.GT.o •• ANO.f.LT.O •• OR.NET.EQ.2.AND.EMl.LT,o ••. 

*ANU.F.GT.O.)GO TO 200 
!'1RITE(l!~P,1102)L,F,EN,EM1,El~,Q,R,fPS1,EPS2,EP53,EPS4 _ 

1102 FORM~T-\/SXrF3.~i3X,F5,2,2X 1 fq.3,2(2X,Fll.3),2X,F9,b,3X,F9,6 1 4~ 1 -~ 

* . F9,6,3(2X·,F9,b)) .. 

!F(F!C3.[tJ,?.JGü 10 (b0, loJOJ .JllC2 ---------------------------····-········- ···--------­
!FlNET.EJ.J.~ND.FPF.NE.O,)GO TO 10 
GiJ TO (20,50) INC2 

c ••• APL!CACAO Dr) FATUR COAR~TIVO /\OS VALORES DAS ACOES E SOLIC!TACOES 
~ ••• CORRESPGNUENTES AO ESTADO LIHITE ULTIMO DE RUINA POR !NSTAB!L!OADE 

1'.:>0 EO=EP-F.:A 
ALFAl=•Fi~*LE~LE/32./EMl 
IF(JTCE.E~.2)ALFAl=-4LFAl 
ALFt,2::FP*EF'/EMl 
;LFAC•l./6.-ALFA1/1,2-ALFA2/2,4 __ 
FUC=F*(l.-E~l/EM•ALFAC) 
GOTO (160,170) ITA , 

C ••••• CASO DE -fDRCA ,\X.!~L FJXAIJA . ., .. -~--'--------~-----·-------------.,·---·--------------
160 cc~1.•t1.-EMl/EM)~Al.FAC 

(PUC=EP*CC 
. E r.)LJC=f..PUCnl:.A 
FHUC=Fli:4:CC 
h·;lJC-::F >i*CC 
[1~1uc=EMl*CC . ... _ _ _. . -· 
~RITE{IMP,1103)FP,FP,EO,E0UC,EA,fA,F,FUC,F•l,FHUC,FW,FWUC,EM1,EM1UC 

1103 FOMMATl///jX,'• ACOEs E 50L1C!TACOES CüRRESPONOE~TES AO ESTADO LIM 
*ITE Ul.TJ:~o OE RU!NA'/SX, 1 POR INSTA8ILIDADE'//7X,'VAL0RES O!ITIDOS!,· 
*TS2, 'VALORt.S COHf<I.GlDO~' 
* //SX,'FrU:: ',F9.3, 1 KN',. TSO,'FPU ·: ',F9.3,·1'- KNt-
i1: //~X, 'EOU = ',F5.1,' CM', ______ TijQ, 'EQUC =- ··' ,F5.l,'_'~ C!t!,.., •. ·-·-----
* //jX,'EA· = ',FS.1,' Ct·Í', TSO,'EA:: ',Fs.1.,:1

; C!-1.' 
* 11:iX,'FU::: ',F:J.1,' C!'-1 1 , T50,'FUC:;; .,,FS.l~.-rc CM.~ 
• //<_iX,.'FHU :;. 1 ,F9,.~t' l<i'-i', TSO, 'FHUC ::: ~ 1 F4,3,.-',, KM:.!. 

·* //SX, 1 F8U = ',F9.3 1 ' KN/CM', TSO, 1 FWUC = 1 ,f'L,;3, '· l<:í~/CM' 
* ;;:;x, 1 E!-11U:: ',Fll .. 3 1 ! KN~Cl-1 1 ,TS!J,'EM!UC '·,Fll.3,' KN~CM 

*-·' ) 
GC! TO 70 

C ••••• CA50 OE EXCENTRICIDADE OE PRIMEIRA 
l?Q CC•l.•tMI/E0•(1.~EMI/EMJ•~LfAC. 

fl:'UC::::FP/CC 
ft-iuc=Fli/CC 
f <'iUC =F ii/CC 
[!·' l!_ICc[!-'1 /CC 

ORDEM FJXAD1\ 

;\RI T_E ( I MP , 1 1 O 4) F p , F P uc , E íl , f. O , F.. ·ª , E A , F , F U C , F H, F H U C , F YJ , F ~·;U C , F.: M 1 , EM 1 U C 
110~ FO~~All//lSX,'• ACOES E SOLICITACOiS .CORRESPONDENTES AO ESTADO LIM __ 

•ITE ULTI~O DE NU!HA'/5X,'POR !HSTAD!LIDAOE'l/?X,'VALORES UHT!OOS', 
.-.rs2, 'V1\LORES CORR!GID00' 

.... --,--·-* ! 1sx·, 1 FPU . .= 1
, F9, 3, ~. IHJ '._, ___________ T.50, 'f PUC .=. :·!., f<."j ti 3, :~ KN·~--·--·-··---

* //'jX,'E0U:: 1 ,rs.1; 1 Ci'-1 1 , T'.:iO,'EOU = ·',FS.l, 1' CM~ 
* I J s X , ' E A = ' , F 5 • l , 1 e 11' , T 5 o , ' E A = ,. , f 5 .. 1 ,- .-J_ e M ' 
* _//jX,'FU ~ ',F'::l.1,'_ CM',·-·--·--· T50,'.FUC;; ' 1 F5,.1,-1 __ CM! ... ----·--
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• 
• 
• 

//':IX, 'FHU _:: '-,f9.:S, 1 Kr,;•, T50, 'FH'UC : ',Fq .. ~, 1 .Kf"f' 
//'.:JX, 'Fwu = ',f9.3, 1 KN/CM- 1

, T'S{), 'FHUC :: 1 ,F9.],·' Kr-J/CM' 
//5X, 1 E'.·1lll:: ',F-11.3,' KN11:CM 1 ,T50,'EM1.UC:: ',F11.3,.' KN111CM 

* ' ) 
r;1J 1 'TCi 7n 

c .... ,H:l!IF'JCJ\C.,íU cn Tir10 DE RUL,iA 1-:;uE OCOkRE r~~\ SECAO 
IHQ :·;RJTE(IMP,1105) ··-- _ _. ·---

110~ FOKNAT(///3X 1 '• ACOES E 5DLJCITACQES CORRESPONOENTlS 
•JT~ ULTIMO-DE RIJ!NA'J 

JF(EPM4.LE.D.)GO TO 1H7 
1FlA9S(EJlSJ•0.010).LE.1.E-06JGO TO 185 

1 ô 3 I f-' C A ü :l ( E P 3 1 + ·o .. O 1'! 3 S"" ( 1 • + F .I ) ) • L E • 1 • E ... O b J G O TO 
GD TD lfi9 

1~5 ~~1TE(IHP,110b) 

187 

AO ESTADO L!M 

110b ra•,,ioT(SX, •ro• DEFQRMAGAü PLASTICA EXCESSIVA DA ARMADURA MAIS TRAC 

G!] Tü 163 
1H7 ~qITEílMP,llD7J 

1107 fílHMAl(SX, 'POR RUPTURA A CüHPRESSAO_OO CONCRETO'] 
1H9 EQ=FP-EA 

i'i R I TE ( I;.:p, l 1 0 R) F P , E íl , F A , F , F H, F ~·1 ,.EM 1 
.11no F-OR:'·!AT{/'.i:.:, 'FPU = ',F9.3, 1 Kh 1 //':jX, 'EQU = ',F5,.1, !_ CM' 

* I / s X , 1 E 1\ = 1 
' F 5 é 1 , ' e :'-1 ' / / s X , ' f U· :: ' , F 5. l , '- e M 1 

* //'.:i.'<,'FHÜ:.: ',F9.3,-1 KN' //5x,'FWU;: ',Fq.3,-1· KN/CM' 
* //'jX 1

1 EMlU = ',F11,3,'. KM•CM.~l. 
f?E. T Ul?i,J 

C ••• lMPRESSAO DE HEflSAGENS 
lqO ~RlTE([MP,21UO) 

2100 l'(:1,;.,;(f (///3X, '• O PROCESSO nAO CONVERGIU P1\RA OS INCREMENTOS OE ES 
*fr:f~ccis JriICI.AI.5' J 

RUUW; 
200 ~RJT[(!NP,3100) 

3100 FORMAT(///iX, '• A FORCA AXIAL E SUPERIOR A CAPACIOADE DE CARGA DA 
*SECAQ 1RANSVER5AL NA COMPRESSAO C~NTRAOA!) 

RF.TURN 
END 
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,. 
s 

e 
C • CALCULA OS INCRE!1ENT05 DOS PARAMETROS DE DEFORMACAO Q E R CORRES• 
C PDtJOENTEG A CADA ETAPA 
e 
e **·'*:*~*~~~*~~·##*******~•~~****~~·*~************~**~***~'*****~*'** 

HE e.L Ll 
C0~MU~!/0UAT~O/l.E 
COM~ON/ClrJÇO/ERRU,l~lTM~X 

e ••• oAo03 
:JTH-iAX=10 
IF(•~ET.Ej.O~AND.FPF.iE.O.)NITMAX:50 

C ••• lfJlCI4LllACAO 
,;1 ,~o 
üOl=Ot..1 
Dí~ 1-=DR 

c ••• u~T€R~INACAO ITERATIVA DE DO E DR 
10 tdT=Nffi-1 

C ••••• TUTf p,;!J" 1/fPIFJC,\li SE FOJUlTRAPASS,\DO O ,'JlJMERO MAXIMO .TOLERAVEL 
C ••••• liE. ITF:.R.~COf:.!J ,·, 

!f(MJT.GT.~ITN~X)GO TO 30 
CALL SEC(Q,R,DYI,OR1,S1,S2,S~1. 
S3=S3-(Fr+DFP)*LE*LE/LO. 
UETER=Sl*S3-32*52 
~1:31/0ETER 
s.::=-32/0[TER 
~U=S3/DETER 
L> :_.;e= s .3 * 1.1 1 + s 2 ~ 0 2 
URC=52•D1+S1*D2 

C ••••• TE5TE P•R• VE~!FlCACAO DA CONVERGENC!I DO PROCESSO ITERIT!VO 
IFtA3S(D~C-!JUIJ.t_T.ERR0.ANO~A6S(ORC~DRI}.LT.ERR!))G0 TO 20 
iJ:.~I::t)f;1C 
OR!=ORC 
1..;0 TO 10 

C ••• tiOUVE CO~VERGEi~CIA ·00 PROCESSO 
20 l!Kl<l 

QQ=DGC 
OR=DRC 
!lf. TURi,1 

C ••• í,;/1D )IOUVE COi{Vl::~GEHCI/1 00 .PROCESSO APQ:3 MITMAX 
i0 [NC1=2 

1 TEP.ACDES ··-· 



200 

e ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 
e 

e 
e * C,'l_LCUl.J\ í)S .lrJCRCH:t-JTDS on ('/,RA,,:ElRO D1~.s ACOES L E ºº PAR.4MF.:TRO DE 
C UfFORMACAO Q CORR~S?CJNDENTES A CADA fTAPA 
e 
e ~~~·**~~~h~********~*k*~************~~•i•*****~~*k**********~*h****•* 

!·(fi'.-.l. LI: 
CO~iAQ~/LlUATRO/LE,FPF,FPV 
CO~NON/CINCO/ERRü,fJITMAX 

C ••• INICIALIZACA!) 
;,: I 1 =O 
i)~)1=1J(J· 

OL!=UL 
C ••• DUERiHOJ.ACAO 

10 1.1JT=HJ1+1 
ITE!?ATTVA OE OQ E DL 

IF(LE.tO.O •• llR.INCij.EQ.2)Gü 
C ....... TESff.. PiliL\ Ví:.PIFICAH SE fGl 
c ••••• l)E J'[(HACOES . 

IFlNIT.GT.!~ITMhX)GO ro· 30 

TO 1 S 
ULTRIPA55A00 0 NUMERO NAXIMO TOLERAVEL 

15 CAL\. SEC(O,R,!)~11,DR,Sl,52,53) 
1)E1Ef~=-(S1•F·!·1VE+S2*FPV) 
T l =-f,·!'/E/Ot Tr.R 
T2=·FPV/DETEfl 
T 3=·$2/llET[R 
i4=S1/0UE11 

[)·1=-S?.•OR 
.a2.::-ss~1JF? 
uc:1c=Tl*Dl+T2:1::02 
DLC=T3*D1+rt.i;rl);-! 
IF(DLC.I.T.O •• Aa'JD.liJCll.f:.O.l.M·rn.NIT.f?E.3)(;0 TO 30 

C ••••• lE5Tf l1 A!lA VERIFICACAO DA CONVERGEIJCIA 00 PROCESSO ITERATIVO. 
JF(ldS(DJC•DJJJ.LT.ERRU.AN!).,escoLC~DLl),LT.ENROJGU TO 20 
OD I =:HlC 
l)L!=ül.[ 
GO TO !O 

e ••• H(l u \J E e DNVE R GEl-i e IA DO PRO CE s SO .. --·- --~·----- ·- ----------··-------,----- -·- •~-- ·- -··--·-- ---~-. 
2 O ! r-!C 1: .l 

IF(DLC,LT.O •• A~IO.IrJcq.ELl.l)GO TO 30 
[j;;,=!FJC 
Ol_=OLC 
R E T Ui·U-J 

C ••• NA(.] hiJU\/E 
C ..... TIOO UCl DL 
C .... DA. (:lJh'i/A L 

30 !hC1=2 
RETUi?t~ 
f:. r·i u 

CDi-JVC'(Gf:[)CI:\ DO 1:Jí~QCl:050 APOS iHTM_.:.x ITF.RI\COES OU FOI 08 .. 
NEGA'TI\/U !,HTES DE ~if: DESEJAR CüflHECER O Ri~Hú OE~iCENDENTE 

' F 
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r; 

e 
C • ,1VALIA QS ELf'-lE<HOS DA M/<TR!Z lSJ DA ·sEC/10 TRArlSVERSAL A CADA JTE-
c fi t1C1\0 
e 
e ~-••t****~*****•**~**~**•****~*~***********~******~~**~************** 

CO~MON/lJ~\/fC,EP[l,EPCU,EC,FI,ITLC 
C(JMMUi~/UQIS/SE(t!l),SR(lO),E5(10),11S(10),!TLS 
C0,'-;:-,;_1N/Tf/F.:;JH, YCG,EATO,f IT(), 1 TCS,NMC,NFM(20) ,VI (20), Y2 (20) ,81 (20), 

""b2(2D),r'~LS,Y:J(1(1),1iS(lO) . 
C ••• ['1JCJILIZACAU 

31:::: O. 
S2=0. 
:s.s=a. 

c ••• AVALIACAO DA CONlRlHUICAO D05 VARIOS LEITOS oE ACO 
DO 10 j=J,,'ILS 
'fF=YCG .. YS(,J) 
CALL DEFOR(G,R,DU,llR,YF,EP1,~P2) 
Sil=~~l(EPl,J) 
s1,~=0Stf:P2,JJ 
E=lSI2~Sl1J/(EP2-frJ). 
0,\=AS(J). 

f.OA=E..":DA 
5l=S1+EDA 
:l2=S2+l!)1\*YF 
5.l=S~+f'llA*YF*Yf 

\Q (Oi·-,Tl"UE 
C.,.AVAL!ICIJ DA CONTRIBUICAU 

GO TO (20,'.iO) I'fCS 
DA 5ECAD DE CONCRETO PELA REGRA OE SIMPSON 

c .. ~ .. SECAO DE co~1·o~~!O RETIL!f;[Q 
2:J 00 :S 1J J=l,~·l·"1C 

CF = 1. 
D H = ( Y 2 ( J) - y 1 ( J) J / ( li r- M ( J ) • 1 ) 
t=V! (JJ-DH 
üíl 30 K=l,NFM(J) 
Y=YtD1i 

Yf::.YCG .. y. .~---"----·-·---· 
CALL llEFOR([J,R,DLl,D~,YF,EP.\,EP.2) 
3Il=SC[El'll . 
,;r2=:,c CEP2J 
E=(512-S11J/(EP2-EP1J 
CF=J.-cF· 
COEF:;:2.*lt.+Cf) 
1 F [ ( f( • l ) • [ ~- -;,ff ;1 ( J ) ) ) 2 8, 27 , 2 8 

27 COEF=l. 
2 ~ ~ =J 1 t-.J) • ( E• 2 ( J J -~ 1 ( J l J • ( Y d Y\ ( J l ) / ( Y2 ( J J -y l ( .J) ) ---- -------- _ 

DA=S•Ott•COEF/3. . 
EG.A.=E"k:JA 
-51 =s 1 +EO,\ 
S2=S2+E.DA*YF 
33=$3+!:DA*Yf'.11YF 

30 cor,r rr-iuE ________ ---------·--·--·--·---- --------·-·· --------------------- --·-·--· .. ·-··----- __ _ 
HElUf·?N 

C., ••• SECAO OE CONTORNO CURVILINEO 



DO 'JQ J=l,f!1·1C-"l 
QH::'f{!(,J),..'{1 (J) 

Y=-Y2(J) 
tF=YCG-Y 
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C~LL DEFURl0,R,0~ 1 Df~,YF,[P1,EP2) 
~iJ l=SC {.f:.F'l j 
:.:dt~=SClEP?.) 
E•l5I2-511J/(EP2-EP1l 
CF=l .-CF -
COf.F•2.• ( l ,+CFJ 
u=~2(J) 
ü/1::BitDH*CO!.:.f ;:r, .. 
f:l)A=E*üf, 
::; l =~11 +EDA 
oi'=S2+cO,\*YF 
'..) ~~= S -5 +LO A* Y F * Y F 

Sü CDf\/1 I NUE 
~l:lURN 
E NO 
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e ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• ,. 
e 

sueROUTJNE DEFO~(íl,R,DQ,DR,YF,EPl,EP2) 
e 
C * CALCULA AS OEFo;r,1coEs EP! E EP2 APRESENTADAS POR UMA FIBRA OI SE-
C CAU 
e 
C ~*******~*******•****~******-~*****~*******•*****************A****~** 

EP 1 =L·i+!·:* 'i'F 
EP2=(9+Dtl)+(R+D~)*YF 
t:t.P=EP,"::-•[r 1 
lfl~USlDE~J.GT.1.E-lO)RETUMM 
E P 2::: E P 1 + 3 1 G /',J -( 1 • , IJ i:: P) ·k 1 • E ... OU 
f-'.E l lJH!'l 
': (~ 1) 



e 

e 
FUi·1CT!OtJ SC(EPJ _, 
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C * ct.LCULA -~ TEfJSr-'10 i-)Ui--l,\ FIB~li\ DE CONCRETO 
e 
e *~*~****~**~****·-~**~*~****~****~*~***~**************************·** 

CO/~MUN/U~I/FC,EPC1,EPCU,EC,F1,ITLC 
IFtEP)2Q,10,10 

10 ~C=O. 
RF.TURi1l 

2Q t_1•c=.i'\BS (EP) 
1~·~=E~C)(EPCl*(l.+Fll) 
GU TO (30,QIJJ !TLC 

c,..PRHEI1i0 nr.o DE LEI lOTAGl?,\f!A PARAtlOl,A-REHNGULO) ___ _ 
.lO !F(~PC.Gf::.[OCl*(l.+Fl)JGO TO 35 

SC=-FC*[2.*RiJ-RN*RfiJ 
Rf.TUi?N 

3'; 5C=-FC 
1, ET llRl·J 

C ••• SEG1J1~DO T!f1 0 OE LEI 
ao k~=141*EC•EPC1/FC 

sc=RFC*<RK•Rr~-RN•PNJ/Cl.+(RK~2.JtRNJ 
1--:f.:TlJRN 
E !·:u 

__ , -·-



205 

e 
fiH1CTIU!-i SS(EP,1) 

e 
e * C~LCULA A TE~s~o NUi~ LEITQ OE ACO 
e 
r: **•*•*~~**·~·~~****-~****~*******~**~***~********t******************* 

C rw l·,:(Fi / D D I 5 I 3 E ( t O) ·, SR ( l /)) , [:. S ( 1 (} l , l T S ( t O ) , 1 T L S 
!:.P~=i\t'·S lEP J 
ES~=[Sll) 
G{J TO (10,20) IT:)(l) 

e, •• ACO CLASSc ,\ 
10 3I:il=SêCJl 

EP5l=!11:"31 /E.SS 
IFl~í)S*GT.EPSlJGO TO lS 
~i3=ESS·~EP 
f<ET1Jí'UJ 

l~ 5S='.i!G0(1,,EP)*SIS1 
!<'.:. TUJ<f.J 

C ••• ACO CLAS5E B 
20 GO TO t:1,,,,,0) ITLS 

C ••• PPI~•EIHO TIPO OE LEI 
30 5I51=0,7•5Ell) 

3I :12= 1). (hSl l l) _ 
,ns!=,;E<r> 
3IS,.J=SH(I) 
EP:il =SI51/E:3S 
E_PS2=S I S2 /f.SS +O ."On 02b 3 36 
EP33=31SJ/lS5+0.002· 

· t.P!Jl.l_:::0. 0 t 1) 

IFlEPS.!;T.EPSl)G(l TO 35 
.:53=ES:i:1rEp 
f?E1LlHíJ 

35 IF (fPS.Gl .EPS2)G.0 TO 37 
LS5=(SI52-SIS1)/CEP!i2•EPS1) 
~~=SIGN(l.,EP)~(~I3l•ESS~CEPS•EPS1J) 
RE T !J!~N 

37 IF (Ef'S,GT .EP$3J(;'Q TO 39 
ESS=(SIS3-SIS2)_l(EP3j-ff1S2l 
S5=5IG~(l.,EP)*(Sl52•E5S•(EPS-EPS2ll 
R[TUfHI 

3q Ess~cs1s~1-sIS3)/(EPS4-EP33) 
S3=S1Gf1(1.,EP)*(5IS3•ES5*([PS-EPS3)) 
!-<f TUf~fJ 

C ••• SEGUNDO TIPO IJE LEI 
qQ 5I31~0.6*SEC1) 

lP5l~SIS1/[S5 --
1F(Eí'S.Gf.E.PS1}GU TO '-'5 
ss::.r:5:;x1:fl 
H f:. T !)í{í-,i __ 

q~ ss=sIGM(l.,EP)*(SIS2-(SIS?-sISl)*{SlS2-SISl)/(SIS2~2.*51Sl~ESS*EPS 
• J ) . . 

. fl[TURN 
ENO 
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NOMENCLATURA 

Letras romanas maiúsculas 

A 
s 

A . 
s,J 

D' , D" 

E c,k 

E . 
s,J 

EA 

EI 

H 

M 

areada seção transversal geométrica do pilar de con 

ereto armado 

area total de armadura 

area de armadura da fibra de aço J 

determinantes 

módulos de deformação longitudinal tangente na origem, 

respectivamente, do concreto e do aço 

módulo "corda" de deformação longitudinal na fibra k 

de concreto 

módulo "corda" de deformação longitudinal na fibra J 

de aço 

rigidez axial 

rigidez a flexão 

força horizontal concentrada 

momento de inércia da seçao transversal geométrica do 

pilar de concreto armado em relação ao eixo z que p~ 

sa pelo centro geométrico 

momento fletor externo total (momento total solici -

tante calculado a partir das açoes e da flecha)na se 

ção transversal mais solicitada 



M. 
l 

N 

N 
c 

N. 
l 

p 

[s] 

z 
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momento fletor interno (momento resultante das ten­

sões) na seção transversal mais solicitada 

momento fletor externo de primeira ordem (momentoso­

licitante calculado a partir das ações) na seção trans 

versal mais solicitada 

momento fletor externo de segunda ordem (momentoso­

licitante calculado a partir da carga axial e da fle 

cha) na seção transversal mais solicitada 

esforço normal externo ( esforço normal solicitante .cal 

culado a partir da carga axial) na seção transversal 

mais solicitada 

parcela,devida ao concreto,da capacidade de carga da 

seçao transversal de concreto armado na compressão cen 

trada 

esforço normal interno (força resultante das tensões) 

na seção transversal mais solicitada 

carga axial 

valor fixo da carga axial 

matriz que relaciona os acréscimos dos esforços aos 

acréscimos dos parâmetros de deformação 

momento estático da área do diagrama de momentos de 

primeira ordem em relação ao topo da coluna-modelo 
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Letras romanas minúsculas 

b c,k largura da seçao transversal ao nivel da fibra k de 

concreto 

cE,cH,cP,cW - constantes de proporcionalidade.das açoes ep, H, P 

e w, respectivamente 

e 

e. 
l 

e 
w 

f 

f sr 

excentricidade externa total; e= M/P 

excentricidade adicional da carga axial 

excentricidade interna; e. = -M./N. 
l l l 

valor fixo da excentricidade ep 

excentricidade devida a força horizontal w 

-excentricidade devida a força horizontal H 

soma de e e e 
o a 

excentricidade da carga axial 

excentricidade de primeira ordem 

excentricidade de segunda ordem 

flecha máxima do pilar 

resistência à compressao do concreto 

tensão de escoamento do aço 

tensão-limite de proporcionalidade do aço 

tensão de ruptura do aço 



h 

l 
c 

,Q,e 

1 
r 

t 

t 
o 

V 

w 

x, y 
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altura total da seçao transversal 

raio de giração da seçao transversal geométrica do 

pilar de concreto armado em relação ao eixo z que 

passa pelo centro geométrico 

comprimento do pilar 

comprimento de flambagem do pilar 

curvatura na seçao mais solicitada 

idade 

idade quando da aplicação do primeiro sistema de 

açoes 

deslocamento transversal ou flecha 

força horizontal uniformemente distribuída 

coordenadas 

Letras gregas 

a,S coeficientes que traduzem a relação entre os esfor­

ços de primeira ordem devidos, respectivamente, as 

ações de longa duração e à totalidade das ações 

coeficientes que caracterizam o diagrama de momentos 

de primeira ordem 

fator corretivo 



2 l(l 

t:, variável- acréscimo da variável 

8 

E cg 

E c,k 

E • 
s,J 

E se 

À 

µ 

V 

a c,k 

a . 
s,J 

erro 

deformação longitudinal ao nível do centro ge;métri­

co da seção 

deformação de uma fibra k de concreto 

valor absoluto da deformação correspondente a~fc 

valor absoluto da deformação Última do concreto 

deformação de uma fibra J de aço 

deformação correspondente a f se 

deformação correspondente a fst 

Índice de esbeltez 

momento total relativo 

momento relativo de primeira ordem 

momento relativo de segunda ordem 

esforço normal relativo 

tensão numa fibra k de concreto 

tensão numa fibra J de aço 

curvatura 

coeficiente de fluência 

coeficiente de.fluência reduzido 



1 

p 

w 

Índices 

e 

L 

e 

et 

it 

u 

uo 

ul 

u2 

U"' 
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curvatura numa seçao qualquer 

taxa mecânica de armadura 

curta duração; 

longa duração; ex.: MlL' PL etc 

valor corrigido; .ex.: fc' Mlc' Pc etc 

numero da etapa 

numero da iteração 

valor Último correspondente à ruína por ruptura a 

compressao do concreto ou deformação plástica ex­

cessiva da armadura mais tracionada; ex.: Pu, Hu 

etc 

valor Último correspondente a flambagem em curta du 

ração; ex.: Pu 0 ; Huo etc 

valor.Último correspondente a flambagem por fluên-

eia; ex.: P 1 , H 1 etc u ·li 

valor Último correspondente à flambagem em curta du 

raçao apos um período de ações de longa duração; 

ex.: Pu 2 , Hu 2 etc 

valor Último correspondente a flambagem por fluên-

eia num tempo tu= 00. , ex.: P , H etc. uoo uoo 


