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SUMARTIO

En el presente trabajo se estudid el problema de la difu -
sién con sumidor cuando la capacidad de absorcion del sumi
dor depende no ~ linearmente de la concentracion de la subs
tancia que se difunde. '

En vista que la ecuacion que describe este proceso presen-
ta dificultades insuperables para ser resuelta analitica -
mente, nos vimos obligados a obtener algunas soluciones -
particulares que de cierto modo permiten juzgar la influen
cia de la no - linearidad sobre el proceso considerado.

Inicialmente se obtuvo la solucion snalitica general del -~
tipo de "Onda Progresiva" para luego después analizar y re
solver el ceso particular en que la capacidad de absorcidn
del sumidor estd dada por una potencia "n+l" de la concen-
tracidén de la substancia gque se difunde.

Finalmente se obtuvo la solucidn numérica cuando la concen
tracién C = C (3%) habiéndose usado para ello el método de
Runge - Kutta. '



SUMARTO

No presente trabalho estudou-se o problema da difusao com -~
sumidourc quando & capacidade de absor¢ao do sumidouro de-
pende nao lineszrmente da concentragac da substancia que se
difunde.

Visto que a equagao que descreve este processo, apresenta -
dificultades insuperaveis para se resolver analiticamente,-
vimo-nos obrigados a obter algumas solug¢oes particulares -
que de certa maneira permitem julgar a influéncia da nao 1i
nesridade, sobre o processo considerado.

Inicialmente obteve-se a solucgao analitica geral do tipo de
onda progressiva para logo apds analisar e resolver o caso
particular em que a capacidade de absorgao do sumidouro es-
ta dada por uma potencia "n+l" da concentragac da substan -
cla que se difunde.

Finalmente obteve~-se a solugao numerica quande a concentra-
gac C = C (J%) havendo~se usado para isso o metodo Runge -~
Kutta.



. SUMARY

In the present work it had been studied the problem of the
diffusion with sink when the capacity of the absorption of
the sink depends non - linearly of the concentration of -
the substance which diffuses.

In view that the equation that describes this process pre-
sents insuperable difficulties to resolve analitically we
saw ourselves forced to obtain some particular solutions -
that in a certain way allow us to judge the influence of -
the non - linearity on the considered process.

Initially it had been obtained the general analytic solu -~
tion of the progressive wave type in order to inmediately
after analyse an resolve the particular case in which the
absorption capacity of the sink had been given for one ex-
ponent "n+l" of the concentration of the substance which -
diffuses. |

Finally we obtained the numerical solution when the concen
tration C = C (3%) using for that Runge - Kutta's method.
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INTRODUCCION

El proceso de la difusidn se presenta cuando cierta canti -
dad de materia es transportada dentro de un sistema como re
sultado de movimientos moleculares por causa del azar.

Vamos a suponer que tenemos dos fases, una dentro de la -
cual estd presente una substancia que llamaremos por 4 y o-
tra dentro de la que estd presente otra substancia que lla-
maTemos B; estas fases estédn inicialmente separadas por una
membrana que en un momento dado es retirada, permitiendo de
esta manera que dichas fases entren en contacto.

La substancia B representa para la substancia A un sumidor
que reacciona con ella sin considerar las leyes de la Ciné-
tica Quimica.

Dependiendo de las condiciones fisico-quimicas el proceso -
‘de difusidn con sumidor puede suceder de varias maneras; ng
sotros admitimos que esas condiciones son tales que el pro-
ceso se presenta de la manera siguiente

1.- Difusién de la substancia A dentro de la fase que con -
tiene a la substancia B.-

2.- Reaccidn instantanea de la substancia A con la substan-
cia B después de la cual el producto de la reaccidn gque
da inmbévil y el resto de la substancia A libre para di-
fundirse.-

3.~ La substancia B no se difunde dentro de la fase que con
tiene a la substancia A permaneciendo inmévil.-

Este fenOmeno se presenta por ejemploc cuando A es un gas Jy



B un medio sdlido poroso con el cual el gas reacciona in -
tensamente.

La capacidad de absorcidén del sumidor depende de la concen-
tracidén de la substancia A en la fase que contiene a B siej
do gque esa dependencia generslmente no es linear.

Para el caso en que dicha dependencia sea linear, la ecua -
cibén que describe nuestro fendmeno es la propia ecuacidn de
la difusidén linear y por eso el proceso de absorcidn por su
midor no lleva ninguna slternacidn cualitativa en el proce-
so de difusidn.

Es por lo tanto mas interesante (y menos investigado) el -
procesc de dependencia no linear 1 cuyo estudio presenta-
mos en este trabajo.

La ecuacidn que describe este proceso en el caso transito -
rio es una ecuacidn no-linear de derivadas parciales que -
presenta dificultedes insuperables para ser resuelta anali-
ticamente. Por eso se obtienen algunas scluciones particula
res que permiten de cierto modo juzgar la influencia de 1la
no linearidad sobre el proceso en consideracidn.



CAPITULO 1

ECUACION DIFERENCIAL DE LA DIFUSTION

CON SUMIDOR

1.- Hipdtesis Bésicas para su obtencidn:

Ls teoris matemdtica de la difusidn,para las substancias
cuya estructura y propiedades en la vecindad de cual -
gquier punto en cuestidén son las mismes relativas éstas a
todas las direcciones posibles a través de dicho punto
~gubstancias isotrépicas~ se basa en las hipdtesis si -
guientes :

1.- La densidad de flujo de materia por unidad de &area -
de seccién, de la substancis que se difunde, (velocidad
de difusidén), es proporcional al gradiente de concentra-
cién, el cual es medido en la direccidén normal a dicha -
secciéni

O sea pues Qque

donde
F= densidad de flujo de materia por unidad de
drea de seccidn.

C= concentracidén de la substancia que se difun
de.

X= espacio coordenado medido normal a la sec -
cién.

D= coeficiente de difusidn.



5.-

El signo menos se debe a que la difusidn es realizada en
sentido contrario al del incremento de la concentracidn.

Esta ecuacidn es conocida como la "Primera Ley de Fick)-
guien en 1885 formuld las bases cuantitativas de la difu.
8idén adoptando para ello la ecuacién matemética de la -
conduccidén del calor obtenida anteriormente por Fourie:.

La posibilidad de hacer esta adaptacidén se basa en el he
cho de que la transferencia de calor es snéloga al proce
so de la difusidn debido a que ambas son originadas por
movimientos moleculares efectuados por causa del azar.

El hecho de trabajar con substancias isotrépicas implica
gue nuestro coeficiente de difusidén no depende de la nor
mal. Por lo tanto se tiene : '

D =D (x,7,2)

Si ademés de considerar que se esta tratando con substan
cias isotrépicas'se considera también que el medio con -
el que se esta trabajando es homogéneo se tendré que el
coeficiente de difusidén (D) permanece constante.

La reaccidén por medio de la cual el elemento inmbévil es
formado se verifica muy rapido en comparacidn con el pro
ceso de difusidn, por lo tanto, se puede decir que exis-
te equilibrio local entre el componente libre y el com
ponente inmbévil de la substancia que se estd difundien -
do. '

51 se considers

S= Concentracién de la substancia inmévil formada -



después de efectuada la reaccidn.-

C= Concentracidn del reactivo libre para poder difun-
dirse.

R= Constante

n= Constante

Se puede escribir que
S = 8(C)

Se tendri que hsbra una relacidén linear cuando S sea direc-
tamente proporcional a C, por lo tanto

S=RC donde R, sera llamado "coeficiente de ab -
sorcidn"

Ahora bien, en el caso para el cual esta relacidén sea no -
linear se puede suponer gque la relacidén 3 = S(C) estd a -
proximada por

g - Reh+l - Rgnc

n

En este caso nuestro coeficiente de absorcidn Rgn depende
de la concentracién C

2.~ Obtencidn de la Ecuacidn

La ecuacidn diferencial gque expresa la difusidén con su-
midor esté basada en la primera ley de Fick y puede ob-
tenerse de la manera siguiente.

Considérese un elemento fijo de volumen de forma rectan
gular cuyos lados son paralelos al sistema coordenado -
de ejes,que tienen longitudes Ax,Ay,Az respectivamente y



a través del cual se estd difundiendo la substancia en cues-
tidn

4
A (XX, Y+ Ay, Z+AZ)
i
k! A )
> IR S
1
FI_ I I Fnbx
’\‘ \.\
AN >
(x!%)?‘3
~ X
figura 1.1 Elemento de volumen considerado

Si inicialmente se consideran el par de caras perpendicula -
res al eje "X" se tendra :

a) Velocidad de entrada, en el elemento considerado a través
de la cara "x", del flujo de la substancia que se difunde

Py AyAz (1)

b) Velocidad de salida, en el elemento considerado a través
de la cara "x+Ax", del flujo de la substancia que se di -
funde

Frraxhy bz (2)

¢) Velocidad con la cual la cantidad de substancia que se di
funde en el elemento es incrementada



{ a—g (Axbyhz) (3)

d) Velocidad de absorcidn de la substancia inmévil

85 (axnyae) )

Si para las otras dos caras se escriben expresiones anélogas
a8 las de los incisos a ¥y b para luego aplicar el balance de
materia se tendrd :

(hxtyre) 3¢ Myha  (Byx-Fxuay) +Azbz (Fy - Ty +ay)
3

+xhy (F, - Faeng) - (AxhAyAz) 98

9

Dividiendo entre AxAyAz

[« %)

-a-g = A—;L{ (FX - Fxrinx) + A_g-r (F y-Fy—!-Ay)

+ 1 (Fg - Fpipg) - 38
Az t

wfja/

Tomando limites para cuandoAx,Ay,Az tienden a cero se ob-
tiene :



En vista que Fx, Fy, Fz estéan dedos por ls primera ley de -

Fick
Fx = -D3C ;3 Fy=-D9C ; Fy=-D3C
X oy 3
Substituyendo ¥ por su valor se tiene
9Cy , 2 (p 2C 98
) + 52058 | - 5%

ana/

O = |2(p2l , 2(pat
© [ax(D 5% " 570 5y

Como sabemos que el coeficiente de difusidn es constante

¢ ¢ dc, 3s
2 + r4 + z I (5)
3% dy Az ) Bt_

Qt
2

D (

ry.
ct

Ecuacidén que para flujo unidimensional planc se reduce g

2 (6)

= [ S o e

Y ' axz t

Q/
QJM
(9]
o/

Si shora se hace S = R9n+1 se tendré

. .
3C _ 5 9C _ 5 3 on+l
ot Ix’ nat( )

llegéndose finalmente a la ecuacidn de la difusidn con sumi-

dor

3¢ _ p 3¢ _ n ¢ |
t..Daz (n+l) RC £ @)



3.~ DIMENSIONALIZACION Y ADIMENSIONATTIZACION DE LA ECUAGION

Dimensionalizacidn :

Se tiene que para el caso de regimen unidimensional 1la
ecuacidn gue expresa la difusién con sumidor estéd dada
por :

YCc 98

=D S _ =

t dx?% - 3%

¥

Q

0 por su equivalente

‘c 3C
> - (n+1)RCn St
X LY

o/
L
Q.

= D

(o9
ci_
Q/
<t

donde las dimensiones de los diferentes parametros usa-
dos son las siguientes :

[S = t C] = masa
" 5
D = '£2
L t
_x 1 = L
(Bpl= 5 = _ I3
L cntl  (masa)n

n = parametro adimensional.
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Adimensionalizacidn :

Para poder realizar este proceso de adimensionslizacidén esco
gemos los siguientes valores que denominaremos como valores
caracteristicos :

W, Volumen especifico inicial
Do Coeficiente de difusién
Rno Una constante caracteristica tal que

RnoCo = R, donde R, es una constante adi-
mensional en la relacidén S = R,C

baséndonos en estos valores podemos expresar

Y
+%)* espacio caracteristico

»d
°
il

ct
|

2f3 .
= (%) tiempo caracteristico

[+
Nuestros valores adimensionales estén dados por
T - C =°C Co

D -

Ho glo
il
'_l
]
]
e
&)

|
il
2
n
-
=)
I
I
=]

=
Q

0

ol W
I il
cHet  bdbd A
»
i}
el
&

=}
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Substituyendo estos valores en la ecuacidn

a/

2
¢ _p3C - (n+l) RCR 3C
_'_""2 . n
t Ix 3t

se tendra

— 2 —
G, OC DeCs 9 C - (n+l) Bpo C 0 CR Co
to a% X: aiz tO

Q|
dlkﬂ

multiplicando por o

9T _ Dot ﬁ - (n+1) BnoC,B2 TR 3T
3t Xs OX° ot

/s :
3% - o 1 3T - (nel) R, TB 3T
- = DO 2/ -2, —
at Do ]ﬂ, 3 aX Bt

llegamos a la ecuacidn adimensionaslizada

para mayor comodidad omitimos las barras. Entonces nuestra
ecuacidén se escribe

(1R (e1) 00 30 = Do (8)
ot dx

En vista que estamos estudiando un problema de transferen -
cia de masa, consideraremos que R~1, o sea que la difusidn
y el proceso de absorcidn por sumidor tienen aproximadamen-
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te la misms intensidad.

Si R_>>1 tendriamos que el proceso de absorcidén por sumidor
estaria controlando nuestro proceso de transferencia de ma~
sa.

Cuando R_<<1, el proceso de difusidén es el que controla a -
dicho proceso de transferencia de masa.

En base a lo anteriormente expuesto, tenemos finalmente que
nuestra ecuacidn serd expresada de la manera siguiente :

(1+(n+1)CR) 3C _ Q:_Q_ o ( |
3t dx ?
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CAPITULO 2

SOLUCION DEL TIPO DE "ONDA PROGRESIVA" '

En el presente parrafo se va a obtener la solucidn bajo 1la
forma de "Onda Progresiva'", para la cuel

C=C (at - x) (1)
donde a = una constante
teniéndose para éllo que nuestra solucién debe ser continua.

l.- Establecimiento del Problema

Procederemos a considersr el problema de contorno que -~
se presenta para el caso de la difusidén plana unidimen-
sional en el semi-espacio x>0

La frontera existente entre la substancia que se difun-
de v la substancia inmévil esté dada por la relacidén -
at =x ,

tenemos que la concentracidén inicial de la substancia -
que se difunde en la substancia inmdévil es nula; ahora '
bien, para expresar ess condicidén en términos de onda -
progresive, consideremos que la .solucién (1) es valida
para cuando at » x, esto significa que la frontera que
separa a las dos substancias esti dade por la ecuacidn:

at = =x

A fin de obtener una solucidn continua tenemos que conside-
rar que '

C(at - x) = C(0) = 0 (2)
at = x
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Por otro lado, la condicidn de que el flujo de la substan -
cia libre para difundirse debe ser continuo, nos proporcio-
ne otra condicidén en la frontera at = x, la cual se expre-

sa de la manera siguiente

ég _Eg. =0 ' (3)
xlat =x+0 3xlat =x ~ 0O

Graficando se tendrid que nuestro perfil de difusién'para -

cualguier tiempo "t" presenta la forma siguiente:

CJ\

o
at=Xx X
figura 2.1 - Perfil de Difusién
escribiendo de nuevo (3)
,a_.,q 7= Q-'.g -d—'-a = e §£ = 0
X | gt=x dz dx Z=0 dz z=0

por lo tanto, si C = O se tendrd que C'= O

Lg condicién de contorno C (0,t) seréd obtenida solamente
después de que el problema haya sido resuelto.

2.- Solucidn Analitica
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Partiendo de la ecuacidn

3¢ _9%Cc 38 (4)

K.

para obtener su solucidén en la forma de "Onda Progresiva" -
se tiene :

3¢ _
—J-E!.— c"

haciendo estas substituciones en (4) se llega =

aC' (1+8) = ¢ (5)

Resolvemos la ecuacién haciendo

C =X
¢ ¥YX) ——C" = Y'Y

Después de efectuar esta nueva mudanza de variables se lle-
ga a obtener la ecuacidn :

a¥(1+8' (X)) = Y ¥ (6)
en donde "Y" no puede ser igual a cero, ya que si asi fuera,

se tendria una solucién trivial C(x,t) = Constante; por lo
tanto se transforma la ecuacidn (6) para :

a(1+s8' X)) = ¢ @2

Si ahors integramos tendremos la siguiente expresidn :



aX+aS(X)+K1 =Y
siendo Kl una constante arbitraria.

Como se tienme que Y = 4C , podemos escribir :
dz

ac
et aC+aS(C)+Ky

Ahora bien, en virtud de la condicidn :

C=0, 4C

az = ©

y de la condicién fisica
8(0) =0

en la ecuacidén (9) se tiene :

¥ por lo tanto

4C _ 4(c+8(0))

en donde

z = ac
a(C+3(C))

(8)

C))

(10)

8i procedemos a integrar la ecuacién (10) tendremos :

z_;y ac
a J, C+a(C)

0 sea que

N
]

F(C)'; F(O)

(11)

(12)

16
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Para que F(0) exista tenemos que si C ~ 0, S(C)~C
siendo <1 ,

Entonces la solucidn serd expresada por
c(z) = F 1 [ 2F(0)]
o también' como
C(x,t) = F°* (at - x + F(O)) (13)

Ahora que ya se obtuvo la solucidén general de nuestro pro -
blema, podemos encontrar el valor de la condicién de contor
no C(0,t) como a continuacién se presenta

Haciendo =x=0 en la ecuacidén (13) se tiene
c(0,8) = F 1 (at + F(0)) (14)

Analizando el caso para el cual

S = Cll+l

tendremos que
8(0) =
Siempre que n) -1

Refiriéndonos a la ecuacién (11) vemos que para nuestro ca-
s0 actual

au
o U™ (U™ +1)

z =1 JCU'“dU ) j
a Jo U +1 a(l~d) U"q

b |
)
w |
é““
[n)
+[e
=
-4
L
o
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Integrando se llega a

¢
1 En (1+U! ™%

7 = 200 . (15)

Sabemos que para gque nuestra solucidn exista debe cumplirse
que « <1, y como &« = n+l, se tenrd que n<0O

Por lo tanto, para el caso propuesto la solucidén de "onda -
progresiva" seréd valida cuando "n'" esté comprendida entre -
los limites

- 1< n<0

Volviendo a la ecuacidén (15) la solucidén serd expresada de
la siguiente manera :

1 fn(a+c™®) ' (16)

an
-l1<n<Q

Para calcular el valor de la concentracidén "C" en la ecua ~
cidén (16) se tiene

~%an - 14¢c B

Por lo tanto ‘
c= (e 1y

Finalmente el valor de la concentracidén es expresado por

-1
¢ = (eemlat-x) _ 437 (17)
-1<n<0

Para calcular el valor de nuestra condicidn de contorno -
C(0,t) tenemos que si en la ecuacidén (17) x = O
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-

¢ - (@ %P 1) 7w (18)
- 1<n<0

quedando as{ definida la condicién de contornmo C(0,T).

El valor méximo de la concentracidn debe estar expresado por
una cantidad finita, por lo tanto zhora que ya obtuvimos -
nuestra solucidén vamos a imponer una condicién que nos deter
mine ese valor méximo.

Sea la condicidn

C<£C,

que en la forma adimensional se expresa como
<1

o simplemente

c<1l

Entonces en (18) tendremos

2 1
(e—a nt _ 1)—nAé 1

y por lo tanto

t< - 1 In2
an

luego nuestra solucidn serd vélida para cuando "t" esté com-
prendido dentro de los limites

0t £ - 1 {n?
7

an

El comportamiento de la condicidn de contorno C(0,t) és el -
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se presenta en la figura 2.2.

!
|
|
I
!
|
|
I
[

-l-tnz"—.t

atn

figura 2.2. - Comportamiento de la Condicién C(0,t)

Ahora que ya tenemos la solucidn vemos que en una seccidn <
X = X,, la variacidén de la concentracidén con el tiempo es -
la que se muestra en la figura 2.3

C A
1

o
r+
~
1}
o
N
-
~
=
Fa]

figura 2.3 - Variacion de C con t

~ Podemos ver que para un tiempo fijo t; la variacidn de C
con X es la que se presenta en la figura 2. 4
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figura 2.4 -~ Variacidn de C con x

Se debe tomar nota que para cuando ¥ = at la concentracidn
es cero, ya que el efecto de la onda todavia no llegd a ese
punto. Esto no sucede cuando se tiene el caso de la difu -
sién linear en el cual la velocidad de difusidén es siempre
infinits.

Es conveniente observar que para el caso de la difusidbn sin
sumidor (ecuacidén de difusién linear) la solucidn continua
del tipo de "Onda Progresiva" no puede ser obtenida.



CAPITULOGC 3 \

SOLUCION TIPO C = C (=)

s

Se sabe gue para la ecuacidn linear de difusidn el método ~
de similaridad > proporciona la forma de solucidn

c=c(%)

que reduce esa ecuacidén para una ecuacidn ordinaria y sien-
do x>0 permite resolver el siguiente problema :

Cc{0,%t) C = Constante

C(x,0) =

i
o

la solucidén de este problema

2

="
Clx) = 1-.14%[ e dn

mix

muestra que para cualquier £>0, siendo t = £ ; y para -
cualquier x 2 O '

C(x,€E)#£ O

en otras palsbras, la velocidad de propagacién de difusidn
es infinita.

Volviendo para nuestra ecuacidén (9) del Capitulo 1, tenemos
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que difiere con la ecuacidn linear de la difusién en el coe
ficiente (1+(n+1)Cn(x,t))

si procuramos la solucidén en la forma
C=C (&) =C(a)
Vit

vemos que ese coeficiente se expresa en esa forma sin su -
frir ninguna alteracién.

Iuego en el caso de la ecuacidén no linear, esa forma tambien
la reduce a una ecuacidn diferencial ordinaria.

Establecimiento del Problema :

Como en el caso de la ecuacidn linear de difusidn, procu -
rando la solucién en la forms particular

C=C (&
(V? )
podemos resolver el siguiente problema de contorno
vamos a mantener ciertas condiciones figicas y gquimicas ta-
les que nuestra concentracidén en la frontera x = O estéa da
da por la relacidn
C(0,t) = C, = Constante

en términos de 2z = = esa condicidn se escribe

C(z)lz-O = G

o también
c(0) = C,



23

en vista que estamos trabajando con una ecuvacidn adimensio-
nal necesitamos trabajar también con condiciones adimensio-
nales, para lo cual sabemos que

c(0) = C(0) ¢,
de donde obtenemos nuestra condicidén asdimensionalizada
C) =1 (1)
Supongamos que en un momento inicial la substancia A no es-

t& presente en la fase que contiene a B. Esto quiere decir
que

c(x,0) =0.

en términos de Z esa condicidn inicial se re-escribe
C{oo ) =0

Adimensionalizando esta otra condicidn

C(o ) =0 (2)

?__C_ _ zZ ‘a_(_; - z ct
3t 72t Sz T "5t
C _ 1 3C_ 1w
dx?® t 2> t

reemplazando estos valores llegamos &

£ (1+(n+1)0™) C* = o" (3)
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8i ahora hacemos la transformacidn (

Z = ax
¢(z) = §(x)
tendremos que
4_.1 _¢é
dz  a dx
a1 a°
az° a® ax°

substituyendo estos valores en (3)

LSty xS Gy

2

Haciendo a“ = 2 llegamos a la ecuacidn

5“ + X f (l+(n+1)}n) =0 (4)

la cual es una ecuacidén diferencial de segundo orden.

Eseribiendo de nuevo las condiciones (1) y (2)

5(0) =1 (5)

f (o) =0 (6)

Asi tenemos que resolver la ecuacidén (4) con las condicio -
nes de contorno (5) y (6).

Analiticemente no nos fué posible obtener la solucidn gene-
ral de esta ecuacién motive por el cual procederemos a pro-

curar su solucidén numérica.-

Los métodos numéricos con-que contamos para resolver proble
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mas de contorno son eficaces Gnicamente para lss ecuaciones
lineares. Por eso, para resclver -nuestro problema de contor
no aplicaeremos los métodos existentes para la integracién -
numérica de problemas de valores iniciales.-

Solucidn Numérica

En general, los métodos de integracidn numérica emplean un
proceso "paso por paso” para determinar las series de valo-
res correspondientes a la cantidad de valores que se tenga
de la variable independiente ; siendo que la exactitud de -
una solucidén obtenida de esta maners depende no solo del -
método empleado sino que también del intervalo "h" de inte-
gracidn.

Entre los métodos existentes para resolver problemas de va-
lores inicisles, el de Runge - Kutta es probablemente el -
més utilizado en computadores porque siendo un método de -
integracibén de cuarto orden cuya precisidédn es bastante bue-
na (tiene un error de aproximacién del orden de h>) requie
re Unicamente de operaciones aritméticas elementales lo -
cual légicamente simplifica grandemente su programacidn;pre
senta el inconveniente de necesitar une cantidad considera-
ble de operaciones, siendo esta la causa por la que es bas-
tante demorado en la obtencidén de una solucidn determinada.

Sabemos que una ecuacidén de orden "n" en la forma normal -
puede ser reducida a un sistema de "n" ecuaciones de primer
orden. Por lo tanto la ecuacién (4) se reduce al siguiente
sistema

f = Xo : @)

Xp + XXp (1+(n+1)F) = 0 (8)
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siendo X5 _ j

vy cuyas condiciones (5) y (6€) son escritas como

X1 (0) (9)

1]
-

3
O

X1 () (10)
Tenemos las ecuaciones (7) y (8) para las cuales procuramos
‘la solucidén que satisfaga

X720 X>0

A fin de establecer la forma de su solucidn, haremos las con
sideraciones siguientes :

a) Si Xp>0 de la ecuacidén (7) tenemos que X;>0, tendiendo
X1 a aumentar; de la ecuacién (8) vemos que %x<0. Por.lo
tanto, para este caso la forma de nuestra curva integral
ser4 convexa. (Ver figura 3.1).

b) 8i Xp<0 en (7) tenemos que X1<0 y que X; tiende & dismi -
nuir ; en (8) vemos que X5>0O. ILa forma de la curva inte-
gral seréd cdéncava. (Ver figura 3.2).

c) Si Xp = 0 en (7) vemos que X7 = O y que X, permanece -
constante; de (8) encontramos que Xé = 0, siendo en forma
de linea recta que se nos presenta este caso. (Ver figuras

3.3).

Es imposible obtener una durva'integral que tenga un trecho
céncavo en que X; aumente asi como también un trecho convexo
en que X, disminuya.
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Consideremos ahora las curvas integreles posibles que satis
fagan las condiciones (9) y (10) y que sean continuamente de-
rivables (conservacidén del flujo de masa)

1.- Xo(0)> 0. Entonces la curva X1(X) en un intervalo (0,X)
es convexa. Para X;-—0,X —+o es necesario que Xj dis
minuya, esto quiere decir que a partir de X debe venir
un trecho recto o cdncavo.- '

En ambos casos la curva integral tendréd por lo menos un
punto de discontinuidad de la derivada. Por lo tanto -
esa solucidn es imposible.

2.-— X2 (0) = 0. Por la misma razdén anteriormente expuesta,
ls solucidén no es posible.

3.- X2 (0)< 0. En un intervalo (0,X) la curve X3j(X) es for-
zosamente céncava. A partir de X dos posibilidades del
comportamiento de la curva Xi(X) existen :

On

X, crece o permanece constante

O~

X1 contin(a disminuyendo

En la primera tendriamos de nuevo los casos 1 y 2 en los -
cuales se comprobd es imposible la solucidn, teniéndose 1la
finica excepcién cuando X;(X) = O. Entonces a partir de X 1a
solucién serd X = 0 . (Ver figura 3.4)

En la segunda tendremos qQue a partir de X la solucidén tien-
de asintéticamente a cero. (Ver figura 3.5)

Por lo tanto podemos concluir diciendo que nuestra solucidn
tendréd una forma mondtona decreciente.



o
?1

oo

X

figura 3.1 - Curva integral correspondiente = X520

X,

figura 3.2 - Curva integral correspondiente a X2< 0

X

14

L.
—a

X

figura 3.3. - Recta correspondiente a Xp = 0O

28
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Xi A
!
X
_figura 3.4 - La soiucién llega a ser cero
X\ A
X

. figura 3.5 - La solucidn tiende asintéticamente a cero.

Para resolver numéricamente el problema de contormo (7),(8),
(9) ¥y (10) usamos el método de Runge - Kutta lo cual fué -
factible porgque para Cumplir con las condiciones de conti -
nuidad tento en el flujo como en la solucidén, cuando X tien
de al infinito, X y Xo deben tender a cero.

Por lo tanto vamos a procurar el valor inicial de X5 para -
el que cuando X—®, se tenga que X3 —~0 y X>—0,

PR
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Baséndonos en estos requisitos se elabord el programa que <
presentamos en el Apéndice I. Se tomb Xj= 10-3 y Xp= 10-21,

como valores aproximados al cero de computacidn.

E1l proceso que sigue ese programa es el siguiente:

lo-'

2.“"

Para un determinado valor de "n" se le suministra un -
valor inicial de X, tomado al azar.

Con un intervalo de integracién en X h = 0,01 nos pro -
porciona 50 puntos que definen a la curva X; - X corres
pondiente.

S5i la curva no cumple con los requisitos de tender a ce
r0o ¥ que su derivada tienda también a cero a medida que
X va creciendo, el valor dado de X, se modifica confor-
me el criterio siguiente :

a.~- el valor de Xp serd disminuido cuando Xj < 0,001 para
X—o

b.~ el valor de X, serd gumentado cuando Xy 0,001 para
X—+r®

Calcula los 50 puntos corréspondientes al nuevo valor -
de X» y si la curva X1-X obtenida no cumple con los re-
quisitos establecidos, repite los pasos 3 y 4 tantas ve
ces cuantas sea necesario hasta que llega a obtener el
valor inicial de Xp» que nos define a la curva-solucidn
de nuestro problema.

Con ese programa se obtuvieron las soluciones de los problg

mas

correspondientes a los siguientes valores de "n"
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\ 43 2, 1, OF -0,5; -0,85 -1

Para el caso en que n =-1 tenemos que se trata del proble-
ma de la difusién linear cuya solucidén sabemos que tiende -~
asintéticamente a ceroc cuando X—®

Si snalizamos las soluciones que se presentan gréficamente
en la fig. 3.6 encontramos que

a) todas nuestras soluciones tienden asintdéticamente a.cero
conforme X se va haciendo cada vez mayor.

b) denominando por X¥ el valor de X en que Xy ~ 10'3 se -

tienen los siguientes valores obtenidos por la solucidn

numérica
n I 2 1 | o |-Qg5 | -0,8] -1
x* | 4.12| 4.05] 3.90| 2,41 1,38 4,18| 4,21

Recordéndonos que

X =2 =_1 x

Vi 7 Y

podemos escribir que para cuando Xj~10-3
x = {2t

la velocidad con que se desplaza la frontera que separa la
regién en que C > 10-3 de la regidén en que C < 10~3 se ex-
presa de la manera siguiente :
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ax _ y* N2
dat z\!{'

1

tenemos entonces que los valores de X™ obtenidos en la ta-
bla anterior nos proporcionan la relacidn existente entre -
las velocidades de propagacidén correspondientes a los dife-
rentes valores de '"n"

por lo tanto

%XE) a7 (%% =-o,%(%%.)n=4>(dx)n=2> (%)n:l 2 (%) =0

> (&) =-0,5

&l



n=-1

n = -0,8 .
n = 4
\ = 2
ﬁ%. n =1
\\\ n=0

“\\ m=-05

/

[

figura 3.6 - Soluciones de los casos analizados



CONCLUSIONES

Como muestra la solucidn del tipo de "Onda Progresiva", 1la’
presencia del sumidor altera el proceso de difusidn de mane
ra tanto cualitativa como cuantitativamente.

El proceso de difusidn con sumidor tiene velocidad de propa
gacidén finita, lo cual no sucede cuando se trata con el pro
ceso de difusidn simple que posee una velocidad de propaga-
¢idn infinita.

Si examinamos la variacién de la concentracidn con el tiem-
po veremos que la tendencia de las curvas caracteristicas -~
en diferentes secciones x es de mutua divergencia.

-4

s t
cuando se trata con valores positivos devﬂ
del sumidor disminuye conforme "n" va aumentando, lo cual -
constituye una contradiccidén fisica.

Al znalizar la solucidn del tipo C = C )podemos ver que

"n" 1la absorcidn

En vista de la contradiccién fisica ates mencionada podemos

concluir afirmando gue para valores n3»0 la solucidn del -

tipo C = C (%) es invélida.

\E
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APENDICE

PROGRAMA PARA OBTENER LA SOLUCION NUMERICA
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// JOB Q0FF 10FF A 63
LOG DRIVE™ c&gr TSPES CART\AVAIL

0000 bOFF ¥ Q0 FFy

0001 ngF ~10FF

N
V2 MOS ACTUAL 32K CONEIG. 32K

R o
E%l@_

| DB ADDR 3470

// DUP

*DELETE
CART 1D QOFE

*DELETE |
CART 1D OOFF

*DELETE
CART ID OOFF

\\\

3 J
DB‘AD@R 34703

*DELETE ER4 NN W
CART 1D OOCFF DB ADDR 3470 DB ENT 0003

*DELETE FR5S
CART 1D OOFF DB ADDR 3470 DB CNT 0003

*¥DELETE FR6
CART ID OOFF DB ADDR 3470 DB CNY 0003

// FOR
*#.IST SOURCE PROGRAM
*ONE WORD INTEGERS
FUNCTION FRI{X:X14X23X3+4X4+4X5,X6)
FR1=%2
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR FR1
COMMON 0 VARIABLES 2 PROGRAM 20

END OF COMPILATION
// BUP

*5TORE WS UA FR1 _
CART 1D QOFF DB ADDR 357A DB CNT 00gG3

/7 FOR
#LIST SOURCE PROGRAM
*ONE WORD INTEGERS
FUNCTION FR2(XsX1yX2:X34X44X54X6)}
FR2=—-X*X2% (1. +5.%X1%%4)
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED

31435
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ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTSFUR FR2™N "7,
COMMON O\|VARIABLES 4 PROGRAM *

N T S

END OF COMPILATION ST

// DuUP

A
#STORE WS
CART 1D OOFF Q
// FOR %

#LIST SOURCENPROGRAM rrrvom:

#ONE WORD II\]T‘EGERS %
FUMCTF@N FR3(X3X1, X
FR3=0 \
RETURN
END

FEATURES SUPPGRTEO
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR FR3
COMMON 0 VARIABLES 2 PROGRAM

END OF COMPILATION
/7 DuUpP

*STORE WS UA FR3
CART ID OOFF DB ADDR 3581 D8 CNT 0003

// FOR
*LIST SOURLCE PRUGRAM
*0ONE WORD INTEGERS
#0ONE WORD INTEGERS
FUNCTION FRA(XsX14XZ24X3:X44X5,X6)
FR4=0.
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR FR4
COMMON 0 VARIABLES 2 PROGRAM

END OF COMPILATION
/7 DUp

*STORE W5 UA FR4
CART 1D OOFF DB ADDR 3584 DB CNT 0003

// FOR
#LIST SOURCE PROGRAM
*ONE WORD INTEGERS
FUNCTION FRS{X4X1:X2¢X33X42X5,X6)

42

20

20
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FR5=0.
RETURN

END '““““*?
FEATURESiSUPPGRTEO _ N

ONE WORD INTEGERS

/

FED W";\

W

PROGRAM
B

CORE REQUIREMENTS FOR FR§'
COMMON | @ VARLABLES:

I
END OF QGMPI%&TIDN

/! DUP
o T

DB ADDR\\BSBT

20

*STORE W,
CART ID QOFF

// FOR X
*LIST SOURCEDPROGRAM

. %ONE WORD MNTEGERS
FUNCTI@N6ﬁR@L
FR6=0.

RETURN

END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR FR6
COMMON 0 VARIABLES 2 PROGRAM 20

END OF COMPILATION
// DupP

*STORE W5 UA  FR6
CART ID OOFF DB ADDR 358A DB CNT 0003

//{ FOR

#*LIST SOURCE PROGRAM

*0ONE WORD INTEGERS
*TOCS(2501READER, 1403PRINTER)

INTEGRACION DE UN SISTEMA DE ECUACIONES ORDINARIAS DE GRDEN UND
MARIO RENE ROSADRA GRANADOS

OO0 COOaO0On

EXTERNAL FR1.FRZ24+FR3,FR4,FR5,FR6
DIMENSION YI{6),YVAL{6,100),XVAL{100)
AN=-0.93

DN=0.01

B=0.01

H=0.01

K=8
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30

20

~ W

80

100
101

FEATUR
OME W
racs

CUORE #
COMMO

END O

/7 XEQ

4 A 63

N=50
XI=0.
12958 N mim
YI(Z]—AN§¢ &
YI(3)= O'\ﬁ f .
Y1(4)=0. ,
YI{5)=0.
YI6)=0. N
catL RK3(FR1,FR24FR3
XVAL (12X I+K*H
DO [20 IS2,N R
XVAL (1) VAL BT 4K EHg
CUNTINQE
C= YVABQ1 $450)
IF(C)§§3'4
AN=ANEDNS 10.
8= DN/100L
GG |10 %o
GO \TO 80’ |
IF{C<0.001§5
N

ON=B

GO TO 30

WRITE(5,100})AN

WRITE{(S5,101)XI,YI{(1),YI{2)

WRITE{5,101) (XVAL(J)»(YVAL{I,J)yI=1,2)453=1,4N)
FORMAT( "1y /////5Xs"AN="4E12.4)
FORMAT(///9X4+3E20.6)

CALL EXIT

END

ES SUPPORTED

ORD INTEGERS

EQUIREMENTS FOR

N 0 VARIABLES 1434 PROGRAM 310

F COMPILATION



AN=

0.600000E
0.799999E
0.999999F
0.119999F
0. 13%&3&?
0.159999

O 17999@&
0.199999E

5 &
0. 219§b35

' A 23§§99F
A@,2599995
NO%¥299999E

0.299999¢F
0.319999E
0.339999¢F
0.359999E
0.379999E
0.399999F
0.419999E
0.439999E
0.459999F
0.479999¢E
0.499999E
0.519999¢
0.539999E
0.559999¢
0.579999E
0.599999€
0.619999F
0.639999€E
0.659999E
0.679999E
0.699999E
0.719999E
0.739999€
0.759999E
0.779999E
0.799999E
0.819999E
0.839999F
0.859999E
0.879998E
0.899998E
0.919998E
0.939998E
0.959998E
0.979998E
0.999998E

-0.94§%§ 00 §
b ' & >

0. 1000005 01

0.816199€ 00
gp\6531845 00

OTST3TOSE 00
0.394007E 00
0.294510E ' 00
6\213660E 00
0. 1&01905 00

N\ ©. 102215E 00

0.673494E-01
0. 42993&5 o1
d\zeesaas 01
d“ibldmaﬁ -01
0. 95?3215 02
0“5581846 02
0.345492E-02
0.223033E-02
0.158324E-02
0.125468E-02
0.109436E-02
0.101920E-02
0.985340E-03
0.970680E-03
0.964580E-03
0.962142E-03
0.961204E-03
0.960857E-03
0.960734E-03
0.960691E-03
0.960676E-03
0.960670E-03
0.960668E~03
0.960666E-03
0.960664E-03
0.960661E~03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E-03
0.960660E~03
0.960660E-03
0.9606605-03

X,
-0.946199E 00
-0.873629t 00
-0.756236E 00
-0.646419E 00
-0.545653E 00
-0.450032€ 00
~0+359494E 00
-0,276T89E 00
-0.204970E 00
-0.145878E 0O
-0.997590E-01
-0.655461E-01
-0.413782E~-01
~0.250971E-01
~0.146253E-01
-0.818874E-02
-0.440511€E-02
~0.227679E-02
~0.113063E-02
-0.539444E-03
-0.247286E-03
-0.108913E-03
-0.460B88E-04
-0.187386E~-04
-0.731997E-05
-0.274732E-05
-0.990698E-006
-0.343242E-06
-0.114259E-06
—0.365434E-07
-0.112294E-07
-0.331540E-08
-0.940466E-09
-0.256318E~-09
-0.671192E-10
-0.168866E~10
-0.408195E-11
-0.948032E~-12
~0.211547E-12
-0.453546E-13
~0.934253E-14

" =0.184900E-14

-0.351595E-15
—-0.642362E~-16
-0.112757E-16
-0.190171E-17
-0.308159E~-18
-0.479T7T3E-19
-0.717676E-20
-0.103145E-20
-0.142431E-21



SIMBOLOGIA

Velocidad de onda progresiva

Concentracidén de la substancia que se difunde
Concentracidén inicial

Coeficiente de Difusién

Densidad de flujo de materia por unidad de -

drea de seccidén medida en la direccién i
Parédmetro adimensional

Coeficiente de absorcidén para cuando n = O
Coeficiente de gbsorcidn

Concentracidén del producto de la reaccidén gui
mice

Tiempo

Volumen especifico inicial

Espacio coordenado medido normal a la seccién
Variable de integracidn

Exponente adimensional



