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Resumo da Tese apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisi­

tos necessários para a obtenção do Grau de Mestre em Ciências 

CM.Se.) 

BIFURCAÇÃO SECUNDÁRIA INSTÁVEL EM PLACAS RETANGULARES 

Renato Be~tol~no Jún~o~ 

JUNHO DE 1984 

Orientador: Prof. Ronaldo Carvalho Batista 

Programa: Engenharia Civil 

O comportamento não-linear elástico de placas esbel­

tas sob os efeitos das imperfeições iniciais e acoplamento de 

modos é analisado no presente trabalho. 

Através dessa análise sao detectados pontos de bifu~ 

caçao secundária ao longo do caminho fundamental imperfeito de 

equilíbrio que podem ser de caráter estável ou instável. 

A análise dos resultados apresentados neste trabalho, 

vem demonstrar que mesmo para geometrias práticas, uma placa 

sob compressao axial, pode perder sua estabilidade ainda em re­

gime elástico e portanto antes da ocorrência de colapso plásti­

co. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial fulfillment 

of the requiriments for the degree of Master of Science CM.Se.) 

UNSTABLE SECONDARY BIFURCATIONS IN FLAT RETANGULAR PLATES 

Renato Be~tolina Júnia~ 

JUNE, 19 8 4 

Chairman: Prof. Ronaldo Carvalho Batista 

Department: Civil Engineering 

The non-linear elastic behaviour in thin flat plates 

under the effects of initial imperfections and coupled modes 

is analysed in the presented work. 

Through this analysis it is detected, along the 

imperfeçt fundamental equilibrium path, secondary points of 

bifurcation which may be st~ble or unstable. 

The obtained resul ts show i!hat even for practical 

geometries, a flat plate under uniaxial compression may loose 

its stability in the elastic regime and therefore, before the 

occurence of plastic colapse. 
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CAP!TULO I 

INTRODUÇAO 

É bem sabido que a teoria clássica da estabilidade indi 

ca que uma placa sob compressão axial em seu próprio plano tem 

um comportamento pós-crítico estável, e portanto tem sido sempre 

considerada como sendo insensível à imperfeições iniciais. 

Entretanto, estudos experimentais e teóricos recentes 

têm mostrado a possibilidade de ocorrência de mudança brusca de 

formas modais durante o processo de flambagem e como consequencia 

final mudança de rigidez axial. 

Para estudar este fenômeno, o presente trabalho enfoca 

o caso de acoplamento entre as formas modais simétrica e antimé­

trica, para a placa geometricamente perfeita e em presença de im 

perfeições geométricas iniciais. 

Mostra-se que a presença de imperfeições geométricas i­

niciais, poderá levar à um acoplamento das formas modais em fun­

ção da magnitude dessas imperfeições, originando pontos de bifuE 

caçoes secundárias estáveis e instáveis, ao longo de caminhos im 

perfeitos de equilíbrio. 

Inicia-se este desenvolvimento no Capítulo II que apre­

senta a formulação teórica do problema, considerando as hipóte-
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ses básicas para uma placa esbelta. 

As equaçoes diferenciais não-lineares de equilíbrio e 

de compatibilidade, do tipo VON KÁRMÁN, para grandes deslocamen­

tos considerando imperfeiç6es geométricas iniciais, são obtidas 

via extremização do funcional de energia potencial total. 

As equaçoes algébricas não-lineares de equilíbrio sao 

desenvolvidas para uma placa simplesmente apoiada em todo o seu 

contorno e submetida à uma força de compressão axial em seu pla­

no médio. 

A solução dessas equaçoes algébricas não-lineares de e­

quilíbrio mostram que: a interação entre as formas modais simé­

trica e antimétrica, dependem das imperfeiç6es, isto é, não ha­

vendo nenhuma imperfeição na placa, três soluç6es são possíveis, 

duas não-acopladas e a terceira acoplada; ocorrendo uma imperfei 

ção inicial quer na forma simétrica ou antimétrica, duas solu­

ç6es são possíveis, uma não-acoplada e outra acoplada; quando as 

imperfeiç6es estão presentes em ambas as formas modais, existe u 

ma Única solução e esta é acoplada. 

O Capítulo III apresenta o estudo da estabilidade de 

placas geometricamente perfeitas, levando a obtenção do caminho funda 

mental de equilíbrio (que corresponde a um estado de equilíbrio 

da membrana) e do caminho pós-crít:icó 

locamentos fora de seu plano médio. 

de equilíbrio, envolvendo des 
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Este estudo mostra que o primeiro caminho pós-crítico bi 

furcado do caminho fundamental de equilíbrio, assumirá a forma mo 

dal simétrica, quando o numero de meias-ondas senoidais na forma 

simétrica (n) for igual à razão entre os lados da placa (y), e 

assumirá a forma modal antimétrica, quando o número de meias-on­

das na forma antimétrica (m) for igual à razão entre os lados da 

placa (y). Se n # y em# y, o primeiro caminho pós-crítico bi-

furcado do caminho fundamental de equilíbrio assumirá a forma mo 

dal simétrica quando y 2 < m•n e antimétrica quando y 2 > m•n. 

O Capítulo IV apresenta o estudo da estabilidade de pl~ 

cas, em presença de imperfeições geométricas iniciais que contra 

riamente à postulação da teoria clássica, ao invés de sempre de~ 

truir pontos de bifurcação, podem originar, em função do acopla­

mento entre as formas modais, bifurcações secundárias estáveis, 

ou o que é mais surpreendente no caso de placas planas, bifurca­

çoes secundárias instáveis ao longo de caminhos imperfeitos de 

equilíbrio. 

Finalmente, o Capítulo V demonstra, com base na análise 

dos resultados apresentados e no entendimento do comportamento 

não-linear estrutural, que uma placa imperfeita pode sob o efei­

to adicional da interação entre modos, ocasionadas por estas mes 

mas imperfeições, perder sua estabilidade em regime elástico an-

tes da ocorrência de um colapso plástico. Evidências qualitati-

vas e quantitativas através de análises da distribuição de ten­

sões normais e comparações com prescrições de normas de projeto 

são ainda apresentadas neste Capítulo. 
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CAPfTULO II 

FORMULAÇAO TEÕRICA DO PROBLEMA 

II.l HIPÕTESES BÁSICAS ADOTADAS 

O presente trabalho se restringe~ análise não-clássi­

ca da estabilidade de placas retangulares de espessura constan­

te 'h', comprimento 'a' e largura 'b', constituída de material 

homogêneo isotrópico de comportamento elástico linear. 

A placa é referida ao sistema de eixos cartesianos x, 

y, z, onde os eixos x e y coincidem com os bordos da placa e o 

plano formado por eles, localiza-se na superfície média, confor 

me mostra a Figura II.l.a. 

Y,v 

/, 
/ 

/ 
/ 

l 
z,w 

a. COORDENADAS DA PLACA RETANGULAR b, TENSÕES NO ELEMENTO 
lflNITESIMAL DA PLACA 

FIG. 11-1. SISTEMA DE EIXOS E COMPONENTES POSITIVAS DOS 
DESLOCAMENTOS E DAS TENSÕES(35) 
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As componentes positivas dos deslocamentos, u, v, w e 

das tensões que atuam em cada face de um elemento infinitesimal, 

sao indicadas respectivamente na Figura II.l.a e b. 

~ 

Para uma placa esbelta, cuJa espessura e pequena compa 

rada com as outras dimensões, duas hipóteses básicas são consi­

deradas com respeito ao seu comportamento, 

a. as deformações de cisalhamento Yxz e Yyz sao despr~ 

zíveis, e as linhas normais à superfície média an­

tes da deformação, permanecerão retas e normais a 

superfície média após a deformação da placa; 

b. as tensões normais CTz e a sua correspondente defor­

mação E são desprezíveis, e portanto a deflexão 
z 

transversal em qualquer ponto (x,y,z) e igual a de-

flexão transversal correspondente ao ponto (x,y,O), 

da superfície média da placa. 

Para a análise da estabilidade de placas esbeltas, su 

jeitas a carregamento atuando em seu plano médio, a seguinte hi 

pótese pode ainda ser adotada, 

c. se as condições de contorno, estáticas e cinemáticas 

adotadas são tais que rotações pré-críticas não são 

induzidas (ou pelo menos sao restringidas a vizinhan 

ça dos contornos; portanto desprezíveis), então, o 

estado de deformação pré-crítico pode ser considera 

do como um estado de membrana; 
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e além disso, 

d. para tais condições de contorno, o alongamento da 

superfície média causada pela flexão, devida a um 

carregamento lateral adicional, pode ser desprezado; 

o que é equivalente - conforme será demonstrado 

as imperfeições geométricas iniciais na forma de 

meia-onda senoidal. 

Como consequência das hipóteses 'a' e 'b', conhecidas 

como hipóteses de KIRCHOFF (10), a placa pode ser tratada como 

um problema bi-dimensional de tensões, e as hipóteses 'c' e 'd' 

permitem descrever o comportamento da placa através de uma equ~ 

ção diferencial com coeficientes constantes. 

As equaçoes diferenciais de equilíbrio, lineares e 

não-lineares, serão obtidas via extremização do funcional de e­

nergia potencial total, a qual e composta das parcelas da ener­

gia de deformação elástica, U, e da parcela da energia potencial 

das cargas externas aplicadas, n. 

II.2 ENERGIA DE DEFORMAÇÃO EL~STICA 

A energia de deformação elástica para um elemento iso­

trópico tridimensional, Figura II.l.b, referido ao sistema de 

coordenadas ortogonais arbitrárias, pode ser escrita, 
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(II-1) 

onde, T representa o tensor de tensões e E o tensor de defor 

maçoes; ou ainda, levando em consideração as hipóteses básicas 

'a' e 'b', a equação (II-1), fica: 

U = l jªjbjh/2 
2 O O -h/2 <cr)::x 

+ o E + T y )dxdydz 
y y xy xy (II-2) 

e, introduzindo as relações tensões-deformações, 

E (E E ) CJ = + \) 
X l-v 2 X y 

E CE + CJ = \) E ) (II-3) 
y l-v 2 y X 

E 
T = y xy xy 2(l+v) 

na expressao (II-2) e reagrupando os termos, obtém-se 

u = 
E jajbjh/2 

(E 2 +E 2 +2VE E + 
X y X y 

O O -h/2 
2(1-v 2

) 

1-v 
-2- y2 )dxdydz 

xy 

(II-4) 

onde, Ex' E e y sao as deformações de um ponto qualquer da 
y xy 

placa esbelta que, em termos das deformações específicas e mu-

danças de curvatura da superfície média, podem ser descritas co 

mo, 
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E = E - z X 
X X X 

(II-5) 

No que se segue sao utilizadas as aproximações da teo­

ria não-linear para placas esbeltas de VON KÁRMÁN (4), tomando­

se as relações deformação-deslocamento, referidas a superfície 

média como 

+ 1 w~ E: = u, 
X X 2 X 

+ 1 w2 E: = v,y 2 y 'y 

Yxy = v , + u , + w , w , 
X y X y 

e as mudanças de curvatura lineares referidas ao plano xy 

= w 
'xx 

= w 'yy 

= w 'xy 

(II-6) 

(II-7) 

Substituindo-se a expressao (II-5) na equaçao de ener­

gia de deformação (II-4) e integrando-se ao longo da espessura 

da placa, obtém-se a expressão para a energia de deformação e­

lástica, composta da energia de deformação de membrana, UM' e 
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da energia de deformação por flexão da placa, UF' 

u = UM+ UF = 

K J:J: [E: + 
E2 + 2\!E E 

1 
Cl-v)y' J dxdy + = 2 + 2 y X y xy 

D 
JªJb[x~ + x' + 2vx X + 2c1-v)x 2 J dxdy (II-8) + 

2 y X y xy_ 

o o 

onde, 

K 
Eh D 

Eh 3 

= e = 
l-v 2 12(1-v 2) 

referem-se a rigidez de membrana e de flexão, respectivamente. 

II.3 ENERGIA POTENCIAL DAS CARGAS EXTERNAS APLICADAS 

A energia potencial das cargas externas aplicadas, n, 
para um sistema de forças conservativas, é igual ao trabalho ne 

gativo realizado pelas cargas externas, WEXT., quando a estrutu 

rase deforma 

n = - WEXT. (II-9) 

Considerando um elemento de placa retangular, onde a-

tuam as cargas externas constantes N , N e N , no seu 
X y xy plano 

médio, e puma pressão lateral, normal ao seu plano médio, to­

das uniformemente distribuídas, conforme ilustra a Figura II.2, 

a energia potencial será, 
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Ny 

/////////// 
: xy 

./. ~--- •--- .. ___ 4---- -- ----o-· X 

/, 1-__ 1 ____ ! _____ 1 _____ ._ --/ ---Nx-=- ,-/.,/t tp t 1 '/ ~Nx 

//I 1 1 1 '/-, , / 
,/ Nxy 

h;;;/;/-
-- --

( " (, 
' FIG. 11-2. FORÇAS UNIFORMEMENTE i>!STRIBUIDAS APLICADAS NA PLACA 

Nyv 'y + N ( u, +v, )J dxdy xy y X_ 

(II-10) 

II.4 ENERGIA POTENCIAL TOTAL 

A energia potencial total, V, da placa retangular,con~ 

titui-se das parcelas da energia de deformação elástica, UM e 

UF,e da parcela de energia potencial das cargas externas aplic~ 

das, íl. 

V = u + íl = UM+ UF + íl (II-11) 

V 
K rr [,~·S:·'"h' !e 1-\)) y :y J dxdy = 2 + 

o o 
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+ 2vx x +2 (1-v)x 2 J dxdy -X y xy 

+ N ( u, +v, )] dxdy 
xy y X 

II.4.1 Variação Total da Energia Potencial Total 

(II-12) 

Considerando que o campo de deslocamentos da estrutura 

deformada em uma configuração vizinha à fundamental é definido 

f I por~ + ~ , as deformações específicas e as mudanças de curva-

tura correspondentes ficam, 

f I f I 
E = E + E y( Xx = Xx + XX X X 

f + I f + I (II-13) Ey = Ey E e, Xy = Xy Xy y 

f + I f + I 
Yxy= Yxy Yxy Xxy= Xxy Xxy 

onde os super-Índices 'F' e 'I', referem aos campos fundamen­

tal e incremental, respectivamente. 

Considerando que o estado fundamental da placa comprimida 

axialmente seja um estado de membrana, tem-se que, 

f f f o Xx = Xy = Xxy = 

f (II-14) E = u,x X 
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- \!U = 'x 

Por conveniência de escrita abandona-se a seguir o su­

per-Índice 'I', apresentado em (II-13) reescrevendo as parcelas 

incrementais nas formas, 

I E: 1 + E: li I 
x' E: = Xx = 

X X X X 

I E: 1 E: li I 
x' (II-15) E: = + e, Xy = y y y y 

I 1 + y li I 1 

y xy = Yxy Xxy = Xxy xy 

onde (') e ( 11
) denotam respectivamente, componentes lineares e 

quadráticas. 

Com a transformação V(~;À) + V(~F+~1 ;À), que implica na 

substituição de (II-13), (II-14) e (II-15) em (II-12), a varia­

ção total da energia potencial total, é dada por 

onde, 

F I 
V(~ +~ ;.À) 

+ llíl 

(II-16) 

(II-17) 



onde, 

NF 
X 

NF 
y 

13 

V2 
K 

JªJb [(E~)2+(E~)2+ 2VE 1 E 1 + 
1-v 

( y ' ) 2 J dxdy + = 2 X y 2 xy 

= 

= 

o o 

D 
Jªjb [<x~)

2 +<x'l2 + 2vx'x' + 2 ( 1-v ) ( x ' ) 2 J dxdy+ + 
2 y X y xy 

o o 

(II-18) 

V3 = 1 fªJrbln•E11+1111E'+n'E11+1111E'+n' y11 +1111 y' Jctxdy· 
2 L' x x x x y y y y xy xy xy xy ' 

O O (II-19) 

n li E li + n II Y li l dxdy 
y y xy xy J 

F F K(E +VE ) ; 
X y 

n' = K(E'+vE')· 
X X y ' 

F F 
K(E +VE ) ; 

y X 
n' = K(E'+vE')· 

y y X ' 

(II-20) 

11 11 = K(E 11 +vE 11 ) 
X X y 

11 11 = K(E 11 +vE 11 ) 
y y X 

n li 
xy 

= K (1-V) y 11 
2 xy 

(II-21) 
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II. 5 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS NÃO-LINEARES DE EQUIL!BRIO 

As equaçoes diferenciais de equilíbrio crítico sao as 

equaçoes de Euler para o integrando da variação total de V, 

Introduzindo a função de tensões de Airy, 

onde, 

<jJ 'YY 

N 
X = h <p' XX 

F 
N = N + n' + n" 

N 
= _;t_ 

h 
e 

e as equaçoes constitutivas na forma, 

Yxy = 
-2(1+\!) 

E 

<jJ 'xy = 

N 
_E_ 

h 

(II-22) 

(II-23) 

(II-24) 

na expressao do integrando para a variação total de V, obtém-se, 

h 
t,V = 2E dxdy + 



+ D 
2 

15 

jafb[<x' ) 2 +(x' ) 2 +2vx'x' 

J 
X y X y 

o o 

+ 2 ( 1-v) ( x' ) 2 ] dxdy + 
xy -

+ h JªJb (p w +"' E:"+"' E:" - cp .Y" )dxdy ~'yy x ~'xx y 'xy xy 
o o 

(II-25) 

II.5.1 Equações Diferenciais Não-Lineares Incluindo Imperfei­

ções Geométricas Iniciais 

As imperfeições geométricas sao usualmente descritas por 

desvios normais, w(x,y), da superfície média idealizada da placa 

perfeita, e são introduzidas no problema admitindo-se que o desloca­

mento normal total, wT' é dado pela soma dos deslocamentos da 

placa sob a ação do carregamento axial e dessas imperfeições w, 

= w + w (II-26) 

As deformações incrementais que ocorrem na placa sob a­

çao da compressão axial, serão dadas pela diferença entre aquelas 

associadas ao deslocamento total, wT' menos as que seriam produ-

zidas por supostos deslocamentos, w, conforme ilustra a Figura 

II.3. 

As relações deformação-deslocamento e as mudanças de 

curvatura correspondentes a pontos da superfície média da placa 

retangular imperfeita são dados por, (10), 
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~o 

w 

----
w 

Z,w 

FIG. 11-5. DESLOCAMENTOS DA SUPERFIÓIE MÉDIA 
DA PLACA 

F 1 w2 
E = EX + u + w w + 

X 'X 'X 'X 2 'X 

F 1 w2 
E = E + v,y + w w + 2 y y 'y 'Y 'Y 

y xy = u,y + v,x + w 'xw 'y + w' w' + w,xw'y y X 

Xx = w ?xx 

-
Xy = w,yy 

Xxy = w,xy 

(II-27) 

Utilizando-se as expressoes (II-27), e procedendo-se c~ 

mo anteriormente, chega-se a expressão de ~V, incluindo imperfe~ 

ções geométricas iniciais, 
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t,V = h 
2E 

- 2v<P, <P, + 2 (l+v)<P~ ] dxdy+ 
XX yy . xy 

D 
+ -

2 I
afb w2 +w2 ~ 'xx 'YY 

+ 2vw, w, + 2(1-v)w~ Jdxdy + 
XX yy xy 

+ h 

o o 

J
aJb[pcw+w)+<P, (w, w, + yy X X 

o o 

+ w , w , )] dxdy 
X y (II-28) 

Introduzindo o integrando de (II-28), r, nas equaçoes de 

a 2 ar 

ax
2 ª"' "'xx 

+ ar 

a<1>,yy 
+ ª2 

axay 

ar 

aw 

a ar a ar 

a2 
+ 

ax 2 

ax aw,X 

ar 

aw,xx 
+ 

ay aw 'y 

ar ---+ 
aw,yy 

ar 
= o 

ª"''xy 

a ar + (II-29) 
ay aw,Y 

= o 

obtém-se as equaçoes diferenciais não-lineares do tipo VON KÁR­

MÁN (4), para grandes deslocamentos considerando imperfeições ge~ 

métricas iniciais, 
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= E(w 2 
- w w + 2w w - w w -'xy 'xx 'yy 'xy 'xy 'xx 'yy 

- w w ) 
'XX 'YY 

(II-30) 

representando a equaçao de compatibilidade das deformações no 

plano médio da p1aca, e 

V 4 w l?. + "' (w +w ) + 
h 'f 'yy ' XX 'XX 

"' (w +w ) -"''xx 'yy 'yy 

- 2 "' (w + w )] "''xy 'xy 'xy (II-31) 

representando a equaçao de equilíbrio da placa. 

Deve-se salientar que os deslocamentos w, em (II-30) e 

(II-31), são tomados a partir da configuração inicialmente impe~ 

feita descrita por w, como indicado na Figura II.3. 

II.5.2 Equações Diferenciais Não-Lineares Incluindo Imperfei­

ções Iniciais Equivalentes Causadas por Pressão Lateral 

Atuando uma pressao lateral, normal à superfície média 

da placa, esta induz uma configuração deformada inicial, trata­

da a seguir, como uma imperfeição geométrica equivalente, confor 

me ilustra a Figura II.4. 
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WoCp)=W 

w 

Z,w 

FIG. 11-4. DESLOCAMENTOS DA SUPERFÍCIE MÉDIA 
DA PLACA 

X,u 

Deve-se aqui ressaltar a diferença conceitual entre es­

te caso e aquele de imperfeições geométricas iniciais em que a 

placa está livre de tensões. 

As imperfeições iniciais equivalentes causadas por pre~ 

sao lateral, sao representadas por w0 e os deslocamentos por w, 

que devem ser tomados em referência a situação indefonnada da pla­

ca plana; em virtude de ter-se tensões iniciais nesta configura­

ção deformada. 

Substituindo em (II-27), a expressao 

w = w - Wo (II-32) 
T 

as relações deformação-deslocamento e as mudanças de curvatura, 

são dadas por 
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- F 1 w2 1 2 
E = E + u,x + wõ 'x X X 2 T' 2 X 

- F 1 2 1 w2 E = E + v,y + 2 w y y T,y 2 o 'Y 

Yxy = u + v,x + WT WT - Wo 'xwº'y CII-33) 
'Y 

'X 'Y 

XX = w 
'XX 

Xy = w 
'YY 

Xxy = w 
'XY 

Utilizando-se as expressoes (II-33), e procedendo-se a­

nalogamente a secção II.5.1, chega-se as equações diferenciais 

não-lineares de compatibilidade e de equilíbrio, em referência a 

situação indeformada da placa, 

(II-34) 

e, 

= h ( I!. + 
D h ~' WT -2~, WT +~, WT ) 

yy 'xx xy 'xy xx 'yy 

(II-35) 

As equaçoes (II-30) e (II-31) ou (II-34) e (II-35), se­

rao usadas para a análise, tanto do comportamento de placas re-

tangulares imperfeitas, quanto das perfeitas, fazendo-se 

Último caso w = O ou w 0 = O. 

neste 
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II.6 EQUAÇÕES ALGfBRICAS NÃO-LINEARES DE EQUILfBRIO 

As equaçoes diferenciais não-lineares, apresentadas nas 

secçoes II.5.1 e II.5.2, são equivalentes, e a diferença aparece 

no referencial adotado da medida dos deslocamentos. 

As soluções destas equaçoes, sao geralmente desconheci­

das, porem, nestes casos utiliza-se formas de soluções aproxima­

das, que por sua vez sao combinações de soluções conhecidas do 

problema linearizado. 

Considera-se o problema da placa simplesmente apoiada em 

todo seu contorno e submetida a uma força de compressão axial, 

N , por unidade de comprimento, conforme ilustra a Figura II.5. 
X 

As condições de apoio dos bordos da placa, baseiam-se nas seguin-

tes hipóteses (Ítens 'c' e 'd' da secção II.l), 

Nx 
b 7/ --~----------~ - ------,:,--- X - -- -- -- - a -

Nx 

/

- .<------.,--------.'-

y 
z 

F 18. 11-5. FORÇA DE COMPRESSÃO UNIFORMEMENTE DISTRI -
BUÍDA NA DIREÇÃO X 
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a. nao ocorre nenhuma deflexão fora do plano nos contor 

nos; 

b. os bordos carregados permanecem retos; 

c. os bordos longitudinais nao se deformam no plano da 

placa. 

_Admite-se também, que nao há nenhuma restrição no plano 

da placa, quanto a sua expansao lateral. 

torno, podem ser escritas como, 

Essas condições de con 

(i) WT = o; X = O,a 

(ii) WT = o . , y = o ,b (II-36) 

(iii) (wT + VWT ) = o . X = O ,a , 
'xx 'yy 

(iv) (wT + VWT ) = o . y = o ,b , 
'yy 'xx 

A solução procurada que satisfaz as condições de contor 

no ( II-36), é expressa por, (13), 

h TIY (A n1TX + B 
m1TX ) (II-37) WT = sen sen sen 

b a a 

e 

h TIY (Ao 
nrrx + Bo 

m1TX ) (II-38) Wo = sen sen sen 
b a a 

composta dos modos de deslocamentos nas formas críticas, simétri 

coe antimétrico, tendo amplitudes incógnitas 'A' e 'B', res-

pectivamente. Esses modos de deslocamentos ocorrem na direção x, 

enquanto que na direção y, o modo crítico corresponde a uma meia 
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-onda senoidal, conforme ilustra a Figura II.6; e as imperfeições 

geométricas iniciais equivalentes, w 0 , sao consideradas na mesrm for 

ma modal. 

Q 

b 

O. MODO SIMÉTRICO 

Q 

/ 
b. MODO ANTIMÉTRICO y 

FIG. 11- 6. MODOS DE DESLOCAMENTOS 

Nas equaçoes (II-37) e (II-38), o valor de 'n' e tomado 

como um número inteiro impar e 'm' como um numero inteiro par, 

representando o numero de meias-ondas senoidais da forma deforma 

da simétrica (n,A) e antimétrica (m,B), respectivamente. 

Substituindo a expressao (II-37) e (II-38), na equaçao 

de compatibilidade (II-34), tem-se 



= Eh 2 

- sen2 21:Y 
b 

+ Eh 2 

- sen 2 rry 
b 
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(A2-A2)(cos2 rry cos2 nrrx 
o 

sen 

sen 

nrrx 

a 

mrrx 

a 

b a 

) + 

b a 

) + 

2nmrr 4 rry nrrx mrrx + Eh 2 (AB-A 0 B0 )cos 2 ~ cos cos 
b a a 

- Eh 2 Cn 2+m2 )(AB-A 0 Bo)sen2 rry sen nrrx sen mrrx 
b a a 

(II-39) 

A solução de (II-39), e composta de uma solução partic~ 

lar e outra homogênea, 

(II-40) 

sendo a equaçao homogênea, V4
~ = O, equivalente à w = O; corres-

pondendo assim a uma distribuição uniforme de tensões no plano 

médio da placa, antes desta deformar-se lateralmente. Assim, 

(J = 
X 

A 

b h 
(II-41) 
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sendo A, a carga total aplicada no plano médio da placa, ou seja 

b 

A = f 
o 

N dy 
X = J 

b 

(J h dy 
XX 

o 

Considerando forma da solução homogênea, como 

cj,h = ky2 

que satisfaz 

para, 

h 

k = - __!__ 
2bh 

ficando (II-43), 

= 

A 2 
- - y 

2bh 

(J 
X 

(II-42) 

(II-43) 

(II-44) 

(II-45) 

(II-46) 

que sendo a solução da equaçao homogênea, representa uma distri­

buição uniforme de tensões no plano médio da placa antes da ocor 

rência do deslocamento lateral, w. Consequentemente, a solução 

particular corresponde a uma mudança da distribuição de tensões 

no plano médio da placa, após deformação lateral (w ~ 0). 

Considerando a forma da solução particular como sendo, 
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2n11x 2m11x 211y = k1 cos + k2 cos + k, cos -- + 
a a a 

+ k, cos (n+m) 1Tx + ks cos (m-n) 1TX + 
a a 

+ k6 cos 
211 Y cos (m+n) 1TX + k1 cos 

b a 

211Y cos (m-n) 
b 

1TX 

a 

(II-47) 

e, introduzindo (II-47) no operador V"~ e igualando os coeficien 

tes dos termos correspondentes em (II-39), obtém-se a 

particular da função de tensão,(13), 

+ 

+ 

Eh 2 

32 

Eh 2 

32 

Eh 2 

32 

[ !e (A2-A2) + m2 (B2-B2)lcos 
2 o 2 o 

y y -

r:_ 
(A 2-A~) 

2n11x + cos 
n2 a 

r:_ 
(B 2-B~) 

2m11x + cos 
m2 a 

211y 

b 

Eh 2 

+ 
4 

y 2 (AB-Ao Bo) 
[ 

1 cos (m+n) 
( m+n) 2 

1TX 

a 

1 1TX ] cos(m-n) -;;- + 
( m-n) 2 

Eh 2 

+ y 2 (AB-A 0 B0 )cos 
4 

+ S cos (m-n) 1TX ] 
a 

211y 

b 
[- a cos (m+n) 

+ 

1TX + 

a 

solução 

(II-48) 
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sendo 

a = [ 
(m-n) 

e 
[ 

(m+n) J 
2 

S= ~ 
(m-n) 2 +4y 2 (m+n) 2 +4y 2 

e, a solução geral da função de tensão sera a soma de (II-46) com 

(II-48). 

As equaçoes algébricas não-lineares de equilíbrio, sao 

obtidas, introduzindo (II-37), (II-38), (II-46) e (II-48), na e­

quação diferencial não-linear de equilíbrio (II-35). Devido a 

aproximação utilizada para os deslocamentos, a equação (II-35) 

não será satisfeita completamente, aparecendo um resíduo 

R = 'iJ 4 
( w-w O ) - B p_ + "' w - 2"' w + h "''yy 'xx "''xy 'xy 

+ "' w ) "''xx 'yy 
(II-49) 

A minimização do resíduo, R, próprio da aproximação ado 

tada, se faz através da técnica de RITZ-GALERKIN, integrando-se 

sobre a superfície da placa as equações, 

JªJb R sen rry n1TX dxdy o sen = 
o o b a 

(II-50) 

e, 

J:J: R sen 
rry m'ITX 

dxdy o sen = 
b a 

(II-51) 

no qual fornecem as equaçoes algébricas não-lineares de equilí-

brio em termos de 'A' e 'B' , e contendo os parâmetros 'Ao ' e 

'B 0 ', apresentados a seguir 
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+ E4(A-Aol - Esp - A A= o (II-52) 

e, 

+ H4(B-13°o) A B = o CII-53) 

sendo 

A B Ao Bo 
A = B = Ao = h Bo= h h h 

K i\.b 10 8 

= e p = p . 
4TI

2 D E 

onde, os parâmetros A, B, A0 e B0 , sao os parâmetros adimensio­

nais de deslocamento, A o parâmetro adimensional de carga de co~ 

pressao axial, e p o parâmetro adimensional de pressão lateral 

que causa uma deformada equivalente a uma certa imperfeição geo­

métrica inicial. Assim, a equação algébrica não-linear de equilf 

brio, (II-52), serve tanto ao caso da secçâo II.5.1 (para p = O), 

quanto ao caso da secção II.5.2 (para pi 0). As constantes são 

. . 
iguais a, 

E 2 = 12(1-v 2 ) 
m2 

64y 2 

n4 
+ 1) ; 

y4 
_y_2 m4 

H1 = 12(1-v 2
) ( 

4m2 Y4 

H2 = 12 (l-v 2 ) 

64y 2 

+l) 
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L
2 

E 3 = 12(1-v 2
)( J -

m2 

64y 2 n2 

n2 
+ 1)2 

y2 

E = 48(1-V 2 ) 
y2b' 

n 3 rr 6 h 3 10 8 

1 1 \[ (m-n) 2 
J = + 

16 64 (m+n) 2+4y 2 

) ; L
2 

H3 = 12 Cl-v 2
) ( J -

m2 

H, = ~ ( m2 + 1)2 
4m2 y2 

l 2 [ (m+n) 2 
12 + 

m2n2 

J + 
(m-n) 2+4y 2 y' 

n2 
--) 

64y 2 

) 

A solução das equaçoes algébricas não-lineares de equi­

líbrio (II-52) e (II-53), descreve o comportamento da placa em 

função da forma modal considerada. Se a solução envolver somente um 

parâmetro de amplitude de deslocamento, A ou B, o modo de deslo­

camento é não-acoplado. Quando a solução envolver ambos os parf 

metros de amplitudes de deslocamentos, A e B, o modo de desloca­

mento é acoplado. 

Com relação a interação entre os modos de deslocamento, 

A e B, as soluções (II-52) e (II-53), admitem as seguintes for-

mas, 

(i) se Ao = B0 = O; existem três soluções, duas nao-aco 

pladas (Ai O; B = O e A= O; B ~ O) e a terceira a 

coplada (A F O; B i O); 
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(ii) se A0 F O; B0 = O ou A0 = O; 8c, F O; existem duas solu 

çoes, uma não-acoplada (A F O; B = O ou A= O; B F 

F O) e outra acoplada (A F O; B F O); 

(iii) se Ao F O; B0 F O; existe uma Única solução, e esta 

é acoplada (A F O; B F O). 
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CAPfTULO III 

ESTABILIDADE DE PLACAS GEOMETRICAMENTE PERFEITAS 

III.l INTRODUÇÃO 

A nao consideração das imperfeições geométricas 

ciais, Ao = O e 8 0 = O, e da imperfeição inicial equivalente, 

p = O (pois a pressão lateral induz uma configuração deformada 

que apresenta as mesmas características ao de uma imperfeição 

geométrica inicial no modo simétrico de deformação), nas equa­

çoes (II-52) e (II-53), implica em três possíveis soluções, pa­

ra a placa geometricamente perfeita, 

(i) 

(ii) 

(iii) 

A 

A 

A 

F 

= 

i 

o ; 

O· ' 

o ; 

B = o 

B F o (III-1) 

B F o 

correspondendo as soluções (III-1.i) e (III-i.ii), aos modos nao 

-acoplados de deformação e a solução (III-1.iii) ao modo acopl~ 

do de deformação. 

As equaçoes não-lineares de equilíbrio, sem imperfei­

çoes geométricas iniciais, ficam 

= o (III-2) 

e 
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(III-3) 

e a eliminação do parâmetro A, permite escrever uma relação en­

tre as amplitudes de deslocamentos, A e B, para o caso de aco­

plamento entre os modos de deformação, 

a qual representa a projeção do caminho não-linear de equilíbrio 

sobre o plano A x B. 

III.2 MODO NÃO-ACOPLADO DE DEFORMAÇÃO 

III.2.1 Caminho Fundamental de Equilíbrio e Ponto Crítico 

A busca de uma solução na forma do modo simétrico de 

deformação, dada por (III-1.i) aplicada em (II-37), faz com que 

as equaçoes não-lineares de equilíbrio (III-2) e (III-3), se re 

duzam a 

(III-5) 

e 

B = o (III-6) 

sendo (III-5) satisfeita pela solução trivial 

A = o (III-7) 
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que fornece o caminho fundamental de equilíbrio (w = O) para a 

placa em um estado de equilíbrio de membrana; e pela solução de 

(III-8) 

que fornece o caminho pós-crítico de equilíbrio envolvendo des­

locamentos fora do seu plano médio, w ~ O. 

A determinação da carga crítica, isto é, o valor da 

carga no qual ocorre uma bifurcação ao longo do caminho fundamen 

tal de equilíbrio (A= O), em um caminho pós-crítico de equilí­

brio da placa, é efetuada através da extremização da segundava 

riação de V, 

(III-9) 

no ponto de bifurcação, X = X e A = o ' resultando em 
c 

X E4 L ( 
n2 

+ 1), ; ll 
411 2D X = = = 

c 4n 2 y2 c b c 
(III-10) 

onde pode-se notar que o valor da carga crítica, /l , depende das 
c 

dimensões e propriedades físicas da placa e também, do numero 

de meias-ondas, n, na direção x, do modo simétrico de deforma-

ção da placa. Na direção y, a deformada da placa, corresponde 

à um modo simétrico dado por uma Única meia-onda senoidal, em 

conformidade com a teoria clássica. 

A minimização de (III-10) em relação a n, fornece o m~ 

nor valor de I (carga crítica clássica), a qual está associada 
c 

a relação entre o número de meias-ondas senoidais, n, e a razao 
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entre os lados da placa, y, isto e, 

n = y (III-11) 

Calculando os valores do parâmetro de carga crítica, 

A, para vários valores de y e para cada valor fixo de n 
c 

(Ím-

par), pode-se traçar curvas representando A como uma função de 
c 

y. Procedendo-se analogamente para o modo antimétrico de defo~ 

mação, associado ao número de meias-ondas senoidais m (par) na 

direção x, resulta no espectro mostrado na Figura III.l. 

"º ! 2.0 

li! 

' • >( • \ • 

1,0 
.~ ' 

, • 

> •, )(, ...... ·· . ,, •,. . .... .. -- .. -·· 
2' 3' 41 5/ 

o.s 
o 1.0 2.0 ,S.O 4.0 50 

FIG. 111- 1. CARGAS CRÍTICAS DOS MODOS DE DESLOCAMENTOS 
NÃO·ACOPLADOS(24) 

y 

Observa-se nesta Figura, que o valor de n ou m que for 

nece o menor valor da carga crítica, A, depende da razao y, 
c 

sempre associada a valores inteiros; e quanto maior o valor de 

y, Ac tende a um valor unitário. 
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III.2.2 Caminho Pós-Crítico de Equilíbrio, 

O caminho pós-crítico de equilíbrio, para a condição nao 

-acoplada (III-1.i) e (III-1.ii), intercepta o caminho fundamen-

tal de equilíbrio no ponto crítico, K = K e A= o ou K = K e 
c c 

B = O, sendo dados pelas soluções das equações não-lineares de 

equilíbrio pós-crítico (III-5) 

para o plano A x A, e 

(III-12) 

para o plano A x B. 

O modo simétrico não-acoplado (Ai O; B = O) origina­

ra o primeiro caminho pós-crítico bifurcando do caminho fundamen 

tal de equilíbrio, quando n = y e o antimétrico (A= O; B ~ O), 

quando m = y. Se n i y em I y, o primeiro caminho pós-críti-

co bifurcado do caminho fundamental de equilíbrio, será 

(i) o modo simétrico, quando y 2 < n•m; ou, 

(ii) o modo antimétrico, quando y 2 > n,m; 

conforme ilustrado na Figura III.2. 

A verificação da estabilidade do estado crítico de equilí -

\;;,--,5 o ( 7i. ) e pós-crí tj_ao inicial associf.do ao primeiro caminho não-acop~ c . 
ITlln 
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F 18. 111- 2. CAMINHOS NÃO-ACOPLADOS POS- CRITICO$ DE 

EQUILÍBRIO 
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do pós-crítico de equilíbrio, é feita através da investigação do 

sinal da quarta variação da energia potencial total, com respei 

to aos parâmetros de deslocamentos A e B, e avaliada no 

<X!; A F o, B = ü) ou (A~; A= o, B F O) 

onde, 

9abn 4 

256b 4 
( K n 4 

2 y• 
+ 1) e 

9abn 4 

256b 4 

K m4 

2 y• 

ponto 

(III-13) 

+ 1) • 

Para o modo simétrico (A~ O; B = O), verifica-se que, 

V, > O para qualquer valor arbitrário e pequeno de A; e para o 

modo antimétrico (A= O; B F O), que também, V4 > O para qual-

quer valor arbitrário e pequeno de B. Assim, tanto o estado 

crítico de equilíbrio, quando os estados pós-críticos iniciais 

associados ao modo simétrico ou antimétrico, são estáveis. 

Como mostra a Figura III.2, os caminhos pós-críticos de 

equilíbrio associados a X > X (primeiro caminho) são instf c c . min 

veis, já que os estados de equilíbrio, para cargas maiores que 

a carga crítica clássica, são sempre instáveis. 

Apresenta-se nas Figuras III.3, os caminhos pós-críti­

cos de equilíbrios, para cinco valores distintos de y, obtidos 

com a solução numérica das equações não-lineares (III-5) e 

(III-12); que correspondem as situações apresentadas pela Fig~ 

ra III.2. 
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Pode-se notar na Figura III.3, que quando, 

(i) y = 1,0 e y = 1,3, (y < /2) Figura III.3.a e b, 

y 2 < n·m, o primeiro caminho pós-crítico bifurcado 

do caminho fundamental de equilíbrio é o do modo 

simétrico; 

(l·i·) "'2 F' III 3 2 ,A y = v L , igura . . c , y = n, m, n 
c 

-B _ A , -lnd-lc.an 
c 

do que have~â ~emp~e o ac.opiamento ent~e o~ modo~ 

(iii) y = 1,5 e y = 2,0, (y > /2) Figura III.3.d e e, 

y 2 > n·m, o primeiro caminho pós-crítico bifurcado 

do caminho fundamental é o do modo antimétrico. 

MODO ACOPLADO DE DEFORMAÇÃO 

A condição de acoplamento (III-1.iii), entre os modos 

simétrico e antimétrico, é expressa pelas equações (III-2) e 

(III-3) ou alternativamente por (III-4), 

que representa a projeção da solução no plano A x B, podendo as 

sumir neste plano a forma de uma elipse ou de uma hipérbole, de 

pendendo dos valores dos parâmetros envolvidos. As possíveis si 

tuações de acoplamento, entre modos isolados de deformação, a 

partir de pontos de bifurcação sobre caminhos pós-críticos de 

equilíbrio, estão mostradas na Figura III.4. 
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2~ modo 1~ modo 
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FIG. 111-4, FORMAS DE ACOPLAMENTOS ENTRE MODOS ISOLADOS 
PARA SISTEMAS ESTRUTURAIS IDEAIS ( 5) 

No presente caso, de uma placa retangular, a projeção 

da solução acoplada de (III-4), resulta sempre em uma hipérbole, 

ilustrada pela Figura III.4.c; representando o comportamento 

pós-crítico típico quando se considera o acoplamento entre mo­

dos simétrico e antimétrico; isto será demonstrado mais adiante 

através da solução numérica de (III-2), (III-3) e (III-4). 

As projeções dos caminhos acoplados de equilíbrio so­

bre o plano A x B, representados pela elipse, Figura III.4.a, e 

as hipérboles, Figura III.4.b e c, assumem uma grande importân-
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vel, pode pe~de~ ~ua e~tab{l{dade em um ponto de b{óu~cação ~e­

cundá~{o, implicando em uma mudança de configuração deformada da 

placa, associada ao caminho acoplado de equilíbrio. 

Na Figura III.4, as intersecções da projeção acoplada 

(III-4), com os eixos coordenados (A, B), representam os pontos 

de bifurcação secundária sobre os caminhos não-acoplados 

-críticos de equilíbrio. 

pos-

Para uma placa sob compressao uniforme axial em seu 

plano médio, os modos críticos podem ser, tanto o simétrico co­

mo o antimétrico, dependendo da relação entre lados, y. 

Considerando que o primeiro caminho pós-crítico nao-a­

coplado seja no modo simétrico, a bifurcação ocorrera ao longo 

ao segundo caminho pós-crítico não-acoplado, correspondente ao 

modo antimétrico; este ponto de bifurcação é obtido de (III-4), 

tomando-se A= O e B ~ O (intersecção da projeção com o eixo B), 

J 1 / 2 
(III-14) 

que substituindo em (III-12) fornece o valor do parâmetro de 

carga crítica, associada ao ponto de bifurcação secundária, 

A + (III-15) 
c 

Analogamente, considerando o modo antimétrico o primei 

ro modo não-acoplado, e o modo simétrico o segundo, as expres­

sões para o ponto de intersecção - agora com o eixo A - e para 
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a carga crítica associada, sao 

c- [ (H,-E,) J l / 2 
Ab = 

(E 1 -H2-H,) 
CIII-16) 

e, 

c- [ E 1 (H,-E,) 

J 1\ = A + c 
CE1-H2-H,) 

(III-17) 

Para cada valor fixo de y e combinações de pares de v~ 

lores inteiros (n,m) pode-se, com cy;b[y;(n,m)J dado por (III-15) 

ou (III-17), traçar curvas representando cy;b como uma função de 

y, resultando no espectro mostrado na Figura III.5. 
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lj) 3,0 4.0 5.P y 

, 
CARGAS CRITICAS DOS MODOS DE DESLOCAMENTOS 
ACOPLADOS 

Observa-se nesta Figura, que em cada caso o menor va­

lor da carga crítica de bifurcação, cy;b' associada ao acoplame:2 

to entre os modos simétrico e antimétrico, é obtida quando 
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y 2 = n,m, que coincide com a carga crítica clássica, A. Também, 
c 

c- ~ Ab converge para um valor unitario com o aumento de y, soque 

mais lentamente do que A. 
c 

Apresenta-se nas Figuras III.6, as projeções dos ca­

minhos acoplados de equilíbrio sobre os planos A x A, A x B e 

A x B, obtidos com a solução numérica das equaçoes não-lineares 

(III-2), (III-3) e (III-4), para os mesmos valores de y das Fi­

guras III.3. 
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Pode-se notar nas Figuras III.6, que quando, 

(i) y = 1,0 e y = 1,3; o primeiro caminho não-acoplado 

de equilíbrio é o do modo simétrico, e o caminho de 

equilíbrio acoplado bifurca-se do segundo caminho 

não-acoplado pós-crítico de equilíbrio, associado 

ao modo antimétrico; 

(ii) y = 12; o ponto crítico de bifurcação primária e 

coincidente com o ponto crítico de bifurcação se­

cundária, ambos ao longo do caminho fundamental de 

equilíbrio. Neste caso a projeção dos caminhos a-

coplados de equilíbrio sobre o plano A x B, se de 

genera em duas retas (vide equação (III-4)), 

-
± A = + 1

1 / 2 

B (III-18) 

(iii) y = 1,5 e y = 2,0; o primeiro caminho não-acoplado 

de equilíbrio é o do modo antimétrico, e o caminho 

de equilíbrio acoplado bifurca-se do segundo cami­

nho não-acoplado pós-crítico de equilíbrio, associa 

do ao modo simétrico. 

Deve-se notar na Figura III.6, que para y = 2,0 os mo­

dos envolvidos são (n,m) = (3,2), conforme indicado no espectro 

da Figura III.5. 
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Nas situações apresentadas na Figura III.6, para a pl~ 

ca, ambos os caminhos não-acoplados de equilíbrios são estáveis 

(vide secção III.2.2) e portanto, segundo teorema apresentado 

por SUPPLE (6), o caminho de equilíbrio acoplado bifurca-se do 

segundo caminho não-acoplado de equilíbrio e é sempre estável. 
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CAP!TULO IV 

ESTABILIDADE DE PLACAS COM IMPERFEIÇÕES 

GEOM~TRICAS INICIAIS 

IV.l INTRODUÇÃO 

No Capítulo anterior, apresentou-se a análise do com­

portamento não-linear da placa retangular geométricamente per-

feita, comprimida uniaxialmente. Essa análise indicou a exis-

tência de pontos de bifurcação primários (carga crítica clássi­

ca) e secundário, ao longo de caminhos pós-críticos de equilí­

brio não-acoplados; sendo os caminhos pós-bifurcados nesses ca­

sos, sempre estáveis. 

Neste Capítulo, mostra-se que a presença de imperfei­

çoes geométricas iniciais, ao invés de sempre destruir pontos 

de bifurcação (resultado este dos mais conhecidos da teoria clás 

sica), pode originar, em função do acoplamento entre modos, bi­

furcações secundárias estáveis, ou o que é mais surpreendente no 

caso de placas planas, binu~caçõe~ ~ecundá~ia~ in~tãvei~ ao lon 

go de caminhos imperfeitos de equilíbrio; as Figuras IV.l.a e b, 

IV.2 e IV.3, ilustram estes comportamentos. 

A Figura IV.l mostra o comportamento não-linear típico 

de situações em que o modo de impe~neição ê na me~ma 6o~ma que 

o modo c~Ztico dominante, ao qual está associado o primeiro ca-
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minho pós-crítico de equilíbrio (vide Figura III.4 e comentários 

da secção III.3). Deve-se notar que nesse caso não há acoplame~ 

to entre modos e a imperfeição geométrica inicial apenas destrói 

o ponto de bifurcação primária. Isto se dá sempre que modos de 

deformação e de imperfeição são de mesma forma, isto é, ou am­

bos simétricos ou ambos antimétricos. 

A Figura IV.2, mostra o comportamento não-linear típico 

de situações em que o modo de ~mpenne~ção ê em 6onma d~~t~nta do 

modo enZt~eo dom~nante; por exemplo, o modo crítico simétrico (ou 

antimétrico) e modo de imperfeição antimétrico (ou simétrico). 

Neste caso poderá haver um acoplamento entre esses modos em fun 

ção da magnitude da imperfeição. 
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Paha pequena6 amplitude6 de impehneição, menohe6 que 

um cehto valoh chZtico, podem ocorrer duas bifurcações secundá­

rias ao longo do caminho imperfeito de equilíbrio. A primeira~ 

riginando uma bifurcação instável a qual está associada um ca­

minho acoplado de equilíbrio que retorna assintoticamente ao pr! 

meiro caminho pós-crítico perfeito. A segunda bifurcação promo­

ve uma reestabilização do caminho imperfeito original. 

Paha amplitude6 de impehneição maiohe6 que o valoh chZ­

tico, os pontos de bifurcação secundária são destruídos, e are~ 

posta não-linear indicada na Figura IV.2, representa um comport~ 

menta semelhante àquele da Figura IV.l, isto é, o caminho imper­

feito será assintótico no caminho pós-crítico perfeito associado 

à mesma forma do modo de imperfeição. 

Quando a amplitude de impehne~ção é a chZt~ca, os dois 

pontos de bifurcação, descritos anteriormente, coalescem e for­

mam um único ponto de binuhcação 6ecundáhio in6tável ao longo do 

caminho imperfeito original de equilíbrio estável; isto e ilus­

trado na Figura IV.3, onde pode-se observar que o caminho acopla 

do (pós-bifurcado) resultante é assintótico ao primeiro caminho 

pós-crítico perfeito. 

O caso mais geral de comportamento não-linear é aquele 

resultante do efeito simultâneo de imperfeições nas formas de 

ambos os modos de deformação. Neste caso a presença de tais im-

perfeições geométricas iniciais induz um certo tipo de resposta 

não-linear nesses modos acoplados; dependendo do par de imperfe! 

çoes iniciais a estabilidade deste caminho imperfeito de equilí­

brio é perdida em um ponto de bifurcação secundária, sendo esta 
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Última instável. 

A discussão extensiva de cada caso de comportamento aci 

ma descrito, será feita nas próximas secções tomando por base 

as soluções numéricas das equações não-lineares (II-52) e (II-53), 

e ' 

sob as condições a seguir indicadas. 

Na secçao IV.2, que trata dos efeitos causados por im­

perfeições em um Único modo crítico, assume-se as condições, 

(i) Ã0 i O (ou pi O); Bo = O 

ou, (IV-1) 

(ii) Ã 0 = O (ou p = O); Bo i O 

Na secçao IV.3, que trata dos efeitos causados por im­

perfeições em ambos os modos críticos, assume-se a condição, 

Ã 0 ~ O (ou p ~ O); B 0 ~ O (IV-2) 
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IV.2 IMPERFEIÇÃO GEOMfTRICA INICIAL EM UM dNICO MODO 

CR!TICO 

As equaçoes não-lineares (II-52) e (II-53), sob as con­

dições (IV-1), apresentam, duas possíveis soluções, 

(i) A ~ O· B = o ' ou, A = o . B ~ o (respostas nao-aco-
' ' 

pladas 
e, (IV-3) 

(ii) A ~ o . 
' B ~ o (respostas acopladas) 

que corresponde as respostas não-lineares mostradas respectiva­

mente, nas Figuras IV.l.a e b, para o caso (IV-3.i) e nas Figu­

ras IV.2 e IV.3, para o caso (IV-3.ii). 

Cabe ressaltar que as imperfeições geométricas iniciais 

de amplitude Ao, associada na forma do modo simétrico de deforma 

ção, pode ser originada por uma certa pressão normal sobre a su­

perfície da placa, p, e portanto no que se segue, se fará uso al 

ternadamente dos parâmetros, Ao e de seu equivalente p. 

IV.2.1 Modo de Imperfeição na Mesma Forma que do Modo Crítico 

Dominante 

Neste caso, buscam-se respostas não-lineares dos tipos 

(IV-3.i), através das equações não-lineares imperfeitas, 
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E 1 CA 2 -A~)A + E,. CA-A 0 ) Esp Íl A = o 

E = o (IV-4) 

e 

A = o (IV-5) 

-2 -2 -H 1 (B -B;)B + H 4 (B-B 0 ) - KB = o 

As soluções numéricas de (IV-4) e (IV-5), sao apresent~ 

das nas Figuras IV.4, IV.5 e IV.6, para três valores distintos de 

y. Deve-se observar, com relação a essas Figuras, que para cada 

valor de y, o primeiro caminho pós-crítico perfeito de equilíbrio 

está associado a um modo crítico dominante (associada a carga 

crítica clássica), conforme indicado na Figura III.l; por exem­

plo, para y = 1,0 o modo crítico axial tem uma meia-onda, para 

y = 1,5 o modo crítico axial tem duas meias-ondas, para y = 12, 

este modo crítico tem indiferentemente uma ou duas meias-ondas. 

Nas Figuras IV.4 e IV.6, respectivamente, para y = 1,0 

e y = 1,5, a presença de imperfeições na mesma forma do modo crí 

tico dominante, destrói o ponto de bifurcação primária, e quanto 

maior essas imperfeições, mais o caminho imperfeito de equilíbrio 

se afasta deste ponto, sendo posteriormente assintótico ao pri-

meiro caminho pós-crítico perfeito de equilíbrio. Na Figura 

IV.5, para y = 12, a não existência de um modo crítico dominante, 

implica em que o caminho imperfeito de equilíbrio esteja assoei~ 

do, ou somente ao modo simétrico, ou somente ao antimétrico, de­

pendendo da existência de imperfeições geométricas iniciais, em 

um modo ou no outro; em qualquer- dos dois casos, quanto maior as imperfeições, 

mais o caminho imperfeito de equilíbrio se afasta do ponto de bi 
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furcação primária, e será também assintótico ao primeiro caminho 

pós-crítico perfeito correspondente. 

IV.2.2 Modo de Imperfeição em Forma Distinta do Modo Crítico 

Dominante 

Quando o modo de imperfeição é em forma distinta do mo­

do crítico dominante, poderá ocorrer o acoplamento entre os mo­

dos simétrico e antimétrico, vide Figuras IV.2 e IV.3, dependen­

do da magnitude da imperfeição. As equações não-lineares imper-
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feitas (II-52) e (II-53) com as condições dadas em (IV-1.i), ad­

mitem a solução (IV-3.ii), quando escritas na forma, 

E 1 0\2-A~ )A + (E 2 +E 3 )A 13' + E 4 (A-Ao) - E 5p - A A = O 

(IV-6) 

e' 

A B = o (IV-7) 

e a eliminação do parâmetro A, permite escrever uma relação en­

tre as amplitudes de deslocamentos, A e B, para o caso de acopl~ 

menta entre os modos de deformação, 

O l CE,-ll,-H,)A' •(E,•E,-H, )Ã ]j' , [rn,-E, J') , 

' E, - 11,.J, - E,A,- E,P ) , o (IV-8) 

a qual representa a projeção do caminho não-linear imperfeito so 

bre o plano A x B. 

Nas equaçoes (IV-6), (IV-7) e (IV-8), se B = O, a solu­

çao do problema correspondente ao da secçao anterior, isto e,nao 

há acoplamento. 

(IV-8), que 

B i o 

e, 

~ ~ . 
Para que haja acoplamento, e necessario em 

(IV-9) 
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Como o modo de imperfeição é em forma distinta do modo 

crítico dominante, o caminho imperfeito de equilíbrio está ini­

cialmente associado à forma do modo de imperfeição, vide Figura 

IV.2, podendo entretanto, ocorrer ao longo deste caminho imperf'::!: 

to, pontos de bifurcação, que representam as intersecções com ca 

minhos acoplados (pós-bifurcados) de equilíbrio. 

Estes pontos de bifurcação secundária quando projetado 

sobre o plano A x B, representam as intersecções da solução de 

(IV-8) com um dos eixos coordenados deste plano (no caso, o eixo 

A). Nestes pontos de bifurcação, Bb = O, que substituindo em 

(IV-9) fornece uma equação cúbica em função do parâmetro de des­

locamento A, 

CE1-H2-H, )A 3 + [cH2-E1 )Ai + E, - H,J A - E,Ao - Esp = O 

(IV-10) 

que admitem, uma raiz real e duas imaginárias ,ou duas raízes reais 

iguais e uma distinta, ou três raízes reais distintas. Estas raí 
--

zes quando reais, fornecem os valores do parâmetro Ab, pontos de 

bifurcação secundária, ao longo do caminho original imperfeito de 

equilíbrio, conforme Figuras IV.2 e IV.3. 

Em qualquer um dos casos, uma das raízes reais e sempre 

negativa, representando um ponto de bifurcação secundária ao 

longo do caminho complementar de equilíbrio; por ser de interes­

se apenas teórico, essas raízes serão aqui desprezadas, tomando-

. - . .. se a seguir na analise somente as outras raizes. 
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Na Figura IV. 7, ilustra os três possíveis comportamentos, 

(i) no caso em que as duas raízes reais e distintas sao 

positivas, há ocorrência de dois pontos de bifurca­

ção (úm deles sendo instável) conforme ilustra a Fi 

gura IV.7.a. Neste caso p < p'', determinado a se-

guir; 

(ii) no caso em que as duas raízes reais e positivas sao 

iguais, os dois pontos de bifurcação, Figura IV.7.a, 

coalescem e formam um Único ponto de bifurcação in~ 

tável, conforme ilustrado na Figura IV.7.b. Neste 

caso, o discriminante de (IV-10) é igual a zero, 

1 

27 

ou explicitando para p = p''', 

P'' = 
1 

Es 

J -4 [cH 2 -E 1 )A~+E,-H,]
3 

)
1

/
2 

1 27(E1- H2-H 3 ) 

(IV-11) 

(IV-12) 
Es 

que é o valor da pressao lateràl crítica que produz 

uma configuração deformada equivalente a uma imper­

feição geométrica inicial crítica de forma simétri-

ca; 
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(iii) no caso de duas raízes imaginárias, p > p*, nao há 

ocorrência de bifurcação secundária, ao longo doca 

minha imperfeito original, conforme ilustra a Figu­

ra IV.7.c. 

Deve-se ressaltar aqui que p1• produz uma imperfeição na 

forma simétrica, equivalente à amplitude A~ (p'''), e deve-se lem­

brar que o desenvolvimento até aqui foi feito para o caso de im­

perfeição na forma simétrica distinta do modo crítico dominante, 

neste caso antimétrico (no caso, y > /2). 

No caso do modo crítico dominante ser o simétrico (por 

exemplo, no caso y < 12), a ocorrência de coalescência entre po~ 

tos de bifurcação secundária se dará para um certo valor crítico 

B~ de imperfeição geométrica, na forma antimétrica. Isto é, ob 

tido de forma análoga ao caso anterior à partir das equaçoes nao 

lineares imperfeitas (II-52) e (II-53), com as condições dadas 

em (IV-1.iii), e também admitindo a solução (IV-3.ii); ou a pro­

jeção de sua solução sobre o plano A x B, dada por 

A l rn, -11,-H, >K'B, [rn, -E, rn:•E,-11,J jj , 

, (E,•E,-11,JB' , 11,rr,) • o 

fornecendo o valor da imperfeição crítica, 

s~·, = o 

- (E,. - H,.) 3 

(IV-13) 

l / 2 

(IV-14) 
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A seguir, apresentam-se nas Figuras IV.8 e IV.9,os com­

portamentos já descritos, para valores de y < 12 e y > 12, re~ 

pectivamente. Quando y = 12, os pontos de bifurcações, primários 

e secundários, coincidem em um único ponto (conforme mostram as 

Figuras III.2 e III.6.c) e portanto, qualquer imperfeição ini­

cial destrói todos esses pontos críticos, resultando em comporta 

mentas não-lineares idênticos àqueles descritos na secção IV.2.1 

(vide Figura IV.5). 
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Na Figura IV.10, está representado o espectro de valo­

res dos parâmetros das cargas de bifurcação secundária, Ab ao 

longo do caminho original imperfeito de equilíbrio, em função de 

y. Para qualquer valor de y, observa-se que o parâmetro Ab, e 

sempre menor do que o parâmetro de carga crítica de acoplamento, 

ex , ocorrendo assim, uma redução de carga quando se tem imper­
e 

feições críticas iniciais em forma distinta do modo crítico do-

minante. 

3 .r 
l '-- • - •- Sl!M IMPERFEIÇAO ( Ãc) 

IMPERFEIÇÃO CRÍTICA ( iiol . 
• 

i u 
.o \Í 2 

,2.1 1' .. y "-.A ·~ / 
'·, / ........ /~ 

..... ...... 
~ ......... 

J'/--- ,,,"'1:t·-- . ................. 
1. o 

• . . 
1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 

FI &. IV• 10. CAR8AS DE BIFURCAÇÃO SECUNDÁRIA 

Para cada par de valores (Ab; y), existe um Único valor 

do parâmetro de imperfeição critica, A~ (ou p1<) ou B~, que con­

duz a um comportamento instável em função do acoplamento entre 

modos, podendo-se notar na Figura IV.10 que os maiores valores de 

Ab, ocorrem para valores de y entre 1,5 e 1,6, resultando entre-
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tanto, nestes casos em um comportamento acoplado com maior sensi 

bilidade à imperfeição, conforme ilustra a Figura IV.9 quando co~ 

parada à Figura IV.8, e mais claramente a diferença entre 

cos" em torno de y = 1,55, mostrada na Figura IV.10. 

"pi-

Mantendo-se constante o valor do parâmetro de imperfei­

çao crítica em forma distinta do modo crítico dominante e consi-

derando também imperfeições adicionais, na mesma forma do modo 

crítico dominante, o ponto de bifurcação secundária é destruído 

gerando pontos limites, ao longo de caminhos imperfeitos de equi 

lÍbrio; quanto maiores estas imperfeições adicionais, estes pon­

tos limites tarribÉm são destruídos, conforme ilustra a Figura IV. 11. 
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IV.3 IMPERFEIÇÕES GEOM~TRICAS INICIAIS EM AMBOS OS MODOS DE 

DEFORMAÇÃO 

Considera-se agora, o problema geral (IV-2), quando as 

imperfeições geométricas iniciais A0 (ou p) e B0 são ambas nao­

-nulas; este será obviamente o caso que ocorre mais frequenteme~ 

te nos sistemas estruturais práticos. A relação A-B dos caminhos 

de equilíbrio (isto é, a projeção destas soluções sobre o plano 

A-B), pode ser obtida das equações não-lineares de equilíbrio 

(II-52) e (II-53) explicitando o parâmetro de carga, A, na pri­

meira equação e substituindo-o na segunda, ficando da seguinte 

forma: 

- -3 - - - - -
+ (E2+E,-H1 )A B + H4B0A, - (E4Ao+Esp)B = O (IV-15) 

Singularidades as quais ocorrem para a equaçao (IV-15) 

podem representar bifurcações (pontos críticos) - quando um cami­

nho de equilíbrio ramifica-se de outro no espaço A-A-B. A dife 

renciação parcial da equação (IV-15) com respeito à B, fornece 

= 
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f(A, B, Ao, p) 
= 

g(A, B, Bo) 

onde Ao, p e B 0 sao parâmetros. 

Na equaçao (IV-16) da forma 

dx = f(x,y) 

dy g(x,y) 

(IV-16) 

(IV-17) 

as funções f e g sao contínuas. Neste caso, vide ELSGOLTZ (22), 

as funções f(x,y)/g(x,y) e g(x,y)/f(x,y) serão simultaneamente 

descontínuas somente nos pontos (x 0 ,y 0 ) ncs quais 

f(xo,y 0 ) = O 

e (IV-18) 

g(xo,Yo) = O 

sendo x 0 ,y 0 pontos singulares (ou críticos). 

No presente caso os pontos de bifurcação (ou críticos) 

sao dados pela solução simultânea das equações 

f(A, B, Ao, p) = o 

e (IV-19) 

g(A,B,Bo)=O 
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Quando os valores (E 4Ã 0 + E5i) e (H 4B0 ) das equaçoes 

(IV-19) são substituídos na equação (IV-15), a projeção sobre o 

plano Ã-B do lugar geométrico dos pontos de bifurcação é dada 

por 

(IV-20) 

da qual expressoes explicitadas para Ã e B podem ser substituí­

das na equação (IV-19) fornecendo as relações 

e, (IV-21) 

sendo Ã e B, os valores dos parãmetros de deslocamentos do ponto 

de bifurcação ao longo do caminho acoplado de equilíbrio, ou se-

Substituindo Ãb e ~b nas equaçoes (IV-21) de volta na 

equaçao (IV-20), esta fornece o lugar geométrico das 

críticas ( isto é, os pares de valores [ K:;, ( ou pi,); 

imperfeições 

B~ J que 

produzem pontos de bifurcação ao longo do caminho acoplado de e­

quilíbrio), dado por 
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(IV-22) 

Tomando-se B0 = O ou Ao = O (e p = O) na equaçao (IV-22) 

obtém-se, respectivamente, as equações de imperfeições críticas 

(IV-12) e (IV-13), já descritas na Secção IV.2.2. 

Apresenta-se a seguir na Figura IV.12, o lugar geométri 

co de imperfeições iniciais críticas para valores de y igual a 

1,0; 1,3; 12; 1,5 e 2,0. As imperfeições geométricas iniciais na 

forma do modo simétrico, foram tomadas equivalentes aquela 

produzida por uma pressão lateral, p;'. 

Note-se que cada curva do lugar geométrico de imperfei­

çoes críticas divide o plano A~ (ou p1') - B~ em duas regiões di~ 

tintas. Tomando-se um par de imperfeições igual as imperfeições 

iniciais críticas (isto é, sobre a curva do lugar geométrico),o~ 

ter-se-á um ponto de bifurcação ao longo do caminho acoplado de 

equilíbrio e o caminho pós-bifurcado de equilíbrio será assintó­

tico ao modo crítico dominante, conforme ilustra o caminho de e­

quilíbrio 'l' na Figura IV.13. 

Tomando-se um par de imperfeições [ Ao (ou p); B0 J di 

ferente do par crítico, o ponto de bifurcação é destruído e se 

o par de imperfeições iniciais estiver compreendido entre a cur­

va do lugar geométrico e o eixo das imperfeições iniciais na for 

ma do modo simétrico de deformação, o caminho acoplado de equili 

brio será assintótico ao caminho perfeito de equilíbrio associa-

do ao modo simétrico. Se o par de imperfeições iniciais estiver 
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agora na outra região, isto é, entre a curva do lugar geométrico 

e o eixo das imperfeições iniciais na forma do modo antimétrico, 

o caminho acoplado de equilíbrio sera assintótico ao caminho peE 

feito de equilíbrio associado ao modo antimétrico. Estes casos 

são ilustrados, respectivamente, pelos caminhos de equilíbrio '2' 

e '3' na Figura IV.13. 

Estes comportamentos obtidos pela solução numérica das 

equaçoes não-lineares de equilíbrio (II-52) e (II-53), são mos­

trados na Figura IV.14, para o caso de y = 1,5, através das pro­

jeções dos caminhos acoplados de equilíbrio nos respectivos pla­

nos A-A, A-B e A-B. 
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Para uma mesma curva do lugar geométrico das imperfei­

çoes críticas iniciais, quanto maiores as magnitudes dessas im­

perfeições críticas, maior será a sensibilidade à imperfeição da 

placa retangular; isto é mostrado nas Figuras IV.15, IV.16 e 

IV.17. Estas Últimas figuras (IV.16 e IV.17) foram obtidas in-

troduzindo-se imperfeições adicionais na mesma forma do modo crí 

tico dominante. Neste caso, como comentado anteriormente, o po~ 

to de bifurcação é destruído gerando pontos limites ao longo de 

caminhos imperfeitos de equilíbrio, conforme mostra a Figura 

IV.16. 

A Figura IV.17 mostra, através de curvas de sensibilida 

de à imperfeições, reduções de carga em relação à carga crítica, 

correspondentes aos pontos limites obtidos com acréscimo de im­

perfeições adicionais, respectivamente em relação as curvas da 

Figura IV.15. Pode-se notar na Figura IV.17 que imperfeições a-

dicionais da ordem de 1,5 B~ causam reduções de mais de 50% da 

carga de bifurcação, Ab' principalmente para casos de grande ma~ 

nitude de imperfeições críticas, B~. 

Deve-se ressaltar que embora essas cargas de bifurcação, 

Ab' sejam bastante superiores a carga crítica clássica, Ac, a im 

portância destas reduções de carga podem ser explicadas com o se 

guinte raciocínio: placas inicialmente imperfeitas são capazes de 

suportar cargas, em um regime elástico, muito superiores à carga 

crítica clássica, A, Pode-se supor então que, principalmente 
c 

no caso de placas constituídas de aço especial (alta resistência) 

que em certas condições essas cargas de bifurcação não-clássica, 

Ab' sejam ainda inferiores a carga de colapso inelástico. Assim 
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imperfeições generalizadas podem reduzir substancialmente a ca­

pacidade portante da placa sendo seu comportamento instável. 
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CAPÍTULO V 

RELEVÂNCIA DOS RESULTADOS DA ANÁLISE NO PROJETO 

ESTRUTURAL 

V.l INTRODUÇÃO 

A rigidez axial pós-crítica inicial de uma placa e apr~ 

ximadamente a metade do valor pré-crítico, como mostra a Figura 

V.l; o valor exato dependendo das condições de contorno e do nú­

mero de meias-ondas axiais da forma crítica. 

~ 
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Testes em placas sob compressao axial têm mostrado que 

as formas de cndas adotadas na iminência da flambagem podem so­

frer mudanças bruscas quando da passagem para o regime pós-flam­

bagem. A essas mudanças bruscas estão associadas mudanças de 

rigidez axial. Sob carregamento crescente acima do valor críti-

coexiste, além dessas possíveis mudanças bruscas na forma da o~ 

da longitudinal, uma transformação gradual da forma de onda trans 

versal caracterizada por um aumento de amplitude de deslocamento 

em torno da região central. Este fenômeno, ao qual está associa 

do a uma redistribuição de tensões axiais na superfície média, 

tem originado o conceito de La4gu4a E6etiva que dentro da teoria 

geral da estabilidade elástica foi estudado por KOITER (30). 

Como vihto noh CapZtuloh ante4io4eh, ê juhtamente do eh 

tudo dehhah mudançah b4uhaah de 6o4ma ê que he ocupa o p4ehente 

t4abalho. 

t bem sabido que a teo4ia aláhhiaa da ehtabilidade 

que nao inclui na análise não-linear o acoplamento de modos in 

dica que uma placa sob compressão axial em seu próprio plano tem 

um aompo4tamento pÕh-a4Ztiao ehtável e portanto é considerada c~ 

mo sendo insensível à imperfeições iniciais. Assim, como o com­

portamento da estrutura imperfeita se aproxima daquele da estru­

tura perfeita para valores de carga bem acima do valor crítico a 

placa apresenta o que se chama de resistência extra pós-crítica; 

disto tem-se tirado partido para se prescrever em diversas nor­

mas de projetos uma tensão limite (ou tensão média em função da 

largura efetiva) em função da tensão de escoamento do material. 
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Mas, o que o presente trabalho pode demonstrar e que 

mesmo para geometrias práticas uma placa aab campheaaao axlal p~ 
~ . 

niveis 

de tensões inferiores a tensão de escoamento e até mesmo inferia 

resa tensão limite de projeto prescritas em normas. 

A seguir sao feitas comparaçoes entre os resultados clãs 

sicos, os resultados obtidos no presente trabalho e prescriçoes 

de normas. 

V.2 COMPARAÇÃO E ANÁLISE DOS RESULTADOS PARA DISTRIBUIÇÕES 

DE TENSÕES 

Uma avaliação da importância do comportamento não-linear 

com interação entre modos descrito neste trabalho pode ser feita 

do estude comparativo da distribuição de tensões normais em con­

figurações pós-críticas para os casos clássico e nao clássicos.A 

Figura V.2 indica as situações de equilíbrio para os quais sao 

investigadas as distribuições de tensões normais. 

"A e.acolha de.atea eatadaa de equlllbhla 6al 6elta com a 

lntulta de demanathah que uma placa lmpeh6elta pode, aab o e6el­

ta adlc.lonal da lntehaçãa enthe. mada-6 ac.aalanado-6 pah utaa me.1.,maa 

lmpeh 6 eiçõ ea, pehdeJt. a ua e.1.,tab-llldade em heglme eláatlca ,antu 

que aconteça um colapao pláatlco." 

As situações de equilíbrio escolhidas sao (vide Figura 

V. 2) : 
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(i) ponto de equilíbrio 'l', mínimo pós-crítico para im 

perfeição em forma distinta do modo crítico dominan 

te (secção IV.2.2); 

(ii) ponto de equilíbrio '2', ponto limite do caminho im 

perfeito de equilíbrio para imperfeição em forma dis 

tinta do modo crítico dominante, considerando impe~ 

feições adicionais na mesma forma do modo crítico do 

minante (secção IV.2.2); 

( iii) ponto de equilíbrio '3' , pás-crítico perfeito relativo ao 

mínimo pós-crítico (ponto 'l') para imperfeições em 

forma distinta do modo crítico dominante (secção 

III.2.2); 

(iv) ponto de equilíbrio '4', mínimo pós-crítico para im 

perfeições em ambos os modos críticos, simétrico e 

antimétrico (secção IV.3); 

(v) ponto de bifurcação 1 5', ponto limite do caminho im 

perfeito de equilíbrio para imperfeições em ambos os 

modos críticos, considerando imperfeições adicionais 

na mesma forma do modo crítico dominante (secção 

IV.3); 

(vi) ponto de equilíbrio '6', pós-crítico perfeito rela­

tivo ao mínimo pós-crítico (ponto '4') para imper­

feições em ambos os modos críticos (secção III.2.2). 
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A Figura V.2.b apresenta a distribuição de tensões para 

estados de equilíbrio descritos anteriormente. Verifica-se que 

os estados de equilíbrio dados pelos pontos 'l' e '2', estão as­

sociadas distribuições de tensões que apresentam valores máximos 

inferiores ao valor máximo encontrado para o estado pós-crítico 

perfeito dado pelo ponto '3'. Deve-se notar ainda que as largu­

ras efetivas e consequentemente as tensões máximas, associadas 

aos estados dos pontos 1 1 1 e 1 2 1 são respectivamente maiores e 

menores do que as correspondentes ao estado do ponto '3'. 

O mesmo padrão de comportamento para distribuição de 

tensões ocorre para os estados 1 4 1 e 1 5 1 quando comparados ao es 

tado '6', conforme mostra a Figura V.2. 

Com o intuito de exemplificar quantitativamente o expo~ 

to acima e ainda com o intuito de chamar a atenção para as dife­

renças conceituais entre as presentes proposições e as prescri­

ções de norma, apresentam-se a seguir,uma comparação entre os 

valores teóricos obtidos com a presente análise e aqueles obtidm 

das normas AISI/80 (33) e AISC/78 (34), relativa a largura efeti 

va de peças enrigecidas. 

Critérios para a obtenção de o , utilizados nos exem max 

plos que se seguem, 
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(i) Tensão normal máxima em uma placa isolada 

b b 
· 1 

FIG. V-3. DISTRIBUIÇÃO DAS TENSÕES 

Após inúmeros testes em placas simplesmente apoiadas, 

GERARD (31), propôs a seguinte relação entre o e o , confor-max y 

me mostra a Figura V.3, 

o = 1,42 [b.b max 
(V-1) 

(ii) Largura Efetiva 

--~ -- ------- --- --- 1:.: []]]] 
b i---------------"----b -~I I b -1 

FIG. V-4. 
~ 

DISTRIBUI ÇAO DAS TENSÕES 
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VON KÁRMÁN (32), propÔs qll&' as faixas (1/2 be) fossem 

( V-'2) 

consi 

deradas como uma placa retangular de largura b , conforme Figu­
e 

ra V.4 e ºy fosse a tensão crítica para a placa simplesmente a-

poiada quando 

ºcR 
e 

= a = y 3Cl-v 2
) 

( h 
b 

e 

) 2 (V-3) 

entretanto, a tensão crítica para a placa simplesmente apoiada 

de largura~' é dada por 

3(1-v 2
) 

( 0 cr = 
h 

b 
(V-4) 

das equaçoes (V-2), (V-3) e (V-4), obtém-se a expressao de ºmax 

onde 

a max 

c = 

= c h ( 
b 

TI 

E 

[
. ;-1112 
3(1-v 2 ~ 

(iii) Normas de Projeto AISI (33) e AISC (34) 

b 
e 

h 
= E 1. 9 ( 

ºy 

0.415 

b/h 

(V-5) 

) 1 / 2 J (V-6) 
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da equaçao (V-2) 

a max = 
1,9 

b/h 

0.415 

b/h 0
Ey ) 1 / 2 J ºy 

(V-7) 

EXEMPLO 1: Considerando o nível de carga do mínimo pós-crítico 

relativo ao ponto 1 ~vide Figura V.2.a), para 

a. caso perfeito: A= 1,128, A= O e B = 0,332 

(ponto 3) 

22,059 MPa 
b 200 a = e µ = = y h 

[ 2~0 

2xl0 5 
- O , 8 5 

Eq. ( V-1) : o = 1,42 ( ) 1 / 2 

max 22,059 
22,059 = 16,67 

Eq.(V-5):o = 1,924 
max 

1 

200 

( 2xl0 5 

22,059 
) 1 / 2 22,059 = 20 ,20 MPa 

MPa 

Eq. (V-7): o max 
= 1, 9 

200 

( 2xl0 5 

22,059 
)' / 2 G- 0,415 ( 

200 

2xl0 5 

22,059 
)

1 1~ 22,059 = 

= 16,01 MPa 

b. caso imperfeito: 

(ponto 2) 

K = 1,12s, A= 0,349 e B = o,oso 

Ao = 0,031 e Bo = 0,001 



a = 21, 2 2 MP a 
y 

e 
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µ = b = 200 
h 

Eq. (V-1): a = 1,42 
[ 

1 ( 
- O , 8 5 

2xl05 )1/2 21,22 -- 6 30 wp 1 , ,-i a 
max 200 21,22 

Eq. ( V-5) : 1,924 1 ( 2xl0 5 
) 1 / 2 21,22 19,82 MPa (J = = 

max 200 21,22 

Eq. (V-7): 1,9 ( 2xl0 5 
)1/•[1- 0,415 ( 2xl0 5 

) l / 2 21,22= (J = max 200 21,22 200 21,22 

= 15,63 MPa 

EXEMPLO Z: Considerando o nível de carga do mínimo pós-crítico 

relativo ao ponto 4 (vide Figura V.2.a), para: 

a. caso perfeito: Ã = 1,253, A= O e B = 0,656 

(ponto 6) 

Eq. ( V-1): 

a = 27,931 
y 

(J = 1,42 
max 

e 

[ 2~0 

µ = 
b 

h 
= 

( 2xl0 5 

27,931 

200 

l / 2 ' J O 8 5 
) 27,931 = 19,09 MPa 

Eq. (V-5): 1,921 1 ( 2xl0 5 
) l / 2 27,931 22,735 MPa (J = = 

max 200 27,931 

Eq. (V-7) : 1,9 ( 2xl0 5 )1/·G- 0,415 ( 2xl0 5 
) l / 2 27,931 (J = max 200 27,931 200 27,931 

= 18,51 MPa 

= 
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b. caso imperfeito: ' - 1 253 -A= 0,854 " - , , e B = o,298 

(ponto 5) A0 = 0,304 e B0 = 0,068 

ay = 25,858 MPa 
b e µ = = 200 

Eq. ( V-1) : 

Eq. (V-5): 

Eq. ( V-7): 

a max = 1,42 [-
1
- ( 

200 

a = 1,924 max 
1 

200 
( 

a max 
2xl0 5 

25,858 

= 17,66 MPa 

h 

2xl0 5 

25,858 

-i o as 
) 1 ! 2 - , 25,858 = 18,26 MPa 

2xl0
5 

) 1 12 25,858 = 21,87 MPa 
25,858 

0,415 ( 

200 

2xl0 5 

25,858 
) l/J 25 ,858= 

Nos exemplos apresentados foram utilizados para cálcu­

lo (no caso de plaaas imperfeitas) os pontos limites '2' e '5' 

que embora associados à cargas idênticas àquelas dos mínimos 

pós-críticos (vide Figura V.2.a) ocorrem para deslocamentos ba~ 

tante inferiores àqueles dos pontos 'l' e '4', respectivamente. 

Isto fortalece a presente previsão teórica da: instabilidade e­

lástica antes do colapso plástico, já que os deslocamentos en­

volvidos ocasionam somente pequenas deformações. 

Em resumo, a presente proposição seria a aplicação nao 

do conceito de tensão admissível largamente utilizado nas nor­

mas, mas sim de instabilidade elástica e tensões associadas, fa 

cilmente estimadas em calculadoras eletrônicas portáteis (no ca 

so utilizou-se HP-41C) conforme programa apresentado _em anexo. 
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CAPfTULO VI 

CONCLUSÕES 

O comportamento não-linear elástico de placas esbeltas 

sob os efeitos das imperfeições iniciais e acoplamento de modos e 

analisado no presente trabalho. 

Através dessa análise sac detectados pontos de bifurca­

çao secundária ao longo do caminho fundamental imperfeito de e­

quilíbrio que podem ser de caráter estável ou instável. 

A análise qualitativa e quantitativa e todos esses re­

sultados vem demonstrar que mesmo para geometrias práticas uma 

placa (isolada ou componente de estr~tura laminar associada) sob 

compressao axial, pode perder sua estabilidade ainda em regime 

elástico e portanto antes da ccorrência de colápso plástico. 

Em resumo, o presente trabalho propoe a aplicação dai~ 

vestigação da instabilidade elástica sendo, consequentemente,co~ 

trária a simples aplicação do conceito de tensão admissível (ba­

seada na garantia de um comportamento pós-crítico estável da te~ 

ria clássica) largamente utilizada como prescrições nas normas de 

projeto. 
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NOMENCLATURA 

a comprimento da placa 

A amplitude de deslocamento na forma simétrica 

Ao amplitude de deslocamento inicial na forma simétrica 

A, Ao parâmetro das amplitudes e imperfeições iniciais na for­

ma simétrica 

cAb valor do parâmetro de deslocamento no ponto de bifurcação 

secundária 

Ab parâmetro de deslocamento no ponto de bifurcação ao longo 

do caminho imperfeito de equilíbrio 

A~ parâmetro de imperfeição crítica inicial 

b largura da placa 

B amplitude de deslocamento na forma antimétrica 

B 0 amplitude de deslocamento inicial na forma antimétrica 

B,-13 0 parâmetro das amplitudes e imperfeições iniciais na for-

ma antimétrica 

cBb parâmetro de deslocamento no ponto de bifurcação secundá-

Bb parâmetro de deslocamento no ponto de bifurcação ao longo 

do caminho imperfeito de equilíbrio 

B~ parâmetro de imperfeição crítica inicial 

dx dy dz diferencial em relação a x,y,z 
' ' 

D rigidez de flexão da placa 
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E módulo de elasticidade longitudinal 

constantes das equaç6es algébricas não-lineares 

G1 ,G 2 constantes da parcela quártica da variação total da ener­

gia potencial total 

h espessura da placa 

H1 ,H 2 ,H 3 ,H 4 constantes das equaçoes algébricas não-lineares 

J constante auxiliar 

K rigidez de membrana da placa 

m numero de meias-ondas senoidais na forma antimétrica 

n numero de meias-ondas senoidais na forma simétrica 

n' componente linear da carga externa aplicada 

n" componente quadrática da carga externa aplicada 

cargas externas uniformemente distribuídas aplicadas 

no plano médio da placa 

componente fundamental da carga externa aplicada 

p pressao lateral aplicada sobre a superfície da placa 

p parâmetro de pressao lateral aplicada 

p* parâmetro de pressao lateral crítica 

'.1F, UI .. campo de deslocamentos fundamental e incremental 

U, V, W deslocamentos nas direç6es dos eixos x,y,z 



101 

u energia de deformação elástica 

UM energia de deformação elástica de membrana 

UF energia de deformação elástica de flexão 

V energia potencial total 

6V variação total da energia potencial total 

V1 ,V 2 ,V 3 ,V 4 parcelas da variação total de energia potencial, re~ 

pectivamente, linear, quadrática, cúbica e quártica 

x,y,z coordenadas do sistema cartesiano de eixos 

wT deslocamento total normal à superfície média da placa 

w deslocamento inicial normal à superfície média da placa 

w 0 deslocamento inicial equivalente normal à superfície média 

da placa 

WEXT trabalho realizado pelas cargas externas aplicadas 

a,S constantes auxiliares 

y razao entre os lados da placa (a/b) 

Yxy'Yxz'Yyz deformações específicas de cisalhamento em coorde­

nadas cartesianas 

Yxy'Yxz'Yyz deformações de cisalhamento em um ponto qualquer da 

placa 

F F F 
Yxy'Yxz'Yyz deformações específicas de cisalhamento no estado 

fundamental 

I I I 
Yxy'Yxz'Yyz deformações específicas de cisalhamento no estado 

incremental 
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Yxy' Yxz' Yyz deformações específicas de cisalhamento incluin­

do imperfeições iniciais 

componentes lineares das deformações específicas 

de cisalhamento 

componentes quadráticas das deformações específi­

cas de cisalhamento 

o variação das parcelas da variação total da energia poten­

cial 

E tensor de deformações em coordenadas cartesianas 

Ex,Ey,Ez deformações específicas normal em coordenadas cartesi­

anas 

E . , E , E deformações normal em um ponto qualquer da placa 
X y Z 

F F F Ex,Ey,Ez deformações específicas normal no estado fundamental 

I I I E ,E ,E deformações específicas normal incluindo imperfeições 
X y Z 

iniciais 

E' E' E' componentes lineares das deformações específicas normal 
X' y' Z 

E" E" E 11 componentes quadráticas das deformações específicas 
X' y' Z 

normal 

A carga total aplicada na placa 

A parâmetro de carga total aplicada 

Ac carga crítica total 

Ac parâmetro de carga crítica 

A parâmetro de carga crítica mínima c . 
min 
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1! parâmetro de carga crítica relativa ao modo simétrico 

A~ parâmetro de carga crítica relativa do modo antimétrico 

cAb parâmetro de carga crítica no ponto de bifurcação ao longo 

do caminho perfeito de equilíbrio 

Ab parâmetro de carga crítica no ponto de bifurcação ao longo 

do caminho imperfeito de equilíbrio 

µ razao entre a largura e a espessura da placa 

v coeficiente de Poisson 

a ,a ,a 
X y Z 

tensão normal em coordenadas cartesianas 

tensões normal em um ponto qualquer da placa 

, tensor de tensões em coordenadas cartesianas 

'xy''xz''yz 

'xy''xz''yz 

tensões de cisalhamento em coordenadas cartesianas 

tensões de cisalhamento em um ponto qualquer da 

placa 

~ função de tensão de Airy 

~h'~p soluções homogêneas e particular da função de tensão de 

Airy, respectivamente 

mudanças de curvatura da superfície média da placa 

em coordenadas cartesianas 
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mudanças de curvatura da superfície média da pla­

ca no estado fundamental 

mudanças de curvatura da superfície média da pla­

ca no estado incremental 

componentes lineares das mudanças de curvatura da 

superfície média da placa 

mudanças de curvatura da superfície média da pla­

ca incluindo imperfeições iniciais 

energia potencial das cargas externas aplicadas 

operador bi-harmônico ( 
d 4 

+ 2 a• 
+ ) 

OBS.: os símbolos seguidos de',' e das coordenadas do sistema 

cartesianas, representam as respectivas derivadas parciais. 
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91 / 

94 + 

'3h STü fi8 
'37 f:C:L. 1 ~ 

99 _/ 
10tJ Xt2 

G-~ ,; .__,._; 1 

~E, T 

07 :r: 

~B S4 

·-· 

106 

112 Siü 1~d 
113 !?CL L, 

;;;; . 
j i-.1 i 

l16 tl·2 
117 S1ü ~-~ 

.; '); ; 
i,:.. 1 :, 

125 1 

12B STü 1jt, 

129 ~:CL t3.3 

133 tA 

145 :;,: 

!47 -

l5i RCL §0 

153 64 

155 
! 5E, STü .02 

158 f.'.CL 24 
159 64 

162 STü 07 
lE.3 RCL 24 

· 168 RCL 24 
IE.9 * 
17€1 4 
171 / 

17--S RCL 23 

175 i 
176 + 
177 Xt2 
178 t.:CL 23 
1 ?9 * 

ã i); i 
l'-' J. •• 

182 Si!:; 0'1 
133 F~;? et 
i84 RTr·i 
i35 STOP 
1S6tLBL ~1:i 

189 :;10 19 
i 9fi "B" 
191 PRmWT 
192 :)TO 1B 
193 "Hü' 

196 "H" 
197 P~'úFiPT 
1 ·3;3 STJJ it 
199 "Ft" 
20~ Pf:üMPT 
201 STü ij~ 

202 "I" 
,:;'Fj.J fi''.iJrit' i 

204 STü 23 

2~6•LBL !ll 
207 RCL k 
208 ,,2 

21 -
21 f:C.L 16 
2í 

21 
21 ~:CL if 

21 X1"2 
22 -



. -·- --"-- ----
221 RCL ,;; 

225 + 
226 RCL 16 

,:_.j,:'._ -

236 )j; 

2~7 T 

23;:; t.CL 16 

24 ;:e;.. ti4 
-~42 *· 

244 P.GL 0ti 
c·45 RCL 1t, 

247 -

2t.1j :f. 

2,; 1 ;.CL ft, 

..:f4 \"1'? 
2S5 RC_ í7 
2f":. ;;L 

271 * 

r4 Ri::i_ 1f 
275 * 
276 RCL u 
277 RCL 19 

:::;:;i :;;-. 
:::~::= RCL 6;:_ 

.•,,-, A 

.:_,:."-! ,.. 

2;35 ?Ci.. í. ::; 
2:?cf, ~:CL i 'j 

r-1•. * 

i_jl;'•"t._'.:,L tE 
29",~ R(.L 1 t, 

3f} ~: 
3Bt, f;CL 

3f::; ?CL í. '1 
10·;- :z:t2 

'1i ·: ·,\· 
·..?l ;_ 

316 QCL ~E 
317 • 

.320 + 

324+LBL 134 
._;(..J k'..,L t,;:_ 
326 RCL t13 

328 2 
32'j * 

333 i, 

335 RCL 
336 • 

107 

337 RL:L 63 
338 * 

,.4.i + 

346 * 
347 RC:L 16 
],f) ~ 

:;49 RCL 
35(1 t 
3~,1 RCL í 7 
352 RCL ;,:, 

354 RCL f3 

J5o -

·-··-· \ ~· 

365 -

·'-' ,±-"·'' ~-
3ft: Vi:L 16 
3t:7 X1-2 
3?tl RCL l 7 

.5{J ?CL 07 
374 * 
375 T 

380 + 

38E,tL8L i57 
3:3; "i:W='· 
3.g:; P.c;:; 
38'3 Pf:ü~PT 
39t1 STú i 7 

393 RCH 
:r~4 PRüriPT 

--- ----- .,,..,.~- - -- -

395 SIO i9 

398tLBL tj8 

3'H 11 

·.~37 iK:H 
4138 ~ B=~ 
4139 HRCL 18 
4;ü HCH 

·~i2 RTN 
't 13$,LBL 0·; 
41-t H~CL :~; 
4;5 HYIE~ 
4~6 RTfi 

418 T.<=Y? 
-1'9 :.:{/i 
~2tl 1 E-5 

-~)5 STO 18 
-.2t =Hi3=" 
... 27 HCk 
..;.2B PRüMPT 
429 STü i7 
,Qij HC:z; 
4:::1 P.Bt-' 

434 PRüfiFT 
- -.~ ,•,-,..-. '.·. 
.:..D ::,/iJ 1·; 

43;:: rlii';i 

41t: RGL 1.:.. 

.,.,,'.2 GTü 19 
·º 4J ~CL 0i 

~45 -

447 -

451 RCL 19 



453 2 
454 ! 

45J RCL :32 

457 T 

463 EHTEiH 
464 3 
465 i 

466 Yl\ 
4E,7 ~'.GL 24 

4!:·'1 3 
4 ',l ,, 

~.71 f'.CL BD 
47 t f:CL ti2 
4 (.j -

474 ~'.CL l'::' 
475 ~:r2 
,.._. 1::· ~-

i,7? + 
i 7;j R!:.L 04 

483 2 
..,.B4 -;.. 

~·3~ 3 
471_ * 
4·?2 .-' 
4'.;'7, * 

..! "'i ~ '(!):; 

.;,q1... ~'Ct ijJ 

503 RCL &5 
-.ii:J.i. * 
~~5 RCL 23 
5§6 2 
5f7 * 
5~8 _.... 

5 i T'i'X 
S 2 STO 

;; ';; -~ 
.... 1 ·J '!• 

;; '.-. . _; it• ~= 

520 3 

522 YtX 
523 STü i8 
524 XE!t 61 
.525 R(.L i 6 
52& ..,. 

52B•i..BL 21'.i 
529 11 
J.jtl !·h .. CHt.: 
5:31 "t):::~ 

~33 UCA 
5.34 AtlV 

53? HCH 
538 ~ 1Bb=~ 

5L:3+i..BL 1 S 
544 fCL 17 
545 STO iti 

547 STO 17 
:,4g RCL üi 
54·7 RCL 07 

551 ~CL fl8 

553 STü 
.S54 -2 
555 *-

=;;· .•.. _.,:, ..,. 

"5'3 RCL 1 ;:1 
;it,ij :.: 

561 L5 

~ . - " .. .- ~.:_, iT,; 

565 :t. 

566 .3 

108 

569 -

571 + 

577 ~ 

578 3 

58i RCL B::; 
5f2 + 

585 STü 23 
s::;6 27 
587 * 

~:3·7 1:r2 
:19Çi :t: 

592 / 

599 CHS 
t,01,} Sf!Vi 
601 STú 19 
602 "B0*:::~ 
68.3 HRCL i 9 
664 }{\! it~ 

-· ,,,-, •• 
i::,;:; 7 ' 

dS STü 18 
616 Kf:L 05 
617 RCL if1 

520 -2' 
621 * 
622 .' 

624 1/ 

626 ST lt, 

628 RCL 18 
629 ,... 
E.:30 $TO ti& 

633 RCL 1f 
634 i 

635 STO 30 
-~ , .. • i i 
1].jQ i i 

637 HCCHR 

63'3 A~·CL 06 
t,.:.ü HCR 
64i "1 Bb:::" 
642 RRCl 1B 

,J44 rrnv 
645 STOP 

647 XEQ 66 
648•U::L í~ 
649 XEQ fH:0 
650 S!O 22 
651 RCL 16 
652 ~ 

655 S/t 22 

65'1 XEt} B4 
E,60 srn 20 
t.61 RCL iH 
662 * 
663 ST- 24 
664 ft) ~2 
6&5 RGL 2§ 
666 X{ /f 

'569 :..HS1} 
67~ RCL lt, 

672 Sl- 21 

674 Si/ 22 

E.h; fCL 21 
679 ABS 

. 68i3 ii:'.Eü 13 
6Bi X>Y? 
682 GTO 4 



t:35 R-i:L 2·t -
t.-::6 sr+ ~~ 
687 GTO 12 

E.89 XEQ ~f; 
i:8~1 KCL 23 
bYi i)T+ ii:, 
t/32 GTJJ 12 
t.'33tLBL 1 
6'?4 XEG tlf 
6'35tLBL 15 
6'31:, XEQ ~5 
ç.,'?7 ::;Jü 22 
t,;'8 ~CL lf 
d9 • 
7H: STO 24 
,,,. XEQ "' 
702 ST* 2:~ 
r;:)3 RCL !8 
704 :t: 

:f::3 STú ~::. 
706 ',;tQ t53 

?;h :3T- 24 
71;: gtf~ 82 
71~ RCL 21 

- ' 

11,:. LP.f:I";-: 
7~7 ~'CL l6 

'"'· -. ST- tt 

-~/. RCL 24 
7~1 ST! 2t1 

"'2~ ~iL 2i. 
1- -,;-,,-. 

~ ,-n:::,.:::, 

<° 2:-, HB:~; 
;2: ~:EQ í3 

-13tt.BL 16 
"'.'--;. XEG f1B 

::::rn :.T.;. ~-'.· 

/3:~ 
74[í ,,:f.J, 

109 
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