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"SI NOPSE

Analisa-se o movimento e estuda-se a estabi-
lidade dinamica de uma haste na presenca de aceleragac centripe-
ta e de Coriolis. Serac estudados os casos de uma haste rigida,
e uma haste flexivel, ambos simplificados para um modelo de ape-

nas um grau de liberdade.

As equagoes de movimento que podem ser estabe
lecidas pela mecanica newtoniana ou lagrangeana, resultam em equa

coes diferenciais nao lineares de segunda ordem.

As regioes de estabilidade do movimento do
sistema sao determinadas aplicando o critério de Ljapunov; a ani-
lise do movimento pode ser feita no plano fase, pois existe a in

tegral da equagac de movimento,

Sac apresentados alguns resultados numéricos
relativos ao problema da determinacao das curvas integrais, no

caso da haste elidstica.
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“ABST R ACT

The dynamic stability and the analysis of
motion of a bar under the action of centripetal and Coriolis
acceleration is investigated. A simplified one degree of
freedom model is used for the cases of a rigid and a flexible

bar.

The equations of motion may be established
by Lagrangian or Newtonian Mechanics and result in non-linear

second order differential equations.

The stability regions of the motion are
determined by the criterium of Ljapunov; the analysis of motion
is done in the phase plane where one can integrate the equation

of the trajectory.

Some numerical results are presented related

to this integration in the case of the flexible bar.
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CAPTTULO 1

INTRODUCAD.

Nos.ﬁltimos anos tem sido dada uma crescen-
te atencac a problemas de estabilidade dos mais variados tipos.
Enquanto por um lado se estuda os problemas estaticos, partindo
de uma estrutura em repouso edando lugar a situagoes onde pode '
haver flambagem, por outro lado se desenvolvem os problemas dina
nicos, que sao sistemas em movimento, sujeitos ou nao a acao de

esforcos externos e cujo comportamento deve ser conhecido.

Na evolugﬁo da pesquisa espacial e na ten-
déncia em aumentar sempre mais a velocidade dos corpos em movi -
mento & justificada a necessidade do cuidado que deve ser dispen

sado ao estudo da estabilidade dinamica.

Na analise do comportamento de éistemas glo
bais, como por exemplo um satélite com apéndices flexiveis sob a
acao de um certo spin, veja (Meirovitch’), e que resulta num sis
tema hibrido, com equagoes diferenciais ordindrias e parciais, é
importante se ter conhecimento do qﬁe Qocorre em casos mais sim -
plificados. Consequentemente, a partir deste trabalho, podem nas
cer idéias para se tratar o primeiro caso. Desta maneira se pas-
sa a encarar os casos de placas e hastes sujeitas a movimento de
rotagao. Em problemas dindmicos, onde a forga centrifuga oriunda
do movimento circular age como um esforgo de tragao, portanto nao

& provocada a instabilidade.Isto ocorre com um disem comum furocen



tral, em rotacao, apoiado ao longe da borda deste furo. O caso'
no qual a forca centrifuga age como forca de compressao, por e-
xemplo, & do mesmo disco em rotagao,sd que apoiado na borda ex-

terna,, Este problema foi estudado primeiramente por (Prato?).

Neste trabalho, se estuda, essencialmente,
o movimento de uma haste com a massa concentrada em sua extremi
dade livre e sobre a qual a forca centrifuga age compressivamen
te. Essa forga tem origem no movimento de rotagao do ponto de a
poio aa haste, como mostra a (fig.l). As deformagoes poder ser
consideradas no plano de rotagao e para fora desse plano. Saben
do-se da existéncia de um valor critico, para a for¢a de compres
sao (novamente o caso de flambagem), pode-se extrapolar é exis-
téncia de uma rotagao critica. AI termina a anologia com o pro-
blema estatico, pois o movimento de haste no sistema em rotacgao
d3 origem a um novo tipo de esforgo, que no sistema de referén-
cia utilizado se caracteriza como proveniente da aceleragao de
Coriolis a que estd sujeita a massa. Este efeito se manifesta &
uma maneira muito curiosa na equagao de movimento, éue perde, a

custa dele, a sua linearidade.

Investiga-se o movimento da mencionada par
ticula, presa na extremidade de uma haste rigida ou flexivel,sem
pre delgada e de massa desprez?vel. O deslocamento da massa de
sua posicao de equilibrio, & pequeno comparado ao comprimento da
haste. As egquagoOes de movimento podem ser obtidas pela lei de
Newton,através de um estudo mais detalhado das forcas envolvidas,

ou entao pelo método de Lagrange,através das energias cinética






e potencial (inclusive de deformagio).

A equagao nao linear de movimento, de um
dado sistema & estudada no plano fase, enquanto o estalb de equi
librio e a estabilidade sao verificados pelo criférioc de Ljapux
A trajetdria no plano fase, pode ser obtida por integragao sim-

ples, nao apresentando grandes dificuldades numéricas.

Em outros capitulos s3ao desenvolvidos oS
diversos aspectos do problema, até onde se acredita ser razoid -
vel sua solugao pelo proveito que dela se tem, em fungao do es-
forgo aplicado. Partindo deste raciocinio, para o estudo dos fe
nomenos basicos do problema, por exemplo, nao € adequado  usar
uma haste com massa distribuida, pois o sistema é descrito por
equagoes integro - diferenciais parciais, com condigoes de con-
torno um tanto mais complicada. Sua solugao ira, provavelmente,
apenas resolver o problema especifico, sem apresentar novas o-

corréncias fisicas ao que se obtem de um modelo mais simples.

Inicialmente, se estuda o casb de uma has-
te rigida e ligada por uma mola, a superficie de apoio, -depois
uma haste flexivel, engastada perfeitamente. A massa se deslo-
ca, ou no plano de rotagio ou ortogonal a ele, sendo considera-

do diversas possibilidades face ao centro de rotagao.

Finalizando, hd de se ressaltar, que nao
se procurou resolver especificamente um problema com existéncia
fisica definida, porém se pretendeu, através do modélo simpli-

ficado assumido, captar as caracteristicas basicas de um fendme



no. Para se sentir possiveis campos de aplicagao, cita-se o ca-
so de estag6es orbitais com certo spin, e o caso de ultracentri
fugas {para purificagao de uranio), onde a velocidade de rota -

¢ao atingida vai a valores altissimos.



CAPITULO T1

ESTUDO DA HASTE RTIGIDA

2.1 - EIPOTESES

Estuda-se o movimento de uma haste rigida,
com a massa concentrada em uma das extremidades, e fixada elas-
ticamente pela extremidade oposta na parte interna de um anel

rigido (fig. 2.1).

O anel executa um movimento de rotagdo em
torno de um eixo vertical, que passa pelo seu centro. O movimen
to da haste estad restrito ao planoc do anel e & iniciado por um
deslocamento da posigao de equilibrio. Examina-se o movimento e
as regices de estabilidade do sistema em fungdo da velocidade '

angular do anel.

Nao seraoc considerados efeitos de amorte—

. cimento de qualquer espécie no movimento da haste.

2.2 - EQUACAO DO MOVIMENTO DA HASTE

Considera-se a haste sem massa prdpria, de
comprimento p com a massa m concentrada numa extremidade, na
outra extremidade uma mola linear de rigidez torsional K, Ppren
de a haste ao anel. R & o raio do anel, isto &, o raio do movi

mentec do ponto de fixagao da haste.



fig. 2.



Sera aproveitado este exemplo simples para
a obtencao da eguagao de movimento por dois processos diferen -
tes. O método baseado nas equégaes de Lagrange, que trata o sig
tema de um ponto de vista global, e o baseado nas leis de
Newton que levam a uma compreensao fisica mais profunda do sis-
tema, fato que nos sera util, posteriormente, no tratamentoc da

haste elastica.

Inicialmente o modelo matemdtico serd obti

do pela equacao de Lagrange (Meirovitch?)

d sL L
— —3 -_-Q_

. r
dt aq; o

i,.= 1' 2' see Il (2-2-1)

onde, para um sistema considerado

L=T-V ... Lagrangeano

T eeeusssesss Energia cinética
V ¢eeeeeveess Energia potencial
Qj++++r+ses.. Forga generalizada

yeeveovecens Coordenada generalizada

N veseevssrss NOmero de graus de liberdade

No caso ndoc hd forgas n3o conservativas,
pois foi desprezado o amortecimento, e portanto Qi = 0. Além
disso, s0 hd um Gnico grau de liberdade, pois a rotagao do anel
& prescrito. Logo, chamando de B, © desvio da haste de sua

posigcao de equilibrios



a energia potencial vale:

v =L g o2 (2.2.2)
2 t 71
e a energia cinética:
T = 1 m v2 ; (2.2.3)
2 .

onde v & a velocidade absoluta da massa. Para a sua determi-

nagao define-se os seguintes sistemas de referéncia:

Primeiramente o inercial com origem no cen
tro do anel O , de eixos x, y, z, (fig. 2.2.1) com os veto -
res unitarios N, ny, nZ respectivamente; o outro com a origem
0l no ponto de apoio da haste no anel acompanha o movimento de
rotagao do anel e tem ¥, na diregado da haste em sua posigao

de equilibrio, yy no plano do movimento e z, Sempre paralelo

a 2. Seus vetores unitarios sao:

nxl_= - COS B n, - sen 8 nY

N v N,

n_ = sen 6 n. - CcOSs 6 n {2.2.4)
Yy X v

y 4Vl y

n = n



2.2.1

Wy

N1y

a3

2.2.2

LN o]

ol



11

Para obter as expressoes de

3 = R cos#é qx + R senég py e
ny Y y
P = cos.el nx + p senel ny
. e +1
n 4" V)
no sistema inercial substitui-se os wvalores de n, e nY da-
-1 <1
dos por (2.2.4) e obtem—se: v v
p = —p (cos 8 cos ©, ~ sen 6 sen §,) n, -

ou

ocu

P
N

-p (sen 8 cos 6; + sen 6, cos 8) n

Y

v
-pcos (8 + el) n, - ¢ sen (8 + el) QY
gt u

(2.2.5)

O vetor posigac da massa m & portanto,

R+ p , (fig. 2.2.2)
" "

[} cos8 - pcos (e+BlEIpnx + [? senf - psen (B+e£ﬂ J
n

(2.2.6)
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Se o sistema 0x,y,2,, estd girando com

velocidade angular 6 = w, o vetor velocidade de P, onde se con

centra a particula de massa m & dado por:

dr
v..-:—"",— =v. n + v '
A, dt X 15 Yy ,y
e vale:
v = [-R é sen 6 +p (8+8,) sen (8+8.)| n +
n 1 l__ X
+|R é sen 6 - (é+é ) cos (6+46.)}] n
|: 1 L B 4
(2.2.7)
0 mddulo da velocidade v2'= vi + v§ ¢ dado
por:

- - - 2 L ] - L
V2‘= R282 + pz (e+el) - 2Rpb (e+el) cos el

(2.2.8)

e portanto a energia cinética total do sistema, lembrandc que a

haste & suposta sem massa, fica,

2

T = 1 m [%292 + p2 (e+el) - 2Rpb (e+el) cos eé]
2

(2.2.9)
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Como ja foi mencionado anteriormente, devi
do o sistema se movimentar em um plano horizontal, a energia po
tencial total se reduz & ehergia elastica acumulada na mola de

rigidez torsional K., ou seja

_ 1 2
vV = " Kt 8, (2.2.10)

Tem-se portanto o Lagrangeano.

2.2 2 - » 2 L] - -
m {R"8™ + ¢ (e+el) - 2Rp® (e+el) cos 84| -

=
Hi
[

- 1 g ei , (2.2.11)
2 t
e as derivadas
8L _ mR é (é+é ) sen 6, - K_ #©
' P 1 1 t °1 7
861
3 ._ 2 " = L ]
— =m p (a+el)-mee COSBl,
20
1
a 3&—'= m p2 (e+el) -mRop 8 cos el + mRp 8 el senel
dt 361

Substituindo os valores das derivadas do Lagrangeano na equagao
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de Lagrange, dada por (2.2.1), se obtem

R 2 . _ B _ - .
el = 8° sen el + —-; Bl = (= cos el 1) »
P mp p

(2.2.12)

Vamos, inicialmente, considerar o caso de

um sistema nao perturbado, isto &€, com a rotagao.

8 =w =ct® e 8 =0 (2.2.13)

o que & bem conveniente para o estudo da estabilidade. Posteri~
ormente teceremos alguns comentarios sobre O que ocorre sem es-

sa restrigao. A equagao torna-se finalmente:

R 2 _
91 - — u sen el + — Bl =0 (2.2.14)

uma equacgao diferencial nao linear em 8, ja que ainda nao foi

feita a limitagdao a pequenos desvios da posigao de equilibrio.

Outra maneira pela qual se ira chegar &
mesma equagao serda fornecida, neste caso simples, pela aplica -
gao direta da lei de Newton (Housner“), que para uma particula

€ a conhecida relagao:
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(2.2.15)

2. F

i
=
S o

Na figura (2.2.3) & mostrado as componen~

tes da aceleragao absoluta a a que esta sujeita a massa m '
ny

com a haste vibrando e girando em torno de 0.

Foi usada a decomposigao

(2.2.16)

onde aP e aol

vamente e ap /0 & a aceleragao de P num movimento em tor-
1
no de 0l hipoteticamente fixo. Este € um movimento circular e

sao as aceleragdes absolutas de P e 0, respecti-

a aceleracgac neste caso € escrita em termos de componente nor-
mal e tangencial, A velocidade com gue é executado este movimen-
to, usado como um passo intermedidrio para uma solugdo mais sim
ples, vem a ser a velocidade abscluta de rotagao da barra. Ela
se compoe diretamente das duas velocidades de rotagao (é+él) n,
e portanto a componente normal da aceleragao & (é+él)g e a tagi
~gencial (b;bl)p. Por outro lado o movimento de 0, também & cir-

cular e as duas componentes de aceleragaoc estao indicadas na

(fig. 2.2.3).

Isclando agora a massa m da ponta da barra

e anotando as forgas que agem (fig. 2.2.4) pode-se aplicar a lei



2.2.3

g
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de Newton, equagao (2.2.15). Fazendo-o inicialmente para a mas-
sa, em termos de componentes, segundo as duas diregoes ortogo -

nais indicadas.

‘— " e 8w _ '2 —.. T
F=mnm [}B+Bl)p 8° R senel 8 R cose£
| _ (2.2.17)
. - - 2 I2 . e
N =m E(a+el) p+ 87 R cosel -8 R sen6:L

Por outro lado para eliminar as forcas in-
cognitas, deve-se aplicar a mesma lei & haste. Considerando - a
comoum corpo planc com movimento de rotagEo nesse plano, tem-se

também pela lei de Newton aplicada a este caso:

s MG'= IG . a
(2.2.18)
> F=nma
N G

onde ¢ Indice G indica referéncia ao centro de massa da haste.

Sendo porém a massa da barra desprezivel ,

isto e, Io= 0 e m=0. A primeira equagao de (2.2.18) leva a

equagao de movimento, ou seja

SM, =0

ou -Fp + M =0 (2.2.19)



18

Por ter sido desprezado o efeito do amorte-
cimento na articulagao 01, entao o momento M provém apenas da

forca de restituigao da mola.

M=K_e (2.2.20)

que tinha sido suposta linear.

Substituindo agora os valores de F e M ,

obtem-se

R 2 t _ (R _ ..
8, oW sen 6, + ;;5 6, = ‘p cos 8, 1) 8 (2,2.21)

as outras equagoes fornecem as relagoes de apoio em 01.

A equagao (2.2.21) obtida pela lei de New-
ton, evidentemente & a mesma obtida pelo método de Lagrange ...

(2.2.12).

2.3 - APROXIMACAO LINEAR, ROTACAO CRITICA

Para pequenas oscilacdes da massa em torno
da sua posigdo de equilibrio, no caso nao perturbado, represen-
tado pela equagdo (2.2.14), faz-se uma aproximagio linear do
problema. Com sen 6;=86, a equagao do movimento da massa m

fica:
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* & K
6. 4+ ( —— - R w¥)yse. =0 (2.3.1)
1 2 1
mp p

Deve-se observar que a solugao da equacac
acima (2.3.1) & um movimento oscilatdric simples, desde que o

coeficiente de Bl seja positivo, isto &,

—_—-= x>0 , (2.3.2)

caso contrario, o movimento & instavel, ou seja, uma vez afasta-
do da posigao de equilibrio 6; = 0, ele nao mais ali retorna.
Da desigualdade acima € possivel definir uma rotagdo critica, 1i
mite superior da velocidade angular do anel, onde o movimento os

cilatdrio € possivel, Ela sera

K
vl = £ (2.3.3)
cr mRp :
Aproveitando o raciocinio fisico utilizado'
na dedugac atraveés da lei de Newton e referindo-se a equagao

(2.3.1) e (2.2,17) nota-se gue numa rotagdo superior a critica ,
quando a barra for ligeiramente deslocada da sua posigao de equi
librio, a componente da forga centrifuga, ortogonal 3 ela, exer-
ce um momento maior do gue a mola consegue suportar. O valor cri
tico & aumentado por uma mola mais rigida e diminuida pelos ele-

mentos que compaem © momento, em relagﬁo a Ol, da referida compo
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nente da forga centrifuga, m, R, p. Observa-se inclusive que
mesmo para p > R, isto &, uma haste de comprimento tal que a
massa esteja do outro lado do centro de rotag3o 0, e onde a for
¢a centrifuga tracione a massa, o sistema também pode se insta-
bilizar, inclusive a uma rotagao menor. Referindo-se a (fig;
L]
2.2.4) ve-se que nesse caso somente a forga N muda de sentido

porém o momento de F serd maior.

O movimento oscilatério, em rotagao infe -
Il * . - » - : houg » 0 . »
rior a critica, e descrito em funcao das condigoes iniciais '

(Den Hartog?3)

81 (t) = A cos wq t + B sen ©y t {(2.3.4)
onde
. Kt R 2
w, = —_ - e , e A e B sao determinados em fun-
1 mp 2 p

cao das condigOes iniciais

8, (0) = 810
. . (2.3.5)
8, (0 =8,
Entao como
ei = A Cos @ t + B sen wq t

(2.3.6)

81 = —uy A sen wq t + wl B cos Wy t
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os valores de A e B sao determinados de (2.3.6) com as condi

¢oes iniciais (2.3.5)

A =8, e B = — | (2.3.7)

ou finalmente substituindo na solugao (2.3.4) se obtem:

®10
cos w, t + — sen wy t (2.3.8)

©

6. = 8

1 10

Para finalizar este item vamos retomar a
equagao (2.2.12) e estudar o caso especial de um sistema pertur

bado, isto &, acelerado de uma forma constante

6 = w = ot (2.3.9)

* 8 k N
t _R 2 R .
oy + -2 W) 0y (2 - 1) (2.3.10)
mp [ P

A andlise da rotagao critica & a mesma, al
tera-se por&m a posigdo de equilibrio da haste, ja que a inten-
sidade de perturbagao & constante. Fazendo uma mudanca de varia .

vel
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_ (5-1)5,
6. = 5. + P , (2.3.11)
1 1 K
Xt _R 2
mp?2 o

atraves da qual fica definida a nova posi¢do de equilibrio ....

8. =

1

o

problema vai se reduzir ao caso da equagaoc homogénea ,

(2.3.1), ja analizada. Observe-se que, como & esperado fisicamen

te, o deslocamento e oposte ao movimento el >0 para R > p e

no sentido do movimento para R < p.

2.4 - ESTUDO GERAL DA ESTABILIDADE

Considerando a equacao diferencial ndc 1li-

near (2.2.14), estuda-se seus estados de equilibrio no plano fa-

se, com a ajuda do critério de Ljapunov.

Seja dado o sistema

du

— =Py, v) =rau+byv
dt
(2.4.1)
dv _ -
— =0Q{u, v) *cu+dv
dt

onde u e v sao as coordenadas de ponto representativo no plano

fasge

uv,

P(u, v), Qf{u, v) s3ao fungoes analiticas ndc linea -
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res das variaveis y e v, ea, b, ¢, & s3o os coeficientes da
aproximagao linear dessas funcGes nas vizinhancas de uma posi -
¢ao de equilibrio, a andlise do movimento pode ser feita no pla

-

no fase. A equagao caracteristica do sistema (2.4.1) &

s+ ps+qg=0 (2.4.2)
comp =~ (a+d) e g=ad - cb. A equagao (2.4.2) & obtida

quando se introduz as solugdes

0 = Cl est
(2.4.3)
v = TC1 ESt

no sistema (2.4.1); 1t & um coeficiente de distribuigao; Cl F 0
para excluir os valores triviais ‘u=0 e v=0, Os quais corres -

pondem ao ponto singular tnico do sistema.

Os pontos de equilibrio do sistema sido ob-

tidos qguando se tem

Pla, v) =0
{2.4.4)
Qlu, v). =0

e, sendo (uo, VO) um ponto de equilibrio, entao,
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' = t -
Py lugr v) = a Qu (ugs v ). =¢

(2.4.5)

' - 1 C =
PV (uor VO) b QV (uo. VO) d

Seqgundo um teorema de Lijapunov (Butenin?)'
sobre a estabilidade das posigoes de equilibrio, os pontos con-
tidos no plano pg onde se tem g<0, o estado de equilIbrio '
do sistema € instavel., Parte do plano onde q > O, para p > 0,
o estado de equilibrio do sistema & assintoticamente estivel e
para p < 0 o estado de equilibrio do sistema & instavel. A

(fig. 2.4.1) retrata bem o que foi dito neste pariagrafo.

Para o caso do problema em estudo, serd a-

plicado este teorema de Ljapunov na determinacao das regides de

estabilidade.
Seja a equagac (2.2.14) do movimento da
haste rigida
.. K —
t 8 Rw sen 8, = 0
8., + —= - 1
1 2 1
mp P
introduzindo
91. = u
{2.4.6)
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se obtem,

K : 2 ’ .
v ot o+ B2 o u (2.4.7)
dt mp? p
du _
dt

Os pontos de equilibrio do sistema sao ob-

tidos quando se faz,

P(ur v) =v =20
(2.4.9)
K 2
Qlu, v). = - t u + RuZ sen u = 0
mp? P
Resultando em,
Kt
sen u = u {2.4.10)
mp Rw 2

Sendo v = 0, os pontos singulares ou de equilibrio do sistema

dado por (2.4.9) estarao localizados sobre o eixo u no plano

K - ~
t -2 & sempre positivo, as fungoes u

fase uv. E como
, mpr2
e sen u terao sempre o mesmo sinal. Isto ocorre para valores'

de y

< 7 {(2.4.11)
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(n)

onde u € um ponto genérico de equilibrio do sistema, conside

rando a variagao de u entre zero a 2 n radianos, (fig.2.4.2).

Os valores de a, b, ¢ e d sao

a=P' =0
u
— | -
b = Pv =1
K 2 (n)
c=qy=- —f 4R ooy (2.4.12)
mp 2 p '
—_— 1 —
d = Qv = 0
com 0s valores de
p=20
K 2
g = —& - Bef g o™ (2.4.13)
mp 2 p

Pelo critério de Ljapunov tem-se instabili

dade quando,

p=20

e, portanto, para garantir instabilidade deve-se saber quando

q < 0:



o)
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4
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fig. 2.4.2
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Ke  Ry2
—E o Re? g u™ g
mp 2 p
(2.4.14)

onde K '

cos u(n) > ou cos u(nJ > A.

mpRmz
Sendo A maior que zero, sempre, O COS u(n) o seri também. Po-
rém através de 3, u(“) estd definido, pois & raiz da eguagao
(2.4.10).
Entao reunindo as condig¢des:
(n)
cos u(n) > A =>cos u(n) , genu_
(n)
u

ou (2.4.15)

tg u(n) < u(n)'
Logo, nac & possivel se ter valores de o (@ que satisfagam ao
mesmo tempo

cos u(n)) 0

(2.4.16)
tg u(n]< u(n)

no intervalo de 0 & n. N3o se pode, portanto, garantir insta-

bilidade neste intervalo. Logo nac ha pontos de equilibrio instd

(n)
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" Observe-se que o ponto de equilibrio para
u(n) =0 com A < 1, nao pode ser tratado exatamente da mesma
forma f{em (2.4.15) foi feito sen u(n)/u(n)) e a conclusao pode
ser tirada diretamente de (2.4.14), trata-se de equilibrio ins-

tavel!

Segundo Ljapunov guando

o sistema linear e oscilatoriamente estavel, porém, nada se po-

de afirmar sobre o estado de equilibrio do sistema nao linear.

Parte-se entao, para uma nova tentativa,fg

zendo o estudo diretamente pela equagao do movimento (2.2.14) .

Definindo um u em torno da nova posigao de equilibrio, veja
(fig.2.4.3).
u=u® 43 (2.4.17)

e, substituindo (2.4.17) na equacao do movimento (2.2.14)tem-se

L] K 2
u +—t-— (u(n) + ) - Rw® Een u(n) cos u + sen u cos u(ni|=0
mp?2 0
ou
. K 2 _ 2 K
i t _ R o u(n{] T = ReS oop u(n) __t u(n)
mp 2 o R P mp 2

(2.4.18)
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A solucao da equagao. (2.4.17) & oscilante

K 2
enquanto —t _ RuZ cos u
mp2 P (n)
facilmente, que para os pontos de equilibrio u do sistema,

(n) 0 ou g > 0, Do que se conclui'

para os quais p=0 e g > 0, o estado de equilibrio do sis-
tema & estdvel, isto &, quando
K

t
cos u(n) <

mpRw 2

onde
u(n) & obtido de

(n). t (n)
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CAPITULO TI1I

ESTUDO ANALTTICO DA HASTE FLEXIVEL

3.1 - MODELO FISICO

Considera-se uma haste elastica, sem mas-—
sa propria, com uma massa m concentrada em uma das extremida~
des e engastada, pela extremidade oposta, na parte interna de
um anel rigido, que gira com velocidade angular w, em torno

de um eixo vertical, passando pelo seu centro.

A haste tem comprimento p e rigidez EI ,
onde E & o modulo de elasticidade e I & o momento de inércia
polar por area de uma secgao transversal. O raio do anel R ca
racteriza o movimento de rotagac do ponto de engaste da haste .

0 conmto pode ser visualizado também pela (fig. 2.1).

Os sigtemas de referéncias sao os mesmos do
Capitulo II, isto &, Oxyz inercial e lelylzl movel, onde
6 @& o deslocamento do sistema mdvel em relacac ao inercial. O
afastamento da barra e yl(xl) e X =&,y =n sao as coor-
denadas de m (fig. 3.1). No estudo da haste flexivel, que &
suposta longa e delgada, € mantida ao longo de todo trabalho ,
a hipdtese de pequenas deflexdes em relagao a sua posigdo de e-

quilibrio. Consequentemente pode-se assumir desprezivel a varia-

cao de & , fazendo £ = p sempre, e a coordenada que define a
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posigcdo da massa passa a ser n (£ = p). A forma da secgao trans
versal da haste & tal que a vibrag¢do no plano do-anel & preponde

rante e pode ser estudada separadamente.

Além do mais nao serao considerados efeitos

de amortecimento, de qualquer espécie, no movimento da haste.

3.2 - EQUACAQ DO MOVIMENTO

0 modelo matematico do sistema serd obtido
pela aplicacao da lei de Newton, que ja no capitulo anterior deu
bons resultados no sentido de permitir uma boa interpretacac das
caracteristicas fisicas do problema. Para tanto & necessirio cor
tar a massa da ponta da barra e substituir sua ag3dc pelas forgas
correspondentes. A seguir, por um lado pela aplicagdo da lei de
Newton & particula de massa m relaciona essas forcas com o seu
movimento, por outro lado, a barra sob agaoc dessas forgas pode
ser estudada como um problema de estatica, pois por desprezar '
sua massa nao existem os efeitos da aceleragao come fica claro

ao se examinar a (fig. 3.1).

3.3 - ESTUDQ DA MASSA

De uma forma geral, o movimento plano de '

uma particula de massa m sujeita a forgas F, e Fy, num referen
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cial movel (fig. 3.3) que executa um movimento de rotagao de
raioc R com velocidade angular « e aceleragao angular & , po
de ser descrito, também, pela lei de Newton (equagdo 2.2.15).

(Housmer") , onde:

F=F,n -F.n (3.3.1)
n 2 mxl 1 mYl

e a aceleracao absoluta a, a que estd sujeita a particula &

P
Yt
calculada por
ap = ag t ow x (wxr) + 20 x Veelt 8pep Y0 X T (3.3.2)
N Al n noA n n Ly " n
onde;

ag - aceleragdo absoluta de 0,/
Y §

LY | vk a7
w - velocidade angular do sistema relativo, o = @ n,
" n N
I - aceleragao angular do sistema relativo, & = o n,
4" n, n,
r - wvetor entre 0, e P, r =X, n + vyv. n
Ny 1 ~ 1 WX, 1 Y
Vel = velocidade de P no sistema relativo
")

\4 =% n, + ¥ n

Jrel 1 X 1 WY1
a.,7 -~ aceleragdo de P no sistema relativo,
v

drel =.x.l Dy +'y'1 oy -

L LV | '\:yl
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39

Executando as operagoes indicadas e substituindo na lei de New

ton

o 2 iy * : 2
mX) - Mo %X = 2m w Y- m

=
s
I
o
(X

l

=4

€
o)

myl-mw2y1+2mmxl+mwxl_=-F2+mmR

(3.3.3)

Encontrando-se esta particula, todavia, na

extremidade de uma haste de comprimente p, de acordo com a hi-

potese feita anteriormente considera-se X, = £ =p = ke
Yl_n
L] - 2
-2mwn—mmn=F2—mw { R=p )
* » 2 _ L ]
mn - mMuw n=- Fl +muw ( R-p ),
ou também,
.— - 2 LN ]
Fl.—mw(R—p)+mw n -mn
(3.3.4)
2 L] L
.F2=mw(R-p)—mmn—2mwn.
onde,
1. m'{ ~ representa a forga de inércia de m ep rela

cao ao sistema mdvel
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2. 2m w n - representa a forga de Coriolis.

3. m w? (R-p) em w? n - as componentes da forca centrifuga.

4. m w (R-p) em w n - as componentes da forca devido a3 a-

celeragao angular do sistema mdvel.
3.4 - ESTUDO DA HASTE

Sera inicialmente estudada a posicido de e-
quilibrio de uma haste sob agao de forcgas F, eF,, (fig. 3.4) .

Resume-se este problema a uma simples investigacao estatica.

Estabelece-se uma hipOtese adicional, simpli

ficando a expressao da curvatura da haste, isto &, aproximando’

2 3/2

dyl

it
[

1 +

dxl

Esta hipdtese & coerente com aquela feita inicialmente, limitan-
do o estudo para pequenas deformagoes na haste. Além disso, como
serd observado oportunamente, vai limitar a validade do resulta-

do para as primeiras formas de vibrar do conjunto haste-massa.

Sabe-se que a curvatura da linha elasti

R

ca de uma viga submetida essencialmente a um momento fletor é

—_

dada por (Timoshenko !2), onde r & o raio da curvatura.

= M (3.4.1)

EI

Mo

Quando a curvatura € peguena, essa expres -
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8530 & aproximada através de

1 .- 9y
- 2
r dx
ou seja
ET d%/, 2 = - M (3.4.2)
Aplicado ao caso da (fig. 3.4), tem-se
tv= LR omx; ) + F, ( -y, )
Yl E1 ' PT¥q 2 n Yl ’
onde

d_
dx

obtendo-se assim

F - F F. p + F,n
1 1 2
yit o+ v, = - X, + ) {3.4.3)
1 EI 1 ET 1 ET
ou
yi' + A ylf= A, x; + Ag (3.4.4)

com Os valores de

F . F F. p + F, 7
2 = 1 o a =1 2 (3.4.5)
ET EI EI
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Essa equagao diferencial descreve a  linha
elastica da haste sob agao de forgas F, e F,. Usando a'3a. Lei
de Newton, da igualdade entre acao e reagao, juntam-se os estu-
dos de (3.3) e (3.4) e essas forcas passam a ser resultantes da
inércia da massa da particula. Porém como o movimento dessa par
1

ticula é vinculado a ponta da haste, determina-se o movimento

desta Ultima pela (equagao 3.4.4).

A solucdo geral dessa equagao & a soma da
solucdo da equagao homogénea com uma solugao particular da equa-

¢ao completa, ou seja
yy = (gt (¥1)p (3.4.6)

0 aspecto da solucdo depende fundamentalmen

te do sinal de A,, isto &, do sinal de F,. Por outro lado, o si

lf

nal de F, (ver fdrmula 3.3.4), considerada a haste na posigao '

2

de equilibrio, isto &, com n = 0, varia da seguinte forma

(3.4.7)

Com a haste vibrando, F, pode ou nac perma-
necer com o mesmo sinal, dependendo da influéncia relativa dos
diversos termos em (3.3.4). Se porém a forga centrifuga for ben
maior gue as outras, F2 nao muda de sinal e a anidlise torna-se '

mais simples. Vamos neste capitulo examinar apenas o caso enm
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que F2 > 0, deixando para mais adiante outras hipbteses. Entao

(yl)H'= B. sen YA, x, + B, cos YA, X

1 1 71 171
{3.4.8)
F: A
(y))p = 2 x, + 3
A A
1 1
ou
VB YA, !
v, {(x,) = B, sen YA, x. + B, cos YA, X, + X, +
1'1 1 1 71 2 1 71 a 1
1
A
+ 3 (3.4.9)
il

Entrando com as condigoes de contorno de

uma haste engastada em X = 0

y1{0) =0 e y; (0) =0 (3.4.10)
se obtem
A, /A A
B. =-—2_1 o g =3 (3.4.11)
1 22 2 N
1 1

Levando (3.4.11) em (3.4.9) com os valores

de Al’ A2 e A3 dados por (3.4.5), tem-se
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yq (%) = — :
1% v \j v - 1
Fl p t+ F'Z' n
_ % -
1
Fy
F F
N x, + 1 (3.4.12)
Fy F,

Esta & a equagao da linha elastica da haste.

Como interessa especificamente o estudo do
movimento da particula, que estd na ponta da haste, calcula-se '

(3.4.12) em X; = py obtendo

F F F
. EI

¥,y (xl=p) = L tg — p| -

F, F, EI F

o (3.4.13)
2

Esta equacdo, quando reunida ds expressoes
(3.3.4) fornece a equacao de movimento da particula e, portanto,

o modelo matemdtico do problema em estudo.

3.5 - COMENTARIOS

Como foi salientado no Item anterior, '
F, (equagao 3.3.4) pode ser sempre maior, sempre menor que zero,
ou entao alterar seu sinal periodicamente. Tudo depende essenci

almente da posicdo da massa em relacgdo ac centro de rotacao. Con

forme o caso, a solugao para a haste sera completamente diferen-
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te-

Analisamos nos proximos Itens apenas o caso

para F2 > 0, deixando para outro capitulc o caso F2 < 0.

O conjunto de equagoes (3.3.4) e (3.4.13) ,
formam o modelo matemidtico do sistema, dentro da limitagao de pe

- quenos deslocamentos da haste.

Associando a deflexao da ponta da haste ao

deslocamento da massa y; = n em (3.4.13), obtém-se a expressao '

mais simples

- e F -
m g + 2 —mcu2 n=muw ( R-p
F
ET 2
\/———— tg ol = o
F2 , EI
(3.5.1)
_ 2 - -
F2 =mw (Rp ) -2muwun-muwn

Como se trata de um problema nao-linear, pa
ra a sua solugEo sera, antes de mais nada, procurada uma aproxi-
magao linear. E a que primeiramente se faz lembrar, € a lineari
]

zacdo da tangente. Ela implica em outra aproximagdo que sera

discutida posteriormente.

3.6 - NORMALIZACAO E ADIMENSIONALIZAGAO

Para conseguir uma sintetizagao dos parame-
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tros do problema e, para tornar mais adequada a um estudo numéri
co, & imprescindivel normalizar e adimensionalizar (3.5.1). €

muito conveniente introduzir, para tanto, os seguintes parame -

tros:
2 3
cé = Mp
"3 EI
R
= —— -]
Y p
;:in
P
(3.6.1)
5=Cm
1=Lt
C
F
com ="' e o = ~—2—p
dr EI
Entao: . az
-, 5 _T_Z =y _t
; tga ? "o ve
9¢ 3
a (3-6-2)
3 =y w = 70 - 7 w n

Ve-se que a solugao deste sistema nao depen

de mais diretamente das caracteristicas de inércia da barra, de-
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pendendo, somente, de um Unico parametro geométrico y, apds a . '

normalizagao.
Chave desta simplificagac & o termo '
1l _ 3 EI - . ib ~
5 = 3 que representa a fregllencia natural de  vibracao
C m p

livre de uma viga em balanco, de comprimento p, rigidez EI e mas

sa total m. concentrada na extremidade livre, (TIMOSHENKO !'!).

Observando (3.6.2) pode-se obter diretamen-
te alguns resultados guanto aos limites de estabilidade e mostrar

a conveniencia de definir a nova velocidade angular w.

Introduzindo-se a fungao

£) = (3.6.3)

sabe-se que sd & possivel numa oscilagac estdvel quando !
2

fla) - & > O

Porem
lim f(a) = 1 {3.6.4)
a—+0
e
f'(g) < O (3.6.5)

como serd verificado posteriormente, existem faixas de estabili-
dade. Na primeira delas, o valor maximo de f(ag) & em o = 0, is-
to &, f(a=0) = 1. Portanto, a rotagao critica a partir da qual

o sistema se instabiliza, tem um limite superior e & devido
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a (3.6.3)

w < lo

Esse resultado mostra a conveniéncia numé-
rica em usar y. Por outro lado, lembra-se que a condig&o F,> 0

2

em (3.3.4), exige que, em {(3.6.2), v o seja suficientemente '

grande para qgque 52 > 0.

3.7 - APROXIMAGCAO LINEAR POR DESENVOLVIMENTO EM SERIE

Neste item, procura-se uma aproximagao 1i-
near para o modelo matemidtico dado por (3.6.2). Serda necessa-
ria uma série de restrigoes que limitam a generalidade da solu-
¢ao. Por outro lado, essa solugao & obtida facilmente a partir

da equagao linear.

Inicialmente, para que se possa pensar em

linearizagdo, & necessario desenvolver a tangente em série.

tgu=a+a + +-o.-| (3-7-1)

e com a primeira hipdtese restritiva o« < 1, cortar esta série
num ponto conveniente.

Em primeira tentativa, tomam-se os deois !

primeiros termos da série e, substituindo-se em (3.6.2)
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+ -5 |n=2vyuw {3.7.2)

Dai, se obtém o valor critico de w, gque cor

responde a
1 ..§...;E_§__ (3.7.3)
C m P

ou seja, como ja foi mencionado, d fregfiéncia de vibracgao da has

te em balango, com uma massa na ponta.

Trata-se, todavia, de uma aproximagao bas-
tante grosseira, que serd refinada com o uso de mais um termo da

série. Nesse caso

a2
—_— _2 _ o
a T 2 —w | n=2yuw
02 . 5 a4
3 15
(3.7.4})
ou
-2.- -
n'' + s— -0 |n=27yuw’
1+ 4
5
lembrando que
o2 _ -2 . 1 - (3.7.5)
_ T ¥ W = wn - n
3 2
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& limitado o estudo & aproximagao do limite de estabilidade do '

-1 )
sistema, isto &, considerando w . = 0, substitui-se (3.7.5) em

(3.7.4). Nesse resultado estao presentes varios elementos nao-

=rr _ -t o
lineares sob a forma de produtos, como (n .n , n .n ) e que po

dem ser linearizados pela técnica usual de pequenas oscilagoes

em torno da posicaoc de equilibrioc ( n pequeno ). A equagao re -

sultante e

2 4
l-;——é—ym
2

wn

n = 0 (3.7.6)

1+—g—"\r;

Outra maneira de induzir esta linearizagao,
a partir de (3.7.4) e (3.7.5), € lembrar que F, > 0, ou seja, em

2
(3.7.5) o termo y w & preponderante.

Para a (3.7.6) resultar numa oscilagao estad

vel

ou entao

£l
A

= f1+-2 -1 (3.7.7)
12 5

podendo o limite superior (lado direito da desigualdade) ser cha
mado valor critico. A representacgao desse valor critico & feita
na (fig. 3.8.2), apresentada no item segquinte, para comparacao '

com outros resultados.
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' Essa segunda aproximagao é mais precisa. .'
Mostra a dependéncia do limite de estabilidade com Y, contudo £fi

cando restrita aos casos em que a < 1.

Porem como

EI

essa restrigao limita o valor da forga centrifuga para a qual a

solugdo encontrada & valida.

Usar um numero maior de termos para a tan-
gente vai complicar muito o desenvolvimento anterior e passa a
ser mais conveniente ja fazer diretamente o estudo mais genérico

do proximo item.

3.8 - ESTABILIDADE

vVamos estudar a estabilidade do movimento !

do sistema diretamente a partir das equacgOes dadas por (3.6.2) .
1

Para uma rotagao constante, & = 0
0-2 2
v = I
o+ - =0
_tga _ 4
—
R - (3.8.1)
2 2 '
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Para a determinagao dos limites de estabili
dade procede-se a uma linearizagao que foi sugerida pelo Item an
1

terior e que corresponde a Supor y w >> w n , isto &, o passa a

ser constante para efeito do estudo da estabilidade.

Para a existéncia da solugd@o oscilante

2
% 2
3 - % >0 (3.8.2)
Ltaa _,
a
Porém com a hipdtese acima
2 2
— o1
o - ’

e a express&o Se escreve

o o v = {tge -a) , (3.8.3)

3 v tg a - a
Os limites de estabilidade sao dados pela
solucao da equagao

tg o= (1 + y)e (3.8.4)

e o movimento do sistema existe dentro das hipOteses feitas gquan

do

tg a < (1L + v)a e tg a > o (3.8.5)
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O resultado dessas inequagoes sao faixas
de estabilidade apreséntadas na (tabela 3.8.1) para 2 ou 3 va-
lores caracteristicos de y e esquematicamente também na (fig.
3.8.1). Além do mais o primeiro limite de estabilidade, expres

SO w, que pode ser obtido da primeira raiz de
tg (/3y w) = (1+y) By u {3.8.6)

esta apresentado na (fig. 3.8.2) e comparado com ¢ valor apro-

ximado obtido no item anterior.

Compreende-se a partir destes resultados'
porque falou-se em limites de estabilidade e correspondentemen
te na existéencia da faixa de estabilidade onde o movimento os-
cilatdério & possivel. Em termos .fiéicos’, cada uma destas fai
xas corresponde a uma forma de vibrar da haste. Como pérém foi
feita a hipGtese de pequena variagao de curvatura somente o re
sultaéo para as primeiras faixas temsignificado, e serao estuda

dos posteriormente.

Pode-se comparar esse resultado também
com aquele obtido por um raciocinio menos valkido. . Considera
se 0 problema em estudo como uma haste comprimida por uma car-

ga igual a forga centrifuga (Timoshenko! 9}

P=m o (Rp) (3.8.7)
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- 3.8.1

¥ FATIXAS DE ESTABILIDADE VARIACEO DE w
PRIMEIRA. 0 a 0,77
0,5 SEGUNDA 2,60 a 3,70
TERCEIRA 4,47 a 6,31
PRIMEIRA 0 a 0,67
1 SEGUNDA 2,60 a 2,65
TERCEIRA 4,47 a 4,52
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Este valor corresponde a forga sobre a mas
sa quando esta permanece na posicdo de equilibrio e estd giran-

do com uma velocidade angular .

Tentando obter o primeiro limite de estabi

lidade pela carga critica de flambagem.
p=2r (3.8.8)

chega-se através de

2
m w2 (R-p) = 1 E;
4
p
ou
2
2 2 _ -2 _ % (3.8.9)
Yy w Tyw T —
12
ao limite para a solugao critica
w= — (3.8.10)

que também esti representado na (fig. 3.8.2) para comparagao '
aos resultados anteriores. Essa comparacao também pode ser fei-

ta lembrando que ({3.8.9) representa

3

a = (3.8.11)

N
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3,0

2,5+

2,0k

i =cte
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Isto éignifica porém, conforme e resulta-
do dado pela (fig. 3.8.2) que sO existe coincidéncia de resul-
tados de ambas as curvas @ e @ quando vy tende a infinito ,
ou seja, o comprimento da haste tende a zero. Na aproximagao '
pela carga critica de flambagem perde-se a informagio do que o

corre no caso da massa no centro de rotacgao.

A curva @da (fig. 3.8.2) & a represen-
tagéo correta do resultado. Quando y tende a zero, w tende
a unidade, isto €, a rotagao critica tende a frequéncia natur-
ral da barra com a massa na ponta. Neste caso a massa m esta
rd no centro de rotagao do anel. Deslocada de sua posicdo de
um certo valor, aparecerda em consequéncia, uma forca centrifu-
ga correspondente que de qualquer maneira podera instabilizar'

a haste.

A curva (:) resultado da aproximagdo da
tangente dara um erro para menos ou para mais conforme o valor

de v.
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3.9 = SOLUCAQ NO PLANQ FASE

Estuda~se o movimento do sistema, pela sua.
trajetdria no plano fase. Trata-se da forma mais conveniente e

geral para a representacao. Introduzindo a velocidade da parti-

cula v, a equagac (3.6.2) transforma-se na notagao de plano
fase em:
nt =
2
o
v o= - EEER (3.9.1)
tg o _ 1 ‘
)
2
com —=— ='y52 - w v

Observa-se gue a integracao no tempo & ex -
tremamente dificil, pelo cardter implicito da varidvel v . Ela
todavia, nao & necessaria bara 0 que se deseja pois, a integra-
cao da trajetdria no plano fasé € relativamente simples. Realmen

te, de (3.9.1)

an _ 3- : : ' {(3.9.2)
dv 0> /3 _ ;2 - .
tge_,

Portanto, a equagao da trajetdria n ( v )
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pode ser obtida a partir de uma condigao. inicial ( ;o’ v_)

=72 - vdv (3.9.3)

)
I
(¥L
)
'
8]

como ja foi visto nos Itens anteriores, quando for valida a hipd
tese sz >> wv , e essa equacao da trajetdria serd dada por uma

expressao muito mais simples.

L
-2 _ -2 _ 22 (2= V2 : (3.9.4)
n - no \J UO - -
X -1
tgzgz -1

que corresponde a equagao de uma elipse. Nesse caso, portanto, a
trajetdria & sim@trica tanto em relagio ao eixo v quanto ao ei-
X0 n . Observe-se que comparando (3.9.2) e (3.9.3) qualqguer
desvio da simetria em relagao ao eixo n pode, portanto, ser a-

tribuido ao termo wv presente em o, que por sua vez & o ter-

mo devido d aceleragao de Coriolis.

O resultado da integracao (3.9.2) & repre-

sentado pelas (figs. 3.9.1 a 3.9.5).

Ha necessidade apenas em fixar um parametro
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isto &, a massa estd no meio, entre centro de rotagac e ponta
de engaste. O outro parametro w, serd variado em cada caso, pa-
ra se estudar o comportamento mais proximo ou mais afastado do
limite de estabilidade. A (fig. 3.9.1) mostra o movimento na
primeira faixa de estabilidade. Observa-se que a distorgac em
relagdo ao eixo n aumenta perto do limite de estabilidade on-
de portanto, a forga de Coriolis se manifesta mais acentuadamen

te-

Para melhor acaracterizar este efeito, foi
tragcada a (fig. 3.9.2) que repete a anterior desprezando o ter-
mo w v, de Coriolis, em «(eq. 3.9.1). Comparando estas duas fi
guras pode-se observary com nitidez os efeitos nio lineares des-
te problema. Nas figuras (3.9.3) e (3.9.4) saoc mostrados os mes
mos efeitos, porém com maior realidadé,‘dentro das limitacdes '
de pequenas deflexoes da haste, considerando ou nao o termo de-

vido a Coriolis.

Para as outras faixas de estabilidade a
influéncia do termo divido a Coriolis torna-se desprezivel, Is-
to pode ser observado pela (fig. 3.9.5) onde levando ou nao em
consideragao este termo, hi uma perfeita simetria nos tracados'’

das curvas integrais em relagac ao eixo n.
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CAPITULO TV

 HASTE ELASTICA - CASO EM QUE o > R

4.1 - MODELO FISICO

Estuda-se neste capitulo a haste elastica,
assim como foi feito no capitulo III, com a diferenca de ser
P >R, isto &, a extremidade da haste onde se encontra a massa
estd além do centro de rotagao em relagao ac ponto de engaste .
Valem, aqui, grande parte das consideragoes 13 feitas. Os siste
mas de referéncias serao os mesmos e as hipoteses 134 formuladas

serao, aqui, também, adotadas (fig. 4.1.1).

4.2 - EQUACAO DE MOVIMENTO

Analogamente, © modelo matemitico do sis-
tema serd obtido pela aplicagao da lei de Newton, como no capi-

tulo ITII. Estuda-se a massa e, depois, a haste separadamente.

4,3 - ESTUDO DA MASSA

Neste caso, conforme capitulo III, o mo-
vimento plano da particula de massa m num referencial mdvel
¥

executando um movimento de rotagao de raio R com velocidade

angular w e aceleracgao angular & & dado por,
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(4.3.1)

Considerando que o movimento da massa m fi
que somente para X; S0, € considerando pequenas deflexoces da

haste, as equacoes (4.3.1) ja simplificadas ficam:

Fl =m m2 n-mnp-ma (p-R)

(4.3.2)

F=mm2(p—R)+mén+2mmﬁ

A (fig. 4.3.1) ilustra bem a posicao de m

no sistema considerado.

4.4 - ESTUDO DA HASTE

0 estudo da haste pode ser feito estatica-

1

nente, determinando o equilibrio sob a acao das forcas F, e F,
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fig. 44.1

4.31

fig.



71

Como hipbétese adicional considera-se a va-

riagao da curvatura da haste pequena, isto &,

%z—-b—&-,onde
ro- ET
2 3/2
dz
1+ =1
dx
Dentro desta limitacao, usa-se
2
Y . m
dxi EI
donde se obtem:
y.._i_y I WS L.
1 pr 1 gr 1 EI
ou
Yi' T Ay = Byx) + Ag

com os valores de

(4.4.1)
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F . F F.p = Fan
A, = 2 A, = P A, = 2 (4.4.2)
ETI ’ EI EI

A solugao geral da equagao {4.4.1) é a soma
da solugao da equagac homogénea com uma solugao particular da e-

quagao completa.

/& /A b2, B
y, = Bl cosh Al X + 32 senh Al Xy - ;w X, - ;—
1 1

(4.4.3)

Com as condigoes de contorno para a haste

Yy = 0 e Yy = 0 (4.4.4)

F.p - F.n F
B, = l—-—i e B, = - ——-—l— (4.4.5)
1 2
F, \/-iz
F _—
2 EI

e finalmente a equagao da linha eldstica da haste fica:
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F, EI F, F,
/P F F.p - F

. -—le + —lxl S S | (4.4.6)
ET F2 F2

Para o estudo do movimento da particula cal-

cula-se (4.4.6) em X, =P donde se tem Yy = 1T e

F /F.
n= -2 |o-/E tgn ( 2, (4.4.7)

0 conjunto de equagoes dado por (4.3.2) e
(4.4.7) & o modelo matemitico do problema dentro das limitagOes °

de pequenas deflexdes da haste.

Fy 2|
m'y + -muw n=-ma (p—R)
' / F d
F2 EI
(4.4.8)
2 .
F,o=muw {(p=-R) +mdn + 2muw 7
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4.5 - NORMALIZAGCAO E mmNSIONALIZAq:z'&b.

Introduz-se as notagoes

3
c2 = m..—..e_... ' Y = —R— - l
3 EI p
-_— 2 -—
n = —n, w=cw (4.5.1)
P
F
T = _].'_t com _d_.: ' e o = -——2—0
c dr ET
Entao
03/3 _2 - -
n” + - w n = 2 Y w'
a = tgh «
com o2 -2 1 -t - ==t
3 2

Aqui também a solugao deste sistema nao de-
pende mais das caracteristicas de inércia da barra, depende so-

mente de um parametro geométrico vy.

Bz demais consideragﬁes, em torno das equa-

Qaes feitag no sistema (3.6.2), também sao validas aqui.
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4.6 = ESTABILIDADE

Para uma rotagao constante as equagoes de

(4.5.2) simplificam-se em:

3 -~
ntt o4+ a”/3 —;2 n= 0
¢ = tgh o
(4.6.1)
(12 N “"2 --"‘
— = =y & +.w o7
3

Para a determinagao dos limites de estabi-
lidade serd feita a linearizagao gue no caso corresponde a se su-

por -y w >> wn', ondea passa a ser constante. |

A existéncia da solugdo oscilante di-se pa-

ra
3
a~ /3 - T >0

o - tgh «a
com (4.6.2)

_ 3

m2 = - & r a >0, ¥ <0

3y

os limites de estabilidade sdo dados pela solugao da equagao

tgh o= (1 +vy) o (4.6.3)
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o movimento do sistema existe dentro das hipoteses feitas guando

da (fig. 4.6.1)

o > tgh a e tgh @ < (1 + vl)a (4.6.4)

4.7 - SOLUGAC NO PLANO FASE

Faz-se um estudo do movimento vibratdrio do

sistema, pela sua trajetdria no plano fase. Para uma rotagao |

L

constante, isto €, » =0, a equagéo {(4.6.1) transforma-se
-
n = v
OE2
3 -2 -
v' = - _ -w n (4.7.1)
1 tgh o
: [0
com
2 _2 _
_%_j= - YW + bV

a equagaoc da trajetdria pode ser integrada

v dy (4.7.2)

o1
I
31
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A (fig. 4.7.1) mostra o resultado da inte -
~gragao. Evidencia o movimento do sistema na faixa de estabilida
de. Neste caso, o efeito da forga de Coriclis torna-se despre-
1

zivel, como se pode observar pela propria figura, na simetria

dos tragados das curvas integrais em relagao a n.
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CAPITULO V

MOVIMENTO DA HASTE TRANSVERSAL AC PLANC DE_ROTACEO DO ANEL

5.1 - MODELO FIsICO

Considera-se a haste flexiIvel, idéntica & do
Capitulo III, com movimento no plano vertical rotatdrio, trans-

versal ao plano de rotagao do anel.

Os sistemas de referéncia sao OS mesmos do
Capitulo III e o deslocamento da massa no sistema movel € T no

plano XlOZl (fig. 5.1.1).

Nao serao considerados, como anteriormente ,
efeitos de amortecimento de qualquer espécie, no movimento da has
te. Considera-se que o movimento de vibracao no plano transver -
£

sal seja preponderante devido a forma da secgdao transversal da

haste.

5.2 - EQUACAO DO MOVIMENTO

Para a obtengdo do modelo matemitico do sis-
tema, aplica-se a lei de Newton como foi feito no Capitulo III, '

onde cortou-se a massa da extremidade da barra e substituiu-se !

sua agao pelas forgas correspondentes. A seguir, estuda-se a has
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te sob a agao dessas forgas.

5.3 - ESTUDO DA MASSA

O movimento plano da particula de massa m,

sujeita as forgas F1 e F3, num referencial movel (fig. 5.3.1), !

que executa um movimento de rotagao de raio R, com velocidade an

gular w e aceleragao angular w, pode ser descrita pela lei de

i

Newton, assim como no Capitulo III:

ZF=F n, - F_n
" X WX Z VZ

e a aceleragdo absoluta gp @ que esta sujeita a particula é cal-

culada por

z

Ep = %ol + g X ( RXE ) +/dg * Yrel + Rrel + é x

oH

Executando as operagoes indicadas e substi-

tuindo na lei de Newton, no caso do problema em estudo

(5.3.1)
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Estando a particula.na extremidade da haste
de comprimento p, pode se considerar que para pequenas deforma -
¢oes da haste, o movimento de m seja sempre em X, = P. Neste
caso, as equa¢oes ja simplificadas ficam

F, =m w? ( R-p }

(5.3.2)

Ro contrario do que ocorreu quando o movi -
mento da haste era no plano de rotagao do anel, aqui nao aparece

a forga devido a Coriolis.

5.4 - ESTUDO DA BASTE

Estuda-se a posigao de equilibrio da haste'
sob agao das forgas F3 e F2 (fig. 5.4.1). Aqui também, o proble-
ma serd estudado como uma simples investigagao estdtica.

As hipdteses de pequena variagac de curvatu
ra da haste e a velocidade de resultado para as primeiras for-

mas de vibrar do conjunto haste-massa serao também considerados.

A curvatura da linha elastica de uma viga °

submetida essencialmente a um momento fletor & dada por

(Timoshenkoll)
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r  EI

e quando a curvatura & peguena, essa expressao € aproximada atra

ves de
1 d_2_ d2
— . _l_ ou EI ._L = =M
- 2 2
r dx dx
Aplicado ao problema da (fig. 5.4.1), tem-se:
e 1 '
EI
onde
- d
dxl
ou
o, Fa L Fap + Fl (5.4.3)
1 2y = - X ¥
ET EI EI
ou
E N 3
zy + Al z, = A2 Xq + A3 (5.4.4)

A, = —— A, = —— e A = (5.4.5)
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A solugao geral de (5.4.3) & a soma da solu
¢ao da equagao homogénea com uma solugdo. particular da equagao. *
completa

zl'= (zl)H + (zl)p (5.4.6)

Aqui também o aspecto da solugac depende '

fundamentalmente do sinal de Al’ ou melhor, de F2. Por sua vez,

F2 pode se tornar veja ( eq. 5.3.2)

(5.4.7)

2
A A
— / / 2 3
zl = Bl sen Al xl + B2 cos Al xl + xl +
A A
1 1
{(5.4.8)

e com os valores de A;, A, e Aq dados por (5.4.5) e as condigoes

de contorno

z. =0 e 2. =0 em x, =0 (5.4.9)
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vem
"'F3 BT .
zZ, = sen X -
1 F F 1
1 2
F,p + F, 2 . F
- 3 2 1 cos 2 Xy - 1] -
EI EI
F3
- Xq {(5.4.10)
F
1
Para somente o estudo do movimento da parti-
cula, calcula-se (5.4.10) em x1'= p, ho gue acarreta Zy = % ob-
tendo~-se
F F F
r = —2 EL g 2 1o| - 2 (5.4.11)
F2 F2 ETI F2

-

O conjunto de equagoes (5.3.2) e (5.4.11) &
o modelo matematico do problema, dentro das limitagdes de pegque-

nas deflexoes da haste.

As expressoes simplificadas

- F EI
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F, =muw” ( Rp ) ' (5.4.12)

5.5 - NORMALIZACAO E ADIMENSIONALIZACAO

Introduzindo as notagoes

3
: C2 - _moy
3 ET
Y:..R—-l
P
(5.5.1)
W=Co
T:Lt
C
com
F
a_ _ e o =/ —2,
dr EI
as equagoes ficam
0l
t' o+ ! £=0
L;Eﬂ_ﬁ_ -1 A
a
(5.5.2)
2 .2
__a_'='ym

3



89

A solugao. deste sistema nao depende mais . '

das caracteristicas de inércia da barra, dependendo somente de

um {inico parametro geométrico y, apds. a normalizagao.

5.6 - ESTABILIDADE

Para que a solugao da equagao (5.5.2) seja’

oscilante & necessario que

2
=
.3 > 0
tge _
o
isto implica que
tg o« > a a > 0

que sao os limites de estabilidade para o movimento da haste (ve

ja (fig. 5.6.1)).
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CAPENDTC E

Os graficos apresentados neste trabalho fo-
ram obtidos através de integracao das equag¢des diferenciais de
movimento dos sistemas. Estas equagoes diferem uma das outras
apenas pelos parametros. Deste modo os programas que: permitem a
obtengao das curvas integrais, sao praticamente identicos, e a
apresentagéo de todos, seria, no caso, inutil e sem qualquer in-
teresse. Em vista do exposto, serd apresentado apenas o diagra-
ma de blocos e o programa para um dos cascs, a vibragao trans-
versal da haste flexivel no plano de rotagao do anel, conside-
rando desprezivel o efeito da aceleragao de Coriolis, isto & ,

supondo:

Y w2 >>wn
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D!1AGRAMA DE BLOCOS PARA O PROGRAMA PRINCIPAL

<: IN(C1O :)

Definigdo de par@metro
e constantes

e

-3

Escreve o, ¥

CondigGes iniciais

]

Escreve XO0,YO

Definigdo de¢ PASX

l

Substitui XF

A A

~d N S

Subrotinag Iintegragdo

CALL QATR

Teste do prra

Integragdo Diminui PASX

Escreve XF,Y Limitag8e do PASX

Substitui XO,XF,YOD Limitagdo de

NI

| I

FiMm

a //4 r/// /’// prd

\“j\\\\
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PAGE 1 ANGEOS5C3

/7 JaB CCFF 10FF
LOG DRIVE CART SPEC CART AVAIL PHY DRIVE
€000 00FF 0O0FF 0002
Cool 10FF 10FF CCOl1
1012 Caao

vZ2 MQ9 ACTUAL 32K CONFIG 32K

// FCR

#*LIST SOURCE PROGRAM

*0ONE WORD INTEGERS
FUNCTION ANGEL(X)
COMMON GAMA,CGMEGA

C CALCULC DO INTEGRANEGQ
"ALFASSQRT (3% (GAMAXOMEGA**2) )
ANGEL=-X/[(ALFA**3*CAOSLALFA) /{3.*%{SIN(ALFA)-
LALFA*COS(ALFA)) ) ) -OMEGA*%X2)
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
CNE WORD INTEGERS

CORE REQUIREMENTS FOR ANGE1
COMNMON 4 VARTIABLES 16 PROGRAM 80

RELATIVE ENTRY PGINT ADDRESS IS 0014 (HEX)
END OF CCGMPILATION
/7 DUP

*STORE WS UA ANGEL
CART ID CCFF DB ADDR 4EQO DB CNT 0Go7

// FGR
¥LIST SOURCE PRCGRAM
*0ONE WORD INTEGERS
*IGCS(2501 REAOERs 1403 PRINTER)
REAL 1AF
EXTERNAL ANGEL
CIMENSIGN AUX{100)
COMMON GAMA,OMEGA
C TRAJETCRIA NO PLANG FASE
EP5=C.C001
ND1M=100
INF=C.CCC3
DES=0.6
N=-1
GAMA=1.
OMEGA=0.1
DELCFM=C0.1
16 WRITE(E,€)0MEGA,GAMA
6 FORMAT(LHLy "*COMEGA="yFT7 44 33X s "GAMA=',F4.2,4/)
XQg=G.
Y0=0a.2

ANGEQ5C3

(4011,0153)



94
PAGE 2 ANGEOQSC3

WRITE(S,1C0IXC,YC
PASX=0.025%N
21 XF=XC-PASX
16 CALL GATRI{XO,XF+EPS,NDIM,ANGEY,YI,TIER,AUX)
IF{IER-1}10,11,12
11 WRITE(5,101)
101 FORMAT{ "%¥%PRECISAD EXICIDA MUITD ALTA')
GO 16 17
12 WRITEL(5,102)
102 FORMAT('%*%=pOUCAS SUBDIVISOES®')
GO T1C 17
10 YI=YC4%Z+2%xY]
IF{Y1}1T7+13,13
13 Y=SQRT{YI)
WRIVE(S54]00}XF,Y
100 FORMATI{Z2F1l2.5])
X0=XF
XF=XC-PASX
YO=Y
GO T0 16
17 PASX=PASX/2Z2.
IF(ABS{PASX)-INF)20,20,21
20 IF{QOMEGA-DES)1B. 14,14
18 N=-N
IF{N)23,19,19
23 OMEGA=CMECGA+DELOM

G0 10 19
__ M CALL EXIT e
END

FEATURES SUPPGRTED
ONE WORD INTEGERS
[acs

CORE REQUIREMENTS FOR
COMMON 4 VARIABLES 226 PROGRAM 284

ENC OF COMPILATION

// XEQ



95

"B I18BL I'O‘G‘R'A'F I A

1 - BOYCE, WILLIAM E.and R.C. DIPRIMA,
"Elementary Differential Equations and Boundary Value
Problems",

John Wiley & Sons, Inc., New York, 1965

2 - BUTENIN, N.V.,
"Elements of the Theory of Nonlinear Oscillations".
(tradugao do original. Russo), Blaisdelle Publishing Company,

New York, 1965

3 - DEN HARTOG, J.P.,
"Mechanical Vibrations™,

Mc Graw-Hill, New York, 1956

4 - HOUSNER, GEORGE W. Y DONALD E.HOUDSON,
"Mecanica Aplicada Dinamica".
(tradugao do original em Inglés;Applied Mechanics Dynamics,

New Jersy, 1950), Compania Editorial Continental, México, 1960

5 - KREIDER, D.L.f ROBERT F. KULLER, and DONALD R.O.,
"Equagoes Diferenciais".
(tradugao do original Inglés, Elementary Diff. Equation E.U.A:),

Editora Edgard Bllicher Ltda, 1972



10 -

11 -

96

LANGENDONCK, TELEMAKC VAN,
"Resisténcia dos Materiais - Deformacoes".

Editora Edgard Bllcher, Un.SP

MEIROVITCH, I.,
"Analytical Methods in Vibrations",

Mc¢ Millan, N.York, 1967

PACITTI, T.,
"Principios de Fortran".

Ao Livro Técnico - Rio de Janeiro, 1969

PRATO, NIVALDO,
"Aplicagao do Método de Ritz Extendido na Andlise de vibra-
¢Oes e Estabilidade Dindmica de Placas Circulares”.

Tese Mestrado - COPPE/UFRJ - 1973

TIMOSHENKO, S. & J. GERE,
"Theory of Elastic Stability".

Mc Graw - Hill, N.York, 1961

TIMOSHENKO, S.P.,
"Problemas de Vibracidn en Ingeniaria"
(tradugao do original em Inglés, New Jersey, 1928)

Conpania Editorial Continental, S.A., México, 1965



97

12 - TIMOSHENKO, S.P.,
"Resisteéncia dos Materiais"
(Tradugdo do original em Inglés, Stregth of Materials, EUA),

Ao Livro Técnico, Rio de Janeiro, 1966.



