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SUMARIO

E feita a analise do Movimento de Balanco em um
sistema dotado de perturbac3ao propria. Esse sistema corresponde a
uma caixa tendo internamente um pendulo e que se apoia atraveés de uma
suspensao elastica dissipativa sobre uma base. 0 Modelo Matematico

€ conseguido através da Mecanica Newtoniana.

Determina-se a Carta de Estabilidade em condi -
¢oes exatas e em condigdes aproximadas, a partir do critério de lLie-

nard-Chipart.

Estuda-se a influencia de excitagoes tipicas, so
bre a caixa e na base, e o efeito de alguns parametros do sistema so

bre sua resposta.
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ABSTRACT

The roll motion of a system with internal
perturbation 1is investigated. The system consists of a rigid box
with a pendulum fixed on the top and supported by an elastic
dissipative suspension. The mathematical model is obtained by the

Newtonian Mechanics.

One establishes the stability chart with exact
and with approximate conditions, following the Lienard-Chipart

criterium.

One investigates the influence of typical
excitations on the box and its base and the effect of the wvariation

of some parameters of the system on its response.
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CAPITULO I

APRESENTACAO E MODELO FISICO

Entende-se por Movimento de Balango de um corpo
em movimento, a rotacao dele em torno do seu eixo que na posigcao de
equilibrio coincide com a tangente ao movimento. As outras rotagoes
possiveis sao em torno do eixo transversal, chamada arfagem, e do ei

xo vertical, chamada aproamento.

0s nomes desses movimentos sao em portugues oriun
dos da terminologia da engenharia naval. Em ingles eles sio, respec

tivamente, roll, pitch e yaw (Fig. 1).

+-trajetoria

Pretendemos neste trabalho analisar somente o mo
vimento de balanco de um determinado sistema, para conhecer o efeito
de varios parametros sobre o comportamento dinamico. Para este fim

sera idealizado um modelo fisico, proveniente de uma situacdo real.

0 estudo do movimento de um vagao ferroviario es
ta ganhando muito interesse cientifico na atualidade como demonstram
as publicagbes [7] a [10]. A quantidade de efeitos interessantes pa

ra o estudo e muito grande e somente foi abordada em parte.



0 modelo adotado neste trabalho baseou-se no pro
blema do movimento em linha reta de um vagao contendo uma carga em
movimento. Considerando-se um vagdao apoiado por uma suspensao elas-
tica sobre dois trugues,cada qual novamente com ligacdo elastica a
quatro rodas, e lembrando-se que um corpo livre possui seis graus de
liberdade, ve-se a complexidade do problema. E normal fazer simpli-
ficacdes no modelo de forma a obter certas caracteristicas basicas

do movimento.

Neste trabalho supor-se-a o movimento de balango
desacoplavel, podendo portanto, ser investigada uma sec¢ao transver -
sal do vagao. No-modelo fisico uma caixa com centro de massa adota-
do simula o vagao, um pendulo preso na parte superior da caixa repre
senta a massa em movimento e uma base simula o truque (Fig. 2). Nao
houve preocupagao em se definir mais exatamente o elemento fisico re
presentado pelo pendulo, que poderia ser encarado como por exemplo
um fluido contido no vagdo. [ claro que essa hipotese deve ter, ca-
so normal, sua viabilidade verificada experimentalmente, seja identi
ficando um sistema real, seja pela construgao de um modelo experimen
tal. Como se pretende obter um modelo fisico relativamente simples
ainda sao acrescentadas algumas simplificacoes que permitam um estu-

do dentro do escopo deste trabalho.

Em relagao ao problema real mencionado, corres -
ponde a substituir certos acoplamentos por perturbagdes especificas.
Assim, nao se considera o acoplamento transversal caixa-base, substi
tuindo-o por uma excitagao F(t) na caixa e mantendo a base rigida.
Por outro lado, nac se considera o movimento das rodas sobre os tri-

Thos, apenas estuda-se o efeito de perturbacoes na caixa pelos movi-



mentos, de rotagao y(t) e deslocamento vertical y(t), da base.

0 modelo fisico foi tomado constituido . decin

co partes distintas:

- & caixa

- a perturbacao (pendulo)
- a suspensao

- a base

- as excitagoes

(FIGURA 2)

A Fig. 2 esclarece sobre a caixa, suspensao, ba-

se e excitagoes.

A perturbagcao requer, entretanto, alguns coment§

rios adicionais.

Procurou-se fazer a caixa dotada de uma auto-per
turbacdo, isto e, simulando a interacdo com uma carga em movimento ,
que para maior generalidade foi suposta constituida de uma parte iner
cial com efeito elastico e de amortecimento. Essa parte inercial e
seu efeito elastico de reposicao foram tomados equivalentes a  um
pendulo (m,, &,), sendo assim definidos, respectivamente, pela massa

m e pelo comprimento 2.. O efeito de amortecimento, entretanto,

2 5

foi estabelecido como sendo de carater viscoso e interagindo com a

caixa, da forma que passamos a esclarecer.

Em se tratando de estudar um sistema em relagao
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ALTURA DO CENTRO DE GRAVIDADE DA CAIXA

LARGURA DA CAIXA
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COMPRIMENTC DO PENDULO

BRAGO DE F(T)

MOMENTO DE INERCIA DA CAIXA
MASSA DO PENDULO

CONSTANTE DE MOLA DA SUSPENQRO
AMORTECIMENTO SUSPENSAOQO / CAIXA

AMORTECIMENTO PENDULO/ CAIXA
MASSA DA CAIXA

FIT), W(T), Y(T) ... EXCITAGOES

Fig. 2

CAIXA



a uma perturbag3o propria, & evidente o interesse em faze-la a mais
critica possivel, dentro de limitacoes ou naturezas pré-estabeleci -
das. A parte amortecida devera, desse modo, estar vinculada as par-

tes elastica e dinamica ja definidas para a auto-perturbacgao.

A Fig. 3 e a Fig. 4 abaixo mostram dois modelos
possiveis para a simulacac do amortecimento viscoso a ser usado em

conexao com m, e 2.

Ii///// Ve ////]a

Na Fig. 3 o pendulo & suportado por uma barra de
peso desprezivel que tem na rotula de encaixe na caixa um efeito de
amortecimento viscoso. Na Fig. 4 o pendulo e suportado por um fio;
o amortecimento sobre a massa & proporcional a sua velocidade de ro-
tacao em torno do ponto de suspensdo, e a interagido se da somente
através de um momento equivalente sobre a caixa. Convém notar que o
primeiro deles faz atuar sobre a caixa, uma reagao 'Eeq que tende
a diminuir o efeito do momento -M , também sobre a caixa,e que exis

te em ambos. Isto pode ser visto na Fig. 5 e na Fig. 6, respectiva-



mente, onde s0 estao representadas as forgas devido ao amortecimento,.
-M

5

i

Fig. 5 Fig. 6 M2

Como sera visto posteriormente o momento -M  so-
bre a caixa € um elemento de instabilizagao do sistema (Graf. II). Pa
ra a auto-perturbacdo no modelo fisico adotado usou-se o caso descri-

to pela Fig. 4 que oferece uma situagao mais critica.

Sobre as outras partes que constituem o modelo fY
sico podem ser feitos tamb&m alguns comentarios. A suspensao e supos
ta de forma a fazer agir sobre a caixa somente forgas verticais,a des
peito da existencia da excitagao horizontal F(t). Por outro lado ,
¢¥(t) & tomado como a rotag3c da base, em torno de seu ponto médio ,

sendo y{t) o seu desliocamento linear.



CAPITULO II

MODELO MATEMATICO

Neste capitulo procuraremos obter um modelo mate-
matico representativo do modelo fisico apresentado no capitulo ante-

rior. Adotaremos para isto o método da Lei de Newton.

2.1. Coordenadas e Referenciais

Seja um referencial fixo representado por seus ve
tores bases (91’ e, 93)’ e um outro movel com origem no ponto 0:, de
suspensao da massa m,, € vetores bases (g:, g:, g:). Este referen-
cial por sua vez & fixo no pendulo, tal que g: tenha sempre a dire-

*

*
e, forma com e, o plano em que

¢ao do fio de sustentagao de m,, e,
*

se esta estudando o sistema e e,

e normal a ele (Fig. 7).
Consideremos como ¢(t) o angulo formado com a
vertical, por uma perpendicular a base da caixa, e seja 8(t) o Engg

10 do pendulo, tomado em relac2o a esta perpendicular.

Convencionemos como positivo o sentido anti-hora-
rio, e seja 0, o centro de gravidade da caixa. A Fig. 7 esclarece

quanto a estas consideragoes.




Tomemos ainda como x,{(t) e x,(t) , respectiva

mente, 0s deslocamentos horizontal e vertical do centro de gravidade

da caixa.

0 vetor posigao I, de 0, sera entdo:

fp = Xo (t) ez2+ x3(t) e, (2. 1)

- * -

Por sua vez, o vetor posicao de 0, sera dado
por:

* *

rp = - 2,5 g3 (2‘ 2)

onde %, & o comprimento do pendulo.

A relacio entre os vetores base & obtida tendo-
-se em vista a rotacao relativa entre os dois referenciais. Observa
-se que rotagoes positivas devem ser somadas para obtencao do angulo
final entre o pendulo e a vertical, o que pode ser visto pela Fig.7.

Podemos, portanto, escrever:

* *
g,= cos{d + 6)e, - sen{¢d + 0)e
g ( )"i ( )-: (2. 3)
e,= sen(d + B)e, + cos(¢ + O)e,

*

e,= cos(¢ + 6)e, + sen(d + 9)e

_: Z2 =3 (2. 4)
e;=-sen{$ + B)e, + cos(¢ + B)e,

Para obtengdao do numero necessario de coordena-
das deve ser verificado quantos graus de liberdade tem o sistema: a
caixa pode apresentar movimento de rota¢do e dois tipos de desloca -
mento, e o pendulo pelo fato de estar prescrito o movimento do seu

ponto de suspensao tem sua posicao determinada através de um angulo.



Tem-se no total quatro graus de liberdade e o seguinte conjunto de

coordenadas:

X,(t) : deslocamento horizontal da caixa
X,(t) : deslocamento vertical da caixa
¢ (t) : angulo da caixa

8 (t) : angulo do pendulo

2.2 - Analise de Forgas

Temos na caixa a distinguir cinco origens de so

licitagoes:

- forcas da suspensao

forcas de inércia

forgas gravitacionais

excitagao F(t)

Seja T e -M , respectivamente, a tracao e o
momento do pendulo sobre a caixa (conforme hipotese anterior). As

suas expressoes, no referencial absoluto, serao entao:

—
1

T sen (¢+8) e - T cos {6+ 9 e, (2. 5)
-M=c2égl (2. 6)

As forgcas F e F da suspensao sobre a caixa

serao dadas por:
. m + m,
Ex= (kdl)ga * (cldI)Ea ¥ (__—f—__ 9)93 (2. 7)
mo+m .

F,= (kd,)e, + (c,d,)e, + (_2__2 g)e,
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onde:
21
d, =y - x, + E—(sen ¢ - sen y) - 2,(1 - cos ¢)
L
d, =y - X3 - §l(sen ¢ - sen ) - £,(1 - cos ¢)

0 que pode ser visto pela Fig. 8.

Fica-se com:

A
F, = {kly - x, + ﬁi(sen ¢ - sen ¢) - 2,(1 - cos ¢)]

L
+c, [y - x, + §1(¢ cos ¢ - ¥ cosp)- 2,¢ sen ¢]

+ (m, +m,)g/2 }e,

Fig. 8
F, = {kly - x5 - ;i(sen ¢ - sen ¥} - £,(1 - cos ¢)]
+ ¢, ly - x; - ;l(é cos ¢ ~ ¥ cos ¥) - 2, sen ¢]
+ (my+my)g/2 le,

Denotando por ﬂin e Ein

mento e a forga de inércia devido a inercia da caixa, e notando

-

F(t) e definida sempre horizontal, chegamos a:
Min = = J,10 &
Fin = ° m1§2g2 - My X384
F(t)=  F(t) e,

(2. 8)

(2. 9)

, respectivamente,o mo

que

(2.10)

(2.11)
(2.12)
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Para a massa m, temos a distinguir quatro ori-
gens de solicitagoes:
- interagao com a caixa
- forgas inerciais
- forgas gravitacionais

- forgas de amortecimento.

Como foi apresentado no Cap. I, a massa do péﬂ
dulo estara sujeita a uma forga de amortecimento proporcional a
sua velocidade {amortecimento viscoso). Essa forga sera represen-

tada por Eeq’ por ser devida a um efeito equivalente que atua so

bre a caixa como um momento - M.
* . C, * «x
= > £ -
M Eeq x ry > Feg T 6 e, (2.13)
*

Representemos por Ep a aceleragao absoluta de

%*

* *
m, escrita no referencial (e ,, ¢,, e,}. Se denotarmos por w a ro
*

*

tagao absoluta de @:, e, g:) e por ag* a aceleracao absoluta de
1

* -
Ol , teremos entao:

* x * * x K * * * *
3p =+t W x Y te XTove x (@ xr)
(2.14)

* * -~ . . -
onde v e a  sao, respectivamente a velocidade e aceleragao de m,

s
* - . * %*
» ¢,). Como m, esta fixa em (e , e

* *
2 ~2°?

*
em (91’ e gs) e da Fig. 2 te

mos respectivamente:

feat o0 2.15
Yp = 2p 7 2 (2.15)

e
1l
—
S
+
(2]
—
m

(2.16)
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A aceleracao absoluta 35« sera dada por:
~wl

ane = [X. - (2.-2 ){é cosy -g2sen e
So* [x, - (2, 2)(§ ¢ "¢ olle, (2.17)
+ [x, - (2,-2,)(¢ seng +$2cos ¢o)]e,
Substituindo-se (2.3) em (2.17), chega-se a:
* . . .2
EOf = {[x, - (2,-2,)(¢.cos¢ -¢ senp)]cos(g+g) +
+ [x, - (lh-£2)$.sen¢ + $2c05¢]sen(¢+e)}g: +
+{[X, - (2,-2,)(¢.senp+p2cosy)] cos(p+e) -
" . . *
- [x, - (lh-ﬂ,z)(¢.cos¢-¢2sen¢):|sen(¢+e)}g3 (2.18)
Substituindo (2.15), (2.16) e (2.18) em (2.14) e
* * * * * *
denotando por a, e a, as componentes de ap, em (e,, e,, e,),che

ga-se a:
a: = X,cos(¢+8) + X, sen(¢+6) - 92 [cosd sen(+6) -
- sen¢ cos(¢+0)1(2,-2,) + 5{25 - (1“-12)[cos¢

cos(¢+8) + sen¢ sen(¢+8)] + 2, 6} (2.19)

§3cos(¢+8) - ;zsen(¢+8) - ¢2[cosp cos(¢+6) -

+1}
w *
n

i

send sen(¢+6)](2,-%,) + o{cosd sen(¢+6) -

seng cos(¢+0) + L (d+8)°} (2.20)

Adotando-se a hipotese de que os termos nao 1i -
neares sao suficientemente pequenos em face aos demais, podemos pro
ceder a uma primeira linearizacao destas expressoes obtidas. Eviden

temente, fica-se restringido a deslocamentos suficientemente peque -
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nos, bem como, as velocidades e as aceleracoes.

Primeira Linearizacao:

T =T(e+8)e, - Tee,
9'1 . . 9‘1 . w
Fo= tkly = x, + 5= (6-0)]+ ¢, [V - x4+ 5=(4-9)]+
m, +m,
% . %
Foo= {kly - x5 - 52e-0)]+ ¢, [y - %, - (4-9)]+
m,+m,
+ — g ]'_9_3
* . . . * . *
?,p = [xz + (2’5-2’1&+g‘2)¢ + ﬂ‘se],e,z + xags

2.3 - Modelo Matematico

As condicdes de equilibrio dinamico (lei

Alembert) para a caixa:

t—

- (m,g)e, + F + Ez + F

1 Fin * £(t) =0

Mo+ m1'n + P Xxr, 4 FEXr, +TXxr +F(t)xr, =0

onde os Ly s i=1,...,4 sao os vetores que ligam os pontos de

cacao, das forcas respectivas, ao centro de gravidade da caixa

1a Fig, 9 tiramos suas expressoes: 0:

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

de D'

apli-

. Pe-
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L L
ro= (?L cos¢ - %,send)e, +(%,cos¢ + El seng)e, (2.27)
£ L
r, = - (Ei cos¢ +2, sendle, +(%,cos¢ - 51 seng)e, (2.28)
r, = (2,-%2,)send e, -(2,-2,)cos¢ e, (2.29)
r, = - (22+£s)sen¢ e, +(2,+2,)cosd e, (2.30)
Fica-se, portanto, com:
2
FoXxr, = - Fl(?l cos$ - L,send)e (2.31)
L
F,xr, = Fz(?l cos¢ + 2,send)e, (2.32)
T xr, =-T (2,-%,)sen¢ e, (2.33)
F(t)Xr,= F(t){2,+2 )cosd e, (2.34)

Substituindo-se (2.11), (2.12), (2.21),....,(2.23)

em (2.25) chega-se a:

m,Xx, - T{(6+8) = F(t) (2.35)

m X, + 2¢,%, + 2kx, - T = 2ky + 2c.y (2.36)

173

Substituindo-se (2.6), (2.10), (2.31),...,(2.34)
em (2.26) chega-se a:
1] 2
J, +(F1+F2)(§l cos¢ - L,sen¢)+ T(L, -%,)send -

- F(2,42 )cos¢ - c,6 = 0 (2.37)

As equagoes (2.35), (2.36) e (2.37) sao representati

vas para o movimento da caixa, estando acoplados com as equagoes do
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pendulo através de T e c,0.

Por outro lado, escrevendo as condigoes de equi

1ibrio dinamico para o pendulo

F + T+P, ~-ma_ =20
....eq —~ —

A tragcao T e o peso P, escritos no referen -
. * * *
cial (el, e, es) tomam a forma:

*
T* =T e, (2.39)

* *
- m,g sen{¢+8)e, - m,g cos(¢+8)e, (2.40)

-
(]

Substituindo-se (2.13), (2.24), (2.39) e (2.40)

em (2.38) chega-se a:

- - " ¢ .
mz[x2 +{L5-2,+2,)0 + 2.0 + gsen{¢+9)] + Ei 6 =0 (2.41)
m,X; + m,g cos(¢+8) - T = 0 (2.42)

Ficamos,assim, com um sistema de cinco equacoes
e cinco incognitas, incluindo a tracao T. Notando, porém, que a mes
ma pode ser explicitada em (2.42) e subgtituindo-a em {2.35) , ... ,
(2.37), (2.41) obtemos, ent3o, um sistema de quarta ordem em x,,X;,

¢ e 8 . Substitue-se tambem F e F em (2.37) por suas expres-

1 2
soes em (2.22) e (2.23).

0 modelo, assim obtido & nao linear. Consideran
do-se a hipotese ja feita de deslocamentos, velocidades e acelerades
suficientemente pequenos, podemos proceder a uma segunda lineariza -

¢do. Obtem-se as seguintes equagoes:
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Sequnda linearizagdo:

m X, - m,gé - myge = F(t) (2.43)
(my+m,)x, + 2¢c X, + 2kx, = 2ky + 2¢,y (2.44)
2
bl 2 . »
J1¢ + "'é_' d’ - CZB + E(t)¢ +(2‘4—£‘2)ng8 = (2'2+2‘5)F +
! o
+ lefJ"l‘Cl—z-—lfJ (2.45)
- ; . C_
myX, + M (£o-2,+2,)¢ + m,2.0 + El 6 + m,go + m,gé = 0 (2.46)

5

onde £E(t) & dado por:

%
E(t) = - (m,+m, g8, - k& (y - §l) - 2¢,%,y (2.47)

0 termo E&(t) aparece no sistema como um parame
tro variavel, variagao esta consequente de y(t). O movimento verti
cal y(t) da base atua,portanto, como excitacac paramétrica, perden
do-se com isto a possibilidade de solugoes por técnicas elementares.
Dependendo de y(t) , pode-se, porem, obter solucdes em serie. Solu

¢oes numericas para sistemas lineares podem sermpre ser adotadas.

2.4 - Simplificagdo do Modelo Matematico

A segunda equagao em (2.44) & desacoplada das de
mais. Isto mostra que nas condigoes da hipotese assumida o movimento
vertical e desacoplado da rotacao (justificando, assim o seu estudo
em separado) e vice-versa, sendo excitado apenas pele movimento ver-

tical da base. A solugdo geral de (2.44), sera:

Alt lzt
xy(t) = C.e + Ce + xp(t) (2.48)
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onde

-c, = /e - 2(m, + m )k
A, = - 12 s i=1, 2 (2.49)
(m, + m,)

sendo xp(t) a solugao particular que dependera de y(t).

Se y(t) tem desenvolvimento em serie de Fourier

(1]

@

y(t) =3 ¢ elnut (2.50)
entao
e inwt
xy(t) = I Y(i.nw) Cp e (2.51)
N==-o
onde

2{k + inwc }
Y(i.n,w) = (2.52)
k - n? w¥(m, + m,) + inuc,

Nac e nosso objetivo discutir em detalhe as ca-
racteristicas desse movimento vertical. £ comum encontrar um estudo
pormenorizado desse movimento inclusive em textos basicos que estu-

dam veiculos.

Observando-se o sistema resultante (2.43),(2.45),
(2.46) pode-se notar, de imediato, que mais uma simplificagao & pos
sivel: a variavel x, aparece como X, em duas das equagGes. Logo ela
tambem pode ser eliminada tornando bem mais facil a solugdo do mode

1o cujo estudo nos propomos. As equagoes resultantes sao:

. 12
J1¢+Ef c,b - c, B+ E(t)e + (2,-2,)m, g0 = (2,+& )F +
22 22
+— kg + — ¢, ¥ (2.53)

2 2
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" . Cc m m m
mo2 e+ m (8.-2, %2 )¢+ ;39 + —Z(m,+m_)ge+ —L(m +m)g8=-2F (2.54)
m

5 ml 1 ml

2.5 - Normalizagao.

As equagoes (2.53) e (2.54) em forma matricial,

sSe escreve:

MX + CX + KX = E

8

¢
Considerando-se o vetor X = [ e procurando
escrever M com diagonal unitaria, divide-se a primeira equa -

gao por J, e a segunda por mzzs. Fica-se com:

E(t) mg
’ 1 0] ([ —— (2,-2,)—
M= K = Jy Jy
0 i zh-ﬁz) : m2+m q m, + mlg
L 25 ) kml !’5 ml 25 )
L2 ¢, c, ] [ +1 2,2 22 L)
[_1 - - - 2 6 + lkw + 1 CllP
2 c, J, J, 2J 1
c = E =
¢ 1
2
0 m &2 i m 2 i
\ 2 5 \ 2 3 )

Observe-se que foi obtida uma matriz de massa M
nio simetrica. Essa forma & de obtencdao possivel no desenvolvimen-
to pela Lei de Newton. Ela tambem nao representa nenhuma dificulda
de especial {no desenvolvimento por Lagrange ela & automaticamente
simetrica) pois e simetrizavel por uma transformagao elementar, co

mo sera feito posteriormente. As outras matrizes nao apresentam ne
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nhuma peculiariaridade, podendo portanto K e C serem desdobrados

em partes simetricas e anti-simetricas. Portanto, o problema & bem
geral se compondo de forcas giroscopicas , forgas de amortecimen -
to viscoso, forcas conservativas e n3c conservativas. Alem do mais

existe, como vimos, um termo de excitagcao paramétrica.

Normalizagao no tempo:
Seja

T = Q.t (2.55)
sendo T um novo "tempo adimensicnal" e Q wuma constante. Tere -

mos, entao:

d 14

i (2.56)
2 1 ¢

e (2.57)

Derivando em relacao a T o sistema toma a for

ma:
1 1
— M X" + = C X' + KX =E
Q? Q
Multiplicando-se por Q2

M X" + QCX' + Q%KX = Q2E (2.58)

Representemos por e, ee 0s elementos do ve-
21

tor E. 0 produto Q2F fornecera, entdo:

8,48, 22 22 .
Q2 F+2 2 kip+Q0-—c, ¢ (2.59)

1n 3, 23, 23,

N% e

a2 e, = 02 F (2.60)

m. L



plicitando

ca-5e com:

onde

sendo
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Substituindo-se (2.59) e (2.60) em (2.58) e ex -

¢" da primeira equagao e substituindo-a na segunda, fi

" = - a ¢' +s 68' - u(r)d - b6 + n, (1) (2.61)
6" = ¢ ¢' - 28' + [e p(t) - dJ¢ + £ 6 - n,(1) (2.62)
n,(T) = n¥(1) + pY'(T) + vF(T1) (2.63)
n2{t) = qy(t) + r¢'(1) - WF{T) (2.68)
u{t) = g* - hy(t) - my'(1) (2.65)
2'2
a =0 c, (2.66)
23,
m
b = Q2g(L, - £,)-2 (2.67)
1
2
2 2=
c =0— (1 - - 2)c, (2.68)
2J, I
m + m
d =*+—-2 (2.69)
Lsmy
S
e =1 - >+ 2 (2.70)
2‘5
I A m. +m
£ = 92[(1,' -2, - 22y 2g . L 2 29} (2.71)
2 .Q,s ‘]l m, R‘S
PP : 2.72
=2 —[ k— - + .
gt 22 =[ k— - glm + m,)1, ] (2.72)
ke,
h = 92— (2.73)
Jl
2¢c, %,
m = (2.74)
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Lk 23
n = -H (2.75)
1
o
p o gt (2.76)
20,
L - 2. K&
q=o'(1 - 2—2) 2 (2.77)
%, 2d
2
2 - 2 c, &
r=a (1 - %) — (2.78)
1, 2J
C
s - g 33 (2.79)
1
1 2, - 2, 1
2 =20c¢ [--(1 - ) + 2] (2.80)
Jl 25 mZES
L .+ ') L - R 1
W = nz[ 2 f -2 AN ] (2.81)
J, % m, 2
L+ 2
ve=ga —ZJ——-G- (2.82)

2.6 - Comentarios sobre as Excitagoes.

-

Observando-se (2.61) e {(2.62) e facil se ver
duas naturezas distintas na influencia das excitacdes y(t), ¢(t) e
F(t):
- como parte nao homogenea do sistema

- como parte variavel nos coeficientes do sistema.

A primeira delas aparece em (2.63) e (2.64), res

pectivamente em n (t) e n,(t). Conclui-se assim que a rotacao yY(t)
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da base e a forca horizontal F({t) atuam somente sobre a solugao
particular, ou seja, o movimento forgado. De uma forma geral suas
influéncias se expressarao sob forma do produto y(i,n,w)sobre os coe
ficientes Cn de suas series de Fourrier, o que pode ser visto em
(2.51) e {(2.52). As equagoes (2.63) e (2.64) nos mostram ainda que
a resposta do sistema dependera, tambem, da velocidade de rotacao

y(t) (devido ao amortecimento c,)-

A influencia sobre os coeficientes aparece no
termo u(t) em (2.65), e se deve a excitacao y(t). 0 movimento ver
tical de base atua, portanto, "mudando a tendencia" da resposta do

sistema.

Consideremos o sistema excitado somente em y(t)
Notando que M e C s3o constantes e a variagao aparece somente

em K, podemos escrever:
MX + CX + KX + K(E)X = 0 (2.83)

onde K_ & a parte constante de K e K(t) = K(y(t)) [6]. Supondo
que y(t) possui expansao em série de potencia convergente em RY
(conjuntos dos reais maiores ou iguais a zero), entao X(t) tambem

o tera [6]:

¢ bod n
X(t) = { e} =] ALt (2.84)
n=0
onde os coeficientes An sao vetores a serem determinados e seja
-1 0 ©
* n
K(t) = p (t) = ¥ B t (2.85)
n=0 n
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onde

W (t) = hy(t) + my(t)
e os coeficientes Bn sao matrizes conhecidos atraves da excitagao
y(t).

Substitindo~se (2.84) e (2.85) em (2.83), chega

-Se a
TOMA . (n+)(ne2)t" + 7 C AL (n¢)t" 4§ K AN+
n=0 n+2 n=0 n+i nzg ¢ "
+ 7 Dntn = 0 (2.86)
n=0
onde o vetor D e dado por
? A (2.87)
D = B_ A, .87
m-oyzg M3

A equagao (2.86) pode ser escrita como:
KA, + CA +2MA, + D + nz1 [bn + KA, +C An+1(n+l) +
+ M A (n+1) (ne2)]t" = 0 (2.88)
n+2

Portanto deve-se ter

=
1]

60 ~D, + KCAo + CA, + 2M A, =0 (2.89)

n>1->D + KA + CA (n+1) + M A (n+1)(n+2) = 0 (2.90)

n+1 n+z

Fica~-se, assim, com uma relagao de recorrencia

a partir da qual se determina os An:

n

Aiys = ”'l[jéo BpjAj + KAy *+ € An+1(n+1i]/'(n+1)(n+2) (2.91)
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com Ao e A, as condigoes iniciais em deslocamento e velocidade

(0o que pode ser visto derivando (2.84) e em t = 0), respectivamente,

A partir de (2.91) €& possivel se ver a influen-
cia de y{t) sobre a resposta X{(t). Notando que os An+2 podem ser

considerados como a soma de duas parcelas

o«

B _.A.
y! KcAn + C An+1(n+1) . y! jéo n-jj

(n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

ent3ao a serie de potencia de X(t) podera ser escrita assim:

T * N T ¥
X(t) = ¥ Ayt o+ ) Ayt (2.92)
n=¢ n=290
* L2 ..
Para os An e An sempre podem ser definidas
expressoes polimoniais da forma:
x

A, # f(Bi), Vi >0 (2.93)

*k * . .

Ay = f{Bi'f(Aj’ Bg)) i, j» 2 < n (2.94)

Podemos, entao, escrever:

X(t) = X_(t) + X_(t)

onde Xl(t) e xz(t) sao respectivamente a primeira e segunda

parcela em (2.92). Xl(t) nao depende, portanto, dos Bn'

De (2.94) concluimos que se Bn =0, Yn , entao
A;*= 0, Yn e, consequentemente, Xz(t) = 0. Como Bn = 0, ¥n equi
vale a y{t) = 0, prova-se assim, que X,(t) representa a resposta
do sistema quando n3o excitado. O movimento vertical y(t) atua, par
tanto, adicionando a resposta natural X, (t), uma modificagao Xz(t}

*%k

*
Dando valores a n obtemos os An e An
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* M
A2 = T(Kc Ao + C Al)
n =20+ -1
*k M
A, = — Bo AG
2
-1
* M -1
A, = — [KA + 2 7C (KA, +C A
n = ] -+ -1
we M -1
A, = — [B,A, + B, (A, + 24 C A,)]
. . . * * %
e assim sucessivamente sempre podemos determinar os An e An de

pendentes de A, e A,.

Como A0 e A1 representam as condig¢oes inici-
ais em deslocamento e velocidade, respectivamente, pode-se concluir
entao, que nao havendo perturbagao inicial, o movimento vertical

da base por si s6 nao excitara o sistema 3o movimento de rotagao

De (2.91) & facil se ver que se 0S B, forem su
ficientemente pequenos em face de K. e C, entao Xz(t) sera des-
prezivel em face de X (t). 0 mesmo efeito pode ser visto direta -
mente da equacdo diferencial, pois se a excitagao y(t) tiver a
mesma ordem de grandeza do deslocamento X{1t) seu proauto pode ser

desprezado tendo em vista nossa aproximagao linear.

Finalmente, queremos ressaltar que apresentamos
um caminho possivel de ser seguido para calculo deste fenomeno de
excitacdo parametrica, que porem nao sera abordado com maior pro-
fundidade neste trabalho. Yale a pena lembrar que tambem ocutros mé
todos existem para o estudo de equagoes diferenciais com coeficien

tes periodicos. Porem todos eles levam a um desenvolvimento extre
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mamente complexo no nosso caso e poderiam resultar em um novo e ex

tenso trabalho.
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CAPTTULO IIl

ESTABILIDADE

Neste capitulo estaremos interessados em deter-
minar as condigdes necessariase suficientes para que o sistema seja
estavel assintoticamente. Usaremos, para isto, o critério de Lie-

nard-Chipart [3].

Consideremos as variaveis vi(t), i=1,...,4 de

finidos como

v, = ¢ (3.1) v, = 8 (3.3)

v, = {;1 (3.2) v, = 63 (3.4)
portanto

¢ =v, (3.5) 8 = v, (3.7)

6 =V, (3.6) o =V, (3.8)

Substituindo (3.1), (3.3), (3.5), ... , (3.8)em

(2.61) e (2.62), obtemos as equagoes:

vz--—av-uv

2 p ~b vy s v, 4+, (3.9)

[}

v, c v, + (e u - d)vl + fv -z vy - n, (3.10)

3 L}
As equagoes (3.2), {(3.4), (3.9) e (3.10) formam

um novo sistema nas varjaveis V-

[ [ o 10 0] (v ] (o ]
1 1
v, e u -a -b S v, N n,
. = X
v, 0 0o o 1 v, 0 (3.11)
-v“- (ep-d) c f -z vhJ -n,
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onde, conforme (2.65), se tem p = u(t).
Esse sistema tem a forma:

Vo= A(t) ¥+ B(t)
e, se ele nao esta excitado temos:

n, =0

M = g* = const.
n, =0
o que pode ser visto em (2.63), ... , (2.65), ficando-se assim com
A(t) = A = const. e B = 0. A equagao (3.11) se reduz, portanto a
V=AY (3.12)
As solucoes de (3.12) sao da forma

A.t

y=zbel E (3.13)
1

onde os by sdao constantes arbitrarias, os E; o0s auto-vetores
da matriz A e os Ai seus correspondentes auto-valores. De (3.13)
se ve que se Re(Ai) < 0, Yi entao o sistema sera assintoticamen-

te estavel.

Os auto-valores da matriz A serao as solugoes
da equacgao
IA - AI| = 0O (3.14)
Desenvolvendo (3.14) chega-se ao polinomio ca-
racteristico
3
A* + (z+a)h + (@%- f + az - cs)A” + [g%z + ¢b - af -~ s(eg*-d)]A
+ [b(eg"-d) - g*f] =0 (3.15)
que tem a forma

» 3 2 -
S,AT +F ST+ s A7 s A+ 5,20 (3.16)
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onde
s, = b(eg” - d) - g”f (3.17)
s, = g%z + cb - af - s(eg” - d) (3.18)
s, =g% - f+az-cs (3.19)
s, =a+z (3.20)
s, = 1 (3.21)

De posse dos coeficientes S50 i=1,...,4 a
estabilidade assintotica fica garantida pelas condigoes
s. >0 , i=1, ..., 4 (3.22)

i
s, {s,s,-s;5) - $,5, >0 (3.23)

L w R

que representam o criterio de Lienard-Chipart adotado (veja, por e
xemplo, {[3]).

Convem lembrar que a estabilidade dinamica cos
tuma ser estudada para sistemas sem excitagoes. Isto se justifica,
pois a solucao geral e sempre constituida de duas parcelas: a solu
cao da homogenea mais a solugdo particular. Se o sistema homogeneo
nao e estavel, entd3o certamente tambem n3o o sera sua solugdo ge-
ral. £ claro, pode-se ter o caso da solugdo particular estabilizar
a solugao homogenea, 0 que evidentemente nao representa interesse

no estudo de veiculos.

3.1 - Estabilidade para c, = 0.

De infcio vamos fazer o estudo da estabilidade
do sistema quando ndo houver amortecimento entre o penduio e a cai
xa, para em seguida determinar a alteragao da carta de estabilida-

de com a inclus3ao desse amortecimento. E claro que consideramos es
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tabilidade no sentido de Lyapunov, isto &, a estabilidade oscilan
te, ja que o pendulo deixa de ter seu movimento amortecido, o que
pode ser visto ou fisicamente ou observando que a matriz de amor-
tecimento C, definida no item 2.4, passa a ser positiva semi-defi

nida.
No caso c, = 0, ha visivel simplificacdo das
— - - - -
expressoes, e e possivel se obter conclusoes pelo desenvolvimento

algebrico. Tem-se no caso :

s, = b(eg* - d) - g*f (3.24)
s, = bc - af (3.25)
s, =g - f (3.26)
s, = a (3.27)
s, = 1 (3.28)

pois s = z = 0 o0 que pode ser visto a partir de (2.79) e (2.80).

Substituindo (2.66), ..., (2.72) em (3.24), ...,

(3.28), chega-se ds expressoes:

17k Qf m,+m,
S, = 3:-[__2;- - gm2, - gmzzu] "2 g (3.29)
5
2 m o+ om
s, = R 2 €9 (3.30)
2d m, 2,
k &2 8,-%, L -2 1 g
s, = —— (1 - =2y 22 n g+ (m+m) - -2)g  (3.31)
24 2 m J
1 5 1 15 1
2
2’1
§, = — ¢ (3.32)
3 24J 1

De (3.30) e (3.32) observa-se que:
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m,o+m m o+ m,
2 ——g -5, >0 (3.33)

lE'S

Substituindo {3.29) e (3.31) em (3.33), chega-

- 2
m,o+m, (2“ 22)
2
5

J

1

mg* >0 (3.34)

mlf.

0 que mostra ser {3.23) sempre verificada.

De (3.30) e (3.32) ve-se que $; > 0 para i =1

e 1 =3 desde que c, > 0. Ficamos, assim, somente com as condi-

coes
(1) s, > 0
» €, >0
(ii) s, >0
Resolvendo (i):
De (3.29) conclui-se
kel
T - gmlﬂ.z - gmzﬂ.“ >0
portanto
2
kzl
_E_ > gm,e + gm g, (3.35)
Resolvendo (ii):
Desenvolvendo (3.31) chega-se a inequagao
knf J, 2 J1 m
—E_ - gm,L, - gmlz2 + z— g + [(E~-£z) +;r]g E_ >0

5 1 S
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que pode ser escrita como

2
kL J

J

1

"2_ > gm,2, +gmi, - —g - [(9’:.-2'2)2"' _1'}9
Ly m,

™,

— (3.36)
2'5

Notando que o segundo membro desta desigualda-
de @& sempre menor que o de (3.35), conclui-se entdc que a estabi-
lidade para c¢ =0 fica garantida pela verificagao de (3.35), com
c > 0.

1
Escrevendo (3.35) como
2

k%,

> (2“) m, + (22 ml)

29
a regiao de estabilidade ficara, ent3o, delimitada por uma réta de

coeficiente angular igual a altura %, » da caixa, e coeficiente 11

near dado por m %, (ver graf. I). Conclui-se, portanto, que:

- no sistema perturbado maior altura da caixa e do seu centro
de gravidade instabilizam o sistema. Maiores valores da massa

m1 tambem acarretam instabilidade;

- no sistema sem o pendulo, ou seja, sem a perturbagdo interna,

a altura da caixa nao influi diretamente na estabilidade.

Encarando (3.35) como condicao sobre energias,

podemos ainda concluir:

- 0 sistema sera estavel se a energia elastica da mola (corres-
pondente a uma deflexao igual a bitola %,) for maior que 2
soma da energia potencial da massa m, (em cota correspondente
a altura lu) mais a energia potencial da caixa {para uma altu

ra igual a do seu centro de gravidade).

Reservamos, todavia, para o final deste item, a
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ocorrencia mais interessante. Observa-se que da verificagao de
(3.35) segundo o critério de Lienard-Chipart fica garantida esta-
bilidade assintotica! Ja foi ressaltado, porem,no inicio, que nao
e considerado amortecimento entre pendulo e caixa, o gque se expres
sa matematicamente por uma matriz de amortecimento positiva semi-
definida. Ora, entao estamos face a um caso onde o amortecimento &
pervasivo ou penetrante, isto &, ele atravessa o sistema. Esse as
sunto tem sido tratado na literatura , principalmente por MGLLER
([11] e [12]) baseado em uma discussdao originaria dos trabalhos de
Thomson Tait. A conclusao direta, a partir do sistema de equacgoes
do movimento & simples no caso de K simétrica porém muito compli
cada no caso de K n3o simetrica. Dispensamos, portanto, essa ve
rificacao geral e nos limitamos ao que foi apresentado acima. Uma
verificacdo do resultado obtido do mencionado critério pode ser fei
ta determinando-se as raizes do polinomio caracteristico {3.15) e
que Tevam evidentemente as mesmas conclusdes, isto €, a parte real
dos . auto-valores & sempre negativa, se for obedecida (3.35). 0 u-
nico caso de estabilidade oscilante ocorre no contorno {de (3.45);

ver graf. I)

]

ke,

= gm2£h + gmllz

3.2 - Estabilidade para c, # 0.

Substituindo-se (2.66), ... , {2.79) e (2.80) em
(3.17), ..., (3.20), chega-se a

1 kﬂf mo+m
S, = — [——w - gm2?, - gmzzu] —_g (3.37)
J, 2 m L,
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2 2
L5 m+m, g 1 ky m_+m c
s = L1z c, { [ - (ml+m2)g£2]+ SRR
2 m, 2J, Jym, L Jym, %
(3.38)
kel -2 -8 1 % 22
s, = — -(1- 2y ——= myg+(m,+m g - -z~]+ —— c.c
22 2 1 % J 23,92 172
1 5 1 17s 1 15m2
(3.39)
22 J L,.-2 c
S, = — ¢ 4 (1 - —T) = (3.40)
2J L°m L
1 51 S 1

Analise de s > 0:

Notando que (3.37) & igual a (3.29), fica-se

com a mesma condicdao (3.35) do caso anterior.

Analise de s, > O:

Observando que o unico termo possivel de ser ng

gativo em (3.38) e

sz
[ —;- - (m1 + mz) gﬂz]

e considerando que existe um sz/z minimo dado por (3.35),condlug

se que s. > 0 e sempre atendida quando so > 0.

1

Isto pode ser visto por:
ke?

1
(-E_qmin = gm &, + gm, %,

ke?
(F;_)min - (m1+m2)gﬂ.2 = gm,(%,~ 2,) >0
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Analise de s, > 0:

Pelo resultado da analise de s, > 0 quando

¢, = 0 vimos que esta condigao era sempre atendida se s, > 0. Tam

bem aqui o resultado € identico, pois o termo em c, acrescido &

sempre positivo.

Analise de s, > 0:

De (3.40) fica-se com

22 1 L .~% ¢

L c, + ( + — 2) -2 > 0

2J, m,% %5 %5

que pode ser escrito na forma
2 c J
2 1

(— ==+ 1), - (£,-8,)8, + — > 0 (3.41)

2 c, m,

A desigualdade (3.41) pode ser vista como uma

inequacdo do segundo grau em £.. Sua solugdo sera dada por

(2,-2,) - /& (2,-%2,) + /T
> 2> > (3.42)

Rf ¢, 2 <
2(——+ 1) 2{(— — + 1)

2 c, 2 c,

onde

2 Jl 1: ¢,
A = (iu-zz) -4 — (_ — + ])

m, 2 ¢,

A Figura 10 mostra o aspecto da regiao represen

tada por (3.42).
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assintota (2, - 2,)

r4
L1 &

VRN + 1)

LP———————’J 4(Rl 2+
t_______ 7 C,
m, = 2 dy
(‘Q'q - ‘Q'z)
Fig. 10

s2 > 0:

Analise de s (s,s, = s;S,)- 5,5,

1 0

Em vista da complexidade algébrica desta condi-
cao, o que pode ser visto a partir de (3.39), ... (3.42), procura-
remos analisar até onde nos for possivel a forma de sua regidao em

confronto com s, > 0 (Fig. 10).

Supondo s _, S,» 8, > 0, conforme ja apresenta-

0 2

do, & facil ver que a condigao
- - 2
s,(s,s, S,) S,53 > 0

s0 pode ser satisfeita quando s, > 0, de onde se conclui que ela

3

podera ser atendida somente na parte nao hachuriada da Fig. 10.

Por outro lade, considerando-se os limites

m, >0, 2 > 0 e &, -+« de (3.39), ..., (3.42) pode-se ver
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que
m, - ot 3 s,(s,8, = 8;) = s, s§ >0
Lo > ot 2 $,(5,8, - 5,) - s, s§ > 0 (3.44)
L, ot 3 $,{S,5, - 5,) - S, 53 > O

Conclui-se, assim, a existencia de um contorno
S que tera o aspecto conforme a Fig. 11 e que separa a regido esta
vel da regido instavel de acordo com a condigao (3.23).

s}

2
$,(5,5; - 5;,) - 5.5, >0

Um resultado particularmente interessante seria
se este contorno S viesse aproximadamente a coincidir com o pro

- . * . . -~
prio contorno s, = 0 ja conhec1do( ). Uma investigagao neste sen

tido pode ser feita tomando-se o limite s, - 0%, e nestas condi -

¢coes temos que

- 2
se s,5, - s, >0 entao $,(s,5; - $,) = 5,8, >0

0
(3.45)
Das equagdes (3.37), ..., (3.40) atraves de sim

plificagoes convenientes, chega-se a :

(*) Note que n3ao poderid haver superposi¢do exata, pois em s, =0

(3.23) ndoc e satisfeita; estamos supondo s,, s,, s, > O,



1¢ % L,-%, c, m,+ m, sz
2% 8 =;f:(;£ i m )+ m_2 (m 2 - 53_)]
5 2 1 2 5 1 s 1
\ (3.46)
kel 2,-%, &,-%, L, 4]
s, — - (1 - ) ng-(m2+ml)——g+——-———; clcz]
-2, I J, 2dm,e;

0 segundo colchete , nesta expressdao, & sempre
positivo quande s > 0 ; como s, > 0" entdo o sinal de (3.46) fi
cara determinado por

% 2 - ¢ [(m ke ]

)+ 22 '—z+1)g_—_—_2’5
m

m m mzls 1 :

(3.47)

e, portanto, para m, suficientemente grande a condigao (3.45) po

de ser escrita como

T rc
2 2

— [—; g - (ﬁh-ﬂjﬂ >0 + s {s,s, -85} -s,s,>0 (3.48)

m L

1 5

Levando em consideragao que c, e um amortecimen

to, (2,-%2,) uma dimensdo linear do sistema e

(2,-2,)
£ < [} 2
5 2
2 ¢,
(z o+ 1)

2
em pontos proximos ao contorno s, =0 (Fig. 10), e de se esperar

que (3.23) seja verificada. Ha, portanto, para valores altos de

m,, uma "superposigao” nos contornos S e s, = o .

~ 2 -
Por outro lado, se a razao k&,/J, nao for su
ficientemente grande, entdo (3.46) sera positiva mesmo no infcio

do contorno s, = 0, e a 'superposigao” sera total {Fig. 11).
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3.3 - Comentarios e Resultados.

0 criterio (3.23) nio oferece condigoes de ser
trabalhado algebricamente no caso de ¢, # 0, da7 a razao da ultima

analise apresentada.

Nela procuramos mostrar a existencia do contor-
no S, que no caso deseconfundir com o contorno S, = 0 resulta nu

ma “equivalencia" entre o critério (3.23) e a regido S, > 0.

E evidente que nao podemos excluir de todo a
possibilidade da existencia de instabilidade como mostra a Fig.12,

porem nao vemos, a priori,nenhuma motivagao fisica para elas.

L A

S i

y
\\ [
%\ . S1(5,5, = 5,)-5,55<0

— M2

Fig. 12

A condigao (3.45) representa um caminho para se
mostrar que os contornos se "confundem". Atraves dela se chegou a
analise do sinal de (3.47) onde se ve que com m, suficientemente
grande & de se esperar que S se superponha ao contorno S, = 0
Conclue-se, tambem, que se k22/J ndo for muito grande entao a"su

perposigao” se da para qualquer m,.

Nestas condi¢des, a regiao de estabilidade para
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c, # 0 seria dada pelas regioes

(i) s >0

0
(ii) s, >0
Notando que (i) e a propria regiao para c, =0,
entao (ii) poderia ser vista como a instabilidade provocada pelo a
mortecimento c, (Graf. I1). Convem notar, ainda, que (ii) represen
ta um minimo de estabilidade perdida, pois o contorno S pode nao

se confundir com o contorno 5, © 0.

Convem, ainda, notar gue (3.23) @ uma condi -
¢ao mixta em (i) e (ii), isto e, contem termos em sz/z (variavel

de s, > 0) e termos em Rs(variivel de s, > 0); desta forma, fi

xado um contorno S {que tem £5 e m, como variaveis dependente

e independente, respectivamente) qualquer entao fica determinado o

valor de sz/Z, o que se reflete como uma perda da regiao em (1).

Os Graficos (I) e (II) mostram as regiGes s > 0
e s, >0, respectivamente, e a influencia dos parametros do siste
ma sobre elas. Ndo foi determinado o contorno S (o que ndao repre
senta dificuldade, pois podemos determinar pontos facilmente atra
vés de um simples teste numérico de (3.23)) para as curvas
no Graf. II por julgarmos mais interessante nao perder a regiao
S, > 0 em troca de um de seus pontos (o que deve ser feito para a

obtengao do contorno S numericamente; deve-se notar, também, que

isto implica em uma limitagao sobre a variagdo de m,).
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CAPITULO IV

INFLUENCIA DOS PARAMETROS

Neste capitulo procuraremos determinar as carac
teristicas da solugao particular para o sistema excitado em F{t)
ou ¢(t). Para tanto, serao apresentados os diagramas frequencia-am
plitude para uma excitagdo harmonica e determinada a influencia dos
parametros do pendulo e da suspensdo no resultado. Desta forma Pro
curamos orientar ym futuro trabalho que procure ajustar valores
otimos para ¢ funcionamento do sistema. Lembramos que o movimento
vertical da base foi comentado em 2.5, onde vimos que sua influen-
cia se expressa em termos da parcela X,(t} acrescida a resposta

natural X (t).

4.1 - Excitagao pela Forga Horizontal F(t),.

Seja F(t) = Fuemt a excitagao e ¢(t)= ¢ e1wE

8(t) = se'Wt 4 resposta do sistema, onde
© =@ + 0. (4.1)
© = 0.+ 16, (4.2)

sendo Fo real.

Derivando ¢(t) e 6(t) obtemos

t

e

6 = igoe'? (4.3) - juwoelut (4.5)

t

s =-w20ei®t  (4.4) 6 =-w2oel® (4.6)

Substituindo-se (4.1), ..., (4.6) nas equacgoes

do sistema, chega-se a:
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* o ow?)e, -

* _ 2 _ .
|:(9 w?),. - wad, + bO_ + “’seim] + ifwad + (g i

- wsO + beim] = vF, (4.7)

*_ - 2 ; *. -
[(eg dye - wed, + (f + o Je, + mzeima + 1[wc®r + (eg™- d)eo,

- wz®, + (f + mz)eim] = wF, (4.8)
De (4.7) concluimos que

(¢" - w?)e_ + b - wad, + wsb = VF, (4.9)

wal - wsO  + (g* - w?)e, + bo, =0 (4.10)

e de (4.8), fica-se com

(eg® - d)o_ + (f + w?)O_ - wcd,  + wzy = wF (4.11)

- * 2 -
wee wz®  + (eg d)@im + (f + w )@1m 0 (4.12)

As equagdes (4.9), ..., (4.12) formam um siste-

ma em @r, Qs Qim e eim' A solucao para a amplitude da caixa se
ra dada por:
8¢
o = 5 F, (4.13)
P
onde
*
v b -wa WS (9-df) b -wa ws
&
w (f+w?) ~we wz eg -d) (f+ud) -we wZ
A = A =
¢ 0 -ws (g*-mz) b P wa ~ws (JFcﬁ) b
0  -wz  (eg*-d) (f+w?) we -0z (eg-d) (F-u?)
De (4.13) & facil de ver que a razao f, = £~
p

& o fator de ampliagdo da amplitude F, (da excitagao F=F°e1wt).
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4.2 - Excitagcao pela Rotacao da Base ¢(t).

Seja y(t) = ¢°e1wt. Como no caso anterior, che

ga-se agora ao sistema:

[’ ! '3 b 4 ]
(g*-w?) b ~wa ws o n
(eg*-d) (f+w?) -we w2 e -q
wa -ws (g™ -u®) L wp
*
c -0z eg -d frw? 0. -wr
\ © ® ( g ) ( ¢ )J \ 1mJ . ¢ J

A solugdo para a amplitude da caixa sera

A
@r‘ H _..E IIJ
A 0
p
com
[ n b -wa ws )
-q (f+w?) ~we we
~ . » A_ como no caso anterior
pw -ws (g -w?) b P
-rw -wz  (eg*-d) (f+w2)J
A _ .
onde fa = 5 tambem representa o fator de ampliagao, agora da am

. P . - jwt
plitude ¢, (da excitagao y(t) = ¢ e "),

4.3 - Resultados e Comentarios.

Os determinantes A e Ap, embora em forma ac
cessivel quando em fungao dos coeficientes do sistema, nao oferece
rao condigoes de serem trabalhados analiticamente se em fungao dos

parametros. Isto podemos ver pela forma das expressoes (2.66),...,

(2.82).
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Por outro lado, se fosse tentada uma solugao co-
mo em (2.50), ..., (2.52) também ndo se chegaria a expressdes mais

simples.

Adotou-se, entao, resolver a razao fa = AC/Ap de

ampliagao através de programa listado no Cap. V. Ali sao feitos os

esclarecimentos a respeito deste programa.

Através do Graf. III pode-se ver a influencia dos
parametros da perturbacdao sobre a resposta (solugao particular) do

sistema. Observa-se que maiores comprimentos &, do pendulo acar-

retam ressonancias em frequencia mais baixa, e que menores massas
m, levam a menores amplitudes da caixa; observa-se, tambem, que o

amortecimento ¢ "fechou" a curva na regido de ressonancia e dimi

2

nuiu seu pico. Por outro lado, a influencia de L, pode ainda ser

vista como consequencia da "frequencia da perturbacao”, uma vez que

o comprimento do pendulo e uma medida de sua frequencia natural

CIENE

H
0 Graf. IV, por sua vez, estabelece uma compara -
¢ao entre o fator de ampliagao para a forgca horizontal (linha inter
rompida) e para a rotagaoc da base (linha cheia). Convem notar, a

11, que procurando-se comparar grandezas adimensionais define-se, a

*

gora, um novo f_ como a razao entre ¢, e a deflexdao estatica

correspondente a uma forc¢a horizontal constante F (aplicada esta

¢

ticamente).

Os parametros k e c, da suspensao se mostra -
ram nao muito influentes no controle de Ac/Ap. Grandes variagoes
destes parametros provocaram pequenas mudangas nas curvas. Isto mos

tra a necessidade do uso de controles ativos y Caso se deseje um
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controle do sistema atraves de sua suspensao.

Os Graficos V a X representam resposta do siste
ma com auto-valores

A, = -1,030 A

A, = -3,828 A, = -1,550 + i(0,957)

-1,550 - i(0,957)

e com parametros

2 =1,40m m o= 2,0.10% Kg
2 =0,25m m = 1,5.10" Kg

2 4
£a = 2,95 m c1 = 9,0,10° Kg/sg
£o=3.05m c = 7,0.10° Kg.m?/sg
Lo=2,00m k = 6,0.10° Kg/sg?
2. =0,25m J = 236425,4 Kg.m?

obtidas atraves do metodo de RUNGE-KUTTA. Trata-se de um método nu
mérico para solugdo de sistemas de equagdes diferenciais ordina -
rias, e foi usado para isto a subroutina RKGS. O programa para es

te fim encontra-se esclarecido no Cap. V

Atraves do Graf. VIII e facil se ver que se y(t)
e "suficientemente pequeno®, a sua influéncia sobre a resposta &
desprezivel. Esta conclus3ao ja tinhamos obtido em 2.5 sobre 0s

coeficientes Bn do desenvolvimento em serie da poténcia de K(y(t)).

Queremos chamar a atengao, ainda, para o fato
de que a frequencia deste movimento vertical da base ird, certamen
te, provocar um fenomeno de instabilidade parametrica, similar ao
que ocorre com o caso de um pendulo que tem o seu ponto de suspen
sao movendo-se na vertical (equagao de Mathieu), o que pode ser vis

to satisfatoriamente por exemplo em [3].
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CAPTTULO V

PROGRAMAS UTILIZADOS

Neste capitulo procuraremos esclarecer sobre a

parte computacional utilizada para:

- normaliizagdo atraves do calculo do fator Q (ver 2.4)

- estudo qualitativo do modelo matematico {computagcao analogi-
ca)

- solucao numerica do modelo matematico (metodo de Runge-Kutt)
- determinacao dos auto-valores (ver (3.13),... (3.21))

- determinacgao do fator fa = Ac/Ap (ver 4.1).

5.1 - Normalizagao

PROGRAMA - 1 -

0 fator 9 de normalizacgao (no tempo) surgiu
da necessidade de se controlar o intervalo de varia¢ao dos coefi -
cientes do sistema. Essa necessidade nasceu de um estudo preliminar
do modelo matematico, em um computador analogico (ver 5.2), onde
se necessita de coeficientes nao muito pequenos (de preferéencia no
minimo da ordem de 10°°) e nem muito grandes (de preferéncia meno
res ou iguais a 1, e no maximo 10). Convém notar que uma minimiza
gao da diferenca entre os valores numéricos dos diversos coeficien
tes do sistema permitira se ter, de forma mais acentuada, a influ-

encia de todos os seus termos, na sua solugao.

F feito o calculo dos coeficientes, dados por

(2.66), ..., (2.82). 0 fator Q e determinado da sorte a se ter
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tres grupos de valores:

menores ou iguais a 100,00

menores ou iguais a 9,9

menores ou iguais a 1,0

Evidentemente pode-se mudar estes limites mudan

do-se apenas o0s cartoes de teste.

5.2 - Estudo Qualitativo do Modelo Matematico.

Inicialmente se procedeu a uma analise do mode-
lo matematico, fazendo uso de um Computador Analogico. As solugoes
assim obtidas foram assumidas apenas com carater qualitativo, devi
do a insuficiencia de precisao consequente de valores (dos coefi -
cientes do sistema) inconvenientemente pequenos {mesmo com o siste
ma normalizado) para serem colocados satisfatoriamente nos potenci

ometros.

Atraves deste estudo se p5de constatar, mesmo
antes de analiticamente, o fenomeno de penetracao do amortecimento
assinalado em 3.1. Por outro lado, testou-se tambem a influencia
das diversas excitacoes, e de suas combinagoes, sobre a respostado
sistema. Verificou-se a7, o resultado a que se chegou, posterior -
mente, através do desenvolvimento analitico em 2.5, sobre a influ

encia da excitagao y(t).

Tambem se procurou variar, arbitrariamente, os
potenciometros (podendo assim, representar um modelo matematico in

compatTvel com o modelo fisico) apenas com o intuito de testar a
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influencia dos diversos termos do modelo matematico. Frequentes fe

nomenos de instabilidade da solugac ocorreram durante estes testes,

Esclarecemos que este estudo preliminar foi fei
to com o intuito de se analisar o modelo matematico (relativamente
facil no computador ana]Egicé) e assim possuir esclarecimentos pa
ra maior confiabilidade nos resultados de uma posterior analise nu
mérica quantitativa em um computador digital. Tambem serviu para
mostrar, a priori, fenomenos interessantes sobre o modelo fisico
(o caso do amortecimentos e de y(t)) e assim motivar uma posterior

verificagao analitica ou mesmo numérica.

No final deste capTtulo encontra-se o circuito

utitizado.

5.3 - Solugao Numerica do Modelo Matematico.

PROGRAMA -~ 2 -

Foi utilizado o metodo de RUNGE-KUTTA. Trata-se
de um metodo numérico para solucdo de sistemas de equagoes diferen
ciais ordinarias da forma

v = F(x, V)

Se h representa um incremento na variavel independente x, o meto
do de RUNGE-KUTTA computa o vetor V(h + xo), a partir de !(xo)cg

nhecido. Detalhes a este respeito podem ser encontrados em [5].

A subroutina usada para este fim foi a RKGS, em

butida nos IBM 1130 e /360. Os seus parametros sao os seguintes:

i) Um vetor PRMT, de entrada e saida, com dimensao maior ou



igual a
ii1) Um vetor
iii) Um vetor
iv) Uma vari

v) Uma vari

erro.

vi) Uma subr

para x

vii) Uma subr

resultad

viii) Um vetor

PRMT(1):
PRMT(2):
PRMT(3):
PRMT (4):

PRMT(5):

nido com dimensao

i) a var
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5.
vV, de entrada, com as condigoes iniciais.
DERY, de entrada, de peso dos erros.

avel NDIM, de entrada, com a dimensao do sistema.

avel NDIV, de saida, que serve como mensagem do

outina externa RCAL que devera calcular F(x,V)

e V dados.

outina externa RSAI, que devera dar saida aos

0S5.

AUX auxiliar, com 8 linhas e NDIM <colunas.

As componentes do vetor PRMT sao:

de entrada, com o limite inferior do intervalo.
de entrada, com o limite superior do intervalo.
de entrada, com o passo adotado.

de entrada, com o erro permitido.

deve ser utilizado com STOP para RKGS,

se PRMT(5) # 0, entao RKGS retorna ao progra
ma principal.

As demais componentes de PRMT, caso seja defi

maior do que 5, ficam a critério do usuario.

0s parametros da subroutina RCAL deverdo ser:

javel independente «x
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ii) o vetor V
iii) o vetor DERY
iv) a variavel NDIV
v) a variavel NDIM

vi) o vetor PRMT

5.4 - Determinacao dos Auto-Valores.
PROGRAMA - 3 -

E feito o teste das condigoes (3.22) e (3.23)
para estabilidade. Se o sistema for instavel, um menor amortecimen
to ¢, e assumido. Sao calculados os auto-valores do sistema usan-

2
do a subroutina POLRT.

5.5 - Determinacao do Fator fa = AC/Ap.

PROGRAMA - 4 -

E determinado o fator de ampliagdaoc para diver -
sos valores da frequencia. 0 passo, inicialmente assumido, varia

de acordo com a inclinacao da curva.

A seguir, os diagramas de blioco e as respectivas

listagens.



DIAGRAMA DE FLUXO PRA 0 PROGRAMA

1

Programa Principal:

e

. . Leia dados e cal I = 1,3
Dimensione vetores s = . - i
Infcio e reserve area em|__ | Cule variaveis au-| | yap.0 (AU = 0
COMMON xiliares e_ momen
to de inercia LLAU = 0
L I ]
J = 1,30 Ajuste JAU wusando E:a;taKgUpro:e:z?
P para LLAU
|
&
, De saida aos
Chame RNOR resultados Fim
Subrotina RNOR: .|
. Dimensione_vetores Calcule o fat Calcule os coeficien
Infcio e reserve area emj{— ¢ 0 tator tes e acumule-os no.

COMMON

de normalizacgao

vetor VAU10

—

RETURN

_

19
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*CNE WCRD INTEGERS
¥LIST SOURCE PROGRAM
*EXTENDED PRECISION

(--_

U =(VALILT)*VvAUS) /RJL

SUBRCUTINE RNOR

COMMON RM1,RMZ2,RKyRC14RC24yRL1RLZ+RL34RL4HRLS4RLT4RIL
COMMON VAUL,VALZ,VAL3,VAU4,VAUS,VALS,VAUT,VAUS,I,JAU
CCMMON KAU,LAU2LLAUSA(3),B{3),C(3),D(3),E(3),F(3},G(3)
COMMON HU3),T{3),U03)}4P(32),Q(2)4RI3)1+5(32)42(3)4W(3)
CCMMON CMEGA(3),VAL(3),VAUIO(1T),V{I3)

VAUI(II)={{RIL/{B**JAU) )X [ (RMLI+RNMZ2)/RK) /(2. 52%KAUY)/

1(2.%%LAUY/{1,05%*%LLAU)

CMEGALI)=3QRTIVAUSIT))

A(I)={CM*EGA{])*VAUB)/RJL
B{IY=(VAUS (I *(RL4-RL2)*RM2%9.81)/RJ1
CODI=CMEGA{I)*VALU3*VAUB/RJ1
D(I)=VAUS(I)*VAU4*9,81/RL5

E{I)=VAU3

FUL)=VAUS(I) # ( (VAU3=(RL4-RL2)*RMZ2/RJ1)-VAU4/RLS}*5.81
GUI)=VAUS(T)*{VAUS~(RM24RM]1)*¥RL2%¥9,81}1/RJ1
H{T)}=VAUS{T)2RK*RL1/RJ1

T{D)=(UNMEGA(TII=*VAUT)/RJ1L

PIIVI=(CMEGA(II*VALSB) /RJIL
CUI)={(VAUS{II*VAU3I*VAUSI/RJ]
GUI)=(VvALI{I}=VAULl*VAU3) /RJL
RUTY=CMEGA(I)®VALB*VAU3/RJL
S{IV=(UMEGA(T)*RC2)/RJL
Z(IY=CMEGA(I}I*{RC2*VAU3/RJL+(RC2/RM2)/{RL5*%2))
WEI)=VAUS{I)®{VAL3*{RLZ+RLT7}/RJLI+{ 1. /RF1])/RLS)
VITI)=VAUS(L)*(RLZ+RLT7)/RJ1

DO 14 ¥=1,17
G TO (1+2+3+4:5+657+8,5+10+11+12513,113,213,313,413),HM
VAULO(M)=A(])
GO TO 14
VAULIO(M)=B(I)}
GO TC 14
VAULOIM)Y=CIT)
GC TC 14
VAULO(M)=DI(I)
GO TO 14
VAULO (M) =EI(T)
GC TC 14
VALIO(M)=F{])
GC TO 14
VALLC{M)=G(I)



10
11
12
13
113
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*STORE
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GC TC 14
VALIGIM)=HIT)
GO 70 14
VAULO(MI=TI(]I)
GO TO 14
VAULO{M)=Ul1)
GO T0 14
VAUL0(MY=P( 1)
GO TO 14
VAULO(M)=R( 1)
Gu 10 14
VAULO (M)=S(1)
Ga TC 14
VAULO(M™}=Q(1})
GC TO 14
VALLIO(M)=Z (1}
GG TO 14
VAULO (M) =VI(I)
GO TC 14
VAULO(MY=H{I)
CCNTINUE
RETLRN
END

WS LA RNCR

CRE INTEGERS

SOLRCE PROGRAM
2501READER, 1403PRINTER}
CtC PRECISION

CIMENSICN CNOR(2)

COMMON RM1,RM2,RKsRC14+RC2+sRL1+RL2sRL34RL4sRL54RLT,,RJI1
COMMON VAUL,VAUZ2,VAL3,VAU4,VALS,VAUSLVAUTVAUE,I,JAU
CUMMON KAU,LAULLLAL,A(3),3(3},C(2),D(3},E(3),F{3),G(3)
COMMON HI(3),T03),u(3),P{3)+Q{3),RI3},S(3),2(3),W(3)
COMMON CMEGA(3),VALI(3),VAULOLLIT), V(3]

READIB8,100)RM]14RM24,RK+RCL4RC2
ReEAD(8,3C0)IRL14RL24RL3,RLA4,RLE,RLT

WRITE{5,200)

VAUL={RM1*2.1}/3.

VAUZ=RM1 /3.
VAU3=(VAUL#RL2Z2)/RL4
VAL4=VALLI-VAUS
VALS=VAL 23 {RL34%2+C, 03%%2) /12.
VALO=VALAX{RL3*%2+0,03%%2) /12,
VAUT=VAUS+VAU3*{ (RL&4-RL2) *%2)



S
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17
13
19
20

121
22
23
24
25
2¢

217
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VALB=VALL+VAUL* (RL2%%2)

VAUL=VAUZ* (RL4*%2+0.03%%2}/12.
VAU3={RL3/2.)%*2+(((RLA4-[2.%RL2))/2.1%*%2)
VAU4=VAUL+VAUZ* {(VAU3**2 )
RJIL=VAUTH+VAUB+2 . %VAU4

VAUL={RL1/2.,)1%%2
VAUZ=(RL4-RL2)#%2
VAL3=(RL5+RLZ-RL4}/RL5
VAU4=(RML+RNM2Z2)/RM]
VALS=2.¥RK*VAUL

VALG6=2 .*RCLEVAU2Z
VAUT=2.#RC1*RL2
VALB=2.%RC1*VALL

CC 41 I=1,3
KAL=(C
LAU=]
LLAU=Q

DO 19 J=1,30

JAU=30-)

CALL RNCR

CJ 18 M=1,17

GO TC (155164171},1
IF{ABS{vaAUlOIMYY-1CC.)18,38,20
IF{ABS{VAULOIM)}-9,9)18,38,20
IF{ABS(VAUIO(M))-1.0)18,38,20
CONTINUE

CONTINUE

CONTINUE

CC 25 K=1,10

KAU=10-K

CALL RNCR

EC 24 M=1,17

GO TC (121422423),1
IF{ABS(VAULO(M))}-100.124,38,26
IF{(ABS(VAULO(M}}~-9.9)24,38,26
IF{ABS{VAULO(M})-1.0)24,38,26
CONTINLE

CONTINLE

CONTINLUE

Lo 31 L=1,10

LAL=1C~L

CALL RANCR

CC 30 M=1,17

GO TO (27428426301
IF{ABS(VAULO(M)Y)-100.)3Cy 38,32
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28 TF{ABS(VAU10(M)1)-9.91)3(,28,32
25 IF(A3S(VALLIO(M)]1-1.0)30,38,32
30 CONTINUE
31 CONTINUE
32 CCNTINLE

DC 36 LL=1,15

LLAU=15-LL

CALL RNCR

LO 35 ¥=1,17

GC TC (132433434),1
132 IF(ABS(VAULO(M}I-1CCa)35,38,37
33 TF{ABS{VAUlDO{M})}-9.9)35,38,37
34 IF(ABS(VAUL10{M))-1.0135,38,37
2€ CONTINLE
6 CONTINUE

GC 1O 38
37 LLAU=LLAU+L
38 CONTINLE

CALL RNCR
GC 1O (138,39,40Q0),1

138 WRITE(S5,14003A(1),B8C1),C{IY4O(I),ELL)sF{L1},G L),
1 HEIY T, U1} ,P(1),Q(1)}
WRITE(S5,14C1IR{I}S{E),ywl(I),Z(1),V{I)

T OCNCRUT ) =08 % JAU) /RI1I H {353 *KAYIH (2. 1 %% LAUI*{ 1. O5%*LLAU}
WRITE(S,:1300)J,K,L,L1L
GC 70 41

39 WRITE(S5+800)A(I)yBUI)COIY,DLEY+ELL)FITI} Gi1),
1 HIL T2 UCT}LPII),011)
WRITE(H,,801IR{I},S{T} W(T},Z({T),V{1)
CNCRUI)I=({8.F*JAU)/RJIL)X( 3, 5% 4K AU {2, 1 *%* AUI*{ 1.05%*L L AU)
WRITE(S5,13C0)JK,4LyLL
GC 70 41

40 WRITE(SSCOIALLIYZBII)ZCUT)oDCEYSELLY}F(L),GL1)},
1 H{DYT(I},U00),PUI} Q81
WRITE(S5,901)IR (T 4S{I)yWw(I),Z{1),VI(1)
CNAOR{TII=( (8.3 JAL)/RJL)* (3, 5*FKAL (2. 1*¥L AU ¥{1.05%*%L{L AU}
WRITE(5,13C0YJ),K,Ly0LL

41 CCONYINUE
WRITEL5,1C0C0)
WRITE(S,4CC)RM]L,RM2Z,RK
WRITE(5,500)RC1,RC2
WRITE{(S4+12C0IRJL
WRITE(5,60C)RL1,4RL24RL3,RL44RL5,RLT
WRITE(5,700)0MEGA{ 1) +OMEGA{2),CMEGA(3)
WRITE{(S5,11COJCNOR(1),CNCR{2)CNOR{(3)

C....-.
100 FCRMATI(SF14.5)
200 FORMAT{20X,t'- R £ S U L T A D O S =it
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3CC FORMATI(HFL0.3)

400 FORMATU'RMI=',Fl4.54// s 'RM2=",F14.5,//y'"RK=",Fl4%4.5,//)

5CC FCRHAT('RC1='7F14-51//1'RC2="F1405,//}

ECC FORMATI('RLLI="yF10e3+//+'RLE2="yF10434//+'RL3="4F10a3+//
1'RLA4=Y 4 F1043,// 4 RLS=Y,F10.3,//+'RLT=%,F10.3,4///7)

TCC FORMATHULX,"OMEGALLI="4yF15474// 41X, 'OMEGA{2)=",F15.7,
177+ 01X "OMEGA{3)="4F15.7+////7)

BOO FORMATULX, *A(2)="4F20.7,// 31X+ "Bl2)=1,FZ20.74//31X,1CL2)=",
1F2807!//’1X1'D(2)=.’FZO-?’//QIX"E(2}=|,FZO-?'//!IX’.F(Z,
1= 3 F2CaTs/ /21X '"GU2)1="3F20uaTos// s L X "H{2)="3F20.74//31%,
LT 2)= 4 F2Ca T/ /I X s T UL 2)= 3 F20. 74/ /01X "PL2)=",F20.7+//
1o1X*C(2)=*,F2CaT4 /)

801 FORMAT(IX,'R{2)=1",F2CeT+//+1Xe?S(2)="4F20.7+//+1%y ' H{2}=1"
LyF200 73/ 31X V2 2)Y=3F20a T3/ /91X "VWI(2)=3F20.7,///)

900 FGRMAT(lX,'A{B}='gF20-71//11X1'8(3)3',FZO-?;//,lXQ'C‘3}=',
1F2CaTe 7/ 41X 'D{3)="4F2CeTo// 31X *E(3)2",F20.7+/7+1%4'F(3)
L=y F20.73// s X3 'GU3)}=",F20.T9 /791Xy *HI{3)=YF20.T74//0 1%,
LT 33=yF20e 79/ /o LA U(3)=23F20e74//91X4'Pl3)=%,F20.T7,//
1'1X1'Q(3)='1FZG-71/) |

901 FORMAT(LX,'R{3)=",F20.7+// 41X+ 'S{3)="3F2CT+/ /41X, ' W{3)="
1eF20a 79/ /7 90X ZU3)=03F20. T2/ /91X VI3)="3F20a79///)

1000 FORMAT{20X,'- P A R A M E T R 0 S =Y //77)
11CO FORMAT{IX,'- CC EF T CIENTES P/ NORMALIY,
11X4*2 AC A0 DE OMEGA="+////+1Xs*CNOR(1)=*yF20.7
L/ /21Xy *CNCRUZ2)="yF20.T7+// 31X "CNOR(3)=%,F20.74///)
12CC FCRMATIfRIL=",F18.3,//) -
13C0 FCRMAT{1X, *CONTROLE CA NCRMALIZACAD —*45Xe4'J="41244X4K="
1,12,4X,‘L=',IZ,4X,‘LL=',I2;///]
14CC FCRMATI(LX,"AlL)=?,F20,7,4//31%Xs*B{L)=1,F2CeT7+//1%X4'C{L)=",
IF2Ca 0/ /91Xy 'DULY="yF20.T+// 41Xy "ECL)I=" s F20.T9/ /91Xy F{1)
1= ,F20.7 4/ /41X 'CLL)="yF20.73// s lXs"HEL)=3F20.T74s//31X%s
LTHLY='yF2u T3/ /31X UL )=t g FR20.T /721X "PLL1)=",F20.7,//
1’1X|'Q(1]:.!F20071/}
1401 FORMAT{IX,'RIULI=",F20.7,//3 1% 'S{1)=F20.72//+11X; ¥ Hl1l)="
1,F20.7,//'1X,'Z€1)=',FZO.T,//,IX,'V{I)=',FZO.T;/I/)
CALL EXIT
END
7/ XEQ

A4
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FLUXO PARA O PROGRAMA -

2

Programa Principal:

Subroutina RCAL:

‘ Infcio ’

Diferencie variaveis de
subprogramas e dimensio-
ne vetores

Dimensione vetores
DATA

l

DATA

i

Defina a dimensac do
sistema e estabelega
vetor peso dos erros

¥
x <0

Chame RCAL

|

PRMT(6) = £|V(i)]
1

PRMT(7) = DERY(1)

L

Chame RKGS

Fim

Calcule
F(x, V)

RETURN [

Participe da
saida e faga
DERY(1) wuma
medida _da

excitacgao
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DIAGRAMA DE FLUXO PARA O PROGRAMA - 2 -

Subrotina RSAI:

( Infcio )

|

Dimensione vetores

Y
Z{V(i)]

i
nao 0 sis;ema

VMED =

sim

esta
excitado?

VMED 1

IF(—— - —)
PRMT(6) 20

Faga  PRMT(5) =

e escreva V, Ve

0
X

Fim
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FCR
ST SOURCE PRAOGRAM
E WCORD INTEGERS
SUBRCGUTINE RCAL{X,V,DERY)
DIMENSICN v(i4),0ZRY(4)
CATA ﬂngC,DyEngcyﬁgT’b,P'C,RQSQHQZ’RV/
CATA Y,CMG,FOR,FREL,FRE2,FRE3/

IF{X116,30,30

15 WRITE{5,20)Y,0M5,FORSFREL,FREZ
ARITE(L,211FF3
WRITE(5,22)

20 FCRAMAT(1X,'- PARAMETROS 0A EXCITACAQ',///+3X,'- AMPLITUDE»,
11X "VERTICAL DA BASE*y8XsF1l0.39//93Xs*— AMPLITUDE DE ROTA?,
1'CAD DA BASE'4€X4F10.3,//,3X,'- AMPLITUDE DA FORCA HCRIZON?
19" TAL Y y3X,FT7.3,//4+3Xy%— FREQUENCIA VERTICAL DA BASE',7X,
1F10.3y//793X:*— FREQUENCIA DE RCTACAO DA BASE®5XsF10.3,/)

21 FUORMAT{3X,'— FREQUENCIA BA FORCA HORIZONTAL'4XsF1Ca34//7/7/y
120X,'— RESULLTALCS -',//)

22 FORMAT{14X," ANGULC®* 99X,y *VELOCIDADE"® 46X, *ACELERACAC*,7X,"AN"
1o '"GULTOY » 9%, "WELDCIDADE " »6X, FACELERACAQY , /,2X, ' TEMPOY, DAY,
114X4'DAY, 14X, 'CA,14X,'D0% 14X, '00%,14X,'00%, 11X, "INCREMEN?
1,'TG'y/vlSXy‘CaIXA',11K,‘CAIXA';llxy'CAIXA';IIX;'PENDULD'
19X, P PENDULLC Y 49X, "PENDULDR Yy / /)

CERY(L)=ABS{Y)+ARS(0OMG) +ABS(FCR)
RETURN

30 RNL=-U*CMG*SINIFREZ2*X) -P*ONG*FRE2*COS{FRE2%*X)
IT+RVXFORFSINIFRE3®X)
RNZ2=Q*0OMGXSIN({FREZ*X ) +R=0OMG*FRE2*CUS{FRE2%X)
1-W*FOR*SIN(FRE3%*X)
RKSI=G-H*YxSIN(FREL*X)-T*Y*FRELI*COS(FREL*X)
CERY(1Y=V(2)
CtRY12)=~RKSE*V(13—&*V(2) —-BAV{3)+5xV{4)+RN1
DERY{(3)=v{(4)
CERY{14)=(E+RKST-C)*VI1)+CHV{2)+F*V(3)-Z%V(4)+RN2

RETURN
END
oup
ORE kS UA RCAL
FLR
ST SCOURCE PROGRAM
E WORD INTEGERS

SUSRACUTINE RSAT(X,VyCERY NDIV,NDIM,PRMT)
CIMENSICN V{4),0ERY(4),PRMT(T)
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IF{PR¥T(6))4G,40,52

40 GO TC 109

50 IF(PRMTLT))IT0+7046C

60 GO TO 1CC

70 VYMeD=ABS(V(1) ) +ABS(VI2))+ABS{VI3}}+ABS(VI4))
IF{VMED/PRMNT(6)-1./72C.180,100,1CC

B0 PRMTI(S])=1.
WRITE(S5,S0)PRMT(3),PRMT( 4}

93 FCRMAT(//4 1%y "~ INCREMENTO INICIAL',5X,F4.2,
1/7+3Xs*— TOLERANCIA®»13X4yF1l0484/7)
RETURN

100 PRMT(5)=0.
ACR=PRMT(3)}/(2.,%*NDIV)
WRITE(S,110VX,v(1),v{2),DERY(2),V(3),V(4]),DERY(4),ACR
110 FORMAT{1X+F6.3+7E16.5)
IF{X-PR¥T(2)1120,130,120
12¢ RETURN

130 WRITE{S5,140)PRMT{3),PRMT (4}
14C FORMAT(///7 31Xy %= INCREMENTO INICIAL * 35X oF4,297/741X%,
1'= TOLERANCIAT,13%,F1C0.8,//1)
RE TURN
~ ENC
/7 DLP
*STCRE WS UA  RSAIJ
// FCR
%L IST SOURCE PROGRAY
CNE WCRO INTEGERS
5 ICCS{25G1IREADERy14C3PRINTER)

C--
EXTERNAL RCAL,4RSAI
EIMENSICN VI(4).DERY(4) +PRMT(7},AUX(8B,+4)
C_-.—
CATA PRMTLUL)sPRMT(2),PRMT{3),PRMT{4)/
CATA VI{1) VI2)VI3)4VI{4)}/
DATA RML,RM2,RC1,RC2Z2,RJL4RK/
CATA RL1+RLZ2,RL3ILRLALRLS5,RLT/
C-=
ND [M=4
C--
WRITE(S5,1]
WRITE(S5,2)V(1},V(2)},V{3),V(4)
WRITE(5,3)RM1+R¥2,RK,yRC1,RC2,yRJ1
WRITE(S+4)RLY +RLZ+RLIZRLA4WRLS,RLT
Cmm

X==1a
CALL RCALUX,v,0ERY)
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PRMTIEI=ABS(VI1) }+ABSIV{2))+ABS(V(3))+ABS{v(4})
PRMT(T)=DERY (1]

DO 14C 1I=1,NDIM

14C CERY(I)=FLCAT(L/NDIM)

CO 180 1I=1,410
PRMT(3)=PRMT(3)-0.ul=*FLOAT(I-1)

CALL RKGS({PRMT,V,DERY,NCIM,NDIV,RCAL,RSAI  ALX)

IF{NDIV-10}210,210.150

15C IF{NDIV-12)162,4190,2C0

160 B0 17C J=1+NDIV
170 DERY({J)=FLCAT(L1/NDIM)
18C PRMTI(11=0.

WRITE(5,5)
GU 1O 220

190 WRITE(5,6)

GO TU 220
< WRITE(S,7)
GO TO 22¢

210 WRITE(5,8INDIV,I
¢2C CONTINLE

1 FCRMAT(///4,10X,*— SOLUCAD DO SISTEMA LINEARIZADC -".////7/7)

2 FURMAT(1X, ' CONDICOES INICIAIS!3X,'W{1)=',F5,2,7X,'V(2)="
l,F‘J.Z,TX,‘VI3)=',F‘§.2,7X,'V(4)=',Fb.2'//)

3 FORMATI(1X,"—- PARAMETROS DO SISTEMA',//+*RMLl="3F1C.3,//4'RM?
l,'2="F10e31//g'RK='1F10-3y//1'RCI=';F10-3://"RCZ='3F10-3’
1/7/74TRIL="4F13.3,//)

4 FORMAT(TRLI="9F6.39/ /v "RL2="yF6.33//+ RL3="4FH.34/ /s RLL=!
LeFba34// 3 RL5="3F6.34//+'"RLT=V,F6.3,//7)

5 FCRMATI(///7,1Xs*= C NUMCRO CE CIVISUES DO PASSO ASSUMIDuU UL!
1,*TRAPASSOL 10.NECESSARIC SELECIONAR UM MENOR PASSG IN®
Ly ICTALY /2 //7)

6 FORMAT(///4,1%X,"'— 0 PASSO INICIAL FUI TOMADO NULC.NECESSARI!
1+'0 SELECICNA-LD COMPATIVEL COM C SENTIDO DO ACRESSIMO',//)

7T FURMAT{///+1X,*'~- 0 SINAL DO PASSO INICIAL MNAO ESTA COMPATI?
l1,'VEL COM U SENTIDN DO ACRESSIMC.NECESSARIQO TRGCAR ESTE Sit
1, 'NAL Y, 27/)

8 FORMAT({//,'— CONTROLE DC ACRESSIMO INICIAL'*,9X:*NDIV=",13,
18)("1:',13’///}

CALL EXIT
END

/7 XEG
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-3 -

‘sistema

Inicio

Dimensione vetores e
calcule variaveis au

xiliares

l

Leia dados e calcule
momento de inercia e
coeficientes do sistema

I = 1,N
RC2=RC2/(1.1xx(J-1))

l

Calcule coeficientes
do Polinomio
caracteristico

Teste estes

estavel

Chame POLRT que de-

vera calcular _ as

raizes do polinomio
caracteristico

coeficientes

instavel

| ID@ saida aos re-

sultados e dados

h
‘ Fim j
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/7 FCR

*0ONE WCRD INTEGERS

*LIST SOURCE PRCGRAM
*ICCS(25C1READER,1403PRINTER)

-

==

40
5C
60
70
a0

DIMENSION COFI(b5) XCOF(5),RCOTR{4),RO0TI(4)

REAB(B,1}RM1,+RM2,RK,RC1,RC2
READ(B,2}RLL,RL2,RL3,RL4,RL5
WRITE(5,13)

VALL=(RN1%2.)/ 3.

VAU2=RM1/3.
VAL3=(VALU1%RL2) /RL4
VAU4=VALL1-VAU3
VAUS=VAL3®*{RL3I*%2+3,03%%2)/12.
VALO=VAL4®* (RL3I**2+C.C3%%2) /12,
VAUT=VAUS+VAU3IR( (RL4-RL2)%*%2)
VAUB=VAUG+VAUL4*{RL2Z2**2}
VALI=VAUZH (RLA4**Z2+4C.C3%%k2) /12,
VAU3={RL3/2.1%*x2+ ([ (RL4-(2.%RL2))/2.}1%%2)
VAU4=VAUL+VAUZ*(VAU3*%2)
RJI=VALTH+VALR+2.%VAL4

A=(RL1I*#2) #RC1/2.

C=(RLL##2)#RC1# (RLS-RL4+RL2)/(RL5*2, )
D=((RM2+R]M1}/RM1)*RJ1*9.81/RLS
E={{RL5-RL4+RL2)/RL5)*RJ1

F={ (RL5-RL4+RL2) #(RLA-RL2 ) ¥RM2%9 .81~ 1 {RM2+RM1) /RM1) *RJ1
1*¥9.81) /RL5

G=RK*(RL1%%2)/2.-9,81%(RM2+RM1) #RL 2

CC 80 I=1,51

RC2=RC2/(1.1%*(1-1))

S=RC2

Z=RC2* {(RL5-RL4+RL2) /RLS+RJL/ (RM2% (RL5%%2)))

SO=8*{(E/RJL)*(CG/RJL}-{B/RIL)}-G*F/RJ1
S1={G*ZI4C*B-A%F) /RJL1=-S*({E/RJLI*(G/RJIL}-{D/RJIL}]
$2=G-F+A%7 /RJ1-C%5/RJ1

S3=A+7

S4=RJ1

S5=51%{S%kE3-51%54)-(S3%%2)*50

iIF(S0)80,80,4C
IF{51)8G,8L+5Q
IF{S2180,8C,60
IFIS3}Y80,80,70
IF{S5)EQ,8C,490
CONTINLUE
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1CC

11¢
12C

130
14¢

15C
160

170
180

214

220

230

240

25C

260
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WRITE(S5,24)1

TEST=0.
IF{5S0)1CC+»100,110
WRITE (5,3}
TEST=1.
IF(S2112C,120,130
WRITE(5,4)
TEST=1.
IF(S1)14C,14C,150
WRITE(5,5)
TEST=1.
IF(S3)160,1640,170
WRITE(5,46)
TEST=1.
1F(S5)180,180,181
WRITE(5,7)
TEST=1.
IF(TEST)19C,19C,182
WRITE{(5,8)

GO TO 2Co
WRITE(5,5)

WRITE(5,15)

XCOF(1)=50
XCOF(2)=51
XCCF(3)=52
XCCF(4)=583
XCOF{5)=RJ1L

V=4

CC 220 I=1,11

DO 21C J=1,5
XCOF(J)Y=XCCF{J)*(2.%%(J-1))

CALL POLRT(XCOF,COF4+M,RO0TR,RCCTIMEN)
IF{MEN-2)230,220,423C

CONTENLE

D0 24C L=1+4
WRITELS5,17)IRCOTRIL},ROGTI(L)
CONTINUE

WRITE{5,16)
IFIMEN-11250+2604270
WRITE(S5, 181MFN

GG TO 310
WRITE(5,19)MEN

GO 10 310
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21C IF{MEN-3)280,250,3(0
280 WRITE(5,20)MEN
GO TC 310
250 WRITE(S5,21)MEN
GO TO 310
3CC WRITE(S+22)MEN

310 WRITE{(S5,14)
WRITE{(5,10}RM1,RM24RK4RJ1
WRITE(5,11)RC1,RC2
WRITE(D,12)IRL1,RL24RL34RL44RLS
WRITE{5:2311

FCRMAT(5F14.5%)
FCRMAT(5F10.3)
FORMAT(1X,'— NAQ SATISFEITA CONDICAQ (1)*+//)
FCRMAT{L1X, ' NAC SATISFEITA CONDICAO {111)%',//7)
FCRMATH{1IXs'— NADQ SATISFEITA CONDICAD {ID)*y//)
FORMAT{1X,'— NAD SATISFEITA CONDICAO (IVI)',//)
FCRMAT{1X,¥= NAC SATISFEITA CCNDICAQG {V)',//)
FCRMAT(1X,*'— SISTEMA INSTAVEL'+///)
FORMAT{1X,'— SISTEMA ESTAVEL',///)
FORMAT{'RM1=",Fl4.5,//+'RM2=",F14.5,//,'RK =*,Fl4.5,
1777+ RJ1="4Fl4.54//)
11 FORMAT({'RC1="4F1l4.54//3RC2="4yFl4.5+/7)
12 FCRMAT('RLI=",F1C.34//3'RL2="4F10.34//3y*RL3="4F10.3,//y
1 *RL4="4yF1Ce34//+*RL5=",F10.3)
13 FORMAT(///,20X,'—- RESULTACCS',///)
14 FCRMAT (20X .'- PARAMETROS',///)
15 FORMAT(1X,'~- RAIZES CC PCLINONIG CARACTERISTICC,//)
16 FURMAT{//,1X, '~ MENSAGEM BE ERRO',/)
17 FCRMATILIOX EL4a7425X+EL 4Ty /)
18 FORMAT(3X, '~ NAO HCUVE ERRCT',GX,*'MEN=',I11,///)
19 FORMAT{3X,*- (0 CRAU M FOI TOMADO MENOR DA GQUE 1,
15X *MEN=' 4 11,///)
2C FORMAT(3X,'— Q GRAL ¥ FCI TOMADC IGUAL A 1°',
ISX:"MEN=Y,11,//7)
21 FCRMAT{3X,'— NAC FCI POSSIVEL CALCULAR AS RAIZES COM',
1t 500 INTERACOES PARA 5 VALORES INICIAIS'ySXsYMEN=',211,/177)
22 FCRMAT(3X,'— COEFICIENTE DU TERMO DE MAICOR GRAU FOIY,
1* TCOMACC NULO' 45X *MEN=",11,4///)
22 FORMAT(//4+1X,*~- CONTROLE DCS COEFICIENTES'":5X,'1=%,12,//)
24 FURMATI{/,41X,'- CCNTROLE DO AMORTECIMENTU INICIALY,

1" CC PENDULO®* 2 10Xe'I=*312,//7)

CALL EXIT

END
/1 XEQ

€I W0 00 = W P W Ny

[
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DIAGRAMA DE FLUXO PARA O PROGRAMA - 4 -

Programa Principal:

Dimensione vetores — Mude o passo a
depender da in
clinagao da

L > curva
DATA
Escreva resulta-

i | dos

Estabelega o n?® N de
pontos; defina as es
calas e o incremento

para a frequencia *

l

Fim

N1=0 ; N2=0
FAU=0
I=1,N je A

{

Calcule coeficientes

do sistema e elemen

tos comuns as duas
matrizes

!

J=1 ,2 lf——

!

Chame RDET e cal
cule A. para J=T
e Ap para J=2

v

Faca FAT=Ac/Ap

Y
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DIAGRAMA DE FLUXO PARA 0 PROGRAMA

4

Subroutina RDET:

Injcio

Dimensione vetores

[

Desenvolva o determinante
pela primeira linha. Use pa
ra isto o vetor AU cujo uT
timo elemento representa a
coluna eliminada e os dois
primeiros armazenam a matriz
3x3 resultante. Acumule os
determinantes de terceira
ordem no vetor DAU

l

Use o vetor DAU
e determine 0
determinante de
quarta ordem
Guarde-o em DET
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// FOR
*CNE WCRD INTEGERS
¥LIST SCURCE PROGRAW
SLBRCLTINE RDET{EL+LCET)
CIMENSICN AaU(3,3,4),2L(4,4),DAU(4)
CET=0.
TEST=C.
DO 6 L=1,4%
CC 5 I=1,3
hN=C
BG 4 J=1,23
M=T+1
IF(J-Li1,2,1
1 IF(TEST)I11l,12,11
11 N=N+]
GO T0O 2
12 h=J
GC TC 3
2 TEST=1.
A=J+1
3 AULIZJaL)I=ELIM,N)
4 CONTINUE
5 CCNTINUE
CAUIL)I=AULL sl L)% {AU(2,25L)%AU(3,3,L)-AU{2,3,L)%AU(3,2,L))
1 ~AUL 42, L)% CAUT2, 1,0 HAU(3,3,L)-AU(2,3,L0%AU(3,1,L))
& CET=DET-((-1.)%%L Y%CAUTLY*EL{L,L)
RETURN
END
// DLP
#STCRE WS WA  ROET
/7 FOR
#LIST SCLRCE PROGRAM
#*CNE WCRD INTEGERS
*ICCS{25C1READER,1423PRINTER)
C—--
BIMENSION EL{4,4)
CATA RL1sRLZ4yRL4sRLS4RLT/
DATA RM1,RMZ24,RC1sRC2+RJI1,RK/
FRE=0.
ESCv=1.
ESCH=1C./2C0.
FAL=D.
RINC=1.
RAU=RINC
Ni=0
N2=0
A={RL1*%%2)%RCI/RJIL/2.
B=3,81*(RL4-RLZ}*¥RM2/RJ1
C=A%(RLS5-RL4+RL2)/RLS

TUURAUCL, 3, 00 FAUL2, Ly L) XAU(3,2,L) ~AUL2,2,L0%A0(3,1,00)
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C=9.8 = {RML+RM2) /RM1/RLS
E={RL5-RL4+RLZ2) /RLS

F=E*B-D
G={RL1*%2)*RK/RJ1/2.-F.81*(RM1+RMZ2}*RL2
H=RL1%RK/RJ1
RM=2.#RCI*AL2/RJ1
RN={RL1**2)*RK/RJ1/2,

P=A

C=g*RAN

R=E*A

£=RC2/RJ1
I=RC2*E/RJL+RC2/RM2/IRLE*%2)
V=(RL2+RLT)/RJ1L
W=E#*V+1./RM¥1/RLS

EL{1,2)=B
EL(4,3)=E%G-D
EL{3,4)=8

CC 14 1=1,400
FRE=FRE+RINC
ELI{1,3)=—-FRE*A
EL{Y+4)=FRE*S
EL{Z2y2)Y=F+FRE*%x2
EL{Z2,2)=—-C*FRE
EL{244)=7%FRE
EL13,2)=-S*FRE
EL{343)=G-FRE**2
EL{4s2)=—EL{2,4}
EL{4,4)=EL(2,2})

CC 3 J=1,2

GG TC (1,21,d
EL{1,1)=V
ELE2+1)=W
EL{3,1}=C.
EL(4,1)=C.,

CALL RDET{EL,CET)
DETC=DET

GO TO 3
EL{1s1)=G-FRE**?2
EL{2,1)=E*G-C
EL{3,41)=A*FRE
EL{4,1)=C*FRE

CALL ROET{LL,DET)
CETP=DET

CONTINUE
IF(DETPY4414,4
FAT=ABS{(DETC/CETP)
WRITE(5,1003)FRE,FAT
IF({ABSIFAT-FAL)*ESCV/(RINC*ESCH))-1.1112,5,5
IFT(ABSIFAT-FAU)®ESCVYV/IRINC*ESCH)Y)-2.0)6,8,8
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IF{N1}1l4,7414
RINC=RINC/4.
Nl=1
GO TO 14
IFIN2) 1449914
IF{N1)1G,11,10
RINC=RINC/2.
NZ2=1
GO T0O 14
11 RINC=RINC/40.
N2=1
GO TO lo
12 TF{N2}Y13,14,13
13 RINC=RAU
NZ2=0
14 FAU=FAT
100 FORMAT(/ 410X " FRE="yFLlO.4s 15X, " AMP=" yE1 4, T920X, *¥%k¥t)
CALL EXITY
ENG
J/ XEQ

- o

Cr OO
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