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SUMARIO

Estudamos um método de limite para escoamentos len
tos de fluidos simples com memdOria evanescente. Baseado no
teorema de aproximagao de Coleman e Noll, o método visa evi-
tar os casos de instabilidade de solug¢gdes que podem ocorrer

na aplicagao direta dos fluidos de Rivlin-Ericksen.

A conjetura que investigamos atribui a causa de
instabilidade 2 presenga, na equagdo dinadmica, de termos com

diversas ordens de grandeza, na escala de tempo.

A equagdo dindmica & desdobrada numa sequéncia de
equagOes a que comparecem termos de mesma ordem de grandeza,
aplicando-se o limite dos escoamentos lentos a tocda a equa-

¢d0 e nao apenas a tensao.

O processo € aplicado, até a aproximagdo de 29 or-
dem, ao caso simples do escoamento retilineo e a solugao e
comparada com aquela prevista pela aplicagdo do 29 fluido de

Rivlin-Ericksen.
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ABSTRACT

A limit procedure for slow flows of simple fluids
with fading memory is studied. Grounded on Coleman & Noll's
aproximation theorem, the procedure aims to avoid the cases
of instability that may occur when the fluids of Rivlin-

Ericksen are applied.

We investigate the conjecture that the instabili-
ty is due to the different orders of magnitude of the terms

that figure in the dynamical equation.

By applying the slow flow limit to the whole equa
tion, and not to the stress alone, the equation is unfolded
in a sequence of equations; to each of them, only terms of

the same order are allowed.

The procedure is applied, up to the second order,
to the simple case of lineal flow and the solution is com -
pared with that obtained by the application of the second

fluid of Rivlin-Ericksen.
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cAPITULO I

INTRODUCAO

1. HISTORICO

Buscando c¢lareza e permanencia, a moderna mecanica
dos meios continuos tem como preocupagao basica o estudo das
equagoes constitutivas. 0 cerne do desenvolvimento tedrico
se deve a trabalhos de Coleman, Noll, Rivlin, Truesdell e ou
tros.

A teoria matematica apresentada em 1958 por Noll !
deu origem a diversas linhas de pesquisa. Nessa teoria, que
leva em conta somente efeitos puramente mecanicos, a tensao
em uma particula em certo instante depende da histdria da de
formagdo numa vizinhanca arbitraria da particula até o ins

tante considerado.

Assim, os materiais sao dotados de uma propriedade

que denominamos memoxria, cuja atuagdo serd descrita, para ca



da material, por sua equa¢ao constitutiva.

Uma classe interessante de materiais ideais, os ma
teriais simpfes, & definida assim: a tensao depende exclusi
vamente da histdria do primeiro gradiente espacial da defor
magao. A major parte dos trabalhos se manteve dentro desta
classe. E dbvio que nao conhecemos, em geral, toda a histd
ria de deformagao de um material; precisamos, portanto, de
resultados que nos permitam estimar o futuro baseados apenas

no passado recente.

Uma propriedade notavel em muitos materiais reais,
caracterizada matematicamente com o nome de memdria  evanes
cente, permitiu a Coleman e Neoll 2 a obtengao de um resulta
do altamente promissor: um método de aproximacao para a ten
sao, valido para processos lentos. Em suma, © funcional da
histdria do gradiente de deformagaoc € aproximado por uma fun
¢do multilinear de um certo nimero de derivadas em relagao

ao tempo no instante atual.

Estudaremos aqgui apenas os fluidos simples incom
pressiveis com memdria evanescente. Neste caso, 0 teorema
de aproximacao citado acima da origem a uma sequencia de mo

delos; a cada um desses fluidos ideais damos o nome de f§fui



do do n-esimo ghau, onde n & o nimero de derivadas - tenso

res de Rivlin-Ericksen - consideradas.

Especialmente importante € o {fuldo do 29 grau, o
de menor ordem a levar em conta efeitos nao lineares, cuja

equagao constitutiva é:

2
T = -pl +uyA +a A +a A (1.1)
- ~ ~1 1 ~2 2 ~1
onde T & o tensor tensao, A, sao os tensores de Rivlin-Erick
sen ﬁ € a viscosidade e @ ea sao os coeficientes de 2¢ or

dem.

Como veremos oportunamente, da substituigao de (1.
.1) na equagao dinamica de Cauchy resulta uma equagao dife

rencial parcial de 39 ordem.

Conforme mostraram Coleman, Duffin e Mizel 3, essa
equagao, em certos casos, did origem a problemas mal-formula
dos, i.e., instaveis, no sentido de Hadamard. Mostraremos
no texto (sec. 7) um caso de instabilidade explicado por

Truesdell e Noll “.

Este trabalho busca meios:' para contornar o pro

blema da instabilidade das equag¢des dinamicas. A conjetura



que orienta o trabalho atribui a causa de instabilidade a
presenga, em uma mesma equacao, de termos com diversas ordens
de grandeza, na escala de tempo. Desdobramos a egqua¢do nu
ma sequencia de equagoes a que comparecam termos compativeis
em ordem de grandeza. Estabelecemos, entdo, o limite para
escoamentos lentos sobre o conjunto de equagOes e ndao sobre
a tensao isoladamente, como sugerem os modelos citados acima,

dos quais (l1.1l) & um exemplo.

A solucdo de Stokes para o escoamento lento em tor
no de uma esfera foi obtida com um processo de limite seme
lhante a este, resultando na equacao de Stokes. Essa a mo
tivacao para o titulo que damos ao processo de limite aqui

delineado.

2. ELEMENTOS CINEMATICOS

Nesta secao descrevemos, sucintamente, os elemen
- . 1
tos cinematicos utilizados, segundo a teoria de Noll . Pa

ra uma exposicao detalhada pode-se consultar[ﬂr

Um corpo B € uma variedade diferencidvel tri-dimen

sional, cujos elementos sao chamados de particulas. Este no

me deve ser desvinculado de seu significado usual de massa



pontual. O corpo se apresenta a nossa observagao atraves
de sua configurag¢ao, que pode ser definida como um homeomor
fismo suave de B sobre uma regiao do espag¢o Euclidiano tri-

-dimensional.

Seja K,  a configuracao de B num particular ins
tante de tempo T = t. Seja X = 5t(X) a posigac ocupada
pela particula X nesse instante. Um modo de se estudar o
movimento de B no espagc &€ tomarmos a configuragao K, como
referéncia. A particula X serd identificada com sua posi

¢ao de referéncia X e a posicao de X em qualquer instante T

serad especificada pela funcao deformagao relativa Xe

E = %, X1 (2.1)

Teremos:

A velocidade e as aceleragoes da particula X po

dem ser obtidas derivando xt:

—



Vg = = x %0
ot ~

. 32

vViX,T) = — x_X,1)

- ar? "t -

Y (}.S:T) = n+1 Xt(}—{'T) ( - )
9T

Para fluidos simples, estamos interessados princi
palmente no conhecimento do tensor gradiente de defoamagdo

relativa:

F = Vy X,1) (2.3)

onde o gradiente "V" & tomado na configurag¢ao de referencia.

A historia de uma funcao a(t) até o instante t &

definida por:

at(s) = alt-s), s >0 (2.4)

Para o gradiente de deformacao relativa, a histo

ria até o instante t sera:



t
= - = - 2 .
Ft(s) gt(t s) Vzt(g, t-s), s 0 {2.5)

onde se verifica:

F (0} = F_(t)
~t

I
1=

(2.6)

O tensor de Cauchy-Green a dinedita, que apresenta
a vantagem de componentes racionais em termos do campo de

velocidades, & definido por:

C (1) = E{(T) F_(T) (2.7)

Os tensores de R{ivfin-Ericksen sao definidos, pa

ra o instante t, na forma:

K
= 2 = (- d ot
Ay = m C, (1) (-1) < Ct(s) (2.8)
9T =0 ds s=0

Utilizando (2.7) e (2.2) estabelece-se a formula

de recorrencia:

ncl
T n T
= + +
hos Lrme I @ik,

x (2.9)



onde:

-1
® %, (2.10)

~P - T=t

I
<]
<

Em geral, os escoamentos sao tratados na descri
gac espacial, que ndo nos informa o que ocorre com cada par
ticula e sim o gue ocorre numa regiac do espago. 0 escoa

mento € entao descrito por um campo de velocidades
v = vz, (2.11)

Esta descricd3o pode conter tanta informagao quan
to a descrigio matenial (2.1}, desde que conhegamos uma con
figuracao do corpo para um instante particular t. As fun
gaes Vev tém arqumentos diferentes, mas devem assumir os

mesmos valores:
vig,7) = VX, 1) se & = x (X,7) (2.12)

As aceleragoes devem satisfazer condigoes identi
cas a (2.12). Os campos de aceleracgCes sao obtidos pela
regra da cadeia:

a v

vix,71) = — vix,T) = — + (grad v).v (2.13)
9T



. a’ 3ty oy
vi{x,T) = — v(x,7) = — + (grad v). — +
~ dr? at? 3t
v .
+ 2{(grad —).v + [grad vgrad v) " .v +
3t -
+ [(grad grad g).g]‘g (2.14)

onde o operador "grad" & derivag¢ao na configuracdo do ins

tante 1, ou seja:

grad (2.15)

[l |

A aplicacgao de (2.15) a (2.9), tendo em conta (2.

.6), leva a formula de recorrencia

_ (n) : n-1 (K-1) (K-1)
A = Wy s (w_r(“))T + I (®) (v )% (v )
n+1 K=1

(2.16)

0Os simbolos V e grad serdao confundidos para todas

as derivagoes no instante de referencia t.
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3. MATERIAIS SIMPLES E MEMORIA EVANESCENTE

3.1 FUNCIONAIS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS SIMPLES.
A equagéo dinadmica de Cauchy
pv = pb + div T (3.1)

estabelecida, digamos, ao instante t, & fundamental para a

previsdao do futuro de um escoamento.

Nessa equagao O campo b representa as forgas de
corpo, como a gravitacional e outras, enguanto que o tensor
tensdo T & responsdvel pelas forgas de contato. E de sees
perar que, para um dado material, a tensao dependa das ca
racteristicas do movimento. Uma formula que descreva essa

dependencia & uma equag¢ae constifutiva.

1

A teoria apresentada por Noll , consiste na for
mulagio matematica de certas nogaes intuitivas, levando a
uma teoria de equagaes constitutivas. Para uma exposiqéo

detalhada ver também a referéncia [4}

Determinismo, agao local e indiferenca material
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(3s mudangas de sistema de referéncia) sac os poucos princi
pios utilizados para se chegar ao resultado geral da teoria
de Noll: A tensdo em uma dada panticufa, num certo instan
te, depende apenas da histonia, ate esse instante, da defor

macdo de uma vizinhanga arbitraria da particula.

Salientamos que o tensor tensaoc e simetrico, re
sultado dessa teoria puramente meca@nica para materiais nao-
-polares, i.e., materiais em que nao est3o presentes bina

rios de corpo e de contato. (Ver [5] Sec. 200).

A hipotese de continuidade do meio, que leva

a exigencia de que a deformacao seja homeomorfismo diferen

ciavel, permite o seguinte desenvolvimento:

Seja ¥ uma particula pertencente a uma vizinhanga
suficientemente pequena de X. A historia de deformagao de
Y pode ser expressa, em relagao d de X, por uma série de po
tencias de |Y - X|. Se desprezarmos os termos de ordem
superior a um, obteremos um movimento homogeneo local. Es

sa primeira aproximagao no espacgo das histdrias de deforma

cao define uma classe de materiais, os materials simples.

Estameos interessados nos fluidos simples incompres

siveis, para os quais o funcional constitutivo & dado por:
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T = -pl+ Z} [G(s)] (3.2)
5=0
onde:
Gls) = ¢ (s) - 1 s3>0 (3.3)

O principio do determinismo para fluidos simples
incompressiveis fica assim reduzido a: a tensao em uma pai
tlcula em dado instante 2 determinada pelfa hisitordia do pri
meino gradiente espaciaf da deformagdo nefativa ate o ins
tante considenado, a menos de uma pressdo hidrositatica inde

Lerminada.
A equacgao constitutiva (3.2) & uma formulagao equi
valente, utilizando a histdria do tensor de Cauchy-Green (2.

.7). Pela definicl3oc (3.3), a histordia de repouso sera:

G(s} = 0 (3.4}

3.2 MEMORIA EVANESCENTE.

O principioc do determinismo dota os materiais de
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uma propriedade a que chamamos memdria: o fato de gue algu
ma caracteristica do passado do movimento pode influir no
valor atual da tenéao. O funcional constitutivo (3.2) tem
pouco valor preditivo, pois jamais conhecemos toda a histé
ria de deformagaoc. A possibilidade de métodos de aproxima
¢3o para (3.2) baseados em menos informagao & garantida pe
lo seguinte fato observado na maioria dos materiais reais:
o funcional IS deve ser mais sensivel aos valores de G para
s pequeno - (passado recente) - gque para s grande - (pas

sado remoto).

Um material simples cujo funcional constitutivo te
nha essa caracteristica & dito de memonia evanescente. Uma
caracterizag¢3o matematica da memdria evanescente foi efetua
da por Coleman e Noll 2 e, posteriormente, generalizada por
Wang '. A caracterizagdo dada em [2] e comentada em [4]

se baseia numa exigencia de continuidade para o funcicnal :5.

Seja h uma funcao tal que:

i) h{s) & definida e positiva para 0 € s < =;
ii) h{0) = 1;
iii) h(s) tende a zero rapidamente quando s cresce, de

tal modo que:
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lim s® h(s) = 0, monotonicamente para s grande.
g>rmw

A funcao h(s) assim descrita & chamada uma fun¢do
in§luencia de ordem r (r & positivo, mas ni3o necessariamen

te inteiro).

0 conjunto das fungSes de s, 0 £ s < », cujos va
lores sao tensores simétricos serd chamado espago das histd
rias., Uma semi-norma pode ser definida nesse espago, com O
peso h, do seguinte modo:

1
® i

2 2
| [h(s)lg(s)l] ds (3.5)

¢

el

onde:

n

2 ! .
|G (s) | \ltr[gts-) ] (3.6)
Um material simples satisfaz o paincipio frace de
memOria evanescente se existe uma funcdo influencia h de or
dem r. > % tal que o funcional zg e definido e continuo

numa vizinhanca da histdria de repouso no espacgo de histo

rias.

Um material simples & dito de memdOria evanescente
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de ordem n se satisfaz o n-2simo principio de memoria  eva
nesdcente: existe uma funcao influencia de ordem r>n + %
tal que o funcional :g & definido e n vezes Frechet-diferen
cidvel numa vizinhanga da histdria do repousc no espaco de

historias.

Da topologia introduzida pela norma (3.5) no espa
co de historias resulta que duas histdrias sao proximas se
seus valores forem proximos no passado recente. Para o ma
terial de ordem n, os valores do funcional 15 e de suas n
primeiras diferenciais de Frechet sao proximos, para duas

histdrias proximas.

4, O RETARDAMENTO E O TEOREMA DE COLEMAN E NOLL

Os resultados da segao anterior sugerem a possibi
lidade de se obter aproximacoes para o funcional constituti
vo dos materiais simples com memoria evanescente, para his
torias de deformagac proximas do repouso, i.e., para e4coa
mentos Lentos. Coleman e Noll > demonstraram um teorema
de aproximacac construindo, a partir de um escoamento dado,
uma familia de escoamentos mais lentos, através de uma trans

formagao a que chamamos retardamento. Seja dado um escoa
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mento, até o instante atual ¢, por sua historia de deforma

cao relativa:

X; (%,8) = x (X, t-s), s20 (4.1)

~

0 e-retardamento do escoamento seri definido pela

historia de deformagao retardada:

N
| el

€t R
X, X,8) = x/ (X, es), 0 < ¢ (4.2)

€ - € -
A velocidade V e as aceleragoes Y(n)-serao dadas
por:
& & €¢ d
vix,t) = VX, t-s) = V (X,s) =- =, (X, t-es) =
ds ~
= eYt(g, es) = eV(X, t-es) (4.3)

n+i
V() (x,1) = V) (x, t-s) = V(M (x,8) = (-1)

n+1 N
n+l
d 1 xt(§, t-egs) = ¢ Y(n)t(§, £S) =

ds

+1
= ¢ v® (X, t-es) (4.4)
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A velocidade e aceleragoes do escoamento original
sao dados por (2.2). Vemos assim que o retardamento subs
titui um escoamento por outro em que as deformagbes sao as
mesmas, mas o processo € mais lento. A histdria de defor
macao relativa descreve, com o pardmetro s, a tréjetéria da
particula X e o retardamento & uma reparametrizacao dessa
mesma trajetdria, com. o parametro €s. Para ¢os tensores de

Rivlin-Ericksen, obtem-se:

€
A = g A (4.5)

2
O teorema de aproximagao de Coleman e Noll indi

ca que, para escoamentos lentos de fluidos simples incompres
siveis com memdria evanescente de ordem n ou maior, o fun

cional constitutivo pode ser aproximado pela expressao:

tm

= £ £ n
= -pl +M @A, ..., a)+o(e) (4.6)

onde o erro g(en) & tal que:

lo(e™) |
lim —— = 0 (4.7)
£€+0 en

e M & uma fungdoc multilinear de seus argumentos. No ca



so presente, de fluidos incompressiveis, M & isotrodpica
independe da densidade.

tais fungoes permitem desdobrar (V. Truesdell e Noll *)

na forma:

M_(A

-~

onde a forma dos §K

sao:

18

e
Os teoremas de representagao para

M
~n

) veer A) ees Bg) (4.8)

nao depende de n. Os primeiros termos

S {A) = ua (4.9)
-1 ~1

s ,aA) = o A +a A (4.10)
~2 =1 ~2 1 ~2 2 ~1
s {A,A,A) = B A +B8B (A A +A A) +
=3 ~1 ~2 ~3 1 ~3 2 ~2 ~1 ~1 ~2

+ B {tr AZ)J_}l {4.11)
§u(§1' Az' A éu) = ék * 72(§3 é1 + él éa) *

+YA+Y(AA

2
+A A)+y (kra)a +
v ~2 ~1 ~1 ~2 5 ~2 ~2

2
+ Ys(tréz)él-l- [y trA +Y tr (A A)] A

(4.12)
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5. 0§ FLUIDOS DE RIVLIN-ERICKSEN

0 processo de limite indicado pelc teorema de Co
leman e Noll consiste na utilizacgdo, para o escoamento de
fluidos simples com memdria evanescente,da relagao funcio
nal que aproxima a tensao no limite dos escoamentos lentos.
A expressao de aproximacao (4.6) & considerada exata, dando
origem a uma sequencia de modelos. 0 n-esimo fLuido de R4

vein-Enicksen tem a equagao constitutiva:

n
T = -pl+.-] Sg@ ., ...p Ap) (5.1)
K=1
onde os Sk sao dados por expressoes como (4.9}a(4.12). Da

relagao (4.5) vemos que:

: £ K-1
s (A, ..., A,) = ofe } (5.2)
1 ~K ~

ou seja, o somatdrio em (4.6) e (5.1) agrupa, para escoamen
tos g-retardados, em cada parcela os termos de mesma ordem

em €.

Para um fluido simples incompressivel que satis
faz o n-ésimo principio de memdria evanescente, podemos apro

ximar a tensao com os fluidos de Rivlin-Ericksen de ordem
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0 modelo nao-Newtoniano mais simples &€ o 29 flui
do de Rivlin-Ericksen, que chamaremos §fudide do 2¢ grau e

cujo funcional constitutivo € dado por:

2
T = -pl +uyA +a A +a A (5.3)
~ - =1 1 =2 2 ~1
Nessa expressao, p & a funcao viscosidade, que pode ser con
siderada constante para escoamentos lentos. Os coeficien
tes de 2a. ordem a ea contem a dimensao tempo e caracte

rizam efeitos acumulativos, até a 2a. ordem na escala de tem

po.

0 fluido de 29 grau & o Gnico desta sequencia que,
levando em conta efeitos nao-Newtonianos, tem suas constan

tes determinaveis por escoamentos viscométricos permanentes.

([4] e [8])-

0O processo de limite de Coleman e Noll sugere, en
tao, o uso do modelo (5.3) como se usa o fluido de Navier-

~-Stokes. 0 fluido de Navier-Stokes & o fluido do 19 grau:

T = -pl+ua (5.4)
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Verifica-se que esta equag¢aoc constitutiva pode ser
utilizada para qualquer escoamento e hao apenas para os len
tos. Ja no caso do fluido do 29 grau, tal fato nao ocorre,
podendo ser encontradas solugoes fisicamente inesperadas,

como mostraremos nas proximas secgoes.

0s modelos apresentados mostram-se Uteis na obten
cac de informacoes a respeito de escoamento de fluidos ndo-

-Newtonianos.

O que buscamos & uma outra forma de utilizar o te
orema de Coleman e Noll, que nao traga os problemas de ins

tabilidade citados e que exemplificamos a seguir.
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carltTuLo 11

INSTABILIDADE DE SOLUCOES

6. ESCOAMENTO RETILINEO

Consideremos o caso simples dos escoamentos tais

que, para algum sistema cartesiano (x,y,z), o campo de velo

cidades g(g,t) tenha as componentes:

-
i
[

; y = vix,t) ; z:= 0 (6.1)

Tais escoamentos sao viscométricos e a expressdo para a ten

sao & muito simples. Seguimos o tratamento dado em [8].

A funcao deformagdo relativa deverd fornecer:

E = Kt(E'T)

(6.2)

onde:

g = (£, n, T) e ?5 = (x, Y, 2).
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As equacoes de deformacdo sao:

d
-0 sy s £ a0 (6.3
dt art dt
com as solugoes:
T
E = x n = y+ [vix,o)de r = z
t

(6.4)

As trajetdrias serao retilineas, donde o nome @&

coamento netilineo.

No sistema cartesiano em que valem as componentes

de (6.1), o gradiente de deformacao relativa tera matriz:

1 0 0
[gt(r)} = k(t)-k(t) 1 0 (6.5)
0 0 1

onde:

T
k(t) = [ v'(x,0)do (6.6)
0
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com:
d
V'(X:U) = _V(ch) (6-7)
ax
Notamos que gt(t) tem a forma:
FE (1) = 1+ [k(1) - k(t)]N (6.8)

onde N & um tensor constante, com matriz:

0 0 0
N] = 1 0 0 (6.9)
0 0 0
Tem-se ainda gz =0 e |N[]=1

A histonia do gradiente de deformacdo relativa se

Fi(s) =F (t-s) = 1 + [k(t-s) - k(t)]n (6.10)
t t - -

Fazendo:
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g (s} = k{t-s) - k(t) (6.11)
t
- t )
a historia gt fica:
t
gt(s) = l + gt(s)g {6.12)

O tensor de Cauchy-Green 3 direita, (2.7), pode

ser facilmente calculado e fica:
ct(s) =1+ g (s)(N + NT) + |g (s)]%NT. N
~t ~ t ~ ~ [ t ~ ~

Da definicao (2.8), calculamos os dois primeiros

tensores de Rivlin-Ericksen:

A = -4 ct(s) = - §,(0) (N + nT) (6.13)
-1 ds ~ s=0 - -
d2 t . T . 2 T
A = — C (s) =g(0)(N+N)+2[g(0)]N.N
(6.14)
onde:
§ (0) =- k(t) = - & vix,t) (6.15)
t 3%
a2
§t(0) = k() = v(x,t) (6.16)
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7. ESCOAMENTO RETILINEOQ DE FLUIDO DO 29 GRAU

Suponhamos que um fluido simples incompressivel
com memdria evanescente de ordem maior ou igual a dois seja

submetido a um escoamento do tipo descrito na segao 6.

Para escoamentos lentos, a tensdao pode ser calcu
lada aproximadamente usando-se ¢ modelo do 29 grau (5.3).

Tendo em vista as expressdes (6.13)a(6.16), a tensao sera:

v o=-pl+fa §.0 -ug @)@+

. 2 . 2
+ (2 +a)[s, @] N LN az[qt(O)] N . N
(7.1)

A equagao da continuidade para fluidos incompres
siveis se reduz a div v = 0. No presente caso, temos vl=

=v =0, e a equagao se reduz a:

gue & identicamente satisfeita por v = v(x,t).

A equacao din@mica de Cauchy é:
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pi = pb + div T (7.2)
Consideremos as forgas de corpo como  conservati
vas, i.e., existe um potencial ¢ tal que:
pb = - grady (7.3)
Um novo potencial ¢ pode ser formado fazendo:
$ = p+ ¥ (7.4)
Se desdobrarmos a tensao em
T = -pl+ !E (7.5)
a equagao dinamica fica
p¥ = - grad¢ + div Te (7.6)
As componentes das forcgas de contato sao obtidas
aplicando a divergencia a EE em (7.1). Utilizando a con
vengao de indice para as derivadas parciais, e.g. v = %ﬁ,

chegamos ds trés equagoes componentes de (7.6):



Como

como

2 2
¢x = (201_1 + az) ;— [(vx) } + & Vexy + ""xy
X
(7.7)
_ - ] 2 7.8)
pv, = - ¢y + @ Vexx T Wi t uz ;; (vx) (7.
¢z = 0 ou ¢ = ¢(x,y,t) (7.9)
v = v(x,t), anulam-se as derivadas em y e vem:
6. = (2a + )B—[w)z] (7.10)
x al uz ~ x .
pv, = - ¢y + al Ve xx + uw_ (7.11)
Integramos (7.10) em x, obtendo:
$lx,y,t) = (2a + a) (v ): + £ly,t) (7.12)
Para f(y,t) usamos (7.1l1):
3— £(y,t) =-pv_+ v + uv : (7.13)
3y ¥ LA % Viexx HV%x '
v = vix,t), temos em (7.13):

28



29

2 £(y,t) = gx,t) = a(t) (7.14)
y

donde:
£(y,t) = alt)y + C (7.15)

Portanto, as forgas de corpo na diregao do escoa

mento sio dadas por al{t) e o potencial ¢ é&:
2
¢ (x,y,.t) = (2m1 + “2) (v,) +altl)y +C (7.16)

0 problema dinimico se restringe agora & solugido

da equacao a derivadas parciais de terceira ordem:

vV, - WV a1 Veex = al(t) {7.17)

Alguns problemas no comportamento de (7.17) foram
mostrados por Coleman, Duffin e Mizel . Mostraremos um
caso especifico de instabilidade, o do escoamento em canal
(placas paralelas estacionarias), citado por Truesdell e

Noll '. O duto & esquematizado na Figura 7.1.

FIGURA 7.1
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Estudemos inicialmente o caso homogeneo af{t) = 0,
ou seja, ausencia de forgas de corpo na direcao do escoamen

to.

Partindo de condi¢Ges iniciais arbitrdrias, & de

se esperar que a energia se dissipe, i.e., que:

lim v{x,t) = 0 (7.18)

Lo

Equacoes e condigoes serao:

PV, uvxx - a1 Vet = 0 {7.19)
v(x,0) = f£(x)

(7.20)
v({0,t) = vi{Z,t) =0

A condigao inicial £(x) deve satisfazer £(0) =
= £(L) = 0. Para as condigoes iniciais f(x) que admiti
rem expansao em série de Fourier, estudemos o comportamento

de um termo genérico de tal expansao, ou seja, consideremos:

ny
f(x) = A sin — x n=1, 2, ... {7.21)
n 2 .
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Podemos encontrar uma solugao particular por sepa

ragao de variaveis. Facgamos:

vix,t) = X{x) T(t) (7.22)
Substituinde em (7.19), vem:

pX T' - uX" T - o X" T' =0
donde teremos, para cada valor de n em (7.21}):

X
i (7.23)

Xn 1 Tl n

Resultando as equagoes:

©

X(x)

[
b
=]
/4]
-
=
4‘
1
-
=1
+ L=
Q
" -

T(t) = e T
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Para que X(x) = f(x)} satisfaca (7.21), devenos
ter:
1
__ e _nmm
A+ a 4
n 1
ou seja:
A = - e -
i (am, * l
£

Assim, uma solugao particular para (7.19) satisfa

zendo (7.20) no caso especial (7.21) e:

-a t
= nm
vix,t) = A e ® sin (am) (7.24)
n 2
onde o expoente a_ & dado por:
N (nﬂ)z
u
an = — = z (7.25)
A o nr 2
n S Rl
p £

& a viscosidade cinematica.

onde v -
P

A solugao (7.24) sera ilimitada se a_ > 0, ou seja:
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[+1 2
1+ 2 (&
p

<0 (7.26)

A equacao (7.19) foi estudada por Ting 9, que su
pondo dl > 0 previu solugoes estaveis. No entanto, exis
tem varias razoes para se acreditar que @ <0, entre as
quais estdao as experiéncias de Markovitz e Brown, e o argu
mento termodinamico de Coleman e Mizel, citados em[4] (sec.
121 e 123). Assim, a estabilidade da solugao (7.24) esta

ra comprometida se n > n onde:

n, = 4 i (7.27)
T (-a )
1
e teremos:
lim v(x,t) = = {n > no) (7.28)

t+owo

Podemos agora verificar que o problema pode ser
instavel, no sentido de Hadamard, mesmo para a equagao nao

homogenea (7.17). s ;

Seja v(x,t) uma solugdo limitada de (7.17) satis

fazendo as condigoes:



34

vi0,t) =v(L, t}) =0
(7.29)
x{(x,0) = £(x)
a t T
A fungao V(x,t) = be sin %r X & solugao da
equagdo homogenea (7.19) com as condigoes:
v(o,t) = v(L, t) =0
(7.30)
F(x,0) = 6sin 2¥ x
L
A fungdo v(x,t) = v + v & solugdo de (7.17) sa

tisfazendo condi¢oOes arbitrariamente proximas de (7.29), pois
teremos:

nmw

§dsin 7; x| £ 8§ (7.31)

v(x,0) - v(x,O)l =

Fagamos n > n e estd mostrada a instabilidade:

enquanto v & limitada, a solucgao v, satisfazendo condigao i

nicial arbitrariamente proxima & ilimitada.
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capiTuLo I1II

O LIMITE DE STOKES

8. MOTIVAGAO

Como vimos no capitulo anterior, o 29 fluido de
Rivlin-Ericksen (5.3), quando usado como modelo na equagao
dinamica (3.1), di origem a uma equacdo diferencial parcial
de terceira ordem. Em geral, o fluido do n-&simo grau for

necera uma equagao dinamica de ordem n + 1. e

A ordem mais elevada das equagoes implica na mul
tiplicidade das solugoes possiveis, tornando necessarias
mais condigoes restritivas para se chegar a uma solugao 4ni

ca.

Note-se, porém, que nao temos a nossa disposicao,
para aplicar a um problema de escoamento, maior nimero de
condigoes naturais do que as que tem sido usadas até hoije.

De fato, um perfil inicial de velocidades encerra em si to
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da a informacao inicial que podemos fornecer arbitrariamen
te sem contrariar a propria eguacgdo dindmica, pois &€ esta
que nos informa a aceleragao. Quanto ds condigdes de con
torno, nada além da hipdtese de aderencia aos obstiaculos se

nos oferece.

O processo de limite indicado na segdao 5 permite
a obtengao de expressdes para as forcas de corpo e tensdes
normais ([8]). Quanto ao valor preditivo, representado pe
la equagao dinamica, os casos de instabilidade que ocorrem
para o fluido do 29 grau nos levam a suspeitar que possam
ocorrer problemas mal formulados também para os de maior or

dem,

. . . 6

Essa suspeita se baseia na conjetura de Telles ,

de que a instabilidade se deve & presenca, na equagao dind
mica, de termos de diversas ordens de grandeza, na escala

de tempo.

De fato, a expresséo de aproximagao de Coleman e
Noll (4.6)2(4.12), levada i equagao de Cauchy (3.1), forne

ce:

£ € 2 > £ n
pb - grad p + .} div §k(§1, coes By) + 0(gT)
k=1

©
t<dem
[}

(8.1)
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Pela expressao (4.4) para a aceleragao do escoa

mento retardado teremos:

1<em

= o(e) (8.2)

De (5.2) temos:

€
s a) = ol

V7]

~

e
[}

ole)

LI R R R B B R R N R A BN A N R

€ £ -
s A, ..., A) = o(t»:n !
“n ~1 ~n =

) (8.3)

Supomos que esta dificuldade surge no processo de
limite exposto na segao 5 porgue o limite para escoamentos
lentos & tomado isoladamente sobre a tensao. Nosso intuito
€ aplicar o teorema de aproximacao de Coleman e Noll direta
mente na equag¢ao do movimento. Com isso, obteremos em lu
gar de uma eguacao de ordem n, um sistema de n equagoes de
2a. ordem, a cada uma das quais comparecem apenas termos de

mesma ordem de grandeza.
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No primeiro passo do processo, desprezamos todos
os termos de ordem superior a um, no parametro de retarda
mento €, inclusive o termo quadratico (grad §).§, O que se
assemelha ao processo de limite utilizado por Stokes para
resolver o problema do escoamento lento de fluido Newtonia
ne em torno de uma esfera. Dal decorre o nome de Limite
de Stokes dado em [6] a este processo de limite. De fato,

a primeira equagao encontrada & a equacao de Stokes.

9. ESCOAMENTOS LENTOS

A denominacao "lento" dada a um escoamento & vaga
e nao a tornaremos mais precisa - © que sé & possivel de for
ma muito precaria - porqgue ndo necessitamos medir a lenti

dao de um escoamento, mas tao somente comparar escoamentos.

O processo de limite a ser desenvolvido & aplica
vel a escoamentos lentos e esse fato e mostrado do sequinte
modo: a partir de um escoamento original arbitrario, cons
truimos uma familia de ¢-retardamentos, conforme a defini
cao (4.2). A aproximag3ao & valida para escoamentos lentos
se o erro cometido tender a zero com cefta rapidez gquando €

tende a zero.
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0 termo o0(e®) na expressao de aproximagao {4.6)
indica a sua validade para escoamentos lentos. Nenhuma ou
tra interpretac¢ao pode ser dada ao parametro de retardamen

to ¢, dada a arbitrariedade do escoamento original.

No instante particular 71 = t, chamado de Lnsian
te atual, certas caracteriIsticas da historia do escoamento
sao utilizadas para se determinar aproximadamente a tensao.
Estudemos a influencia do parametro de retardamento € nos

diversos elementos cinematicos de interesse.

[13

O retardamento, conforme definido na segao 4,

aplicado 3@ descrigao material do passado do escoamento:

X:(X,8) = X (X, t=s), s 20 (9.1)
A histdria de deformagao retardada é:
€t
xt(§,s) = xt(§, £s), 0<es<1l (9.2)
< ~ « £{(n) ~
A velocidade V e as aceleragoes V serao:
£ £ Et 2
VX,T) = V(X, t-s) =V (X,s8) = - 35 X, (X, t-€s) =
- - s Xt
= ev®(X,€s) = eV(X, t-€s) (9.3)
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+1

n
(X,8) = (-1)

n+1

0 n+1
xt(x, t-es) = ¢ V(n)t(x, E8) =
n+r1 ~+- - = -~
as
+
=™ vy (x, t-es) (9.4)
Geralmente, nao & usada a descricdo material. 0

que sabemos do passado & a histdria do campo de velocidades,
dentro de certa regiao do espago. Essa descricdo espacial

sera representada pela histdria:

x,8) = vix, t-s), s

W
o

(9.5)

As exigencias de diferenciabilidade do campo de
velocidades, que aumentam com a ordem de aproximagdo, serdo

consideradas satisfeitas, em cada caso.

Apesar de nao havermos mencionado, estamos traba
lhando com meios materialmente {somorfes, no sentido de que

o funcional constitutivo &€ o mesmo para todas as particulas.

Tendo em conta esta hipotese, nac estamos de fato

interessados em seguir cada particula. A descrigao espaci
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al contem tanta informagao quanto a material, desde gue co
nhecamos uma configuracao do corpo. De fato, tomemos como
configuragao inicial, para s = 0, a configuragao do instan
te t. Teremos:

)

Xg(X,8) =X - [ voxi(x,0),0)d0 (9.6)
X ! X

Vemos assim que x:(§,s) € uma descricao da trajetdria da
particula X até o instante t. O escoamento retardado sera
uma reparametrizagao, obtida aplicando-se a definigao (9.2)

a integral (9.6):

5

E
;:(Ers) = § - I Yt(x (X'U),O)dc (9'7)
o ° el hd

t
t
O campo de velocidades retardado sera aquele integrando ob
tido ac se tentar encontrar uma definigao semelhante a (9.6)
para o escoamento retardado. Substituindo em (9.7) a vari

dvel muda por ¢ = £, obtemos:
£

8
t - - -
§t(§,s) =X- [ gt(xz(§,so),eo)d(ec) (9.8)
0 :

donde resulta que o campo de velocidades retardado sera:
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§(§,s) = egt(§,Es) (9.9)

Este resultado poderia ser obtido derivando (9.7} em rela

cao a s.
As aceleragoes serao obtidas derivando (9.9). Lem
brando que ds = - d1, o seguinte operador seria utilizado:
d. a.
- — = - — + (grad.).v (9.10)
ds as

Para a primeira aceleragao do escoamento retarda

do, notamos que:

€
. ] £
gt(g,s) e §t(§,s) + (grad vt).st =
2s - -
d t £Et, Et
= -—€g — v (x,e8) + (grad v).v= =
as -
£ £
= - g2 a Yt (%,0) + (grad 1_rt) vt
3o o=¢s N
(9.11)

A suposigao crucial que fazemos e que permitird o

desenvolvimento do processo de limite & que a dependencia
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do campo de velocidades retardado, no parametro de retarda
mento € & analitica em torno de € =1, isto &, que pode
,_ £ -, , .
mos expandir v numa serie de potencias de €; supomos ainda
gue os escoamentos a serem tratados sejam suficientemente
bem comportados para que essa série possa convergir unifor
memente, para 0 < € € 1. A serie, em termos da variavel

tempo T fica:
€ k
vix, 1) = ] ey (x,71), TSt (9.12)

Lembramos que, se vV (x,t) & o escoamento original,

teremos, por (9.9):

€
vix,1) = evix, t-e(t-1)), TSt (9.13)

Assim, para se obter as aceleragoes a partir da
série (9.12), aplicaremos o operador (9.10) que, como se vé

em (9.11), da:

a £ €
V(X X e — vix,0) + {(grad v).v
dr 30 o=t-e(t-T) -

<m
®
-t

]
<
"
A

[}

(9.14)

ou seja, o operador (9.10) sera substituido, para aplicacgdo
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a série (9.12), por:

€

- 8
dt 9T

A expressao (4.6) nos fornece um valor aproximado
para a tensao no instante T = t, em funcdo das derivadas
4 esquerda, no instante t, do campo de velocidades. Adote

MosS a Conveéngao:

a. 3.
—_— = e {9.16)
at 8T |1T=t

e apliquemés o operador (9.15) repetidamente a serie (9.12).

Obtemos, considerando a convergencia uniforme de (9.12):

€ n k-1
- — k
vix,t) = } e ] V)V, ¥
k=2 p=1
n—1 k+1 3 n
+ I e —uy +oleM (9.17)
k=1 at

e a segunda aceleragao serai:
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£ n k__z k-p-l
vix,t) = v (W ). |. +
v (x,t) 7 oe ] ) [( v ).v ] Vi-p-q
k=3 p=1 gq=1
L k-1 _
+ ) € ) ™ [(Vy )oYy p] +
k=2 p=el

{9.18)

Em seguida, aplicamos a formula dé recorrencia (2.

.9), obtendo os tensores de Rivlin-Ericksen ao instante t:

n
k=1
{(9.19)

Para reduzir as formulas, usaremos a CONvengao:

v+ vHu = vu+ (vt (9.20)
donde:

> Tk

A = ] 50+ Ty + o(e (5.21)

k=1
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Os proximos tensores de Rivlin-Ericksen ficam:

£

& T,» € T €
éz = (V+ V )g + Z(VY) . Vz =
n k-1
_ k T T
= I € Z {(V + v )[(Vzp).gk_p] + 2(Vzp) .
k=2 p=1

n-1 k+
}"‘ZE la_.[va+(vV)]+c_>(e“)
k=1 at

(9.22)

: € ¢ ¢ €
V+ 90y + 3T L W 3T L Wy =

Xy
H

k-2 k-p-1

k T
e 1 1 [(V+V){v[(va).gq].gk_p_q}+

3 P=1 q=1

n
10

k

T T
+ 3(?\_{p) [(Vv ).V, _ —p- q] + { [(Vv ). *Viep- ‘I]J .

.Vv|+Ze }:[(V+VT){8——-[(VV).V ]+
at ~p’ ~k-p
k=2 p=1

+ [V(EEE)] v + 3(Ww )T {V(E— v )]+-3[V(—— ]
at ~k= P L g ~koP P!

: T n
. Vgp:] + g € ;:—2- [ng + (Vv,) ] + o(e’)

(9.23)
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10. EQUACOES DO MOVIMENTO

10.1 CAMPO DE VELOCIDADES PREVISTO.

Todos os elementos cinemdticos necessarios 4 de
terminag3o da tensao no instante atual T = t foram obti
dos na segao 9. Dado um escoamento original, a tensao em
um escoamento g-retardado depende do parametro de retarda

mentoc €, como se vé nas expressoes dos tensores de Rivlin-

-Ericksen (9.21) a (9.23).

0 futuro do escoamento sera previsto pela equacao
dinamica (3.1) e & evidente que o campo de velocidades pre

visto dependerda do valor de €.

Consideremos que a dependencia do escoamento no
parametro & também analitica para T > t, estendendo assim
a expansao (9.12) em série de potencias de € para T > t.
Salientamos que esta extensao naoc € baseada na regra de re

tardamento e sim na equacao de Cauchy.

A aceleragao prevista, que figura no primeiro mem
bro da equagao (3.1) & a derivada a direita, em T = t, do

campo de velocidades v(x,t) e teremos:
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€ 3§ € €
vix,t) = — + (grad v).v (10.1)
pA YL e MRS

Ou, aplicando 3 série (9.12), vem:

vix,t) = J e —+ ¥ & 7 (w Ye¥y _
~ = st ~p’ "~k-p
k=1 k=2 p=1
(10.2)

que difere por um fator € na derivada parcial em relacgdo ao

tempo da aceleracap & esquerda (9.17). Para o instante a

tual T = t, os simbolos V e grad sao equivalentes.

LY

A equacgao da continuidade, para fluidos incompres

siveis se reduz a:
divvy = 0 (10.3)

e considerando a hipdtese de convergencia uniforme de (9.12),

fica:

n
§ faivy, = o(eM (10.4)

A equagao acima deve valer para qualquer valor do retarda
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mento. Fazendo £ tender a zero, obtemos:

div v, (x,t) = 0, k=1, 2, ... (10.5)

Para um fluido simples com memdria evanescente de
ordem n, podemos aplicar o teorema de Coleman e Noll, calcu

lando aproximadamente a tensao até a ordem k <€ n.

As forgas de corpo necessiria8 para a manutengdo
do escoamento v dependem de €. Consideremos que essas for
¢as constituem um campo conservativo, i.e., gue existe um

£
potencial g, tal que:

€
= -~V (10.6)}

to'm

€
e formemos um novo potencial ¢ por:

>
+ ¥ (10.7)

'DI"Um

Continuamos com a hipotese do bom compor tamento
€

do retardamento, expandindo o potencial ¢ em série de poten
cias de g, em torno de € = 1, gue supomos uniformemente

convergente para 0 < g <l.
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£ [=2]
$(x,7) = [ e¢ (x,7) (10.8)
k=1

Ao expandir as forcas de corpo e a pressao esta
tica na série (10.8), desconsideramos o fato de que o poten
cial 3 nao & da ordem de €, ou seja, que a série (10.8) de
veria conter um termo ¢°. Mas esse termo, que & precisa
mente o limite de 3 quando € tende a zero, € uma pPressao hi
drostatica, o que significa que o gradiente de ¢0 nao tem
componentes nas diregoes em que o escoamento & possivel. A
arbitrariedade desse termo reflete a indeterminagao da pres

sao estatica p, e nds o consideramos nulo.

A equacao dinamica de Cauchy, na qual substitui
mos todos os elementos por suas expansoes em séries de po

tencias de ¢, truncando essas séries no n-&simo termo e in

corporando todos os demais ao termo g(s“) fica:
n vy n k-1
ek — + ¥ ek To(wv )V, =
at L, TR TP

k=1 k..nz p=1

n n
-1 € E

k=1 P k=1

(10.9)
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10.2 PRIMEIRA APROXIMACAO.

A aproximagao de ordem k, para um fluido de ordem
n » k nos levarid de (10.9) a um sistema de k equagoes des
crevendo ¢© comportamento dos k primeiros coeficientes das
séries (9.12) e (10.8). Essas equagoes serao obtidas no
limite dos escoamentos lentos, ou seja, fazendo € tender a

Zero.

A obtencao das equagdes dinadmicas pode ser feita
de dois modos: tomando n sucessivamente igqual a 1, 2, ...
ou mantendo n arbitrariamente grande, processc em fica <c¢la
ro que a equacao que governa cada coeficiente v € a mesma

k
gualgquer que seja a ordem de memdria do fluido aproximado.

Escolhemos o segundo caminho. A primeira equa

géo a ser obtida relaciona os termos de ordem 1 em €.

De (4.9) , temos:
£ e
§l(§1) = MA {10.10)

€
donde, substituindo o valor de él dado por (9.21) na equa

¢ao dinamica (10.9), esta fica:
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) % n ko
] e —+ ] e ] (W) .v =
ot poomETR
k=1 k=2 p=1
n n
k
= - ] € Vo +—div ] e (V+V)y +
k=1 P k=1
1 n € £
+ Zdiv ] S (A, ..., A ) + of(e") (l0.11)
o] k=2 ~k ~1 ~k -

Usando novamente a hipdtese de convergéncia  uni

€
forme de (2.12) o termo uﬁl fornece:

n
' k T
di + =
udiv kz e (V+ VY
=1

© |t

n
k|2
kzl £ [V v+ v (div gk)]

onde div !k = 0, pela equagao da continuidade (10.5). As

sim, (10.1ll) se torna:

n av n
~k
Joef|— - vv® v, + v¢k} =-.7 &3 (Vy,) .
k=1 at k=2 P=1
n
1 £ £
LV, +=.F divsS (A, ..., A ) + o(e™)
“kep o 2, ~k ~1 ~k =

(10.12)

onde v = € a viscosidade cinematica.

olr
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Os coeficientes Ve €© ¢k devem valer para qual
quer escoamento retardado. Dividindo (10.12) por € e fa

zendo & tender a zero obtemos:

[}
<
<]
»
<
]

- v¢l (10.13)

Assim, a primeira aproximagao, dada pelo primeiro
coeficiente de (9.12), satisfaz a equagao de Stokes (10.13),

conforme esperavamos.

10.3  SEGUNDA APROXIMACAO.

Para a segunda aproximagéo, torna-se importante a

parcela §,  da tensao que, por (4.10) é&:

£ £ € €,
s {aA,A) = a A +a A (10.14)
=2 ~1 =2 1 ~2 2 =1

£ E
ou, com A1 e A dados por {9.21) e (%9.22), vem:
- ~a
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n-1
€ € k+1
S @,A) = a J e a—[(V+VT)vk] +
-2 ~1 2 1 3t -
. k=1
n k"l .
k T :
+ 7 e 7 '{GI(V + v )[(Vgplgk_p] +
k=2 p=1

‘ T T n
+ gz[(v + v )gp].[(v + Vv )Yk-p]} + o(e’)
(10.15)

Multiplicando a eguacao de Stokes (10.13) por e e
subtraindo o resultado da equacdo dindmica geral (10.13) e,
ainda substituindo a parcela s, da tensdo dada por (10.15),

teremos a equag¢ao para os termos de ordem 2 ou maior:

k-1
n v

~k
) ek'[——— _— v, + V¢k] = ¥ ) {
= 2 pP=1

. ot

b~ 8

k k

o
1 T
(va)'Yk—p + :r div(V + Vv )[(Vyp).gk_p]

@, T -9y T
+ 2 - div{va } .Vvk_ } + «—-div[((V + Vv ).,
p ~P. ~KTP p P
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Voltamos a considerar o fato de que os coeficien

2

tes independem de €. Dividindo (10.16) por £° e fazendo

¢ tender a zero, obtemos:

v

~2

— - W2 v = -~V +G {v) {(10.17)
~2 2 ~2 =1

ot

onde o termo gz(Yz) e dado por:

a

2 ]2
G {v) = - (VWW).v + — div[Vv + (Vv ) ]
~2 -1 -1 ~1 0 ~1 ~1
o
1 T
+ — {div(v + v )[_(Vv ).v] +
1~
P
T d 2
+ 2 div|(Vv ) . Yv + — ¥V v (10.18)

Assim, a segunda aproximacaoc, dada pelo coeficien
te Vv_ & governada pela equacao (10.17), onde gz(gl) de

pende da solugao da primeira aproximacio, a equagéo (10.13)

de Stokes.

10.4  TERCEIRA APROXIMACAO.

O procedimento usado em (10.2) e (10.3) pode ser
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repetido, cobtendo-se as equagoes para Vor V.o etc. A e

quagao para v, leva em conta a parcela S3 da tensao, da

da por:
£ £ E £ £ € € €
s{A,A,A) = B A +8 (A A +2 A7)+
~3 "1 "2 ~3 1 "3 2 Y2 ™1 ~1 T2
€E €
+ B (tr A )A (10.19)
3 ~2 "1

0 calculo & enfadonho, mas direto e a terceira e

quagao sera:

av
=3 - wW2vyv = -V +G (v, V) (10.20)
at ~13 3 ~3 -1 ~2
onde:
G (v , v) = - (¥VWw)wv - (Vv ).v +
~3 1 ~a ~2 ~1 ~1 ~2
al
+ L div(y + vT)[(vv Yov 4 (WY ).v ] +
p ~1  ~2 ~z "~
_2a1
+ — div[(Vv )T Loov + (Vv )T . Vv ] +
p ~2 ~1 ~1 ~2

a

+ =2 div {[(v + yhv ].[(v + vh)v ] +
o) ~1 ~2
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a
* [(v + vT)gz].[(v + vT)gl]}a, HLEINE L

B
+ - div(v + VT) {[V((Vv ).v )].v } +
p ~1 ~1 ~1
381
+ — div[(Vv 3T {v[(w ) ov ]} +
o} ~1 ~1 -1

B
{v[(w ). ”T . (Vv )] + = div“(v + V) v ]
~1 ~1 -1 p - ~1l=

{(v + vT)[(vgl).gl] + 209y )7 . V‘-f:] +

+

(B

+  div 1—2[(V+VT)[(VV).V]+2(VV )T.VV] +
p ~1 ~1 ~1 ~1
B, .
+ — tr ZV[(VV ).v ] + 2(Vv )T . Vv }
0 i ~1" "~ -1 ~1{].

B
[(v + VT)Y;] + L div (Vv +‘VT)[

p
5 . v
—[(Vv).v +[v(;1)J.v } +
ot L 71 Tl at o1
38 v
+ —L1 giv {(VV)T.[V(——I-)} +
P - 3t
,3\_{ T Bz
+ [v (—=L) ] . (VY )] + — atv [[(v + vhy ]
at 1 p 1]).
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2
vy o o.2n)
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CAPITULO IV

APLICABILIDADE

11. COMPORTAMENTO ASSINTOTICO DAS SOLUCOES

Vimos na segao anterior que a p-&sima aproximagio
pelo limite de Stokes, para o escoamento lento de um fluido
simples incompressivel com memdria evanescente de ordem mai
or ou igual a p, & dada pelo sistema de P equagaes diferen

ciais do tipo parabolico:

av

-k 2
gz— - vV Ve = ~ V¢k + gk(gl,..., Yk—l)' k=1,...;,p
(l1.1)
onde G = 0, gz(gz) e §3‘Ya' gz) sao dados por (10.18)

~1
e (10.21), respectivamente.

Mostraremos agora que, nas condi¢oes fisicas usu

ais, as equagoes (11.1) tém solugdes assintoticamente estd
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veis. Esta n2o ser3d uma demonstragao rigorosa, mas apenas
uma indicacao de que o processo pode fornecer bons resulta
dos. Cada uma das equag¢oes vetoriais (11.1) fornece até
trés equacgoes diferenciais parabOlicas. Dois teoremas so
bre o comportamento assintotico de solugoes de equagoes pa
rabdlicas [9], permitem chegar aos resultados esperados.
A forma aqui apresentada € caso particular, suficiente para

as equagoes (1l.1).

Seja D um cilindro semi-infinito no espago (n+l)-
-dimensional das variaveis reais (§,t) = (51,...,,§n, t) .
Seja a fronteira de D composta de um dominio limitado B em
t = 0 e por uma variedade S no semiespago 0 <t< =, Seja

9B a fronteira de B e D o fecho de D.

Consideremos as equagoes:

b azu Ju
Lu = v ] — - = = f(x,t) (11.2)
1=1 3x? ot -
1
n ,2
Lvz v [ — = £ (11.3)
j=1 90X

onde u = u(x,t}) ev = v(§) satisfazem as condigaes de con

torno:
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u(x,t) = h(x,t), em 5 (11.4)

V(E) = h(g), em 8B - (11.5)

O primeiro teorema mostra que, na auséncia de for
¢as de corpo, ou se estas tenderem a zero, o escoamento, pa

ra qualquer perfil de velocidades inicial, tende ao repouso.

11.1 TEOREMA (Demonstrado em [9]).

Seja u(x,t) uma solugao de (11.2)a{(11l.4) com f

continua em D e h continua em S. Se
lim f(x,t) = 0, uniformemente em D
t+oo

e,
lim h(§,t) = (0, uniformemente em S
L4+x

entao:
lim u(x,t) = 0, uniformemente em D.
o -

Este primeiro teorema & caso especial do segundo,
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gue mostra como um regime transiente tende assintoticamente
ao valor estacionario, se as condigoes de contorno e forgas

externas tenderem a valores estacionarios.

11.2 TEOREMA.

Seja wu(x,t) uma solugao de (11.2) (11l.4). Se

h(x,t) for continua em D e

lim h(x,t) = h{x)}, uniformemente em dB
t+x

e se f(x,t) for continua em D e

lim f({x,t) = £f(x), uniformemente em D
t-b-o:b - -

entao:
lim u(x,t) = v(x), uniformemente em D
t+w

onde v(x) & a solugao Gnica de (11.3) (11.5).

Os teoremas sac imediatamente aplicdveis & equa

cao de Stokes (10.13).
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Para extensao ds demais equagbes, a seguinte pro

posicao deveria ser demonstrada:

11.3 PROPOSICAO.

Se,

lim v, (x,t) = ¥.(x), uniformemente em D
s -1 -

para i =1, ..., k-1 entao:

Iim G (V , eee, V. ) = G {V , vee, V. )
tre K ™1 " o~k-1 ~kleyf '~

uniformemente em D.

Nao tentaremos demonstrar essa proposigcao, pois
nao encontramos uma formula geral para o cdlculo dos Gy -
Existem, no entanto, indicios de que € possivel demonstri-la
para cada valor de k. Dada a diferenciabilidade das solu
¢oes de equagdes parabdlicas, ao bom comportamento das ope
ragoes que definem os G, e ao fato de gue estes sO dependem

de (x,t) através de seus argumentos Vi temos esperanca de

que a proposicao (l11.3) possa ser demonstrada.
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12. APLICACAO: ' ESCOAMENTO RETILINEO

Com o objetive de ilustrar melhor a aplicacao do
metodo e comparar resultados com aqueles obtidos pela apli
cagao direta dos fluidos de Rivlin-Ericksen, obteremos nes
ta segao as equagoes dindmicas para os trés primeiros coefi
cientes V.Y, ey, de (9.12) e informagoes a respeito do
potencial das forgas externas ¢l, ¢2 e ¢3 de (10.8), para o
escoamento retilineo (secao 6) de um fluido simples, incom

pressivel, com memdria evanescente.

O escoamento estudado tem, em algum sistema carte
siano de referencia, um campo de velocidades V(x,t) com as

componentes

e
H

=
I

o

;Y =Vix,t) oz (12.1)
Uma familia de escoamentos retardados pode ser

construlida a partir de V, parametrizada pelo retardamento €.

Para um elemento dessa familia, expandimos a dependéncia de

€ em uma série de potencias de €.

£
Vix,t) = eulx,t) +e’v(x,t) + e’wix,t) + o(e?)

-

(12.2)
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Esta & a série (9.12). A mudanca de notagao facilitara o

desenvolvimento, neste caso particular.

A definicao do retardamento atraves da funcao de

L e - -
formagao relativa implica em que V sera tambem um escoamen
to retilineo, para qualquer g, 0 < € ¢ 1. Temos entao, pa

ra o sistema cartesiano no qual valem (12.1):

E €
[\_-_T(g_:,t)] = | v, (12.3)

Sejam as componentes de u, v e w dadas por:

i . - 7
u (x,t) v (x,t)
) D S
't = ;t .t = ,t
[a(x,t)] u_ (x,t) [v(x,t)] v (x,t)
u (x,t) v (x,t)J
- k 2y 4 L 3 -
( w (x,t)
-
wx,e)] = | w (x,t) (12.4)
| w3(§,t)J
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A expansao (12.2) nos fornece:

£ 3
v, {x,t) = eui(x,t) + ezvi(x,t) + sawi(x,t) + of(e’)
i \= 2 2 R

(12.5)

para i =1, 2, 3 e todo valor de ¢, 0 <egl.

Concluimos que os escoamentos u, v € w sd3o também

aproximadamente retilineos, pois:

o(e) ; o (€) ; v =0(82) ;

e
n
e
i

v = o(ez) o(sa) 0(83) (12.6)

€
n
£
n

e no limite dos escoamentos lentos, podemos tomar:

o]
7}
<
n
-
i
o

i=1, 3 (12.7)

e usar a notagao correspondente:

u = u{x,t) : v = vix,t) H w = wix,t)
2 2 2
(12.8)
onde u, v e w sao fungoes do tempo e da coordenada x, ape
(>

nas, como V e V.
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A equagdo da continuidade que, por (10.5 ), se re

duz a:
div u = 0 ; div v = 0 : div w = 0 (12.9)
€ automaticamente satisfeita por u, v e w assim definidos.
A substituicao de (12.2) na equagao dinadmica se
gue o processo indicado na secao 10 e obtemos, para escoa

mentos lentos, as equagoes (10.13), (10.17) e (10.20) para

u, v e w, a saber:

3
vrlu - = = v (12.10)
at !
2 v az T 2
vV 2 - — = V¢ + (VE) .E - —_— diV[(V + v )E:’ +
at 2 o
a
1 ) T
- — <div(v + V )[(Vg).g] +
p

T 3 T
+ 2div[(vg) .vg] + — divl(v + v )g‘
at

(12.11)
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Iw
— = Y¢ + (Vu).v + (Vv).u +
at 3 - - T
o
1 T
— div({V + V¥ )[(Vg).g + (VY.)‘E] +
p
2a
-——-idiv[(Vg)T . Va4 (Tu) T, vg] *
p -
o

p

- aiv {[(v + vT)g].[(v ¥ vT)g] +

a

[(v + vT)v].[(v + VT)u] LA L
- - p ot -

B

4}

38

—IdiV1
o]

g

2
— div
p

-

\

2(va) T

L

2(vw)T .

1 , T
— div(V + V) V[WE)‘EJ‘B +

va) T . V[WE)'E] + VT[(VE)‘-;E].,(-VE) +

[(v + vT)g}. {(v + v [(Vg).g] +

- Vu }+ (v + VT)[(VE).E} +

N } [+ vr)g]] .
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B
- 2 aiv trl:[N(Vg).g] + 2(Vg).]-:,.Vl_._1:|
p
8
T 1 T, } 9
(V + ¥) " u - — dAiv(V + V) { — [(Vu).u] +
p o 5t o
Ju | 381 T au
+ [V(—))].u = —— div ({(Vu) .[V(—')] +
t - P - at
ou T Bz T
+ [6( - )} . {(Vu) - - div [(V + Vv )é] .
ot - 0

. [ 3— (Vv + VT)E] + [ 3“ (Vv + VT)E] ’

ot 3t
B 32
1
. [(v + vT}g] -— — vy (12.12)
p ot -

Os diversos elementos de (12.10), (12.11) e (12.
.12) s3o calculados para o escoamento retillneo lento, ten
do em conta (12.7) e (12.8) e as equagoes, em componentes

cartesianas ficam:

Primeira aproximagao:
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¢,
= 0 (12.13a)
ax
2 3¢
a3 1
y2uw _ 3w 7 (12.13b)
ax? at dy
3¢,
= 0 (12.13c)
9z

Segunda aproximagao:

3¢2 ¢, %
= ~un +2—u u + 2 — {(uu +3u u )
ax X p X XX P XXX X XX
(12.14a)
Bzv v a¢2 *
VvV —— - — = — - -_ 1 ¢ (12.l4b)
ax? 3t 3y p XX
8¢2
= 0 (12.14c)
9z
Terceina aphoximagao:
3¢ a
3 1
v = =V - uv + — (u v + 3u v o+

ax X b.4 P XXX XX X
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o
2
+ 3u v + uv ) + — (2u v +2u v ) +
X | XX . XXX p XX x X XX
Bx
+ — (u u +3u u +u u +uu +
o XXX t tx XxXx X tx txx
_ B2
+ 4u u + 2uu ) + — (2u u + 2u u
X txx tXxX o X tx x txx
{l12.15a)
2 ] o
9w aw ¢ 1
ur S £ L
Ix ot dy e
R
1 2 : 2 +
- =— {12u u + 3uu + 3uu u + u
o X XX xX X XAXX ttxx
B
2 2 2 2 +
- — (8u u + 2uu + 2uu u + 6u )
0 X XX XX X AXX X
8
3 2 2
- — (l4u u + 2uu + 2uu w ) (12.15b)
p X xX XX X XXX
3¢3
_ =0 {12.15c)
I} ]

O sistema (12.13) & reduzido a uma Unica equagao.

De (12.13a) e (12.13c) vem:
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b = fl(y.t)-

Como u = u(x,t), temos, por (12.13b):

E— f {y,t} = F (x,t) = a (t)
ay ! 1 1
donde:
¢ = a (t)y + b (t) (12.16)
1 1 1

E o sistema (12.13) se reduz a:

YV o—— - — = al(t) (12-17)

0 termo bz(t) no potencial das forgas de corpo
reflete a arbitrariedade do referencial e pode ser tomado

nulo, ja que:

¥ = 0.
1

Para o segundo coeficiente, o sistema (12.14) for

nece, de modo analogo:



) =

2

onde:

ab

ax

e 0 sistema

gz(t)y + bz(x,t)

39 o
2 2
— =-uu + 2 —u u
a
1
2 — (uu + 3u u )
XXX X XX

se reduz a:

Xxt

XX
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(12.18)

(12.19)

(12.20)

Quanto ao terceiro coeficiente, o sistema (12.15)

leva a:

¢ =

onde:

a (t)Y + b (x,t)
3 3

(12.21)



74

dado pela equagao (12.15a) e a equagao dinamica fica:
_ . N
v - == a(e) - — (v )+
2 2
- -="(l2u u__+ 3uu__ + 3uu u
X X XX X

+ u
x XXX ttxx

2 2
- ~— (8u u + 2uu + 2uu u + 6u ) +
XX X XXX X

3
- 2 (14u’u  + 2au’ + 2uu u ) (12.22)
x XX b. 9 4 X XXX

13. CONCLUSOES

O processo de limite apresentado, que aplica o]
teorema de aproximagao de Coleman e Noll ? n3o somente a
tensao, mas a toda a equagﬁo dinamica, leva a resultados a
parentemente satisfatorios, apesar de que sua validade per
manece discutlvel. Adotamos o critério de admitir que e
xista uma classe de escoamentos para os quais a expansao (9.
.12) & uniformemente convergente para € proximo a 7. Além

disso, para que se possa tomar apenas alguns termos dessa
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série, sua convergéncia deve ser suficientemente rapida pa

ra uma aproximag¢do satisfatoria.

As condigoes iniciais e de contorno a serem impos
tas a cada equacgdo devem ser obtidas por desdobramento da
condigao inicial e de contorno que restringem o escoamento.
Esse desdobramento deve ser feito de modo que valha para
qualquer valor do retardamento e. 0 valor a ser atribuido
a esse parametro para um dado escoamento indicard o peso de
cada efeito na solugao aproximada, representada pela série
(9.12). Como © escoamento original a partir do qual obti
vemos a familia de escoamentos retardados & arbitrario, nao
ha, no desenvolvimento que fizemos, indicagaoc alguma que le

ve 3 determinagao do valor de .

Talvez se possa chegar a alguma conclusao a res
peito deste problema através de consideracoes dimensionais.
De fato, os coeficientes constitutivos dos fluidos de grau
superior a um, contem a dimensao tempo e podem ser interpre
tados como constantes de tempo do material. A esse respei
to, ver Wang ? ou Truesdell e Noll h. O parametro € pode
ria ser encarado entdo como uma relagao entre tempos carac
teristicos do escoamento e do material. Estas considera

gaes, no entanto, fogem ac escopo deste trabalho, ja que,



76

desde o inlcio, utilizamos o parametro de retardamento a
fim de obter relagoes validas no limite dos escoamentos len
tos. Assim, consideramos qualquer escoamento come o origi
nal (¢ =1) e a designagao "escoamento lento" ndo correspon

de a algum critério de medida de rapidez.

Finalmente, para exemplificar o método exposto e
confrontar seu resultado no caso de instabilidade, citado
na secao 7, estudaremos, até d aproximacdo de 2a. ordem, o
escoamento em um canal, i.e., entre placas planas paralelas
estacionarias. A este escoamento se aplicam os resultados

da secao 12.

Supondo escoamento retilinec lento teremos, ao e

fetuar a expansao (9.12):

£
Vix,t) = eulx,t) + ezv(x,t) + o{ez) (13.1)

€
As condigoes de contorno sobre V sao:

€ €
v(o,t) =v(,t) =0 i (13.2)

e sao distribuldas de modo que sejam vilidas para qualquer

€,a Ssaber:
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u(0,t) = u(f,t) = v(0,t) = v(,t) =0 (13.3)
Quanto 3 condigao inicial, seja dada por:

€

Vix,0) = F(x) ;i F(O) =F(&) =0 (13.4)

Para a aproximagao de 2a. ordem, desprezamos o

termo o(e’) e desdobramos a condicao (13.4) em:

Vi(x,0) = F(x)

I

ef (x) + e? £ (x) (13.5)

com:

fl(O) = fl(z) fz(O) = fz(i) = 0. (13.6)
Desde gque f1 e f2 sejam seccionalmente suaves, as
solugoes das equacgoes dinamicas (12,17) e (12.20) podem ser
obtidas pelo método de Fourier (ver, e.g. a referéncia [10]).
Estamos interessados, entao, no comportamento das solugdes’

para a condicao inicial

_ T
F(x) = An sinbjf)x (13.7)

Para a distribuigao arbitraria dessa condigao con

forme (13.5), escolhemos:
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£ (x) = ; f (x) =0 (13.8)
1 T2

Examinemos o caso homogéneo, ou seja, ausencia de
forgcas de corpo na diregao do escoamento, o que conduz a
a (t) =0 em (12.17). A solugao da equagao da difusao (12.

.17) com as condigoes (13.3) e (13.8) sera:

A -b_t

uilx,t) = L e " s5in BT 4 (13.9)
' € ¥4
onde:
b o= ANy (13.10)
n J3 *
Quanto ao coeficiente de 2a. ordem v(x,t), tere
mos, com a (t) = 0 em (12.18), a resolugdc da equagao (12.

2
.20), que fica:

2 A
v ) -b_t
viI¥ o X o O 2p o oe ® ogin®™y  (13.11)
ax? 3t € n n 4
onde:
.Ql 2
c = — (&5 (13.12)
n p .a

com as condigoes homogéneas (13.3) e (13.8).



79

A solucao sera:

t -b_(t-1t) A -b T
vix,t) = {f e Zp ¢ e ar | sin 8L x
o n n £
ou seja:
An “b,t nm
vix,t) = — Db ct e sin — x (13.13)
€ I n yd

Retornando (13.9) e (13.13) a (13.1), a solucdo

e -
V(x,t) prevista sera:

-b ¢

E

Vix,t) = A e " (l+e€b c t)sin BT (13.14)
n n n £

ou,para € = 1, tendo em vista o exposto acima:

- (21 "yt a
£ 1 nm,* nm
Vix,t) = A e l + — (=) vt{sin - x
n p £ £

(13.15)

Esta solugzo & estdvel. A solugdo (7.24 ) pre

vista para o fluido do 29 grau e o mesmo escoamento era:

Vix,t} = An e n sin'%; X (13.186)
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onde:

el b
L n
2 = = B (13.17)
n L. gi (21)2 1l + cn
p £

Como o < 0, temos c <0 ea solucao (13.16)
1
é instdvel para |[c |> 1, o que pode ocorrer para a # 0,
n
se o perfil inicial de velocidades tiver componentes de Fou

rier com n > n , onde:
0

n = — (13.18)

Nos casos em que (13.16) & estavel, mostremos que

(13.15) &, para periodos curtos de tempo, uma, aproximagao

razoavel. Consideremos |cn|<<1. Podemos fazer:
bn
a = 2 b (1 -c), le |<<1 (13.19)
n

e = e e " 2 e "(1L+b ct) (13.20)
n
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Assim, para os casos em que o método do limite na
tensdo (Secao 5) fornece resultados instaveis, o limite de

Stokes nos da resultados estaveis.

As duas solugOes sdo proximas, para tempo curto.
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