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SUMÃRIO 

Estudamos um método de limite para escoamentos le~ 

tos de fluidos simples com memória evanescente. Baseado no 

teorema de aproximação de Coleman e Noll, o método visa evi­

tar os casos de instabilidade de soluções que podem ocorrer 

na aplicação direta dos fluidos de Rivlin-Ericksen. 

A conjetura que investigamos atribui a causa de 

instabilidade à presença, na equação dinàmica, de termos com 

diversas ordens de grandeza, na escala de tempo. 

A equaçao dinàmica é desdobrada numa sequência de 

equaçoes a que comparecem termos de mesma ordem de grandeza, 

aplicando-se o limite dos escoamentos lentos a toda a equa­

ção e não apenas à tensão. 

O processo é aplicado, até a aproximação de 29 or-

dem, ao caso simples do escoamento retilineo e a solução -e 

comparada com aquela prevista pela aplicação do 29 fluido de 

Rivlin-Ericksen. 
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ABSTRACT 

A limit procedure for slow flows of simple f1uids 

with fading memory is studied. Grounded on Coleman & Noll's 

aproximation theorem, the procedure aims to avoid the cases 

of instability that may occur when the fluids of Rivlin­

Ericksen are applied. 

We investigate the conjecture that the instabili­

ty is dueto the different orders of magnitude of the terms 

that figure in the dynamical equation. 

By applying the slow flow limit to the whole equ~ 

tion, and not to the stress alone, the equation is unfolded 

in a sequence of equations; to each of them, only terms of 

the sarne order are allowed. 

The procedure is applied, up to the second order, 

to the simple case of lineal flow and the solution is com -

pared with that obtained by the application of the second 

fluid of Rivlin-Ericksen. 
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

1. HISTÕRICO 

Buscando clareza e permanencia, a moderna mecanica 

dos meios contínuos tem como preocupação básica o estudo das 

equações constitutivas. O cerne do desenvolvimento teórico 

se deve a trabalhos de Coleman, Noll, Rivlin, Truesdell e ou 

tros. 

A teoria matemática apresentada em 1958 por Noll 1 

deu origem a diversas linhas de pesquisa. Nessa teor.ia, que 

leva em conta somente efeitos puramente mecanicos, a tensão 

em uma partícula em certo instante depende da história da de 

formação numa vizinhança arbitrária da partícula até o ins 

tante considerado. 

Assim, os materiais sao dotados de uma propriedade 

que denominamos memÕ~ia, cuja atuação será descrita, para ca 
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da material, por sua equaçao constitutiva. 

Uma classe interessante de materiais ideais, os m~ 

teriais 1,.i.mple.1,, é definida assim: a tensão depende exclus.!_ 

vamente da história do primeiro gradiente espacial da defor 

maçao. A maior parte dos trabalhos se manteve dentro desta 

classe. f Óbvio que não conhecemos, em geral, toda a histó 

ria de deformação de um material; precisamos, portanto, de 

resultados que nos permitam estimar o futuro baseados apenas 

no passado recente. 

Uma propriedade notável em muitos materiais reais, 

caracterizada matematicamente com o nome de memória e.vane.l> 

cen~e, permitiu a Coleman e Noll 2 a obtenção de um resulta 

do altamente promissor: um método de aproximação para a te~ 

são, válido para processos lentos. Em suma, o funcional da 

história do gradiente de deformação é aproximado por uma fun 

ção multilinear de um certo número de derivadas em relação 

ao tempo no instante atual. 

Estudaremos aqui apenas os fluidos simples incom 

presslveis com memória evanescente. Neste caso, o teorema 

de aproximação citado acima dá origem a uma sequencia de mo 

delos; a cada um desses fluidos ideais damos o nome de 6lu~ 
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do do n-é~imo gAau, onde n é o número de derivadas tenso 

res de Rivlin-Ericksen consideradas. 

Especialmente importante é o 6luido do 2Q gAau, o 

de menor ordem a levar em conta efeitos não lineares, 

equação constitutiva é: 

2 
T=-pl_+µA+aA+aA 

-1 1 -2 2 -1 
(1.1) 

cuja 

onde T é o tensor tensão, ~k sao os tensores de Rivlin-Erick 

sen µéa viscosidade e a e a sao os coeficientes de 29 or 
1 2 

dem. 

Como veremos oportunamente, da substituição de (1 • 

• 1) na equaçao dinâmica de Cauchy resulta uma equação 

rencial parcial de 39 ordem. 

dife 

Conforme mostraram Coleman, Duffin e Mizel 
3

, essa 

equaçao, em certos casos, dá origem a problemas mal-formula 

dos, i.e., instáveis, no sentiªº de Hadamard. Mostraremos 

no texto (sec. 7) um caso de instabilidade explicado 

Truesdell e Noll ~ 

por 

Este trabalho busca meios" para contornar o pr~ 

blema da instabilidade das equações dinâmicas. A conjetura 
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que orienta o trabalho atribui a causa de instabilidade à 

presença, em urna mesma equação, de termos com diversas ordens 

de grandeza, na escala de tempo. Desdobramos a equaçao nu 

ma sequencia de equações a que compareçam termos compativeis 

em ordem de grandeza. Estabelecemos, então, o limite para 

escoamentos lentos sobre o conjunto de equaçoes e nao sobre 

a tensão isoladamente, como sugerem os modelos citados acima, 

dos quais (1.1) é um exemplo. 

A solução de Stokes para o escoamento lento em tor 

no de urna esfera foi obtida com um processo de limite seme 

lhante a este, resultando na equação de Stokes. Essa a mo 

tivação para o titulo que damos ao processo de limite aqui 

delineado. 

2. ELEMENTOS CINEMÃTICOS 

Nesta seçao descrevemos, sucintamente, os elemen 
1 tos cinemáticos utilizados, segundo a teoria de Noll Pa 

ra urna exposição detalhada pode-se consultar [s],. 

Um co~po B é urna variedade diferenciável tri-dimen 

sional, cujos elementos são chamados de pa~~lcula6. Este no 

me deve ser desvinculado de seu significado usual de massa 



pontual. O corpo se apresenta a nossa observação através 

de sua con6iguAação, que pode ser definida como um homeomor 

fismo suave de B sobre uma região do espaço Euclidiano tri­

-dimensional. 

Seja ~t a configuração de B num particular ins 

tante de tempo T = t. Seja X= ~t(X) a posição ocupada 

pela particula X nesse instante. Um modo de se estudar o 

movimento de B no espaço é tomarmos a configuração K como 
--t 

referência. A particula X será identificada com sua pos! 

ção de referência; e a posição de X em qualquer instante T 

será especificada pela função de6oAmação Aela-t:iva !-t 

= (2 .1) 

Teremos: 

~t(!,t) =X, i.e., 2t(.,t) = 1. 

A velocidade e as acelerações da particula X p~ 

dem ser obtidas derivando X : 
-t 

5 



Y e;, 't > 
a 

~ t (!, 't) = 
a't 

yq~,'t) 
ª2 

~t (!,'t) = 
a't 2 

..................... 
(n) 
V (X,'t) = 

n+1 
a 

n:+ 1 
a't 

6 

(2.2) 

Para fluidos simples, estamos interessados princ! 

palmente no conhecimento do tensor g4adiente de de6o4mação 

4 ela tiva: 

F = 'í/ X (X, 't) 
-t -t -

(2.3) 

onde o gradiente "'í/" e tomado na configuração de referencia. 

A hi~tÕ4ia de uma função a('t) até o instante t e 

definida por: 

t 
a (s) = a(t-s), s :;?,- o (2.4) 

Para o gradiente de deformação relativa, a histó 

ria até o instante t será: 
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t 
F (s) = F (t-s) = V X (X, t-s), s ~ o 
-t -t -t -

( 2. 5) 

onde se verifica: 

(2.6) 

O tensor de Cauehy-G~een à di~eita, que apresenta 

a vantagem de componentes racionais em termos do campo de 

velocidades, é definido por: 

Ç;t (-r) = ~! ('t) ~t ('t) (2.7) 

Os tensores de Rivlin-E~ie~Jen sao definidos, p~ 

ra o instante t, na forma: 

= = 
K 

(-1) 
K 

~ Ct(s) 1 
K t 

ds s=O 
(2.8) 

Utilizando (2.7) e (2.2) estabelece-se a fórmula 

de recorrencia: 

n=.1 

A 
-n 

= 
T 

L + L + l 
-n ""U 

K=l 
( nK) T 

!:!K• !:!n-K ( 2. 9) 



onde: 

L 
-p 

(p-l) 
= V y (!,,) 1 

,=t 

Em geral, os escoamentos sao tratados na 

8 

(2.10) 

descri 

çao e~pac~al, que não nos informa o que ocorre com cada pa~ 

tícula e sim o que ocorre numa região do espaço. 

mento é então descrito por um campo de velocidades 

V = 

O escoa 

( 2. 11) 

Esta descrição pode conter tanta informação qua~ 

to a descrição mate~~al (2.1), desde que conheçamos uma con 

figuração do corpo para um instante particular t. As fun 

ções V e~ têm argumentos diferentes, mas devem assumir os 

mesmos valores: 

se ~ = X (X,,) 
-t -

(2.12) 

As acelerações devem satisfazer condições identi 

casa (2.12). 

regra da cadeia: 

= 

Os campos de acelerações são obtidos pela 

ay 
+ (grad ~>-~ 

d'l" 
(2.13) 
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2 .ô 2v ÔV d 
V(X,T) = -- v(x,T) = + (grad y). + - - 2 - - ôT 2 ÔT dT 

ÔV 
[grad y>T].y+ + 2(grad -=-) , V + y.(grad 

ÔT 

+ [ (grad grad y) • y] .y (2.14) 

onde o operador "grad" é derivação na configuração do ins 

tante T, ou seja: 

V = F! grad 
-e 

(2.15) 

A aplicação de (2.15) a (2.9), tendo em conta (2 . 

. 6), leva à fórmula de recorrencia 

A = 
(il) ( ) 

Vv + (Vy n f + l 
n (K-1) T (K-1) 

(K) (Vy ) • (Vy ) 
n+I K=1 

(2.16) 

Os símbolos V e grad serao confundidos para todas 

as derivações no instante de referencia t. 
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3. MATERIAIS SIMPLES E MEMÕRIA EVANESCENTE 

3.1 FUNCIONAIS CONSTITUTIVOS DOS MATERIAIS SIMPLES. 

A equaçao dinâmica de Cauchy 

= Pe + div T (3.1) 

-estabelecida, digamos, ao instante t, e fundamental para a 

previsão do futuro de um escoamento. 

Nessa equaçao o campo e representa as forças de 

corpo, como a gravitacional e outras, enquanto que o tensor 

tensão T é responsável pelas forças de contato. tdese~ 

perar que, para um dado material, a tensão dependa das ca 

racterísticas do movimento. Uma fórmula que descreva essa 

dependencia é uma equa~ão eon6titutiva. 

A teoria apresentada por Noll 
1 

, consiste na for 

mulação matemática de certas noções intuitivas, levando a 

uma teoria de equaçoes constitutivas. 

detalhada ver também a referência ~i 

Para uma exposição 

Determinismo, açao local e indiferença material 
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(às mudanças de sistema de referência) sao os poucos princ! 

pios utilizados para se chegar ao resultado geral da teoria 

de Noll: A tenhâo em uma dada paAtieula, num eeAto inhtan 

te, depende apenah da hihtÔAia, atê ehhe inhtante, da de6o~ 

mação de uma vizinhança aAbitAáAia da paAtieula. 

Salientamos que o tensor tensão é simétrico, re 

sultado dessa teoria puramente mecânica para materiais nao-

-polares, i.e., materiais em que não estão presentes biná 

rios de corpo e de contato. (Ver [s) Sec. 200). 

A hipótese de continuidade do meio, que leva 

à exigencia de que a deformação seja homeomorfismo diferen 

ciável, permite o seguinte desenvolvimento: 

Seja! uma particula pertencente a uma vizinhança 

suficientemente pequena de X. A história de deformação de 

! pode ser expressa, em relação à de;, por uma série de P2 

tencias de 1! - ;I. Se desprezarmos os termos de ordem 

s~perior a um, obteremos um movimento homogeneo local. Es 

sa primeira aproximação no espaço das histórias de deforma 

ção define uma classe de materiais, os mateAiaih himpleh. 

Estamos interessados nos fluidos simples incompre~ 

siveis, para os quais o funcional constitutivo é dado por: 



onde: 

... 
T = - P! + {J [G(s)] 

G (s) 

s=o 

t 
= e (s) - l 

-t 

12 

( 3. 2) 

s :i, o (3.3) 

O principio do determinismo para fluidos simples 

incompressiveis fica assim reduzido a: a ten4ão em uma pa~ 

t1.cula em dado in4tante ê dete4minada pela hi4tÓ4ia do p4{ 

mei4o g4adiente e4pacial da de6o4ma~ão 4elativa atê o in4 

tante con4ide4ado, a meno4 de uma p4e44ão hid404tática inde 

tie4minada. 

A equaçao constitutiva (3.2) é uma formulação equ! 

valente, utilizando a história do tensor de Cauchy-Green (2 • 

• 7). Pela definição (3.3), a hi4tÓ4ia de 4epou40 será: 

g (s) o (3.4) 

3.2 MEMÕRIA EVANESCENTE. 

O principio do determinismo dota os materiais de 
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uma propriedade a que chamamos memória: o fato de que alg~ 

ma caracteristica do passado do movimento pode influir no 

valor atual da tensão. O funcional constitutivo (3.2) tem 

pouco valor preditivo, pois jamais conhecemos toda a histó 

ria de deformação. A possibilidade de métodos de aproxim~ 

çao para (3.2) baseados em menos informação é garantida p~ 

lo seguinte fato observado na maioria dos materiais reais: 

o funcional '0 deve ser mais senslvel aos valores de~ para 

s pequeno 

sado remoto). 

(passado recente) que paras grande - (p~ 

Um material simples cujo funcional constitutivo te 

nha essa caracterlstica é dito de memÕ~~a evane~cente. Uma 

caracterização matemática da memória evanescente foi efetua 

2 
da por Coleman e Noll e, posteriormente, generalizada por 

Wang 
7 

A caracterização dada em [2] e 

se baseia numa exigencia de continuidade 

Seja h uma função tal que: 

comentada em [4] 

para o funcional '0. 

i) h(s) e definida e positiva para O~ s < ~; 

ii) h(O) = l; 

iii) h(s) tende a zero rapidamente quando s cresce, de 

tal modo que: 



lim sr h(s) = O, monotonicamente paras grande. 
s+m 
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A função h(s) assim descrita é chamada uma 6un~~o 

inólueneia de ordem r (ré positivo, mas não necessariamen 

te inteiro) • 

O conjunto das funções de s, O~ s <"",cujos va 

lores sao tensores simétricos será chamado espaço das histó 

rias. Uma semi-norma pode ser definida nesse espaço, com o 

peso h, do seguinte modo: 

l lgl Ih ;;; ( ! "" [ h (s) 1 g (s) 1 J 
2 

ds )f ( 3. 5) 

onde: 

lg (s) 1 = ~ tr[~<s) ~r (3. 6) 

Um material simples satisfaz o p~ineZpio 6~aeo de 

memória evanescente se existe uma função influencia h de or 

dem 1 r > -
2 

tal que o funcional '3 é definido e 

numa vizinhança da história de repouso no espaço de 

rias. 

continuo 

histó 

Um material simples e dito de memória evanescente 
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de ordem n se satisfaz o n-ê~imo p4incZpio de memÓ4ia eva 

ne~ cen:te: 

tal que o 

existe uma função influencia de ordem r > n + .! 
2 

funcional~ é definido e n vezes Frechet-diferen 

ciável numa vizinhança da história do repouso no espaço de 

histórias, 

Da topologia introduzida pela norma (3.5) no espa 

ço de histórias resulta que duas histórias são próximas se 

seus valores forem 

teria! de ordem n, 

próximos no passado recente. 

os valores do funcional~ 

Para o ma 

e de suas n 

primeiras diferenciais de Frechet são próximos, para 

histórias próximas. 

4. O RETARDAMENTO E O TEOREMA DE COLEMAN E NOLL 

duas 

Os resultados da seçao anterior sugerem a possib! 

!idade de se obter aproximações para o funcional constituti 

vo dos materiais simples com memória evanescente, para his 

tórias de deformação próximas do repouso, i.e., para e~coa 

men:to~ len:to~. 2 Coleman e Noll demonstraram um teorema 

de aproximação construindo·, a partir de um escoamento dado, 

uma familia de escoamentos mais lentos, através de uma trans 

formação a que chamamos 4e:ta4damen:to. Seja dado um escoa 
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mento, até o instante atual t, por sua história de deforma 

ção relativa: 

= s ~ o (4.1) 

o E-retardamento do escoamento sera definido pela 

história de deformação retardada: 

t 
~t(!, €5), O < e ~ 1 ( 4. 2) 

€ 
A velocidade V e as acelerações E(n) V . serao dadas 

por: 

= = = d ~te;, t-es) = 
ds 

( 4. 3) 

n+1 

(-1) 

n+1 
d n+1 
~~- X (X, t-es) = € y<n)t(!, es) = 

n+l -t -
ds 

n+ 1 ( ) 
= E y n (!, t-es) ( 4. 4) 
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A velocidade e acelerações do escoamento original 

sao dados por (2.2). Vemos assim que o retardamento subs 

titui um escoamento por outro em que as deformações são as 

mesmas, mas o processo e mais lento. A história de defor 

mação relativa descreve, com o parâmetros, a trajetória da 

partícula~ e o retardamento é uma reparametrização dessa 

mesma trajetória, com.o parâmetro es. 

Rivlin-Ericksen, obtem-se: 

€ 
A = -K 

Para os tensores de 

( 4. 5) 

2 
O teorema de aproximação de Coleman e Noll indi 

ca que, para escoamentos lentos de fluidos simples incompre~ 

síveis com memória evanescente de ordem n ou maior, o fun 

cional constitutivo pode ser aproximado pela expressao: 

€ 
T = 

€ 
- p l_ + M (A , 

-n -1 
. . . , 

onde o erro ~(En) é tal que: 

= o 

e ~n é uma função multilinear de seus argumentos. 

( 4. 6) 

(4.7) 

No ca 
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so presente, de fluidos incompressiveis, M é isotrópica e 
-n 

independe da densidade. Os teoremas de representação para 

tais funções permitem desdobrar (V. Truesdell e Noll 4 
) 

na forma: 

n 
M(A, ••• ,A) 
-n - 1 -n 

= l SK (A , ••• , AK) 
- -1 -

(4.8) 

K=l 

M -n 

onde a forma dos 2K nao depende de n. 

sao: 

Os primeiros termos 

( 4. 9) 

= (4.10) 

+ B (tr A )A 
3 -2 -1 

( 4 .11) 

s (A , A , A , A ) = yl A + y (A A + A A ) + -4 -1 -2 -3 -4 -4 2 -3 -1 -1 -3 

2 A 2 + 
2 

+ y3 A + y (A A A ) + y (tr A ) A + 
-2 4 -2 -1 -1 -2 5 -2 -2 

2 

[ y 7 ~ 1) J~ 1 
+ y6 (tr A )A + tr A + y tr(A 

-2 -1 -3 8 -2 

(4.12) 
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5. OS FLUIDOS DE RIVLIN-ERICKSEN 

O processo de limite indicado pelo teorema de Co 

leman e Noll consiste na utilização, para o escoamento de 

fluidos simples com memória evanescente,Qa relação funcio 

nal que aproxima a tensão no limite dos escoamentos lentos. 

A expressão de aproximação (4.6) é considerada exata, dando 

origem a uma sequencia de modelos. o n-ê~lmo 6luldo de Rl 

vlln-E~lck~en tem a equação constitutiva: 

n 

T = - p ! + . l ~K <~ 1' • • • ' ~K) (5.1) 

K=1 

onde os ~K sao dados por expressoes como (4.9)a(4.12). Da 

relação (4.5) vemos que: 

e: 
SK (A , = ( 5. 2) 
- -1 

ou seja, o somatório em (4.6) e (5.1) agrupa, para escoame~ 

tos &-retardados, em cada parcela os termos de mesma ordem 

em e:. 

Para um fluido simples incompressível que satis 

faz o n-ésimo principio de memória evanescente, podemos ªPJ:2. 

ximar a tensão com os fluidos de Rivlin-Ericksen de ordem 
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k ~ n. 

O modelo não-Newtoniano mais simples é o 29 flui 

do de Rivlin-Ericksen, que chamaremos 6lu~do do zq g~au e 

cujo funcional constitutivo é dado por: 

T = - p 1_ + µA + a A + a A 
2 

-1 1 -2 2 -1 
(5.3) 

Nessa expressao, µéa função viscosidade, que pode ser co~ 

siderada constante para escoamentos lentos. Os coeficien 

tes de 2a. ordem a e a contem a dimensão tempo e caracte 
1 2 

rizam efeitos acumulativos, até a 2a. ordem na escala de tem 

po. 

O fluido do 29 grau é o único desta sequencia que, 

levando em conta efeitos não-Newtonianos, tem suas constan 

tes determináveis por escoamentos viscométricos permanentes. 

([4] e [8]). 

O processo de limite de Coleman e Noll sugere, e~ 

tão, o uso do modelo (5.3) como se usa o fluido de Navier-

-Stokes. O fluido de Navier-Stokes é o fluido do 19 grau: 

T = - p ! + µ~:I (5.4) 
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Verifica-se que esta equaçao constitutiva pode ser 

utilizada para qualquer escoamento e não apenas para os len 

tos. Já no caso do fluido do 29 grau, tal fato não ocorre, 

podendo ser encontradas soluções fisicamente 

como mostraremos nas próximas seções. 

inesperadas, 

Os modelos apresentados mostram-se úteis na obte~ 

çao de informações a respeito de escoamento de fluidos não­

-Newtonianos. 

O que buscamos é uma outra forma de utilizar o te 

orema de Coleman e Noll, que não traga os problemas de ins 

tabilidade citados e que exemplificamos a seguir. 
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CAP1TULO II 

INSTABILIDADE DE SOLUÇÕES 

6. ESCOAMENTO RETILINEO 

Consideremos o caso simples dos escoamentos tais 

que, para algum sistema cartesiano (x,y,z), o campo de velo 

cidades v(x,t) tenha as componentes: 

X = 0 ; y = v(x,t) ; 
• z ··= o ( 6. l) 

Tais escoamentos sao viscométricos e a expressao para a te~ 

são é muito simples. Seguimos o tratamento dado em [8]. 

A função deformação relativa deverá fornecer: 

= ~t (~,T) ( 6. 2) 

onde: 

= (l;, n, 1,;l e X = 
~ 

(x, y, z) . 



As equaçoes de deformação sao: 

= o ; 

com as soluções: 

; = X 

dn 

dT 
= V(;, T) ; 

T 

n = y + J v(x,a)da 
t 

dr; 

dT 

; 

= 

23 

o ( 6. 3) 

r; = z 

(6.4) 

As trajetórias serao retilíneas, donde o nome e4 

coamento ~et.i.llneo. 

No sistema cartesiano em que valem as componentes 

de (6.1), o gradiente de deformação relativa terá matriz: 

onde: 

1 

r~t(T)J = k (T)-k (t) 

o 

T 
k(T) = J v'(x,a)da 

o 

o o 

1 o ( 6. 5) 

o 1 

( 6. 6) 
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com: 

v' (x,a) 
ô 

= - v(x,a) (6.7) 
ôx 

Notamos que !t(T) tem a forma: 

!t(T) = !+ [k(T) -k(t)]!:! (6.8) 

onde N é um tensor constante, com matriz: 

o o o 

1 o o ( 6. 9) 

o o o 

2 
Tem-se ainda N = O e 

A hiJ~Ô4ia do gradiente de deformação relativa se 

rá: 

t 
F (s) = F (t-s) = ! + [k(t-s) - k(t)]~ 
-t -t ·- -

Fazendo: 

(6.10) 



g (s) = k(t-s) - k(t) 
t 

a história 
t 

F 
-t 

fica: 

t 
F (s) = 1 + g (s)N 
-e t -

25 

(6.11) 

(6.12) 

O tensor de Cauchy-Green a direita, (2.7), pode 

ser facilmente calculado e fica: 

t 
Ç;t (s) 

Da definição (2.8), calculamos os dois primeiros 

tensores de Rivlin-Ericksen: 

= d t I - - e (s) 
-t ds s=O 

( 6 .13) 

= 

(6.14) 

onde: 

. 
(O) k (t) ô 

gt = - = - - v(-x,t) 
ax 

(6.15) 

.. 
(O) k (t) ª2 V (X, t) g = = (6.16) 

t ôt ôx 
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7. ESCOAMENTO RETILINEO DE FLUIDO DO 29 GRAU 

Suponhamos que um fluido simples incompressivel 

com memória evanescente de ordem maior ou igual a dois seja 

submetido a um escoamento do tipo descrito na seção 6. 

Para escoamentos lentos, a tensão pode ser calcu 

lada aproximadamente usando-se o modelo do 29 grau (5.3). 

Tendo em vista as expressões (6.13)a(6.16), a tensão será: 

T = - P! + [a t gt (O) - µ g t (O)] (~ + NT) + 

+ (2a +a2)[gt(o)J2 NT N + ª2[gt(o>]2 ~ . NT 
1 - - -

~ siveis 

= V 
3 

= 

av 
ay 

A equaçao da continuidade para fluidos 

se reduz a div V = o. No presente caso, 

O, e a equaçao se reduz a: 

= o 

que é identicamente satisfeita por v = v(x,t). 

A equaçao dinámica de Cauchy é: 

(7 .1) 

incompre~ 

temos V = 
1 
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. 
P!'. = p~ + div T (7. 2) 

Consideremos as forças de corpo como 

vas, i.e., existe wn potencial~ tal que: 

conserva ti 

pb = - grad ~ (7. 3) -
Um novo potencial~ pode ser formado fazendo: 

(7. 4) 

Se desdobrarmos a tensão em 

T = -pl_+T 
-E 

(7. 5) 

a equaçao dinâmica fica 

p~ = - grad ~ + div !E (7. 6) 

As componentes das forças de contato sao obtidas 

aplicando a divergencia a !E em (7.1). Utilizando a 

venção de Índice para as derivadas parciais, e.g. v = 
X 

chegamos âs três equações componentes de (7.6): 

con 

av 
ax' 



cj>x (2a + a ) 
a 

[ (V X) 2] + = a V + µvxy 
1 2 ax 1 txy 

(7. 7) 

- cj> + 
a 

[ (V X) 2 J pvt = a V + µvxx + a (7. 8) 
y 1 txx 2 ay 

cj> = o z 
ou cj> = cj> (x ,y, t) (7. 9) 

Como V = v(x,t), anulam-se as derivadas em y e vem: 

cj>x (2a ) 
a 

[ (V X) 2 J = + a 
1 2 ax 

pvt = - cj> + a V + µv y 1 txx xx 

Integramos (7.10) em x, obtendo: 

cj> (x,y,t) = (2a 
1 

2 + a ) (v ) + f (y, t) 
2 X 

Para f(y,t) usamos (7.11): 

a 
f (y, t) = - p V t + CI 1 V txx + µ V XX 

ay 

como v = v(x,t), temos em (7.13): 

(7.10) 

(7 .11) 

(7.12) 

(7.13) 

28 



a 
ay 

donde: 

f(y,t) = g(x,t) = a(t) 

f(y,t) = a(t)y + e 

29 

(7 .14) 

(7 .15) 

Portanto, as forças de corpo na direção do escoa 

mento sao dadas por a (t) e o potencial 4> é: 

4> (x,y,t) = 
2 

(2a + a ) (v) + a(t)y + e 
I 2 X 

(7 .16) 

O problema dinâmico se restringe agora à solução 

da equação a derivadas parciais de terceira ordem: 

pv - µv - a v = a(t) 
t xx I xtx 

(7.17) 

Alguns problemas no comportamento de (7.17) foram 

mostrados por Coleman, Duffin e Mizel 
9

• Mostraremos um 

caso especifico de instabilidade, o do escoamento em canal 

(placas paralelas estacionárias), citado por Truesdell e 

Noll ~ O duto é esquematizado na Figura 7.1. 

y 
FIGURA 7.1 



30 

Estudemos inicialmente o caso homogeneo a(t) = O, 

ou seja, ausencia de forças de corpo na direção do escoamen 

to. 

Partindo de condições iniciais arbitrárias, é de 

se esperar que a energia se dissipe, i.e., que: 

lim v(x,t) = O 
t+a> 

Equações e condições serao: 

pv - µv - a v = O t xx 1 xtx 

{

V (x,0) = 

v(O,t) = 

f (x) 

v(!,t) = O 

(7.18) 

(7.19) 

(7.20) 

A condição inicial f(x) deve satisfazer f(O) = 

= f(!) = o. Para as condições iniciais f(x) que admiti 

rem expansao em série de Fourier, estudemos o comportamento 

de um termo genérico de tal expansão, ou seja, consideremos: 

f (x) = A 
n11 

sin x n = 1, 2, ... .(7. 21) 
n ! 
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Podemos encontrar urna solução particular por sep~ 

raçao de variáveis. Façamos: 

v(x,t) = X(x) T(t) 

Substituindo em (7.19), vem: 

pX T' - µX" T - a X" T' = O 
1 

donde teremos, para cada valor de nem (7.21): 

pX 

X" 
a 

1 
= 

µT 

T' 
= ). 

n 

Resultando as equaçoes: 

X" 
p 

X o - = 
). + a 

n 1 

T' 
u - T = o 

).n 

Essas equaçoes admitem as soluções: 

X(x) ~-
p 

= A sin X 
n ). + a 

n 1 
µ t r 

T (t) = e n 

(7.22) 

( 7. 23) 
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Para que X(x) = f(xl satisfaça (7.21)·, devemos 

ter: 

mr 
= 

.e. 

ou seja: 

= 
p 

- a 
1 

Assim, uma solução particular para (7.19) satisfa 

zendo (7.20) no caso especial (7.21) é: 

onde 

onde 

-a t (nrr) 
V (X, t) A 

e~ n 
sin (7 .24) = e X 

n 

o 

a 

.e. 

expoente - dado por: a e 
n 

nrr 2 

µ " (7) 
= = (7. 25) 

n 
Àn a 2 

1 nrr 
1 + (-) 

p .e. 

" = 
µ 

p 
é a viscosidade cinemática. 

A solução (7. 24) sera ilimitada se a > O, ou seja: 
n 



l + 
a 

.1 

p 
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< o (7.26) 

9 
A equaçao (7.19) foi estudada por Ting , que su 

pondo a > O previu soluções estáveis. 
1 

tem várias razões para se acreditar que 

No entanto, exi~ 

a < O, 
1 

entre as 

quais estão as experiências de Markovitz e Brown, e o arg~ 

mento termodinâmico de Coleman e Mizel, citados em[4] (sec. 

121 e 123). Assim, a estabilidade da solução (7.24) esta 

rá comprometida se n > n 
o 

n = 
o '1T 

.e ~ 
1 

e teremos: 

lim v(x,t) = oo 
t+oo 

onde: 

(n > n ) 
o 

(7. 27) 

( 7. 28) 

Podemos agora verificar que o problema pode ser 

instável, no sentido de Hadamard, mesmo para a equaçao nao 

homogenea (7.17). 

Seja v(x,t) uma solução limitada de (7.17) satis 

fazendo as condições: 
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v(O,t) = 

X (x, 0) = 

V(!, t) = 0 

f (x) 

a t 

34 

(7.29) 

A função v(x,t) = ôe n sin ~w x e solução da 

equaçao homogenea (7.19) com as condições: 

r:(O,t) = 

lv(x,O) = 

v Cl, tl = o 

ôsin !!! x 
l 

(7.30) 

A função v(x,t) =V+ V e solução de (7.17) sa 

tisfazendo condições arbitrariamente próximas de (7.29),pois 

teremos: 

(7.31) 

Façamos n > n
0 

e está mostrada a instabilidade: 

enquanto v é limitada, a solução v, satisfazendo condição! 

nicial arbitrariamente próxima é ilimitada. 
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CAPÍTULO III 

O LIMITE DE STOKES 

8. MOTIVAÇÃO 

Como vimos no capitulo anterior, o 29 fluido de 

Rivlin-Ericksen (5.3), quando usado como modelo na equaçao 

dinâmica (3.1), dá origem a uma equação diferencial parcial 

de terceira ordem. Em geral, o fluido do n-ésimo grau for 

necerá uma equação dinâmica de ordem n + 1. ,,, 

A ordem mais elevada das equaçoes implica na mul 

tiplicidade das soluções possiveis, tornando necessárias 

mais condições restritivas para se chegar a uma solução Úni 

ca. 

Note-se, porém, que nao temos a nossa disposição, 

para aplicar a um problema de escoamento, maior número de 

condições naturais do que as que tem sido usadas até hoje. 

De fato, um perfil inicial de velocidades encerra em si to 
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da a informação inicial que podemos fornecer arbitrariame~ 

te sem contrariar a própria equaçao dinâmica, pois é esta 

que nos informa a aceleração. Quanto às condições de con 

torno, nada além da hipótese de aderencia aos obstáculos se 

nos oferece. 

O processo de limite indicado na seçao 5 permite 

a obtenção de expressões para as forças de corpo e tensões 

normais ([a]). Quanto ao valor preditivo, representado p~ 

la equação dinâmica, os casos de instabilidade que ocorrem 

para o fluido do 29 grau nos levam a suspeitar que possam 

ocorrer problemas mal formulados também para os de maior or 

dem. 

Essa suspeita se baseia na conjetura de 6 
Telles , 

de que a instabilidade se deve à presença, na equação dinâ 

mica, de termos de diversas ordens de grandeza, na escala 

de tempo. 

De fato, a expressao de aproximação de Coleman e 

Noll (4.6)ª(4.12), levada à equação de Cauchy (3.1), forne 

ce: 

= 
e: e: 

P!? - grad p + 
n e: 
E div 2t (~

1
, 

k=l 
... , 

(8 .1) 
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Pela expressao (4.4) para a aceleração do 

mente retardado teremos: 

escoa 

E 

V = ~ (E) 

De (5.2) temos: 

E 
s (A ) = 
-1 -1 

E E 
s (A A ) 
-2 -1 -2 

E 
S (A , ••• , 
-n -1 

o (1) 

= ~(E) 

E 
A)= 
-n 

(8. 2) 

(8. 3) 

Supomos que esta dificuldade surge no processo de 

limite exposto na seção 5 porque o limite para escoamentos 

lentos é tomado isoladamente sobre a tensão. Nosso intuito 

é aplicar o teorema de aproximação de Coleman e Noll direta 

mente na equação do movimento. Com isso, obteremos em lu 

gar de uma equação de ordem n, um sistema de n equações de 

2a. ordem, a cada uma das quais comparecem apenas termos de 

mesma ordem de grandeza. 
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No primeiro passo do processo, desprezamos todos 

os termos de ordem superior a um, no parâmetro de retarda 

- E E o termo quadratico (grad !>•!, mento E, inclusive o que se 

assemelha ao processo de limite utilizado por Stokes para 

resolver o problema do escoamento lento de fluido Newtonia 

no em torno de uma esfera. Dai decorre o nome de 

de Stokeõ dado em [6] a este processo de limite. De fato, 

a primeira equação encontrada é a equação de Stokes. 

9. ESCOAMENTOS LENTOS 

A denominação "lento" dada a um escoamento é vaga 

e nao a tornaremos mais precisa - o que só é possivel de for 

ma muito precária porque não necessitamos medir a lenti 

dão de um escoamento, mas tão somente comparar escoamentos. 

O processo de limite a ser desenvolvido é aplic~ 

vela escoamentos lentos e esse fato é mostrado do seguinte 

modo: a partir de um escoamento original arbitrârio, cons 

truimos uma familia de E-retardamentos, conforme a defini 

ção (4.2). A aproximação é válida para escoamentos lentos 

se o erro cometido tender a zero com certa rapidez quando E 

tende a zero. 
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O termo o(&n) na expressao de aproximação (4.6) 

indica a sua validade para escoamentos lentos. Nenhuma ou 

tra interpretação pode ser dada ao parâmetro de retardamen 

to&, dada a arbitrariedade do escoamento original. 

No instante particular T = t, chamado de .üu,ta.n 

te a.tua.!, certas caracter!sticas da história do escoamento 

são utilizadas para se determinar aproximadamente a tensão. 

Estudemos a influencia do parâmetro de retardamento E nos 

diversos elementos cinemáticos de interesse. 

o retardamento, conforme definido na seçao 4, 

aplicado à descrição material do passado do escoamento: 

xt (X,s) = x (X, t-s), 
-t: - -t -

s :,,. o (9.1) 

A história de deformação retardada é: 

X (X, ES) , 
-t -

0 < E ~ 1 (9. 2) 

E E(n) 
A velocidade V e as acelerações V serao: 

t = &V (X,Es) = EY(!, t-&s) 

a 
- X (X, as -t -

t-Es) = 

( 9. 3) 
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y<n) (?S,r) Y (n) (?S, y<n)t(?S,s) 
n+l 

= t-s) = = (-1) 

n+1 
a n+1 

y<n)t(~, ~te~. t-Es) = E ES) = 
as 

n+ 1 

n+1 y<n) (?S, t-Es) (9.4) = E 

Geralmente, nao é usada a descrição material. O 

que sabemos do passado é a história do campo de velocidades, 

dentro de certa região do espaço. 

será representada pela história: 

!'.t (~ 1 s) = !'.(~, t-s), s :a, o 

Essa descrição espacial 

(9. 5) 

As exigências de diferenciabilidade do campo de 

velocidades, que aumentam com a ordem de aproximação, serão 

consideradas satisfeitas, em cada caso. 

Apesar de nao havermos mencionado, estamos traba 

lhando com meios mate~~almente ~4omo~604, no sentido de que 

o funcional constitutivo é o mesmo para todas as partículas. 

Tendo em conta esta hipótese, nao estamos de fato 

interessados em seguir cada partícula. A descrição espac! 
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al contem tanta informação quanto a material, desde que co 

nheçamos uma configuração do corpo. De fato, tomemos como 

configuração inicial, para s = O, a configuração do instan 

te t. Teremos: 

s 
t 

xt<~,sl = X - f t t 
~ ( ~ t <;, cr) , cr) dcr (9. 6) 

Vemos assim que 

o 

t 
~t<;,s> e uma descrição da trajetória da 

particula X até o instante t. O escoamento retardado será 

uma reparametrização, obtida aplicando-se a definição (9.2) 

à integral (9.6): 

Et ~t<;,s> = 
Es 

X - f 
o 

t t 
~ (~t <;,cr> ,cr)dcr (9. 7) 

O campo de velocidades r.etardado será aquele integrando ob 

tido ao se tentar encontrar uma definição semelhante a (9.6) 

para o escoamento retardado. Substituindo em (9.7) a vari 

ável muda por 

Et 
~t<;,s) = 

cr cr = , obtemos: 
E 

s 

X - f t t - - -
V (X (X,Ecr) ,Ecr)d (Ecr) 
- -t -

(9. 8) 
o 

donde resulta que o campo de velocidades retardado sera: 
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f (~,s) = e:vt (x,e:s) ( 9. 9) 

Este resultado poderia ser obtido derivando (9.7) em 

çao as. 

rela 

As acelerações serao obtidas derivando (9.9). Lem 

brando que ds = - dT, o seguinte operador seria utilizado: 

d. 

ds 
= 

a. 
+ (grad.).~ 

as 
(9.10) 

Para a primeira aceleração do escoamento retarda 

do, notamos que: 

= 

= 

= 

a e: t 
- - v (x,s) 

as - -
Et) Et 

+ (grad ~ ·~ = 

- e: a t Et) Et 
~ (~,e:s) + (grad v .v 

as 
= 

- e:2 ~ ~t (~,cr) 1 + (grad Et) Et 
V .V 

acr cr=e:s - -

( 9 .11) 

A suposição crucial que fazemos e que permitirá o 

desenvolvimento do processo de limite é que a dependencia 



43 

do campo de velocidades retardado, no parâmetro de retarda 

menta E é ana1Itica em torno de E= 1, isto é, que pod~ 

mos expandir! numa série de potencias de E; supomos ainda 

que os escoamentos a serem tratados sejam suficientemente 

bem comportados para que essa série possa convergir unifor 

memente, para O< E~ 1, 

tempo T fica: 

A série, em termos da variável 

.. 
= l Ek yk(~,T), T ~ t (9.12) 

k=1 

Lembramos que, se y(x,T) é o escoamento original, 

teremos, por (9.9): 

E 
y (~, T) = Ey(~, t-E(t-T)), T ~ t (9.13) 

Assim, para se obter as acelerações a partir da 

série (9.12), aplicaremos o operador (9.10) que, como se ve 

em (9.11), dá: 

d E 
y (~, T) 

dT 

a 
- y (~,a) j + (grad 
ÔO" O"=t-E(t-T) 

(9.14) 

E E 
v) .v 

ou seja, o operador (9.10) será substituido, para aplicação 
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a série (9.12), por: 

a • e: 
= e: + (grad.) -~, 

a, 
't < t (9.15) 

A expressao (4.6) nos fornece wn valor aproximado 

para a tensão no instante , = t, em função das derivadas 

à esquerda, no instante t, do campo de velocidades. 

mos a convênção: 

Adote 

a. a. 
(9.16) 

at a, ,=t 

e apliquemôs o operador (9.15) repetidamente à série (9.12). 

Obtemos, considerando a convergência uniforme de (9.12): 

e: n k-1 

v ex, t> = l e:k l (Vv).vk + - - -p - -p 
k=2 p=1 

n-1 
k+l a 

~ (e:n) + l e: ~k + (9.17) 
k=1 at 

e a segundà aceleração será: 
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E n k-2 k-p-1 

v ex, tl I k I I v[cvvi.v].vk + = E 
-p -q - -p-q 

k=3 p=l q=l 

n-1 k+l k-1 

+ I E I ~ l [ (Vv ) • vk J + 
k=2 p=l 

at -p - -p 

av } 
n-2 k+2 32 

[v ta:P) -~k-p] 
n 

+ + I E --v + O(E) 

k=1 
at2 -k 

(9.18) 

Em seguida, aplicamos a fórmula dê recorrencia (2 • 

• 9), obtendo os tensores de Rivlin-Ericksen ao instante t: 

= 

donde: 

E 
A = 
-1 

V~ + (V~) T = 

(9.19) 

Para reduzir as fórmulas, usaremos a convençao: 

= 

n 
l Ek(V + VT)~k + o(En) 

k=l 

(9.20) 

( 9. 21) 
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Os próximos tensores de Rivlin-Ericksen ficam: 

e: 
A = 
-2 

= 

e: 
A = 
-3 

= 

e: 
(V+ VT)v + 2(V~)T 

e: 
Vv = 

n 

l 
k=2 

k-1 

e:k l {cv + VT) [<v!pl"!k-p] + 2(V!p)T. 
p=l 

n 

Vv 1 + -p 

n-1 

l 
k=1 

k+i 
e: 

[ (V + 

(9.22) 

= 

-p -q - -p-q 
p=1 q=1 

V T) {v [ (Vv ) • V J . vk } + 

l 
k+1 k-1 

l fc V + VT) {~ [<vv ) .vk J + r at -p - -p 
p=l 

n-1 

e: 
k=2 

+ J ( Vv ) T. [v ( ~ vk ) J + J [v ( ~ v:k 1 il: 
-p at - -p at - -P ~ 

n-2 

· Vv ] + t • -p l 
k=1 

(9.23) 
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10. EQUAÇÕES DO MOVIMENTO 

10.1 CAMPO DE VELOCIDADES PREVISTO. 

Todos os elementos cinemáticos necessários à de 

terminação da tensão no instante atual , = t foram obti 

dos na seção 9. Dado um escoamento original, a tensão em 

um escoamento E-retardado depende do paràmetro de retarda 

mento E, como se vê nas expressões dos tensores de Rivlin­

-Ericksen (9.21) a (9.23). 

O futuro do escoamento será previsto pela equaçao 

dinàmica (3.1) e é evidente que o campo de velocidades pr~ 

visto dependerá do valor de E. 

Consideremos que a dependência do escoamento no 

parâmetro é também analítica para , > t, estendendo assim 

a expansão (9.12) em série de potencias de E para T > t. 

Salientamos que esta extensão não é baseada na regra de re 

tardamento e sim na equação de Cauchy. 

A aceleração prevista, que figura no primeiro mem 

bro.da equação (3.1) e a derivada à direita, em , = t, do 

campo de velocidades v(x,t) - - e teremos: 



E 

! (~, t) = 

E av 
....::. + 
ôt 

E E 
(grad v).v 

Ou, aplicando à série (9.12), vem: 

E n a~k n 

! (~, t) l k l = E + 
at k=1 k=z 
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(10.1) 

k-1 
Ek l (Vv).vk -p - -p 

p=i 

(10.2) 

que difere por um fator e: na derivada parcial em relação ao 

tempo da aceleração à esquerda (9.17). Para o instante a 

tual T = t, os slmbolos V e grad são equivalentes. 

A equaçao da continuidade, para fluidos incompre~ 

siveis se reduz a: 

diV V = 0 (10.3) 

e considerando a hipótese de convergencia uniforme de (9.12), 

fica: 

n 
}: e:k div ~k = ~(e:n) (10.4) 

k=l 

A equaçao acima deve valer para qualquer valor do retarda 
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mente. Fazendo E tender a zero, obtemos: 

div yk(~,t) = O, k = 1, 2, ..• (10.5) 

Para um fluido simples com memória evanescente de 

ordem n, podemos aplicar o teorema de Coleman e Noll, calcu 

lando aproximadamente a tensão até a ordem k ~ n. 

As forças de corpo necessária§ para a manutenção 

do escoamento y dependem de E. Consideremos que essas for 

ças constituem um campo conservativo, i.e., que existe um 
E 

potencial~, tal que: 

E E 
b = - V ~ 

E 
e formemos um novo potencial~ por: 

E 
~ = 

E 
p E 

+ ~ 
p 

Continuamos com a hipótese do bom 
E 

(10.6) 

(10.7) 

comportamento 

do retardamento, expandindo o potencial~ em série de pote~ 

cias de E, em torno de E= 1, que supomos 

convergente para O< E ~1. 

uniformemente 
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E 
,j> (~,T) = (10.8) 

Ao expandir as forças de corpo e a pressao está 

tica na série (10.8), desconsideramos o fato de que o pote~ 

E - -cial 4> nao e da ordem de e:, ou seja, que a série (10.8) de 

veria conter um termo 4>. 
o 

Mas esse termo, que é precis~ 
E 

mente o limite de 4> quando e; tende a zero, é uma pressão hi 
drostática, o que significa que o gradiente de 4>

0 
nao tem 

componentes nas direções em que o escoamento é posslvel. A 

arbitrariedade desse termo reflete a indeterminação da pre~ 

são estática p, e nós o consideramos nulo. 

A equaçao dinâmica de Cauchy, na qual substitui 

mos todos os elementos por suas expansões em séries de P2 

tencias de e;, truncando essas séries no n-ésimo termo e in 

corporando todos os demais ao termo ~(e:n) fica: 

n ayk n k-1 

l Ek + l Ek l ('vv).vk = 
at -p - -p 

k=l k=2 p=i 

n 1 n E E 
l k l + o (e;") = E 'v 4>k + div ~k (~ 1 ' ~k) ... , 

k=i p k=l 

(10.9) 
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10.2 PRIMEIRA APROXIMAÇÃO. 

A aproximação de ordem k, para um fluido de ordem 

n ~ k nos levará de (10.9) a um sistema de k equações des 

crevendo o comportamento dos k primeiros coeficientes das 

séries (9.12) e (10.8). Essas equações serão obtidas no 

limite dos escoamentos lentos, ou seja, fazendo E tender a 

zero. 

A obtenção das equaçoes dinâmicas pode ser feita 

de dois modos: tomando n sucessivamente igual a 1, 2, 

ou mantendo n arbitrariamente grande, processo em fica ela 

roque a equaçao que governa cada coeficiente yk é a mesma 

qualquer que seja a ordem de memória do fluido aproximado. 

Escolhemos o segundo caminho. A primeira equ~ 

çao a ser obtida relaciona os termos de ordem 1 em t. 

De ( 4 . 9) , temos: 

E 
S (A ) (10.10) 
-1 -.1 

E 
donde, substituindo o valor de A dado por (9.21) na 

-1 
equ~ 

ção dinâmica (10.9), esta fica: 



n 

I k e: 
k=l 

ayk 
--+ 
at 

= 

+ 
1 

p 

n 

l 
k 

e: 

k=2 

n 
k l e: 

k=i 

n 
div l 

k=2 
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k-1 

l (Vv ) 
-P 

. Yk-p = 
p=i 

µ n 
e:k (V T 

Vcj>k + - div l + V )yk + 
p k=1 

. . . , (10.11) 

Usando novamente a hipótese de convergência uni 
e: 

forme de (9.12) o termo µA fornece: 
-1 

n 
µdiv I 

k=1 

n 
= µ ~ e:k[v

2
v + V(div v >] 

l -k -k 
p k=l 

onde div v = O, pela equaçao da continuidade ·c10.s)·. As 
-k 

sim, (10.11) se torna: 

n 
k [ªYk 

Vcj>k] 

n k-1 

l 
2 

l k l (Vv ) • e: -- - vv yk + = e: 
at -p 

k=i k=2 p=1 

1 
n e: e: 

• vk + l div s (A , ... , A ) + ~ (e:n) - -p p k=2 
-k -1 -k 

(10 .12) 

onde 
µ - a viscosidade cinemática. V = - e 
p 
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Os coeficientes yk e $k devem valer para qua! 

quer escoamento retardado. Dividindo (10 .12) por e: e fa 

zendo e: tender a zero obtemos: 

av 
-1 

at 
= - V$ 

1 
(10.13) 

Assim, a primeira aproximação, dada pelo primeiro 

coeficiente de (9.12), satisfaz a equação de Stokes (10.13), 

conforme esperávamos. 

10.3 SEGUNDA APROXIMAÇÃO. 

Para a segunda aproximação, torna-se importante a 

parcela s 
-2 

E 
ou, com A 

-.1 

da tensão que, por (4.10) é: 

= 

E 

E 
+ a A 2 

2 -1 
(10.14) 

e A dados por (9.21) e (9.22), vem: 
-2 



e: 
s (A 
-2 -1 

e: 
, A) = a 

-2 1 

n 
+ l k 

e: 
k=2 

+ a 
2 

[ (V 

n-.1 
k+l 

l e: 
k=1 

k-1 { 

p!1 ª1 (V 

[ (V + VT) ~k] 
ô 

+ 
ôt 

+ VT) [(vv ).vk- ] + 
-P - p 

n o (e: ) 

(10.15) 
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Multiplicando a equaçao de Stokes· (10.13) por e: e 
·~ 

subtraindo o resultado da equaçao dinâmica geral (10.l~) e, 

ainda substituindo a parcela da tensão dada por (10.15), 

teremos a equação para os termos de ordem 2 ou maior: 

n 

l 
k=2 

+ 2 

2 
vV 

n 

l 
k=2 

a 1 
- div(V + 
p 

V T) [ ('vv ) • vk ] 
-p - -p 

-ª-1 
div[<vv ?.vvk ]·+ª2 

div[(('v + 'vT)v ). 
p -p - -p p -p 

a n-1 
1 

+ - l 
p k=1 

(10.16) 
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Voltamos a considerar o fato de que os coeficien 

tes independem de E. Dividindo (10.16) por &2 e fazendo 

E tender a zero, obtemos: 

onde o termo G (v) é dado por: 
-2 -1 

a [ 2 
G (v ) = - (Vv ) • V + ~ div Vv + (Vv )TJ 
-2 -1 -1 -1 -1 -1 p 

ª1 
{ div (V + VT) [ (Vv ) • v J + + 

p . 1 -1 

2 div[ (V~
1

) T 
a 

17
2 

V} + Vv] + -1 at -1 

(10.17) 

(10.18) 

Assim, a segunda aproximação, dada pelo coeficie~ 

é governada pela equação (10.17), onde de 

pende da solução da primeira aproximação, a equação (10.13) 

de Stokes. 

10.4 TERCEIRA APROXIMAÇÃO. 

O procedimento usado em (10.2) e (10.3) pode ser 
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repetido, obtendo-se as equaçoes para v , v , etc. 
-s -~ 

A e 

quaçao para 

da por: 

e: 
s (A , -, -1 

e: 
A 

V -, 

-2 

+ 

leva em conta a parcela 

e: e: e: e: 
A ) = a A + a (A A -, 1 -3 2 -2 -1 

e: e: 
a (tr A )A 

3 -2 -1 

s da tensão, da -, 

e: e: 
+ A A ) + 

-1 -2 

(10.19) 

O cálculo é enfadonho, mas direto e a terceira e 

-quaçao sera: 

a~ 3 
- vV 2 v 

-3 élt 
= - V$ + G (v, v) 

3 -, -1 -2 
(10. 20) 

onde: 

(l 

+ - 1 div(v + VT) [<vv J.v + (Vv ).v] + 
p -1 -2 -2 -1 

+ 
2

<1
1 div[(vv )T • vv + (Vv )T • Vv] + 

p -2 -1 -1 -2 
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+ + 

+ { ['v ( ('vV ) , V ) J , V } 
-1 -1 -1 

+ 

+ 
3f3 

1 [ T - div ('vv l 
p -1 

0 
{ 'v [ ('v':'. 1 ) • ':'. l]} + 

+ {v[('v':'.
1
1,':'.J}r. ('v':'.

1
>] + 

13
P
2 

div[[(v +'vrl':'.J. 

{•• + v'>[<vy,>.Y,J + 2<vy,>'. vy,)] + 

+ di V [ l ': [ (V + v') [ (Vy.) . y. J + 2(Vy. ) T • vy, J + 

+ 
13
P
3 

tr[ 2'v [ ('v':'.
1
1 ·':'.J + 2 ('v':'.

1 
l r • v':'.J}. 

[<v + v'>y,J] + :· div<v +·v'>{ 

+ 

+ 



. [ :t 
+ -

p 
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(10.21) 



59 

CAPITULO IV 

APLICABILIDADE 

11. COMPORTAMENTO ASSINTÕTICO DAS SOLUÇÕES 

Vimos na seçao anterior que a p-ésima aproximação 

pelo limite de Stokes, para o escoamento lento de um fluido 

simples incompressível com memória evanescente de ordem mai 

orou igual a p, é dada pelo sistema de p equações 

ciais do tipo parabólico: 

2 

diferen 

vV ~k = - v•k + Gk(v , ••• , v ), 
- -1 -k-1 

k=l, .•. ;p 
at 

onde ~ 
1 

_ ~, ~ 
2 

(~
1 

) e G (v, v) 
-3 -1 -2 

e (10.21), respectivamente. 

(11.1) 

sao dados por (10.18) 

Mostraremos agora que, nas condições físicas usu 

ais, as equações (11.1) têm soluções assintoticamente está 
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veis. Esta nao será uma demonstração rigorosa, mas apenas 

uma indicação de que o processo pode fornecer bons resulta 

dos. Cada uma das equações vetoriais (11.1) fornece até 

três equações diferenciais parabólicas. Dois teoremas so 

bre o comportamento assintótico de soluções de equaçoes p~ 

rabÓlicas [9], permitem chegar aos resultados esperados. 

A forma aqui apresentada é caso particular, suficiente para 

as equações (11.1). 

Seja D um cilindro semi-infinito no espaço (n+l)­

-dimensional das variáveis reais (x,t) = (x , ... , x, t). 
- -1 -n 

Seja a fronteira de D composta de um domlnio limitado B em 

t = O e por uma variedade S no semiespaço O < t < "'· 

aB a fronteira de B e 5 o fecho de D. 

Seja 

Consideremos as equaçoes: 

n ,/u .au 
Lu - V l -- - = f (?5,t) (11.2) 

i=1 ax 2 at 
L 

n 2 

l 
a V 

L V - V = f (~) (11. 3) 
o ax 2 

i=.l i 

onde u = u(~,t) e v = v(~l satisfazem as condições de con 

torno: 
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u (~, t) = h(~,t), em s (11.4) 

v(x) = h (~), em élB (11.5) 

O primeiro teorema mostra que, na ausência de for 

ças de corpo, ou se estas tenderem a zero, o escoamento, p~ 

ra qualquer perfil de velocidades inicial, tende ao repouso. 

11.l TEOREMA (Demonstrado em [9]). 

Seja u(~,t) urna solução de (ll.2)a(ll.4) com f 

continua em D eh continua em s. Se 

lim f (~, t) = O, uniformemente em D 
t+co 

e, 

lim h (~, t) = O, uniformemente em s 
t+co 

então: 

lim u (~, t) = O, uniformemente em D. 
t+co 

Este primeiro teorema e caso especial do segundo, 
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que mostra como um regime transiente tende assintoticamente 

ao valor estacionário, se as condições de contorno e forças 

externas tenderem a valores estacionários. 

11.2 TEOREMA. 

Seja u(~ 1 t) uma solução de (11.2) (11.4). Se 

h(~,t) for continua em D e 

lim h(~ 1 t) = h(~), uniformemente em 
t+m 

e se f(~,t) for continua em D e 

lim f(~,t) = f (~), uniformemente em D 
t+m 

então: 

lim u(~,t) = V(~), uniformemente em D 
t+O> 

onde v(~) é a solução Única de (11.3) (11.5). 

Os teoremas sao imediatamente aplicáveis a 

çao de Stokes (10.13). 

equ~ 



63 

Para extensão às demais equaçoes, a seguinte pr~ 

posição deveria ser demonstrada: 

11.3 PROPOSIÇÃO. 

Se, 

lim 
t+oo 

V. (x,t) 
-1 -

= v. <xl , 
-1 -

para i = 1, ... , k-1 então: 

lim 
t+oo 

Gk (V , ••• , V ) 
- -1 -k-1 

uniformemente em D. 

uniformemente em D 

= ... , 

Não tentaremos demonstrar essa proposição, 

nao encontramos uma fórmula geral para o cálculo dos 

pois 

Existem, no entanto, indícios de que é possível demonstrá-la 

para cada valor de k. Dada a diferenciabilidade das solu 

çoes de equações parabólicas, ao bom comportamento das op~ 

rações que definem os gk e ao fato de que estes só dependem 

de (x_,t) através de seus argumentos v., temos esperança de 
-1 

que a proposição (11.3) possa ser demonstrada. 
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12. APLICAÇÃO: ESCOAMENTO RETILÍNEO 

Com o objetivo de ilustrar melhor a aplicação do 

método e comparar resultados com aqueles obtidos pela apl! 

cação direta dos fluidos de Rivlin-Ericksen, obteremos nes 

ta seção as equações dinâmicas para os três primeiros coef! 

cientes v, v e v de (9.12) e informações a respeito do 
-1 -2 -3 

potencial das forças externas ,
1

, ,
2 

e ,
3 

de (10.8), para o 

escoamento retilíneo (seção 6) de um fluido simples, incom 

pressivel, com memória evanescente. 

O escoamento estudado tem, em algum sistema cart~ 

siano de referência, um campo de velocidades y<~,t) com as 

componentes 

. 
X = 0 

. 
y = V(x,t) ; 

. 
z = o (12.1) 

Uma familia de escoamentos retardados pode ser 

construida a partir de y, parametrizada pelo retardamento E. 

Para um elemento dessa familia, expandimos a dependência de 

E em uma série de potencias de E. 

(12.2) 
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Esta é a série (9.12). A mudança de notação facilitará o 

desenvolvimento, neste caso particular. 

A definição do retardamento através da função de 
e: 

formação relativa implica em que V será também um escoamen 

to retilíneo, para qualquer e:, O< e:~ 1. Temos então, p~ 

ra o sistema cartesiano no qual valem (12.1): 

o 
e: 
V(x,t) (12.3) 

o 

Sejam as componentes de~, v e w dadas por: 

[~ (~, t)] = 

r~ (~,ti J = 

u (~, t) 
1 

u (~ ,t) 
2 

u (~, t) 
3 

w (x, t) 
l -

w (x, t) 
2 -

w (x, t) 
3 -

V (~, t) 
1 

[~ (~,t) J = V (~, t) 
2 

V (~, t) 
3 

(12.4) 



A expansao (12.2) nos fornece: 

E 
V. (x, t) 

l. -

2 3 3 = e:u. (x,t) + e: v. (x,t) + e: w. (x,t) + o(e: ) 
l. - l. - l. -

(12.5) 

para i = 1, 2 , 3 e todo valor de e: , O < e: ~ 1. 
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Concluimos que os escoamentos~, v e w sao também 

aproximadamente retilíneos, pois: 

U = O ( E) 
1 

2 
V = O(E ) ; 

3 

U = O (E) 
3 

3 
W = O (E ) 

1 
; 

2 
V = O (E ) 

1 

3 
W = O (E ) 

3 

; 

(12.6) 

e no limite dos escoamentos lentos, podemos tomar: 

u 
i 

- V - W
1
, 

i 
- o ; i = 1, 3 

e usar a notação correspondente: 

u = u (x, t) 
2 

; v = v(x,t) 
2 

(12. 7) 

w = w(x,t) 
2 

(12.8) 

onde u, v e w sao funções do tempo e da coordenada x, ap~ 
E 

nas, como V e V. 
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A equaçao da continuidade que, por (10.5 ), se re 

duz a: 

div u = O diV V= 0 ; div w = O (12.9) 

é automaticamente satisfeita por~, v e w assim definidos. 

A substituição de (12.2) na equaçao dinâmica se 

gue o processo indicado na seção 10 e obtemos, para escoa 

mentes lentos, as equaçoes (10.13), (10.17) e (10.20) para 

~, v e~, a saber: 

2 
vv u -

2 
vV V 

ô!;! 

at 

ay 

at 

= 

= 

+ 

(12.10) 

a 

_: div [cv + VT)~J2 + v.p +CV!;!)-~-
2 p 

a 

{div(V 
1 

+ VT) [(V~)-~] + 
p 

2div [ (V~) T . ·~J + :. divl (V + v')~1 J 

(12 .11) 



2 
vv w -

aw 

at 
= Vt + (Vu).v + (Vv).u + 

3 

a 

-
1 

div(V + VT) [<V~l-~ + (V~>-~] + 
p 

2a 1 [ T 
- - div (V~) 

p 

- -": div {(e,+ VT>e]•[<v + v'>y] + 

a 2 
V V + 

at 

313 / - -; div (V~)T 

a 
[ [1v + vI1~J. { cv + vI> [cv~, -~] 

2 
- div + 
p 

+ 2(V~)T Vu }• { <• + v'>[<ve>-e] + 

+ 2(Vu)T vu } . [<v + v'>e]] + 
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+ 

+ 

• 

1 
- - div(ll 

p 

[V( ::»J."} 
313 

1 
- -- div 

p 
f•~>'.[v< :: >] 

[v< :: ,r. ····) - ': divj [ (V + v'1~J 

2 
a 
at 2 

2 
17 u (12.12) 

p 
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+ 

+ 

Os diversos elementos de (12.10), (12.11) e (12 . 

• 12) sao calculados para o escoamento retilíneo lento, ten 

do em conta (12.7) e (12.8) e as equações, em 

cartesianas ficam: 

P4imei4a ap4ox~ação: 

componentes 



íl 4> 1 

= 
ílx 

2 a u 
\1 --

ílx 2 

a 4> i 

= 
ílz 

íl 4> 
2 

= 
ílx 

Íl 
2 

V 
\1 --

ílx 
2 

íl 4> 2 

= 
ílz 

íl 4> 
3 = 

ax 

o 

ílu íl 4> 1 

= 
ílt íly 

o 

a a 
2 1 

- uu + 2 -u u + 2 (uu 
X p X XX p 

ílv 
íl(j> a 

2 1 
= u 

ílt íly p xxt 

o 

- U V - UV + - (u v + 3u 
X X p XXX XX 

XXX 

V 
X 
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(12 .13a) 

(12.13b) 

(12.13c) 

+ 3u u ) 
X XX 

(12 .14a) 

(12 .14b) 

(12.14c) 

+ 
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a 
2 

+ 3u V + uv + (2u V + 2u V + 
X .. XX. XXX p XX X X XX 

13 
1 

+ (u u + 3u u + u u + uu + 
p XXX t tx XX X tx txx 

13 
2 

+ 4u u + 2uu ) + (2u u + 2u u ) 
X txx txxx p XX tx X txx 

(12. lSa) 

. 2 a 4> a 
ô w aw 3 1 

V = (v txx) + 
ax 2 at ay p 

13 1 2 2 + (12u u + 3uu + 3uu u + u ) 

p X XX XX X XXX ttxx 

13 
2 2 2 2 + ( 8 u u + 2uu + 2uu u + 6u ) 

p X XX XX X XXX X 

13 
3 2 2 

(14u u + 2uu + 2uu u (12.15b) 
p X XX XX X XXX 

ô(j, 
3 

= o (12.15c) 
ÔZ 

O sistema (12.13) é reduzido a uma Única equaçao. 

De (12.13a) e (12.13c) vem: 



,p = f (y,t). 
1 1 

Corno u = u(x,t), ternos, por (12.13b): 

a 
- f (y,t) 
ay i 

= F (x,t) = a (t) 
1 1 

donde: 

= a (t)y + b (t) 
1 1 

E o sistema (12.13) se reduz a: 

V --
3x2 

au 
at 

= a (t) 
1 
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(12.16) 

(12.17) 

O termo b (t) no potencial das forças de corpo 
1 

reflete a arbitrariedade do referencial e pode ser 

nulo, já que: 

Vb = O. 
1 

tornado 

Para o segundo coeficiente, o sistema (12.14) for 

nece, de modo análogo: 
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~ = a (t)y + b (x, t) (12.18) 
2 2 2 

onde: 

ôb a~ a 
2 2 2 

= = - uu + 2 -u u + 
ax ax X p X XX 

a 
1 

+ 2 (uu + 3u u ) (12.19) 
p XXX X XX 

e o sistema se reduz a: 

V --

leva a: 

~ 
3 

onde: 

ah 
3 

ax 

av 
at 

= a (t) 
2 

à 
1 

- - u 
p xxt 

(12.20) 

Quanto ao terceiro coeficiente, o sistema (12.15) 

= a (t)y + b (x, t) (12. 21) 
3 3 

a~ 
3 

= I 

ax 
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dado pela equaçao (12.15a) e a equaçao dinâmica fica: 

2 a 
a w aw 1 

(v txx) \1 = a (t) - +-
ax 

2 
ílt 

3 p 

a 
1 2 2 

(12u u + 3uu + 3uu u + u ) + 
p X XX XX X XXX ttxx 

a 
2 2 2 2 

( 8 u u + 2uu + 2uu u + 6u) + 
p X XX XX X XXX X 

a 
3 2 2 

(14u u + 2uu + 2uu u ) (12. 22) 
p X XX XX X XXX 

13. CONCLUSÕES 

O processo de limite apresentado, que aplica o 

teorema de aproximação de Coleman e Noll 
2 

não somente à 

tensão, mas a toda a equação dinâmica, leva a resultados a 

parentemente satisfatórios, apesar de que sua validade pe~ 

manece discut!vel. Adotamos o critério de admitir que e 

xista uma classe de escoamentos para os quais a expansao (9 . 

• 12) é uniformemente convergente para E próximo a 7. Além 

disso, para que se possa tomar apenas alguns termos dessa 
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série, sua convergência deve ser suficientemente rápida p~ 

ra uma aproximação satisfatória. 

As condições iniciais e de contorno a serem impo~ 

tas a cada equação devem ser obtidas por desdobramento da 

condição inicial e de contorno que restringem o escoamento. 

Esse desdobramento deve ser feito de modo que valha para 

qualquer valor do retardamento e. O valor a ser atribuldo 

a esse parâmetro para um dado escoamento indicará o peso de 

cada efeito na solução aproximada, representada pela série 

(9.12). Como o escoamento original a partir do qual obti 

vemos a familia de escoamentos retardados é arbitrário, não 

há, no desenvolvimento que fizemos, indicação alguma que le 

ve à determinação do valor de t. 

Talvez se possa chegar a alguma conclusão a res 

peito deste problema através de considerações dimensionais. 

De fato, os coeficientes constitutivos dos fluidos de grau 

superior a um, contém a dimensão tempo e podem ser interpr~ 

tados como constantes de tempo do material. A esse respe! 
7 ~ 

to, ver Wang ou Truesdell e Noll o parâmetro E pod~ 

ria ser encarado então como uma relação entre tempos carac 

teristicos do escoamento e do material. Estas considera 

ções, no entanto, fogem ao escôpo deste trabalho, já que, 
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desde o inicio, utilizamos o parâmetro de retardamento a 

fim de obter relações válidas no limite dos escoamentos len 

tos. Assim, consideramos qualquer escoamento como o orig! 

nal (e: = 1) e a designação "escoamento lento" nao correspoE_ 

de a algum critério de medida de rapidez. 

Finalmente, para exemplificar o método exposto e 

confrontar seu resultado no caso de instabilidade, citado 

na seção 7, estudaremos, até à aproximação de 2a. ordem, o 

escoamento em um canal, i.e., entre placas planas paralelas 

estacionárias. 

da seção 12. 

A este escoamento se aplicam os resultados 

Supondo escoamento retillneo lento teremos, ao e 

fetuar a expansao (9.12): 

E 2 2 
V(x,t) = e:u(x,t) + e: v(x,t) + o(e:) (13.1) 

e: 
As condições de contorno sobre V sao: 

e: e: 
V(O,t) = V(t,t) = O (13. 2) 

e sao distribuldas de modo que sejam válidas para qualquer 

e:,a saber: 



termo 

com: 
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u(O,t) = u(l,t) = v(O,t) = v(l,t) = O (13.3) 

Quanto a condição inicial, seja dada por: 

e: 
V(x,O) = F(x) ; F (O) = F (l) = O (13.4)" 

Para a aproximação de 2a. ordem, desprezamos o 
2 o (e: ) e desdobramos a condição (13.4) em: 

V(x,O) = F(x) 2 = e:f (x) + e: f (x) 
1 2 

f (O) = f (l) = f (O) = f (l) = O. 
1 1 2 2 

(13.5) 

(13. 6) 

Desde que f e f sejam seccionalmente suaves, as 
1 2 

soluções das equações dinâmicas (12.17) e (12.20) podem ser 

obtidas pelo método de Fourier (ver, e.g. a referência [10]). 

Estamos interessados, então, no comportamento das soluções 

para a condição inicial 

F(x) (13. 7) 

Para a distribuição arbitrâria dessa condição con 

forme (13.5), esc_olhemos: 



f (x) = 
1 

F(x) 

& 

f (x) = O 
2 
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(13.8) 

Examinemos o caso homogêneo, ou seja, ausência de 

forças de corpo na direção do escoamento, o que conduz a 

a (t) = O em (12.17). 
1 

A solução da equaçao da difusão (12. 

.17) com as condições (13.3) e (13.8) será: 

u(x,t) = 
& 

onde: 

-b t 
n sin mr x 

l 
(13. 9) 

(13.10) 

Quanto ao coeficiente de 2a. ordem v(x,t), tere 

mos, com a (t) = O em (12.18), a resolução da equaçao (12. 
2 

.20), que fica: 

onde: 

\1 

c = n 

ay 

a.t 
= 

A 
n 

--b 
& n 

c e 
n 

-b t 
n sin n,r x 

l 

com as condições homogêneas (13.3) e (13.8). 

(13.11) 

(13.12) 
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A solução sera: 

[ !t 

-b (t-,) A -b T 

dT] sin V (X, t) n n 
b n mr = e c e -x 

E n n l 

ou seja: 

A -b t 
v(x,t) n 

b c t n sin mr (13.13) = e X 
E n n l 

Retornando (13.9) e (13.13) a (13.1), a 
E 

solução 

V(x,t) prevista será: 

E 
V(x,t) = A 

n 

-b t 
e n (1 + E b 

n 
c t)sin nTT x 

n l 
(13.14) 

ou,para E= 1, tendo em vista o exposto acima: 

V(x,t) = 
nll 2 

- (ll vt[ 
A e 1 + 

n 

(13 .15) 

Esta solução é estável. A solução (7.24) pr~ 

vista para o fluido do 29 grau e o mesmo escoamento era: 

V(x,t) = A 
n 

e 
-a t 

n sin nTT x 
l 

(13.16) 



onde: 

" 
a = 

n 

1 + 

Como 

e instável para 

(~) 
2 

b .f. n 
= 

a 2 1 + c 
.1 (mr) n 

p .f. 

a < O, temos c 
n 

< o e a solução 
1 

1 c 1 > 1, 
n 

o que pode ocorrer para 
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(13.17) 

(13.16) 

a .,. o ' 
l 

se o perfil inicial de velocidades 

rier com n > n, onde: 

tiver componentes de Fou 

o 

n = 
o Tr 

(13.18) 

Nos casos em que (13.16) é estável, mostremos que 

(13.15) é, para períodos curtos de tempo, uma, aproximação 

razoável. 

a 
n 

= 

Consideremos Jc J <<l. Podemos fazer: 
n 

b 
n 

1 + c 
n 

~ b (1 - e ) , 
n n 

Jc J<<l 
n 

(13.19) 

e, para pequenos intervalos de tempo: 

-a t 
n 

e -
-b b e t 

n n n 
e e 

-b t 
e n (1 + b c t) 

n n 
(13.20) 
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Assim, para os casos em que o método do limite na 

tensão (Seção 5) fornece resultados instáveis, o limite de 

Stokes nos dá resultados estáveis. 

As duas soluções sao próximas, para tempo curto. 



1. 

2. 
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