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RESUMO

A equacao da energia da camada limite de Prandtl e re -
solvida pelo metodo integral com a utilizagao de um perfil de ve-
1ocidades biparamétrico, polinomial e de grau variavel sugerido
por Geropp e um perfil de tehperatura baseado no perfi] proposto
por Van Driest e corrigido para as consideracoes de existencia de

gradientes de pressao.

A camada limite compressivel laminar em presenga de gra
diente de pressao adverso € analisada utilizando as equagoes inte

grais da quantidade de movimento e da energia termica.

Um método para o calculo da camada limite em fungao do
numero de Mach, temperatura uniforme da parede e determinada dis

tribuicao de sucg¢ao & aqui desenvolvido.

0s resultados obtidos neste trabalho estao de acordo com
as solucoes exatas existentes ou solugGes aproximadas precisas que
utilizam uma diferente formu1ag§o da solugdo dos - problemas ‘de
transferencia de calor e mostram que a solugcdo da equagao da ener
gia com a utilizagao de um parametro de correg3do para os efeitos
de gradiente de pressao e temperatura constituem um meio eficien-
te e de grande simplicidade matematica para a resolugdao destes pro.

blemas.
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ABSTRACT

The Prandt]'s boundary layer energy equation has been
solved by integral methods using a polinomial biparametric velo-
city profile with variab]e exponent as suggested by Geropp and a
temperature profile presented by Van Driest which is modified to

consider the presence of the pressure gradient.

The compressible laminar boundary layer in an adverse
pressure gradient is analyzed on the basis of the momentum and

thermal integral equations.

A method of calculating the boundary layer as function
of the Mach number, uniform wall temperature and finite suction

distribution is developed.

The results obtained agree with the availables exact
soluctions and the accurate approximate methods using different
approach to solve the heat transfer problem and show that the
solution of the thermal energy equation with the parametric cor-
rection of the pressure and temperature gradient are a mathemati-

cally simple and fast way to solve that problem.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1 - Definicao do Problema.

Na resolucao de problemas que envolvem transferencia de
calor @ fundamental a consideragado da propriedade energia que & u
tilizada na Mecanica e na Termodinamica para auxiliar a especifi~
cagdo do estado de um sistema. Como sabemos, a transferéencia de e
nergia atraves dos contornos de um sistema termodinamico & feita

em forma de calor ou de trabalho.

A transferencia de calor € a expressao usada para in-
dicar a transferencia de energia devido a uma diferenca de tempe-
ratura. Define-se taxa de transferencia de calor como a energia
térmica transferida na unidade de tempo e fluxo de calor com a ta
xa de transferencia de calor por unidade de area. 0 calculo das
taxas de transferencia de calor locais regquer o conhecimento da
distribuigao de temperatura local que prove justamente aquele po

tencial necessario a transferencia de calor.

A forma mais comum com que se apresentam os problemas de
transferéncia de calor & aquela em que a transferencia de energia
se faz atraves de uma superficie. A interface que forma a superfy
cie pode vir a tomar as mais diversas formas sendo as mais comuns
as interfaces entre um solido e um 17quido ou um solido e um gas.

No caso de interface solido-solido temos resistencias de <contato



que afetam a transferencia de calor entre os 2 solidos. E de gran
de interesse a interface entre um 17quido e um gas no caso de com
portamento bifasico como as associadas com evaporacdo, ebuligido e

cavitagao.

Nav maioria~cdas- 'vezes a analise da transferencia de
calor atravd@s de uma interface deve considerar os trés metodos de
transferencia de calor, a saber: radiacao, conducao e convecgao ,
pois em geral, a temperatura de uma superficie e os gradientes de
temperatura da interface sao controlados pelos efeitos combinados
dos 3 modos de transferencia de gnergia, a saber: radiacao, condu
¢ao e convecgao teérmica. No presente trabalho, os efeitos devidos
i radiac¢ao térmica nao sao considerados. ’

Lo ‘E "sendo o ar o fluido do - meio circundante, os mo-
dos condutivo e convectivo de transferencia de calor seriao consi-
derados em serie e sao estes dois modos a forma convectiva de ca-
lor. Isto porque no caso em quest3ao, como em grande parte das si-
tuagoes, a velocidade do fluido relativa a superficie da interfa-
ce & zero. Desta maneira, a condugao molecular na interface deve

prover o mecanismo de transferencia de energia para o fluido. A-
pos a condugido desta energia para longe da superficie solida, o mo
vimento convectivo do fluido prove um segundo mecanismo para a

transferencia de energia.

Como sabemos, o movimento do fluido sobre uma superfi -
cie depende da geometria desta superficie, das propriedades do
fluido e da velocidade do escoamento. E devido 3 geometria parti-
cular da superficie que gradientes de pressdo sdo origindrios e

vao afetar diretamente a velocidade de escoamento do fluido.



No presente trabalho nos restringiremos a transferencia
de calor em uma superficie sob condigoes permanentes, isto e, em
"que o perfil de temperaturas nao sera funcao do tempo. Sera consi
derada apenas a convecgao forgada, sendo o movimento do fluido cau

sado por uma fonte externa.

Deve ser assinalado que a consideragao de um sistema ter
modinamicamente em equilibrio permite definir propriedades como
temperatura, pressao, entalpia. A consideracao da transferencia de
calor requer um gradiente de temperatura para prover o necessario
potencial. 0 que permite ap]icat 0os conceitos de equilibrio termo
dinamico a processos que envolvem taxas de nao equilibrio como
transferencia de calor & o conceito de equilibrio termodinamico To
cal. Para tal, teremos que considerar a materia como um continuum
em que temos um grande numero de diferentes sub-sistemas compon-
do um sistema finito que pode ou nao estar em equilibrio termodi-
namico. Todas as propriedades termodinamicas sao definidas em ca-
da ponto (sub-sistema) dentro de um sistema finito em cada instan
te de tempo. Cada sub-sistema & tratado como um sistema em equili
brio termodinamico. Embora cada sub-sistema deva ser bastante pe
queno para ser aproximado por um sistema em equilibrio, deve ser
bastante grande para ser descrito com precisao por conceitos ter-

modinamicos macroscopicos.

Na maioria dos casos estes conceitos sao apropriados de
vendo ser feita uma analise mais detalhada no caso em que temos a
presenca de ondas de choque, casos em que o processo se caracteri
za por ter o seu tempo igual ao tempo de relaxacdo (tempo neces-

sario para o sistema readquirir equilibrio apos subita mudanca em



uma de suas propriedades). No presente trabalho os modelos de con
tinuum da matéria e equilibrio termodinamico local s3do considera
dos. Ele consiste fundamentalmente na solugao da equacao da ener-
gia com a aplicagao dos metodos aproximados. Aqui, alem das equa-
¢oes integrais da guantidade de movimento e de energia mecanica ,
na sua forma mais geral para os fluidos compressiveis, sera utili
zada a equag¢ao integral de energia térmica e a consideragcio ~ dos
perfis de velocidade e de temperaturas que melhor parecem tradu -

zir os efeitos dos gradientes de pressao e de temperatura.

A pesquisa de literatura existente, conforme sera visto
adiante (1.6) nos levaram a verificar que, embora extensa, a uti-
lizagao dos metodos integrais na solugao das equacoes do movimen-
to e da energia, sua aplicacao aos casos em que estao presentes
gradientes de pressao adversos Sao muito poucos, COMO Sa0  pPOUCOS
0s casos em que se considera a transferencia de energia na presen
ca destes gradientes acrescido das variagdes de propriedades do
fluido em estudo. Isto porque as dificuldades que surgem, mesmo se
tratando de metodos aproximados, sao muito grandes e conduzem, pa
ra a sua solugao, a simplificagoes que chegam a descaracterizar o

problema a ser resolvido.

A utilizagao dos metodos integrais, como feita neste tra
balho, bem como de perfis de velocidade e de temperaturas conveni-
entes;, ‘permite reduzir estas simplificagoes a um minimo. Devemos
assinalar, por fim, que no caso de fluidos compressiveis, os efei-
tos de aquecimento termodinamico devido ao escoamento do fluido ,
devem ser observados. Para escoamentos transonicos ou supersonicos

o fenomeno do aparecimento de ondas de choque vao influenciar a ca



mada limite com efeitos tambem no escoamento Tivre, No presente

trabalho estes efeitos nao foram considerados, limitando-se ao es
coamento de baixa velocidade. Nestes, para pequenos valores do nid
mero de Mach, o escoamento dé gases em um corpo isoclado apresen-
ta transferencia de calor desprezivel. Isto se deve ao fato do tra
balho de cisalhamento viscoso ser pequeno. Ja para majores nume -
ros de Mach, este efeito @ importante e a analise do comportamen-
to da camada limite deve considerar ndo apenas as equagoes da quan
tidade de movimento e da energia mecanica (1] mas também a equa-

cao de energia termica.

1.2 - Caracterizacao do Fluido.

E de fundamental importancia para a correta caracteriza
cao do problema, a especificacao do tipo de fluido utilizado. Is
to porque o comportamento do escoamento e diretamente influencia-

do pelas caracteristicas e propriedades do fluido utilizado.

Entre estas caracteristicas, sobressai a qué informa so
bre'o comportamento do fluido real quando se desloca em determina
da direcaoc, a saber, a sua natureza reologica, definida pela sua
viscdsidade. 0 primeiro modelo a descrever o comportamento reolo-
gico de um fluido viscoso foi aquele proposto por Newton: .

-és tensoes normais e tangenciais experimentadas por um
elemento de fluido s3ao diretamente proporcionais as taxas de de-

formagao dos mesmos.

Sao os chamados fluidos newtonianos e neles €& possivel

estabelecer a relacao entre a tensao de cisalhamento segundo uma



determinada dire¢ao e o gradiente de velocidades perpendicular a

esta diregcao, a saber:

Aqui, Tyk e a tensao de cisalhamento segundo o eixo
dos x, u a viscosidade dinamica e u a velocidade do fluido na
direg3o x. A viscosidade € funcao da temperatura e numerosas sao
as relacgoes propostas para descrever o seu comportamento com as

variacoes de temperatura.

Um outro modelo & o chamado "Power-Law". Aplica-se nos

casos dos chamados fluidos nao-newtonianos, nos quais nao se veri

U

fica a proporcionalidade entre 7Ty, e - 3y -

Como exemplo temos a equa¢3o de Ostwald-de Waele,[3] bi

-parametrica, conforme abaixo:

ul"t au

—m — L] —

ay ay

Tyx‘

No caso de n =1 ela se reduz ao caso do fluido newto

nianoc com m = u.

Valores de n inferiores a unidade caracterizam o com-
portamento pseudoplastico e valores superiores a 1 o comportamen-
to dilatante. Experiencias demonstraram que todos os gases se com
portam como fluidos newtonianos e também 1iquidos homogeneos nao
polimericos. E que a viscosidade dos gases de baixa densidade au-
menta com o aumento da temperatura e a viscosidade dos 17quidos

diminui com o aumento da temperatura.



I.3 - Geometria da Interface.

Considera-se o escoamento de umnfluido newtaniano exter
namerte-a um cilindro - de ‘“segdo-- circutar. 0 fluido e consi
derado compressivel e se encontra a uma determinada temperatura .

"Este cilindro tem sua superficie externa a uma temperatura

constante.

0 estudo do escoamento externo a um cilindro circular &
um problema classico, abordado inicialmente por Blasius em 1908,
sendo posteriormente estudado por Hiemenz e Goertler. Uma apresen
‘tag3o interessante destes estudos e da bibliografia citada e fei
ta no trabalho de FIGUEIREDO [1], que aborda o escoamento para flu
do incompressivel, nao newtoniano. Com o intuito de facilitar 0
acompanhamento deste trabalho, um breve resumo e aqui apresenta-

do.

Na consideracao do escoamento externo a um cilindro cir
cular, deve ser observado que a influencia do numero de Reynolds
e bastante grande. Baixos nﬁmeros de Reynolds acarretam efeitos
viscosos ate grandes distancias da parede do cilindro. No caso de
altos valores do numero de Reynolds éxiste a formagao de vortices
na superficie do cilindro a uma determinada distancia do ponto de

estagnacao frontal.

Na faixa 10% < Re < 10° o escoamento & laminar ate es
te ponto que permanece estacionario. Para Re >> 10° o escoamento

se torna completamente turbulento.

£ de grande interesse a determinacao do ponto em que se

inicia a formacao dos vortices, pois ele caracteriza o ponto de



separacao do escoamento laminar da parede. Sua determinagdo expe-
rimental e analitica foi feita por Hiemenz, em 1911, para o cilin
dro circular, a partir de uma distribuigao de pressao obtida expe

rimentalmente.

Em principio, esta distribuicdo de pressGes nio e a do
escoamento potencial. 0 escoamento no caso de uma superficie cilin
drica apresenta caracteristicas especiais como sejam, o seu retar
damento na parede devido ao atrito, seu impulisionamento pelas cama
das mais externas devido ao efeito de viscosidade e seu retarda -

mento por gradientes de pressao adverso.

As consideragoes do atrito e da viscosidade sao feitasa
penas em uma estreita faixa proxima a parede. Deve ser observado
que al temos iguaimente aplicadas as forcas de inércia e de pres

sao.

No caso de elevados valores do numero de Reynolds pode-

mos aplicar a teoria da camada limite ao escoamento.

Quando aplicamos a teoria potencial aoc escoamento exter
no a um cilindro circular obtemos como ponto de pressiaoc minima, o
ponto correspondente a 8°= 900, isto e, a partir deste ponto o
escoamento passa a ter um gradiente de pressiao adverso. Este fato
nao e confirmado pela experiencia com fluidos reais em escoamento
permanente, quando sao considerados diversos valores do numero de
Reynolds e de raios do cilindro [7]. Observamos ja a partir de
8°= 70° medido a partir do ponto de estagnacao central um valor
minimo para a press3ao. Segue-se um aumento de pressao e entre 6°=
80% e @°= 1200, ha uma estabilizagc3o quando permanece constante

ate ¢°= 180°.



A variacao da localizagao do ponto de pressao minima &
mais acentuada na faixa de numero de Reynolds criticos, como se-
ja, 10% < Re < 2,56 x 107 [7], pois aqui ha uma grande instabili
dade no escoamento, o que e caracteristico da transicao do escoa-

mento laminar para turbulento.

0 trabalho experimental de HIEMENZ, GOERTLER, GEROPP [5],
[19], mostrou haver separagdo para 6'~ 80%, enquanto que a solu-
¢ao de Blasuis wutilizando a distribuigao de pressao da teoria po
tencial apresenta o valor 6, = 108.8% [12], medidas a partir do

ponto de estagnacgao frontal.

Qutro ponto a ser considerado no exame da utilizacao de
uma distribui¢do de pressoes da experiencia, € que a teoria poten

cial nao considera que ha separagao no escoamento.

1.4 - Modelo Fisico.

Considera-se 0 escoamento de um fluide compressivel ex

ternamente a um cilindro circular, escoamento este perpendicular

ao eixo do cilindro.

0 problema sera tratado a duas dimensdes e as trocas de
calor entre o fluido e a parede do cilindro sao objeto de inves
tigacao sendo pesquisada a influencia da sucgd3o no comportamento

do perfil de velocidades e do campo de temperaturas.

Para a abordagem do problema no metodo integral e utili
zando um perfil bi-parametrico para o perfil de velocidades & ne-

cessario considerar a parede do cilindro a temperatura constante
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visto que a determinagao dos patﬁmetros do perfi] de velocidades
exigem que a condigao de compatibilidade na parede seja utilizada,

conforme veremos no desenvolvimento da teoria.

0 fluido considerado e um fluido newtoniano e a sucgao

aplicada na superficie do cilindro nao afeta o escoamento externo.

Despreza~se a agao do campo gravitacional, pois temos:

> 2.000

Segundo SCHMAL [13], para F.<1, as forcas de inercia
podem ser desprezadas e entre -~ 1 e 2000 devemos considerar as

forcas de inercia e as gravitacionais.

Neste trabalho as forcas presentes sao as de inercia, de
pressao e viscosas e admitidas atuantes conforme a teoria da cama

da limite, a saber:

1. Efeitos viscosos limitados a uma estreita faixa adja

cente a interface.
2. A distribuicdo de pressoes e a do escoamento externo.

3. As taxas de transporte normais ao escoamento sdo mui-

to mais intensas do que as taxas tangenciais.

I.5 - 0 Campo de Temperaturas.

0 objeto do presente trabalho.e a determinagao do campo de
temperaturas . do escoamento - atraves da equagao da energia total,

funcao dos perfTs de temperatura dentro da camada limite e do per-
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fil de temperatura externa. 0s efeitos de dissipagao viscosa nao
serao considerados e as variagoes decorrentes da presenca de for-
tes gradientes de pressao adversas serdo levadas em consideracao

no perfil de temperaturas dentro da camada limite.

0s efeitos devido a dissipagao viscosa e ao trabalho rea
lizado contra a compressao do fluido compressivel condutor de ca-
lor sao despreziveis quando se verifica a relacao abaixo [20]:
Pr. x Ec << 1

m - m

onde Pr € o numero de Prandt]l médio do escoamento e definido por

C X u
Prm = .._Em_._m
K(.‘,ITI

e Ec e o numero de Eckert medio definido por

2
U

Ecm = m
Cpm X (To-Tm)

1.6 - Revisido Bibliografica.

Apesar do grande numero de trabalhos publicados na area
da mecanica dos fluidos com a utilizacao da teoria da camada limj
.te, sao relativamente poucos os trabalhos que abrangem o estudo
do comportamento dos fluidos quando em presenga de gradientes de

pressao adversos ou gradientes de temperatura. Entre estes traba-
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lhos podemos destacar o de SPALDING [11], que analisa e classifi-
ca 15 metodos existentes para predicao do coeficiente de transfe-
rencia de calor em escoamento laminar. Estes metodos sao, entao ,
aplicados ao calculo da distribui¢ao do nimero de Nusselt em tor-

no de um cilindro circular.

E interessante ressaltar que todos os metodos analisa -
dos se mostram de duvidosa precisao proximo ao ponto de separacao
que foi estimado se situar entre x/L = 0.6 a 0.7, em que X e a
distancia medida ao longo da parede do cilindro na direcio do es-

coamento e L & o diametro do cilindro.

0 trabalho de PERKINS e LEPPERT [16] analisa a transfe-
rencia de calor em uma camada limite laminar pelo método integral
com um perfil de velocidades de 42 ordem e um perfil de temperatu
ra de 3% ordem. Considera na equagao da energia a espessura da ca
mada limite termica menor que a espessura da camada limite de ve-
locidade o que restringe a anzlise para numero de Prandtl maior ou
igual a unidade. E admite que para gases, 0 erro sera pequeno vis

to que neste caso teremos o nimerc de Prandtl Pr igual a 0.72.

Dentre os trabalhos experimentais analisados podemos ci
tar o de FAND [14], onde sao apresentados resultados para o
caso de transferencia de calor por conveccao forgada de um cilin-
dro para a igua em escoamento perpendicular 3 direcio do sel eixo
na faixa do numero de Reynolds de 10.000 a 100.000. Os resultados
obtidos estdo proximos dos propostos por Mc ADAMS [12]. € o de
DOUGLAS e CHURCHILL [14]., que analisaram a transferencia de calor
de cilindros para o ar em escoamento perpendicular e propuseram u

ma correlacao da forma:
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(Nu)f = a(Re)f . + b(Re)f

Nesta correlagao, a e b sao consideradas proporcio-

nais a (Pr)m, com m tendo valor entre 0,3 e 0,4,

0s efeitos da variagao da viscosidade serao considera -
dos, no extenso trabalho de POOTS e RAGGETT [}0] que, em virtude
das dificuldades computacionais apresentadas pela consideragac da
variacao das propriedades fisicas, considera solugdes similares

das equacgoes da quantidade de movimento e da energia termica.

A consideragao da transferencia de'ca1or de superficies
a temperatura n3o uniforme ja havia sido feita por SPALDING [10]
quando da ‘analise de estudo anterior de LIGHTHILL [10], que con
sidera o caso em que a camada limite térmica € muito mais fina que
a camada limite de velocidade e pode ser considerada como estando

totalmente dentro de uma regiao de perfil de velocidade linear.

-Para o caso de fluido’cbmpress?be] MERK [17] analisa e
desenvolve o chamado "wedge method" proposto por MEKSYN {]7].. Na
aplicacao do: calculo da transferencia de calor local a um perfil
eliptico considera o perfil de velocidade da extremidade da cama-
da limite dado pela teoria potencial, que ndao considera o efeito
da onda que se forma atras do cilindro e tem importante efeito na
velocidade da extremidade da camada limite. Por isto, para o caso
do cilindro circular, utiliza a formula advinda da experiencia,da

da por

x 3 x 8

X
—— = . p— - U - — - U ] —
T LR B R O

em que L & o diametro do cilindro. Utiliza para as constantes U;
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U e U os valores dados por HIEMENZ [6], a saber:
U = 3.631 , U =2.171 , U =1.514
1 3 5
para Re = 18.500, ou os valores dados por SCHMIDT e WENNER [17]

Uu = 3.631 , U =3.275 , U = 0.168
1 3 5

para Re = 170.000.

Os calculos feitos para os tres perfis apresentam resul
tados precisos proximos ao ponto de estagnacdo, enquanto que praxi

mo ao ponto de separagao o metodo nao € confiavel.

0s resultados obtidos para o perfil dado pela teoria po
tencial indicam que a separacao ocorre para 0°= 95.2%. A expan-
sao em sér?e, devido a BLASIUS conduz a 06°= 1000, As medidas de-
vido a SCHMIDT e WENNER dao 6°= 72.4% e o valor dado pela experi

encia & de aproximadamente 80°.

Entre os trabalhos que analisam os efeitos da sucgao
destacamos o de KOH e HARTNETT [15], que incluem os casos de pare
de isotermica e de temperatura variavel para o escoamento laminar
de fluido incompressivel. E o trabalho de MORDUCHOW e REYLE [18],
que analisam a camada limite laminar compressivel em gradiente de
pressao com sucgao, utilizando as equagoes integrais da quantida-
de de movimento e da energia termica em conexdo com um perfil de
temperatura do setimo grau e dois perfis de velocidade, um do se-
timo grau (para o ponto de separagao) e outro do sexto grau. Conn
sidera também, que as espesSsuras das camadas limite térmicas e
da quantidade de movimento sdo identicas. Na solugao das equagoes,

ha a necessidade de considerar o perfil de temperaturas da extre-
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midade da camada limite e admitir um escoamento isotropico para a
extremidade da camada limite. 0Os coeficientes de calor especifico
e o numero de Prandtl s3do considerados constante e o deﬁviscosidg
de e- considéFado ‘ser. . proporcional a temperatura absoluta pe-

la relagao proposta por CHAPMAN e RUBESIN [18]

u
ur.o oo
com K. escolhido de modo a atender a conhecida formula de Sutter

p
land. Faz uso da variavel t de Dorodnitsyn definida por

para obter as equagoes integrais da quantidade de movimento e da
energia termica. Seu metodo consiste igualmente em transformar es
tas equacoes integrais em duas equacoes diferenciais ordinarias .
Considera, finalmente, sucgao homogenea (v, = constante) e o ca-

¢
-1/2
= X /.

SO em que v,
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CAPITULO II

FORMULACAO ANALITICA

II.1 - As Equacoes de Navier-Stokes

Quando sao considerados fluidos reais em que os efeitos
viscosos se apresentam como relevantes, o conjunto de equagdes ma
tematicas que parece melhor traduzir o comportamento destes flui-

dos s3ao as Equacoes de Navier-Stokes.

Consideraremos, a maneira de STEWARTSON [2], estas equa
coes de forma axiomatica, isto €, como um conjunto consistente de
equagoes diferenciais e relagoes constitutivas cuja importancia -
na dinamica dos fluidos - se justifica pela boa concordancia en-

tre suas consequencias e a experiencia.

As simplificagOes para escoamento permanente de um flui
do newtoniano e bidimensiona] nos conduzem a forma abaixo, onde
sao consideradas coordenadas cartesianas (x,y), com as correspon-
dentes componentes da velocidade do fluido (u,v). 0 fluido possui
viscosidade p, pressao p, densidade p e temperatura absoluta T,
que sao considerados fungao de x e y apenas pelas aproximagoes fei
tas de que o escoamento e bi-dimensional e permanente,

]

3
—(pu) + —(pv) =0 (2.1.1)
X 3y

Conservacao de massa ou continuidade.
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u 3u ap 1 aA 3%2u 3%y
pU— + pV— = = — + — y— 4+ pX+u(—+——)-
3x 3y 3x 3 9ax ax2  ay?
2~ 3u du 9u aH , 3u av
- — A — 4+ 2—— + — (-— + ——) (2.1.2)
3 3ax IxX X ay 3y Ix
v v 3p 1 2A 3ty 3%y
pU— + pV— = - — + —Ap— + pY + u( + ———) -
3x ay 3y 3 3y axz  ay?
2 au av au 3H , 3u av
- - A — 4+ 2— « — % ——(-—— + ——) (2.1.3)
3 Yy ay y ax * 3y X
Equagoes da conservagao da
quantidade de movimento.
au v
com A= — + —
ax 9y

e X e Y sao forgas externas por unidade de massa do fluido.

3 a ap ap a aT 3 aT
pu—(C_T) + pv—(C_T) = u— + v— + ——-(Kc—) + —_(KC_) $ ud
ax P ay P X 3y  ox * Cay ay N “ay
(2.1.4)
Equacaoc da conservacao da
energia.
du 2 av 2 v au’ 2,3u v z
onde ¢ =2 (-—-)~+(-——) + (—— + —u) - _<__ + __> (2.1.5)
3xX Ay X 3y 3 3x 3y

I1.2 - As Equacgoes de Prandtl.

Importante simplificagao que reduz, em grande parte, as

dificuldades impostas pelas equagoes diferenciais elipticas conhe-
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cidas como Equacoes de Navier-Stokes, e aquela feita por Prandtl.
no inicio deste seculo, quando no classico trabalho apresentado em
1904 [4] estabelece as equac¢des da camada limite que considera os
efeitos viscosos como relevantes em uma pequena regiao adjacente

a superficie do corpo em torno do qual o fluido esta se deslocan-
do. As consideracgoes dai resultantes transformam as equagoes dife
renciais elipticas em equagoes diferenciais parabolicas, mais sim
ples que as anteriores porem ainda de dificuldade matematica enor
me necessitando diversos metodos e processos que as transformem de
equagoes diferenciais de derivados parciais em equagoes diferenci

ais ordinarias, de manuseio mais simples.

Um destes metodos, e que aqui sera empregado, consiste
precisamente em considerar as equagoes de Prandtl na forma Inte-

gral conforme proposto por Von KARMAN e POHLHAUSEN [12].

A definicao de certas integrais permitira transformar a
equacao integral numa equagao diferencial ordinaria e a resolugao
dos diferentes parametros que sao importantes na consideragiao do

escoamento.

As equacoes de Prandtl para a camada limite serao por
nos consideradas em forma simplificada, sendo desprezados os e-

feitos de dissipacao viscosa e as forgas do corpo.

Estas equacoes sao conforme abaixo :

3 3 :
—(pu) + —{(pv) =0 (2.2.1)
ax ay
au Ju ap 3 / du
pU— + pv— = - -——+—<——) (2.2.2)

9x oy X ay
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P(x,y) = p(x) - (2.2.3)
3 1 ? L 3| 2 1, .
pu— (C T + —u2> + pv—(C T + —u) = — —(C T + —u) (2.2.4)
ax \ P 2 ay \ P 2 ayl ay\ P 2 ]

I1.3 - Condigoes de Contorno.

y =0 Uu=u, =0 v=v =C T=T P =0, (2.3.1)

y = 8§ u -+ U(S(X) v = V (X) T:TG(X) p=p§(X)(2‘3.2)

I1.4 - Condicao de Compatibilidade na Parede.

A equacao de quantidade de movimento aplicada a condigao

0 nos da:

de contorno y

du u dUS aT
P, |U— * Vo— = pglsg— + — (2.4.1)
X . 3y y=0 dx ay y=0
U,
ou, considerando un# 0 e — = const., obtemos:
)
. 2
u TR ) du ] T
ve—| - -(_9_) + _5_]116_._._5 - (2.4.2)
oy y=0 U6 Py dx Py Ay y=0
n
No caso de um fluido "power-law" com 1 = m(%%) tem-se:
du u, z Og dU5 1 |jam Quy" au\" o |
e B AT R e o RV e
Ay y=0 U6 Py dx Po oy ‘oY oy Y y=0
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No caso de fluido newtoniano temos m = u, n =1

_lj_(Uo ) + pd} dUs _ .I
[ —_— 6__—
=0 UG po dX DD

du  du 3y

ay ay  dy?

au
|7 S—
Day

(2.4.4)

Y ¥y=0

Para o caso de fluido incompressivel e isotermico temos {power-law)

= = Eﬂ o~
Po = Pg = Pr gy =0
Ju u 2 du g m 4 ou\" ! 32u
v,— i, _(__) #1 u S = n;w(._w) - ) (2.4.5)
oy y=0 U6 dx p ay 3y y=0

No caso de fluido newtoniano incompressivel e isotérmico

2
u du u,o2u
-[—(J) +1} U(S—‘fs = —(———2
y=0 U6 dx p 3y

Ju
Vo— ) (2.4.6)
3y

y=0

No caso de fluido newtoniano, compressivel e isotermico temos:

au
v..__..

2
u ) . dU 1, 3u,
0 _ _(_9. >+ )y 8- _(u__ ) (2.4.7)
ly=o Us ) dx Pyt Wiy,

Se u = f(T) teremos

(2.4.4)

Neste caso, do escoamento compressivel, a viscosidade varia com a
temperatura, devendo ser considerado o termo

au au

aj ay
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2

Considerando a relagao entre a viscosidade e a Temperatura-da for

ma
"L (D)
s T
obtem-se:
T
1 u T ! aTE
- <_) .8
Bs oy Ts 3y
ou
T
u u T ¥-1 - gy
TR
— = w— - — L] - .u
3y H Ts au 3y
: T
. - 9.
3p Mg T ¥ T, 3u
—_—= Y . e @ (_._.) . . - u
Jy u Ts . U ay
§ U6 P EE
donde, com a consideragao do perfil %; (Apendice I).
)
-1 2
ou Ju T u u 1
—t — = w(—— ) = (B+Kx) + 2(C-Kx)} — u(——) « -
Ay oy T6 v dy UG
A expressao e ent3ao assim escrita:
2
u u o] du 1 ] T
vo_ -|:—(.....Q.> + _6} U(S_.....__G . ‘w . —Q [(B"‘KX) +
_ay y=0 Us Po dx Po UG T |
u u 2 32u
+ 2(C+Kx) — u(*-) + yp—
2
Us y ay y=0.
ou seja, aplicando-a ao ponto ¥ =0, u_ =0, vl' =-y

y=0

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

(2.4.11)

(2.4.12)

(2.4.13)



du o du 1 1 T du,? 3%u

_Vo_.,.,, -__S.UG._Q.:__ W -—Q(B'?KX) ]J°<""—)| +uo—a—-—-—2—
Wlyeo °, I o, Us T, ¥ lyso Yly=q
(2.4.14)

Esta expressao traduz a condigao de compatibilidade na

parede para o caso de um fluido com propriedades fisicas variaveis.

Aplicada ao caso em p e constante, isto e, nao varia

com a temperatura, teremos

WE g .. W= (2.4.15)

v —| - Ly =e (2.4.16)

A condigao de compatibilidade sera utilizada para o cal

culo do coeficiente A, do perfil de velocidades (APENDICE.I).

Sera conveniente analisar a condigio de compatibilidade

para verificar o comportamento do perfil de velocidades na inter-

face solido-fluido.

A partir da equacao geral para o fluido newtoniano com-

pressivel .
du /Y, Ps du 1,30 3u  3%u
Vo - -('—-)+ —| Ug—— = —||—* — +u— (2.4.4)
’ 2
¥ly=o Us Po ax e, Liay oy ayEly_,

a consideracao de fluido incompressivel e isotérmico (T = Const.)

nos da as condigdes

y=0, P=P s p=u,=Const., u:.=0o, Vo=V, (2.4.17)



24

donde a equacao

du P du ., ,3%u
v -2y 8 _Tef” (2.4.18)
°3 $ dx p‘ay?
yy=0 po 0 Y y=0
Uma vez que %5 e sempre maior que zero ou igqual a zero no
y=o

perfil de separacao, podemos prever o comportamento do perfil de

velocidades. No caso de escoamento com succgao (v°<0) e sabendo que
%y

o perfil @ assintdotico em relagao ao escoamento externo 50T <0
y y=8
observa-se que:
dU6
19 - No escoamento acelerado a5 > 0 temos majiores
au .
Ty e maior arraste
¥=0
dU(S
29 - No escoamento retardado % <0 temos maiores
, X
3_% e a curvatura na parede diminui.
oy

y=o
A consideragao da equac¢ao da compatibilidade na forma ge

ral para fluido newtoniano compressivel nos conduz a analisar a e

quacgao
3u u o\ Pg du 1 [,3u 3u 3%u
V,— - -(-l)-+-—— UGH—— = —f— s - % b (2.4, 4)
3y y=o Us 04 dx p,L'3y 3y ay y=
Para y=0 —— u = u, = 0
v =-v, #0 (succao)
ou Os dU6 1{,3u au 32%u
-V, — - — U5~—— == v (2.4.19)
Wly=o P dx o '3y 9y A [V

No caso em que a viscosidade molecular & constante, isto €, para

os fluidos incompressiveis e sem transferencia de calor, o termo
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Ju

3y

e nulo, e a equacao se simplifica para o caso ja analisado que es
tabelece na parede (y=0) a derivada segunda do perfil de velocida

de com relagao a distancia y da parede proporcional ao gradi-

. dp : . dus .
ente de pressao qx oY ao gradiente de velocidade =% e dire-

¢ao do fluxo (caso em que v, = 0, sem succao).

0

Quando o fluxo externo Uﬁ(x) e retardado, isto e, com

du 2

_8 . 0, temos que dp 0, donde au >0 (caso que v_=0,

dx dx , ay? y=0 0

sem sucgao), ou valores de %—g > 0 menores (caso v, = -v )
Y ly=o0

mas positivos.

Temos assim que a derivada segunda & positiva e ao apro

n .
Ximar-se de y= 6 ela deve ser negativa {(ordem n de %—% e par )
Y

H
(=]
=
o
-
w

assim devera ser zero em algum ponto entre y =0 e y
tancia y da parede em que se localiza o ponto de inflexao depende

da previa historia da camada limite.

. al
Quando o fluxo externo & acelerado 51? >0 temos que
2 . 2
%g <0 e 3—% < 0 (caso que v =0 e vo=-v°) e assim 3—% e

negativo em todo intervalo 0 <y < §.

Analisando o caso em que %%l # 0 podemos escrever a
y=o0
equagao (2.4.19) como
32u du du,  [ou Qu
— =-pV,— -pGUG——— —fe—r — (2.4.20)
3¥*Jy=0 Wly=o dx 13y Wly.,

Para gases e fluidos u e func3ao da temperatura T, sendo cres-

cente nos gases para T crescente e decrescente nos liguidos pa-
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ra T crescente,

Assim, para 31 > 0 (parede fria), 2 > 0 para
AYiy= 3y, -
y=0 aus y=o
gases e seu comportamento e igual ao de 5% Para escoamento ace
lerado e, no caso de sucgao (vo=-vo), 0 pekfi] se torna mais con
2
cavo, com %;% mais negativo.
au
No caso de escoamento retardado Tﬁ? < 0 temos que o

perfil de velocidade se torna menos concavo. As figuras 2-1 e 2-2
representam estes perfis.

IT.5 - Condicdao de Succio

II.5.1 - 0 numero de Reynolds.

No desenvolvimento das equagoes integrais para a camada
Timite chega-se a um agrupamento adimensional denominado numero

de Reynolds para a espessura de perda de quantidade de movimento,

definido para o caso de fluido nao newtoniano [1] como:

. p _ *
Re, = = . uh L N (2.5.1.1)
2 m 2

No caso de fluidos newtonianos (n = 1) este grupo adimensional &

dado por

p6U56
Re = —2 (2.5.1.2)

2 M,

I1.5.2 - Parametro de Succido.

E conveniente definir um pardametro de sucgdo na forma [I]

v
x = -Re, % (2.5.2.1)
5, U,
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11
{ -
"
-
0 4
y
us
dud
FIG. (2-1) - ESCOAMENTO ACELERADO — _dx— >0
1&
{4
1
+- -
0 {
u
us
dud
FIG. {2 -2) - ESCOAMENTO RETARDADO — — < 0

dx
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ou, pela definigao de Re6 .
2

p.v. 8§
x = - 222y, (2.5.2.2)

u, 2

onde ¢, e 0 numero de sucgao.
2

I1.6 - Equacoes Integrais.

Quando da consideracgao~dos fluidos rea%s, a aplicacgao
das Leis da Mecanica a um elemento infinitesimal de fluido noscon
duzem a um conjunto de equaglGes conhecidas como Equacgoes de Navier
-Stokes, que sao eqqagﬁes diferenciais de derivadas parciais. Es-
tas equagdes sao elipticas e nao se tem solucdes analiticas

a nao ser em casos especiais como no chamado Couette Flow, etc.

A consideracao de que os efeitos da viscosidade s3ao con
siderEvéis apenas em uma estreita camada do fluido em movimento pa
ra o caso de escoamento com numero de Reynolds elevado conduzem a
formulagao das Equacoes da Camada Limite (Prandtl) que saoc equa-
¢oes diferenciais de derivadas parciais parabolicas. Nestas equa-
¢oes os efeitos sobre uma particula n3o s3o determinadas pela "his
toria" anterior e as consideragdes que deverdo ser feitas . para
compensar esta simplificac3ao se traduzem num efeito de realimenta

¢ao e constituem a teoria da camada limite de 2% ordem.

Se bem que mais simples que as equagoes de Navier-Sto -
kes, as equagoes de Prandtl apresentam tambem dificuldades consi-
deraveis. Para sua solucao diversos metodos foram propostos, sen-

do que uma extensa faixa destas solugdes e creditada a chamada so
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lugao similar ou por similaridade. 0 seu objetivo € o de reduzir
a equacao diferencial parcial que rege o fenomeno analisado a u-

ma equacao diferencial ordinaria que tem solucao mais simples.

0s estudos das chamadas solucgoes similares mostraram
que elas somente sao possivel gquando a velocidade & uma potencia

da distancia ao ponto inicial do escoamento.

Neste caso os perfis de velocidade sao todos os simila
res e diferem apenas em escala um dos outros. Apenas escoamentos
continuamente acelerados ou continuamente retardados tem solugao
similar, nao podendo a mesma ocorrer um escoamento que apfesen -
tem separagao. Um outro tipo de solugao para as equagoes diferen
ciais parciais da Camada Limite e a solugdo integral. Elas sao so
lugoes aproximadas que apresentam uma media das equagoes de quan
tidade de movimento e da energia para toda a espessura da camada
limite. Traduzem uma condigao integral para o equi]Tbﬁio de for

cas em uma secgao de controle de comprimento dx e altura §.

0 metodo integral foi proposto por Von KARMAN e POHLHAU
SEN [12], em 1921. 0 sistema de equagOes sugerido & composto pe-
la equagao da quantidade de movimento e pela condigao de compati
bitidade, que & a aplicacao das condig¢Oes da interface (solido-
fluido) a equacgiao da quantidade de movimento. As variaveis sao um
parametro de forma para o perfil de velocidades e um parametro de

espessura para a camada limite.

Com a integracao parcial da equacdo de quantidade de mo
vimento, WIEGHARDT [8], [19], em 1914, introduziu mais uma equa-
cdo, a equacao da energia mecanica, o que permitiu a utilizagaode

mais um parametro de forma para o perfil de velocidade.
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Wieghardt mostrou igualmente que estas duas equagoes in
tegrais, a da quantidade de movimento e da energia mecanica per -
tencem a um sistema de infinitas equagoes que s3o deduzidas das e
quacdes da continuidade e da quantidade de movimento. A escolhads
tas equacoes e feita baseada em justificativas fisicas e GEROPP
[65], [19] demonstrou que as mesmas sao de fato as mais importan -

tes.

A integracao parcial da equagao da energia nos  conduz

a ohtencao da Equagao Integral da Energia.

A determinacdo destas equag¢Oes integrais sera feita de
acordo com um método indicado por Pohlhausen e aplicado por Wie -
ghardt que consiste em, partindo-se das equagoes diferenciais par
ciais da continuidade, da quantidade de movimento e da energia ob
ter as equacoes diferenciais ordinarias pela multiplicacao dessas
equagoes por "fungoes peso", e definir certos grupos de integrais,
obtendo um sistema de tantas equagoes quantas as condig¢oes em y=0

ey = 6 satisfeitas pelos perfis de velocidade e de temperatura.

No caso de perfil hidrodinamico, Wieghardt sugere utili
zar, como "funcao peso", potencias da velocidade. No caso do per-
fi1 de temperatura, serao utilizadas como “"fungao peso" potencias

da entaipia.

Para o perfil hidrodinamico, a utilizac3o das potencias

de velocidade como feito por GEROPP [5] e SCHMAL [13] nos conduz
v+1
a multiplicar a equagao da continuidade por SiT € @ equacao da

quantidade de movimento por Thd e, considerando que
dp dU

——:—pU....__.
dx 678 dx

(2.6.1)
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deduzida a partir da equagao de Bernouilli, e

(2.6.2)

obtida da dinamica dos gases, obtemos o sistema de quagoes dife -

renciais ordinarias de 12 ordem (APENDICE IV).

d g , \ 1 dU
—(fv) + fv(v+2 -2 -H >~—-——— +e +h =20 (2.6.3)

dx fv 5

com as seguintes definigOes para os parametros:

o v u' v+1
n, = 2 [(.1) B 1} (2.6.4)
PsUs LU :
v
8 u P T :
e, - (W])j(ﬂ—) —-< U,_)dy (2.6.5)
o Vs @ PgYs
S oy U v+1
. =J . (1 -(___) )d_y (2.6.6)
o PsYs Us

g, = hw1)J6 i (Eﬁ(ﬁifkl-1>dy O (2.6.7)

0 DGUG P §

A equagao (2.6.3) & a forma mais geral para o sistema de
condicoes integrais para a camada limite laminar, estando sujeita .

as restrigOes impostas as relagdes (2.6.1) e (2.6.2).

A consideragao de v =0 e v =1 nos dao equagoes com

significado fisico conhecido. Obtém-se assim as equagodes a seguir:



d
dx

——(62) + 6
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oV u
n - _2_2.(_1 ; 0 (2.6.8)
PsUs " Us
J[G ] ( T T,
= — dy = = ——— = - C_/2 (2.6.9)
2) TE f
o Y Psls Ps s
Cf = Coeficiente de arraste
8 pu u
£ o= (1 - -)dy =6 (2.6.10)
4] 0 U U 2
0 §°8 8
§, = Espessura de perda de
momentum
8 ol
g = (1 - )dy = § (2.6.11)
0 0 1] 1
0 5§68
§ = espessura de perda de

velocidade

au. ¢
RIS B e N p°v°(-£i - 1) =0
2 5 §f u. dx 2 U, N U

8 Ps s

2

(2.6.12)

AL [(gi)_ 1] (2.6.13)

PsUs L'Us
Us
(U T + T *du )
o 0 0
g T)

[ J— dy=-2 =—2.c
2 D

oy pSUS p5u§

_(2.68.14)

C, = coeficiente de dissipacao
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£ =J i (1 ; (1))dy =5 (2.6.15)

§ = espessura de perda
® de energia

S pu 05
g =2 — =1|dy =28 (2.6.16)
' 0 pGUG P )

§ = espessura de perda
de massa especifica

§ (2.6.17)

A consideragao de escoamento laminar, permanente, com
gradiente de pressao arbitrario, sucgao na parede, propriedades fi
sicas variaveis de um fluido qualquer nos conduziram as equagoes
dadas. No caso particular do escoamento de um fluido incompressi-
= const. donde M, =0 e & = 0. Assim, .as

Ps § "
equagoes integrais da quantidade de movimento e da energia meca-

vel tem-se p =

nica sao conforme abaixo, para os dois tipos de fluido considera-

dos:

incompressivel:

dé 8 1 dUG Cf v u
_2+52(z+_i)-—__—— +—°(—°-1)=o (2.6.18)
dx 52 U6 dx 2 U6 U6
compressivel:
dé § 1 dU C p v u
—1+62(-2+_‘-M;)-——6--—f o of o . 1)=o (2.6.12)
dx 62 l% dx Fd an5 UG
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incompressivel:

ds 1du, v u |2
i3 .8 .___*_-ch+.J.K_L)-1]= 0 (2.6.19)
dx 3 1]

-
compressivel:

ds, 8 2y 1 dUs p Vv u ¢
— 8 (3-2_"_-M6> — —- 205+ g0 (—-"-)* 11=0 (2.6.20)
dx 3 63 U6 dx ;:)(,SU‘S U

A determinacao de uma terceira equagao para o caso hi -

drodinamico & dada pela condicao de compatibilidade na parede.

No caso da consideracdo da temperatura, a utilizagao de
potencias de entalpia como feito por SCHMAL [13] e aqui por nos de
senvolvido, nos conduz a multiplicar a equagac da continuidade por

RV - pV*l e a da energia por (u+’l)h“J obtendo-se:

8
d 3 3 aT
e pu(h§+1—hv+l)] +-__[bv(h§+l-hv+l)]= - (w41) - hY—lut FK —
ay - 3y 3y Ay
(2.6.21)
Integrando esta equagao com relacao a y entre os limites y =0 e

y = § obtem-se:

d ° \)+l \)+1 l \)+1 aT
— pu(h(S )dy =p Vv [ﬁ (v+1) hY __ ru+—Kd——)dy
dx i

o

(2.6.22)

Para o valor v = 0 obtém-se a equagao . fisicamente interpretavel

a8 3T
_...l:j pu(h —h)dyjl p v (h -h ) f ut+K —)dy (2.6.23)
dx |/, 3.V a3y
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Com a utilizacao da relagao para a entalpia e energia interna

u2
ho= i+ — (2.6.24)
2
i = Cp T (2.6.25)
Obtem-se as relagoes
u2
h=CT +— (2.6.26)
P 2
2
s
hg = —* 6T (2.6.27)

que aplicadas a equacao nos fornecem

d § pu : T . 1 DGU; pu u 2)
¢ —|p,U : (1————) y+— @-(-—) dy |=
Pax| 69 _J S\' 1 . 2 Jﬂ U

: PsUs § D . PsYs 5

8

2
S hc (T.-T .2 6.28
povo<—g'+ p{Ts" o» R 3y’ (2.6.28)
y=0
Utilizando a lei dos gases com a relacgao
T Ps
_— = (2.6.29)
T5 0
e com
2
UG 2
—_— = (K-l)M5 (2.6.30)
C.T
p 4

C
em que K = —L2 ¢ considerando as definigoes de 63 e & abaixo
&

5 =fs i ('l--(U—u)z)dy (2.6.15)

psUs 8
§ u P
5 =f _ (1--—->dy (2.6.16)
4 0 U

8 Ps
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Obtém-se a equacao diferencial ordinaria

d K-1 K-1 2 aT
CPH[DSUGT(S .TMG . 63 - GI’]:DOVDCD T -—'—'MS"'(TG'TG) + K -_—

8 c
2 oy y=0
(2.6.31)
- ; 5
Esta equagao pode ser expressa em fungao de Ei se considerarmos o
2
perfil de temperatura conforme Apendice I, por
T U U\
— = A + (B+Kx)— + (C-Kx)(m—) (2.6.32)
Ts Us Us
em que
K-1 » .
A= 1+ r e —H (1-8) (2.6.33)
2
K-1 2
B = r-———M5 k) (2.6.34)
2
K-1 2
C=-r .« —M (2.6.35)
2 .
T, - T
R — (2.6.36)
Te = Ts
i 3 B
e possivel escrever ent3ao a relacao gi como
2
8 K-1 2,8 8
8o Md(_i - e) + Kx(_i - D (2.6 37 )
8 2 8 : )
2 2 2

A equacao diferencial da energia e obtida entio
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d K-1 2 k-1 2,5 5
o U T -5 - R A i .
Coresls a( 2 e+ 8,8, |r — Mﬁ((5 e)+ Kx(a 1))

K-1 2 aT
povDCp (TG-T°)+T5 TM5 +Kc;— (2.6.38)
! y y=0

Considerando as relagoes

6 = CopgUsT, , (2.6.39)
K-1 2 & K-1 5,8 8
£ =y - —h (2o 0)s (=2 - 1) (2.6.40)
2 ) 2 8 8
2 2 2
K‘] 2 BT
= T,~T)Y+7, —M |+ K — 2.6.41
F pavocp ( 5 0) 5 > 5 Cay { )
y=0
Obtemos a equagao diferencial ordinaria da energia
d
—(G - E-35)=F (2.6.42)
dx 2

A partir desta equacao e determinado o valor de E que, quando com
parado com o valor dado pela equagao (2.6.40)
T‘ b

R K-1 2 & K-1 2 /& §
E =-———M6 -2 - ir _—_NG (—1 - ) + Kx(—l - 0 (2.6.40)
2 62 2 8 §

2 2

nos possibilitam obter o valor de Kx, correcao para o efeito do
gradiente de pressao no perfil de temperatura bem como para o e-

feito da variacao da temperatura na parede,

Na equaciao da energia, definimos o parametro F em funcao

de 3T

K — (2.6.43)
Cay
y=o0
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gue pode ser desenvolvido para o perfil de temperaturas T=T(ﬁL)

conforme abaixo: 1
5T 3T 3u T "’Tg T,
Kc—— = Kngf -:;- = Ku—l — . " (2.6.44)
3 oo Wlyso Wlyso "y 3| Vs

a consideracao do perfil de temperaturas (2.6.32) nos dara

2

T U U
— = A+ (B+Kx) — + (c-xx)(-—) (2.6.32)

Us Us

T u

S5 - (B+kx) + 2(C-kx){—) (2.6.45)
Us Us

—%1 =B + Kx (2.6.46)

u=o

com o valor de B dado por

K-1 »
B =r —M6 - 0 (2‘6‘47)
2
obtemos
T
— =r « —M .8 + Kx (2.6.48)
3t 2 ¢
U
§ us=o
donde finalmente
aT Ko ‘ru K-T 2
e T —ts p6u5T6(r —Hg 0+ Kx) (2.6.49)
Yly=0 Pi*p  Ps"s

que com as definigdes do numero de Prandtl e do coeficiente de ar
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raste, pode ser escrita

oT

C

K-1 ,
=_-_._-G-_(r———M6-e+Kx) (2.6.50)
3y

y=0 0

A equagao diferencial da energia pode entdo ser escrita como:

d 6 Ce K1, K-1 2
—_ T e # e W r‘_M . - eerr—
(B ) ( s 6+Kx> :,po\;ﬂr:p((r(5 T T M5>
/]
(2.6.51)

E conveniente adimensionalizar o ultimo termo desta expressdao, ob

tendo

K-1 2 XG K-1 2 ]
0,9, Cp[ (5T )+ Tg—Hg |2 el C [r(1-8)-1] (2.6.52)
2

onde x & o parametro de sucgao, definido em (2.5.2) e Re e o
2

nimero de Reynolds definido em (2.5.1).

A equacao diferencial da energia pode ser transformada,

considerando a relacao deduzida no APENDICE II:

Cf a
—_ = (2.6.53)
2 Re62

obtemos, entao:

:i(s E+8 )- - { ® ( rK-1M; o +Kx)-rx<5—le( [1-6]- )

desenvolvendo o primeiro membro da equagdo para resolve-la em fun

¢ao de E temos

d6 d ds dG dE
(e——+a __)+a G (2.6.55)

dx 2dx dx 2dx
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A equacao pode ser escrita entao

dE , dé G J’ K-1 »
G-dz-m+(G——+6 —)E- H SB+Kx | +x|—M (r(]-e)-l)
dx dx  2dx lPr - 2

(2.6.56)

ou, dividindo ambos os membros por G-§ e considerando a defini

cao
. zj = Reaz . 52 (2.6.57)

obtemos

dE ,1 ds 1 da 1 [« [ K-1 , K-1 , '
—+(_-_._ - —)-E=-——- | P—M  +0+Kx | +X —-Z—MG(r(l-e)-I)
2

dx Zj Pro 2
(2.6.58)

dé
TB; e obtida da equacdo integral da quantidade de movimento (2.

6.12) e (2.5.2.1) e (2.6.53).

1 dé a X 8 2\ 1 dUG
—_ 2 - - - @ TR M6> —_—— (2.6.59)
62 dx Re6 -62 ReG -62 62 UG dx

G = pgUsTs Cp nos permite obter apds diferenciar com relagdao a x

e utilizando a relagao (2.6.2)

1 du
' .U__—G (1 - M;)) (2.6.60)

donde obtemos a equac¢ao na forma geral:

dE a-y 1 dT5 1 dU6 §
—_— _-—-+..___...._-..__('|+—1> «fF =
dx .Zj TG dx UG dx 62

1 a { K-1 , K-1 »
E—j— ;r— _TMS:.B.PKX}*-XL—;M& (r(l-e)-lﬂ

(2.6.61)
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que com a definigao (2.6.40) nos permite escrever

K-1 26 K-1 2,6 §
E =2, ={—M—2 - r—MG(—i -e) + Kx(—’ - 1) (2.6.62)
2 s 2 S\g 5

2 2

l
|
!
|
|

w-y 1 dT, 1 dU s
GH S 5(1 + -—1) (2.6.63)

1 a K-1 2 K-1 2
W= T — r———M6-6+ Kx [+ '""MG r{1-6)-1 (2.6.64)
Zj Pr, 2 2

obtemos, assim, uma equacao diferencial ordinaria da forma

-n
n

M6, o2, -F, =0 (2.6.65)
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CAPITULO II1

PERFIL DE VELOCIDADES

II1.1 - Determinacao do Perfil de Velocidade.

A resolucdo das equacgoes da camada limite pelos metodos
aproximados empregam comumente, expressaes polinomiais para o per
fil de velocidade. A expressao polinomial e escolhida em fungao
das condicoes de contorno que & possivel atender e & tanto mais e
xata, quanto maior o numero de condigoes de contorno que satisfaz
bem como mais proxima da solugao exata, quando esta & possivel de

ser obtida, p. ex. no caso de escoamento do tipo Us(x) = x",

A utilizagdo de parametros de forma no perfil de veloci
dade ajusta o perfil a diversas situacoes do escoamento nas re-

gioes aceleradas e retardadas.

POHLAUSEN [12], [19] apresentou um perfil polinomial do

49 grau com um parametro de forma vy(x), a saber:

u 3
—=1-{1-n) (1 +an) (3.1.1)
u
§
Y 3.1
n s 1.2
P (3 )
y
a =1 - = (3.1.3)

e se define
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2
3¢ YU
8

u
Y(x) = - —2 (3.1.4)
Y

y=0

Comparada com a solugao de Hartree e a serie de Blasius (ate x ) ve
rifica-se que a solugao aproximada de Pohlhausen € boa para valo-
res proximos do ponto de estagnacao, escoamento externo acelerado,

mas que nao e precisa na regido proxima a separagao, escoamento re

tardado.
A solugao de Pohlhausen prevé ponto de separagéo a v(x)
= - 12. 5e > 12, ﬁL > 1 que, normalmente nao apresenta significa-
§

do fisico- WALZ [19] acrescenta restrigoes a validade deste per-
fil com situagcoes em que +y(x) > 12 e ﬁL < 1 com escoamentos com

$
succao ou fortemente acelerado.

Uma tentativa de contornar esta deficiencia do perfil po
lTinomial do 49 grau foi feita por MEL'NIKOF [9], em 1942, ao man-
ter o perfil de Pohlhausen nas regioes aceleradas e utilizar a so
lugao de HOWARTH [9], wu = C, - C, - x para regioes retardadas,
acoplando as duas solucoes no ponto de pressao minima.

SCHLICHTING e ULRICH [ﬁZ], em 1940, utilizaram um poli~-
nomio do 69 grau mas nao obtiveram resultados melhores que o dado
pelo polinomio do 49 grau.

Em 1937, SUTTON [12] aplicou um perfil de velocidades

du
bi-parametrico para o caso da placa plana (75? = 0).

Em sequida, WIEGHARDT [19] aplicou um perfil bi-parame-

trico do 1192 grau dado por:
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u 8 2 3
— =1-(1-n)" - (1 + An+ An+ An) (3.1.5)
Us

em que os coeficientes A , A e A sao func¢des dos parametros a(x)

e T{x) assim definidos:

u u
—_ a2
U U
a(x) = —2 r(x) = - —2 (3.1.6)
y a(h’) ’
62 ¥Y=0 62 ¥=0

Nos ja haviamos definido vy(x) = f(n) e e€{x) = f(n) donde sao

validas as relagoes:

5\ 5
r(x) = Y(x)(-f) a{x) = e(x) - .:Sé (3.1.7)

0 perfil de Wieghardt apresenta resultados satisfatorios
para prever o ponto de separagao mas nao e t3ao preciso quanto o

perfil de Pohlhausen nas regioes proximas do ponto de estagnacao.

Inumeros estudos [1] levaram a concluir que o polinomio
deve ter grau variavel de maneira a atender as diferentes regioes

do escoamento.

Un perfil uni-paramétrico deste tipo ja havia sido pro-
posto por LOITSIANSKII [9], em 1942. Sua solugao, contudo, nao con
sidera a equagao da energia mecanica sendo por isto menos precisa

que a de Geropp.

Geropp propos o perfil bi-parametrico da forma:

u
—=1-(0-0)" - (1+An+An" +An’) (3.1.8)
U

5
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e baseado nas solugoes de Hartree, relacionou 1{x) e g(x) na
forma:

7 + 1,7513 « g(x) - 0,7026 - e(x)? O<e<? (3.1.9)

T{x)

t(x) = 8 - 0,0235 + e(x) + 0,0722 - e{x)? e>1  (3.1.10)

Com o grau do polinomio variavel, Geropp superou as dificuldades

'de Wieghardt bem como estendeu as solugoes integrais para os ca -
sos de escoamento compressivel, com ou sem troca de calor, apre-
sentando excelientes resultados para solugoes comparadas com a so-

lTucao exata de Goertler e experiencia.

III1.2 - Coeficientes do Perfil de Velocidade.

0s coeficientes A,, A, e A, sao determinados a partir

do perfil de velocidades de Geropp, utilizando as definigoes:

u
79—

g(x) = —2 (3.1.11)
y

3 =

5

y{x) (3.1. 49

y 2}
)

§/ ly=0
Derivando o perfil.de  velocidades com relagao a. 'n .obtemos (Apen
dice 1) |
Al =1- ¢ (3.1.12)

Derivando outra vez com relacac a n obtemos (Apendice I)
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24T
(3.1.13)

Y
A =~—-1T €+
2

1 2

Para determinacao de A3 utilizaremos a condicao de compatibilida
de na parede que & derivada em relacac a Y e aplicada em Y =0,
0 resultado & adimensionalizado e igualado 3 derivada terceira do

perfil de velocidades em relagao a n.

Obtemos (caso de fluTdo newtoniano e isotermico) (Apendi

ce I}

Y r,~? 2+ 2 734372421
A = -(31 + x(—) )-e ¥ (3.1.14)
B Y ' 2 6

e no.caso geral

¥ r -1/2 B+Kx 2+ 1 343724271
A ='_3T +X<_) + 2.wo€- -E + (3.1-15)

16 y A 2 6

8 2
Uma vez que T = f(e}) e T = Y(T%) vemos que os coeficientes
- sao fungao dos parametros €, y e x (caso isotermico) acrescidos

de w, A, B e Kx no caso geral.

Para o caso de escoamento sem sucgdo (¥ = 0) e de flui
do newtoniano, os coeficientes foram calculados por Geropp e te-

mos um perfil bi-parametrico fungao de e e .

I1I.3 - Coeficiente de Arraste e Dissipacao.

0s coeficientes Cf e CD podem ser definidos em fun-

c3o de a(x) e B, bem como do nimero de Reynolds com relacdo a

espessura de perda de momentum. S3ao eles assim definidos:
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g — (3.3.1)
2 p6U6
u
ou U6 aﬁg
H— Hoe— -
Ce Ay, ° 5 &l
Ao Y=o, 2 2 _¥=0 (3.3.2)
2 U 2 U2
Ps s PsYs
u
U5
Y
95— a
c 5,0,
LA AL (3.3.3)
2 2
pd”ﬁ § Re6
2
M

Da definic3ao do coeficiente de dissipagao {(2.6.14) obtemos
s ‘
2.C, = s (Ut + T + du {3.3.4)

P
676 U,

que no caso do fluido viscoso nos permite escrever, apos adimen-

sionalizar (Apendice II)

u 2
1 a—
2 8 u UG
Z.CD = . _2 . —_ —— | dn (3.3.5)
Re 8 u
S, ° o o
ou
2
2 CD = B (3.3.6)
ReG

Em que
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u 2
62 1 u 3Ug
8 =__,f — | —8 |dn (3.3.7)
§ “o uo aﬂ

A consideracao do perfil de velocidades (Cap. IIl) e de temperatu

ra (Cap. IV) e da relagao (2.4.8) obtemos

u U v T om
— - -—§=(_) .S (3.3.8)
H 1-16 u

0 ‘ 0

e, considerando o perfil de temperatura aplicado no pontd y=0 nos

dara
i T ¥
_"=(_°> =AY (3.3.9)
Mg Ty
obtemos
T M
Y T 1 Ts
_ - (.__) o— =\ S (3.3.10)
u Ts AV A
0

Aplicado a equacao (3.3.7) obtemos

s B+kx , U\ C-Kx ,u 2"
EVIRESURCPH TR

0 § 8

v n[(mm1 ; 2A2]+ nz[(‘l‘+2)A2 - 3A3:| .

+ n3[(T+3)A3:|}dn (3.3.11)

I111.4 - Parametros do Perfil de Velocidade.

0 perfil de velocidade tem a seguinte representagao ana
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1itica:

u(x,y) y
——— = f(=—— e(x), v(x), x) (3.4.1)

Ua(x) §(x)

em que os parametros tem as definigdes:

5§(x) = parametro de espessura da camada limite

g(x) = parametro de forma

y{x) = parametro de forma

X = parametro de sucg¢ao, considerado constante mas po

de ser variavel.

Neste trabalho utilizou-se para parametro de espessura

da camada limite, a espessura de perda de momentum 8, definida co

mo

i~ pu u
5 =J (1 - ——)dy (2.6.10)
o Ps & )

Foram utilizados como parametros de forma T(x) e Haz, defini-

dos como

L(x) = y(x) - (%z.)z (3.4.2)

(3.4.3)

32

x
"
=] =]
w

2

E conveniente reproduzir os diversos parametros e suas definigoes,

o que fazemos abaixo:

5 o o
i 7
e(x) = __il a(x) = __yﬁ (3.4.4)
¥ y=0 %, ly=0



50

a“"-‘ a’-u—
u u
Y(x) = - —5 rx) = - —=; (3.1.6)
3(;) a(-g:
y=0 y=o0
2 52 .2
a(x) = e(x) - & r(x) = v(x)(—) (3.1.7)
s s

A utilizagao dos parametros & feita no Apéndice I, para dedugao  dos
coeficientes do perfil de velocidade.
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CAPITULD IV

PERFIL DE TEMPERATURAS

IV.1 - Determinacao do Perfil de Temperatura.

Baseado nos estudos de Van Driest para a placa plana,e
numero de Prandtl variavel & possivel escrever um perfil de tem-

peratura da forma

T u T
= A B(—) + c(—) (4.1.1)
T6 UG Us
onde A, B e C sao os coeficientes de equacao determinados para o
caso %% =0 e %% = 0, placa plana e temperatura de parede cons

tante.

Varios autores [19] concluiram que fortes gradientes d
pressao tem pouca influencia sobre a transferencia de calor, po
rem fortes gradientes de temperatura podem influir de maneira con
sideravel. A correcido dos gradientes de pressao e feita na equa-
cao de Van Direst modificando o coeficiente B, e a correcao para
o gradiente de temperatura & feita no coeficiente C. WALZ [19]
propEs introduzir um coeficiente Kx como parametro de corregao
a ser determinado. Este parametro corrige tambem o termo %% # 0.
Para que as condicdes de contorno do perfil sejam validas, e ne-
cessario corrigir o coeficiente C pelo termo [C-Kx]. 0 perfil

obtido e do tipo
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T
—_—= A 4 @+bqf1+ E-mﬂfz (4.1.2)

Ts

A determinagao de Kx & feita através da utilizacao da Equacio &
Energia Termica. Este perfil e geral e valido para escoamento la-
minar, turbulento, compressivel e incompressivel com gradientes de

pressao e fortes gradientes de temperatura na parede.

Iv.2 - Coeficientes e Parametros do Perfil,

A consideracao do perfil de temperaturas

T

— = A+ (B + Kx) » f + (C - Kx) - f (4.2.1)
Ts 1 2

nos levam a adimitir, visto que no ar (Pr=¢J.72)se tem um pequeno
afastamento do numero de Prandt]l da unidade, que podemos conside-

rar [19] as relagoes abaixo

u
fo=— (4.2.2)
.
Us
u 2
f =(—> (4.2.3)
2
Us
com
k-1,
A =1+ r_E_Ms(]-B) (4.2.4)
k-1,
B=9.1r. M {4.2.5)
2 é
k-1, |
C=-r —M (4.2.6)
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Te - Tu
g = —— (4.2.?)
T, - T

0 parametro Kx sera calculado atraves da Equagao de E

nergia Termica como veremos adiante neste trabalho.

Na definic3ao do parametro de transferéncia de calor 6
temos Te’ "recovery temperature" definido por
K"] 2
T =71 1+r-—~—-M) 4.2.8
que, no ponto de estagnacao vale
K-1

T =T, (1 +\—-—2—-M;) (4.2.9)
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CAPITULO V

VELOCIDADE E TEMPERATURA DO ESCOAMENTO EXTERNO

¥.1 - Velocidade do Escoamento Externo

0 mais comum para a sua expressao e utilizar formulas a
partir da teoria potencial. Blasius, em 1908, apresentou uma solu
¢ao deste tipo que foi desenvolvida por Howarth em 1935, HNela a
velocidade do escoamento externo € representada por uma serie de
potencias de x, a partir do ponto de estagnacgio, SCHLICRTING
[n2].

A solugao de Blasius exige muitos termos, sobretudo na
regido proxima do ponto de estagnacao. HIEMENZ {6], [8], [12] ve-
rificou-a experimentalmente e nos pontos proximos da estagnagao a
presentou bons resultados, mas que nao era satisfatoria proximo a

separacgao.

Para o caso do cilindro, a teoria potencial permite de-
terminar uma distribuicdo senusoidal. Como ja observado, ela nao
prediz o ponto de separacao. Evidencia-se a necessidade de utili-

zar uma representacao origindria da experiencia.

Sequndo HIEMENZ [6], [8], pode ser representado o cam-

po de velocidades na. extremidade da camada limite como

] =7,151x - 0,04497x® - 0,0003300x°% (5.1.1)

§(x)
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com as seguintes condigoes:

R = 4,87 cm (5.1.2})
U, = 19,2 cm/s (5.1.3)
Re_ = 18 500 (5.1.4)

A adimensionalizac3do conduz a forma

* * *3 * 5
Uu =X - 0,006282963x - 0,00004647x (5.1.5)
onde
u
v e —8 (5.1.6)
K« U

X
= = (5.1.7)

L
L = 1 cm (5.1. 8}

Esta representacao formal introduzida por GOERTLER [s]&
a utilizada por GEROPP [5] e SCHMAL [13]. Ela concorda com o0s re-

sultados experimentais na faixa em que o escoamento € laminar.

Sua utilizag¢3o no trabalho de FIGUEIREDO [1] foi feita
com Sucesso, levando a previsao do ponto de separacgao a uma boa

concordancia com os resultados experimentais.

Este perfil de velocidades da extremidade da camada 1i-

mite sera por nos considerado.

V.2 - Temperatura do Escoamento Externo.

No tratamento que e dado neste trabalho a equagao da e-
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nergia, faz-se necessario a utilizacao do perfil de temperaturas

do escoamento externo.

Ateé o presente, nenhum trabalho experimental traduziu o
comportamento da temperatura da extremidade da camada limite em

funcdo da distancia x ao ponto de estagnacgao.

Todos os trabalhos pesquisados se resumiram em expres -
sar a variacao da temperatura de um modo global pela transferen -
cia de calor do cilindro para o fluido circundante ou vice-versa,
apresentando os resultados em fungao do Nﬁmero de Nusselt, este

como um produto de Numero de Prandtl e Numero de Reynolds.

No presente trabalho foi considerado que o perfil de
temperaturas externas Tﬁ(x) tinha comportamento semelhante aodo
perfil de velocidade externa, sendo calculado pela relagao do nu-
mero de Mach para os escoamentos da camada limite externa e o es-

coamento livre, a saber

u U (x)?
M, = s LM e el (5.2.1)

§ 5
VKRT ¢ () KRT ¢ (x)

Uoo 2 Uoo
M, = . M, = (5.2.2)
KRT KRT
donde
2 2
Ts{x) Ug(x) M_
= ( ) . (-—-) (52.3)
T, U, M5

Este perfil, nao definido para o ponto de estagnacao, relaciona a

temperatura externa com a velocidade externa.
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CAPITULD VI

DETERMINACAO DAS GRANDEZAS

VI.1 - Coeficientes e Parametros do escoamento.

Uma vez obtida as solugBes das equagdes diferenciais [1]

dZ .

—d +6,Z. -F, =0 (6.1.1)
dx i%i j

e
dZ . :
— = +6.Z_-F_ =0 6.1.2)
i E°E ~ E

diversos parametros podem ser calculados, tais como:
1. Coeficiente de arraste (Cf)
2. Coeficiente de dissipagao (Cp)
3. Tensao de cisalhamento na parede (ro)

0s parametros de forma também sao obtidos, a saber:

s I
H3 = =3 = —— (6-].3)
8, 7
U
pJ—
u
P = - S (6.1.4)
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e 0 parametro de succao (x) calculado em fungao do nivel de suc

cdo (V) como utilizado por FIGUEIREDO [1] e SCHMAL [13].

Com a solucao de Equagao diferencial

dZH

1 4+6,2,-F, =0 (2.6.65)
" HEH T OTH

obtém-se o fator de correcdo (Kx) para as consideragoes de
%% #0 e %% # 0, fator este que nos permite calcular o fluxo

de calor local (qx).

Um importante parametro do escoamento e que sera consi-
derado no calculo da transferéncia de calor e a tensao de cisalha
mento na parede To, definida como

gu
‘[‘0 = H— (6.1.5)
]
na consideracado do fluido newtoniano. Como visto anteriormente, po

demos definir este parametro na forma geral

n

Ju
T m(—) 1 (6.1.6)
ay y=0
que adimensionalizado nos dara
y "
Ug 3— n
T =m Us =m Eé— — 6.1.7
. A a (6.1.7)
§ 3 2
L
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pa”a(n+2-n)' n
T o (6.1.8)
2-n .n
pgls 8
.. m
¢omo definimos
06 2-n n
Reg, =+ Vs 8, (2.5.1.1)
obtemos finalmente
T all
o - (6.1.9)
DGUG Red

E conveniente considerar que no caso de fluido newtoniano

m o= u - (6.1.10)

que aplicado no ponto ¥y 0 nos fornecera

m o= (6.1.11)

donde a definigao da tensao de cisalhamento no caso de fluido new

toniano compressivel

T o
o - (6.1.12)
psUs  Reg
2
p U0
§ .
Re, = 22 (2.5.1.2)
2 p

desta maneira, T pode ser escrito como fungdo do parametro do
4]

escoamento e do numero de Reynolds definido como acima. Verifica-
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se assim, que o coeficiente de viscosidade (u) deve ser conside

rado o da parede (uu).

Da definicao do coeficiente de arraste (Cf) obtemos

Cf T o
—_— = °2 = (6.1.13)
2 dea Reﬁ2

para fluido newtoniano, ou, no caso geral (n # 1)

Cf T an
— = —L - ( 6.1.14)
2 pgls  Reg
2
2-n n
o U270 5
Reg = 02 (6.1.15)
2 m

E conveniente representar o coeficiente de arraste na forma abai-

xo para fluido newtoniano,

C T 1/2 4]
B AU N (6.1.16)
2 DGUG Re s,
1;2
Reb

ou na forma geral

T LS
. RelT! - (6.1.17)
°sUs Res
S
1
n+l
Re

1/2
A relacgao Re, /Rem/ pode ser obtida a partir da definigao dos
2
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numeros de Reynolds no escoamento externoc e na camada limite, a

saber:
2-n_n
) pGU6 ) :
Re PR R — (5.1. 5)
8 m
2 0
0 g2 mn
Re = ——— (6.1.18)
mao

que aplicado ao fluido newtoniano compressivel nos dara:

pSU §

Re, =22 (6.1.19)
2 Uo
Re_ = (6.1.20)
U

Por conveniencia, escreveremos

p U6 v
ReG = 862,86 (6.1.21)
2 U5 _ Uo
donde a relagao
Re
§ P U $ M u
2 .28 .8 . 2. . <_£> (6.1.22)
Ree, o, U, L u M,
ou, na forma geral
Re . 2-n n
‘Sz:f_fi.(u_ﬁ) .(_G_z>.m°°.fé ( 6.1.23)
Re e, u_ L m e mo
considerando a definigao
Z. = Re «§ (6.1.24)
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ocbtem-se
Res "' v. ™" Lz m
2 =_§..(_§> .(_J>._°_°. § (6.1.25)
Re Po U, L me m,
No caso de fluido newtoniano compressivel, & possivel representar
P He _
as relagoes E§ e - em funcio da temperatura na camada limite
externa e a relagao Ei em funcao do perfil de temperatura T .
0
f(A,B,C,&L) no ponto y=0, T=To, U=0. §
8
Estas relacgoes sao conforme abaixo:
1
K-1
s (Vs
78 <_> (631:26)
P To
W
U T
-6 =(_§) (6.1.27)
uco Too
My 1 1 1
_S . = - — (6.1.28)
R
Hs Ts
Re6
A nossa relagao 1;2 vale pois, para fluidos newtonianos com-
Re
pressiveis
1 1/ 2
=T~ ¥
Re Tg K- U 7. 1
— 2 (__> A1 R R (6.1.29)
1/2 T U R AY o
Re oo o

Uma extensio desse resultado, de interesse apenas tedrico, € aque
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le em que consideramos os fluidos nao newtonianos, donde

1
Re 2-n 5 N n-1

. pi.(.”.i) .(_J.).Tf'i-m—é (6.1.30)
ke-1/n+l p, ‘U L mg m

P 0

que no caso real de fluidos nao newtonianos e incompressiveis iso

termicos nos dara

Re U 2-Nn 7

_ % (__) (TJ) (6.1.31)

1/n+4
Re ! 5

o2

o coeficiente de dissipagao CD pode ser obtido da seguinte ma-

neira:
2+C Z °
D Reg (3.3.6)
2
ou
1/2 B
2-{:D - Re_ = 2o (6.1.32)
Re
8
_—
Remll2

Podemos agora, calcular o parametro de sucg¢ao {x) em fungao do
nivel de succao. Este nivel, no caso de fluido incompressivel &
representado por uma rela¢do entre o numero de sucgao no infinito

Y, e o niumero de Reynolds no infinito Re_ , a saber [1}, [13],

Ve 2 (6.1.33)

0 parametro de succao e entao definido por:
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v 1 7.
X = e (—i> (6.1.34)
Re s L

w 2

No caso de fluidos compressiveis devemos considerar a partir das
‘definigoes .dos parametros de sucg3o, numeros de sucio e numero de

Reynolds, conforme abaixo:

v
X = - 8 . Re(S (6.1.35)
¥ 2
)
P L .- % 6.1.36
Y, o= — (-vo)- e = ——(~vo) 62 (6.1.36)
u 2 H
0 0
Vo Ps
Re = + U L .. Re, = — - U_ - § (6.1.37)
o L ) 8 2
U, 2 U
0
— V ~ - — -
Obtendo a relacao Ei das definicoes do numero de sucgao e do nu
8
mero de Reynolds
—_2 = - 2 (6.1.38)
Re6 UG

temos que o parametro de sucgao ¥ sera dado por:

x = Re, 2= b, | (6.1.39)

Observando que temos a relacao abaixo para os numeros de succao
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5
. -2 (6.1.40)
L

=

8

Ps
P o

e Zj foi definido como variavel auxiliar, donde

§ = —i- (6.1.41)

obtém-se para o numero de suc¢3o com relagao a espessura §
2

1 Pey s U Z.
ws = lpm . . (._._6..)(_) - (...-_J_) (6.]_42)
o 0
2
e, finalmente, para o parametro de sucgao:
v 1 p M, M Z.
X = —2 : (—ﬁ) : (—— : —ﬁ) : (-!) (6.1.43)
Re_ Re52 P Me uo L
1
Re /®
ou
! -W
¥ 1 T\ 1 Z,
X = oo/ ) . (__,) - (_3> (6.1.44)
1/2
Re - Reg To A .
® _2
1/ 2
Rem /

Ve
A relacgao ode ser fixada arbitrariamente e e denominada
ey

de nivel de “sucgao V.

E igualmente conveniente definir o parametro espessura

da perda de quantidade de movimento da camada limite como fungao
- Re6
da relagao 2, a saber

Re_1/2
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Re -1
8 § Pg ,Hy UM
AP EATY (_6)( ._6)(_6) (6.1.45)
L Re,, CIVAS S U,
donde
Re -1
8 1/2 8 p M, M U
2. Re_ 't 2_ . (_£)<__ _§>(_§ (6.1.46)
L Re 1/2 poo u(s I—lo Ucn
ou
LI -
JVE Reqz T o 1 U
P Rem - 1/2 . (___) » _w . - (6.],47)
L Rew Too A Um

O0s coeficientes de dissipacao e arr

aste sao entao definidos como

1/ 2 )
Cf‘ - Rem = 2 . (6.].48)
Re6
2
1/2
Re
e
172 B
Cp * Re, | = (6.1.49)
Res
2
172
Re /
e a Tensao de cisalhamento na parede @ dada por
T, T P, Ui
= - = (6.1.50)
psUs (pmui> o5 Us
ou
U 2
T 1/2 o p
o e " - .(._é) . (.JE) (6.1.51)
pmué Reﬁ pw UOD
2
1/2



67

VI.2 - Transferencia de Calor e Numero de Nusselt.

baixo:

0

fluxo

de calor local

aT
q, = - k—
X

31 ye0
L

9
« 8. | ts
0 U a_tL
§ U6

A consideragao do perfil

nos dara

I
I

a_
Us

que aplicada a y =

Obtemos assim

= (B+Kx) + 2(C-Kx)—

de temperatura

u

0 se torna

= A + (B+Kx)— + (C-Kx)
Us

u

Us

9%

&)

8

e obtida da

forma a

(6.2.1)

(6.2.2)

(6.2.3)

(6.2.4)

(6.2.5)

(6.2.6)



68

Posterior transformacao desta equac¢ao nos dara

.
. $(B+kx) (6.2.7)
Us

K Ju

0 * Cpuu v—
03

Cpuc Y

G, = -

y=0

que, com a aplicagao da relacao (6.1.13) se transforma em

1 Cf Kx
Qu = = — « L o ¢ aT_ep.eU .B<1+_) (6.2.8)
X Prﬂ 2 p & "8 78§ B
com a definicao de
2
K‘] 2 U6
B=r «—M -0=r .8 (6.2.9)
2 chTS
obtemos
1 Cf r 2 KX
q = = e 8 e— e - 0 U .« B - (] +-'—) (6.2.]0)
X Pr 2 2 &8

Assim, em termos do fator de analogia de Reynolds, pode ser escrita
[19]

r Cf 3 Kx
Q, = - = ° . Ueg «= 8 » (] + -—) (6.2.11)
2 2+ s B

A consideracao do numero de Stanton {St) nos dara a forma

q C

St = X - _f (6.2.12)
QGUGCP(TG-TO) 25
donde a forma adimensional de transferencia de calor
q r Kx
x3='-'5t'9°<]+—) (6.2.13)
DGUG 2 B
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0 numero de Nusselt e definido como

qy-L
Nu = ——— (6.2.14)

KC°AT

e 0o numero de Nusselt local sera fungao do comprimento X na su-

perficie do cilindro

Qy X
(Nu)x = m—— (6.2.15)
Ko+ AT
- - 1/2 -
A obtencao de C. em fungao de Re, nos darao as formas abai
xo para a transferencia de calor:
qQx 1/2 r 1/ 2 1 Kx
e Re, T = oot Re, -_-e-(1+——)(6.2.16)
PsUs 2 2+5 B
- - 3 1f2
Com a consideragao de g, em fungao de pGUS e Re_ obtemos
para o numero de Nusselt:
(Nu) 1/2 q, *X
X X
5 * Re, = — (6.2.17)

K. .
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CAPTTULD VII

SOLUCAQ DOS SISTEMAS DE EQUACDES

VII.1 - Sistema de Equacgoes.

No trabalho referente a camada limite de velocidade [1]

foram consideradas as sequintes caracteristicas:

1. Escoamento permanente
Escoamento laminar

Fluido incompressivel

-+ w jat ]
. . B

Sem trocas de calor

0 metodo de solugao utilizado foi o desenvolvido por GE
RoPP [5], [13], [19]., sendo aplicado tanto ao escoamento com pro-
priedades fisicas variaveis como constantes, com troca de calor
ou nao, escoamento laminar com gradiente de pressao arbitrario. No
presente trabalho estamos considerando o caso mais geral de flui-
do compressivel e trocas de calor, escoamento permanente e lami -

nar com gradiente de pressao.

Serao utilizadas as equagoes integrais para a quantida-

de de movimento

jLG + 8 |2+ El oM j_ . EEQ - Eﬁ + %0 (Eﬂ - ) = 0
dx 2 2 8 § dx 2 pgUs \ U

(2.6.12)
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para a energia mecanica

d 5 1 du, o v U
5+ 6 |32t - M| ——S - 20, + 0 (_a) 1= 0 (2.6.17)
dx 3 3 5, Ug dx psls LU

e para a energia total

d K-1 , k-1 5,8 § |
—_ - - - S _3 . 3 -
c, - psUsTo\—Mg * 8, -8, |r MG( 8)-+Kx( 1)

d 2 2 6, 62
c (T . K-1, aT
0oVoColTsT,) + TG—E—MG) + ch; (2.6.38)
y=o
a condicdo de compatibilidade na parede
2
3u Ps dUs 1 Ts 1 u
v, — - — tlUg——=—{w . — — * (B+Kx)u, - —-—)
dy y=o P dx P, T, Ug y/ ly=o
3%u .
+ . — 1A
U oy (2.4.14)
- - y=0
a condigao de sucgao
v
x = - Regg L (2.5.2.1)
2 U
. -6
um perfil de velocidade tri-parametrico de forma
U T 2 3
— =1-(1-n)' (1 -EK+An+An+An) (3.1.8
U 1 2 3
§
e um perfil de temperatura da forma
T u u 2
— = A + (B+Kx)— + (C-Kx)(——-) (2.6 .32)
T u U
8 8 8

A substituc3do nas equa¢Oes integrais da quantidade de movimento e

da energia mecanica dos valores de Cf e CD bem como as consi-
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deracoes de fluido viscoso

(Uo= 0) nos fornecem as equagoes:
ds,, 8 2| 1 dU o K
4524 - My — - - 09 =0 (7.1.1)
dx 5 U, dx Re62 0sUs
ds, 8 2| 1 du; B oV
— 4 843 4 2k - Mg — —— -2 ST R (7.1.2)
dx 63 U<S X Re52 pGUG
A definigao de
Z = Re . P
3 5 62 (7.1.3)
2
I = Re62 '8 (7.1. 4)
permite apos a consideragao de que
az, 9 Res ds’
- 2 .85 + Re, — (7.1.5)
)
dx dx 2 2 dx
az; 9 R ds’
= 2 .5 + Re, — (7.1.6)
3 §
dx dx 2 dx

obter-se as equagoes

seguintes, equacbes diferenciais lineares de

primeira ordem {1] a que se acrescenta a Equacao diferencial 1i-
near de primeira ordem da Energia Total (Apendice IV},
de
— + G.Z. - F. =0 10
dx JZJ FJ (6 )
dZE
-t 4+ 6.7Z_ -F. =0 (6.1.2 )
dx ETE E
dZH
— + G2, - F, =0 (2.6.65)
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Aqui, a aplicagao ao fluido newtoniano (n=1) nos permite as segin

tes definigoes:

G, = 84 » — 2 (7.1. 7)
J UG dx
1 du, 3 2
F =2a-2x-Z.—-—-——--(2—-2M -1) (7.1.°8
i Ju,  ax 5 8 )
2
1 dy,
Gp =4 0 — o =2 (7.1. 9)
U dx
5
5 5 1odug 6 6 ,
Fe = 28 -(_3_+1)-x+_3(a-z._. __)-(_.1-+2—i-2M5)
8 8 Jurs dx 8 8
2 2 2 3
(7.1.10)
. 1 dT. 1 du 5
6y = X+_-5—-—-—_5-(1+_.1_) (7.1.11)
I, Ty dx  Ug dx 5
1{a [ K-1 K-1 , ]
Fy = —{—{r——H, ~ 8 +Kx|+ x|—HM (r(1-8)-1) (7.1.12)
Zj Pro 2 2

Com a consideragao da condigao de compatibilidade (2.4} e do paria

metro de succao {2.5) e, com as definigoes de a{x), I'{x} e Z.

J’

obtemos desprezando (a(x))2-w. ] 4
T(x) = x *a(x) + 2, +— » -3 (7.1.13)

J U6 dx

que, junto com {6.1.1) , (6.1.2) e (2.6.65) constituem o sistema
de equagoes a ser resolvido, pois a obtengido de ZH implica no

calculo de Zj e a verificagao do resultado & feita com a rela -
cao ZE/Zj'

As equagoes em Z sao equagoes diferenciais ordinarias
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de 1?2 ordem do tipo equacao Bernoui]li, para o caso geral de flui

do nao newtoniano (1.2), de expressdo algebrica

d
&, F(x) *y = g(x) y" (7.1.14)
dx

VII.2 - Metodo de Solucao.

A equacao de Bernouilli aplicavel ao caso hidrodinamico

tem forma
e b7 e —S . a3=0 (7.1.15)

com solugdo geral (Apendice III)

X b
o, P jx@am] "
Z, =1 . :

(x) (x ) —_— +a - g 5 {(7.1.1.6)
0 UG(X) [UB(XJ

Z(x) pode, ent3ao, ser calculado como funcdao da distancia X a um
ponto em que seu valor & conhecido como & por exemplo, o ponto de
estagnacao, para um escoamento externo arbitririo Uﬁ(x)' Com ba
se na soluciao geral e possivel desenvolver um processo Aterativo
com a seguinte relagdo de recorrencia, em que os valores com 1in
dice (i) sao os valores conhecidos e os valores com 7indice
{(i+1) sao os calculados.

Xi+1 X
us, |P J; [Us(x)] ax

a
= L — . = (7.1.17)

i+1

Na consideragao da solucao geral da Equagao de Bernouilli, os coe-
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ficientes a e b devem ser constantes. Para aplicagdo, devemos

E
os valores de a nas duas equagoes dadas.

pois obter valores medios de Fj e F pois estes valores $a0

Utilizando a definicao de T (x) dada em (7.1.13) pode -

mos escrever os valores de F. e FE como abaixo:

Fs

J
§ 2
2a - 2x - (T - a)()(Z—l - M, - 1) (7.1.18)
%,
- § § 8 § 2
F 2B -~ (2 + 1)x + —2|a - (T-ayx){— + 2% - 2M (7.1.19)
E 5 s 5 S

s
2 2 2 2

Estas fungoes sao universais e depehdem do perfil de ve

locidades.

A escolha do intervalo xi;l- X; pode ser taoc pequena
quanto necessario e o trabalho de FIGUEIREDO [T] mostrou ser boa
a aproximacao sugerida por WALZ [19] de se escolher tal intervalo

que

Us.
0.97 < —*1 < 1,03 (7.1.20)
Us. .
i
8
A estimativa inicial dos valores Ei , T'{x) e x de-
. 2
ve ser feita e apos calculo do valor para o ponto Xj,, ele e ve
rificado pela relagao
JA
§ E.
-3 . (7.1.21)
8 Z.
2 Jita

Aplicado ao caso da Energia Total, a equagao tem a for-

ma

_He 6 <7z -F -0 (2.6 .65 )



76

com a solugao geral (Apendice III)

Zy. F
1

=
~
e =

Nela, temos as seguintes definigoes:

5,
(+§_> (a-
2 7
us. ., TS,
A, = X

X e
us, L

FH =:é§{§i(rfélmg *81—Kx)+—x «(1-6) . r-

r

) E%lmzi}

(7.1.22)

(7.1.23)

(7.1.24)

(7.1.25)

(7.1.26)
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0 conhecimento de Zj dado pela equagao da gquantidade

de movimento permite o calculo de Fy e a resolucao da equagao

(7.1.22).
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CAPITULO VIII

METODO COMPUTACIONAL

VIII.1 - Fungoes para Iteracgao.

Para a resolucao do problema do perfil de velocidade do

fluido incompressivel [1], foram escolhidos como parametros de for

ma do perfil as quantidades Haz, ' e ¥

A cada incrementos Ax 0s mesmos sao calculados itera
tivamente. 0s resultados obtidos por FIGUEIREDO [1], confirmam as
sugestoes de WALZ []9] de que a convergencia era garantida para

Ax tal que

-3
Hy,  —Hy, | £5.10
1+1 1

(8.1.1)

Valores medios dos parEmetros de forma sao considerados
apos cada incremento. Conforme verificado na determinagao dos va-
lores 61, 62 e 63, eles sao fungoes de relagoes designadas
por F1’ F e Fa, relacoes estas fungoes de e, vy, T, e x.

2
Obtem~-se, entao:

51

L =F (8.1.2)
8 3

8

1? =F -F (8.1.3)
8

|
]
(g%
-
]
w
n
+
-

(8.1.4)
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e da consideracao dos valores de — e -2 obtém-se a relacgao

(=]
~N
-n
w
[}
[FV]
“Ti
-
1
-

H =_3=, 2 (8.1.5)
¢

L d
w
-

a determinagao de e€(x) e y(x) exige a formacdo de um sis tema

de equagoes nao lineares a saber

- &
= - F - . 2 _
P F2 , + (2 Haz) X 0 (8.1.6)
e
5
Q=F -F --2-=0 (8.1.7)
3 1 6
Resolvendo o sistema
P = f(e, v) (8.1.8)
Q= fle, ¥) (8.1.9)

obtemos e{x) e vy(x).

No caso do escoamento de fluido compressivel com troca
de calor, os valores de § 62, 63 e 5» sao funcao do per-
fil de velocidades como no caso incompressivel mas também fungdo
do perfil de temperatura pela relagao

%? = %L = A + (B+Kx)(ﬁi) + (C—Kx)(—u—)2 (8.1.10)

§ 8 U6
Quando considerados nas integrais de definigao das es -
pessuras de perda de momentum, de energia, etc, estas integrais

nao apresentam solugao analitica como no caso incompressivel D].

Neste caso, a sua resolucao foi feita por quadratura utilizando-se
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a formula de Simpson.

Para manter o mesmo encaminhamento do problema incom -
pressivel e torna-lo um caso particular do nosso trabalho, desen-

volvemos & , & , 63 e 6“ conforme segue:
1 2

§ , espessura de perda de velocidade:

1 1 J—

%=J (] ) p: )m:j(l - _UT§._)dn (8.1.11)
0

o)
§Vs A L
Ts

8§ , espessura de perda de momentum:

8 ' 1 — = (
§ pu u U U
_2 =J (1 - __) dn=j § 8 dn (8.1.12)
8 A p6U6 U ;[-

LR
5 § Hu v\ TP (ud)
2a . (1 : __) dn = dn  (8.1.13)
s A U U

Ps"s § 0 _
Ts
6“, espessura de perda de densidade
§ ! pu p 'y ﬁL
_L‘.:j (-‘S--l)dn=f(——- G)dn (8.1.14)
§ g eels ° , s L
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Estes valores sao funcao das relagoes que designamos por:

)

6 3

8

2 =F -F +F (8.1.16)
8 3 1 0

I

3 -2 «F -3-F +F + 2F (8.1.17)
6 3 1 2 4]

)

0. F (8.1.18)
5 " |

sendo estas relagoes definidas conforme abaixo; tendo em vista man

ter o caso incompressivel como um caso particular do presente:

- 1 Fe7(n)
Fo=1] (1 - -1
f ( Fc8(n) ' ch(n))dn (8-1.19)

" Fer(n)?
F j N dn (8.1.20)
2 Fc8(n) '
" Fer(n)’
F, =f dn (841.21)
A Fc8(n)
(=
- - 1)d 8.1.22
¢ _{. Fc8{n) ) " | ( )

1 Fc7(n)y -
F =j ,_(1 - Fe7(n) - . (n))dn (8.1.23)

“ A Fc8(n) Fc8{n)
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em que
Fc7(n) = (l-n')'fu-EK+A1n+A2n2+A3n3) (8.1.24)
12
Fc8(n) = A +(B+Kx)[} -Fc7(ni] +(C-Kx)[i- Fc7(n{J (8.1.25)
Da consideracao dos valores de —2 e —-% obtem-se a relagio
8 8
8 2(F -F +F ) - F + F
H o= —3 = 3 1 0 1 2 (8.1.26)
32 8 F - F +F
3 1 0
_ ) ' _ -
que, com a consideragdo de -2 nos fornecera o sistema de equa -
6
¢oes nao lineares
— 5
P=F -F +(2-H ). 2=0 (8.1.27)
2 1 32 &
5
Q= F, - F e, -k (8.1.28)

Neste sistema de equagOes temos que

%=(§)1/2 (8.1.29)
& —
= (5—-1) (8.1.30)

sao os valores definidos para o caso do perfil de velocidades no
escoamento incompressivel [1] e que serdo corrigidos para o caso
do fluido compressivel segundo correcio sugerida por WALZ [19], a
saber:

T =T+ ¢ (8.1.31)

H =H « ¢ (8.1.32)



83

K-1T ,
¢ = 1/1 + r—'é-'-Ma [H32 * 1’) - 6] [2 = |'|32 * wjl (8.].33)
(W - 1) M§
po= 1 + 12 (8.1.34)
voo- 1
M§ + 12
lpl
0
v, =2 - bo (8.1.35)
\ ¢,8 .
Y= 0.0144(2 - H ){(2 - 8) (8.1.36)
0 32
a=1.18 (8.1.37)
b = 1.08 (8.1.38)

Deste modo podemos determinar o sistema de Equacoes nao lineares

o
H
n

o

f (e, ¥) (8.1.39)

L
1}
[}

o

f (e, v) (8.1.40)

sendo os valores € e ¥y, como no caso incompressivel, obtidos
a partir dos valores iniciais da solugcao de Hartree e determina -
dos iterativamente na resolucao do sistema de equagdes n3o linea

res P=0 e Q=20.

YIII. 2 - Yalores Iniciais.

0 metodo de resolugao pressupoe: o conhecimento de  um
valor imediatamente anterior para calculo do valor seguinte. E

possivel iniciar o problema com o conhecimento de valores no pon
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to d 0, onde Z,, \=0 Z., .= z = Ergy- Sen
0 de estagnagao, onde j(o) E{o) 0 e H{o) (o)
do E(o) dado por:

Eoy = - Kx+ (H - 1) (8.2.1)

0 valor de temperatura no ponto de estagnacao & previsto, fungdo
da velocidade do fluido e da temperatura do mesmo.

0s valores dos parametros do perfil de velocidade sao
0os considerados no trabalho incompressivel [1] com a correcio men

cionada (8.1).

VIII.3 - Condicao Final.

A condicao final sera aquela em que o perfil ndo mais

pode ser considerado como de um escoamento laminar. Ela e dada por

u
5
Us
a = <0 ‘ (8.3.1)
y
(3)
52 ¥y=0
ou
5
@ = e -(—£>50 (8.3.2)
§

quando o perfil & perpendicular a parede, a partir do qual comeca

a existir um fluxo no sentido inverso e o descolamento da camada.
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VIII.4 - Processo de Iteracgao.

Para fins de computacao do problema, foram considerados
pequenos intervalos da variavel * sobre a superficie do cilin -
dro e dentro destes intervalos, foram calculados valores medios

dos diversos parametros do escoamento e da temperatura.

As equacdoes foram resolvidas com a consideracgac do co -
nhecimento do valor imediatamente anterior e foi verificado, den
tro de cada intervalo da variavel x, qual o valor de Kx que i
gualava as duas equacoes da Energia (ZH), a obtida da relagao
algebrica (2.6.62) ea da equagao diferencial (2.6.65) denominadas

Ec e Eb respectivamente.

Aqui, a exemplodo parametro Haz, verificou-se ser boa
a aproximagao

E - £ < 0,001
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( INiCIO )

VALORES INICIAIS FUNQﬁES UNIVERSAIS
X H3 2y  EPS 9
U GA ZE DAM FE
T AK ZH  TETA FH
Mach’
DO I = {,800 »
EQUACOES
)
X(I+1) = X(I)+ AX Z€
ZH
ud
Té
DO K = 1,100 > N
— |H3M-H3(i+1)] € 5xl0-2

CALL CRIS (£,7)

lEc(i+1)-En(i+N]<1xt0™3

FIG. (8:1 -A) - ESQUEMA DO PROCESSO DE ITERAGAD
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ZJ(EY = ZJ(I41)
ZE(TI) = ZE{(I+1)
ZH(I) = ZH(I+1)
H3(1) =H3(I+1)
KX(I)=KX{I+1)
N
« #0 . Kx = Kx *+ AKx
s
, CF,CD,TO
A% = aX
rRD2,0,NU

H3J (1 +1) = H3(I+1)
GAJ (I+1)=GA(I+1)

® ® ®

FIG.(8-1-B) - ESQUEMA DO PROCESSC DE ITERAQEO
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CAPITULO IX

CONCLUSDES

IX.1 - Resultados e Discussao.

0 presente trabalho consistiu na solucao da equacao da
energia termica para a camada limite pelos metodos integrais e a
sua aplicagao ao calculo da transferencia de calor e outras gran-
dezas do escoamento no caso em que $e acham presentes gradientes
de pressao adverso. Para tal foram arbitrados numeros de Mach pa
ra o escoamento compressivel e escolhidas faixas para o parametro
deé transferencia de calor @ dentro das inumeras possibilidades
que o caso real apresenta. Foram selecionadas duas faixas de valo
res para © e verificado o comportamento da transferencia de ca-
lor e demais grandezas para estas faixas. 0s resultados se encon-
tram nos graficos que se sequem. Verificou-se que a convergenciada
solugao se torna dificil para maiores valores de Mach sendo neces
sario inameras ijteracGes para o estabelecimento dos valores cor-
retos de & e <y que resolvam as equagoes com determinadoKX gue
preencha a precisao requerida. Estes valores estao relacionados na

Tabela 9.1.

Foram utilizados os perfis de velocidade externa dado
pela experiencia e perfil de temperaturas externa funcio da velo-
cidade externa, sendo usado como fator de proporcionalidade os va

lores ¢ =1 para Mach = 0.2 e os decorrentes da consideracao



N? de Mach Interacao > Y 8

1 7.3220 35.7220
2 7.3250 35.5224

0.2 0.17350
3 7.3494 35.6724
4 7.34%4 35.6724
1 7.6355 38.0724
2 7.0709 34.0224

0.4 3 8.2099 44,9724 0.17005
4 7.4348 37.4224
5 7.4347 37.2724
1 8.7599 49,7224
2 6.1074 27.2724

0.6 0.16460
3 8.7599 50.4224
4 8.7599 61.1224

TABELA 9-1 - Parametros y 1iniciais
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de escoamento externo isentropico, funcao do numero de Mach. 0
perfil de velocidade externa @ crescente e apresenta valor maximo
nas proximidades de 6°=70° sendo decrescente a partir deste va-
lor e se interrompendo em torno de 90°%°=80° visto que a7 o perfil
ndo mais e laminar e as equagoes nao mais representam o problema
estudado. 0 perfil de temperatura externa & de representagao seme
lhante com representacgoes distintas em funcao do fator de propor-
cionalidade utilizado. As figuras (9-1) e (9-2) apresentam estes
perfis em fungao do angulo 6° ou de X“=x/L. A diferenga de fqg
peratura AT utilizada foi de AT=18%9°C numa suposicdao e AT=40°C
em outra. A tensao de cisalhamento na parede fo N0 caso compres
sivel e funcgdo de U /U, e de o./p,, esta dltima- ~fungao de

1/K-1
(Tg/T,,) :

A presenca do gradiente de pressao adverso afeta a ten-
sao de cisalhamento acentuando a declividade da curva para
valores superiores a 8°=709, Para valores de AT=189°C e a con
sideracao de pPs/P, dado pelo perfil de temperatura externa com
fator de proporcionalidade c¢=1 obtemos valores maximos de T, em
torno de ©6°=62° a partir do qual se acentua a declividade da cur
va. Verifica-se um deslocamento deste maximo para maiores valores
de 6° quando comparadoscom o caso incompressivel. Na representa
cao da figura (9-3) temos a curva para T, em funcio de i de-
monstrando que para os valores iniciais de 6% temos Tst/T°° pro
ximo de TG/Tm sendo esta diferenga proporcional a relagao pdgn
considerada. 0s coeficientes de arraste e de dissipagao sao forte
mente decrescentes no inicio, obtendo-se estabilizagao para majo -

res valores de 8°. Eles se acham representados na figura (9-3)
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para valores de AT=189%C. Deve ser observado que estes valores
sao funcao da relacgao Reéz/Re;/2 que & proporcional 3 corregao
de variagcao de massa especifica e de viscosidade dinamica, ambas
fungoes da relacdao de temperatura considerada. A influencia do,nic
mero de Mach pode ser vista na figura (9-5), onde se considera a

diferenca de temperatura AT=40°C para diferentes _nUmeros de

Mach.

0 fluxo de calor apresenta rapida . variacdo pa-
ra valores de 8° menor que 50° devido a espessura da camada
limite termica ser muito pequena. O0s valores obtidos, bem como
0 do nimero de Nusselt para AT=189°C e Mach=0.2 se encontram
representados na figura (9-4). Valores para outros nimeros ‘- de
Mach e AT=40°C s3o representados na figura {(9-6). Aqui utili -

zou-se 0 perfil de escoamento externo isentropico.

I1X.2 - Conclusbes e Sugestoes.

A solugcao da equagao da energia termica pelos métodos
integrais com a utilizacao de um perfil de velocidades polinomial
de grau variavel e um perfil de temperatura funcidozdo perfil de
velocidades do tipo empregado por Van Driest'para a placa plana
e considerando por corregao de seus coeficiéntes a influencia
dos gradientes de pressao adverso e de temperatura, revelou=- se
satisfatoria para diferentes faixas de fluxo de . calor e
diferentes numeros de Mach do escoamento compressivel. A aproxi-
magao obtida esta dentro dos valores adeitiveis para os proble -

mas usuais em que a utilizagdo de um metodo aproximado se reve-
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la de grande utilidade.

Como sugestao, recomenda-se a continuag¢ao do estudo com
a aplicacdo do metodo aqui desenvolvido ao caso de maiores valo-
res -do numero de Mach do escoamento do fluido compressivel, sendo
pesquiséda a corre¢do necessaria para a consideracaoc da existencia
de ondas de choque e sua iteragao com as camadas limites Tlaminar de
velocidade e de temperatura. De grande importancia & a pesquisa da
influencia . de. dissipacao’ viscosa nas equagcoes. A sua con
sideracao e apresentada como sugestdo no prosseguimento do traba-

Tho.

Sugere-se, igualmente, a aplicacao do principio dos me-
todos integrais como aqui desenvolvido ao caso do escoamento bifa
sico, considerando-se a C.L. de concentracao de massa e condigbes
de contorno para a interface., Isto feito, acreditamos que se te-
ria abrangido os tres diferentes ramos da mecanica dos fluidos que

estudam os fenomenos de transporte pelos métodos integrais.
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NOMENCLATURA

Parametro na equac¢ao do perfil de temperaturas defini
do por (2.6.33)

Coeficientes do perfil de velocidades

ParEmetto na equacao do perfil de temperatura defini-
do por (2.6.34)

Parametro na equacao do perfil de temperatura defini-
do por (2,6.35)

Coeficiente de dissipacao definido pela eq. (2.6.14)
Coeficiente de arraste definido pela eq. (2.6.9)

Coeficiente de calor especifico a pressao constante
(Cpm = valor medio)}

Coeficiente de calor especifico a volume constante
Numero de Eckert (E., = valor medio)

Parametro da equagao diferencial ordinaria definido
por (2.6.5)

Definido pela eq. (2.6.40)
Equagao da comparacao
Equagdo basica

Numero de Froude

Parametro da equacao diferencial ordinaria, definido
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por {(2.6.6)

Definido pela equagao (2.6.41)
Definido pela equacgao (2.6,63)
Funcoes no perfil de temperatura

Parametro da equagao diferencial ordinaria da quanti-
dade de movimento (7.1.1)

Parametro da equagao diferencial ordinaria da energia
mecanica (7.1.10)

Constante gravitacional

Parametro da equacao diferencial ordinaria, definido
por (2.6.7)

Definido pela equagao (2.6.39)
Definido pela equagao (2.6.62)

Parametro da equagao diferencial ordinaria da quanti-
dade de movimento (7.1..7)

ParEmetro da equagao diferencial ordinaria da Energia
mecanica (7.1 .°9)

Parametro de forma do perfil de velocidade

Parametro da equagao diferencial ordinaria, definido
por (2.6.4)

Entalpia definida pela equagao (2.6.24)

Energia interna, definido pela equagao {2.6.25)



Kx

Pr

Re

Re
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Relacdo entre os calores especificos Cp e Cv

Coeficiente de condutividade termica (Kcm=valor medio)
- - . -~ . dp dT
Parametro de corregao das influencias de Hi-#o e H?#O

Diametro do cilindro

Coeficiente de viscosidade para fluidos nao-newtonia-
nos (newtoniano m=yu)

Numero de Mach

Expoente da taxa de variagao da velocidade para flui-
dos nao newtonianos (newtoniano n=1)

Numero de Nusselt

Numero de Prandti (Prm = valor medio)

Pressao estatica

Fluxo de calor Tocal definido pela.eq. (6.2.1)
Numero de Reynolds

Numero de Reynolds local relativo a espessura de per-
da de momentum (62)

Funciao para iteragao
Fungao para iteragao
"Recovery factor"

Raio do cilindro
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Constante universal dos gases

Fator de Analogia

Numero de Stanton

Temperatura absoluta do fluido (T, = valor medio)
"Recovery temperature"

Velocidade do fluido na diregao x

Velocidade livre do fluido

Adimensionalizacao do perfil de velocidades na extre-
midade da camada limite

Velocidade do fluido na direcao y

Expoente na formula de correlag3ao entre a massa espe-
cifica e a temperatura

Coordenada ao longo da parede do cilindro, na diregao
do escoamento. '

Adimensionalizacac do comprimento sobre a superficie
do cilindro

Componente na diregao x da forca externa por unidade
de massa

Coordenada perpendicular a parede do cilindro, dirigi
da para fora
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Y - Componente na diregao y da forga externa por unidade
de massa

Z - Parametro de espessura

Zy - Definido pela equagao {2.6.61)

Zj - Variavel da equac3o diferencial ordiniria da quantida

de de movimento

Zg - Variavel da equagao diferencial ordinidria da energia
mecanica.

Simbolos Gregos:

a - Parametro do perfil de velocidade definido pela egua-
cao (3.1.4-a)

B - Definido pela equagio (3.3.11)

Y - Parametro do perfil de velocidades definido pela equa
cao (3.1.2)

r - Parametro do perfil de velocidades, definido pela e-
quagao (3.1.4-b)

8 - LEspessura da camada limite

8 - Espessura de perda de velocidade, definido pela equa-
¢ao (2.6.11)

§ - Espessura de perda de momentum definida pela equagéo
(2.6.10)

8 - Espessura de perda de energia definida pela eq.(2.6.15)
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Espessura de perda de massa .especifica definida pela
equacao (2.6.18). '

Divergente

Diferenca entre a temperatura da parede do cilindro e
a temperatura externa.

Parametro do perfil de velocidades, definido pela eq.
(3.2.1)

Viscosidade dinamica

Adimensionalizacao da ordenada y({n= %)

Massa especifica

Angulo central subentendido pelo comprimento x

Parametro da transferencia de calor definido pela e-
quacao (2.6.36)

Tensao de cisalhamento segundo o eixo dos x
Expoente variavel do perfil de velocidades

Termo de dissipagao nas equagoes de Navier-Stokes
Parametro de sucgdo definido pela equacdo (2.5.2.7)
Expoente da "fungao peso"

Numero de succao definido pela equagido (2.5.2.2)

Nivel de succ¢ao definido pela equagao (6.1.3)
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Indices
8 - Valor local na extremidade da camada limite
8, - VYalor relativo a espessura da perda de momentum (6,)
o - Valor em um ponto de referencia fora da camada limite
S - Valor no ponto de separagao
0 - Valor na parede do ci1indro
i - TIndice de interacgao
* - VYalor adimensionalizado
J - Valor na lei da quantidade de movimento
E - Valor na lei da energia mecanica

H - Valor na lei da energia termica
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APENDICE I

PERFIL DE TEMPERATURA, DE VELOCIDADE E SEUS

- COEFICIENTES

0 perfil de temperatura utilizado & da forma

T U U
— = A+ (BKx)— & (C-Kx) (— ) (AI-1)
Ts Us Us
com as definigoes:
- JKolw? e o - KTy AL-2)
A=+ rehg (1-9) B =8 ey (
I G2 (A1-3)
C = rr 5 Md
o perfil-de velocidades &.definido por
¢ T 2 2 (AI-4)
— =1 - (1-n) (1-EK+A n+A_n?+A n?)
U

8
obtemos apos derivar com relagao a n:
u
BU— _
S r-m)TTe (14A n+A2n2+Aan3)-(1-n)T(A1+2A2n+3A3n2) (AI-5)
I
an

que, ap]itada ao ponto y=0 (n=0), se torna:

e =Tt - A (AI-86)
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ou, pela definicao de ¢ dada em (3.1.11)

A =T -€ (AI-7)

Derivando novamente com relagao a n e aplicando a re-

lagao anterior para Al, obtemos no ponto y=0 (n= 0)

u
92—

U
. R I 28 (A1-8)
=0

que, pela definigdo de vy dada em (3.1.12}, nos fornece

1241
-T'E'l'

(AI-9)

rn | =<

2

Partindo da derivada segunda do perfil

32—
u

§ =-(1-])'T'(1—n)T'2(1+A1n+Azn2+A3n3)+T(1-ﬂ)T-1(Al+2A2n+3A3ﬁ)+
an 2 ' '

+ (1-n)T"(A1;2A2n+3A3n=)-(1-n)T(2A2+6A3n) (A1-10)

e derivando novamente com relagao a n e aplicando as relagoes pa
ra A1 e A2 obtidas anteriormente, temos, no ponto y=0 (n=0)

u
p R —

Us

3

=t® + 372 +21-3 ceft?+1)+ 3T ¥ -6A3 (AI-11)

an
n=0
Considerando a condig3o de compatibilidade na forma ge-

ral (2.4.15) e derivando esta expressdao com relagao a y, temos:

33%u
+_._

3
y=o &Y

32y U wo T du 93%u
-v__;. = 0 —’-—-—-(B‘PKX)’Z-——'——z

0

y y=0 po U5 Tn oy 3y

¥=0
(AI-12)
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que adimensionalizada nos fornece:

" u u
a2 : 3— Y 32—
U U piw T ' u U U
-v _G-o 62 = _n __-_G_-(B-]-Kx)oZ. 6. 6 _._f.- 62 +
D2
Ty e okl )
§- 'y=0 — 8 y=0 8 y=0
u -
83—
U U
L m— (AI-13)
" oa(2)
§ y=0]
ou
u u
d — ) 3 —
pv U U w U T 1]
- '] 00_6.- 62 =2'—°i3"_6(B+KX).
w9 ¥y u & T y
o 2 fY) s 0T (1)
§ y=0 y=0
u u
32 . a’a—
U
. 52 + 53- 53 (AI-14)
(%) Oy
) §
y=0 y=0
Utilizando as definicoes de e e <y obtemos:
3’ —
pv 8 U w T 1 u
- ] D. 2. 62-(-'Y)= 2' -_ﬁo(B+Kx).E-Y+_u 63 (AI']S)
T
y=a
ou
' u
33—
U pvi_Eé 6 T
§ =Y(--9 b 2. -2-w—£-(B+Kx)-s) (AI-16)
yy? u 5 T(5
3(5) y=0 0
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donde finalmente

2 (P)—llzlz T6 B+K AI-17
= =Y*| — - [y + . -
Y( X » W To ( X)-E) ( )

A obtengdo de A, g feita utilizando esta condigcao de

compatibilidade na parede e a derivada terceira do perfii de velo

cidades.
Obtemos, entao:
r "1/ T
Y(-x(_) -2-w-_§--(B+Kx)-g)=T3+3T2+2-r-3-g(rz+1)+31-y-6A3
Y T
’ (A1-18)
ou -1/2
¥ T T
A= —[—x(—) -2'W'—6--(B+Kx)-€-3'r}-(T3+3T2+2T)+3€(12+1‘)
b Y T
’ (AI-19)
e, finalmente:
y| v,/ B+Kx 13+312+21 T2 41
A= — X(—') 2w cet3 Tt —m - - (ARI-20)
6 Y A 6 2

No caso de wu=p temos w=0, e o coeficiente para 0
0 ’ .

caso incompressivel sera:

ys T2 134312421 T2+ 1
hoeto) e ) e

(AI-21)
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APENDICE II

DETERMINAGCAQ DOS COEFICIENTES DE

ARRASTE E DE DISSIPACEO

0 parametro Cf da equagao da gquantidade de movimento

e calculada a partir de sua definigao

AP
2
2 pGUG

Aplicada ao fluido newtoniano (n=1)

au
Uo_“
Yo _Wlyeo
2
2 DBUG

obtemos

U, gL M
§ UG U BUG
Po s o A
C 2 ) §
2 _ og-U2es
Ps U(S § 76 "2
uO
ou, utilizando a definicac de a e de’ Re,
2
.
2 Re

(AII-1)

(AII-2)

(AII-3)

(AII-4)
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0 parametro CD, da Equagdo da Energia mecanica, e cal

culado a partir da sua definigao

) 8
2, = Ut T-du (A11-5)

2 8 2 Ju, ,ou
26y = — - o dus= " ._[- (5_)(5_)(dy) (AI1-6)
Ps76 o CPets o
2
u
) 5 U, aUg
2¢, = 5 o8 ). gy (AII-7)
Psls Jp M, 5, L
2
Vd \ 2
2 Uy
AT A AN
2C, = S — o —S |} dy (AI1-8)
U § it y |
pd 8 2 0 0 3'6——

Utilizando a definigao de Re e mudando os limites

da integracgao:

u
2 1 o 9 (Ug) Y.
2c, = — | . ca(=) - 6 (AI1-9)
Re 5, u § .5 S
2 ¢ 0 3: 5
AR
2 s &% [ T
2. = R ._[.Ji N T P (AI1-10)
D §, & "
Re(S ) L n

2
]
2 6 Yy g
2¢, = 2. 2. q (ATI-11)
Re $ u .on
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ou, em forma resumida

.8 ( ATI-12)
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APENDICE I11

SOLUCAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

No caso de fluido newtoniano (n¥1), as equagoes diferen

ciais sao da forma

ay .
— + p(x) - ¥y = g9(x) (AITI-1)
ax
e tem para solugao
_ < X
f p(t)dt | t
y = m e N g(s) . dS + _—""'—_—x (AIII'Z)
[IGIE [Toctyet
e e

A aplicacdao a equacao da quantidade de movimento &€ feita como se-

gue:
dZ . 1 dU‘5
4 s . —_2 .7, -F. =09 (AI1I-3)
dx U, dx J J
8
x 1 du U 4
Jﬁ 4a~ 3 dx Ln S x "
% 8§ dx U U
o = e LO&X 1 - | 8x (AI11-4)
UGxo
4 v 4 ' 4
Usx de st
2= |—2f o (22 ) oFy e () (AI11-5)
J U U J U
§X &x é X
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F - F. | (AIII-6)

X = X, — L, =1  (AIII-7)

(AIII-8)

A aplicacao 3 equagao da energia mecanica & semelhante.

Vamos, agora, aplicar a equagao da energia termica:

dE [a-yx 1 dT 1 du 5
—_— 4 +__6.-...__.._6.(]+_1_) « E -
§

dx i 5 8

1 ‘(1 K-1 2 K-1 2
] __{_ |:r-—-M6-e+K{] ' X[—-—MG (r(l-@)-])“ - 0 (AII1-9)
2, |pr L 2 2

Considerando valores médios para os integrantes do G1ti

mo termo temos:

(AIII-10)

e a equagao

dE &y 1 du s 1 dT, | _
— +E {(_) — 5. (1 + _i)+.._. 5}-FH=0 (AITI-11)
U

dx Zj dx 52 T6 dx
tem solugao _ 5,
( ‘51) (+52)
— . 1+=— 2
(%759 (Xg=X) Us > Tex Usx _
E =E, e Y 22 =+ —F - & (AIII-12)
° Uﬁxo de { G%?i)-x
Tsx'®



em que
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APENDICE IV

DETERMINACAO DAS EQUACOES INTEGRAIS

Partindo das equactes da continuidade e da quantidadede

movimento
3 3
—(pu) + —(pv) = 0 (AIV-1)
Ix 3y
Ju 3u dp Y
ou— + DV_ = - — 4 - (AIV-?)
X Yy dx 3y

v+ 1
Multiplicando a equagao da continuidade por %TFT e a

da quantidade de movimento por VY e adicionando as duas equacoes

obtemos:

1 3 3 dp 3t
— ¥ty —(pvuVT Y = uW- — — (AIV-3)
v+1 | 9x Ay dx dy

Integrando com relagao a y entre os limites y =0 e
v+1

y = 8§ e adimensionalizando pela multiplicagao por >F3 ob-
tem-se 878
1 & 3 . 6 3 pvu\)+1
T vEz —({pu¥"*)dy t[. ——-(—n——;¢g)dy =
PsUs A ay AN psUs
v+l 6dp U vl (Suv ot
- — —(—) dy+ — - —dy (AIV-4)
p‘5 5 dx U6 pGUG U6 ay
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Considerando que, pela simplificagao da camada Timite

%% e constante ao longo de y,e que temos a relagao

dp dU(5
—_—= - paua_—_ (AIV-5)
dx dx

A equagao da continuidade nos da

8

3
psUs = Py -‘]~5;(ou)dy (AIV-6)
¢

e a formula de Leibnitz nos fornece

) 8
3 d dé
Jf —(pu¥* ) dy = ——-_[‘(puv+2)dy - — (AIV-7)
o O0X dx dx
Obtem-se, entao, a forma
1 8 § d vt
d V2 ds  p,v, 1 d & ooV, Y,
513 -d_ pu dy-—d——-+ = ; T pu dy +d—‘- 572
Ps¥s X X pgls pgls 9X X egUs
1 dUé § u Y § Va T
oo 2 [ [ (2o
U:S dx A U5 A U:S 3y paua
(AIV-8)
"A consideracao de
) 8 V+2
1 d 1 d pu
vt2 _ . vtz _
_F_"-Hd_x. fpu dy:w dx DGUG f—————u UHd_y(AIV 9)
Psts A P55 o P56
e

1 d 1 d vh2 pu
— L[ oy — = oy, j—-—dy (A1V-10)
p
s (& 68
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bem como a relagao

1 dp du

1
s _ s, MZ (AIV-11)
Os  dx Ua dx
permite obter a forma
o -Jﬁ ou [ u“*z] , 1 dau P ou Thah
- — 1- ——~|dy -(v+t2-M, ) — f - dy -
v+1 ) v+l
dx 0 °sUs Us Us 9 0 Psls s -
' v+1 §
p V. (U 1 du pu D v-1
. 0 0 0\)"'1 -11= ___‘5_(\,+1)f s Uv_l-] dy +
PsUs |Ys Us dx o Psls LP Vg
§ u Y3 T
+(v+1)-/.(__) __( Uz)dy (AIV-12)
, U5 oY pels

que, com as definigbes (2.6.4), (2.6.5), (2.6.6) e (2.6.7) nos da

rao o sistema de equacoes diferenciais de 12 ordem

d 2 1 dU

—fu s fu(vi2 - L omy) — S v ev+ hv =0 (AIV-13
v )

dx Us dx

Partindo da equagao da continuidade multiplicada por

8
entalpia, multiplicada por (\)+1)-h"J obtem-se, por subtracao des

Eﬂ”‘ - h“'f] e da equacdo da energia, colocada sob a forma de

ta equacao da primeira e da consideragao de que
2

U
h =CT +-5=const. (AIV-14)
P 2

a forma abaixo

3 1 2 :
— pu(h\ﬁ’ +l-hv +l)]+ —-l}v(h‘a”“-h\’“)]: -(u+1)-h\’.
ax ay

d
.87
ay(UT+KC§y)

(AIV-15 )
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Integrando com relagao a y nos limites y=0 e y =8

obtemos
8 .
.}
Vil v+l vl vl vl v+ -
P L ’}d’”{%”a[hs D3 v, PN ]}
0
o 3T
- {v+1) -]‘h . B(UT-FKC——) (AIV-16)
ay
0
ou, pela utilizagao da formula de Leibnitz,
8
’ RVt ohVt ydy-p U (AT -RVT! 2 AUTIopVTY) -
a pU( 5 ) Y 05 sl's & H—povo( s 0 )
0
S aT
- (u+1) jh"- 3(U1+K —) (AIV-17)
_ c
3y
8
donde
d ° v+l vt 1 v+l v+t ° v 9T
-a---fpu(h6 -h Ydy=p,vo{hs "-h, 5-(v+1)_[.h -a(ur+KC——)
X y
0 | 0 (AIV-18)

que & a equagao integral da Energia Térmica (2.6.22).
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APENDICE V

SIMBOLOGIA PARA CODIFICACAQ

Subprogramas FUNCTION:

FCl

FC2

FC3

FC4

FCE

FC5
FCSI
FC7
FC8

FC9
FC10

FC11
FC12

FCO

calcula o integrando de BJ(veiocidade externa na
Eq. da Energia)

calcula o integrando de Bp(velocidade externa na
Eq. da Energia)

calcula o integrando de B (coeficiente de dissipa
¢ao)

calcula a fungdao Temperatura externa T

calcula o integrando de ¢ (na.equagad:da energia
termica)

calcula o integrando do perfil de velocidace (U/U(S)2
calcula o integrando do perfil de velocidade (U/UG)S
‘c_alcu1a o integrando do perfil de vg]ocidade (U/UG)
calcula o perfi] de temperatura (T/Ta)

calcula o integrando de F3

calcula o integrando de F1
calcula o integrando de F2
calcula o integrando de F4

calcula o integrando de FO



10 -
AOT -

FCI -
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calcula o expoente 1 do perfil de velocidade .

calcula

calcula

Subprogramas SUBROUTINE:

FIP -
QATR -

CRIS -

AUXFCN-

BACK -
NLSYS1-

calcula

calcula

calcula a solugao do
subprograma auxiliar

subprograma auxiliar’

0s

as

as

as

coeficientes do perfil de velocidade

fungoes

integrais

integrais

.calcula a solugao do

STmbolos para codificacao FORTRAN:

ALFA

AK

AKZ

AP

A2

AH

AE

BETA

BET

o

o)
[
<

FO, P e (

pela Regra de Simpson

£ e R

sistema nao linear P=0 e Q=0
de NLSYSI

de NLSYSI

sistema nao linear P=0 e =0

ALF - o
AKM - X
AKZM - (27X
( Zj )
A
APM (Pr)
Al - Al
A3 - A3
A - A,
J j
8 - B
BB - B
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BH - B, BE - B
B - B,
cPCY - K (€ /C,) CK12 - (K=1)/2
1/1%n
c - c CF = CeeRe,
1/14n
b - CyeRe, cMac - T /(u)?
cp - C CR - R (const.univ.
P gases)
a1,
ceT - (THkd CAH - 1/AY
Cl = Cl c2 = Cz
DELX - &x DELKX- K,
*
s 1/1+n
v - oz - S2.ge !/
dx L
8, 8,
20 - 22 | v2om - (32)
6l
01> - DAM - vy
DELT T, - T, DEQ - E_ - E
FHo - F, FA - F,
FB - Fg FI - Fy
K-1 2
FE - F, FRKM - r o S g
FI. - ¢ Fg - Su



FH

GA

H3

H2

H43

PR

QR

RNU

RKX

RB2

S1

TR
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Pr

Nu

Kx

ReG

Rel; +1

&)

FHM -

GAM -

H3M -

HH12M

PSI -

RECF

RK12

REK -

n (Fungoes e Subrotinas) T -

Te

TINF -

=1 |

T

I

*

oo




TETA

TO

TH

UINF

VMAC

VKX

Fal

1J

Re1/n+1

Kx

p U2

W w
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TET

TT

uu

VSON

XX

ZE

ZJIM

8% (a

/T
Y
*

Us /U

i

som

ngulo)

*
i+

*
i+

x ({Funcoes e Sub-

rotinas}
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