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RESUMO

Uma repassagem no classico método dos ele-
mentos finitos € feita, juntamente com o estudo das técnicas nu
méricas a serem usadas para tratar campos térmicos transientes
¢ permanentes. 0 método quasi-finito €, também utilizado, com
varios aspectos da estratégia apresentados em detalhes. Este
método & aplicavel a problemas que nao podem ser tratados facil
mente pelo método dos elementos finitos. Exemplo comparativo
dos métodos e exemplos onde se mostra a flexibilidade do método

quasi-finito sao apresentados.
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ABSTRACT

A review of the classical finite element
method is given together wifh a study of the numerical techniques
to be used to deal with transient and steady state thermal
fields. The quasi-finite approach is also used with various
aspects of the the strategy presented in detail. This method
is applied to handle problems which cannot be treated easily
with the finite element method. A comparative example of
the two methods and examples showing the flexibility of the

quasi~finite method are presented.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

0 comportamento dos campos térmicos & um fa
tor importante para a analise de tensoes em partes estruturais,
em construcac de maquinas térmicas, e em varios ramos da enge-

nharia atual.

Com o avanco da técnica langa-se ﬁéo de for
mas geométricas cada vez mais elaboradas sobre as quais as sclu
¢Oes analiticas classicas tornam-se de aplicagao problematica.
Esta dificuldade aliada ao desenvolvimento de computadores ele-
tronicos proporcionou o desenvolvimento de processos de calculo
que utilizam grande nimero de operacgdes aritméticas, denominados

métodos numéricos.

Destes o método dos elementos finitos € bas
tante conhecido, sendo indicado para a determinacao do campo de
temperaturas em pegas solidas mantidas em meio fluido com tem-
peratura determinada. Infelizmente, para problemas onde além
do campo de temperaturas no s0lido desconhece-se '"a priori” 0
valor do campo normeio fluido, o método torna-se de dificil a-
plicacao.

Devido a este fato, utiliza-se além do méto
do dés elementos finitos, o denominado método quasi-finito. Es-
te método apresentado por MAZZANI' e MANSOUR?’3® para problemas

em regime permanente € estendido para situagdes transientes e
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também para a analise de problemas onde existem tubulagoes con
duzindo fases 1iquidas com temperaturas desconhecidas. Como se
ra visto, o método quasi-finito é eficiente em problemas onde o

método dos elementos finitos € de aplicabilidade dificil.

0 desenvolvimento tedrico do método quasi -
finito & feito no Capitulo IV e no capitulo seguinte apresenta-
se o algoritmo para sua utilizacgao. As listagens de programas

de computador podem ser vistas no Apandice C.

Para o método dos elementos finitos faz-se
o desenvolvimento analitice, partindo de um operador diferenci-
al arbitrdario, no Capitulo II. A aplicacao do mesmo a proble-
mas de éondugéo ¢ feita no Capitulo III para campos planos e a-
xisimétricos, utilizando-se a formulagdo variacional. O algori
tmo para a aplicacao do método ¢ omitido por ser bem conhecido

atualmente.

Finalizando, aplica-se no Capitulo IV 0s
dois métodos a um mesmo problema com solucao determinada para
fins de comparacao e apresenta-se casos que podem ser resolvidos
com base no método quasi-finito mas que tem solugdo problemati-

ca pelo método dos elementos finitos.



CAPITULO II

METODOS DE DISCRETIZACKO DO CONTINUO

A finalidade inicial deste capitulo & revi -
sar os fundamentos das teorias dos métodos dos residuos pesa-
dos ¢ das variagSes. E repassado, também, o tratamento do me-
todo dos elementos finitos devido a ODEN", Finalmente faz-
se a associacido do método dos elementos finitos com as teorias

acima.

2.1 MODELO MATEMATICO

0 primeiro passo para.a solugaoc de um proble
ma, & a procura da expressdo matematica do equilibrio de grande
zas envolvidas no mesmo, como forcas, pressoes, temperaturas e

deslocamentos, entre outras, presentes na natureza.

Normalmente idealiza-se elementos infinitesi
mais nos quais o equilibrio fisico e feito, chegando-se a condi
cdo genérica A(F)=0, a ser satisfeita em todo um dominio. A
funcio F € a solucdo procurada, em geral dependente do tempo,do

espaco e de propriedades fisicas.

Deve ser considerada, ainda, a interagao e-
xistente na fronteira com o exterior do dominio, expressa em

uma condigao de contorno B(F)=0.



Finalmente, para problemas com variacao no
tempo, necessita-se do estabelecimento de condigGes em um  ins-

tante inicial.

Resumindo, tem-se que a solugdo F(t,x,y,z) de
um problema, onde t, X, y e z representam-o tempo e as coordeng

das espaciais, respectivamente, deve satisfazer a:

A(F)=0 , no domlnio ¢ (2-1.a)
B(F)=0 , no contorno T (2-1.b)
F(t, x, ¥y, z) = fo(x, Y, z) (2-1.c)

onde fo(x,y,z) representa a condicao inicial.

2.2 METODOS DE SOLUCAOC RESIDUAIS E VARIACIONAIS

Em muitos problemas pode-se chegar a uma solu
gao transformando as equagoes que os regem em uma forma integral.
Como eiemplos deste procedimento saoc citados o método dos resi-
duos ponderados e o método das variagoes, descritos brevemente a

seguir.

2.2.1 0 METODO DOS RESIDUOCS PONDERADOS

0 méetodo & fundado na hipétese de .que a solucao do
problema descrito em (2-1) serd encontrada, se para quaisquer

fungoes de peso v e 1v definidas sobre ¢ e T, tem-se:



J v A(F)d¢ = 0, e (2-2.a)
¢
J Ly B(Fydr = o (2-2.b)
r

0 argumento & justificado, pois se F nio sa-

tisfizer (2-1.a) e (2-1.b}, ou seja,

A(F) # 0
ou
B(F) # ¢
sera possivel encontrar-se fungoes v e 1v que tornem as . inte-

grais em (2-2) ndo nulas.

Uma Unica relac3o equivalente as duas equa-

¢bes (2-2) & obtida por soma, ou seja,

J v A(F) d& + J Ly B(F) dr = 0 (2-3)
i r

Observa-se que devido a arbitrariedade das
fungdes de peso, com a escolha de v e lv nulas recae-se em uma

das duas integrais em (2-2).

Um modo de desenvolver-se (2~3) consiste em
supor-se que a funcgao solugao F pode ser aproximada por F, como

a seguir,



(2-4)
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onde,o0s Ni sao fungbes conhecidas sobre ¢ que tornem definidas

todas as operagdes associadas a A e B (como derivabilidade defi
nida até as ordens existentes em A e B); os 3 escalares fixos
ou dependentes do tempo a serem determinados e K o numero de

termos da serie.

Utilizando-se (2-4), pode-se garantir (FINLAYSON®)
que F se aproxima da solugao, se para K funcoes Wj(j=l,...,K) e K

fungdes le(j=1,...,K), e valido

[wah 4, o
W. A (Jya.N)do + J W B(
¢ J i=1 * 1 ro s

A equacdo acima €& a forma discreta de (2-3).

As fungoes de peso W e lW sio fixados "a priori".

0 procedimento leva a um sistema de ordem K,
onde as incognitas sdo os a,, que uma vez encontrados e substi-

tuidos em (2-4) completam a solugao do problema.

Casos particulares do metodo dos residuos pon
derados, dependendo do tipo de fungdo de peso escolhida sdo os mé
todos da colocacdo, metodo da colocagdo por subdominio e o méto

do de Galerkin.



2.2.2 0 METODO DAS VARIACOES

0 método foi desenvolvido zo tentar-se resol
ver situagles fisicas que procuravam o valor minimo da integral

de uma funcdo, como o caminho de mais rapida queda entre pontos
fora da mesma vertical, ou a menor distancia entre dois pontos

sobre uma dada superficie.

Problemas deste tipo podem ser modelados por
uma aplicacdo de um espago de fungdes em um espago escalar, que

recebe a denominagao de funcional, e do qual se procura o valor

minimo.

A exemplo do calculo diferencial associado ao
estudo das fungbes, tem-se para os funcionais o <calculo das
variagoes, cujos fundamentos sdao apresentados ao longo . desta
sub-secao.

Entende-se por variagdo 8 y_], onde y & fun

¢do de x, como a seguinte diferenca:

sLyd =  y(x) - y;(x) (2-6)

onde y;(x) € uma funcdo qualquer definida no mesmo dominio de
y(x). A area assinalada na figura 2.1 representa uma possivel

variacgdo de y(x).



—Y{x

Y1(X)

I
|
|
l
l
1

FIGURA 2.1 - (Variagdo de uma funcio)

Observa-se que §[ y | &, também, uma funcfo

de x, sendo valido:

S 6y -y e - shyD, (2-7)

- . . - . . . -~
onde o 1ndice - na variavel y representa diferenciacao com

respelto a Xx.

Pode-se ver por (2-7) que a variacao da deri
vada de¢ uma fungdo iguala a derivada da variacgdao. Tambem & va-
lido o fato de que a variacdo da soma & igual a soma das varia-

¢oes, citado sem demonstracgao.

Estando-se em presenga de um funcional, por

exemplo, do tipo:

X1
I{y) = J C(x, vy, vy, v'"", ...)dx (2-8)

onde y & fungdo de x, pode-se definir a sua fariagﬁo sy, co

mo:



sy ] = 55 I+« sy 1)t (2-9)
o=0
onde:
o - € uma variavel escalar
§[Cy ] - @ uma variagdo qualquer em y, mas que uma vez

escolhida mantem-se fixa.

Com a definicao (2-9), pode-se demonstrar que
caso a funcao yo(x) aplicada a um funcional I(y),tenha como res

-
ER

posta um maximo, minimo ou ponto de inflex3o, ent3o & nula a va

riacao do funcional em Yoo

A afirmativa pode ser provada, considerando-

se que por yo(xj e 8§ y | serem fixos, tem-se:

I(?’o +a 8 y]) = c(a)- (2-10)
sendo 7 (o) funcido da Gnica variavel u.

Como, por hipotese, I(y,) € um valor maximo,
minimo, cu um ponto de inflexdo, o valor de ¢ (a) para o nulo

também o &, pois por (2-10):

£ (a) = I(y,) (2-11)

Assim, de acordo com a definigao (2-9) e pe-

la teoria das funcgoes de uma Gnica variavel,
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|
sCiy)d = 5‘—d£m—) = 0 (2-12)

Os argumentos e definigoes acima, relativos
a (2-8), podem ser estendidos a funcionais mais complexos depen

dentes de varias variaveis (Ver ELSGOLD® e ARTHURS”).

Uma propriedade importante dos funcionais e a
de que a fungdio que anula as suas variagbes €, também, solugdo

das equacoes diferenciais a eles associadas.
Como exemplo, seja:

*1
Lo - ] Cx, v, y') dx (2-13)
X
o
onde y e funcao de x e X, € Xq extremos do intervalo considera-

do.

Tem-se,realizando a variacdo de (2-13) (ver

detalhes ELSGOLD®)}, que:

X
1
3C 3
s, 00 ] = [5-}; - Efdzs% sCyJ dax  +
x
o
*1
e 2 s0yT) | (2-14)
oY A

o
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Considerando a variagdo 8[ y | nula em x e

Xy, por argumento identico ao apresentado na justificativa de

(2-2), chega-se a:

3C _ 4 ¢ _ _
5 X 3y =0 (2-15)

A equacdo diferencial associada ao funcional

(2-13) &, portanto, (2-15).
Para um funcional & sempre possivel encontrar
se a equacgao associada. A situacdo inversa &, resolvivel en

certos .casos apenas.

Para o problema (2-1) onde tem-se,

A(F) , no dominioc &

]
=

1]
=

B(F) , no contorno T

a solugao pode ser encontrada ao minimizar-se um funcional asso

ciado, desde que existente, da forma:
I(F) = J C(F) dg + J D(F) dT = 0 {2~16)
o r

onde os operadores C e D tem, em geral, ordem mais baixa que A

e B, o que & bastante vantajoso.

Uma vez encontrada uma relacgao associada a

A e B como em (2-16) a solugao pode ser obtida pelo método pro-
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posto a seguir atribuido a Ritz.
Como na sub-secdo 2.2.1 pode-se aproximar F
por (2-4), mas com a escolha das funcgoes Ni facilitadas devido

as mais baixas ordens dos operadores C e D.

Assim, (2-4) e (2-16) implicam em:

_ K
I(F) £ I(F) = I (izl a; NJ)
. K ” K
I = C . N.)de¢ +| D{ ) a. N. 2-
(F) = | © (LayNpder| D0 T a; ny) ar (2-17)

Desde que os Ni sao conhecidos, o funcional a

cima passa a depender apenas dos escalares a;, ou seja:
I(F) = 1 (al’ Byy eee s aK) (2-18)
Ao se definir
{a} = (a-l, 8.2, .. 3y aK] , (2_19)
tem-se, ao substituir (2-19) em (2-18), que:
I = I ({a}) (2-20)
Partindo-se da definicao (2-9),

81 = 22 {I({a} + a 8{al)}
a=0
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Aplicando a regra da cadeila,

sy = o Ifa} +a 6 {a}) 3({a} +ad {a})
3({a} + a § {a}) 3 a

gl
a{a}

o{a}l (2-21)

Como 3{a} & arbitrario, a uUnica possibilida-

de de anular-se 6I & que

a2l
af{al

(Este argumento €& idéntico ao utilizado para a justificativa de

(2-2)).

Se o1 = (), entao
a{a}
-0 o L e (2-22)
ay a, a

que & um sistema de equagoes de ordem K.

Com a determinacao dos escalares ay de(2-22),

pode-se por substituicao em (2-3) obter a solucao aproximada F

do problema.

Finalmente, convém comparar-se os metodos das
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variagdes com o método dos residuos, concluindo-se que a opgao
pelo primeiro simplificara a escolha das fungOes de interpola -
¢ao Ni. Por outro lado, a integral que ocorre no metodo dos
residuos & imediata uma vez definidas as funcdes de peso, o que

nio se da com a formulagdo variacional,

2.3 FUNGOES DE INTERPOLACAO

As funcoes de interpolagido Ni podem ser quais
quer fungdes definidas no dominio do problema, que tornem defi-
das, como ja citado, as operagOes inerentes aos operadores que

modelam cada situacao fisica.

Normalmente procuram-se funcoes que sejam seme
lhantes 3 forma esperada para a solucio, a fim de que se tenha
boas aproximagdes. E comum a utilizagfo de fungdes polinomiais,

trigonométricas ou exponenciais.

Devido a complexidade das formas encontradas
na engenharia atual as fungOes classicas da matemdtica sdo apli
caveis nos métodos residuais e variacionais a um nimero reétri-
to de casos de geometria simples. Uma forma de sobrepor-se es

ta limitacao vem a seguir.
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2.4 ELEMENTOS FINITOS

No método dos elementos finitos ODEN® e
ZIENKIEWICS® trata-se o dominio como a uniac de um conjunto de elementos com
formas bem determinadas,sobre os quais uma fungdo de aproximacgdo & de
finida. O método discretiza, além da funciaoc de aproximagio, o
dominio, aumentando significativamente os casos possiveis de

serem tratados.

2.4.1 DISCRETIZACAO DO DOMINIO

Seja um dominio & que & dividido em formas de

terminadas, denominadas elementos finitos.

Um elemento tipico e a divisdo do dominio sdo

mostrados nas figuras 2.2 e 2.3

3

FIGURA 2.2 (Elemento finito tipico)
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FIGURA 2.3 (Divisdao do dominio)

0 dominio e dividido em um total de L elemen~-

.tos e . (n=1, ... , L).

Cada ndo do elemento e € associado a um con-
i . . n .
junto,denominado local,de K numerais p; (i=1, ... , X)), Pa-

ra o caso particular mostrado na figura 2.2, K € igual a 3.

Em todo o dominio os nds sdo numerados glo -

balmente, resultando em um conjunto de G pontos Pj (3=1,...,G.

Para cada elemento ¢, deve-se ter a corres -
pondéncia entre a numerac¢do inerente ao mesmo (figura 2.2) com
a numeracao global (figura 2.3), o que & feito por uma matriz
[:T:In’ associada ao elemento, da seguinte forma.

Se,

{p}n =p; (=1, ... , K) (2-23)
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entao

e} = [T] (P} (2-25)

Cada elemento ti; de [T} toma o valor 1 se
o ponto p; coincide com Pj’ e zero em caso contrario. Obser-
va-se que [:T:]n & matriz retangular K x G, onde K & o nlmero
de nos de cada elemento e G o total de nos no domInio, ji defi-

nidos.

2.4.2 DISCRETIZAGAC DA FUNCAO DE APROXIMACAO

Seja, novamente, a solucao procurada F. A

sua aproximacao F pode ser obtida do seguinte modo:

0 valor de F em cada no global Pj(j=1,...,G)

€ exXpresso por Uj (i =1, ... , G).

Em cada elemento e s © conjunto local dos

valores Uj € representado por nui (i=1, ... , K).
Se,
- n 1 = —
ful, = u; G =1, ..., K (2-26)

entao
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quy o= [T], (U} (2-27)

n

onde [_T | foi apresentada em (2-25).

Sobre cada elemento e define-se uma  funcgao

F_ restrita ao seu subdominio,da forma:
. K
F = Y "u. N, (2-28)

onde Ni € uma fungdo com as caracteristicas definidas na sub-

se¢do 2.2.1, ao se discutir o método dos residuos ponderados.Os
coeficientes das funcoes de interpolacao u; (2-28)fazem o papel
dos a; (2-3), mas tém, agora um sentido fisico facilmente inter
pretavel, pois sdo os valores da funcdo solugio em cada nd  dos

elementos.

A funcido estendida a todo o dominio & obtida

compondo-se as ], fungoes Fn.

2.5 ELEMENTOS FINITOS E METODOS RESIDUAIS E VARIACIO
NAIS

Os métodos dos residuos e das variagdes apre-
sentados em 2.2.1 e 2.2.2, levam a solucao de um sistema de e-

quacdo diferencial e condigoes de contorno.

Em ambos os métodos chegou-se, em geral, a

certas condigOes sobre integrais no dominio somadas a integrais



19

ao longo da fronteira (ver (2-3) e (2-16)) que devem ser vali -
das para todos os subdominios da regido de definic3o do proble-

[ ]
ma, alem de, logicamente, o dominio global em si.

Com este argumento e tomando-se por base 0
apresentado em 2.4.1 e 2.4.2, pode-se observar que existem for-
mulacgOes restritas a cada elemento finito e, bertencente ao do-
minio, ou seja, as equagoes (2-3) e (2-16) tornam-se:

1 = -
J@ v A(F) do_ + J v B(F) dr_ = 0 ] (2-29)

n Fn_

para quaisquer fungoes v e ly definidas sobre o elemento finito

E::Il-’ €,

D(F = -
Jq) C(F) dflln + JI‘ (F) an 0 _ (2-30)
n n

onde @n e Fn sao os dominios e os contornos de cada elemento

finito, mostrados na figura 2.4.

FIGURA 2.4 -(Dominio e contorno de um elemento finito)
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Surge, entao, a possibilidade de aplicar-se

(2-28) a cada uma das duas formas integrais (2-29)}) ou (2-30).

Uma dificuldade se apresenta, pois existemos
contornos dos elementos sobre os quais as duas parcelas a esquer

da de (2-29) e (2-30) devem ser integradas.

Um fato importante, porem, € que as integrais
sobre os contornos tem um sentido fixo. Deste mddo, ao conside
rar-se dois elementos adjacentes, as contribuigoes associadas ao
contorno comum cancelam-se (ver figura 2.5), desde que o valor
das fungdes de aproximacao sobre cada um dos elementos tenha i-
guais valores(*) sobre a fronteira que separa os dois elementos
adjacentes,.até a ordem de derivacao que aparece nos operadores
B ou D. (Formulagoes com esta propriedade recebem a denominacao

de conformes).

FIGURA 2.5 - (Sentido da integral de linha sobre elementos adja
centes)

Constatada a nulidade da soma das contribui-
¢oes dos contornos para formulacdes conformes, torna-se possi -

vel obter-se a equacio matricial que leva a solugdao de um pro -

*

( Jpara 0 metodo dos residuos deve-se cuidar, tambem, que as
fungoes de peso tenham iguais valores sobre a fronteira co-
mum aos elementos adjacentes considerados.



21

blema atraves da composicdo das equagdes restritas aos diversos

elementos, como segue:

Uma vez escolhida a funcdo de aproximacao em
(2-28), wutiliza-se a forma residual ou a forma variacional

sobre um elemento, apresentadas em (2-29) e (2-~30),

Para os elementos internos, como na figura
2.4, considera-se apenas as parcelas integrais sobre o, em
(2-29) ou (2-30)(desde que seja nula a contribuicao dos contor -

nos internos).

Quando o elemento pertence ao contorno glo -
bal ,deven-se computar as integrais de linha sobre a parte da

fronteira global comum a fronteira do elemento (ver figura 2.6).

2

FIGURA 2.6 - (Elemento pertencente ao contorno global)

Procedendo~se da maneira acima, chega-se pa-
ra cada elemento e , aum sistema de K equacoes (ver (2-5) ou
(2-22)), onde K & o nimeroc de nds do elemento, que pode ser es-

crito em uma forma matricial do tipo abaixo,



22

Ry ¢ M fwy o+ OMp{E e ... =0

(2-31)

onde'{u}n € o vetor definido em (2-26),'{ﬁ}n, etc., suas deriva

das temporals e as matrizes ‘[:Mo—h1’ Ehhijn,etc., oriundas da

integracio de (2-29) ou (2-30).

A equagdo (2-31) ndo & solucionavel sozinha,
poié nao considera a influéncia dos contornos internos. Com-
pondo-se os L (n® total de elementos finitos, jia definido) - sis
temas, obtém-se, entretanto, um sistema global de ordem G (ver
definicao na sub-secao 2.4.2) representativo do problema esten-
dido a todo o dominio, pois a contribuicao do total dos contor-

nos internos e nula, como ja foi discutido nesta secdo.

A composicdo dos L sistemas (2.31) & feita
por soma das equacdes matriciais. E preciso, porém, que as mes
mas estejam formuladas no sistema global de numeracao (ver sub-

secdo 2.4.2), o que e feito, genericamente,a seguir.

Primeiramente, deve-se estender a equacdo

(2-27) até as ordens de derivacao existentes em (2-31), ou seja:

{ut T, {07
, (2-32)

ﬁnn [T]n {1y

onde {ﬁ}, etc., sao as derivadas do vetor global das inéagnitas

(ver 2.4.2) relativas ao tempo.
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Substituindo-se (2-27) e as relagoes (2-32)

em (2-31), chega-se a

Ry, + [M J[T]

M ] [T {01+ ..o =0 (2-33)

Pré-multiplicando-se (2-33) por [:T:]g ,
Ctd, ®y, =+ [Ty [MJ CTJ, W0 o+
n n n ) —" ~n

+ [T00 [M ] Ot )+ ,.. =0

(2-34)
Definindo-se
G — T .
Ry, = [T, (R}, (2-35.a)
G _
Cv Jn = TCrdl CmJF Crd (2-35.b)
[y = Ctdy, Oy [T3 (2-35.c)
1-n n 1-dn n '
obtém-se:
®1€ e 7% wy o+ M, 38 oy - -0 (2-36)
n o-'1 — 1—n

que representda a equagao matricial do problema estudado, associa

da ao elemento e, No sistema global de numeracdo. As contribui
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¢oes dos L elementos podem ser, agora, somadas, chegando-se pa

ra todo o dominio a seguinte equacio que leva a solucido do pro-

"blema:
RI® + M jG {ury + [M ]G {0} + = 0 (2-37)
—0 1
onde
L
w1 e (2-38.a)
n=1
TM_J°- ]f Cm_ 78 2-38.b
Mo T L odn (2-38.b)
— G ¥ _G
M, ] El Cmy o (2-38.c)

A equacdo (2-37) & resolvivel pelas teorias

conhecidas do calculo matricial.

Obtido o vetor {U}, pode-se aplicar sobre o
mesmo (2-27) para a cada elemento e, chegando-~se a'{u}rl (ver
(2-26)), que resulta imediatamente nos conhecimentos das funcoes

Fn (2-28), resolvendo-se o problema.
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CAPITULO III -

SOLUGCAO DO CAMPO DE TEMPERATURAS PELO METODO DOS ELEMENTOS

FINITOS

Utiliza-se a formulagaoc variacional associada
ao método dos elementos finitos. Formas fechadas sdo obtidas
por integracdo analitica sobre elementos triangulares planos e

axi-simetricos.

3.1 ESTABELECIMENTO DO FUNCIONAL

As equacoes que regem o campo de temperaturas
de um sdlido interagindo com um fluido, tem respectivamente no

dominio e contorno as seguintes formas (ARPACI?®),

onde c =




C,

X, Yy e z

3y
kX ix Td-}z
onde:
k_,
X
Lx,

sociado ias

Ly e Lz

9k

De

equacgoes (3.1) e (3.2) &,

ac
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+ Xk Rz % + g +h (h=¥) = 0
(3-2)

coordenadas espaciais

tempo

fungao temperatura

temperatura em um ponto distante do con
torno

condutividades termicas nas direcodes x,
y ez

geragao de calor

calor especifico

peso especifico

aceleracgdao da gravidade

cosenos diretores da normal exterior a
um ponto de contorno

calor perdido por unidade de area a uma
taxa conhecida

coeficiente de conveccao

ordo com DESAI and ABELIGO funcional as

-
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s [ q, v 4T+ I [%h(ip-wm)z] dr (3-3)
r T

onde & e T representam o dominio e a fronteira em questao.
Observa-se que as duas parcelas sobre T em (3-3}) ocorrem em Tre-
gides desconexas do contorno, ou seja, em uma parte da frontei-
ra pode existir troca de calor a uma taxa q. € em outra troca de
calor por convecgao. .
Retornando-se ao capitulo II, reconhece-se

que as equagoes (3-1) e (3-2)sao representadas genericamente pe
los operadores A e B em (2-1). Da mesma forma pode-se identi-

ficar C e D em (2-16), observando-se o funcional (3-3).
3.2 MINIMIZACAO DO FUNCIONAL

Como discutido no capitulo precedente, secdo
2.4, no metodo dos elementos finitos divide-se o dominio global
em um certo numero de subdominios e trata-se sobre cada um de-

les a equacao (3-3).

A aproximagao sugerida em (2-28) pode ser re

escrita matricialmente, ou seja, sobre cada elemento o
ol
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{N} (3-4)

Il b~15=
=
=

1}
—~
=
et
3
—_—
=
[
1}
—
o
[a—
H

p(t,x,y,z) =

i

onde {N} € o vetor de fungdes de interpolacao ¢ {u} é o vetor
dos valores da funcao de aproximacdo sobre os nos dos elementos.

Como ja citado, o vetor {N} depende do espago e {u} do tempo.

Na secdo 2.5, utilizou-se um sub-iIndice
"n" nas matrizes associadas a cada elemento finito. Neste ca
pitulo, o mesmo, sera omitido a fim de simplificar-se a nota-

¢ao, ficando o leitor advertido para o fato.

Como em (3—3) a funcao ¢ aparece diferencia-

da em relacao a t, x, y € z, tem-se que,

oot @
2ot )
Tz '
Doy W (3-5)

onde os subdominios x, y e z representam diferenciacio da ma-
triz com respeito a variavel e o ponto indica derivada relativa

ao tempo.

Para os termos quadraticos, pode-se escrever,
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w2 = Wt 37w
{%Jz = w' (3] w
[%;“,]2 - w' [T w
[%] = LB, ] {u} (3-6)

onde [ B], [B ], EByj e [ B,] sdo matrizes simétricas da

das por

(3] = o my!
O] o= o) o)
B = N N
3, W) AN )
8,0 = o3 w3 (3-7)

Substituindo-se (3-4), (3-5) e (3-6)em (3-3),

chega-se ao funcional aproximado, agora dependente de {u}.

—

I(y) = I({u}) =

- ”[ [%.[ K ()T LB, T ki () B, J (ubek tu) OB, ] {u}] -

o
- I:Q - c {N}T{&}j'{u}T (N} ) dg  +
f
+ JJ(Q{U}T{N}JdF + jJ % h ({U}T[:B:]{u} -2 y) dr (3-8)
r T
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A fim de minimizar-se (3-8), deve-se
a sua variacao. Para tal, serdo Uteis as variacdes das
goes a) e b) abaixo.
a)  I,({E}) = J{a}T CMT (&) de
9
{€} - matriz coluna
[[M7] - matriz simétrica
I (g} + o 8{E}) =
=J({E} + oo G{E}T) [M] (&} + o 8{g})de
$
; T T 2 T
=J-E{a} L Jig}+20 8{e} [ M J{g}+a” §{g} ]_M]{a})cw
¢
Como, de acordo com (2-9)
_ ]
8 I,((eD) = 52 I ({8} + o (D)
a=0
tem-se
s 1y (ted) =[28 @] 1) as

@

b) 1,0eD = [15)T (R} a0
¢

“{€} - matriz coluna

"{R} - matriz coluna

anular

rela-

(3-9)
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12({5} +a & {g}) =

({£} + a 6{E}) (R} do =

(11T (R} + o (22T (R})do

W e D

E de (2-9},

§ 1,{e} = J s (r) de (3-10)
¢

Posteriormente sera visto em 3.5 que para
a soluc@o de um problema transiente s3o utilizados métodos pas
S0-a-passo. Nestes métodos procura-se o valor de uma funcao
em um dado instante, a partir daquele do instante anterior, con
siderando-se inalteraveis as propriedades do sistema em cada in
tervalo de tempo. E razoavel, portanto, considerar-se o ter-
mo {u} em (3-8) como constante. Observa-se que a equagdo obti
da, tera uma validade limitada ao intervalo de tempo em que tal

consideracdo for valida.

Utilizando-se o fato acima e as relacoes
(3-6) e (3-7), a variagdo de (3-8) sobre o dominio @n e a fron-
teira do elemento finito Fn (se o mesmo pertencer ao contorno

global como na figura 2.6) resulta em:
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§ I ({ul) =

- s’ | ([ Cn, Tk 08, 3+, 08,00 ag, () »

°n

+ ”JQ{N} d@n-J”c [BJar {u) *

+ suy! j q [BJdr {u} —” h oy (N}d r]
r

n

e —
=

(3-11)

. - T C g s
Pondo-se a variagcao &{u} em evidencia e re

cordando que a mesma & arbitraria, chega-se, ao anular-se a va-

riacdo em (3-11), a seguinte equagdo matricial:

CM 7] fur = (R} - [M ] {u} (3-12)

onde as matrizes envolvidas sdo dadas por:
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EMO:I = Jrff (kxEBx]+kyEBy]+szBZ]) d@n +
¢

n

+ ” q [B] d T (3-13.a)
T
n
— frr
|:Ml_[ = JJJ c [B] d 3 (3-13.b)
@I’l
(R} = ij Q X} d§ -+ JJ q N} ar_ -
éIl Fn
] J] hoy, (N} dT_ (3-13.c)
Fn

Retornando-se ao capitulo II, segdao 2.5 obser
va-se que a equacgao matricial (3-12) corresponde a forma‘genéri

ca (2-31) associada a cada elemento finito.
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3.3 ELEMENTOS FINITOS TRIANGULARES COM FUNCOES DE INTERPOLACAO
LINEARES

3.3.1 DERIVACAO DAS FUNCOES DE INTERPOLAGAO

-

0 elemento triangular & definido pelos nos

locais 1,2,e 3,numerados no sentido anti-horario,

FIGURA 3.1 - (Elemento triangular)

As coordenadas nodais sao (Xl’yl)’ (xz,yzj e

(xz,¥z)-

De acordo com o exposto em 2.4.2, o conjunto

npi associado ao elemento e e (1,2,3).

0 valor do campo de temperaturas sera dado

pelo vetor (matriz cdluna)
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fu} = Y % (3-14)

A funcao de aproximagdo linear, tem a forma:

p(x,y) = Al + A2 X o+ A3 y (3-15)

Como os valores nodais de ¥ (x,y) sao aqueles

em (3-14), a relagao (3-15) fornece

U = AL Ay xg + Agyy
u, = A+ A X Az ¥,
ug = Al + AZ Xq + A3 Yz (3-16)
ou
( ~ T W
u1 1 Xy Y1 Al
I 1 % v { Ay (3-17)
\ u3 -_l Xz YS__ A3 ,

Resolvendo-se (3-17), obtem~-se os coeficien -

tes Al, Az e A3 de (3-15)
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£ } _ _ f 1
A a; &, a3 Uy
A _ 1 _
' 2+ = =% b, b, by 1 u, L\ (3-18)
A
3 C C c
L L 1 2 3 { u 3 J

onde
1 T X2 Y3 T X3 73
by = ¥y ~ V3
Cz = X3 - X,
28 = Yy €1 * ¥y €5 * Y3 C3 (3-19)
Os outros coeficientes (az, b2’ c2) e
(ag, bg, C5) s30 obtidos por permutacdes ciclicas nos indices 1,

2, e 3. S & a area do triangulo.
A funcao ¥(x,y) pode ser reescrita como:
p(x,y) = f% (Cag + by x *+ ¢ Y] u,
[a2+bzx t ey, ¥y | uy
|:aL3 +box + cq v ] u3) (3-20)

o0 que leva a identificacao da matriz {N} associada ao elemento
considerado, dependente das variaveis espaciais. As expressdes
de '{Nx} e{Ny} sao obtidas por derivacao, nao cabendo ao proble

ma considerar-se'{Nz}.



{N}

N} =

)
UJH

As matrizes [ B ], [:ij e

as formas

a; by g

[B]=(Nmy= =5 | a
48

_ T
LB ] =1{N NI

\ T
B =
[ y] {NY}{Ny}

45

byby

b,by

byb,

b,b,

bsb,

o

e}

bybs

b,b

bsbs

(3-22.a)

(3-22.b)

(3-22.c)
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3.3.2 INTEGRACAO ANALITICA

Com as matrizes {N} , [ B, [B ] e [Byj
em (3-21) e (3-22), as parcelas das matrizes em (3-13) referen
tes ao dominio, podem ser calculadas sobre a superficie S do

triangulo.

Como kX e ky sao constantes ao longo da su-

perficie S, assim como as matrizes [BX:I e EBy:] , & valido:

” (k,[B,J + k, [B ) dxdy =

S
= -k, [B.] JJ dxdy + k, [:By:] JJ dx dy (3-23)
g S

Substituindo os valores de[ By | e [:By]de

(3-22) em (3-23),

[I (kLB ] + ky [By:l) dxdy =

S
L byby  byby  bybs . €1€;  S1%7  ©1%3
X
= —= b,b . b.,b b.b + X c,C c,C c.C
45 271 272 2°3 45 271 272 273
L b3b1 b:,)b2 b3b3 B €3¢y C=C, CCq
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No caso de c permanecer constante em S,

JJ c [B] ddy. .= < JJ [87] dxdy =
S

a; by 1 x y a; a,; a4
c 2
 as? a, by x x Xy by by by dxdy
2
a; b, X Xy vy €1 € ¢C3

{3-25)
Com as definigaes de Gy, Gy, Oz, 0, € Og

no apendice A, (3-25) toma a forma

(3-26)

0 produto matricial (3-26), reduz-se apds as

devidas simplificacées a:

- -
2 1 1
cS
JJ ¢ [B] dxdy = 17 1 2 1 (3-27)
S - 1 1 2 i

A parcela associada a geracdo de calor Q re
sulta, com 01 € 05, do apendice A, considerando-se Q constan-

te em todo o elemento, em:
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JJ Q {N} dxdy =

S
¢ ¢ 1
al + blal + claz 1
- Q - Q5 [
5 1 8; * by + cya, 3 11
L ag + b3a1 + C30, ‘ 1 J

(3-28)

Quando o elemento considerado pertence ao
contorno (ver figura 2.6), deﬁe-se realizar as integrais de li-
nha em (3-13) como discutido na secao 2.5. A fronteira genéri-
ca T em (3-13), €, para o elemento triangular, o segmento de re

ta mostrado na figura 3.2, com comprimento £.

1 V//;T/A

FIGURA 3.2 - (Elemento triangular na fronteira)

Jtili - . e o d
Jtilizando-se Ggs Gns g, Og 10 9o
apendice A, e considerando-se o coeficiente de convec¢do h cons

tante ao longo de 2,



Ih [B] ds -
.
a; b1 cq 1 Qg 0o ap 3, ag
. hog
T el | %2 by Sy || % g 219 |} Pp Py Dy
az bz Cz || &y 01, Cg € ¢, ¢c3

(3-29)

que apds a realizacdo do produte matricial e rearrumacao, forne

ce,

h[B] d 2 b

]
[}
n
—
o)

nos locais 1 e 2

o —m

0 0 0 no contorno
(3-30)

Supondo q constante ao longo de %, tem-se:

- a, + b1a6 + C 0 _
Y . -
J' qk{N}dQ = —2?' az + bZCf.G + C2G7 (3 31)
L
ag * bgag  + cgo
Com os valores de @« e o, no apendice A,
1
| Q%
J a, N} d 2 = —- 1 (3-32)
%
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De modo identico ao da integral acima, su-

pondo-se o produto h y_ constante,

r b
1
. hy 2
J hy (N}dg = 5 S (3-33)
. 0
| J

Com (3-24), (3-27), (3-28), (3-32) e (3-33),
as matrizes em (3-11) podem ser reescritas nas suas formas inte

gradas

byby byb, bybg ¢1€1 ©1% €13

k| X
=_X Yy’
[My ] =g5 | baby bpby Dbpbs |+ g& | cy¢p cpe, cpeq | ¥
b3b1 b3b2 b3b3 c3c1 CSCZ CSCS
2 1 0
+ BEL o 2 0 | s is 1 -
e : 0s locais 1 ¢ 2 no
contorno
0 0 0 (3-34.a)
2 1 1
M1 = %% 1 2 1 (3-34.b)
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b ' r
1 1 1
. Qi 2 hy L
Ry = 1-L-~%—41 N
1 | o 0o | _
/ nos locais - nos lo
le2 no cais 1
contorno e 2 no
contor
no
(3-34.c)

OBS.: Sobre (3-34.c) deve ser notado que somente uma das duas
parcelas sobre o cdﬂtorno € aplicavel, dependendo do tipo
de troca de calor existente (perda de calor a uma taxa co
nhecida ou conveccao forgada) na regiao onde situa-se o

elemento.

3.4 ANEIS TRIANGULARES PARA CAMPOS AXI-SIMETRICOS

3.4.1 GENERALIDADES

Em problemas axi-simétricos o campo de tem-
peraturas fica bem determinado em todo o dominio, conhecendo-se
a sua distribuigao em um semi-plano meridional. Este semi-pla-
no, pode entao, ser dividido em elementos triangulares que defi

nirao os anéis mostrados na figura 3.3.
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7 A

e —
-

FIGURA 3.3 - (Elementos triangulares axi-simétricos)

O sistema de coordenadas cilindtico € o in-
dicado para se trabalhar em problemas com simetria axial. 0
valor de uma funcao axisimétrica independe da coordenada angu-
lar, o que torna o desenvolvimento feito na secg@o anterior diri

gido a problemas planos valido para o presente caso.

3.4.2 INTEGRACAO ANALITICA SOBRE ELEMENTOS
AXISIMETRICOS

As equagoes {3-13) ao serem tratadas em do-
minios axisimétricos tem os elementos de volume e fronteira d¢é

e dI' expressos por:

de

rdrdodz

]

ar rdodsg (3-35)

onde dT' € a area gerada por um segmento de reta de comprimento

% da fronteira. O fator multiplicativo r serda responsavel por
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um maior grau de dificuldade na integracao analitica de (3-13).

Com (3-35) e observando-se a troca de x e y
por r e z,respectivamente nas matrizes em (3-21) e (3-22), as
parcelas. de (3-13) correspondentes ao dominio podem ser integra-

das sobre o volume V de cada anel triangular.

Caso k. e k, mantenham-se constantes ao lon
go do elemento, tem-se,realizando-se a integracao ao longo da

coordenada angular 8,

”j(kr 8.1 + %k, [B,])rdrdzdse =

A

= 2m (ko EBr] + k, [:Bz:l) JJ rdrdz

S (3-36)

Substituindo-se ]:Br:] e EBZ] de (3-22),
(e cuidando-se em trocar X e y por r e z, como ja foi citado) em

(3-26) chega-se a:

| 03,3 cx, D3, Drarazan -

1
b.b b.b b.b c,C c,C c,C
T T kr 171 172 173 T T kz 171 172 173
= —_— b,b b.b b.b + —_— c,C c,C Cc.,C
2 g 271 2 2 273 7 g 271 272 2%
b3b1 b3b2 b3b3 CzCy C3zC, CsCg



46

onde — Ty
T

Com as definigoes para o, Gz Ops Gqps Gggs

az (Apendice A) e considerando c constante no elemento,

JJJ ¢ [ B] rdrdzde = 2mc JJ [B7] rdrdz =

Vv S
a1 b1 <y @) ag e a; a, ag
=IE | 2 by o @3 %11 %93 by by Ps3
28 a b o o o o o o o
3 3 -S_J 5 i2 13 1 2 3 (3-38)

Realizando-se as operagoes matriciais acima,

chega-se a:

JJJ c [B] rd f dzdoe =

(6r1+2r2+2r3) [2r1+2r2+r3) (2r1+r2+2r3)

_ mcS -

= j;; (2r1+2r2+r3) (2r1+6r2+2r3) (r1+2r2+2r3) (3-39)
(2r1+r2+2r3) (r1+2r2+2r3) (2r1+2r2+6r3)

Continuando, supondo Q inalteravel em cada

anel triangular,

{JJ Q{N}) rdrdzde= 25Q JJ (N} rdrdz (3-40)
\ S .

com as definigdes para a;, a; & ag do apendice A,
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It

JJJ Q{N} rdrdzdo

N
aja; ¥ b1a3 *ocqo | 2r1 *or, v T,
= 7Q | azay * b2a3 tocap Lo E%§ 1Tyt 2r2 tore
azoq b3a3 C30c L ry t Ty, # 2r3

J
(3-41)

No caso do elemento considerado pertencer ao
contorno, as integrais ao longo de I' em (3-13) devem ser calcu-

ladas.

No caso de h permanecer inalteravel ao lon-

go da superficie de integracao,

” h[B]rdsds-= ZﬁhJ [B] rda,  (3-42)
2

SI‘

onde % & o segmento de reta mostrado na figura 3.2 para elemen-

tos planos, e Sr a area gerada pela revolugdo do segmento 2.

Lancando-se mao de Ggolgs Opgs Gpg-07c €0yg

no apendice A,
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a) by o ag  ag A a; a, ag
_ him -
| ® by, ¢, Gg @14 Oqg b, b, by (3-43)
25
r | az by C3 “10 %15 %16 €1 2 3

A relacao acima quando convenientemente tra

balhada, fornece:

JJ K(B] rdede= —/= T{¥T, T+3r 0
S, 0 0 0

(3-44)

(A area da segao triangular de cada anel S nao deve ser confun-

dida com a area Sr gerada pela revolucao do segmento de reta £).

Supondo a perda de calor q, invariavel  ag

longo da superficie S_,

Jf qeiN} v d 2 d o = Zﬂqkf r {N} d & (3-45)

S 2
T

Com as definicoes de Qe Cg e @ DO apendi

ce A,
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P I S bjag * c134g
IJ q (N} rdedo-= k { a,ag + byag * cyagg
S
S5p | as% * bzag * czupg
(3-46)
Rearrumando (3-44},
| Tyl 2r. + r,
JJ qy N}l rd 2486 = T + 2r (3-47)
S .
S, 0
Considerando o produto h ¢ _ constante e

com o desenvolvimento identico ao feito para a obtencgdo de(3-47),

chega-se a:

Zr + T

Thy_L 1 2

JJ hy, (N} rd& doe = . r, + Ir,

, S
S 0
r \

(3-48)
Pode-se reunir as parcelas de (3-13) em

(3-37), (3-39), (3-41), (3-44), (3-47) e (3-48), chegando-se as
formas integradas de [:MO:], [M ] e {R} em (3-13) para ele-

mentos triangulares axi-simétricos.



= blbl blb2 blb3 . C1¢q clcz clc3
_ T Tz
LM, ] = =3 boby byb, bybg |+ mEm 1CyC; CpCy  CpCait
b3b1 b3b2 b3b3 CzCy CzCy CsCq
(3r1+r2) (r1+r2) 0
wh '
M (rytry) (xy*3ry) 0
0 0 |nos locais
le?Z2 no
contorno
(3-49.a)
(6r1+2r2+2r3) (2r1+r2+r3) (2r1+r2+2r3)
_ mcS
[:Ml:] 05 (2r1+2r2+r3) (2r1+6r2+2r3) [r1+2r2+2r3)
(2r1+r2+2r3) (r1+2r2+2r3) (2r1+2r2+6r3)
{(3-49.b})
2Zr, + 1, *+ T 2r, + T
s 1 2 3 ﬂqu 2
S r1 + Zr2 + B Y B o ;o 2;2 +
r, + T, + 2r 0
1 Z 3 nos locais
le?2 no
contormo
2r T
Thy % 1 2
o 3 ] 2r,
nos locais
le?2 no
contorno
(3-49.¢)

0BS.:

ver nota sobre equacao (3-34.c).
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3.5 METODOS DE SOLUGAO

Atraves de (3-34) e (3-49) obteve-se as for
mas integradas das matrizes coeficientes da equacao restrita ao
elemento finito em (3-12), respectivamente sobre elementos pla-
nos e axisimétricos. Com o procedimento discutido na secao
2.5 obtém-se, de imediato, a equagdo para o sistema global ex-

pressa por

(M, {u} = {R} - [M;] {0} (3-50)

onde as ordens das matrizes acima igualam o nimero total G de

pontos sobre o dominio. (Ver segao 2.4.2).
3.5.1 REGIME PERMANENTE

Ao procurar-se o campo estacionario de tem-

peraturas, (3-50) reduz-se a:
(M, J{U} = (R} (3-51)

Havendo independencia de [ M ] e {R} rela
tiva ao vetor de temperaturas {U}, o mesmo € obtido pela solu -

¢ao do sistema linear em (3-51).

Um procedimento iterativo serd necessario,
quando as propriedades fisicas influentes no estabelecimento das

matrizes [_M,_] e {R} variam com a temperatura. Supde-se um



52

campo inicial ‘{UO}, com o que se calcula as duas matrizes de-
pendentes acima, obtendo-se entao, o vetor'{Ul}. Com este, por
sua vez, serao recalculadas [hﬁ)] e {R}. 0 processo € repe
titivo até a obtencao de campos de temperaturas com diferencas

despreziveis entre si.

Um fluxograma pode ser visto na figura(3.4).

ESTABELECIMENTO
DO CAMPO INICIAL

CALCULO DAS MATRIZES EM FUNGAO
DO CAMPO EXISTENTE

SOLUCAC DO SISTEMA

LINEAR
SUBSTITUICAO DO
.| CAMPO EXISTENTE
PELO CAMPO OBTL FIM
o
FIGURA 3.4 - (Iteracao para solugao do problema com matrizes

dependentes da temperatura)

3.5.2 REGIME TRANSIENTE

Regimes transientes descritos por (3-50) re
querem a aplicacao de métodos iterativos ao longo do tempo, em

que o valor da variavel procurada em um certo instante permite



53

o conhecimento do seu valor apOs. um intervalo de tempo At. Ca-
so as propriedades fisicas dependam da temperatura, elas podem
ser recalculadas a cada iteragao. Estes processos recebem a
denominagdo de passo-a-passo e requerem o conhecimento de um

campo inicial de temperaturas, como citado na segao 2.1.

Caso o tamanho do intervalo de tempo At se-
ja pequeno o suficiente de modo que {0} possa ser considerado

constante tem-se

{U} = {U}_ +

m+1 m

] =

({0}, + 101 ,)) at (3-52)
onde "m' representa um instante genérico.

A combinacao de (3-50) e (3-52), fornece a

seguinte aproximagao, atribuida a Euler:

1 1 1
(EMoj +H l:MIZI{U}HHI -2 ({R}m +{R}m+l) * At l:Ml:l{U}m
(3-53)
para m =0, 1, 2, ...

Observa-se que permite-se {R} variar no in-

tervalo de tempo.

Outro modo de tratar o problema transiente
consiste na aplicacido do método dos residuos ponderados em 2.2.1
a um dominio tendo o tempo como variavel independente e dimen -
sao At.

No intervalo de tempo tem-se:
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HEe—1p2

{ul = Ni(t) '{U}i (3-54)

i=1

onde, agora, N.(t) varia com o tempo e {U}1 e‘{U}2 sao 0s ve

tores de temperaturas ao inicio e€ ao fim do intervalo de tempo.

Possiveis formas para Nl(t) e Nz(t) podem

ser vistas na figura 3.5

N
1!1) Nz(t)

FIGURA 3.5 - (Funcoes de interpolagao no dominio do

tempo)
As expressoes de Nl(t) e Nz(t) 530 dadas
por
E = t/at
Nl(t) = 1 -
Ny(t) = £ (3-55)
Observa-se que a aproximagao de {U} por

(3-54) , com as fungoes de interpolacao dadas por (3-55), torna
coerente . a hipdtese que a derivada da temperatura mantinha -

se constante, desde que se¢ trabalhasse com intervalos de tempo

pequenos.
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Im ZIENKIEWICS® esta bem apresentado o de-
senvolvimento de (3-50) segundo o método dos residuos, dando o-

rigem a seguinte formula de recorrencia:

(A—lt[Ml:l + v|:IVIO:])‘{U}m+1 - [A—lt]:Ml:|+(1—v)[MOJJ{U}m—{T{}=0

(3-56)
onde
1 1 1
= . d W.
v JO WJ £d g JO j £
0 valor de {R} € dado por
{R} = (R} ., v + (R} {1 - v} (3-57)

0 valor de v depende da funcao de peso Wjeg
colhida. Para Wj mostrado na figura abaixo, o valor de v torna
se igual a unidade, e € interessante notar que (3-56) recai em

(3-53), desde que {R} seja constante.

1N

AT
FIGURA 3.6 - (Fungao de Peso)
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- 3.5.3 PROBLEMAS COM TEMPERATURAS FIXAS NO DOMINIO

Muitos problemas levam a modelos onde tem -
se regioes do dominio com a temperatura conhecida, tanto para
regimes permanentes como transientes. Este fato reflete-se no
método dos elementos finitos pela fixagao da temperatura em um
subconjunto de nds, permitindo reescrever-se a equagao (3-50)da

seguinte forma:

[ 1 s " ' rv" ']
Mo | Mg, Ua R M1 ; Mo Uy
|
—mmoos S e T R Lo
My2i, Y522 Ug Ry M1z, Mo Ug
l U R U | L
(3-58)

onde os Indices "f" e '"d" indicam temperaturas fixas ou desco -
i M cen . a ices das ma-

nhecidas e Mo,ll’ 0.12° Rl’ , etc., sao as reg [

trizes coeficientes da equacao (3-40) que associam-se a nos com

temperaturas fixas ou desconhecidas.

A equacao (3-58) pode ser reescrita da for-

ma abaixo:
[:Mo’llj{Ud}= {Ry} - EN%,lzj{Uf}-[pH,lzj{ﬁf} -

‘[:M1,11:J{ﬁd} (3-59)

que € um sistema de igual ordem ao nimero de pontos com tempera

tura desconhecida.
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A equacao matricial reduzida (3-59) € resol

vivel pelos métodos citados nas subsegoées 3.5.1 e 3.5.2.
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CAPITULO IV

0 METODO QUASI-FINITO APLICADO A PROBLEMAS TERMICOS

0 método € uma forma alternativa de estudar
se problemas térmicos, apresentando, sob certos pontos de vista,

vantagens sobre a formulagao dos elementos finitos.

4.1 GENERALIDADES

De modo diverso do método dos elementos fi-
nitos no gqual procura-se uma solugao discretizada a partir da
formulagdo infinitesimal, como apresentado no capitulo II, pode
se tratar diretamente um problema realizando-se o equacionamen-
to supondo ¢ meio continuo como um conjunto de formas com dimen

sao finita.

Uma distincdo do método € a possibilidade de
considerar-se elementos constituidos de fluido, o que lhe da
grande flexibilidade. Outra vantagem do mesmo & a forma do sis
tema linear obtido que simplifica o desenvolvimento do problema

transiente, como sera visto posteriormente.

‘A divisio do continuo é feita, por exemplo,

como na figura 4.1, dando origem a um total de G subdominios.
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//////
LS S S

AN

DNRNEANEAN

FIGURA 4.1 - (Divisdao do Continuo)

As caracteristicas determinantes de cada e-
lemento s3ao um ponto onde € determinada a temperatura, denomina
do centro de troca de calor (normalmente coincidente com o cen-
tro de gravidade, mas com excessao a ser vista posteriormente)e
a area de troca de calor. A sua forma € arbitraria dependendo

do problema.

4.2 TROCA DE CALOR ENTRE ELEMENTOS

Como ja citado o dominio € dividido em  um .
certo nﬁmero.de elementos. Nesta secao estuda-se a interagaoen
tre dois quaisquer elementos oriundos da discretizagao, para o
posterior estabelecimento do sistema relativo a todo o conjunto.
E feita também demonstracao cuidadosa da validade do método pa-
ra elementos cilindricos (ou clbicos) e para anéis circunferen-
ciais ao estudar-se o fenomeno da condugdo. Os possiveis modos
de troca de caior, ou seja, condugao, convecgao e radiagdao sio

estudados a seguir.
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4.2.1 CONDUGAO

No presente método considera-se as proprie-
dades fisicas como constantes em cada elemento, fato que asso -
ciado a utilizagao da média de temperatura no mesmo torna o e-

quacionamento bastante simplificado.

Sejam dois elementos cilindricos justapos -
tos com fluxo de calor na diregao axial (observa-se que elemen-
tos em forma de cubo, sao cilindros de secgao quadrada), mostra-

dos na figura 4.2.

kl,k2 - condutividades
S - area da secao
reta
Ua,Um,Ub— temperaturas

FIGURA 4.2 - (Troca de calor entre dols cilindros

justapostos)

0 fluxo de calor em cada um dos cilindros se

ra dado por: (KREITH'')
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u - U d
— ] a . _ - 1 _
Q = — X e U Ua' 41 5% (4-1.a)
dl 1
S kl
Uu - U d
_ b m . _ - 2 _
q, = d; e Uy - Uy 92 3 k, (4-1.b)
S k2

onde e sao os fluxos considerados constantes nos elemen -
1 2

tos 1 e 2.

Como o fluxo ¢q na interface & o mesmo

para os dois elementos, tem-se:

_ Ub - Ua _ (Ub - Ua) 5 kl kZ
4 =3 d = ) (4-2)
1, 2 dl k2 + d2 kl
S ky S k2

Neste ponto faz-se as seguintes hipoteses,u

tilizadas no método do equacionamento finito:
- Ambos os cilindros estao col temperaturas uniformes

dadas pela média das temperaturas dos extremos.

Assim,

(4-3)
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- Existe uma condutividade equivalente, dada por:

2 k, k
k = 12 (4-4)

12 —
ky + k,

- 0 centro de troca de calor coincide com o centro de
gravidade dos cilindros, o que implica em uma dis-

tancia equivalente de troca de calor expressa por:

d =

1
12 2

(d; + d) (4-5)

Com as hipOteses acima pode-se supor a exis

tencia de um fluxo de calor hipotético gq; dado por

2 1
q = g (4-6)
h d12
$ kg
Substituindo-se (4-3}, (4-4) e (4-5) em
(4-6),
Ub + U U + U
m o a m
2 2
qh = 1 3 ’ (4-7)
2 (dl +;d2)
2 k, k
3 1 2
kp v Ky

que rearrumando fornece:
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_ ¢ o1 1
(Ub Ua] ot }\1]’\2

qQ = (4-8)
(dy + dp) Uy *+ kp)
2
Definindo-se:
(U. - U.) Sk
z = b a 2 (4-9.3)
d2
k
g = —* (4-9.b)
kZ
d .
Y = L (4-9.c)
d2

As relagoes (4-2) e (4-8) tomam as seguin -

tes formas com as definigoes em (4-9):

ky
(Ub - Ua) 5 k2 '
q - 2 _ ¢ B (4-10)
d k + B
d [_1 + _:.l. ] Y
2 | q, k,
kq
(U, - U) Sk, Y, .
“h T T 4 Ky T (4-11)
La, 1 a;] 10 FEJ L@ s

Caso B = 1, ou seja, a condutividade & a

mesma nos dois elementos
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z A
q =
1+ v
r bo=> q = ay, (4-12)
Q. =
h 1+ v
J

Caso B # 1, € necessario ter-se a igualdade

de d1 e d2’ tornando y = 1, resultando em:

T 3
q =
1 + 8
q; = :

Assim conclui-se que o fluxo ay calculado
por (4-6) com as hipoteses feitas para a condutividade equiva -
lente e centros de troca de calor, iguala o fluxo gq dado por

(4-2), uma vez respeitadas as hipOteses feitas para a obtengiao

de (4-12) e (4-13).

Observa-se que o apresentado para os dois
cilindros mostrados na figura 4.2 € valido para as tres dimen-
soes de um cubo, desde que os fluxos em cada diregao sejam inde

pendentes, permitindo a analise de problemas tridimensionais.

Um outro processo de troca de calor . muito
comum € aquele entre dois cilindros concentricos, aplicavel a

problemas axisimétricos.
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% - comprimento do
segmento oriundo

- da segao de super-
72> b ficie de separacido
’ l\
'.,__
Gld |'d IU
l1|2I m
1 |
r 1 I |
9 o 0
Lr
Slm g
-+ Ty

FIGURA 4.3 - (Troca de calor entre cilindros concentricos)

0 fluxo de calor radial nos dois cilindros e

dado por: (XREITH'!)

U - U U - U
q= 0?2 Q" —>——T b)
m b
in = bn (4-14)
d m
2 7m 4 k1 2 m 3 k2

Ou, reunindo-se as duas relacoes acima, ob

servando-se que o fluxo na interface € o mesmo.

q = - (4-15)

A expansdao do termo logaritmico em série de
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Taylor & dada por (SPIEGEL'2)

d
=

> 0

Al
—
A
+]
=l
f ——

(&3]
+
.
2

gn x = 2 - [

] ;

e
+
-

(4-16)

Desde que os elementos tenham dimensoes ra-

diais pequenas, € que r, # 0, pode-se afirmar:

r I‘b

E

1t
l

2 (4-17)
a rm

-

Pode-se, entao, utilizar apenas o primeiro

termo da série em (4-16), e tem-se:

( 3
T
B -1
T _ I‘a
2n ;ﬂ =2 | \ (4-18.a)
a Tm
r, *1
L a J
( \
T -1
T T
gn 2 =2 m (4-18.b)
T ; r
m T
_Il + 1
T
L m J

Substituindo-se (4-18) em (4-15) e rearruman

do-se, chega-se a:
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(U - U x 2 7 &

=__b 3 (4-19)
2(j‘am_ra) N EEfb"rm)
kl(rm+ra) k2(r2+ra)

Observa-se que:

r - T = dl (4-20.2a)

(4-20.b)

Utilizando-se a consideracao em (4-17), tem

se:
r, + r, = 2 ro (4-21.a)
Ty, * T, 2 ro (4-21.b)
Com (4-20) e (4-21) a relacao (4-19) toma a
forma:

(U, - U)x 2748 r xk, k
q = b a m 1 72 (4-22)

kydy + kg d,

A validade da equagdo acima restringe-se a
elementos de pequenas dimensoes na direcao radial, sendo inte -

ressante a observacao da similaridade da mesma com (4-2).

Com as definigoes para Ul’ UZ’ keq e fluxo

ay, » respectivamente em (4-3), (4-4) e (4-6), e mudando-se o cen

tro de troca de calor para o centro de gravidade da semisecao



68

transversal dos anéis mostrados na figura 4.2, chega-se ao se-

guinte valor para ap,*

Ub + U U + U
m _ Ca m
u -0
4, = -—~—~——-——3 2 = : Z (4-23)
- 7 (4 4y
Sxkeq
klkZ
2n r_ L x 2
kitky
ou seja,
(U, -U_)x 2mer_ x kik
(dy + dp) (kg * Kp)
2
Como o produto 2mr & a superficie

de contato dos cilindros, permanecem validas as definicdes em
(4-9) e pode-se fazer uma analise comparativa de (4-22) e(4-24)

identica a ja feita para (4-2) e (4-8).

Conclui-se pela possibilidade de estabele -
cer-se o fluxo de calor entre os dois elementos mostrados na

figura 4.3, também pela relacido (4-6).

Definindo-se para dois elementos quaisquer

TEN]) TR
e :
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- Area de contato

1j
dij - Distancia entre centros de troca de calor
ki’ kj - Condutividades térmicas
u., Uj -~ Temperaturas médias
qgj - Fluxo de calqr por condugao

Tem-se,de acordo com (4-6), que:

k.. S..
c = 1] 13 - -
a5; e (4-25)
1)

onde kij € a condutividade equivalente dada por (4-4).

Pode-se definir o coeficiente de troca  de

calor por conducgao como:

ng = _ij 7ij (4-26)
ij
chegando-se a:
c _ o _ _
qij = Cij (Uj Ui) (4-27)

4.2.2 - CONVECCAO

0 fenomeno da troca de calor por convecgao
ocorre entre um elemento "i" pertencente a fronteira do sélido
man

estudado, e outro "j" que descreve as caracteristicas- de um .

fluido de troca de calor.
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Os fatores fisicos envolvidos no caso, sao:

Sij - Area de troca de calor

hij - Coeficiente de conveccao na interface de "i"
e Ifj‘l

us - Temperatura do solide "i"

Uj - Temperatura do fluido "j', em um ponto dis -

tante da superficie solida.

elem-/

sdlido

FIGURA 4.4 - (Interacao entre elemento sdlido na fronteira

e elemento fluido) .

0 fluxo de calor por convecgao qij entre os

dois elementos genéricos mostrados na figura 4.4 € aproximado

por:
qij = hij Sij (Uj-Ui) (4-28)

Convém notar que a temperatura U; € a média

daquelas na extremidade do elemento (ver (4-3)}. Assim comete

se uma impropriedade, pois dever-se-ia considerar a temperatura
na parede de contato solido-fluido. Desde que os elementos se

jam convenientemente pequenos, € que a variacgao da temperatura
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proximo a fronteira nao seja demasiadamente acentuada, o erro

introduzido e aceitavel.

Definindo-se, entao, o coeficiente de troca
~ v
de calor por convecgao Cij como:

ct. = h.. S.. , (4-29)

obtém-se por substituicao de (4-29) em (4-28),

v
a5; = <35 WUy - Uy) (4-30)

4.2.3 RADIACAO

A troca de calor por radiacgao qij entre os

1

dois elementos "i'" e "j" €& dada por:

T r : : 4 ‘ 4 _
djj = Aij Eij {(Uj+UABS) - (Ui+UABS) ] (4-31)
onde
Aij - Aarea projetada de troca de calor associada a
!!ill e !fjll
Eij - fator que leva em conta a emissividade térmi-
ca ¢ a constante de Stefan Bolzmann
Ui’ Uj - temperaturas
UABS - parcela constante para mudanga de unidades de

temperatura.
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A equagdo (4-31) pode ser fatorada, obtendo
se

T = AT E

13§ 7 Aij

L

: 2 2

X {(U; *+ Upps) + (U + Uppe) s X (U5-U;)

(4-32)

Definindo-se o coeficiente de troca de ca-

lor por radiacgao

b R : 2 2
€15 T Ayy By LUy + Uppgd ™ + (Ug + Uppgd ™ x

X {(Uj + UABS) + (Ui + UABS) } (4-33)
Tem-se, entao:
S T _ -
qij = Cij (Uj Ui) (4-34)

Observa-se que o cﬁeficiente C{j € diretamen
te dependente das temperaturas dos elementos a principio com
uma delas, ao menos, indeterminada. Este fato obriga a utiliza
¢do de esquemas iterativos como mostrados na secao 3.5.1 para

a solucdo de problemas onde toma parte o fenomeno radiativo.
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4.3 CARACTERIZACAO DOS ELEMENTOS E LIGACOES TERMICAS

O dominio, como ja citado na segao 4.1, €
dividido em um total de G elementos. Este conjunto constitui-
se de dois sub-grupos, ou sejam, aqueles com temperaturas a se-
rem determinadas e outro com elementos de temperatura conheci-
da, oriundos da discretizacao do contorno.

O0s dois sub-conjuntos tem os totais de cf e

Gd elementos, onde:

G - n? de nos com temperaturas fixas(*)
G - n? de ndos com temperaturas desconhecidas

(a serem determinadas)

Um conceito utilizado no presente método &

o de ligagdes térmicas, também chamado de conexdes térmicas.

Cada ligacao consiste numa dupla de elemen-
tos trocando calor. 0 total das ligagoes modela o problema ex

tendido a todo o dominio.

1123110
L1516 1
718 19 [12

FIGURA 4.5 - (Divisao do Continuo)

(*) As palavras nos e elementos sdo utilizadas indistintamente
para indicar um subdominio no presente método.
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Observando—se a figu;a acima, que pode ser
uma placa plana trocando calor por convecgao com o exterior por
um dos lados apenas, formam conexdes térmicas os elementos 1 e
2; 1 e d; 3 e 10; etc. As ligacbes térmicas podem representar
troca por conducao, convecgao ou radiagao de acordo com a secao
4.1, devendo as mesmas terem indices associados a fim de serem

diferenciadas.

Para cada tipo de ligacao deve-se conside-

rar os diferentes fatores fisicos envolvidos como condutividade,

convectividade, emissividade, etc., a fim de serem calculados
0os coeficientes cgj . cgj e C;j definidos em (4-26), (4-29) e
(4-33).

Para cada elemento com temperatura a deter-
minar deve-se definir as conexoes térmicas associadas. Os ele-
mentos com temperaturas fixas tem sua influencia dada pelas co-
nexoes com elementos de temperaturas desconhecidas, nao tendo
sentido definir-se a troca de calor entre dois elementos com

temperaturas determinadas.

0 total de conexdes térmicas associadas ao

man

sera n..
i

elemento "i

0 total n,, sera, por sua vez, dado pela so

ma abaixo:

_ o v T
n, = n; +n; + A (4-35)

c v T ~ . -
onde n;, n; € n; sao respectivamente os numeros de elementos
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com os quais um dado elemento troca de calor por conducgao, con-

vecgao e radiagao. Para o elemento (6) na figura 4.5, por
exemplo,
n = 3
i
nt = 1

nao existindo radiacgao.

- C - v T —~
Os numeros n., n. ¢ n. sao, por sua vez,
i i i

"

a soma de conexodes térmicas de "i'" com nos de temperaturas co-

nhecidas ou desconhecidas

c _ _c,f c,d
n = n. + n
1 1 1
n. = nY’f + nv’d
1 1
nf = off. 4 pTd (4-36)
1 1 1

Onde os indices '"f" e "d'" indicam temperatu

ras fixas e desconhecidas.

Voltando-se, mais uma vez, para a figura
4.5, desde que os nodos de (1) a (9) tenham temperaturas desconhe

cidas e os nos de (10) a (13) temperaturas fixas:

c,f _ . c,d _

n6 - 0 P n6 - 3
v,f  _ v,d _

n6 - 1 1 1'16 - 0
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4.4 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA

A lei de Fourier para a massa contida em um

elemento € traduzida por:

"0 fluxo de calor total somado a geragao de
calor em cada elemento & proporcional a taxa de variagdo da tem

peratura no mesmo."

0 fluxo de calor total q em um determinado

- . -~ . c
elemento, € proveniente dos tres possiveis modos de troca, aj 3

qg e qﬁ, definidos em 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3, ou seja

C Vv r
Q; = 47 *+ q; *+ qj (4-37)

v
1

c T - - . . .
onde ., q. € q. sao respectivamente os fluxos termiCos em "i"
1 i

por conducdao, convecgao e radiacao.

Com as grandezas abaixo relativas ao clemen

to i,
p; - Dpeso especifico
v; = Vvolume especifico
cp; - calor especifico
Q; - geracao de calor(*)

(*) Neste termo além da geracao de calor classica, pode-se con-
siderar uma troca por unidade de area q; a uma taxa conheci

da multiplicando-se q; pela drea do elemento onde se da a
troca.
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R

e a equacgao (4-37), pode-se afirmar para "i", de acordo com a

lei de Fourier:

c v T _ i
. * o e QT oey —gp (4-38)
onde ay & a constante de proporcionalidade dada por
A, = P; Vi CPy (4-39)

Vv ~
Os valcores dos fluxos qg, q; € q§ serao a

soma dos fluxos oriundos das diversas conexoes térmicas, ou se-

e nc
c T C
9; = ‘E 95 (4-40.a)
i=1
v
ny
a; = 1 qgj (4-40.b)
j=1
nt
I ST (4-40.c)
1 j=1 1] )

Substituindo-se (4-27), (4-30) e (4-34) na

correspondente equacao de (4-40), chega-se a:

.
c _ c _ _
a; = jzl °ij (UJ u;) (4-41.a)
v
n:
v _ v v
q; = jél €ij (UJ - U.) (4-41.b)
.
r T
. = L. (UL - U, 4-41.
ket 21 °ij U5 = Uy) ( c)

.
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De acordo com (4-36) os somatorios acima po

dem ser separados, resultando em:

n(j::,f n;!d
c C _ c - _
q; = jzl cij(Uj u;) o+ j£1 cij(Uj u;) (4-42.a)
ng,f n¥,d
v v _ v _ _
q; = jzl cij(Uj u;) o+ jzl cij(uj u;) (4-42.b)
r,f T,d
n; i ny i
q; = jzl cij(Uj-Ui) + 321 cij(Uj—Ui) (4-42.¢)
Substituindo-se as relagoes acima em (4-38)
chega-se a:
nc,d nc,f nv,d nv,f
- 'i cS. U, + % cS. U, + % cy. U, + % ¢y, U, +
j=1 ij "1 j=1 i) 71 j=1 ij "1 j=1 ij "1
ni’d ni’f
+ ¥V cl.u. o+ ¥ ciiu +
51 43 jep o i3 i
ng’d ng’d ni’d
+ Tooct.u, v ) cY.u. o+ T ocr. UL +
j=1 o j=1 13 ] j=1 1] ]
nc,f ng’f ni’f
i v T
c U. + § c;:U: + § ci.U. +
+ c: . . .
jzl i3 9 321 13 55 1S
d Ui
+ Qi = 0y (4-43)
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Dividindo-se ambos os lados de (4-43) por

a; e rearrumando-se,

n$ ny n
1 i c i v 1 T
roulh il R SR RS SR S N up
i j=1 j=1 ] j=1
ni’d n¥,d ni’d
+ 7 cSous v YV dou, o+ ) ellou +
j=1 1] ] j=1 13 ] j=1 1] ]
ni’f ng,f n:,f
1 C v T
+ = Yooer, U, o+ Y clL UL o+ ) c:. U +
oy j=1 13 ] j=1 1) ] j=1 1] ]
d U.
Q; = —Hfl i=1, ..., G (4-44)
Um fato importante € a identificacao de
{(4-44) como uma relacgao matricial da forma
CM] ur + {R} = {1} (4-45)

onde os coeficientes das matrizes envolvidas sao:

a) Matriz [ M ]

c v T
i i i
Mii = - é% a Z cS. o+ Z ¢V, o+ Z et

-
.
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0, se o no "i" ndo troca calor com "j"

C v T

c<, V. s s
i i )
= E_l ou E_l ou ail, caso "i'" troque calor

Mi'
J 1 i i

com "j", por um dos modos de troca

b) Vetor {R}

nc,f nv,f n?,f
1 T C 3 v 3 r
Ry = -— '{. )} ;. U+ § c..U. + § ci:.U. +Q.
Rl G4 j=1 1+ ) j=1 11 ) j=1 13 J 1
c) Vetor {0}

d U.
5, - i
1 dt

4.5 SOLUCAO DO PROBLEMA

A exemplo do apresentado no capitulo III, a
equagao (4-45) & utilizada para regimes transientes, em geral,

podendo recalir no caso de regime permanente.

4.5.1 REGIME PERMANENTE

Para um problema de calor permanente a equa
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cao (4-45) reduz-se a uma forma simila; a obtida em (3-51),sen-
do aplicivel o método iterativo na secao 3.5.1. Caso conside
re-se apenas condugao e convecgdo a variacao das propriedades fi
sicas nao €, normalmente, acentuada, o que pefmite, na maioria

dos casos, dispensar-se a iteracao. Quando existe no sistema

estudado trocas por radiagao, a utilizagao do esquema iterativo
mostrado na figura 3.3 & indispensavel por ser o coeficientec;j

definido em (4-33), altamente variavel com a temperatura.

4.5.2 REGIME TRANSIENTE

Neste caso reside uma das vantagens do pre

sente método relativamente a formulagdao por elementos finitos.

Comparando-se as equagoes (3-50) e (4-45)
observa-se que a segunda, obtida neste capitulo, tem o vetor de
rivada temporal da temperatura. independente, ao contrario do
que ocorre com a equacdo obtida pelo método dos elementos fini-

tos.

Este fato aparentemente sem maiores implica
coes, permite que (4-45) seja eficientemente desenvolvida ao lon
go do tempo pelo método de Runge-Kutta apresentado no apendice

B.

O método de Runge-Kutta evita a inversdo de
matriz (ou solucgdao do sistema linear) a cada iteracdo, como a-

contece com (3-53) ou (3-56) obtidas a partir de (3-50).
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Para efeito de comparagéo, 0 erro obtido em
cada iteragdo de (3-50) & proporcional ao quadrado do espacamen
to de tempo, ao passo que o erro de (4-45) desenvolvida pelo mé
todo de Runge-Kutta de 4% ordem é proporcional i quarta poténdia
do intervalo de tempo utilizado, aliado ao fato de evitar-se in

versoes de matrizes.

Em problemas onde sao necessarios grande nii
mero de passos, as constatacgdes acima sao de importancia consi-

deravel ao ponto de vista de precisao e esforgo de calculo.

4.6 EXTENSAO DO METODO PARA PROBLEMAS COM TRANSFERENCIA DE
MASSA

Problema muito encontrado na engenharia € o
de interagdo so0lido-fluido por meio de tubulagbes, como na figu-

ra abaixo.

S“‘*—-...

— %

X
FIGURA 4.6 - (Interag3do solido-fluido)

Nestes casos, se a secao transversal S e a
massa especifica p forem constantes, a temperatura do fluido wf

deve satisfazer em qualquer posicaoc longitudinal x e num deter-
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minado instante, a seguinte equagdo diferencial (ARPACI?®):

S N C TR (4-46)
t 39X f t
onde:
b = h P
) cpS
P - perimetro da secao
h - coeficiente convectivo
cp - calor especifico do fluido
S - Aarea transversal
Ve - temperatura do fluido
wt - temperatura do tubo
V - velocidade do fluido

De acordo com a filosofia do método do equa
cionamento finito, o fluido no interior do tubo pode ser consi-
derado como o conjunto de elementos de dimensoes finitas, mos-

trado na figura abaixo.

aprox. linear

FIGURA 4.7 - (Discretizacao do fluido)
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As temperaturas no centro dos elementos 'i",

1n_att LA I " -
j" e "jq" serao Ui’ Uj e Ujl’
As temperaturas nas fronteiras a e b do ele

mento "i" (fig. 4.7), serao aproximadas por:

d.
— - 1 -

Ua = Ui + (Uj Ui) T ad (4-47.a)
i
dy

U = U. + u. - U. 4-47.b

. ooy - L ( )
i

onde d; d. e d, s3a0 os comprimentos dos elementos.
J J1

Os fluxos de calor por transferencia de mas
sa nas posigoes "a'" e "b", mostradas na figura 4.4, serao:

p SVoec, U (4-48.2a)

P Ta

e
I

o
]

pSVepl (4-48.b)

b

"ottt

0 fluxo por conveccdo no elemento "i" sera:
v _
qQ = h Ss_(U.-U,) (4-49)

onde S_ & a superficie de contato sdlido-liquido e U. € a tempe

ratura no tubo, considerada constante ao longo do elemento.

Desprezando-se a troca de calor por condu -
¢ao no fluido, o equilibrio térmico no elemento "i", sera apro-

ximado por
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o, v. c = =q%-q®+q" (4-50)

Substituindo-se (4-48) e (4-49) em (4-50) e

rearrumando-se, chega-se a:

an Vv
_— = p. S % u. - U -
Pi Cp1 Vi ot - Py Cpi i X d.+d ( j 1)
vV
- Dl o S Rl X d.+d. (U - Ul) +
Pj i"% J1
+ h SC(UC - Ui) | (4-51)

Utilizando-se (4-39), e observando-se que:

Sd, = v
i i
d; + dj = 2 d1J
d. +d, = 2d ,
ooy 133
chega-se a:
aU.
1 V )
¢4, —— = @ (U. - U,) - a. (u. - U.) +
i, i Zdij j i 1 Zdijl . i
+h S, (U. - U;) (4-52)

Neste ponto convém fixar que considerando-
se as dimensoes dos intervalos da figura 4.7 como infinitesi -

mais, a equacao (4-52) recai na forma diferencial (4-46), como
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nao poderia deixar de ser.

Observando-se (4-52) identifica-se a tercei
ra parcela da direita da mesma como uma ligacao térmica de con-
vecgao cuja influencia no sistema pode ser modelada através do

desenvolvimento na sub-secao 4.2.2. Os dois termos restantes

serdao as ligagdes por transferencia de massa. Ou seja,
m Vi
.. = u. - U. 4-53.
aj oy o ( ; ;) ( a)
1]
m Vv
. . = 0, u. - U, 4-53.b
qul i o7 ( 5, ;) ( )
ijq

Pode-se, a exemplo do feito para ligacgoes
térmicas de conducdo, convecgao e radiacao, definir o coeficien
te de troca de calor por transferencia de massa para dois ele-
mentos "i" e "j" ("j", no caso, € o elemento que precede "i" ten

do-se como referencia a diregao da velocidade), como:

. = o, —— (4-54)

Para os elementos "i" e "j;" ("j," € o ele-
mento que segue "i'") tem-se, de acordo com (4-52), que definir .
o coeficiente de troca de calor com o sinal negativo.

m A1)
o = - .

ij, 1,4,

(4-55)

Com as definicoes (4-54) e (4-55) chega-se

a seguinte formulagao para a troca de calor por movimento de



87

massa para quaisquer dois elementos "i'" e "j" oriundos da dis-

cretizagao de um fluido em tubulagao.

m _ m - _
G, T Ci (Us - Up) (4-56)

Observando-se (4L56) constata-se a sua simi
laridade com (4-27), (4-28) e (4-34), permitindo, este fato,con
siderar a influéncia da troca de calor.por transferéncia de mas

sa considerando-se no desenvolvimento feito para a obtengao de

m . C v
(4-44) o termo Cij’ da mesma maneira como o foram Cij’ Cij e
.- m . - ..
ng— e definindo-se n; como o total de ligacoes termicas de um

elemento devido ao movimento do fluido.
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CAPITULO V

ESTRATEGIA PARA A UTILIZACAO DO METODO QUASI-FINITO

A finalidade deste capitulo & desenvolver u
ma formulacdo para a utilizacdo do método ‘ quasi-fi-
nito associado a computadores eletronicos. Parte do trabalho

- - 1 .
€ uma extensao do apresentado por MAZZAWI para regimes perma -

nentes.

5.1 NUMERACAO DOS ELEMENTOS

Como citado no capitulo IV, os elementos no
qual o dominio &€ dividido podem ter temperaturas fixas ou nao.0
total de elementos deve ser numerado sequencialmente, iniciando
se por aqueles com temperaturas desconhecidas e continuando com
os de temperaturas determinadas. Caso no sistema existam tubu
‘lacoes (ver segao 4.6), deve-se numerar os elementos que as dis
cretizam de modo ordenado, isto &€, de maneira crescente ou de-

crescente, mas nao necessariamente sequencial.

Estes ordenamentos sao necessarios para sim

plificar-se a programagao e a identificacao de erros.
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5.2 PROPRIEDADES FISICAS

As propriedades fisicas como calor especifi
co, condutividade térmica, densidade, emissividade e coeficien-

te de conveccao, dependem, em geral, da temperatura.

Uma possibilidade simples e eficaz de mode-
la-las € a aproximacgao linear. A cada tipo de material ou su-.
perficie de contato solido-fluido (no caso de convecgao), com
diferentes propriedades, associa-se variacoes desta com a tempe

‘ratura.

As diferentes aproximagoes sao definidas por
dois pontos convenientes, como mostrado na figura 5.1. Com a
dupla de pontos escolhida, pode-se definir os coeficientes das
fungbes lineares que devem ser associados a indices para poste-

rior utilizacgao.

prop. ¢
fisica
“temp.
FIGURA 5.1 - (Aproximacdo linear de uma grandeza fisica)

5.3 DADOS INICIAIS

Todo prohlema transiente necessita da defini -
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cao do campo inicial de temperaturas. 0 mesmo pode ser estabe
lecido, associando-se a cada elemento, numerado como exposto na

segdo 5.1, o valor da temperatura inicial.

Para problemas em regime permanente, o cam-
po inicial & necessirio nos elementos com temperaturas a deter-
minar, apenas para ''dar-se partida" no processo iterativo da

procura da solucao (ver figura 3.4).

0 campo inicial pode ser obtido, entre outros
modos, atribuindo-se a cada elemento a média das temperaturas dos

elementos do contorno, que sao conhecidas.

Caso haja geragao de calor procede-se paraa
sua definig¢ao de modo identico ao citado para o campo inicial,a

tribuindo-se o seu valor a cada elemento.

O tipo de material pode variar ao longo do

. . - -
dominio, devendo-se associar a cada elemento o Indice da curva
de aproximagao das propriedades fisicas do mesmo em funcio da

temperatura,como exposto em 5.2,

0 volume dos elementos, sao, tambem, forne-

cidos como dados iniciais.
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5.3 DEFINICAO DAS LIGAQOES,TERMICAS

Como discutido na secao 4.3 a interacao en-
tre os elementos em que se divide o corpo estudado € modelada
por conexoes térmicas que devem ser diferenciadas por meio de

indices. Os adotados sao:

a) convegao - 1
b) condugao - 2
¢) radiagao - 3

d) transferencia de massa - 4

Os totais de ligacOes térmicas maximos que
um elemento pode ter sao limitados respectivamente a 3, 6, 8 e
2 para convecgao, condugdo, radiacio e transferencia de massa.0
nimero de 3 ligacOes de convecgao refere-se a um cubo no canto
de um solido tridimensional interagindo com o meic fluido por
tres faces; o de 6 ligacOes de condugao, a um cubo no interior
de um solido; o de 8, um nUmero considerado suficiente para mo-
delar o fluxo de radiacao entre um elemento e o resto do siste-
ma; e, finalmente, o de 2 ligagOes por transferencia de massa

que &€ correspondente as ligacdes possiveis dentro de um tubo.

As caracteristicas associadas a cada modo

de troca de calor serao:

a) convecgao - Numeragao dos elementos envolvidos:
- Krea de troca de calor
- Indice indicativo da curva de aproxi

macao do coeficiente convectivo.
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(ver segao 5.2)

- Indice 1 (relativo ao modo de troca)

b) condugao: - Numeragao dos elementos envolvidos
- Area de troca de calor
- Distancia entre centros de troca de
calor
- Indice 2 (indicativo do modo de tro

ca)

OBS.: A condutividade equivalente sera calculada em funcao da

condutividade de cada elemento, de acordo com a definigao

4.4,

c} radiagao: - Numeragao dos elementos envolvidos
- Area equivalente de troca de calor
- Indice indicativo da curva de apro-
ximaéﬁo da emissividade

- Indice 3 (relativo aoc modo de troca)

d) transferencia de massa: - Numeracdo dos elementos

envolvidos

- Velocidade do fluido.

- Distancia entre centros de troca

- Indice indicativo da curvas das pro
priedades fisicas (calor e massa es
pecifica)

- Indice 4 (indicativo do modo de tro

ca)l.
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OBS.: A velocidade deve ser fornecida como positiva caso a nume
racdao dos elementos oriundos da discretizacao do fluidona
tubulagao estudada seja crescente com a sua direcao e ne-
gativa em caso contrario. (Ver definicao do coeficiente de
troca de calor por transferencia de massa em (4-54) e

(4-55)).

5.4 ARMAZENAMENTO DE DADOS DE CONEXOES TERMICAS

Além dos dados iniciais citados na secaob5.2,
existen aqueles referentes as conexoes térmicas. A forma de ar
mazenamento destes & importante para a funcionalidade de um pro

grama baseado no método quasi-finito.

Duas matrizes C e N sao utilizadas. A pri-
meira € reservada para as caracteristicas fisicas com as quais
se calcula os coeficientes de troca de calor definidos em(4-26),
(4-29),(4-33),(4-54)e(4-55) (a exceséﬁo das temperaturas no €aso0
de radiac@o), e na matriz N sio mantidos os dados de numeracao

dos elementos envolvidos em ligacdes térmicas.

Como o balango térmico & feito para os
clementos com temperaturas desconhecidas, apenas (verl equacao
(4-45)), os dados de conexoes térmicas sao armazenados de modo
associado a estes elementos. Assim, em cada linha das matrizes
C e N sao mantidos os dados correspondentes ao elemento com tem
peratura desconhecida de mesma numeracao que a referida linha.

Por conseguinte,o total de linhas das matrizes C e N € fungao do
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valor 69 definido na-segﬁo 4.3,

As duas matrizes de armazenamento sao divi-
didas em regioes associadas a cada modo de troca de calor, como
pode ser visto nas figuras 5.2 e 5.3. Desde que o maximo de
ligagoes térmicas de convecgao & 3, e para o calculo do coefici
ente de troca de calor ng (ver (4-29)) necessita-se da irea
de contato e do Indice da curva aproximativa do coeficiente con
vectivo (ver segdo precedente), € reservado o total de 6 colu-
nas (2 para cada ligacgao) na matriz C. Argumentos semelhantes
levam a reserva de 12 colunas para condugao, 16 para radiagido e

6 para ligacOes envolvendo transferencia de massa.

Da mesma forma, guarda-se as 4 primeiras co
lunas de N para os totais de ligacOes térmicas associadas a ca-
da elemento, sendo cada coluna reservada para um dos quatro mo-

dos de troca previstos.

0s grupos de 3,6,8 e 2 colunas seguintes de N
sao previstas para o armazenamento dos numeros dos possiveis e-
lementos que formam ligacOes térmicas respectivamente por .con-
veccgao, condugao, radiacao e transferencia de massa, com o ele

mento de mesma numeracgao que cada linha de N considerada.
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s 5 MATRIZ1BC 3% 60

Iy
T

Em cada linha sao armazenados dados refereg

tes ao elemento '""i" como abaixo:

Colunas

1

20

35
36
37

3

e ——

~——

Armazenamento dos dados da 1% ligagdo de convencdo.
(Coluna 1 - area de troca de calor; coluna 2 - indi-

ce da aproximacao linear do coeficiente de convencao)

Armazenamento dos dados da 22 ligacao de conveﬂgéo.
(Coluna 3 - area de troca de calor; coluna 4 - Indi-

ce de aproximacgao linear do coeficiente de convengao)

Armazenamento dos dados da 1% ligacdo de conducao. (Co
luna 7 - area de troca; coluna 8§ - distancia entre

centrosde troca de calor).

Armazenamento dos dados da 1% 1igacdo de radiagao. (Co
luna 19 - area de troca de calor: coluna 20 - fator

de emissividade).

Armazenamento dos dados da 1% ligacao por transferén-
cia de massa (Coluna 35 - velocidade; coluna 36 - dis
tancia de troca de calor; coluna 37 - indice indicati

vo das propriedades fisicas).

FIGURA 5.2 - (Matriz de armazenamento dos dados

fisicos)
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MATRIZ N
147 13 2 23
E[em1 g i . : ; I "

]

|
|
!
{
1
'
!
:

Elem.c9T

Em cada linha sao armazenados dados referen-

tes ao elemento "i" como descrito abaixo:

Coluna
1 - Total de ligagoes de convecgao
2 - Total de ligacgoes de conducdo
3 - Total de ligacoes de radiacao
4 - Total de ligacgoes de transferencia de massa
5 - Numeracdo da 12 ligacao de convecgao
6 - Numeracido da 2% ligacdo de comveccdo
7 - Numeracdo da 32 ligagao de convecgao
8 - Numeracio da 12 ligacao de conducgao
9 - Numeracdo da 2% ligacao de conducgio
lé - Numeragdo da 6% ligagio de conducio
14 - Numeragdo da 1% ligacdo de radiacao
. o -:ia'. _ L
21 - Numeragao .da 8, ligacgao de radiacao
22 - Numeracdo da 1% ligacdo de transfer&ncia de massa
23 - Numeracdo da 22 ligacdo de transferéncia de massa

FIGURA 5.3 - (Matriz de armazenamento de dados de
numeragao)
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Os dados sao colocados sequencialmente em
C e N a medida que sao definidos (ou lidas por intermédio de car
toes) nas conexoes termicas. E feita, inicialmente, a verifica
¢do da coerencia dos dados de numeragao, sendo recusados erros

do seguinte tipo:

- LigagOes térmicas entre elementos com temperaturas
conhecidas (facilmente identificavel desde que seja seguido )

procedimento para a numeragao citado na segao 5.1).
- Ligacao entre um elemento consigo mesmo.

Apds esta fase verifica-se o modo de troca
de calor utilizado (1, 2, 3 ou 4). Para o elemento de menor
numeragao incrementa-se de uma unidade o valor do total de liga
goes térmicas em uma das quatro colunas de N, na linha de mes-
ma numerégéo que este elemento e guarda-se o nimero do outro na
coluna livre mais a esquerda da secao de N reservada para o mo-
do de troca (ver figura 5.3). Procede-se de maneira similar com

os dados fisicos, para o armazenamento na matriz C.

Completado o processo para o elemento de
mais baixa numeracgao, verifica-se se o de maior numero pertence
ao sub-conjunto dos elementos de temperaturas desconhecidas. Em
caso afirmativo, fepete—se o processo descrito acima destinando
se os dados, para a linha de C ou N correspondente a este ele -
mento. Caso contrario, ou seja, o elemento pertence ao contor-
no, nao se armazenam dados, passando-se a outra ligacao térmica.

Um fluxograma pode ser visto na figura 5.4,



98

1
..(DADOS.DA CONEXAO TERMICA

NUM.
COERENTE?

NAO

ERRO

1% PASSAGEM:
DADOS SAQ ARMAZENADOS
PARA ELEMENTO DE MENOR
NOMERO

22 PASSAGEM:
DADOS SAQO ARMAZENADOS
PARA ELEMENTO DE MAIOR
NOMERO

MODO
T B :

CONVECCAO 'CONDUCAO RADIAGCAO TRANSF.DE MASSA

SIM a

2% PAS

SAGEM?
NEO

ELEMENTO DE MAIOR SIM

NOUMERO PERTENCE
AQ CONTORNO?

\

TANTAS PASSAGENS
QUANTO FOR O TOTAL
DE CONEXOES TERMICAS

NAO

FIGURA 5.4 - (Fluxograma para armazenamento de dados de

conexdes termicas)
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5.5 MONTAGEM DO SISTEMA LINEAR

Em geral as propriedades fisicas envolvidas
variam com a temperatura, implicando na variagéd dos coeficien
tes de troca de calor, o que traz a necessidade de montagem das
matrizes em (4-45) sucessivamente para os campos de temperatura
que se obtém ou pelo processo iterativo para regimes permanen -
tes, ou pela evolugéo-do regime transiente (ver secoOes 4.5.1 e

4.5.2).

0 estabelecimento das matrizes coeficientes
da equacao (4-45) € feito linha a linha, ou seja, compde-se pa-
ra cada elemento com temperatura desconhecida a equagao (4-44)
utilizando-se os dados fisicos e de numeragao contides ' nas ma

trizes C e N apresentadas na secao precedente.

Comc mostrado na figura 5.5 faz-se um cir -
culto percorrendo todos os elementos com temperaturas desconhe-
cidas, sendo que em cada volta obtem-se uma linha das matrizes
do sistema (4-45). Dentro do circuito exterior existem quatro
outros percorrendo o total de ligacbes térmicas de cada modo de
troca (este total fica armazenado em uma das quatro primeiras co
lunas de N). Em cada volta dos circuitos internos obtém-se a
numeracao do elemento envolvido na ligagao térmica na propria ma
triz N (ver fig. 5.3), sendo os dados fisicos necessarios para
o calculo de cij {coeficiente de troca de calor por um dos qua-
tro modos previstos) obtidos na matriz C. Observa-se que Cij
é funcao, ainda, da temperatura dos elementos que formam a liga

¢ao térmica para o fluxo por radiacao.
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MONTAGEM DA
" INFLUENCIA |
DA CONVECCAO

MONTAGEM DA
INFLUENCIA ,
‘DA CONDUGAO

MONTAGEM DA
INFLUENCIA | L
DA RADIACAO

MONTAGEM DA

INFLUENCIA DA

TRANSFERENCIA
DE MASSA

T m - .. -
Obs. 1: Gd, ng,_ng, n, e n; estao definidos no Capitulo 1IV.
_ c C T m .. ..
Obs. 2: 0s valores de ns, NS, Do e ficam nas 4 primeiras co-
lunas da linha '"i" da matriz N.

FIGURA 5.5 (Montagem do sistema)
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A localizagdo dos dados em C e N ¢ fa-
cil, uma vez que 0 armazenamento nas duas matrizes € feita de
maneira sequencial, permitindo o acesso a estes dados, seguindo

se o ordenamento mostrado na figura 5.2 e 5.3.

5.6 REGIME PERMANENTE

Para problemas em regime permanente o fluxo
grama basico € o mostrado na sub-secdo 3.5.1. Deve-se, porém, ter o
cuidado de definir um numero maximo de iteragdes ao fim do qual

serd interrompido o processo.

Caso as propriedades fisicas variem com a
temperatura e/ou o problema inclua radiacdo, sera preciso arbi-
trar-se um éampo inicial, sem sentido fisico mas necessario pa-
ra o calculo dos coeficientes de troca de calor (dependentes da
temperatura) ao inicio do processo iterativo. Uma possibilida-
de, como ja citado, & utilizar-se a média aritmética das tempe-

raturas dos elementos com temperaturas conhecidas.

E preciso, no presente caso, resolver-se um
sistema linear a cada iterac3ao. O método utilizado seri o de
substituicao de Gauss cuja descricao pode ser vista em FORSYTHE

and MOLER?!?3,

0 fluxograma utilizado em regime permanente

esta na figura 5.6.
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(;)

LETTURA DAS
CONEXOES
TERMICAS

AJUSTAMENTO DAS

ARMAZENAMENTO DOS

APROXTMAQOES DADCS DE CONEXOES
" LINEARES TERMI CAS
v

OBTENCAO DO '
CAMPO INICIAL
DE TEMPERATU-

RAS .

MONTAGEM DO

SISTEMA DE EQUACOES

SOLUCAO DO
SISTEMA

LINEAR

Tantas voltas
quantas forem
as conexoes
termicas.

SUBSTITUICAO DO

CAMPO DE TEMPE~

- RATURAS

IMPRESSAQ 10~ |
RESULTAID | -

FIM

FIGURA 5.6 - (Fluxograma para problema em regime perma-

nente)
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5.7 REGIME TRANSIENTE

Um problema transiente € resolvido passo-a-
passo. Normalmente, nos instantes iniciais as variacoes no
campo de temperaturas sao mais bruscas, sendo conveniente a uti
lizagao de menores intervalos de tempo ao iniciar o processo ite

rativo,aumentando-os progressivamente com o tempo.

Definindo-se um certo nimero de grupos de
espagamento, pode-se cobrir as diversas faixas de precisao ne-
cessarias para a modelagem do problema. Para cada grupo pre-

cisa-se estabelecer o espacamento e o total de passos, como na

figura 5.7.
|J‘_. Illl l
I---— Ill 1 I
grupo 1 grupo 2
Total de passos = my Total de passos = m,
Espagamento - Espagamento 2
FIGURA 5.7 =~ (Discretizag¢do no dominio de tempo)

De acordo com a segdo 4.5.2, o método utili
zado para desenvolver o regime transiente sera o de Runge-Kutta
de 42 ordem, com apresentacao e fluxograma mostrados no apendi-

ce B,
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0 algoritmo para a solugdo de problemas tér

micos transientes pelo método quasi-finito esta na figura 5.8.

- DADOS '}
INICIAIS

AJUSTAGEM DA
APROXTMAGAQ
DAS PROP.FIS.

/ LETTURA DA
CONEXAO TER
MICA

ARMAZENAMENTO
DE DADOS EM
!lCTl E HN"'

0

TANTAS PASSAGENS

QUANTO FOR O NO- -

MERO DE INTERVA-
10S NO GRUPO.
(VER FIG.5.7)

FIGURA 5.8 - (Fluxograma para regime transiente)

©

CAMPO INICIAL
DE TEMPERATU-
RAS

MONTAGEM
SISTEMA

DETERMINAGAO DO CAMPO DE
TEMPERATURAS AO FINAL DO
INTERVALO DE TEMPO

(RUNGE-KUTTA)

SUBSTITUIGAO DO CAMPO
DE TEMPERATURA PELO
OBTIDO

IMPRESSAQ  DOS
DADOS DO
CIRCUITO

TANTAS PASSA-
GENS QUANTO
FOR O TOTAL
DE GRUPOS DE

ESPACAMENTO
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CAPTTULO VI

APLICACOES

Exemplos dos métodos e comparagdes sio apre

sentados.

6.1 SOLUCAO DO CAMPO TERMICO TRANSIENTE EM UM CILINDRO IMERSO

EM FLUIDO

0 primeiro exemplo escolhido &€ o problema de

um cilindro imerso em fluido como na fig. 6.1.

—~—— r"‘“*::::) e
P, W)
T I
— e i
LY Yoo
P e —— — -

FIGURA 6.1 - (Cilindro imerso em fluido)

A partir de um instante inicial supoe-se 0
fluido a uma temperatura diferente daquela do cilindro e procu-

ra-se o campo de temperaturas no solido em um instante qualquer.
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A solucdo do problema utilizando-se series de Fourier-Bessel &

conhecida (ARPACI®) e dada por:

-akzt
p(r,t)-¢_ © e n J (Anr)
— 2 = 238i § o 1 (6-1)
Yo - Yo =Ll r? Biszo()\nR)

onde os auto-valores An’ sdo as enésimas raizes da equagdo
(AnR) Jl[knR) - Bi Jo(AnR) = 0 (6-2)

As demais variaveis tem as seguintes defini-

coes:
r - coordenada radial
t - tempo
v(r,t) - temperatura
P - temperatura do fluido em ponto distante do ci
lindro
wo - temperatura do cilindro no instante inicial
h - coeficiente de conveccgao
R - raio do cilindro |
k - condutividade do material
Bi - hR/k (Nimero de Biot)
P - massa especifica do material do cilindro
Cp - calor especifico do material do cilindro
a - k/(pcp) difusividade térmica

0 modelo para a solugdo do problema pelo me-
todo dos elementos finitos (Cap. II e TII) tem a seguinte formg

langando-se mdo de elementos triangulares axisimétricos
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T =R
FIGURA 6.2 - {Malha de elementos triangulares axisimétricos

para a formulacao de elementos finitos)

Para o metodo quasi-finito (Capitulos IV e

V) construiu-se a malha da figura 6.3.a.
| _ I

" a) R ) b} R
FIGURA 6.3 (Elementos axisimétricos para o metodo quasi-

finito)

De modo a minorar-se o erro devido a trocade
calor por convecgao, quando nao se considera a temperatura na

superficie de contato solido-fiuido como deveria ser, mas aque-
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1a do centro dos elementos solidos exteriores (ver sub-segdo

4,2.2), faz-se um modelo alternativo na figura 6.3.b.

Arbitrando-se os seguintes valores para as

propriedades fisicas envolvidas:

h=1
p = 2
c = 2
p

k=5

E, considerando-se,

=
Q
Il
[

300

<=
8
i

sao obtidos os seguintes campos de temperaturas mostrados nas
figuras 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8, pelos trés modos de calculo

(Fourier-Bessel, com S auto-valores, elementos finitos e quasi-

finito).

Observa-se que os resultados obtidos pelosmé

todos dos elementos finitos e Fourier-Bessel muito se aproximam.

o} metodo quasi - finito com o mode
lo mostrado na figura 6.4.a tem uma evolugao do campo de tempe-
raturas mais rapida que a obtida pelos outros dois métodos. Es-
te fato pode ser explicédo pelo maior fluxo de calor do fluido
para o cilindro considerado pois leva-se em conta para o calcu

lo do fluxo por convecgao a temperatura no centro dos elementos
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— FOURIER-BESSEL

o ELEMENTOS
FINITOS

x EQUACIONAMENTO
FINITO

+ EOUACIONAMENTO
FINITO [maiha re -
finada)

FIGURA 6.4 - (Distribuicdo de temperatura para t = 10)

138

»,

1
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|
!
1
!
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!
i
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-
| RI2 R
FIGURA 6.5 - (Distribuicao de temperatura para t = 25)
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100)

o

FIGURA 6.6 - (Distribuigao de temperafura para t

200}

FIGURA 6.7 - (Distribuigao de temperatura para t
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FIGURA 6.8 (Distribuicao de temperatura para t = 300)

solidos exteriores e nao na superficie solido-fluido como ja
discutido (ver secao 4.2.2). Observa-se, também, que a maior par
cela do erro & adquirida ao inicio do processo transiente quan-
do s3o maiores os gradientes, tornando significativa a diferen
¢a de temperatura da parede para o centro dos elementos exter -
nos. A medida que os gradientes de temperatura diminuem o erro

passa a ter um aumento pequeno.

Para o modelo na figura 6.4.b minora-se o e-
feito citado acima, ficando o erro aproximadamente com a metade

do valor obtido com o modelo em 6.4.a.

Com respeito ao fator tempo de processamento,
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convém lembrar o discutido no Capitulo V, quando citou-se a pos
sibilidade de definir grupos.de intervalos de' tempo,sendo que
ao inicio do processo transiente pequenos intervalos eram consi

derados, aumentando-os progressivamente.

O procedimento acima foi utilizado nos mode-
los da figura 6.2 (método dos elementos finitos, sistema 41 x
41) e figura 6.3.a (metodo quasi-finito, sistema
64 x 64) chegando-se ao valor de 3,52 segundos/passo para o pri
meiro e 1,619 segundos/passo para o seguinte. Como o total de
passos utilizados nos dois casos foi o mesmo, iniciando-se com
intervalo de 0,1 e seguindo-se com o intervalo de 1, conclui-se
que o modelo segun&o o metodo quasi - finito consome
a metade do tempo que o classico método dos elementos finitos,

muito embora a precisdo deste seja maior.

Ao introduzir-se o refinamento no método
quasi-- finito na figura 6.3.b aumenta-se a precisao, po
rém observa-se que o modelo & instavel para intervalos de tem-
po grandes o que nio ocorre com os modelos em 6.2 € 6.3.a. Este
fato requer a utilizacao do intervalo 0,1 para todo o processo
transiente com o modelo em 6.3.b, aumentando-se de uma ordem de

grandeza o tempo total de processamento.
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6.2 - SOLUGAO DO CAMPO TERMICO EM UM RADIADOR SOLAR

No exemplo da segao anterior nao ficou clara

a vantagem do metodo quasi - finito com respeito ao
metodo dos elementos finitos, 0 problema indicado para demons
trar a flexibilidade do - método quasi-finito ¢ aque-

le de um radiador solar mostrado na figura 6.9.

RADIAGAD ' SERPENTINA

FIGURA 6.9 - (Radiador solar)

No aparelho acima incide radiagao, a uma ta-
xa conhecida, sobre uma placa de metal envolta em ar. No inte-
rior da placa flui agua por uma serpentina, com a funcgdo de re-
ceber a energia proveniente do sol. Com respeito @ agua conhe
ce-se apenas o valor da temperatura no ponto de entrada sendo o
seu valor ao longo da tubulacao juntamente com a temperatura na
placa as incognitas do problema. Assim, deve-se determinar a

temperatura do fluido, o que nao e possivel pelo desenvolvimento
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por elementos finitos no CapItulo III mas resolvivel pelo méto

do quasi-finito.

0 modelo utilizado para a solugdo vem a se -

—"-_“-—*'"-‘---'——;———---"-*i::;)—-r ~ Elem. de tubo

Elem.de placa

7

Elem.dedar

e i S s s S

"FIGURA 6.10 (Modelo de um radiador solar segundo o método.

quasi-finito)

As dimensoes da placa sdo 1,60x0,80x0,02m e
o diametro do tubo 0,015m. A velocidade do fluido na tubulacgio

e de 0,1 m/s.

0 modelo leva a um total de 64 elementos com
temperaturas desconhecidas (32 oriundos da placa e 32 da tubula
cao) e a 33 elementos com temperatura fixa (32 representando o

ar ¢ 1 a entrada da tubulacao).

Os seguintes tipos e totais de conexdes teér

micas sao utilizados.
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a) placa/placa (condugio) 52 conexdes
b) placa/tubo (conveccao) - 32 conexoes

32 conexoes -

c) placa/ar (convecgdo)

d) tubo/tubo (transferéncia de massa) - 32 conexoes

As propriedades fisicas envolvidas sao atribuidos

os seguintes valores como fungdo da temperatura (ver secao 5).

a) coeficiente de condutividade da placa

k = 383,8W/m0K {(independente da temperatura)

b) calor especifico da agua

cp(0°K) = 4217 J/kg %k

cp(90°K)= 4205 J/kg °x

c) densidade da agua
0(0°K) = 999.8 kg/m’

0(90°K)}=  965.2 kg/m>

d) coeficiente de conveccgao placa/ar

h, = 7,43 W/m2 Ok (independente da temperatura)

1

e) coeficiente de convecgao placa/tubo

1000 W/m? °x

1]

hz(ZOOK)

h, (100°K) 1200 w/m¢ °k
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0 calor que surge em cada elemento por unida
de de tempo decorrente do fluxo radiativo por unidade de area,

tem o valor Q = 0,12 W/seg.

A temperatura do ar foi suposta a 20°C ¢ ada

dgua na entrada da serpentina 10°C.

A solugao em regime permanente para o proble
ma acima esta mostrada na figura 6.11, observando-se que a tempe

ratura da agua elevou-se de 5,974 °x.

13,294113,424) 13,597 113,747113,906| 14,025| 14,151}14,212

14,791)14,820| 14,822{14,838|14,819| 14,803} 14,756114,716

15,626: 15,677} 15,736(15,783115,824) 15,848| 15,867(15,873

16,568 16,534 16,522|16,480{16,450; 16,392| 16,392|16,289

a} Temperaturas no centro dos elementos de placa

10 10,410 10,710 11,087 11,330 11,684 11,880, 12,216,12,360
T T T T L T i

—

13,852 13,830 15,606 13,527 13,279 13,144 18,867
T 1 T 3 e

+ T I } 12,675
[ [ : : . , 15,067

T | = 1§ )] 1 K|
14,063 14,242 14,421 15,570 " 14,724 14,844 14,975

| ] ! 1 L i i
’ 1

T (0 1 1 ] .
15,974 15,825 15,976 15,643 15,587 15,427 15,345  +>+177

b} Temperaturas no centro dos elementos de fluido

FIGURA 6.11 - (Distribuicao de temperaturas em radiador solar)
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6.3 CAMPO DE TEMPERATURAS NO ESPELHO DE UM TROCADOR DE CALOR

Estrutura das mais solicitadas termicamenteé
o espelho de um trocador de calor, sendo que a analise do mesmo

pode ser convenientemente realizada pelo metodo quasi-finito.,

Um trocador de calor & um equipamento, _em

geral com a seguinte forma:

1__ . .
2 3 l e 2 - camaras de agua
—~—— \\3
[ 3 ¢ 4 - espelhos
™
5 5 - feixe de tubos
. I
Ll

FIGURA 6.12 - (Esquema de trocador de calor)

Normalmente o l1iquido a ser refrigerado entra
em uma das camaras e flui atraves do espelho para um feixe de

tubos que esta em contato o refrigerante, dando-se a troca de

calor.

O espelho sofre as seguintes solicitagdes ter
micas:
a) Parte superior em contato com fluido frio.
b) Parte inferior em contato com fluido quente.
c) Interiqr do espelho em contato com o fluido quen-

te dos tubos.
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A LTI 5

FIGURA 6.13 - (Geometria do espelho de um trocador de

calor)

Para a solugiao do problema foi considerada a
temperatura nos tubos no interior do espelho constante e igual
ad temperatura na camara inferior. Com esta hipdtese a tempera-
tura do fluido nido é'incagnita, ao contrario do exemplo da se-
cdo 5.2, ficando para ser determinado o campo de temperaturas no

espelho e nas paredes do trocador na proximidade do mesmo.

. Um fato que deve ser observado &€ que a geome
tria do espelﬁo introduz um certo tipo de anisotropia no mesmo

pois o fluxo de calor se dar5 de modo diferente nas direcoes ra
dial e axial, devido a existéncia de furos para a passagem de

fluido, como pode ser visto na figura 6.14.
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FIGURA 6.14 - (Fluxo de calor radial em espelho dé trocador

de calor)

Um modo de se considerar a modificacao no
fluxo radial & utilizar apenas uma percentagem da area na -au-
séncia de tubulacoes. Este procedimento & coerente com a obser
vagao que os furos sdo obstaculos ao fluxoc de calor. Para de -
terminar-se esta area hipotética, uma possibilidade € a realiza
gao de estudoé experimentais para uma dada geometria de  feixe

de tubos. No presente «caso. arbitrou-se o valor de 50%.

Com respeito ao fluxo axial & suficiente con
siderar a area real de troca de calor, subtraindo-se a area da
secao transversal dos tubos.

»
0 modelo para a solugdao do campo de tempera-

turas na regido do espelho pelo método quasi-finito vem a seguir.



120

‘ESPéLHq\\\

I ; i L [ |

' ! NN

i - ) I T ¥

' | : : Iy

‘ i 1

} | R

I I

i i , [ T

A ] _ I i

TUBOS
{equivalentes)
GORPO
DO TROCADOR

(FIGURA 6.15 - (Modelo para a solucdo do campo de temperdtura

no espelho trocador de calor)
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Com respeito aos elementos no espelho,deve-se
considerar a troca por convecgao com os tubos indicados pelas-

linhas pontilhadas.

Existe, ainda, a troca por convecgdo nas par-

tes superior e inferior do espelho.

No modelo da figura 6.15 chegou-se a um to-
tal de 88 elementos com temperaturas a determinar e 56 com tem-
peraturas fixas (40 oriundos do fluido nos tubos do espelho, 8

do fluido na parte superior e 8 na parte inferior).
As seguintes conexdes térmicas sao utilizadas

a). Espelho/espelho (conducdo) - 152 conexdes

b) Espelho/tubo (conveccgao) - 40 conexoes

c) Espelho/fluido (convecgdo) 16 conexdes
As propriedades fisicas envolvidas tomam os

seguintes valores:

a) condutividade

k = 383 W/m °K
b) coeficiente de convecgdao espelho/tubo

hy = 4600 w/m® %k

c) coeficiente de convecgdo espelho/agua (parte supe

rior e inferior)

h, = 5948 W/m °x
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As propriedades acima foram supostas indepen
dentes da temperatura. Observa-se que nac se considera troca
de calor por transferéncia de massa, por ser a temperatura do
fluido nos tubos conhecida de antemao. Nao existindo, assim, a
necessidade de definir-se o calor especifico e a densidade no re
refido fluido.

Para a temperatura de 175 °C do fluido quen-
te (cﬁmaré inferior e interior do espeiho) e 20 °C na parte su-
perior, obtém-se a distribuicdo de calor no espelho de trocador
de calor mostrada na figura 6.10 que pode ser utilizado para o

"calculo de tensdes na pega estrutural.

FIGURA 6.16 - (Distribuigao de temperaturas no espelho)
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CONCLUSOQES

Os métodos desenvolvidos sao ferramentas po

derosas e complementares para o calculo de campos térmicos.

Obteve-se .conm o metodo quasi-fi
nito resultados ;omparéveis aoé obtidos pela utilizacao de ele-
mentos finitos, fato que torna o primeiro bastante confiavel. A
1ém disso, a sua flexibilidade permite a anilise de problemas de

dificil tratamento por elementos finitos.

Para a continuidade do estudo do  método

quasi-finito sugere-se:

- Pesquisa da sua estabilidade em processos transien-
tes sobre malhas onde utiliza-se elementos com diferencas acen-
tuadas nas dimens6es volumétricas, pois verifica-se qﬁe nestes
casos o desenvolvimento torna-se instavel para intervalos de
tempo grandes;

- Extender o densenvolvimento feito para fluidos in-

compressiveis em tubulagbes, a gases e misturas gasosas.
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APENDICE A

INTEGRAIS SOBRE UM TRIANGULO

FIGURA A.1 - (Triangulo)

= J x dxdy = % (X + x, ¢+ xs)
S
( S
= J y dxdy = = (¥) + vy, * ¥g)
S
)
2 S 2
= X°dxdy = -= (x7 + + Yo o+ X.X, * X%, +
JJ vy =g Yo T Yz T XXy T Xp¥g
S
t X3Xq)
[ .2 .8 .2 2, 2, .
= ) yidxdy = g Oy YL Y Yz P YV, t VY3
S

S _
Xy dxdy = 13 [[xfxzﬂ“s:‘ Cyy*yprysd e

il
Sy,
Ur——
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INTEGRAIS SOBRE UM SEGMENTO DE RETA
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1

(Segmento de Reta)
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INTEGRAIS SOBRE UM TRIANGULO

2 s -2 22
” xy dxdy = g | Lxprxgg JDygtyptys oo

S

2 [xgrxprxg J Dxgyy + %y, * Xgyz 1o+
Ly xp x5+ vy X5 % + ¥5 %) X, 7] J

2 S 2,...2, .2
JJ xy“ dxdy = 30 [Eyl+y2+ysj Exl+x2+x3] +
S

2 Lyprygrys 1 Dxqyy %0y, + xgy; 30+

Lxp ¥y ¥3 + X3 Y3 Y1 * X3 7 sz)
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INTEGRAIS SOBRE UM SEGMENTO DE RETA

' _ 2 2
f xy" d & = 17 (3x2y2 + 3x1y1 XYt X

TIX) Yy Yy Xy ¥y Yp)

2
172
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APENDICE B

0 METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4% ORDEM

A solugao de uma equagao diferencial do tipo,

%}}E = f(x,y) xe [a,b ] (B-1)
onde a e b sdo os extremos do dominio, pode ser obtida de modo

iterativo como segue.
Seja,
us Fyx,) , (B-2)

onde uy € o valor aproximado da funcdao solugdo em um ponto X4

do intervalo [ a,b .

De acordo com o proposto por Runge e Kutta o

aproximado sobre um ponto x,. distando h de x. po

valor wu.
i+l i

i+l
de ser calculado pelo esquema abaixo, desenvolvido a partir de

consideragdes sobre a expansdo em seérie de Taylor em uma vizi-

nhanga de x.

u. =u.+%(k1+2k + 2k, + k

i+l i 2 3t k) (B-3)
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onde
-kl = f(xi,ui)
= L L
kZ f(xi + 5 h, u, + 5 h kl)
- 1 1
k3 = f(xi t h, u, t 3 h kz)
k4 = f(xi + h, u, + h k;)
Os termos kl, k2’ k3 e k4 tem as seguintes
iriterpretacgoes:
a) kl - Aproximacao da derivada da funcao solugido no

ponto xi(como pode ser visto de (B-1)).

b) k., - Aproximacdo da derivada da fungdo no ponto

Xi + % h, sendo o valor da ordenada calcula-

do a partir de k1 e u..

1
2

sendo o valor calculado com o valor da deri-

c) k., - Aproximacao da derivada da funcdo em X+ h,

vada dado por kz,e u. .

d) k, - Aproximagdo da derivada da fungdo em x. + h,
com o valor da ordenada obtido em funcao "de
k3 e u;.
E feita a média ponderada dos valores dados
por kl’ kz, k3 e k4, atribuindo-se respectivamente os pesos 1,

2, 2 e 1, chegando-se a (B-3).
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Conhecendo-se um par ordenado, condigao ini-
cial do problema (xo,yo) pode-se obter o valor da funcao suces-

sivamente atraves de (B-3).

0 erro introduzido a cada passo com interva-
lo h e proporcional 3 quarta poténcia do intervalo.
-
0 método pode ser extendido a um sistema do

tipo:

dyl

gc— = fl (X, }"1, Yz, e yn)

Y2 ( )

-_— = Xy Y11 Y55 ase , ¥

dx 2 1 2 n

dy

—1a = £ (X, y1$ st ves » ¥ ) » ' (B'4)
dX 7 n I

a partir da condigao inicial.

yi(x,) = Y10
Yz(XO) = Y.
'nXe) = Yao (B-5)

Observa-se que um caso particular do sistema



131

(B-4) € a equagao matricial abaixo
Hyr = M 7] (v} + (R} (B-6)
onde o ponto sobre y indica derivada relativa ao tempo.

Conhecendo-se o valor da funcédo solugﬁo'{yi}
em um determinado ponto x; a aproximag¢do da mesma {yi+1} em um

ponto x. 4 distante h de X4 pode ser obtida por

fy.,b = b+ 2 QIg) + 2 (k) + 2 (k) + (kD) (B-7)
onde
{k;} = [M ] {y;} + (R
() = M J 7.3+ (R,
= h
sendo { yi} = {Yl} g {k,}
k,d = M J {7} + (R},
= h
sendo { yi} = dygb o+ > {kz}
{k,} = [M, 1 )+ (R}
sendo  (y;} = (y;} + h (k)

0 esquema acima permite desenvolver-se a so-
lugdo a partir de uma condicao inicial {y_}. Um fluxograma vem

a seguir.
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CALCULO DAS MATRIZES
M, ] E {R} EM FUN-

GAO DE  {y;!
L=1
L=1 L=2 L=3 L=4

'CALCULO DE 'CALCULO DE CALCULO DE CALCULO DE
QAO DE_{yi} QAO DE{kZ} GAO DE{kZ} QAO DE{kS}
'CALCULO DE 'CALCULO DE CALCULO DE
{k,}EM FUN {k;}EM FUN {k, }EM FUN
CAO DE{y;) RO DE{y,} CAO DE{Yy,}

=L+1

SIM
L <4
CALCULO DE
{y i)

FIGURA B.1 - (Algoritmo para a utilizacao do método de

Runge-Kutta de 4% ordem)




133

APENDICE C

PROGRAMAS DE COMPUTADOR E ENTRADA DE DADOS

- C.1 - PROGRAMA PARA CALCULO DE CAMPOS TERMICOS TRANSIENTES. PELO
METODO QUASI-FINITO

a) Restrigdes de numeracgao

- Os elementos devem ser numerados de modo
que nenhum receba numeracac superior ao total de elementos do

modelo.

- Nenhum elemento com temperatura desconhe-
cida devera ser numerado com valor superior ao total de elemen-

tos com temperatura desconhecida.

- Os elementos com temperaturas fixas, . por
consequéncia, recebem valores de numeragido superior ao total de
elementos com temperatura desconhecida e menores ou igual que

0 total de elementos.
b) Restricoes de dimensionamento
- Nimero maximo de elementos = 200 (soma NU+

NN) .

- Nimero maximo de elementos com temperatura
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desconhecida = 150 (NU).

- Nimero maximo de circuitos ao longo do tem

po = 10 (NLOOP).

- Namero maximo de tipos de materiais

- Namero maximo de tipos de convecgio

OBS.: Ver definicao de

toes de dados.

5 (NMO).

5 (NMV).

NU, NN, NLOOP, NMC e NMV, nos 2° e 4° car

c) Cartoes de dados

1° | TITULO 1 cartao
20A4

2° ' TZERO | NLOOP 1 cartio
F10.3 15

TZERO - Tempo a partir do qual se inicia o proces

so transiente.

NLOOP - Total de circuitos ao longo do tempo (ver

segao 5.3)

39 PAS(I) | NPAS1(I) | INTL(I) | NCL(I) Tantos cartoes
: quanto for o
F10.3 I5 I5 I5 valor de NLOOP

I - Indice variando de 1 ate NLOOP



134

desconhecida = 150 (NU).

- Nimero maximo de circuitos ao longo do tem

po = 10 (NLOOP).

- Numero maximo de tipos de materiais

- Numero maximo de tipos de conveccio

5 (NMC).

1]

5 (NMV),

OBS.: Ver definigdo de NU, NN, NLOOP, NMC e NMV, nos 2% e 4° car

toes de dados.

¢) Cartoes de dados

19 . TITULO

20A4

2% [_ TZERO

NLOOP

F10.3

I5

1 cartao

1 cartao

TZERO - Tempo a partir do qual se inicia o proces

so transiente.

NLOOP - Total de circuitos ao longo do tempo (ver

segao 5.3)

39 PAS(I) | NPASL(T)

INT1(I) NC1(I) Tantos cartoes

F10.3 I5

I5

quanto for o
valor de NLOOP

I - Indice variando de 1 até NLOOP
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I T(I) Q(I) tantos cartoes
quanto for a
I5 ~ Fl10.3 F10.3 soma NU+NN

I - Numeracdo do elemento (nao deve exceder a 200)

T(I) - Temperatura no elemento "IV

Q(I) - Geracao de calor no elemento "I"

OBS.: Caso o elemento pertenca ao contorno ou nao haja geracgao

de calor deve-se deixar o espago correspondente em bran-

co.
6° I MC(I) VOL(I) tantos cartoes
IS IS F10.3 quanto for a
soma NU+NN
I - Numeracao do elemento (nao deve exceder a 200)
MC(I) - Indice do material de que se constitui o elemen-
to VlII‘l
VOL(I) - Volume do elemento "I"
7° I TP1(I) | CP1(I) | TP2(I) | CP2(I) tantos car
— toes quan-
I5 F10.3 F10.3 F10.3 F10.3 to for o
valor de
NMC
I - Numeragao do material (nao deve exceder a 5)
TP1(I) - Temperatura associada a CP1(I)
CP1(I) - Valor do calor especifico na temperatura TP1(I)
(Ver secgao 5.3)
TP2(I) - Temperatura associada a CP2(I)
CP2(I) - Valor do calor especifico na temperatura TP2(I)

(Ver secao 5.3)
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I TC1(I) COND1(I) TC2(1) COND2(I) tantos car
toes quan-

I5 F10.3 F10.3 F10.3 F10.3 to for o
valor de
NMC

no 7° grupo de cartoes,

Qe

.

Aproxima¢8o linear das condutividades.

I

TH1 (1)

CH1 (I)

TH2 ()

CHZ(;)

I5

F10.3

F10.3

no 7° grupo de cartoes.

10¢

Aproximacgio linear das

F10.3

F10.3

densidades. =

I

TV1(I)

CV1(I)

V2 (1)

CV2(I)

I5

F10.3

F10.3

F10.3

Ver detalhes no 7° grupo de cartoes.

11°

OBS.:

F10.3

Bl

NA

NB

Ver detalhes

tantos car-
toes quanto
for o valor
de NMC

Ver detalhes

tantos car-
toes quanto

for o valor
de NMV

Aproximacdo linear dos coeficientes de convecgao.

NH

IS

IS

I5

cidade (M=4)

No caso de M=1,

IS

I5

IS

Bl - Distancia de troca de calor

tantos car-
toes quanto
for NHC

A - Area de troca de calor (se M=1,2 ou 3), ou velo-

torna-se sem sentido a distancia de troca

de calor devendo o espaco ser deixado em branco.
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NA,NB - Numeracao dos elementos envolvidos na liga-

cao termica

O0BS.: Ligacdes térmicas de um elemento com si proprio, ou entre
elementos com temperaturas conhecidas serac recusadas, pa-

rando o programa.

M - Indice do modo de troca (1,2,3 ou 4 respectiva =
mente para conveccgao, condugdo, radiacio ou trans
ferencia de massa).

NH - Indice do tipo de convecgdo (fornecido apenas pa

ra M=1).

A seguir vem a listagem do programa para regime

transiente.
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COMMON N{150,23),C(158,46) ,NU, A, 81,NA, N, NH,
LICOD,H(159,180),8(150),MC(200),AC0HD(S),DCOND(S),
RACV(1I0),bev(In), r(a2n0),Q0200)

COMMON VOL(150),aCP(S),GCPISI,ACH{S],DCH(S)

COMMON/RUN/PHT (1950),54VEY(152)

DIMENSINN
DIMENSION
DIMENSION
DIMENSTON
DIMERSTION
DIMENSINN
DIMENSTON
DIMEMS[ON

TTITLE(2M),TETA(21,269)

PASUIN) ,FiIPASTEOLIO), INTY (1), NCECL )
TRPI(S).CPI(5),TP2(5),CP2(5])
TC1(5),CaND1(5),TC2(5),CO0ND2(5)
TH1I(5),CHI(S),TH2(5),CH2(5)
PVELS),C¥1(5),TVv2(59),0V2(5]}
FO1954a),Y{150)

TEHPO(21)

LOGICAL gaaL

gaaL =, TRUE,

READCS,1eX(TITLE(T )}, I=1,20)

FORMAT (29&4)

wWwRITE (6, 12} CTITLE(TE) ,I21,20)

READC(S, 14YT7EHC, Nl D0OP
ARITE( 6, 14 )YTZFRO, ML GOP

FOEMAT(FIO,_ %,51%)

00 15 I=st,NLO0P
READ(S,14)PAS{ 1), NPASI(T), IMTI(L) , HCELD)
WRITE (G, 14)PAS(T) L HPASTICI), INTICI),NCY (1)
CONTINUE

READ (S, 29 )l Nl dHD , fRC , NH VY
FORMAT(61S,2F +0,3) : R
WRITE (6,25 ) Hlj NN NHC , NHC, 8iM Y

2% FORMAT('"1', /77,720,505 DESCUNHECILDS=s',13,

14

14

15

-2

R e T20, "uns CaxHOCIDOsS=', 13,

/7,720, UM, DE COMNEXGES TERMILCAS=',13,
L/, 720, 'NUN, DL MOPOS DE CONnpUCAO=', 13,
K//,72€¢, 'nUM, DE #0005 F CONVECCAQ=',T13) -

NizNU+]1

MATHI) # N

DO 50 L=1,H2
READ(S,8u) (T, T(T3,3(F))
FORMET (IS5, 4F10,73)
CONTINUE
ARITE(6,560)
FORMAT(///,720,"
DO 79 1=t,q42
WRITE(6,40) (1, 701),8(1))
CONTINUFE

DO 8% L=1,N2
READ(S,BOI(T,MCCL), VaL(T))
FORMAT (21I5,F198,7%)
CONTINUE

WRITE(H,90])
FORMAT(//,7120, 'VILUMES E
o0 1906 1=1,M2
WRITEL6,B0)01,80(13,v0L(I))
CONTINUE

OO 119 L= ,nNMC

qi
53

b TEMPERATURAS INTICTAIS?)

79
Ao

8%

9g MUDOS FISICOS')

100
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13¢

140

150

163

173

189

190

200

2190

220

140

READ{(S,89)(T,1P1(1).CP1(T)},TPP(1),CP2(])})
CONTINUE

WRITE(o,120)

FORMAT(///,T20,'CALOR ESPECIFICH')

DO 130 T=1,NHC

WRITE( (6,40} (I, TPELI),CP1I(T),TP2(1),CP2(]1)})
CONT INUE

DO 146 L=zi§,HnC

READ(S,4G) ()1, TC1(1),CoNDLICI),TC2(1),COND2(T))
CONTINUF

WRITE(e,150)

FORMAT(///7,T20, "CONDUTIVIDADE")

DN 1a9 T=1,NNMC

WRITE(G 48) (L, TCLCE),CONDICT ), TC2C1),CUND2LT))
CONTINUE

DO 178 L=1,NMC

READ(S,48) (T,THI{1),CHEC(E),TH2(T),CHZ2(1))
COMT INUE

WRITE (b,180)

FORMAT(// /7,720, ' ENSTIDADE")

DO 190 11 ,NNMC

WRITE (GadD)} (L, THI(I),CHI(T),TH2(I),CH2(1))
CONTINUF

DO 200 L=1,nMV

READ(S,40) (T, I¥v1{1)},CViC(L),TV2(1),CV2(1)])
CONTINUE

TWRITE 6, 210)~ — T T

FORMAT(//7/7,720, 'CONVECCAQ')

20 220 I=1,HMV

WRITE( (o, 4a) (I, TVI(I),CVI(T),TV2(1),CVv2L1))
CONTINUE

GERACAD DS CHNEFICIENTES
DAS FUNCOES LINEARES

DO 230 K=t ,NMC

X1=TP1(K)

Y1=CPt(K)

X2=TP2({K)

YZ2=CP2(K}

CALL LINE(X1,Y1,K2,Y2,ANG,D)}
HOOL=ANG E0,0,aND.BDOL
ACP(K)=ANG

CDCP(K)=EC

X1=TC1(K)

Y1=COnp2(K)

X2=TL2(X)

Y2=CONMND2(K)

CALL LINE(XY,Y1,.X2,Y2,ANG,D)
BOOL=ANG,FH, 0, aND BOOL
ACOND (R )=ANG

DCOND(K)=D
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X1=THL (K}
Y1=CH1 (K}
X2=TH2 (K]}
Y2=CHZ (K)
CALL LINE(X1,Y1,X2,Y2,4NG,0)
BOUL=ANG.EQ, 0, &ND, 800L
ACHIKIZANG
DEHI(K)Y=D

39 CONTINUE

C

D0 240G K=1,NMY
X1=TVI1({K)
Yt=CVI{(K)
X2=TV2({X)
Y2zCV2(K}
CALL LINEC(X1,Y1,X2,Y2,ANG,D)
BOOL=ANG,EQ, 0, AND,BOOL
ACVY{K)=ANG
DCV(K)I=D

240 CONTINUE

MONTAGEM D& MATRIZ C

jaNa el

WRITE(6,330)

330 FORMAT('1',720, "CONEXDES TERMICAS',//,120,
RUAYL,TAG, "R, T50, "HAY,T60, 'NB!,TT0, "M, T80, 'NH')
DO-460 L1, NIHC e e = s : -

READ(S,340)48,81,nNA,NB, M, NH

340 FORMAT(2F10,3,20x%,415)

WRITE (6,345 ) A3t ,NA,NB, M, NH
345 FORMAT(/,T18,F10,2,T38,F8,2,747,13,757,
$I3,767,13,T787,13)
LUX=1
IF(NA=NB)IT0,350,360
350 WRITE(6,355)
355 FORMAT(//.,720,'ERRO DE DADOA (NA=NB)')
GO TO 1009
360 NSINB
NB=NA
NASNS

370 IF(NE=NU)Z90,390,380

380 WRITE(6,385)

385 FORMAT(//,T20,'ERRO DE DADOS (MA>DNU) ')

GO TU 1090
390 ¢ TO (400,010,420),M
400 CALL CONVE
IFCICODYS30, 430, 1000
410 CALL CONDU
‘ IFCICOD)A30,430,1000
o OPCaAN PARA RADIACAD

420 CONTINUE

433 GO TO (440,460),LUX

440 IF (NB=HUILS50,450,440

459 MNS=NBH
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NHENE

NA=NGS

LUX=2

GO 1O 394
460 CONTINUE

SOLUCA0 DO PROBLEMA TRANSIENTE

0O 470 I=1,NU

Y(r)=1(1)

TETACYL,T)=T(1)
470 CONTINUE

PO 475 T=N1,N2

TETA(L,I)=1(1)
475 CONTINUE

CALCULO DO CAMPO TRANSTENTE

TEM=TZERD
HP=1
FJEMPOUL)=TEM

4849 PASSUO=PAS(NP)
NPASENPAS]I (NP)
INT=INTL(NP)
HC=NC1 (NP
IESP=0

--{CAL=D

M=t
DO 600 Mz1,NPAS
ICAL=ICAL+)
IF(HEQ JAND NP FQ.1) GO 1O 500
IF{ICALLLT NC.UR,BOGL) GO TO 5S40
ICAL=D

5¢G0 C 530 I=1,MU
KeN(I,1)
TF{KEQ.8)G0 TL 511
Ng 510 L=t,K
CALL suBv(I,L)

510 CONTINUE

511 K=N(I,2)
IF(K.EQ.9)G0 TO 521
DO S28 L=t,%
CALL SURC(I,L)

S2¢ COWMTINUE

521 K=N([,3)
IF(K EQ.QIGN T 523
BG S22 L=, K
CALL SUBR{I,L)

522 CONTINUE

523 K=nN(I,4)
IF(K,EQLO)GO TO 526
DO 525 L=,k
CALL SUBTR(I,L)

525 COHTINUFE
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526

930

532
535

536

1916

549

545

559

560

565

570

58¢

bnl

610 FOBMAT( 1", /77,720, 'L0ODP=",13,

CONTINUE
BEIY=B(1)+u(1)
CONTINUE

00 535 I=1,NU

KeMC(]]
TI=ZDCP (K +ACP(K)Y2T(T)
T2=DCH(K)+ACP(K)AT(1)
ALFASVOLCTI)*TH T2
BOI)=B{Y)/4LFA

RO 532 J=t,HMlj
MIT,J)zH{T,J)/ALFA
CONTINUF

CONTINUE
WRITE(A,S5%:)InP, M
FORMAT(/,T20,'"MATR]IZES
' OLOOP=',13,'F M=',13)
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RECALCULADAS FARRA!

WRITE(6,1018) ((H(IRKZ ,JKZ),JKZ=,nl),,IKRZ=],0U)
1015 FORMAT(IGX,'H',/,12(F13,%))

WRITE(L,1016)(B(IKZ),IKZ=1,NU)

FORMAT(10X,'8"' ,/,12(F10.,5))

CaLTULD DO CaAMPQO DF TECHMPFRATURA

MO INSTANTE SEGUINTE (MET,

DO Se0 IRUN=)1,4

D0 550 Izt ,nNy

F(I)=n,

“DO-545 J=1,Ny
FOI)=F{T)+HIT,J)Y*+Y ()
COsTINUE
FCD)=F()+B (D)
CONTINUE

DE RUNGE=KUTTh

CALL RURGE (MU, Y,F,TEM,PASSD, [RUN)

CONT IMUF

p0 565 I=) , Ny
TCI)=Y(I)

CONTINUE

IESP=IESP4
IFCIESP.LT  INTY)GO 10 6H0
IESP=(

IM=IMe+])

OO 570 J=1, 50
TETA(TIN,J)=Y(J)
CONTINUE

DO 282 J=Ni,N2
TETA(IH,JI=TETA(LI,J)
CONTINUE
TEMPO(IMI=TFH

CONT INUFE

WRITE(L,b10Q)NP,MP&S, INT,ICAL ,PASSD

X//7,720,'HUM,. DE PA3SDSZ', TS,

£//,720,'L5P, UL IMPRES340=',15,

4)
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645

659

655

660

674

1000

19
20
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L//,T20, £8P, DE CALCULO=',15,
/7,720, '"PASS0='Fb,4)

DD 640 I=1,1ImM

WRITE (6,020 TEMPUCL)

FORMAT (///,10X, ' FEMPUS' ,FR 3)
WRITELG,630)(TETALL,J),J =1,N2)
FORMAT(/,10(2X,F10,5) )

CONTINUE

IF(IESP EQR, M) GN 10 659
CHRITE (G, 045 )NP, TESP
FORMAT(//, 120, 'VERIFINUE DADDS LOOP=',13%,

Rl 120, P 1ESF=,13)

IFCICAL EQ o _DOR_B0OLL) GO TG &L6Q
WQ:{TE(erGS)Npl TCal
FORMAT(//,T720, '"VeIFIWUE DAROS LOOP=',13%,

R/ T20,"1CALET,T13)

CALL EXIT

IF (NP GE JNLOUP) GO TO 1600

MP=NP+1

TEMPQ(1)=TEMPN(IM)

DO K70 J=t,NU

TETA(T,J)=T(])

CONTINUE

GO TO 4B

CALL EXIT

END

SUBRGUTTHE CONyF - v s T
COMMON N(1S0,23),C150,40), N, A,B1,NA, NB NH,

YICOD,H(1S0,150),B0150),MC(200),AC0HD{S),DCONDIS],
AACYCI0),DCVOEN),10290),U0(206G)

COMMON VOL{150),aCP(5),DCP(5),,ACH(5),DECH(S)
Icun=n

RiMA, 1 anN(na, )41

IF (M A, 1}=3)30,30,10

HWRITE(b,20)HA

FORMAT{//,'5N, DF LIGACQOES LF CONVECCAN!

%Y OSUPERIOR & 3, HO=',T13)

ICoD=1

RETURN

K=d+N{NAL, 1)

RH{NA,K)=NRB

KI1Z142 2 (nN(MA,1)=1)

K2zKi+]

C(NA,K1)=4

CONAGK2YSFLIAT{N:A)

RETIUIRN

END

SUBROQUTIMF COnNDL

COMMON N{150,23),C001968,40), N, A,B1,NA,NB, N,
¥1COD,H{18a,150),301503),MC{200),ACOND(S),0C0ND(S),
RACY(10),0CV (1), T0(200),Q(0290)

COMMON VOL(1ISN),ACP(S),DCP{S),ACH(%),DCH(S)
ICoDp=0

NIMNA,2)=ri(ig, 2) 41
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IF(N(NA.EJ«-MB{}, 30,1y
16 WRITE(&,20)NA
28 FORMAT(//,'8, F LIGACOES DF ConNoUCAD!
%' SUPERIOR & b, 4nz',13%)
ICun=y
RETURN
3 K=MN(MHA,2)+7
HOMA,K) =R
KI=742 , *#(N(HA,2)»1])
RZ2=K1+]
C(NA,KL)=A
ClnA, K2)=11
RETURN
EnND
SUBROQUTTINFE PADY
COMMON M(150,23),0(150,40),8N1),A,81,8A, NB, NH,
XICOD,H{1S0,150),3(1S3),ME(200), ACDIS),DCANDES),
RACVOIO) DOV, T(200),6(200)
COMMUN VOL(150),aCP(5),0CPIS).ACHIS) , DCH(S)
ICOD=0
H{NA,3)=M{HA,3)+1
IF(N(NA,3)~R)30,30,10
10 WRITE (R, 2D )0A
20 FORMAT(//,'58_.DE LIGACOES DL RaADIACAQ!?
$'SUPERIOR A 8,H0=",13)
ICOD=1
. __RE_}'t'RN - - P R - e mm e e m mee =
39 K=N(NA,3)+13
N{NA,K)=nB
K1=19+42+(ni{nNa,3)=1)
K2=Ki+]
C{NA,K1)=A
C(HA,K2)=R]
RETURN
END
SUBRUOUTTME TRANSF
COMMON N(1599,23),0(150,40),8U,A,81,NA, N8, NH,
ZICBD,HtiSQ,ISHJ,d(lSD),MC(&QO).ﬁCOHD(SJ,DCDND(SJ.
ZACVL10),DCcV(1n),T(200),0(200)
COMMUN VOL({ISM),ACPIS),DCP(S),ACH(S),0CH(S)
icoo=¢
NIMA, 4) =Ntk ,d) +
IFU\I(_NA'*’J)-QJ'M)- i,
19 WRITE(n,28) 1
28 FORMAT(10X,'Nur, DE LIGACDES DE TRANSF,'
$* DE MASSA SUPERIOR A 2,N0z=',13)
ICD=1
RETURN
39 K=21+N{NA,q4)
HONA,K)=HB
K1=35+3#{N(NA,4)=1)
KZ2=Ki+1
K3zK|+2
C(HA,K])=A
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ClNA,K2)=B1

ClNA,K3)=nH

RETURN

END

SUBRUUTINE SUBV(I.,L)

COMMUN N{150,23),0(158,40),NU,A,81,NA, N3, NH,

LICOD,H{150,150),8(150),MC(200),aC0ND{5),DCOND(S),
ZACV{1Nn),DCvOLn),1(2600),0(200)

COMMOR VOL{15n),aCP(5),DCP(5),ACH(53),DCHIS)

Jizd+l

JEHOI,J1)

J2zi+2x(L=1)

J3sJe+!

HHzIFIX(C(T,d3%))

TE=(FLII+T (I Y22,

EH=DCVINH) +aCV(HHYATE
HH=EH+C(1,J7)

H(I;I)=H£I;I)‘HH

IF(J=NUd 1D, 18,20

H{I,J)=H(T,J)t+HH

RETURN

BELI=B(TI)+HHXT ()

RETURN

END

SUBROUTINF SUBC(I.L)

COMMON H(150,23),C(154,40),NU,4,81,NA, NB,NH,
ZlCﬁD,H(ﬂSQ;!SGJoH115&),MC(Eﬂﬁ),ﬂﬁﬁth%fiDCUNDfB?,
FACVOIN),DCV10),T(200),Q(2460)

COMMON VOL (150}, ACP(S),DCP(S),ACH(S) ,DCH(S)

J1=T7+L

J2=T+424(l=1)

J3izJe+]

JEN(L,J1)

JJ=mc ()

AT=0DCUND{JII)+2CONB(JIIIXT (I

JJ=HC(J)

AZ=DCOND (JIY+ACOHDCIIINT ()

AK=(2.0%a1*a2)/{ai+a2)

HH=C (1 ,J2)+aK/C(T,J3}

H(I, [)=H{I,T)~tiH

IF(J=-nNU)19,10,20

HOT, JJ)Y=H(T,.0)+HH

FETURN

BII)=B(1)+HH*T(]J)

RETURN

END

SUBROUTINE SURRCTI,L)

COMMON ®N(150,25),C(150n,40),NU,4,B1,NA,NE,HNH,
ZICOD,H{IS0,150),BL150),MC(200),ACOND(S),DCONDIS),

FACVLO),DCYL10), T(206),8(200)

COMMON VOL(150) ,ACP{S),DCP(S),ACH(S),DCH{S)
Jr=13+L

JEn(I,Jd1)

JeE19+2x(l=1)
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Ji=de+l

TBI=T{I)+27%,

TH2=TUJ)+27%,

US(TB1*#2+¢THR2%#2 ) # (TH1+THE2)

HH=C (T, J2)+«C (1, 3}~

HOYI,I)=sH{T,1)=HH

IF{J=NUl1C, 10,20

16 HOL,J)}=H{T,Jd)+HH

RETURN

20 BOI)=B8(T)+tiH*T ()]

RE TUHN

END

SUBROUTTHE SUBTHE(I,L)

COMMON NQLISN,23),00150,40),HU,A,B1,MNA,NB,NH,
ZICOD,H(190,150),80150),MC(200),AC0DND(S),DCOND(S),
LACVOLID),DCVLn), T(200),0(200)

COMMON VDL (157), 4CP(S),DCP{S) . ACHIS),DCH(S)

J1=21+{

JEN(I,J1)

J2235+32(L-1)

J3=J2+1

JiU=J2+2

VEL=C(I,J2)

D=C(1,d3)

NH=C(T,J4)

IF(T.LT.JYVFL==VEL

e - -TEETCL)-

CP=D P (NH)I+ACP (NH)*TF
CHEDCH(NHY+ACH{NH)I*TE

ALFASCH=aVOL(I)*CP

MHZALFA®VEL /{2,%D)

HOLeI)=H(I,1)=HH

IF(J=nU)10,10,20

10 HII,J)sH{T,J)+HH

RETURN

20 BII)=B(I)+HH*T (T}

RETURN

END

SUBROUTTHME LINE(X1,Y1,X2,Y2,4NG,D)

ANG=(Y1=Y2)/(X1=X2)

OD=Yt=X]raANg

RETURN

END

SUBROUTINE RUNGF (N,Y,F, X, H,M)

COMMON/RUN/PHI(158),S5AVEY(159)

DIMENSTIORY (N),F(~)

GO TO(L,2,3,4),M

PASSND 1

1 DO 22 Js!.n
SAVEY(J)=Y(J)
PHICJ)=F({J)

22 YOJ)Y=SAVEY (JJ 4 ueHeF ()
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X=X+0,5*H
GO TO 108
PASSO 2

DO 33 J=t.H
PHICJI=PHI(J}+2 %F (1)
Y(J)=SAYEY (1) +0 5*HxF{])
GO TO §a¢

PESSD 3

Do 44 J=l,n
PHI(J)I=PHI(J}+2,*xF{J}
YOJI=SAVEY (JI+H*F(J)
X=X+0 ,5%H

60 To 100

PA550 4

DO S5 J=),H
YOJ)=SAVEY(J)+{(PHT(JI+F (I} ) +H/,
RETUKN

EMD
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C.2 - PROGRAMA PARA O CALCULO DE CAMPOS TERMICOS EM REGIME PER-

MANENTE PELO METODO QUASI-FINITO.

a) As restricdes de numeracao e dimensionamento sao

as mesmas apresentadas nos itens a),b) e ¢} de C.1.

b) Cartoes de dados

1¢ TITULO 1 cartao

20A4

2% | NU NM NHC NMC NMU NMAX TOL 1 cartao

IS I5 I5 IS I5 I5 F10.3

NU, NN, NHC. NMC, NMV - Ver 4% grupo de cartoes em

NMAX - Nimero maximo de iteracdes para a procura do cam
po de temperaturas.
TOL - Tolerdancia desejada no campo de temperaturas(Ver

figura )

A partir do cartdo acima o usuario deve fornecer os
7 grupos de dados apresentados do 4° ao 11°? grupos de dados em

C.1, na ordem em que estes aparecen.

A segulr pode ser observado o programa para Tegime

permanente pelo método quasi-finito,
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COMMON N{150,23),C0150,4u),HU,A,81,NA, i1, NH,
ZICOU0,H(150,1599),860156),MC(200),aCOND{S),DCORD(S],
ZACVIIQ),DEVILE),10208),0(260)

COMMUN VOLISN),aCPIR),00P (5] ,A0H(R),DLH(S)

DIMENSION TITLE(22),TETA(1G,200)

DIMENSION TPI1(5)},CPI(S),TP2(5),CP2(5)

DIMENSION TCI(S),CONDYI(S),TC2(5),C0ND2(S)

DIMENSION THI{S),CH1(5),TH2(5]),CH2(5])

DIMENSION FTVI(18),0VvI010),Tv2010),68V2010)

DIMENSION X(156),UL0iI50,158)

LOGItAaL Huop

BobL=,TRUE,

READES, 1) (TITLE(T),I=1,20)

19 FORMAT (2044
WRITEL o, 10){T1TLECL},I121,20)
READ (S, 20 )0l 8, tdHE WM, NMV , HMAX, TUL
20 FORMAT(615,2F14,3)
WRITE (6,26 ) MU, al, HHE , NMC
25 FORMAT({'§"',///,T22,'N05 DFESCONHECIDOSZ2',13,
77,720, '"803 CONHECIDOS=Y, 13,
XL/, T20, ' wgH, DE CONEXQES TERMICAS=', |
/7,720, 'suM, DE #0DOs DF CONDUCaD=', I3
WRITE(GH, 30NNV, NMAX, TOL
30 FORMAT(//,720, "Ny, uF MODOS DE CNRNVECCAD=',I13,
R/, T20, Vs, MAX, 0F TTERACOES=',13,
K77 T20, VT ERANCTIAS"Fh 4)
CONVTEHNUtHL : T T T

N2TNUY+HN

DGO 58 L=1.n2

READ(S,d40) (1, T(1}),9(1))

46 FORMAT{IS5,d4F1n,3)
56 CONTINUE
WRITE(bsof)
by FORMAT(///,720,'[FHPERATURAS INICIALIS']
oo T6 I=1, N2
WRITE (e a8 (T, TLI), 0(1))
78 CONTINUE
0O B5 L=1,02
READ(S,B4) (I .MCC1),VOL(T))
B4 FORMAT(Z2IS,F10,3)
a5 CONTINUF

WRITE(E,92)

90 FORMATL(//,7T20,VOLUMES £ MODOS FISICOS')

DO o180 I=y, Mz

WRITECG,I5)(TI,A4CCT ), vOLCTIN )

95 FORMAT(2IS,F12, 1)
120 CONTINUE
00 118 L=y ,NM0C
. READ(S,40X(T,TRI(T).CPIC(I), TP2(T1,CP2ETIN
110 CONTINUE
WRITE(s,120)
120 FORMATU(//7/,T720, 'CALNR FSPELIFTILOY)
00 130 I=1,NMC
WRITE e, 49 ) (T, TP1LL),CPI(T),TP2(1),CP2(]))

3,
)
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CONT INUE

DO 140 1L=], NMC

READ(S,44) (Y, TC1(T),CONNICTI),TC20T)},CONDRCTY))
CONTINUE

WRITE(6,158)

FORMRT(///, TEG,'C”4UU11VIDADF']

DO 160 I=1 ,M4MC

WRITE(O, UYL 1CICLY,CONDI(T),TC20T),COND2(1))
CONTINUE

DO 170 L=t,RKHC

READ(S,,00) (T, 1H Y (E)CHLUTI ), TH2C(T),LH2(T})
CONTINDE

WRITE(6,180G)

FORMAT(//7,720,'DENSTIDADE ")

DO 190 I=1,nMC

WRITE(o 403 (T, THICD),,CHVLT), TH2(1) ,CH2(1))
CONT INUF

DO 200 L=, NMV

READCS, 403 (T, TVv1 (T3, CVICL)Y,TV2(T1,CVY201))
CUNTINUE

WRITE(0,21¢)

FORMAT(//7/,720, 'COUVECCAD')

DO 229 I=1,NMMV
WRITE(e,40) (T, Ty 1C1d, CvI(T),TVv2(1),Cv2(TY)
CONT INUE

GERACAN DOS CTOEFICIENTES -
DAS FUNCNES LINFARES

DO 230 K=t ,NMC

X1=TP1(K)

Y1=CP1(K)

X2=TP2(K)

YZ2=CP2(K)

CALL LINEC(XY,Y1,X2,Y2,A8NG,0)
BOOL=ANG Fi, 0, &% 5000
ACPIK)sANG

DCP(K)I=D

X1=TC1(K)

Y1=CONPD2(K)

X2=TC2(K)

Y2=COND2(¥)

CALL LIMEC(X ,Y1,22,Y2,ANG,D)
BOOL=ANG ,FO,0,AMND , BOOL
ACOND(KI)ZANG

DCOND(K) =D

X1=THt (K)

Yt=CH1(K)

X2=TH2(K)

Y2=CH2 (K)

CALL LINEC(X1 p YL o X2, Y2 ANG, D)
BOOL=ANG,EWU, 0, aND _BOOL
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ACHIK) =aMEG
DCHIK)=D
230 CONTINUE

PO 240 Kz, MMV
X1=TV1i(K)
Yi=CVvi1(K)
X23TV2(K)
YZ2=CvV2(K)
CALL LINE(X1,Y1,X2,Y2,ANG,0)
BOOGL=aNG, EQ0,0,A80,8300L
ACVIKIZANG
DCVI(K}=D
2440 CONTINUE

GERACAT DO CAMPY INICIAL DF TEMPERATURAS

TH=g,
DO 258 TI=#n1,n2
TM=TM+T(])

250 CONTINUF
TMETH /N
DO 260 T2t ,NU
TCI)=TH

260 CONTINUE

WRITE(6+33%)
330 FORMAT('L', 120, 'CONEXOES TERHMICAS', /77,120,
UYAY L, TA0, 8L, TS0, A, TeO, "NB ,TT, 'R, T8, "NH")
DO 460 L=t,NHC
READ(S,IUNYA,BY, 1A, NG, M, NH
343 FORMAT(2F16.3,415)
WRITE(6,345)a,81 , 44,18, M,NH
345 FORMAT(/,T1E,F10n,5,138,F3.4,T47,13,757,
$13,T67,13,TR7,13)
LuXx=1
IF{NA-NBIZTR, 350,360
350 WRITE(b,359)
35S FORMAT(//.,T25,'FRR0D DF DANRDS (nNa=N31MY)
Go T 1840
360 NSz=HB
HB=FHA
NA=ZNS
370 IF(NA=HU)I9N, 390,388
380 WRITE(u,3R9)
385 FORMAT(//,T20,"'ERFU DE DADOS (NA>NY) ')
GO T4 1ngo

399 GO TO(4G0,410,420,425),M

40a CALL CONVE
IF{ICOD)Y42g,. 43,1800

410 CALL COH[ru
IFLICODIG3g, 430, 1030

— -~ MONTAGEM Da MATRIZ C S e e
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OPCAD PaRep RADLIACAD

42¢ CONTINUE
425 CALL TRANSF

IF(ICOD)A3D,43¢,1000
431G GO T3 (44n,460),LUX
4049 1F(NB-nlU) 856,450,050
453 FNS=ENB

NB=N#

NAZNS

Lux=g

GO T 394
4e0 CONTINUF

SOLUCAD DT ST3ITEME LTHEAR

M=y
DO 470 T=1,0NyU
TETA(M,I)=T{1)
478 COHTINUE
4RH DO 500 Isi, Ny
BEI)=0,
oo 499 Jd=1,4U
H{l.,J)=0,
49¢ CONTINUE
S5¢0 CONTINUE
DG S3% 1=1,NU
KNI, 19 S T
IFIK.EQ,0)u0 TO 514
DO S10 L=,k
CALL SUBV(i,L)
510 CONTINUE
511 K=N{]I,2)
IF{K,EQ.8)68 1O 521
DO 520 L=1,K
Call SUBCC(I,L)
520 COnNTINUE
521 K=N{l,3)
IF(K,EQG.2)60 TO 523
DO 5822 L=1,K
CALL SUBR({I,L)
522 COMTINUE
523 K=n(l,4)
IF(K,EQ.G)GB0 TO 529
DO R28 L=1,K
CALL SUBIR(Y,L)
9528 CONTINUE
529 B(I)==65(1)=0(1)
53% CONTINIE
CALL DECOMLIL1S0,MU,H, UL)
CALL SOLVEL(1S0,00U,U0L,8,4)
IF(.NOT,B00L) 60 Ta Sia
DO 9S40 TI=1,NU
T(1)=x(1)
S48 CONTINUE
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WRITE (0,550)
S50 FORMAT(///,120,'CaMP0 DE TEMPFRATURAS'
%' (PROP, FIS, COMSTANTES)',//.,T21,'NQ',T33,'TEMP, Y
DO S70 T=1,NU
WRITE(6,560)T,1(1)
560 FORMAT(/,720,153,10X,F12,3)
5740 CONTIMUE
CALL EXI1
582 MoMed
00 590 I=t,NuU
TETA(M, I)=x(])
59¢ COMTINUE

VERIFICACAD DA CONVERGENCIA

TMAX=ABS(TETA(M,1)-T(1))
DO 600 I=2,WP=nFIX%
TT=kBS(TETA(M,TY=T(1))
IFCTTLLT, TMAXIGOD TO &9
THMAX=TT
606 CONTINUE
IF(TMAX,GT,TBLIGD TO 640
WRITE(a,alygdM, ToL
614 FORMAT(///,120, 'CONVERGTL COM UM NuM, DE!
' LTERACOES=',17,2X%X,'F TOLERANCIA=',Fé&,4)
DO 630 T=1,NU
WRITE(6,020) (1, (TEFA(ML, 1), M1t ,M)) -~ - - o= -
620 FORMAT(/,20X,13,54,R(F12,3,2X))
630 CONTINUE
CALL EXITY
6UG TF (M FU HNMAXIGD TO bgd
DO 659 Tzt ,Ny
T€1)=X(1)
653 CONMTINUF
GO TO 483
660 WRITE(6, 07NN, TOL
670 FORMAT(///,T20,'NAD CONVERGIU COM UM NyuM_ !
Z' DE TTERACOES=',12,2X,°'E TOLFRANCIA=',Fp,.4)
DO &80 I1=1,Ny
WRITElG 6P )(E, (TETA(ML, T J,M1=1,M))
680 CONTINUE
1800 CALL EXIT
END
SUBHOUTINE CONVF
COMMON N(150,23),C(158,40),NU, A,B1,Ni, N, NH,
ZICODHOE58,150),80153) ,MC(200), ACNRD(S},DLCOND(S),
AACVLD),DCv(18),T7(200),11(200)
COMMON VOL(150), ACP{5),NCP(S),ACH(S),DCH(S)
Icop=0
HONA,1)=NINA, 1)+
IF(N(NA,1)~3234,30,10
19 WRITE{6,20)NA
29 FORMAT(//,'N, DFE LIGACOES DE CONVECCAN'
' SUPERICR & 3, HNN=',T13)
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icobpst

RETURMN

K=4+nN(Ha,1)

N{NA,K)=HuB

K1=1+42_ 2(HM{N&,1)=1)

Ke=Kl+i

CIMNA,K})=A

CINA,K2)=FL 0AT (NH)

RETURN

END

SUBRUOUTINE CONDU

COMMON N{ISN,23),C(154,400),NU,,a,81,84,M8,NH,
RICO0D,H{1S0,150),830150),MCL200),4AC0H0(8),0DCOND(5),
ZACV(IB),0DCVILN),T(200),00200)

COMMON VOL(1S0),4CP(5),DCPIS),ACH(S),DCHILS)
IcaD=no

HINA,2)=N(NA 21+

IF(N{NA,2)=6) 30,530,100

WRITE (0, 2034

FORMAT(//,'N, DE LIGACGES DF CONDHCAD'
%' SUPERIQR A& k, HO=',13)

1CoD=!

RETURN

K=N(HA,2)+7

MONA,K)=HY

KE=T742 , *{N(N&,2)~1)

KesKl+i

C{NA,K1)=4A

CINA,KZ2)=R1

RETURN

END

SUPROUTINE RaD]

COMMON N{150,23),C0152,40), N1, 4,51, NA, NB, NH,
ERLCOD,H{159,150),50150),MC(200), AaCOND(S),DCOND(S),
ZACVULO),DCVv1n),T(200),0(0200)

COMMON VAL (159),ACP(S),DCP(S),ACH(S),DCHIS)

ICOD=n

HINA L 3)=NONA,3) 4

IF(N(NA,3)=8)30,508,10

WRITE(o.20)NA

FORMAT(//7, "N .DE LIGACNES DE RADTACAN!
$TSUPERIOR & A,HND=',13)

ICCD=1

RETURHN

K=N(MNA,3)+13

NONA,K)=HB

K1=19422(MN(Na,3Y=1)

Ke=K{+}

CINA,K1)=A

C(NA,K2)=R1

RETURN

EWD

SUBROUUTINE TRARNSF

CUMMGN N(le’r23);C[IS‘?‘-,LIO);NU.}‘UBI,NA,NB'NHr
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LICOD,HOISH, 1503 ,14€0150), MC(BUUJ,iLﬂND(53aDFUNUE)]r
LACV(1Q),DCviIn),.T(200),9(200)

COMMON VOLLI1SN),ACP(S),DCP(S),ACH(S),DCHI{S])
icop=0

NONA,U)=N(HNA,4)+]

IF(N(NA,U4)=2)30,50,10

WRITE(G,20)1T

FORMAT (10X, 'HNiM, DE LIGACDES DE TRANSF,'
$' DE MESSe SUPERICR & 2,N0=',13)

1C00=1

RETURN

KZ21+M{NA,4)
NINA,K)=nNB
KE1=35+432(N{NA,4)=1)
K2=Ki+1

K3=K1+2

C(NA,K1)=A

C(NA,K2)=H1

C{MNA,KI)I=NH

RETLIRN

END

SUBROUTINE SUBYV(I.L)

COMMON N(150,23),001S6,40),NU,As81,NA, N, NH,
ZICOD,H{150,150),80150),MC(2N0), ACOND(S),pCcuND(5),
AACVOLID) ,,DCVI0), TI200),Q(200)

COMMEN VYOL(ISH ], ACP(S),RCR(S),ACH{S]),DCH(S)

CJ=ael -

140

24

JEN{I,J1)

Jazt+2*x({=~1)

Ji=Ja+1l

WH=IFIX(L(1,J3))

TE=(TLI)+T(J3}y/7,

EHZDCV{NH)$+ACV(NH)IXTE

HH=EH*({(1,J2)

H{IsI)=H(I,]1)}=HH

IF{J=MUYIN, 10,20

H{T,Jd)=H{T,J)+iH

RETURN

BCI)=BIT)+HH*T(])

RETURN

END

SUBROUTINE SuUBC(I.L)

COMMON N{150,23),C{tS0,40),NU,A,B1,HA,NS,NH,
RICOD,H(IS0,150),301503),MC(200), ACOND{SI,DCOND(S),
ZACVL1OI,DCVOLO), F(2000,08(200)

COMMON VOL(1SN),ACP(S),DCP(S)., ACH( YL, 0CH(S)

J1=740L

Jez=T+2*{L=1)

J3zJ2+1

JEnN(I,J1)

JJIJ=MC(T)

AT=DCONDCIJY+ACOND{JIJI =T (1)

JJ=MC ()

A2=DCOND(JJI+ACOND(JIJYRT(J)



157

AKZ (2, 0%41AA2)/(a314¢42)

HH=C(T,J2)*xAK/C(1.,J3%)

HCTs1)=H(T, T)=HH

IF¢J=NUYI0, 10,20

HOT,J)=H(T,J)¢HH

RETURN

BOI)=B(T)+HHAT L))

RETURN

END

SUBROUTINME SUBRC(L,L)

COMMON NC150,23),C(150,40) ,NU,A,B1,NA,NB,NH,
4ICOD,H(150,150),8(152),MC(200),ACOND(S),DCOND(5),
AACV1Q),DCVC10),T(200),0(200)

COMHAON VOL (150),aCP(5),DCRES),ACHIS),DCH(S)

Ji=13+0

Janll,Ja1)

J2z19+2%(L=1)

J3z=J2+

TB1=T(I}+273,

TB2=T(J)+273%,

UsS(TBI#22+THE2 221+ (TH1+T82)

HH=C(1,J2)*xC(1,J3)+U

H{T e I)sH (T, T)=HH

[F(J=NUYID,10,20

HET,»J)=H{T,J)+rH

RETURN :

B{IY=BUT)+HHAT(J)- T e s

RETURN

END

SUBROUTINE SUBTR(T,L)

COMMON N(150,23),C(150,080),NU,A,B1,NA,HNB,NH,
AICO0,H(150,150),0(150}),MC(200) ,ACOND(S),DCOND(S),
ZACY(10),DCVILI0), TL2002,0(230)

COMMON VOL(150),4CP{5},DCP(S),ACH(R),NDCH(S)

JI1=2]+L

Jh{i,J1)

J2=35+3+(L-1)

JizJ2+i

Jadz=Ja+2

VEL=C(1,J2)

D=C(I,J3)

HH=C(1,J4)

IF(T LT JYVEL==VEL

TE=Y(1)

CP=DCP (NHY+ACP(NH) A TE

CHEDCH(NH) $ ACH(NH) # TE

ALFASCHaVOL(TI)*CP

MH=ALFARVEL/(2,+*i})

H(I,I)=H{T,T)=HH

IF(J=NU)10,40,20

H(E,JI=H(T,Jd)+HH

RETURN

BCI)=BIT)+HHXT ()

RETURN
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END
SUBRODUTINE LINE(XS, Y1 K2,Y2,ANG, D)
ANG=(Y1=-Y2)/(X1=X2)
DEY1=X1*ANG
RETURN
END
SUBROUTINE DeCOMI(ADIM, N, &, UL)
COMMON/COM20 s IPS(154)
DIMENSTION A(NDIM,nDEH) , UL(HDIM,NDIW)
DIMENSION SCaAlLES(150)
ZERO=H 0
PG 5 I=t,H
IPs(il=1
ROWNRM=(,
BO 2 J=1.n
UL(I,d)=a{l,J)
IF(ROWHRM=xBS{UL(T,J}Y) 1,2,2
1 ROWNRM=ABS(UL(I,J))
2 CONTINUE
IF{ROWNRM,EQ,ZERT) 6] TO 4
3 SCALES(1 )=, /ROWNRH
G 10 5
4 CALL SING(1)
SCALES(T)=0,
5 CONTINUE
NM{z=H=1
------ DO 17 - K=tyNMt - -
BIG =4,
DO 11 T=K, N
IP=IPS(I)
SIZE=ABS(ULIIP,X)+5CALES(IP))
IF(SIZE=SIGLY 11,10,18 ’
10 bBle=512F
IDXPIV=T
11 CONTINUF
IF(BIG,EQ.ZER)Y GO Ta 12
GO TH 13
12 CALL SING(2)
G 1O 17
13 IF(IDXPIV=K) 14,155,114
14 J=IP3(K)
IPS(K)I=IPS(TIDXPIV)
IPSCIDXPIV)=J
15 KP=IPS{k)
PIVBT=UL(KF,K)
KP1=K+]
DO 16 TsKPI1,N
IP=IPS(T)
EMz=UL(IP,K)/PIVOT
ULUIP,K)s=CM
DO te  J=KPYI N
ULGTIP J)RUL (IR, JI+EMaUL(KP,J)
16 CONTINUE
17 CONTINUFE
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KPzIPS (M)
IF{ABS(ULIKP,N)) , F.ZERD] GO0 TG 18
GO T0 19

18 CALL alhG(Z2)

19 RETURN

END

SUBROUTINE SOLVFEFLI(HDTH N, UL B, X)

COMMODN/COMH2N Y [TP3(154G)

DIMENSTION UL(NOTA,HDIM)

DIMENSION BL1),X(Y)

HPIzh+)

IiP=IPS(1)

X(1)}=6(1P)

D0 2 I=2,HM

IP=Ies5(1)

I1=1=-1

SUM=z0,

PO 1 JEi,Imt

SUMSUM+UL{IP,J) =X (.])

X(I)=B(IP)=58UM

IP=TRS(N)

XN =XAN) /UL (TP, 5)

DO 4 InaCk=2,8

I=NP1=TBACK

IP=IPS(I)

IPI=I+]

BN e

S, : T T T T T e

b0 3 Jz=ipPy,H
3 SUMSSUM+UL (TP, JY #X(])
4 XCLY=OX (I Y=50M) 241 (1P, 1)
RETURHN
EHD
SUBROUTINE SING(IaHY)
11 FORMAT({//10X%X,'HATRIZ CON FILA NULA Ex DECOME')
%' = DIVIDE POR ZERO OM SOLVE'}
WNOT=o
GO TO (t,2),InwHY
I WRITE(NOT,11)
GO TO i
2 WRITE(NGOT,172)
19 RETURHN
END
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