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RESUMO 

Uma repassagem no clássico método dos ele­

mentos finitos é feita, juntamente com o estudo das técnicas nu 

méricas a serem usadas para tratar campos térmicos transientes 

e permanentes. O método quasi-finito é, também utilizado, com 

vários aspectos da estratégia apresentados em detalhes. Este 

método é aplicável a problemas que não podem ser tratados facil 

mente pelo método dos elementos finitos. Exemplo comparativo 

dos métodos e exemplos onde se mostra a flexibilidade do método 

quasi-finito são apresentados. 
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ABSTRACT 

A review of the classical finite element 

method is gi ven together wi th a study of the numerical techniques 

to be used to deal with transient and steady state thermal 

fields. The quasi-finite approach is also used with various 

aspects of the the strategy presented in detail. This method 

is applied to handle problems which cannot be treated easily 

with the finite element method. A comparative example of 

the two methods and examples showing the flexibility of the 

quasi-finite method are presented. 
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SIMBOLOGIA 

a. 
l 

- Cap.II, coeficientes de funções de interpolação 

{a} - Cap.II, vetor cujos termos são os a. 
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a1 , a2 , a 3 - Cap.III, variáveis dependentes das coordenadas 
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b1 , b 2 , b3 - Cap.III, variáveis dependentes das coordenadas 

dos vértices de um triângulo 

Bi - Cap.II, operador matemático genérico 

[B] - Cap.III, matriz quadrada proveniente do produto 
{N}{N} T 

B - Cap.IV, numero de Biot 

c - cpy/g 

cp - Calor específico 

v c r m e .. ,e .. ,e .. ,e .. -
lJ lJ lJ lJ 

Coeficiente de troca de calor respectivamente por 

convecçao, condução, radiação e transferência de 

massa 

C - Cap.II, operador matemático genérico 

C - Cap.V~ matriz de armazenamento de dados físicos 

C - Cap.VI, graus Celsius 

d - Indicativo de diferenciação 

d.. - Distância entre centros de troca de calor 
lJ 

D - Cap.II, operador matemático genérico 

en( ..• )- Conjunto de elementos finitos 

E.. - Fator de emissividade(multiplicado pela constan-
lJ 
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te de Stefan-Boltzmann) 

f - Função genérica 

F Função solução 

F - Função solução aproximada 

g - Aceleração da gravidade 

G - Cap.III, total de pontos em um domínio discreti-
zado pelo método dos elementos finitos, ou, Cap. 

IV, total de elementos no método do equacioname~ 

to finito 

h - Coeficiente de convecçao 

h - Apêndice B, intervalo de tempo 

I ~ Funcional 

J - Cap.VI, Joule 

k - Condutividade térmica 

kx,ky,kz,kr - Cap.III, condutividades nas direções, x,y,z e r 

k1 , k2 - Cap.IV, condutividades dos elementos 1 e 2 

k12 , kij - Cap.IV, conduditidades equivalentes 

k1 ,k2 ,k3 ,k4 - Apêndice B, valores aproximados da derivada de 

uma função em pontos do intervalo de tempo 

K - Total de pontos associados a um elemento ou nume 
rode parcelas de uma série 

~K - Graus Kelvin 

i - Comprimento da aresta de um elemento finito tri-

L 

m 

m 

[M] 

angular 

- Cap.IV, altura de um elemento cilíndrico axisimê 

trico 

- Total de elementos finitos em que se divide 
domínio 

- Cap.III, índice indicativo de tempo 

- Cap.VI, metro 

- Matriz quadrada simétrica 

um 
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[M
0 
J, [M1 ] - Matrizes quadradas coeficientes de uma equaçao 

matricial 

[M
0

, 11 ], [M
0

, 12 J- Sub matrizes 

n. 
l. 

v c r m n. ,n- ,n. ,n. 
l. l. l. l. 

- Total de conexões térmicas associadas a um ele 

mento 

- Total de conexoes térmicas associadas a um ele 

mento por convecçao, condução, radiação e trans 

ferência de massa 

v,f c,f r,f m,f T t 1 n. ,n. ,n. ,n. - o a de conexoes térmicas associadas a um ele 

"i" respectivamente pelos quatro modos de 
l. l. l. l. 

mento 
troca com temperatura fixa 

n': ,d ,n~,d ,n: '.d ,n~,d -Total de conexões térmicas associadas a um ele 
l. l. l. l. 

N. 
l. 

{N} 

N 

mento "i" respectivamente pelos quatro modos de 

troca com temperatura desconhecida 

- Funções de interpolação 

- Vetor de funções de interpolação 

- Cap.IV, matriz de armazenamento de dados de nu 

meraçao 

n ( ... ) - Conjunto de pontos associados a um elemento n 
pi 

P.( ... ) - Conjunto de pontos indicativos de elementos fi 
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{P} 

q .. 
l.J 
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nitos 

- Vetor cujos elementos sao os P. 
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- Calor perdido por unidade de area a uma taxa 
conhecida 

- Fluxo de calor entre dois elementos 

- Fluxo de calor entre dois elementos respectiv~ 

mente por convecçao, condução, radiação e trans 

ferência de massa 

- Cap.IV, fluxo de calor hipotético 

- Geração de calor por unidade de tempo 

- Coordenada radial 
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CAP!TULO I 

INTRODUÇÃO 

O comportamento dos campos térmicos é um fa 

ter importante para a análise de tensões em partes estruturais, 

em construção de máquinas térmicas, e em vários ramos da enge­

nharia atual. 

Com o avanço da técnica lança-se mao de for 

mas geométricas cada vez mais elaboradas sobre as quais as sol.1:1: 

çoes analíticas clássicas tornam-se de aplicação problemática. 

Esta dificuldade aliada ao desenvolvimento de computadores ele­

trônicos proporcionou o desenvolvimento de processos de cálculo 

que utilizam grande número de operações aritméticas, denominados 

métodos numéricos. 

Destes o método dos elementos finitos é bas 

tante conhecido, sendo indicado para a determinação do campo de 

temperaturas em peças sólidas mantidas em meio fluido com tem­

peratura determinada. Infelizmente, para problemas onde além 

do campo de temperaturas no sólido desconhece-se "a priori" o 

valor do campo no meio fluido, o método torna-se de difícil a­

plicação. 

Devido a este fato, utiliza-se além do méto 

do dos elementos finitos, o denominado método quasi-finito. Es­

te método apresentado por MAZZANI 1 e MANS0UR 2
'

3 para problemas 

em regime permanente é estendido para situações transientes e 
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também para a análise de problemas onde existem tubulações con 

<luzindo fases líquidas com temperaturas desconhecidas. Corno se 

rá visto, o método quasi-finito é eficiente em problemas onde o 

método dos elementos finitos é de aplicabilidade difícil. 

O desenvolvimento teórico do método quasi -

finito é feito no Capítulo IV e no capítulo seguinte apresenta­

se o algorítrno para sua utilização. As listagens de programas 

de computador podem ser vistas no Apândice C. 

Para o método dos elementos finitos faz-se 

o desenvolvimento analítico, partindo de um operador diferenci­

al arbitrário, no Capítulo II. A aplicação do mesmo a proble­

mas de condução é feita no Capítulo III para campos planos e a­

xisirnétricos, utilizando-se a formulação variacional. O algori 

trno para a aplicação do método é omitido por ser bem conhecido 

atualmente. 

Finalizando, aplica-se no Capítulo IV os 

dois métodos a um mesmo problema com solução determinada para 

fins de comparação e apresenta-se casos que podem ser resolvidos 

com base no método quasi-finito mas que tem solução problemáti­

ca pelo método dos elementos finitos. 
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CAPÍTULO II 

M]jTODOS DE DISCRETIZAÇÃO DO CONTÍNUO 

A finalidade inicial deste capítulo é revi -

sar os fundamentos das teorias dos métodos dos resíduos pesa-

dos e das variações. ~ repassado, também, o tratamento do mé­

todo dos elementos finitos devido a 0DEN 4
• Finalmente faz­

se a associação do método dos elementos finitos com as teorias 

acima. 

2.1 MODELO MATEMÁTICO 

O primeiro passo para_a solução de um probl~ 

ma, é a procura da expressão matemática do equilíbrio de grand~ 

zas envolvidas no mesmo, como forças, pressões, temperaturas e 

deslocamentos, entre outras, presentes na natureza. 

Normalmente idealiza-se elementos infinitesi 

mais nos quais o equilíbrio físico é feito, chegando-se ã condi 

ção genérica A(F)=O, a ser satisfeita em todo um domínio. A 

função F e a solução procurada, em geral dependente do tempo,do 

espaço e de propriedades físicas. 

Deve ser considerada, ainda, a interação e-

xistente na fronteira com o exterior do domínio, expressa em 

uma condição de contorno B(F)=O. 
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Finalmente, para problemas com variação no 

tempo, necessita-se do estabelecimento de condições em um ins-_ 

tante inicial. 

Resumindo, tem-se que a solução F(t,x,y,z) de 

um problema, onde t, x, y e z representam o tempo e as coordena 

das espaciais, respectivamente, deve satisfazer a: 

A(F)=O 

B(F)=O 

F(t, x, y, z) 

no domínio w 

no contorno r 

= f (x, y, z) 
o 

onde f
0

(x,y,z) representa a condição inicial. 

(2-1.a) 

(2-1.b) 

(2-1.c) 

2.2 METODOS DE SOLUÇÃO RESIDUAIS E VARIACIONAIS 

Em muitos problemas pode-se chegar à uma solu 

çao transformando as equaçoes que os regem em uma forma integral. 

Como exemplos deste procedimento são citados o método dos resí­

duos ponderados e o método das variações, descritos brevemente a 

seguir. 

2.2.1 O METODO DOS RESÍDUOS PONDERADOS 

O método é fundado na hipótese de que a solução do 

problema descrito em (2-1) será encontrada, se para quaisquer 

funções de peso v e 1v definidas sobre w e r, tem-se: 
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f v A (F) dq, = O , 

<j, 

e (2-2.a) 

J 1
v B (F) dr 

r 

o (2-2.b) 

O argumento~ justificado, pois se F nao sa­

tisfizer(Z-1.a) e (2-1.b), ou seja, 

A (F) f. O 

ou 

B(F) f. O 

1 será possível encontrar-se funções v e v que tornem as inte-

grais em (2-2) não nulas. 

Uma Única relação equivalente as duas equa­

çoes (2-2) e obtida por soma, ou seja, 

J v A(F) d<P 

<j, 

+ J 1
v B(F) dr= o 

r 

Observa-se que devido à arbitrariedade 

funções de peso, com a escolha deve 1v nulas recae-se em 

das duas integrais em (2-2). 

(2-3) 

das 

uma 

Um modo de desenvolver-se (2-3) consiste em 

supor-se que a função solução F pode ser aproximada por F, como 

a seguir, 



F - F = 
K 
í: 

i=l 
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a. N. 
l. l. 

( 2-4) 

onde,os Ni sao funções conhecidas sobre q, que tornem definidas 

todas as operaçoes associadas a A e B (como derivabilidade defi 

nida atê as ordens existentes em A e B); os a. escalares fixos 
l. 

ou dependentes do tempo a serem determinados e K o número de 

termos da série. 

Utilizando-se (2-4), pode-se garantir(FINLAYS0N 5
) 

que F se aproxima da solução, se para K funções Wj (j =l, ... ,K) e K 

funções 1wj(j=l, ... ,K), e válido 

Jq, 
K 

Jr lw. 
K 

w. A ( Í: a. N.) d$ + B( í: a. N.) dr = o 
J . 1 l. l. J i=l l. l. 1.= 

(2-5) 

j = 1 ' ... 
' 

K 

A equaçao acima ê a forma discreta de (2-3). 

As funções de peso W e 1w são fixados "a priori". 

O procedimento leva a um sistema de o;rdem K.; 

onde as incógnitas sao os ªi• que uma vez encontrados e substi­

tuídos em (2-4) completam a solução do problema. 

Casos particulares do método dos resíduos po~ 

derados, dependendo do tipo de função de peso escolhida são os mê 

todos da colocação, método da colocação por subdomínio e o rnêto 

do de Galerkin. 
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2.2.2 O MÉTODO DAS VARIAÇÕES 

O mêtodo foi desenvolvido ao tentar-se resol 

ver situações físicas que procuravam o valor mínimo da integral 

de uma função, como o caminho de mais rápida queda entre pontos 

fora da mesma vertical, ou a menor distância entre dois pontos 

sobre urna dada superfície. 

Problemas deste tipo podem ser modelados por 

uma aplicação de um espaço de funções em um espaço escalar, que 

recebe a denominação de funcional, e do qual se procura o valor 
~ . m1.n1.mo. 

A exemplo do cálculo diferencial associado ao 

estudo das funções, tem-se para os funcionais o cálculo das 

variações, cujos fundamentos são apresentados ao longo desta 

sub-seção. 

Entende-se por variação ó [ y J , onde y e fun 

çao de x, como a seguinte diferença: 

o[y] = y(x) (2-6) 

onde y1 (x) ê uma função qualquer definida no mesmo domínio de 

y(x). A área assinalada na figura 2.1 representa uma possível 

variação de y(x). 



8 

1 
1 

1 

1. 
1 

Y(x) 

FIGURA 2.1 - (Variação de uma função) 

de x, sendo válido: 

onde o 

d 

dx 
{o[y]} 

Índice 

respeito a x. 

Observa-se que o [ y J é, também, uma função 

y'(x) - Yi (x) = o[y'], (2-7) 

na variável y representa diferenciação com 

Pode-se ver por (2-7) que a variação da deri 

vada de uma função iguala a derivada da variação. Também é vá­

lido o fato de que a variação da soma é igual a soma das varia­

ções, citado sem demonstração. 

Estando-se em presença de um funcional, por 

exemplo, do tipo: 

J
xl 

I(y) = C (x, y, y', y", ... )dx 

XO 

(2-8) 

onde y e função de x, pode-se definir a sua variação o [ y J , co 

mo: 
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- J d o[Y = ela { I (y + ct o [ y]) } (2-9) 
a=O 

onde: 

ct e uma variável escalar 

ó [y] - é uma variação qualquer em y, mas que uma vez 

escolhida mant~m-se fixa. 

Com a definição (2-9), pode-se demonstrar que 

caso a função y
0

(x) aplicada a um funcional I(y),tenha como re~ 

posta um máximo, mínimo ou ponto de inflexão, então é nula ava 

riação do funcional em y
0

• 

A afirmativa pode ser provada, considerando­

se que por y
0

(x) e o[y] serem fixos, tem-se: 

I(y
0 

+ a ó1Y]) = ;:;(a) ( 2-1 O) 

sendo ;:;(a) função da Única variável a. 

Como, por hipótese, I(y
0

) é um valor máximo, 

mínimo, ou um ponto de inflexão, o valor de ç(a) para a 

também o é, pois por (2-10) ,: 

;:; ( ct) 

nulo 

(2-11) 

Assim, de acordo com a definição (2-9) e pe­

la teoria das funções de uma Única variável, 
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1 

la=O = O 
(2-12) 

Os argumentos e definições acima, relativos 

a (2-8), podem ser estendidos a funcionais mais complexos depe~ 

dentes de várias variáveis (Ver ELSGOLD 6 e ARTHURS 7
). 

Urna propriedade importante dos funcionais ~ 

e a 

de que a função que anula as suas variações é, também, solução 

das equações diferenciais a eles associadas. 

Como exemplo, seja: 

J
xxl I

1
(y) = C(x, y, y') dx (2-13) 

o 

~ onde y e função de x e x
0 

e x1 extremos do intervalo considera-

do. 

Tem-se,realizando a variação de (2-13) (ver 

detalhes ELSGOLD 6
), que: 

[~ -
ély 

d ac, 
dx ay1 º [ Y J dx + 

+ (2-14) 
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Considerando a variação ô[y] nula em x
0 

e 

x1 , por argumento idêntico ao apresentado na justificativa de 

(2-2), chega-se a: 

ac 
ay 

d 
dx = o (2-15) 

A equaçao diferencial associada ao funcional 
~ 

(2-13) e; portanto, (2-15). 

Para um funcional e sempre possível encontra~ 

se a equaçao associada. 

certos ,casos apenas. 

A situação inversa e, resolvível em 

Para o problema (2-1) onde tem-se, 

A(F) = O 

B(F) = O 

no domínio ~ 

no contorno r 

a solução pode ser encontrada ao minimizar-se um funcional asso 

ciado, desde que existente, da forma: 

I(F) = f ~ C(F) d~+ fr D(F) dr= o (2-16) 

onde os operadores C e D tem, em geral, ordem mais baixa que A 

e B, o que e bastante vantajoso. 

Uma vez encontrada uma relação associada a 

A e B como em (2-16) a solução pode ser obtida pelo método pro-
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posto a seguir atribuído a Ritz. 

Como na sub-seção 2.2.1 pode-se aproximar F 

por (2-4), mas com a escolha das funções N. facilitadas devido 
]. 

às mais baixas ordens dos operadores C e D. 

Assim, (2-4) e (2-16) implicam em: 

K 
I (F) - I (F) = I ( l a. N.) 

i=l ]. ]. 

f w e 
K ( K 

I (F) = ( La. N . ) dcp + J D ( Z a . N.) dr 
. 1 ]. 1. r i=l 1. 

]. ].= 
(2-17) 

Desde que os N. sao conhecidos, o funcional a 
]. 

cima passa a depender apenas dos escalares 

Ao se definir 

a., ou seja: 
]. 

tem-se, ao substituir (2-19) em (2-18), que: 

I = I ({a}) 

Partindo-se da definição (2-9), 

oI = {I({a} + a o{a})} j 
a=O 

(2-18) 

(2-19) 

(2-20) 
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Aplicando a regra da cadeia, 

a r{a} +ao {a}) 

a({a} + a o {a}) 

a({a} +ao {a}) 

a a 

= ar a{a} 
a{ a} 

= 

a=O 

(2-21) 

Como a{a} é arbitraria, a Única possibilida-

de de anular-se ore que 

ar 
ô{a} 

= o 

(Este argumento e idêntico ao utilizado para a justificativa de 

(2-2)). 

= o 

Se ar 

a{a} 

ar = 0 
ªª2 

= o, então 

(2-22) 

que e um sistema de equaçoes de ordem K. 

Com a determinação dos escalares a. de(2-22), 
1 

pode-se por substituição em (2-3) obter a solução aproximada F 

do problema. 

Finalmente, convem comparar-se os métodos das 
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variações com o método dos resíduos, concluindo-se que a opçao 

pelo primeiro simplificará a escolha das funções de interpola -

ção N.. Por outro lado, a integral que ocorre no método dos 
l 

resíduos ê imediata uma vez definidas as funções de peso, o que 

não se dá com a formulação variacional. 

2.3 FUNÇÕES DE INTERPOLAÇÃO 

As funções de interpolação N. podem ser qua~ 
l 

quer funções definidas no domínio do problema, que tornem defi-

das, como já citado, as operações inerentes aos operadores que 

modelam cada situação física. 

Normalmente procuram-se funções que sejam seme 

lhantes ã forma esperada para a solução, a fim de que se tenha 

boas aproximações. ~ comum a utilização de funções polinomiais, 

trigonométricas ou exponenciais. 

Devido à complexidade das formas encontradas 

na engenharia atual as funções clássicas da matemática são aplt 

cáveis nos métodos residuais e variacionais a um número restri-

to de casos de geometria simples. 

ta limitação vem a seguir. 

Uma forma de sobrepor-se es 
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2.4 ELEMENTOS FINITOS 

No método dos elementos finitos ODEN 4 e 

ZIENKIEWICS 8 trata-se o domínio como a união de wn conjunto de elementos com 

formas bem determinadas ,sobre os quais uma função de aproximação é d~ 

finida. O método discretiza, além da função de aproximação, o 

domínio, aumentando significativamente os casos possíveis de 

serem tratados. 

2.4.1 DISCRETIZAÇÃO DO DOMÍNIO 

Seja um domínio 4> que é dividido em formas de 

terminadas, denominadas elementos finitos. 

Um elemento típico e a divisão do domínio sao 

mostrados nas figuras 2.2 e 2.3 

3 

L------2 
1 

FIGURA 2.2 (Elemento finito típico) 
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r 

FIGURA 2.3 (Divisão do domínio) 

O domínio e dividido em um total de L elemen-

tos en (n = 1, , L) • 

Cada nó do elemento en ê associado a um con-

junto,denominado local,de K numerais 1 ' ... K). Pa-

ra o caso particular mostrado na figura 2.2, K ê igual a 3. 

Em todo o domínio os nos sao numerados glo -

balmente, resultando em um conjunto de G pontos P. (j=l, ... ,G). 
J 

Para cada elemento en deve-se ter a corres -

pondência entre a numeração inerente ao mesmo (figura 2.2) com 

a numeração global (figura 2.3), o que ê feito por uma 

[T Jn, associada ao elemento, da seguinte forma. 

Se, 

= 
n p. (i = 

l 
1, • , • , K) 

matriz 

(2-23) 
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o ponto 

va-se que 
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(K < G) 

= [T] n {P} (2-25) 

Cada elemento t. . de [ T J torna o valor 1 se 
1.J n 

p. coincide com P., e zero em caso contrário. Obser-
1. J 

LT]n é matriz retangular K x G, onde K é o número 

de nós de cada elemento e G o total de nós no domínio, já defi­

nidos. 

2.4.2 DISCRETIZAÇÃO DA FUNÇÃO DE APROXIMAÇÃO 

Seja, novamente, a solução procurada F. A 

sua aproximação F pode ser obtida do seguinte modo: 

e expresso por 

O valor de F em cada no global Pj(j=l, ••. ,G) 

U. (j = 1, , • , , G) • 
J 

Em cada elemento en, o conjunto local dos 

valores U. é representado por nu. (i = 1, . . . , K). 
J 1. 

Se, 

então 

nu. ( i = 1 , .. , , K) 
1. 

(2-26) 
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[T] n 
{U} 

onde 1-T-I foi apresentada em (2-25). 

Sobre cada elemento en define-se uma 

F restrita ao seu subdomínio,da forma: 
n 

K 
= }: 

i=l 

n u. 
l. 

N. 
l. 

(2-27) 

função 

(2-28) 

onde N. é uma função com as características definidas na sub-
i . 

seçao 2.2.1, ao se discutir o método dos resíduos ponderados.os 

coeficientes das funções de interpolação u. (2-28)fazem o papel 
l. 

dos a. (2-3), mas têm, agora um sentido físico facilmente inter 
l. 

pretável, pois s.ão os valores da função solução em cada nô dos 

elementos. 

A função estendida a todo o domínio é obtida 

compondo-se as L funções F. n 

2.5 ELEMENTOS FINITOS E M~TODOS RESIDUAIS E VARIACIO 

NAIS 

Os métodos dos resíduos e das variações apre­

sentados em 2.2.1 e 2.2.2, levam à solução de um sistema de e­

quação diferencial e condições de contorno. 

Em ambos os métodos chegou-se, em geral, a 

certas condições sobre integrais no domínio somadas a integrais 
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ao longo da fronteira (ver (2-3) e (2-16)) que devem ser váli -

das para todos os subdomínios da região de definição do proble-
• 

ma, além de, logicamente, o domínio global em si. 

Com este argumento e tomando-se por base o 

apresentado em 2.4.1 e 2.4.2, pode-se observar que existem for­

mulações restritas a cada elemento finito en pertencente ao do­

mínio, ou seja, as equações (2-3) e (2-16) tornam-se: 

J v A(F) 
<l>n 

d<!> n 
+ 1

v B (F) dr n = o (2-29) 

para quaisquer funções v e 1v definidas sobre o elemento finito 

J C(F) d<!>n + 
Jr 

D(F) dr = o (2-30) n 
<l>n n 

onde (j) e r sao os domínios e os contornos de cada elemento n n 
finito, mostrados na figura 2.4. 

r 

.,.'1', 
/ 1 ' ;:::...__ " 

I --, 
/ I 
I I 

r n 

FIGURA 2.4 -(Domínio e contorno de um elemento finito) 
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Surge, então, a possibilidade de aplicar-se 

(2-28) a cada uma das duas formas integrais (2-29) ou (2-30). 

Uma dificuldade se apresenta, pois existemos 

contornos dos elementos sobre os quais as duas parcelas a esque.!:_ 

da de (2-29) e (2-30) devem ser integradas. 

Um fato importante, porem, é que as integrais 

sobre os contornos tem um sentido fixo. Deste modo, ao consid~ 

rar-se dois elementos adjacentes, as contribuições associadas ao 

contorno comum cancelam-se (ver figura 2.5), desde que o valor 

das funções de aproximação sobre cada um dos elementos tenha i­

guais valores(*) sobre a fronteira que separa os dois elementos 

adjacentes, atê a ordem de derivação que aparece nos operadores 

B ou D. (Formulações com esta propriedade recebem a denominação 

de conformes). 

FIGURA 2.5 - (Sentido da integral de linha sobre elementos adj~ 
centes) 

Constatada a nulidade da soma das contribui­

çoes dos contornos para formulações conformes, torna-se possi 

vel obter-se a equação matricial que leva à solução de um pro -

(*)Para o método dos resíduos deve-se. cuidar, também, que 
funções de peso tenham iguais valores sobre a fronteira 
mum aos elementos adjacentes considerados. 

as 
co-
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blema através da composição das equações restritas aos diversos 

elementos, como segue: 

Uma vez escolhida a função de aproximação em 

(2-28), utiliza-se a forma residual ou a forma variacional 

sobre um elemento, apresentadas em (2-29) e (2-30). 

Para os elementos internos, como na figura 

2;4, considera-se apenas as parcelas integrais sobre •n em 

(2-29) ou (2-30)(desde que seja nula a contribuição dos contor -

nos internos). 

Quando o elemento pertence ao contorno glo -

bal,deveu-se computar as integrais de linha sobre a parte da 

fronteira global comum à fronteira do elemento (ver figura 2.6). 

e n 

r 
n 

r 

FIGURA 2.6 - (Elemento pertencente ao contorno global) 

Procedendo~se da maneira acima, chega-se pa­

ra cada elemento en, a um sistema de K equações (ver (2-5) ou 

(2-22)), onde K é o número de nós do elemento, que pode seres­

crito em uma forma matricial do tipo abaixo, 



onde {u} é o vetor definido 
n 

das temporais e as matrizes 
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em (2-26), {Ü} , etc., 
n 

[M -, , [M1 J ,etc., o-n .n 
integração de (2-29) ou (2-30). 

(2-31) 

suas deriva 

oriundas da 

A equaçao (2-31) nao e solucionável sozinha, 

pois nao considera a influência dos contornos internos. Com­

pondo-se os L (n 9 total de elementos finitos, já definido} sis 

temas, obtém-se, entretanto, um sistema global de ordem G (ver 

definição na sub-seção 2.4.2) representativo do problema ~sten­

dido a todo o domínio, pois a contribuição do total dos contor­

nos internos ê nula, como já foi discutido nesta seção. 

A composição dos L sistemas (2.31) é feita 

por soma das equações matriciais. E preciso, porém, que as mes 

mas estejam formuladas no sistema global de numeração (ver sub­

seção 2.4.2), o que ê feito, genericamente,a seguir. 

Primeiramente, deve-se estender a equaçao 

(2-27) atê as ordens de derivação existentes em (2-31), ou seja: 

= {Ü} 

(2-32) 

= 

onde {Ü}, etc., sao as derivadas do vetor global das incógnitas 

(ver 2.4.2) relativas ao tempo. 
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Substituindo-se (2-27) e as relações (2-32) 

em (2-31), chega-se a 

{ R} n + L Mo J [ T J n {U} + 

+ [M1 ] [T]n {Ú} + ••• =O (2-33) 

Pré-multiplicando-se (2-33) por [TJ~ , 

LT]T { } 
n R .n + 

+ [TJ~ [M1 ] [r]n {Ü} +, •• =o 

(2-34) 

Definindo-se 

= [r]~ 

= [r ]~ [M ]T 
o n 

= [T]~ 

obtém-se: 

{R}G +[M ]G {U} + [M
1

]G {Ü} + 
n o n - n 

{R} 
n 

o 

(2-35.a) 

(2-35.b) 

(2-35.c) 

e 2-3 6) 

que representá a equação matricial do problema estudado, associa 

da ao elemento en no sistema global de numeração. As contribui 
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çoes dos L elementos podem ser, agora, somadas, chegando-se p~ 

ra todo o domínio ã seguinte equação que leva ã solução do pro­

blema: 

onde 

{R}G 
L 

. {R} G = l 
n=l n 

j-M ]G= 
L 

[M ]G l - o n=l o n 

j-M ]G= 
L 

- ]G l LM1 n - 1 n=l 

A equaçao (2-37) e resolvível pelas 

conhecidas do cilculo matricial. 

(2-37) 

(2-38.a) 

(2-38.b) 

(2-38 .c) 

teorias. 

Obtido o vetor {U}, pode-se aplicar sobre o 

mesmo (2-27) para a cada elemento en' chegando-se a {u}n (ver 

(2-26)), que resulta imediatamente nos conhecimentos das funções 

Fn (2-28), resolvendo-se o problema. 
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CAPITULO III 

SOLUÇÃO DO CAMPO DE TEMPERATURAS PELO MfTODO DOS ELEMENTOS 

FINITOS 

Utiliza-se a formulação variacional associada 

ao mêtodo dos elementos finitos. Formas fechadas são obtidas 

por integração analítica sobre elementos triangulares planos e 

axi-simêtr icos. 

3.1 ESTABELECIMENTO DO FUNCIONAL 

As equaçoes que regem o campo de temperaturas 

de um sólido inte.ragindo com um fluido, tem respectivamente no 

domínio e contorno as seguintes formas [ARPACI 9
). 

d ~~ !1t l d 

~\, !1t J + 
.d !Jc a~ J + Q d~ 

+ - ; c 
dX dX J ay ay dZ L z az at 

(3-1) 

onde c ; 
CpY 

g 
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+ k .Q,z z + qk + h (i/J-i/Joo) = O 

(3-2) 

coordenadas espaciais 

t - tempo 

i/J - função temperatura 

,j,
00 

- temperatura em um ponto distante do con 

e k 
z 

torno 

- condutividades térmicas nas direções x, 

y e z 

Q - geraçao de calor 

cp - calor especifico 

y - peso especifico 

g - aceleração da gravidade 

.Q.x, .Q.y e .Q, z - cosenos diretores da normal exterior a 

um ponto de contorno 

qk - calor perdido por unidade de área a uma 

taxa conhecida 

h - coeficiente de convecçao 

De acordo com DESAI and ABEL
10

o funcional as 

saciado as equações (3.1) e (3.2) e, 
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( [l 
[ kx[~!)2 + ky 

1 31/)' 2 
+ k r~J2] I (1/1) = j <!> 2 [ayj z ,az 

[Q c clljJ J ljJ ) d<!> + ãt 

+ 

Jr 
qr ljJ d r + 

Ir r 
l. h (ljJ-ljJ )2) dr (3-3) . 2 00 

onde<!> e r representam o domÍriio e a fronteira em questão. 

Observa-se que as duas parcelas sobre r em (3-3) ocorrem em re­

giões desconexas do contorno, ou seja.~ em uma parte da frontei­

ra pode existir troca de calor a uma taxa qr e em outra ·troca de 

calor por convecçao. 

Retornando~se ao capítulo II, reconhece-se 

que as e·quaçoes (3-1) e (3-2) são representadas genericamente p~ 

los operadores A e Bem (2-1). Da mesma forma pode-se identi-

ficar C e D em (2-16), observando-se o funcional (3-3). 

3.2 MINIMIZAÇÃO DO FUNCIONAL 

Como discutido no capítulo precedente, seçao 

2.4, no mêtodo dos elementos finitos divide-se o domínio global 

em um certo número de subdomínios e trata-se sobre cada um de­

les a equação (3-3). 

A aproximação sugerida em (2-28) pode serre 

escrita matricialmente, ou seja, sobre cada elemento e 
n 
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u. N. 
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{N} (3-4) 

onde {N} é o vetor de funções de interpolação e {u} é o vetor 

dos valores da função de aproximação sobre os nós dos elementos. 

Como já citado, o vetor {N} depende do espaço e {u} do tempo. 

Na seçao 2.5, utilizou-se um sub-Índice 

"n" nas matrizes associadas a cada elemento finito. 

pÍtulo, o mesmo, será omitido a fim de simplificar-se a 

ção, ficando o leitor advertido para o fato. 

Neste ca 

nota-

Como em (3-3) a função ·l/J aparece diferencia­

da em relação a t, x, y e z, tem-se que, 

{u} 

{u} 

{u} (3-5) 

onde os subdomínios x, y e z representam diferenciação da ma­

triz com respeito à variável e o ponto indica derivada relativa 

ao tempo. 

Para os termos quadráticos, pode-se escreve~ 
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[B] {u} 

T 
{u} [Bx J {u} 

[B ] {u} y 

(3-6) 

onde [BJ, [Bx], [By] e [B
2

] sao matrizes simétricas da 

das por 

[B] = {N} {N}T 

[Bx] = {Nx} {N }T 
X 

[B J = {N } . {N }T 
y y y 

[Bz] = {N} {N } T (3-7) 
z z 

Substituindo-se (3-4), (3-5) e (3-6)em (3-31), 

chega-se ao funcional aproximado, agora dependente de {u}. 

I(l)J) ;I({u}) = 

= J J J [1[ l'x {u}T [Bx] {u}+ \ {u}T [By] {u}+ k
2 

{u}T [Bz] {u} J 
cj, 

rJ T + J (q{u} {N})dr + 

r 
(3-8) 
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a sua variação. 

A fim de minimizar-se (3-8), deve-se anular 

Para tal, serão úteis as variações das rela-

ções a) e b) abaixo. 

a) Il ({ç}) ; J {ç }T [M] {ç} dt 
iji 

{ç} - matriz coluna 

[M] - matriz simétrica 

r
1 

({ç} + a o{ç}) ; 

;J({ç} + a o{ç}T) [M] ({ç} + a o{ç})dt 
iji 

;ft{ç}T[MJ{ç}+Za o{E;}T[MJ{ç}+a 2 o{ç}T[MJ{ç})dt 

iji 

Como, de acordo com (2-9) 

tem-se 

o I 1 ({ç}) ;Jz 6 {ç}T[M] {ç} diji 

iji 

b) Iz({ç}); J{s}T {R} dt 
iji 

"{ç} - matriz coluna 

{R} - matriz coluna 

(3-9) 
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; Jcu;} + a ó{i;}T) {R} d<P ; 

<P 

; J({i;}T {R} + a ó{i;}T {R})d<P 

<P 

E de (2-9), 

; I ó{i; }T {R} d<P (3-10) 
<P 

Posteriormente será visto em 3.5 que para 

a solução de um problema transiente são utilizados métodos pa~ 

so-a-passo. Nestes métodos procura-se o valor de uma função 

em um dado instante, a partir daquele do instante anterior, co~ 

siderando-se inalteráveis as propriedades do sistema em cada in 

tervalo de tempo. e razoável, portanto, considerar-se o ter-

mo {Ü} em (3-8) como constante. Observa-se que a equação obti 

da, terá uma validade limitada ao intervalo de tempo em que tal 

consideração for válida. 

Utilizando-se o fato acima e as relações 

(3-6) e (3-7), a variação de (3-8) sobre o domínio <P e a fron­
n 

teira do elemento finito r (se o mesmo pertencer ao contorno n 

global como na figura 2.6) resulta em: 
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ó I ( {u}) = 

dgi {u} + 
n 

Jff Q {N} din - JJJ c [B]d r {Ü}J 
gin 41n 

+ 6lu)T [/! qk {N) d r 0 J 

q [BJdrn {u}-Jf 
r n 

+ 

Pondo-se a variação ó{u}T em evidência 

+ 

(3-11) 

e re 

cordando que a mesma ê arbitrária, chega-se, ao anular-se ava­

riação em (3-11), ã seguinte equação matricial: 

(3-12) 

onde as matrizes envolvidas sao dadas por: 



+ 

{R} = JJJ Q {N} 

Pn 

33 

(k [B J+k [B J+k [B ]) dp 
X X y · y- Z Z n 

r r q [B] 
) ) 

r 
n 

c [B] d !li 

d ili + n 

d r 
n 

n 

- ff h ~oo {N} d rn 

r n 

d r 
n 

+ 

(3-13 .a) 

(3-13 .b) 

(3-13.c) 

Retornando-se ao capítulo II, seçao 2.5 obser 

va-se que a equaçao matricial (3-12) corresponde ã forma ·genêri 

ca (2-31) associada a cada elemento finito. 
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3. 3 ELEMENTOS FINITOS TRIANGULARES COM FUNÇOES DE INTERPOLAÇÃO 

LINEARES 

3.3.1 DERIVAÇÃO DAS FUNÇOES DE INTERPOLAÇÃO 

O elemento triangular ê definido pelos nos 

locais 1,2,e 3,numerados no sentido anti-horário, 

3 

~) 1 2 

FIGURA 3.1 - (Elemento triangular) 

De acordo com o exposto em 2.4.2, o conjunto 

np. associado ao elemento e· é (l,2,3). 
1 n 

O valor do campo de ·temperaturas sera dado 

pelo vetor (matriz coluna) 
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{u} = (3-14) 

A função de aproximação linear, tem a forma: 

ij,(x,y) = + + (3-15) 

Como os valores nodais de ij,(x,y) sao aqueles 

em (3-14), a relação (3-15) fornece 

ou 

= 

= 

= 

= 

X - 1 

+ 

+ + 

+ + (3-16) 

(3-17) 

Resolvendo-se (3-17), obtem-se os coeficien -

tes A1 , A2 e A3 de (3-15) 
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Al ª1 ªz ª3 ul 

Az = 1 
bl bz b3 (3-18) zs Uz 

A3 : cl Cz C3 U3 

onde 

ª1 = xz Y3 - X3 Yz 

bz = Yz Y3 

C3 = X3 Xz 

zs = Y1 cl + Yz Cz + Y3 C3 (3-19) 

Os outros coeficientes (a2 , b 2 , c2) e 

(a3 , b 3 , c 3) sao obtidos por permutações cíclicas nos Índices 1, 

2, e 3. Sé a área do triângulo. 

A função ~(x,y) pode ser reescrita como: 

+ 

e 3- z o) 

o que leva a identificação da matriz {N} associada ao elemento 

considerado, dependente das variáveis espaciais. As expressões 

de {Nx} e {Ny} são obtidas por derivação, não cabendo ao probl~ 

ma considerar-se {Nz}. 



{N} 1 
- 2S 

bl 

{Nx} = 1 b2 
2S 

b3 

As matrizes 

as formas 

~ b2 C3 

[B]={N}{N}T= _l_ 
4S2 ª1 b2 C3 

ª3 b3 C3 

[Bx] = {Nx}{Nx}T = 1 

4S 2 

[ B ] = {N }{N } T = y y y 
1 

4S
2 
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ª1 + b 1x + cly 

ª2 + b 2x + c2y 

ª3 + b 3x + C3Y 
) 

cl 

{N } = 1 C2 
. y 2S 

C3 

( 3- 21) 

[B], [Bx] e [By], tomam 

1 X ·y ª1 ª2 ª3 
2 

bl bz b3 X X xy 

2 
y xy y cl C2 C3 

(3-22 .a) 

blbl blb2 bl b3 

b2b1 b2b2 b2b3 (3-22.b) 

b3bl b3b2 b3b3 

(3-22.c) 
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3.3.2 INTEGRAÇÃO ANALrrrcA 

Com as matrizes {N}, [BJ, [Bx] e [By] 

em (3-21) e (3-22), as parcelas das matrizes em (3-13) referen 

tes ao domínio, podem ser calculadas sobre a superfície S do 

triangulo. 

Como k e k sao constantes ao longo da su­x y 

perfície S, assim como as matrizes e [B ], é válido: y 

JJ (kx[Bx] + ky [By]) dxdy = 

s 

= · kx [Bx] JJ dxdy + ky [By] 

s 
J J dxdy 
s 

(3-23) 

Substituindo os valores de[Bx] e [By]de 

(3-22) em (3-23), 

= 
k 

X 

4S 

JJ (k~[Bx] + ky [By]) dxdy = 

s 

k 
clcl clc2 

+ _y 
c2cl c2c2 

4S 
C3Cl C3C2 

clc3 

C2C3 

C3C3 

(3-24) 
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No caso de c permanecer constante em S, 

f f c [ B J dxdy. = 
s 

c f f [ B] dxdy = 

s 

ª1 bl cl 1 X y ª1 ª2 
c b~ 2 

bl b2 = 
4S 2 ª2 C2 X X xy 

L, 

2 
ª3 b3 C3 X xy y cl C2 

Com as definições de a 1 , ª2· ª3• 

no apêndice A, ( 3-2 S) toma a forma 

ª1 bl cl 1 ª1 ª2 ª1 ª2 

f f c [B ]dxdy = c 
ª2 b2 C2 ª1 ª3 ªs bl b2 4S 

ª3 b3 C3 ª2 ªs ª4 cl C2 

ª3 

b3 dxdy 

C3 

( 3- 2 5) 

ª4 e ªs 

ª3 

b3 

C3 
( 3-2 6) 

O produto matricial (3-26), reduz-se apos as 

devidas simplificações a: 

f J c [B] dxdy = 

s 

cS 
TI 

2 

1 

1 

1 

2 

1 : J 
( 3- 2 7) 

A parcela associada ã geraçao de calor Q r~ 

sulta, com a 1 e a 2 , do apêndice A, considerando-se Q constan­

te em todo o elemento, em: 
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JJ Q {N} dxdy = 

s 

ª1 + b1ª1 + c1ª2 1 

= -º 2 ª2 + b2ª1 + c2ª2 = ~ 1 3 

ª3 + b 3ª1 + C3a2 1 

( 3-2 8) 

Quando o elemento considerado pertence ao 

contorno (ver figura 2.6), deve-se realizar as integrais de li­

nha em (3-13) como discutido na seção 2.5. A fronteira genéri­

ca r em (3-13), é, para o elemento triangular, o segmento de re 

ta mostrado na figura 3.2, com comprimento i. 

FIGURA 3.2 - (Elemento triangular na fronteira) 

Utilizando-se ª6' ª 7' ªs' ªg e ª10 do 

apêndice A, e considerando-se o coeficiente de convecção h cons 

tante ao longo dei, 
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f h [B] d 9. = 

9, 

ª1 bl cl 1 ª6 ª7 ª1 ª2 ª3 

= h 9, 
b2 C2 ª6 bl b2 b3 

4S 2 ª2 ªs ª10 

ª3 b3 C3 ª7 ª10 ªg cl C2 C3 

(3-29) 

que após a realização do produto matricial e rearrumaçao, forne 

ce, 

f h[B] 
9, 

f qk{N}d9. 
9, 

1 0,5 o 

d 9, 
h9. 0,5 1 o = 3 locais 1 e 2 nos 

o o o no contorno 
( 3-30) 

Supondo q constante ao longo de 9., tem-se: 
K 

ª1 + blª6 + c1a 7 
= 

qk9. 
+ b2ª6 + ( 3-31) ª2 C2a7 

2S 

ª3 + b3ª6 + C3U7 

Com os valores de a6 e a 7 no apêndice A, 

f q k {N} d 9. 

9, 

1 

1 

o 

(3-32) 
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De modo idêntico ao da integral acima, su-

pondo-se o produto h w
00 

constante, 

1 

1 

o 

(3-33) 

Com {3-24), (3-27), (3-28), (3-32) e (3-33), 

as matrizes em (3-11) podem ser reescritas nas suas formas inte 

gradas 

k 
[Mo] 

X 
=4S 

blbl 

b2b1 

b3bl 

cS 
12 

+ 

b1 b2 

b2bz 

b 3bz 

ht 
6 

2 

1 

1 

blb3 

bzb3 

b3b3 

1 

2 

1 

2 

1 

o 

1 

1 

2 

1 

2 

o 

k 
clcl clc2 clc3 

+ .....Y..' 
4S CzCl czcz CzC3 + 

C3Cl C3Cz C3C3 

o 

o Nós locais 1 e 2 no 

o contorno 
(3-=34 .a) 

(3-34.b) 



{R} = 

1 

1 

1 

43 

1 
qk2 
-z- 1 

o 

h 
+ 

nos locais 
1 e 2 no 
contorno 

1/100 2 

3 

1 

1 

o 
nos lo 
cais I 
e 2 no 
contar 
no 

(3-34.c) 

OBS.: Sobre (3-34.c) deve ser notado que somente uma das duas 

parcelas sobre o contorno é aplicável, dependendo do tipo 

de troca de calor existente (perda de calor a uma taxa co 

nhecida ou convecção forçada) na região onde situa-se o 

elemento. 

3.4 ANgIS TRIANGULARES PARA CAMPOS AXI-SIM]jTRICOS 

3.4.1 GENERALIDADES . 

Em problemas axi-simétricos o campo de tem­

peraturas fica bem determinado em todo o domínio, conhecendo-se 

a sua distribuição em um semi-plano meridional. Este semi-pla­

no, pode então, ser dividido em elementos triangulares que defi 

nirão os anéis mostrados na figura 3.3. 
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z 

----- ------ --
Á/ ----- ----- 'À /_J/'~ ,,,D 

r 

FIGURA 3.3 ~ (Elementos triangulares axi-sirnétricos) 

O sistema de coordenadas cilíndrico e o in­

dicado para se trabalhar em problemas com simetria axial. O 

valor de urna função axisimétrica independe da coordenada angu­

lar, o que torna o desenvolvimento feito na seção anterior diri 

gido a problemas planos válido para o presente caso. 

3.4.2 INTEGRAÇÃO ANAL!TICA SOBRE ELEMENTOS 

AXISIMIÕTRICOS 

As equaçoes (3-13) ao serem tratadas em do­

mínios axisimétricos tem os elementos de volume e fronteira d~ 

e dr expressos por: 

d~ = r dr d e d z 

dr = r d e d 2 (3-35) 

onde dr é a área gerada por um segmento de reta de comprimento 

2. da fronteira. O fator multiplicativo r sera responsável por 
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um maior grau de dificuldade na integração analítica de (3-13). 

Com (3-35) e observando-se a troca de x e y 

porre z,respectivamente nas matrizes em (3-21) e (3-22), as 

parcelas de (3-13) correspondentes ao domínio podem ser integra­

das sobre o volume V de cada anel triangular. 

Caso kr e kz mantenham-se constantes ao lon 

godo elemento, tem-se,realizando-se a integração ao longo da 

coordenada angular 8, 

+ kz [ Bz J) r d r d z d 8 = 

s (3-36) 

Substituindo-se [Br] e [Bz] de (3-22), 

(e cuidando-se em trocar x e y por r e z, como jã foi citado) em 

(3-26) chega-se a: 

+ kz [ Bz J) r d r d z d 8 = 

TT r k 
bl bl b1 bz bl b3 -

TT r k 
clcl clc2 Cl C3 

= r 
bzb1 bzbz bzb3 + z 

2 S 2 S 
C2Cl czcz CzC3 

b3b1 b3bz b3b3 C3Cl C3Cz C3C3 

(3-37) 
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onde r = 
3 

Com as definições para a1 , a 3 , ªS' ª11' ª12' 

a 13 (Apêndice A) e considerando c constante no elemento, 

= 1TC 

2S 

JJJ c [BJ rdrdzde = 211c Jf [BJ rdrdz = 

V 

ª1 bl cl 

ª2 h2 cz 

ª3 b3 C3 

ªs 

ª3 ª11 ª12 

ªs ª12 ª13 

s 

e 3- 3 sJ 

Realizando-se as operaçoes matriciais acima, 

chega-se a: 

f JJ c [B] r dr d z d e = 

(6r1+2r 2+zr 3) (2r1 +Zr 2+r3) (Zr1 +r 2+zr 3) 

11cS (Zr1+zr 2+r3) (2r1+6r 2+zr 3) ( r l + 2 r z + 2 r 3) (3-39) = 
30 

(2r1+r2+zr 3) (r1+zr 2+zr3) (Zr1+zr 2+6r3) 

Continuando, supondo Q inalterável em cada 

anel triangular, 

fII Q {N} r dr d z d e= 211Q If {N} r dr d z (3-40) 

V s 

com as definições para a1 , a 3 e a 5 do apêndice A, 



ª1ª1 

1[ Q ª2ª1 

ª3ª1 
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Jff Q {N} r dr d z d e = 

V 

+ b1ª3 + c1ªs 

+ h2ª3 + c2ªs = ~ 
6 

b3ª3 C3Ct5 

2r1 + r2 + r3 

rl + 2r2 + r3 

rl + r2 + Zr3 

(3-41) 

No caso do elemento considerado pertencer ao 

contorno, as integrais ao longo der em (3-13) devem ser calcu­

ladas. 

No caso de h permanecer inalterável ao lon­

go da superfície de integração, 

f f h [ B J r d t d e = 21rh J i [ B J r d i, 

sr 

e 3-42) 

onde t é o segmento de reta mostrado na figura 3.2 para elemen­

_tos planos, e Sr a área gerada pela revolução do segmento t. 

no apêndice A, 

JJ h [BJ rdtde = 

s r 
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ª1 bl cl ª6 ªs ª10 ª1 ªz ª3 
h21T 

bz bl bz b3 ( 3-4 3) = ªz Cz ªs ª14 ª1s 
zs 2 

r ª3 b3 C3 ª10 ª1s ª16 cl Cz C3 

A relação acima quando convenientemente tra 

balhada, fornece: 

3r1+r
2 rl + r 2 o 

f J h[B] r d 2 d e = 11h2 
rl +rz r 1+3r

2 
o -6-

sr o o o 

(3-44) 

(A área da seçao triangular de cada anel S nao deve ser confun­

dida com a área Sr gerada pela revolução do segmento de reta 2). 

Supondo a perda de calor qk invariável ao 

longo da superfície Sr, 

( 3-45) 

Com as definições de a 6 , a 8 e a 10 no àpêndt 

ce A, 



f f qk {N} r d 1, d e = 

sr 
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Rearrumando (3-44), 

f J q k {N} r d t d e = 

sr 

+ 

+ 

+ 

+ 

+ 

o 

+ c1ª10 

+ CzªIO 

+ C3Cll0 

(3-46) 

e 3-4 7) 

Considerando o produto h ~
00 

constante e 

com o desenvolvimento idêntico ao feito para a obtenção de(3-47), 

chega-se a: 

ff 
rrh~ i 

h ~
00 

{N} r di d 8 = --
00

-

S 
s r 

+ 

+ 

o 
e 3- 48) 

Pode-se reunir as parcelas de (3-13) em 

(3-37), (3-39), (3-41), (3-44), (3-47) e (3-48), chegando-se as 

formas integradas de [M
0
J, [M1 J e {R} em (3-13) para ele­

mentos triangulares axi-simétricos. 



[Mo] 

{R} = 

OBS.: 

= 

~ 
6 

1Trk r 
-----zs 

_ 1TCS 
- 30 

Zr1 

rl 

rl 

+ 

+ 

+ 

50 

blbl b1 bz blb3 
1Trkz 

clcl clcZ clc3 

bzb1 bzbz bzb3 + + -----zs CzCl czcz CzC3 

b3bl b3bz b3b3 C3Cl C3Cz C3C3 

(3rl+rz) (rl+rz) o 

+ 1Th2 
(rl+rz) (rl +3rz) o -6-

o o o nos locais 
1 e 2 no 
contorno 

(3-49.a) 

(6r
1
+zr

2
+zr

3
) (Zr

1 
+r 2+r

3
) (Zr

1
+r

2
+zr

3
) 

(Zr
1
+zr 2+r

3
) (Zr

1
+6r

2
+zr

3
) (r1+zr 2+zr

3
) 

(Zr1+r2+zr 3) ( r 
1 

+ Zr 
2 

+ 2r 3) (Zr 1+zr 2+6r3) 

(3-49.b) 

rz + r3 Zr1 
+ r2 

zr2 

1Tqk,II, 
+ zr:2 

+ + ·r ---r rl 3 

rz + Zr3 o 
nos locais 
1 e 2 no 
contorno 

Zr1 
+ r2 

1Thl/J ,li, 
00 

Zr 2 + rl + 
3 

o 
nos locais 
1 e 2 no 
contorno 

(3-49 .e) 

ver nota sobre equaçao (3-34.c). 
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3.5 MllTODOS DE SOLUÇÃO 

Através de (3-34) e (3-49) obteve-se as fo~ 

mas integradas das matrizes coeficientes da equação restrita ao 

elemento finito em (3-12), respectivamente sobre elementos pla-

nos e axisimétricos. Com o procedimento discutido ha seçao 

2.5 obtém-se, de imediato, a equaçao para o sistema global ex­

pressa por 

[M
0

] {U} = {R} (3-50) 

onde as ordens das matrizes acima igualam o numero total G de 

pontos sobre o domínio. (Ver seção 2. 4. 2). 

3.5.1 REGIME PERMANENTE 

Ao procurar-se o campo estacionário de tem­

peraturas, (3-50) reduz-se a: 

(3-51) 

Havendo independência de [ M ] e {R} 
o rela 

tiva ao vetor de temperaturas {U}, o mesmo e obtido pela solu -

ção do sistema linear em (3-51). 

Um procedimento iterativo sera necessário, 

quando as propriedades físicas influentes no estabelecimento das 

matrizes [ M
0 
J e· {R} variam com a temperatura. Supõe-se um 
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campo inicial {U
0
}, com o que se calcula as duas matrizes de­

pendentes acima, obtendo-se então, o vetor {U1 }. Com este, por 

sua vez, serão recalculadas [M
0

] e {R}. O processo e rep~ 

titivo até a obtenção de campos de temperaturas com diferenças 

desprezíveis entre si. 

SUBSTITUIÇÃO IX) 

CAMPO EXISTENTE 
PELO CAMPO OBTI 

ro 

Um fluxograma pode ser visto na figura(3.4). 

ESTABELECIMENTO 
DO CAMPO INICIAL 

CÁLCULO DAS MATRIZES EM FUNÇÃO 

DO CAMPO EXISTENTE 

SOLUÇÃO DO SISTEMA 
LINEAR 

. {ll}-{U
0

}<TOLER. FIM 

FIGURA 3.4 - (Iteração para solução do problema com matrizes 
dependentes da temperatura) 

3.5.2 REGIME TRANSIENTE 

Regimes transientes descritos por (3-50) re 

querem a aplicação de métodos iterativos ao longo do tempo, em 

que o valor da variável procurada em um certo instante permite 
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o conhecimento do seu valor apos um intervalo de tempo ót. Ca­

so as propriedades físicas dependam da temperatura, elas podem 

ser recalculadas a cada iteração. Estes processos recebem a 

denominação de passo-a-passo e requerem o conhecimento de um 

campo inicial de temperaturas, como citado na seção 2.1. 

Caso o tamanho do intervalo de tempo ót se-

ja pequeno o suficiente de modo que {Ü} possa ser 

constante tem-se 

= 1 
+ 2 

onde "m" representa um instante genérico. 

considerado 

(3-52) 

A combinação de (3-50) e (3-52), fornece a 

seguinte aproximação, atribuida a Euler: 

e [ Mo J + ,1t [ M ] {U} 
u 1 m+l 

1 1 
= 2 ({R}m +{R}m+l) + ót [M1J{U}m 

e 3- 5 3) 

para m = O, 1, 2 , ... 

Observa-se que permite-se {R} variar no in-

tervalo de tempo. 

Outro modo de tratar o problema transiente 

consiste na aplicação do método dos resíduos ponderados em 2.2.1 

a um domínio tendo o tempo como variável independente e dimen -

são 6 t. 

No intervalo de tempo tem-se: 



2 
{U} = I Ni(t) 

i=l 
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{U}. 
1 

(3-54) 

onde, agora, Ni(t) varia com o tempo e {U} 1 e {U} 2 sao os ve 

tores de temperaturas ao início e ao fim do intervalo de tempo. 

Possíveis formas para N1 (t) e N2(t) podem 

ser vistas na figura 3.5 

por 

N it) 
1 

FIGURA 3.5 - (Funções de interpolação no domínio do 

tempo) 

As expressoes de N1 (t) e N z ( t) sao 

!; = t/t,t 

N1 (t) = 1 - !; 

dadas 

N2 (t) = !; e 3- 5 5) 

Observa-se que a aproximação de {U} por 

(3-54), com as funções de interpolação dadas por (3-55), torna 

coerente a hipótese que a derivada da temperatura mantinha -

se constante, desde que se trabalhasse com intervalos de tempo 

pequenos. 
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Em ZIENKIEWICS 8 está bem apresentado o de­

senvolvimento de (3-50) segundo o método dos resíduos, dando o­

rigem à seguinte fórmula de recorrência: 

(,.,\[M1 ] + v[M
0
J) {U}m+l - (ft[M1 J+(l-v)[M0 J){u}m-(R}=O 

e 3-56) 

onde 

V = w. d I; 
J 

O valor de {R} e dado por 

{R} = {R}m+l v + {R}m {1 - v} e 3-5 7) 

O valor de v depende da função de peso W. es 
J -

colhida. Para W. mostrado na figura abaixo, o valor de v torna 
J 

se igual a unidade, e é interessante notar que (3-56) recai em 

(3-53), desde que {R} seja constante. 

FIGURA 3.6 ~ (Função de Peso) 
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3.5.3 PROBLEMAS COM TEMPERATURAS FIXAS NO DOMfNIO 

Muitos problemas levam a modelos onde tem -

se regiões do domínio com a temperatura conhecida, tanto para 

regimes permanentes como transientes. Este fato reflete-se no 

método dos elementos finitos pela fixação da temperatura em um 

subconjunto de nós, permitindo reescrever-se a equação (3-50)da 

seguinte forma: 

M M ud Ri·· Ml 11 1 ~,21 
( . 

o,11 o,12 , ud 

1 

-------- = ----1---- . 
M Mo,22 uf Rz ~,12 Ml 22 uf o,21 , 

) 

(3-58) 

onde os índices "f" e "d" indicam temperaturas fixas ou desco -

nhecidas e Mo,ll' M
0

, 12 , R1 , ... , etc., são as regiões das ma­

trizes coeficientes da equação (3-40) que associam-se a nos com 

temperaturas fixas ou ·desconhecidas. 

A equaçao (3-58) pode ser reescrita da for-

ma abaixo: 

(3-59) 

que é um sistema de igual ordem ao numero de pontos com temper~ 

tura desconhecida. 
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A equaçao matricial reduzida (3-59) é resol 

vível pelos métodos citados nas subseções 3.5.1 e 3.5.2. 
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CAP!TULO IV 

O MJÕTODO QUASI-FINITO APLICADO A PROBLEMAS TÉRMICOS 

O método é uma forma alternativa de estudar 

se problemas térmicos, apresentando, sob certos pontos de vista, 

vantagens sobre a formulação dos elementos finitos. 

4.1 GENERALIDADES 

De modo diverso do método dos elementos fi­

nitos no qual procura-se uma solução discretizada a partir da 

formulação infinitesimal, corno apresentado no capítulo II, pod~ 

se tratar diretamente um problema realizando-se o equacionamen­

to supondo o meio contínuo como um conjunto de formas com dimen 

são finita. 

Uma distinção do método é a possibilidade de 

considerar-se elementos constituídos de fluido, o que lhe dá 

grande flexibilidade. Outra vantagem do mesmo e a forma do sis 

tema linear obtido que simplifica o desenvolvimento do problema 

transiente, corno será visto posteriormente. 

·A divisão do contínuo é feita, por exemplo, 

como na figura 4.1, dando origem a um total de G subdomínios. 
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FIGURA 4.1 - (Divisão do Contínuo) 

As características determinantes de cada e­

lemento sao um ponto onde é determinada a temperatura, denomin~ 

do centro de troca de calor (normalmente coincidente com o cen­

tro de gravidade, mas com excessao a ser vista posteriormente)e 

a area de troca de calor. A sua forma é arbitrária dependendo 

do problema. 

4.2 TROCA DE CALOR ENTRE ELEMENTOS 

Como já citado o domínio é dividido em um 

certo numero de elementos. Nesta seção estuda-se a interação e~ 

tre dois quaisquer elementos oriundos da discretização, para o 

posterior estabelecimento do sistema relativo a todo o conjunto. 

~ feita também demonstração cuidadosa da validade do método pa­

ra elementos cilíndricos (ou cúbicos) e para anéis circunferen-

ciais ao estudar-se o fenômeno da condução. Os possíveis modos 

de troca de calor, ou seja, condução, convecção e radiação sao 

estudados a seguir. 
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4.2.1 CONDUÇÃO 

No presente método considera-se as proprie­

dades físicas como constantes em cada elemento, fato que asso -

ciado à utilização da média de temperatura no mesmo torna o e­

quacionamento bastante simplificado. 

Sejam dois elementos cilíndricos justapos -

tos com fluxo de calor na direção axial (observa-se que elemen­

tos em forma de cubo, sao cilindros de seção quadrada), mostra­

dos na figura 4.2. 

k1 ,k 2 - condutividades 

S - areada seção 
reta 

FIGURA 4.2 - (Troca de calor entre dois cilindros 

jus tapas tos) 

O fluxo de calor em cada um dos cilindros se 

ra dado por: (KREIT!-l 11
) 
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u - u dl 
= 

m a u - u (4-1.a) ql = ql sl<"" 
dl 

m a 1 

s kl 

ub - u dz 
= 

m 
ub u = (4-1.b) qz - q2 sl<"" dz m 2 

s k 2 

onde q1 e q2 sao os fluxos considerados constantes nos elemen -

tos 1 e 2. 

Como o fluxo q na interface e o 

para os dois elementos, tem-se: 

mesmo 

q = 
- u a cub - ua) s k1 k 2 

d1 kz + dz kl 
e 4- 2) 

Neste ponto faz-se as seguintes hipóteses,~ 

tilizadas no método do equacionamento finito: 

- Ambos os cilindros estão com temperaturas uniformes 

dadas pela média das temperaturas dos extremos. 

Assim, 

a) , b) 

e 4-3) 
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- Existe uma condutividade equivalente, dada por: 

= (4-4) 

- O centro de troca de calor coincide com o centro de 

gravidade dos cilindros, o que implica em uma dis­

tância equivalente de troca de calor expressa por: 

= 1 
2 ( 4-5) 

Com as hipóteses acima pode-se supor a exis 

tência de um fluxo de calor hipotético qh dado por 

(4-6) 

Substituindo-se (4-3), (4-4) e (4-5) em 

( 4-6) , 

ub + u u + u 
m a m 

2 2 ( 4- 7) qh -
1 

( ª1 + ªz) 2 .. 

s 
2 kl kz 

kl + kz 

que rearrumando fornece: 
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= 
cu - u) s k k 

b a 1 2 e 4-8) 

Definindo-se: 

(4-9.a) 

s = (4-9.b) 

y = (4-9.c) 

As relações ( 4-2) e ( 4-8) tomam as seguin -

tes formas com as definições em (4-9): 

(Ub - Ua) s kl 
kz k 

2 
~ (4-10) 

q = = 

[ dl kl ) y + s 
d2 + 

dz kz 

(Ub - Ua) 
kl 

s kz k ç s 
= 2 = ( 4-11) qh 

[ 1 + :~J [1+ ~) 
1 1 (1 + y) (1 + S) z dz 2 

Caso S = 1, ou seja, a condutividade e a 

mesma nos dois elementos 
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q = 
ç 

1 + y 

r, -> q = qh (4-12) 
qh = 

1 + y 

Caso B f 1, ê necessário ter-se a igualdade 

de d1 e d2 , tornando y = 1, resultando em: 

ç 
q = 

1 + B 

-> q = qh (4-13) 
ç 

qh = 
1 + B 

Assim conclui-se que o fluxo qh calculado 

por (4-6) com as hipóteses feitas para a condutividade equiva -

lente e centros de troca de calor, iguala o fluxo q dado por 

(4-2), uma vez respeitadas as hipóteses feitas para a obtenção 

de (4-12) e (4-13). 

Observa-se que o apresentado para os dois 

cilindros mostrados na figura 4.2 é válido para as três dimen­

sões de um cubo, desde que os fluxos em cada direção sejam ind~ 

pendentes, permitindo a análise de problemas tridimensionais. 

Um outro processo de troca de calor muito 

comum é aquele entre dois cilindros concêntricos, aplicável a 

problemas axisimétricos. 



65 

1""--+1-----1 
: d1 : d2 
1 1 
1 1 
1 

u 
b 

u 
m 

comprimento do 
segmento oriundo 
da seção de super­
fície de separação 

,__ __________ ...,r 
m 

FIGURA 4.3 - (Troca de calor entre cilindros concêntricos) 

dado por: (KRE ITH 1 1
) 

q = 
1 

tn 

O fluxo de calor radial nos dois cilindros é 

a) 

tn 

u 
m b) 

(4-14) 

Ou, reunindo-se as duas relações acima, ob 

servando-se que o fluxo na interface e o mesmo. 

(Ub-Ua)x 2 7[ ,Q, 

q = (4-15) r rb 
Jcn m Jcn -r r a + m 

kl k2 

A expansao do termo logarítmico em série de 



Taylor e dada por (SPIEGEL 12 ) 

tn X= 2 l [ x-1 
x+l 
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1 
3 ( x-11

3 
+ 

x+l ) X > Ü 

(4-16) 

Desde que os elementos tenham dimensões ra­

diais pequenas, e quera f O, pode-se afirmar: 

- 1 (4-17) 

Pode-se, então, utilizar apenas o primeiro 

termo da série em (4-16), e tem-se: 

r m - 1 r ra 
tn m 2 (4-18.a) -r a r m + 1 

ra 

rb 1 

tn 
rb 

2 
rm 

(4-18.b) -
rm 

rb 
+ 1 r m 

Substituindo-se (4-18) em (4-15) e rearruman 

do-se, chega-se a: 
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forma: 
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(Ub - Ua) X 2 1T t 
q - -------------- (4-19) 

q -

2 (rm -r) 

kl(rm+ra) 
+ 

2 (rb-rm) 

k2 Cr2+r a) 

Observa-se que: 

r 
a 

= 

(4-20.a) 

(4-20.b) 

Utilizando-se a consideração em (4-17), tem 

ra + r 
m 

+ r 
m 

-

- 2 r 
m 

(4-21.a) 

(4-21.b) 

Com (4-20) e (4-21) a relação (4-19) toma a 

(4-22) 
+ 

A validade da equaçao acima restringe-se a 

elementos de pequenas dimensões na direção radial, sendo inte -

ressante a observação da similaridade da mesma com (4-2). 

Com as definições para u1 , u2 , keq e fluxo 

qh, respectivamente em (4-3), (4-4) e (4-6), e mudando-se o cen 

tro de troca de calor para o centro de gravidade da semiseção 
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transversal dos anéis mostrados na figura 4.2, chega-se ao se­

guinte valor para qh: 

u - u 
b a 

qh = 
d12 

Sxk eq 

ou seja, 

= 

ub + u u rn 

2 = 
1 

(dl + 2 

Zrr r 9, X 2 rn 

(Ub-U)x Z1rtrm x k 1k 2 

Cd1 + d2) Ck1 + kz) 

2 

Corno o produto 

+ u 
a rn 

2 

d2) 

kl 2 

kl+kz 

21rtr rn 

( 4-2 3) 

(4-24) 

e a superfície 

de contato dos cilindros, permanecem vilidas as definiçôes em 

(4-9) e pode-se fazer urna análise comparativa de (4-22) e(4-24) 

idêntica à já feita para (4-2) e (4-8). 

Conclui-se pela possibilidade de estabele -

cer-se o fluxo de calor entre os dois elementos mostrados na 

figura 4.3, também pela relação (4-6). 

Definindo-se para dois elementos quaisquer 

"i" e "j": 
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lJ 
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Área de contato 

d .. 
lJ 

ki, kj 

u., u. 
l J 

c 

Distância entre centros de troca de calor 

Condutividades térmicas 

qij 

Temperaturas médias 

Fluxo de calor por condução 

Tem-se,de acordo com (4~6), que: 

c q .. 
lJ = 

k .. s .. 
lJ l] 

d .. 
lJ 

(U. - U.) 
J l 

onde k .. e a condutividade equivalente dada por (4-4). lJ 

(4-25) 

Pode-se definir o coeficiente de troca de 

calor por condução como: 

chegando-se a: 

~c 
~ij 

c q .. lJ 

4.2.2 CONVECÇÃO 

= 

= 

k .. s .. 
l] l] 

d .. 
lJ 

c c .. (U. - U.) 
lJ J l 

(4-26) 

( 4- 2 7) 

O fenômeno da troca de calor por convecçao 

ocorre entre um elemento "i" pertencente à fronteira do sólido 

estudado, e outro "j" que descreve as características de um 

fluido de troca de calor. 
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Os fatores físicos envolvidos no caso, sao: 

S.. Área de troca de calor 
l] 

h.. .Coeficiente de convecção na interface de "i" lJ 
e "j" 

u. Temperatura do sólido "i" 
1 

u. 
J 

Temperatura do fluido "j", em um ponto dis -

tante da superfície sólida. 

FIGURA 4.4 - (Interação entre elemento sólido na fronteira 

e elemento fluido) 

O fluxo de calor por convecçao q .. entre os lJ 
dois elementos genéricos mostrados na figura: 4.4 é aproximado 

por: 

q .. lJ h .. S .. (U.-U.) 
lJ lJ J 1 

(4-28) 

Convém notar que a temperatura Ui é a média 

daquelas na extremidade do elemento (ver (4-3)). Assim comete 

se uma impropriedade, pois dever-se-ia considerar a temperatura 

na parede de contato sólido-fluido. Desde que os elementos se 

jam convenientemente pequenos, e que a variação da temperatura 
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próximo à fronteira nao seja demasiadamente acentuada, o 

introduzido ê aceitável. 

erro 

Definindo-se, então, o coeficiente de troca 

de calor por convecçao V c .. 
lJ corno: 

V 
c.. = h.. S .. 
lJ lJ lJ (4-29) 

obtêm-se por substituição de (4-29) em (4-28), 

V 
q. . = c. . (U. - U.) 
lJ lJ J l ( 4-30) 

4.2.3 RADIAÇÃO 

A troca de calor por radiação 

dois elementos "i" e "j" é dada por: 

r q .. entre os lJ 

onde 

( 4-31) 

r A.. area projetada de troca de calor associada a lJ 
"i" e "j" 

E.. fator que leva em conta a emissividade térrni-lJ 
ca e a constante de Stefan Bolzrnann 

u., U. - temperaturas 
l J 

UABS parcela constante para mudança de unidades de 

temperatura. 
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A equaçao (4-31) pode ser fatorada, obtendo 

x {(Uj + UABS) + (Ui+ UABS) J x (Uj-Ui) 

e 4-32) 

Definindo-se o coeficiente de troca de ca-

Tem-se, então: 

r q .. 
lJ 

r c .. (U. - U.) 
lJ J l 

e 4-34) 

Observa-se que o coeficiente c~. é diretamen 
lJ 

te dependente das temperaturas dos elementos a princípio com 

uma delas, ao menos, indeterminada. Este fato obriga a utiliz~ 

çao de esquemas iterativos como mostrados na seção 3.5.1 para 

a solução de problemas onde toma parte o fenômeno radiativo. 
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4.3 CARACTERIZAÇÃO DOS ELEMENTOS E LIGAÇÕES TÍRMICAS 

O domínio, como já citado na seçao 4.1, e 

dividido em um total de G elementos. Este conjunto constitui-

se de dois sub-grupos, ou sejam, aqueles com temperaturas a se­

rem determinadas e outro com elementos de temperatura conheci­

da, oriundos da discretização do contorno. 

Os dois sub-conjuntos tem os totais de Gf e 

Gd elementos, onde: 

Gf n9 de nos com temperaturas fixas(*) 

Gd n9 de nos com temperaturas desconhecidas 

(a serem determinadas) 

Um conceito utilizado no presente método e 

o de ligações térmicas, também chamado de conexões térmicas. 

tos trocando calor. 

Cada ligação consiste numa dupla de elemen-

0 total das ligações modela o problema ex 

tendido a todo o domínio. 

(*) 

1 2 

4 5 

7 8 

3 

6 

g 

10 

11 

12 

FIGURA 4.5 - (Divisão do Contínuo) 
As palavras nos e elementos são utilizadas indistintamente 
para indicar um subdomínio no presente método. 
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Observando-se a figura acima, que pode ser 

uma placa plana trocando calor por convecção com o exterior por 

um dos lados apenas, formam conexoes térmicas os elementos 1 e 

2; 1 e 4; 3 e 10; etc. As ligações térmicas podem representar 

troca por condução, convecção ou radiação de acordo com a seçao 

4.1, devendo as mesmas terem Índices associados a fim de serem 

diferenciadas. 

Para cada tipo de ligação deve-se conside­

rar os diferentes fatores físicos envolvidos como condutividade, 

convectividade, emissividade, 

os coeficientes 

(4-33). 

c c .. 
1] 

etc., a fim de serem calculados 

definidos em (4-26), (4-29) e 

Para cada elemento com temperatura a deter­

minar deve-se definir as conexoes térmicas associadas. Os ele­

mentos com temperaturas fixas tem sua influência dada pelas co­

nexoes com elementos de temperaturas desconhecidas, não tendo 

sentido definir-se a troca de calor entre dois elementos com 

temperaturas determinadas. 
• 

O total de conexoes térmicas associadas ao 

elemento "i" sera n .• 
1 

O total ni, 
~ 

sera, por sua vez, dado pela so 

ma abaixo: 

n. = 
1 

c n. 
1 

V + n. 
1 

+ r n. 
1 

e 4-3s) 

c v r onde ni, ni e ni sao respectivamente os numeros de elementos 
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com os quais um dado elemento troca de calor por condução, con-

vecçao e radiação. 

exemplo, 

Para o elemento (6) na figura 4.5, 

c n. = 3 l. 

V n. = 1 l. 

nao existindo radiação. 

por 

e v r Os numeros nl.., n. e n. sao, por sua vez, l. l. 
a soma de conexoes térmicas de "i" com nós de temperaturas co-

nhecidas ou desconhecidas 

c c,f 
+ c,d n. = n. n. l. l. l. 

V = v,f + v,d n. n. n. 
l. l. l. 

r = r,f 
+ r,d e 4- 36J n. n. n. 

l. l. l. 

Onde os índices "f" e "d" indicam temperat~ 

ras fixas e desconhecidas. 

Voltando-se, mais uma vez, para a figura 

4.5, desde que os nós de (1) a (9) tenham temperaturas desconhe 

cidas e os nos de (10) a (13) temperaturas fixas: 

c,f 
n6 = o c,d 

n6 = 3 

v,f 
n6 = 1 v,d 

n6 = o 
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4.4 EQUACIONAMENTO DO PROBLEMA 

A lei de Fourier para a massa contida em um 

elemento e traduzida por: 

"O fluxo de calor total somado ã geraçao de 

calor em cada elemento é proporcional ã taxa de variação da tem 

peratura no mesmo." 

O fluxo de calor total q em um determinado 

elemento, e proveniente dos três possíveis modos de troca, q~ ; 

V r q. e q., definidos em 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3, ou seja 
1 1 

c v r q. = q. + q. + q. 
1 1 1 1 

e 4-3 7) 

sao respectivamente os fluxos térmicos em "i" 

por condução, convecção e radiação. 

to i, 

Com as grandezas abaixo relativas ao elemen 

p. ~ peso específico 
1 

v. volume específico 
1 

cp. calor específico 
1 

Q. geraçao de calor(*) 
1 

(*) Neste termo além da geração de calor clássica, pode-se con­
siderar uma troca por unidade de área qk a uma taxa conheci 

da multiplicando-se qk pela área do elemento onde se dá a 
troca. 
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e a equaçao (4-37), pode-se afirmar para "i", de acordo com a 

lei de Fourier: 

c q. 
l. 

+ V q. 
l. 

+ 
r q. 
l. 

+ Q• 
l. 

= (l. 
l. 

d u. 
l. 

dt 

onde ªi e a constante de proporcionalidade dada por 

(l. 
l. 

= p. v. cp. 
l. l. l. 

Os valores dos fluxos 

(4-38) 

e 4- 39) 

serao a 

soma dos fluxos oriundos das diversas conexões térmicas, ou se-

ja: c n. 
l. 

e = I c q. q .. 
l. i=l l. J 

(4-40.a) 

V n. 
l. 

V = I V q. q .. 
l. j =l l.J 

(4-40.b) 

n: 
r l. r q. = I q .. 
l. j=l l. J 

(4-40 .c) 

Substituindo-se (4-27), (4-30) e (4-34) na 

correspondente equação de (4-40), chega-se a: 

c q. 
l. 

q1! 
l. 

r q. 
l. 

c n. 
l. 

= I 
j =l 

V n. 
l. 

= l 
j =l 

r n. 
l. 

= l 
j=l 

(4-41.a) c c. . (U. - U.) 
l.J J l. 

V cu. u.) (4-41.b) c .. -
l. J J l. 

r (U. u.) (4-41.c) e .. -
l.J J J 
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De acordo com (4-36) os somatórios acima p~ 

dem ser separados, resultando em: 

c q. 
]. 

V q. 
]. 

r q. 
]. 

chega-se a: 

n. 
"]. 

[ 

c, d 

- I 

+ 

+ 

j=l 

c,d n. 
]. 

l 
j =l 

c,f n. 
]. 

l 
j =l 

= 

c,f n. 
]. 

l 
j =l 

v,f n. 
]. 

= l 
j =l 

r,f n. 
]. 

= l 
j =l 

c~. (U.-U.) 
l.J J ]. 

V c .. (U.-U.) 
l.J J ]. 

c:.(U.-U.) 
l.J J ]. 

+ 

c,d n. 
]. 

l 
j =l 

v,d n. 
]. 

c c .. (U.-U.) 
l.J J ]. 

+ L c~.(U.-U.) 
j=l l.J J]. 

+ 

r,d n. 
l. r I c .. (U.-U.) 

j=l l.J J]. 

(4-42.a) 

(4-42.b) 

(4-42.c) 

Substituindo-se as relações acima em (4-38) 

c c .. u. + 
]. J ]. 

c,f n. 
]. 

I 
j =l 

c c .. U. + 
]. J ]. 

n: ,d 
]. 

+ I 
j=l 

c c .. U. + 
]. J J 

c U. + 
c. . J 

l.J 

+ Q. 
]. 

r c .. U. + 
]. J ]. 

v,d n. 
]. 

l 
j =l 

v,f n. 
]. 

l 
j =l 

= a. 
]. 

V c .. U. 
l.J J 

V U··. c .. 
]. J J 

d u. 
]. 

dt 

v,d n. 
]. 

I V c .. u. + 
j =l ]. J ]. 

r,f n. 
]. 

l 
j =l 

+ 

+ 

r c .. 
]. J 

r,d n. 
]. 

l 
j=l 

n:•f 
]. 

l 
j=l 

r c .. U. 
lJ J 

r c .. U. 
lJ J 

v,f n. 
]. 

I 
j=l 

+ 

+ 

+ 

V c .. U. + 
lJ 1 

(4-43) 
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Dividindo-se ambos os lados de (4-43) por 

a. e rearrumando-se, 
l 

l- [ ·1 1 c + c .. 
a. lJ 

l J =l 

V n. 
l 

l V c .. 
lJ j =1 

c,d n. v,d n. 
l c l 

V 
+ l c .. u. + l c .. u. 

j=l lJ J j =1 lJ J 

l 
n~,f v,f n. 

1 l c l 
+ l c .. u. + l a. lJ J l j=l j=l 

l d u. 
Q. = l 

at l 

r 

J 
ni 

+ l r u. + c .. 
lJ l j =l 

r,d 

) 
n. 

l r + l c .. u. + 
j =1 lJ J 

r,f n. 
V 

l r c .. u. + l c .. uj + 
lJ J lJ j =1 

= 1 , G (4-44) l .... ' 

Um fato importante é a identificação de 

(4-44) como uma relação matricial da forma 

[M].{U} + {R} {Ü} (4-45) 

onde os coeficientes das matrizes envolvidas sao: 

a) Matriz [M J 

[ ' V n~ n. n. 
1 l l l 

M .. . l c l V + l r = c .. + c .. c .. 
ll a. lJ lJ lJ l j =.l j=l j =l 
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O, se o nó II i II nao troca calor com II j 11 

c c .. 
M .. = 21. 

1J CI,. 
1 

com 

b) Vetor {R} 

c,f n. 
1 

ou 

11 j t ! ' 

V c .. 
21. 
CI, • 

ou 
1 

por um 

v,f n. 
1 

r c .. 
21. 
CI, • 

1 
, 

dos 

= 1 
CI, • 

1 
I 

j=l 

c c .. U. + 
1J J I 

j =l 

V c .. U. 
1J J 

c) Vetor · {Ü} 

ü. 
1 

4.5 SOLUÇÃO DO PROBLEMA 

= 
d u. 

1 

dt 

caso fl i fl troque calor 

modos de 

+ 

r,f 
n. 

1 

I 
j=l 

troca 

r c .. u. + Q. 
1J J 1 

A exemplo do apresentado no capítulo III, a 

equaçao (4-45) e utilizada para regimes transientes, em geral, 

podendo recair no caso de regime permanente. 

4.5.1 REGIME PERMANENTE 

Para um problema de calor permanente a equ~ 
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çao (4-45) reduz-·se a uma forma similar a obtida em (3-51) ,sen-

do aplicável o método iterativo na seção 3.5.1. Caso conside 

re-se apenas condução e convecção a variação das propriedades fi_ 

sicas nao e, normalmente, acentuada, o que permite, na maioria 

dos casos, dispensar-se a iteração. Quando existe no sistema 

estudado trocas por radiação, a utilização do esquema iterativo 

mostrado na figura 3.3 é indispensável por ser o coeficiente cL 

definido em (4-33), altamente variável com a temperatura. 

4.5.2 REGIME TRANSIENTE 

Neste caso reside uma das vantagens do pr~ 

sente método relativamente à formulação por elementos finitos. 

Comparando-se as equaçoes (3-50) e (4-45) 

observa-se que a segunda, obtida neste capítulo, tem o vetor de 

rivada temporal da temperatura. independente, ao contrário do 

que ocorre com a equação obtida pelo método dos elementos fini­

tos. 

Este fato aparentemente sem maiores implic~ 

çoes, permite que (4-45) seja eficientemente desenvolvida ao lon 

godo tempo pelo método de Runge-Kutta apresentado no apêndice 

B. 

O método de Runge-Kutta evita a inversão de 

matriz (ou solução do sistema linear) a cada iteração, como a­

contece com (3-53) ou (3-56) obtidas a partir de (3-50). 
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Para efeito de comparaçao, o erro obtido em 

cada iteração de (3-50) é proporcional ao quadrado do espaçame~ 

to de tempo, ao passo que o erro de (4-45) desenvolvida pelo mi 

todo de Runge-Kutta de 4~ ordem é proporcional à quarta potência 

do intervalo de tempo utilizado, aliado ao fato de evitar-se in 

versões de matrizes. 

Em problemas onde sao necessários grande nu 

mero de passos, as constatações acima sao de importância consi­

derável ao ponto de vista de precisão e esforço de cálculo. 

4.6 EXTENSÃO DO ~TODO PARA PROBLEMAS COM TRANSFE~NCIA DE 

MASSA 

Problema muito encontrado na engenharia é o 

de interação sólido-fluido por meio de tubulações, como na figu­

ra abaixo. 

s ---. 
.e 

- -v 

o e ~. p 
-

X 

y 
t 

.,-... 

FIGURA 4.6 - (Interação sólido-fluido) 

Nestes casos, se a seçao transversal Se a 

massa específica p forem constantes, a temperatura do fluido $f 

deve satisfazer em qualquer posição longitudinal x e num deter-
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minado instante, a seguinte equaçao diferencial (ARPACI 9
): 

+ V (4-46) 

onde: 

b ; 

P perímetro da seção 

h coeficiente convectivo 

cp calor específico do fluido 

S área transversal 

~f temperatura do fluido 

~t temperatura do tubo 

V velocidade do fluido 

De acordo com a filosofia do método do equ~ 

cionamento finito, o fluido no interior do tubo pode ser consi­

derado como o conjunto de elementos de dimensões finitas, mos­

trado na figura abaixo. 

·-

temp_ 

d 

-
J 
1 
1 

a 

d· 
1 

1 
1 

1 

-

d· J 

: 

J1 
1 

1 

-

1 b I oprox linear 

u-j r--=--..,u~i""'-=----- -/ ~ 
~ 

X 

FIGURA 4.7 - (Discretização do fluido) 
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As temperaturas no centro dos elementos "i", 

"J." e "J· 111 serao U U e U i' j jl' 

As temperaturas nas fronteiras a e b do ele 

men to "i" (fig, 4. 7) , serão aproximadas por: 

= u. 
1 

= u. 
1 

+ 

+ 

(U. 
J 

u.) 
1 

u.) 
1 

d. 
1 

d.+d. 
1 J 

d. 
1 

d.+d. 
1 J 1 

onde di, dJ. e d. sao os comprimentos dos elementos. 
J1 

(4-47.a) 

(4-47.b) 

Os fluxos de calor por transferência de mas 

sanas posições "a" e "b", mostradas na figura 4,4, serão: 

(4-48.a) 

(4-48.b) 

O fluxo por convecçao no elemento "i" sera: 

S (U - U.) e e 1 
(4-49) 

onde Se e a superfície de contato sólido-líquido e Uc é a temp~ 

ratura no tubo, considerada constante ao longo do elemento. 

Desprezando-se a troca de calor por condu -

çao no fluido, o equilíbrio térmico no elemento "i", será apro­

ximado por 
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au. 
l = a 

P· v. c ãt q 
l l P· l 

(4-50) 

Substituindo-se (4-48) e (4-49) em (4-50) e 

rearrumando-se, chega-se a: 

p. 
l 

chega-se a: 

CL 

c 
P· l 

au. 
l 

1 at 

au. V 
l = c s 9, . X (U. u.) v. ãt p. -

l l P· l d.+d. . J l 
l 

l J 

s 9, • V (U. u.) + - p. c X d.+d. -
l P· l J1 l 

l l J 1 

Utilizando-se (4-39), e observando-se que: 

= Ct. 
l 

s d. = v. 
l l 

d. + d. = 2 d .. 
l J lJ 

d. + d. = 2 d .. 
l J1 lJ1 

_V_ (U. - U.) - et­
Zd. . J 1 1 

lJ 

V 

2d .. 
lJ 1 

cu. - u.) + 
J1 l 

(4-52) 

Neste ponto convem fixar que considerando­

se as dimensões dos intervalos da figura 4.7 como infinitesi -

mais, a equaçao (4-52) recai na forma diferencial (4-46), como 
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nao poderia deixar de ser. 

Observando-se (4-52) identifica-se a tercei 

ra parcela da direita da mesma como uma ligação térmica de con­

vecção cuja influência no sistema pode ser modelada através do 

desenvolvimento na sub-seção 4.2.2. Os dois termos restantes 

serão as ligações por transferência de massa. Ou seja, 

m = V (U. u.) q .. CI. -lJ l 2d .. J l (4-53.a) 

lJ 

m = V (U. u.) q .. a. -
lJ 1 l 2d .. J1 1. 

(4-53.b) 

lJ1 

Pode-se, a exemplo do feito para ligações 

térmicas de condução, convecção e radiação, definir o coeficie~ 

te de troca de calor por transferência de massa para dois ele­

mentos "i" e "j" ("j", no caso, é o elemento que precede "i" ten 

do-se como referência a direção da velocidade), como: 

m c .. 
1. J 

a. 
1. 

V 

2d .. 
lJ 

e 4-54) 

Para os elementos "f" e "j 1" ("j 1" é o ele­

mento que segue "i") tem-se, de acordo com (4-52), que definir 

o coeficiente de troca de calor com o sinal negativo. 

m e.. = 
1.J 1 

V 
(l. 

l 2d .. 
1. J 

(4-55) 

Com as definições (4-54) e (4-55) chega-se 

a seguinte formulação para a troca de calor por movimento de 
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massa para quaisquer dois elementos "i" .e "j" oriundos da dis­

cretização de um fluido em tubulação. 

m = c. . (U. - U.) 
1] J 1 

(4-56) 

Observando-se (4~56) constata-se a sua simi 

laridade com (4-27), (4-28) e (4-34), permitindo, este fato,co~ 

siderar a influência da troca de calor por transferência de mas 

sa considerando-se no desenvolvimento feito para a obtenção de 

(4-44) termo m da maneira foram c V 
o cij, mesma como o e .. , c .. 

1] 1] 
e 

c:. definindo-se II\ total de ligações térmicas de e n. como o 
1] 1 

um 

elemento devido ao movimento do fluido. 
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CAP!TULO V 

ESTRATSGIA PARA A UTILIZAÇÃO DO Ml::TODO QUASI-FINITO 

A finalidade deste capítulo é desenvolver u 

ma formulação para a utilização do método quasi-fi-

nito associado a computadores eletrônicos. Parte do trabalho 
• - . l 
e uma extensao do apresentado por MAZZAWI para regimes perma -
nentes. 

5.1 NUMERAÇÃO DOS ELEMENTOS 

Como citado no capítulo IV, os elementos no 

qual o domínio é dividido podem ter temperaturas fixas ou não.O 

total de elementos deve ser numerado sequencialmente, iniciandQ 

se por aqueles com temperaturas desconhecidas e continuando com 

os de temperaturas determinadas. Caso no sistema existam tubu 

·lações (ver seção 4.6), deve-se numerar os elementos que as dis 

cretizam de modo ordenado, isto e, de maneira crescente ou de­

crescente, mas não necessariamente sequencial. 

Estes ordenamentos sao necessários para sim 

plificar-se a programaçao e a identificação de erros. 
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5.2 PROPRIEDADES FfSICAS 

As propriedades físicas como calor específi 

co, condutividade térmica, densidade, emissividade e coeficien­

te de convecção, dependem, em geral, da temperatura. 

Uma possibilidade simples e eficaz de mode­

la-las é a aproximação linear. A cada tipo de material ou su-. 

perfície de contato sólido-fluido (no caso de convecção), com 

diferentes propriedades, associa-se variações desta com a tempf 

ratura. 

As diferentes aproximações sao definidas por 

dois pontos convenientes, como mostrado na figura 5.1. Com a 

dupla de pontos escolhida, pode-se definir os coeficientes das 

funções lineares que devem ser associados a Índices para poste­

rior utilização. 

prop. 
f Í síca 

temp . 
• 

FIGURA 5.1 - (Aproximação linear de uma grandeza física) 

5.3 DADOS INICIAIS 

Todo problema transiente necessita da defini -
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çao do campo inicial de temperaturas. O mesmo pode ser estabe 

lecido, associando-se a cada elemento, numerado como exposto na 

seção 5.1, o valor da temperatura inicial. 

Para problemas em regime permanente, o cam­

po inicial é necessário nos elementos com temperaturas a deter­

minar, apenas para "dar-se partida" no processo iterativo da 

procura da solução (ver figura 3.4). 

O campo inicial pode ser obtido, entre outros 

modos, atribuindo-se a cada elemento a media das temperaturas dos 

elementos do contorno, que são conhecidas. 

Caso haja geraçao de calor procede-se para a 

sua definição de modo idêntico ao citado para o campo inicial,~ 

tribuindo-se o seu valor a cada elemento. 

O tipo de material pode variar ao longo do 

domínio, devendo-se associar a cada elemento o Índice da curva 

de aproximação das propri.edades físicas do mesmo em função da 

temperatura,como exposto em 5.2. 

O volume dos elementos, sao, também, forne­

cidos como dados iniciais. 
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5.3 DEFINIÇÃO DAS LIGAÇOES TfRMICAS 

Como discutido na seçao 4.3 a interação en­

tre os elementos em que se divide o corpo estudado é modelada 

por conexões térmicas que devem ser diferenciadas por meio de 

índices. Os adotados são: 

a) conveçao - 1 

b) condução - 2 

e) radiação - 3 

d) transferência de massa - 4 

Os totais de ligações térmicas máximos que 

um elemento pode ter são limitados respectivamente a 3, 6, 8 e 

2 para convecção, condução, radiação e transferência de massa.O 

numero de 3 ligações de convecção refere-se a um cubo no canto 

de um sólido tridimensional interagindo com o meio fluido por 

três faces; o de 6 ligações de condução, a um cubo no interior 

de um sólido; o de 8, um número considerado suficiente para mo­

delar o fluxo de radiação entre um elemento e o resto do siste­

ma; e, finalmente, o de 2 ligações por transferência de massa 

que é correspondente as ligações possíveis dentro de um tubo. 

As características associadas a cada 

de troca de calor serao: 

modo 

a) convecçao - Numeração dos elementos envolvidos: 

- Área de troca de calor 

!ndice indicativo da curva de aproxl 

mação do coeficiente convectivo. 
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(ver seçao 5. 2) 

- fndice 1 (relativo ao modo de troca) 

b) condução: - Numeração dos elementos envolvidos 

- Área de troca de calor 

- Distância entre centros de troca de 

calor 

- fndice 2 (indicativo do modo de tro 

ca) 

OBS.: A condutividade equivalente será calculada em função da 

condutividade de cada elemento, de acordo com a definição 

4. 4. 

c) radiação: - Numeração dos elementos envolvidos 

- Área equivalente de troca de calor 

- fndice indicativo da curva de apro-

ximação da emissividade 

- fndice 3 (relativo ao modo de trocaj 

d) transferência de massa: - Numeração dos elementos 

envolvidos 

- Velocidade do fluido 

- Distância entre centros de troca 

- fndice indicativo da curvas das prQ 

priedades físicas (calor e massa es 

pecífica) 

- fndice 4 (indicativo do modo de tro 

ca) . 
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OBS.: A velocidade deve ser fornecida como positiva caso a nume 

ração dos elementos oriundos da discretização do fluidona 

tubulação estudada seja crescente com a sua direção e ne­

gativa em caso contrário. (Ver definição do coeficiente de 

troca de calor por transferência de massa em (4-54) e 

(4-55)). 

5. 4 ARMAZENAMENTO DE DADOS DE CONEXÕES TilRMICAS 

Além dos dados iniciais citados na seçãoS.2, 

existem aqueles referentes às conexões térmicas. A forma de ar 

mazenamento destes é importante para a funcionalidade de um pr~ 

grama baseado no método quasi-finito. 

Duas matrizes C e N sao utilizadas. A pri­

meira é reservada para as características físicas com as quais 

se calcula os coeficientes de troca de calor definidos em(4-26), 

(4-29),(4-33), (4-54)e(4-55) (a excessão das temperaturas no caso 

de radiação), e na matriz N são mantidos os dados de numeração 

dos elementos envolvidos em ligações térmicas. 

Como o balanço térmico e feito para os 

elementos com temperaturas desconhecidas, apenas (ver 

(4-45)), os dados de conexões térmicas são armazenados 

equaçao 

de modo 

associado a estes elementos. Assim, em cada linha das matrizes 

C e N são mantidos os dados correspondentes ao elemento com tem 

peratura desconhecida de mesma numeração que a referida linha. 

Por conseguinte,o total de linhas das matrizes C e N é função do 
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valor Gd definido na seçao 4.3. 

As duas matrizes de armazenamento sao divi­

didas em regiões associadas a cada modo de troca de calor, como 

pode ser visto nas figuras 5.2 e 5.3. Desde que o máximo de 

ligações térmicas de convecção e 3, e para o cálculo do coefici 

ente de troca de calor c!. (ver (4-29)) necessita-se da lJ area 

de contato e do índice da curva aproximativa do coeficiente co~ 

vectivo (ver seção precedente), i reservado o total de 6 colu-

nas (2 para cada ligação) na matriz C. Argumentos semelhantes 

levam à reserva de 12 colunas para condução, 16 para radiação e 

6 para ligações envolvendo transferência de massa. 

Da mesma forma, guarda-se as 4 primeiras co 

lunas de N para os totais de ligações térmicas associadas a ca­

da elemento, sendo cada coluna reservada para um dos quatro mo­

dos de troca previstos. 

Os grupos de 3,6,8 e 2 colunas seguintes de N 

sao previstas para o armazenamento dos números dos possíveis e­

lementos que formam ligações térmicas respectivamente por .con­

vecção, condução, radiação e transferência de massa, com o ele 

menta de mesma numeração que cada linha de N considerada. 
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6 34 40 
El em.1 . 

MATRIZ C 
1 e, 

' ' ' 

' 

' d 
El em G' 

Em cada linha sao armazenados dados referen 

tes ao elemento "i" como abaixo: 

Colunas 

1 l 2 

3 \ 

~ 
4 J 

: ) 
19 

11

_ 

20 

35 l 36 

37 

Armazenamento dos dados da 1~ ligação de convençao. 

(Coluna 1 - area de troca de calor; coluna 2 - Índi-
ce da aproximação linear do coeficiente de convenção) 

- Armazenamento dos dados da 2~ ligação de convençao. 
(Coluna 3 

~ 

de - area troca de calor; coluna 4 - Índi-
ce de aproximação linear do coeficiente de convenção) 

- Armazenamento dos dados da 1 ~ ligação de condução. (C~ 

luna 7 - área de troca; coluna 8 - distância entre 

centros de troca de calor). 

- Armazenamento dos dados da 1~ ligação de radiação.(C~ 

luna 19 - área de troca de calor; coluna 20 - fator 

de emissividade). 

- Armazenamento dos dados da 1~ ligação por transferên­

cia de massa (Coluna 35 - velocidade; coluna 36 - dis 

tância de troca de calor; coluna 37 - Índice indicati 

vo das propriedades físicas). 

FIGURA 5.2 - (Matriz de armazenamento dos dados 

físicos) 
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MATRIZ N 
13 21 23 . ' . ' 

Em cada linha sao armazenados dados referen­

tes ao elemento "i" como descrito abaixo: 

Coluna 

1 - Total de ligações de convecçao 
2 - Total de ligações de condução 
3 - Total de ligações de radiação 
4 - Total de ligações de transferência de massa 
5 - Numeração da 1~ ligação de convecçao 
6 - Numeração da 2~ ligação de convecçao 
7 - Numeração da 3~ ligação de convecçao 
8 - Numeração da 1~ ligação de condução 
9 - Numeração da 2~ ligação de condução 

13 - Numeração da 6ª ligação de condução 
14 - Numeração da 1ª ligação de radiação 

.. 
l . 

21 Numeração d-- a ligação de radiação - . a 8 . 
22 - Numeração da l '; ligação de transferência de massa 
23 - Numeração da 2'; ligação de transferência de massa 

FIGURA 5.3 - (Matriz de armazenamento de dados de 
numeração) 
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Os dados sao colocados sequencialmente em 

C e Na medida que sao definidos (ou lidas por intermédio de car 

tões) nas conexoes térmicas. E feita, inicialmente, a verific~ 

ção da coerência dos dados de numeração, sendo recusados erros 

do seguinte tipo: 

- Ligações térmicas entre elementos com temperaturas 

conhecidas (facilmente identificável desde que seja seguido o 

procedimento para a numeração citado na seção 5.1). 

- Ligação entre um elemento consigo mesmo. 

Após esta fase verifica-se o modo de troca 

de calor utilizado (1, 2, 3 ou 4). Para o elemento de menor 

numeração incrementa-se de uma unidade o valor do total de lig~ 

ções térmicas em uma das quatro colunas de N, na linha de mes­

ma numeraçao que este elemento e guarda-se o número do outro na 

coluna livre mais a esquerda da seção de N reservada para o mo­

do de troca (ver figura 5.3). Procede-se de maneira similar com 

os dados físicos, para o armazenamento na matriz C. 

Completado o processo para o elemento de 

mais baixa numeração, verifica-se se o de maior número pertence 

ao sub-conjunto dos elementos de temperaturas desconhecidas. Em 

caso afirmativo, repete-se o processo descrito acima destinando 

se os dados, para a linha de C ou N correspondente a este ele -

mento. Caso contrário, ou seja, o elemento pertence ao contor­

no, nao se armazenam dados, passando-se à outra ligação térmic~ 

Um fluxograma pode ser visto na figura 5.4. 
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DADOS DA CONEXÃO TERMLCA 

NUM. 
COERENTE? NÃO ERRO 

SIM 

1~ PASSAGEM: 
DADOS SÃO ARMAZENADOS 
PARA ELEMENTO DE MENOR 

NÜMERO 

MODO 
2 3 

2 ~ PASSAGEM: 
DADOS SÃO ARMAZENADOS 
PARA ELEMENTO DE MAIOR 

NÜMERO 

4 

CONVECÇÃO CONDUÇÃO RADIAÇÃO TRANSF.DE MASSA 

SIM 

NÃO 

ELEMENTO .DE MAIOR 
NÜMERO PERTENCE 

AO CONTORNO? 

TANTAS PASSAGENS 
QUANTO FOR O TOTAL 
DE CONEXÕES TERMICAS 

NÃO 

SIM 

FIGURA 5.4 - (Fluxograma para armazenamento de dados de 

conexões térmicas) 



99 

5.5 MONTAGEM DO SISTEMA LINEAR 

Em geral as propriedades fís1cas envolvidas 

variam com a temperatura, implicando na variação dos coeficie~ 

tes de troca de calor, o que traz a necessidade de montagem das 

matrizes em (4-45) sucessivamente para os campos de temperatura 

que se obtém ou pelo processo iterativo para regimes permanen -

tes, ou pela evolução do regime transiente (ver seções 4.5.1 e 

4.5.2). 

O estabelecimento das matrizes coeficientes 

da equaçao (4-45) é feito linha a linha, ou seja, compõe-se pa­

ra cada elemento com temperatura desconhecida a equaçao (4-44) 

utilizando-se os dados físicos e de numeração contidos nas ma 

trizes C e N apresentadas na seção precedente. 

Como mostrado na figura 5.5 faz-se um cir -

cuito percorrendo todos os elementos com temperaturas desconhe­

cidas, sendo que em cada volta obtem-se uma linha das matrizes 

do sistema (4-45). Dentro do circuito exterior existem quatro 

outros percorrendo o total de ligações térmicas de cada modo de 

troca (este totál fica armazenado em uma das quatro primeiras c~ 

lunas de N). Em cada volta dos circuitos internos obtém-se a 

numeração do elemento envolvido na ligação térmica·na própria m~ 

triz N (ver fig. 5.3), sendo os dados físicos necessários para 

o cálculo de c .. (coeficiente de troca de calor por um dos qua-
l. J 

tro modos previstos) obtidos na matriz C. Observa-se que 
r 

c .. 
l. J 

é função, ainda, da temperatura dos elementos que formam a lig~ 

ção térmica para o fluxo por radiação. 
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1 

MONTAGEM DA 
. INFLUENCIA 

DA CONVECÇÃO 

MONTAGEM DA 
INFLUENCIA 

DA CONDUÇÃO 

MONTAGEM DA 
INFLUENCIA 

DA RADIAÇÃO 

MONTAGEM DA 
INFLUENCIA DA 
TRANSFERENCIA 

DE MASSA 

I =l,, .. , Gd 

V J= 1 , ... ,Ili 

e J=l, ... ,ni 

. 1 r J= , ••• ,ni 

. 1 m J= , ••• ,ni 

r m n. e n. 
l l 

estão definidos no Capítulo IV. 

Os valores de n~, n~, 
lunas da linha "i" da 

n: e n~ ficam nas 4 primeiras co-
1 l 

matriz N. 

FIGURA 5.5 (Montagem do sistema) 
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A localização dos dados em C e N e fá-

cil, uma vez que o armazenamento nas duas matrizes é feita de 

maneiYa sequencial, permitindo o acesso a estes dados, seguindo 

se o ordenamento mostrado na figura 5.2 e 5.3. 

5 .6 REGIME PERMANENTE 

Para problemas em regime permanente o fluxo 

grama básico é o mostrado na sub-seção 3.5.1. ~ 

Deve-se, porem, ter o 

cuidado de definir um número máximo de iterações ao fim do qual 

sera interrompido o processo. 

Caso as propriedades físicas variem com a 

temperatura e/ou o problema inclua radiação, será preciso arbi­

trar-se um campo inicial, sem sentido físico mas necessário pa­

ra o cálculo dos coeficientes de troca de calor (dependentes da 

temperatura) ao início do processo iterativo. Uma possibilida­

de, como já citado, é utilizar-se a média aritmética das tempe­

raturas dos elementos com temperaturas conhecidas. 

~ preciso, no presente caso, resolver-se um 

sistema linear a cada iteração. O método utilizado sera o de 

substituição de Gauss cuja descrição pode ser vista em FORSYTHE 

and MOLER 1 3 • 

O fluxograma utilizado em regime permanente 

está na figura 5.6. 



I 
DAOOS 

INICIAIS 

AJUSTAMENID DAS 
APIDXIMAÇõES 

· LINEARES 

OBTENÇÃO DO 
CAMro INICIAL 
DE TEMPERATU-

RAS. 

1 

SUBSTITUIÇÃO DO 
CAMPO DE IBMPE­

. RATURAS 

102 

LEITURA DAS 
CONEXÕES 
'I'.EiRMI CAS 

lm-,urosl I DADCS DE CONEXõES 
L IBRMICAS 

M)NTAGEM DO 
SISTEMA DE EQUAÇÕES 

SOLUÇÃO DO 
SISIBMA 
LINEAR 

EXCEDIDO 
o MÁXIMJ 
DE ITERA 
Çf)ES ? -

Tantas voltas 
quantas forem 
as conexoes 
térmicas. 

SIM 

SIM IMPRESSÃO ro ' -
RESULTADO 

FIM 

FIGURA 5.6 - (Fluxograma para problema em regime perma­

nente) 
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5.7 REGIME TRANSIENTE 

Um problema transiente é resolvido passo-a-

passo. Normalmente, nos instantes iniciais as variações no 

campo de temperaturas sao mais bruscas, sendo conveniente a uti 

lização de menores intervalos de tempo ao iniciar o processo ite 

rativo,aumentando-os progressivamente com o tempo. 

Definindo-se um certo numero de grupos de 

espaçamento, pode-se cobrir as diversas faixas de precisão ne-

cessárias para a modelagem do problema. Para cada grupo pre-

cisa-se estabelecer o espaçamento e o total de passos, corno na 

figura 5.7. 

grupo 1 

Total de passos= m
1 

Espaçamento l· 

grupo 2 

Total de passos= m
2 

Espaçamento 2 
·, 

FIGURA 5. 7 - (Discretização no domínio de tempo) 

De acordo com a seçao 4.5.2, o método utili 

zado para desenvolver o regime transiente sera o de Runge-Kutta 

de 4~ ordem, com apresentação e fluxograma mostrados no apêndi­

ce B. 
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O algoritmo para a solução de problemas tér 

micos transientes pelo método quasi-finito está na figura 5.8. 

/ DAOOS l 
INICIAIS 

AJUSTAGEM DA 
APROXIMAÇÃO 
DAS PROP.Fl'S. 

LEI1URA DA 
CONEXÃO TflR 

MICA -

ARMAZENAMENTO 
DE DAIDS EM 

"C" E "N'' 

1 

/ 
TAt\JTAS PASSAGENS 
QUANTO FOR O NÚ­
MERO DE INTERVA-
LOS NO QWPO. 
(VER FIG.S. 7) 

CV 
1 

CAMPO INICIAL 
DE TEMPERATU-

RAS 

M)NTAGEM 
00 

SISTEMA 

DETERMINAÇÃO 00 CAMPO DE 
TEMPERATURAS AO FINAL 00 

INTERVALO DE TEMPO 
(RUNGE-KUTTA) 

. 

SUBSTITUIÇÃO 00 CAMPO 
DE TEMPERATURA PELO 

OBTIOO 

IMPRESSÃO oos 
DAOOS 00 

CIRCUITO 

FIM 

FIGURA 5.8 - (Fluxograma para regime transiente) 

• 

TANTAS PASSA­
GENS QUANTO 
FOR O 'IDTAL 
DE GRUPOS DE 
ESPAÇAMENTO 
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CAPfTULO VI 

APLICAÇÕES 

Exemplos dos métodos e comparaçoes sao apr~ 

sentados. 

6.1 SOLUÇÃO DO CAMPO TBRMICO TRANSIENTE EM UM CILINDRO IMERSO 

EM FLUIDO 

O primeiro exemplo escolhido e o problema de 

um cilindro imerso em fluido como na fig. 6.1. 

1' 

·I 
1 

J 

4;, 1 
-

1 
1 - _,,,._. __ 
1 

FIGURA 6.1 - (Cilindro imerso em fluido) 

A partir de um instante inicial supoe-se o 

fluido a uma temperatura diferente daquela do cilindro e procu­

ra-se o campo de temperaturas no sólido em um instante qualquer. 
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A solução do problema utilizando-se séries de Fourier-Bessel e 

conhecida (ARPACI 9
} e dada por: 

00 

= 2 B i Í: (6-1} 
n=l 

onde os auto-valores Àn' sao as enésimas raízes da equaçao 

çoes: 

Bi J (À R) = O o n (6-2} 

As demais variáveis tem as seguintes defini-

r coordenada radial 

t tempo 

~(r,t) - temperatura 

~
00 

temperatura do fluido em ponto distante do ci 

lindro 

~o temperatura do cilindr6 no instante inicial 

h coeficiente de convecçao 

R raio do cilindro 

k condutividade do material 

Bi hR/k (Número de Biot) 

p massa específica do material do cilindro 

C calor específico do material do cilindro p 

a k/(pcp) difusividade térmica 

O modelo para a solução do problema pelo me­

todo dos elementos finitos (Cap. II e III) tem a seguinte form~ 

lançando-se mão de elementos triangulares axisimétricos 
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~ R 
FIGURA 6.2 - (Malha de elementos triangulares axisimétricos 

para a formulação de elementos finitos) 

Para o método quasi-finito (Capítulos IV e 

V) construiu-se a malha da figura 6.3.a. 
1 1 

1 1 

. 

a) R 
1 . b) 

FIGURA 6.3 (Elementos axisimétricos para o método quasi­

fini to) 

' 

R 

De modo a minorar-se o erro devido ã troca de 

calor por convecção, quando não se considera a temperatura na 

superfície de contato sólido-fluido como deveria ser, mas aque-
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la do centro dos elementos sólidos exteriores (ver sub-seção 

4.2.2), faz-se um modelo alternativo na figura 6.3.b. 

Arbitrando-se os seguintes valores para as 

propriedades físicas envolvidas: 

h = 1 

p = 2 

c = 2 p 

k = 5 

E, considerando-se, 

sao obtidos os seguintes campos de temperaturas mostrados nas 

figuras 6.4, 6.5, 6.6, 6.7 e 6.8, pelos três modos de cálculo 

(Fourier-Bessel, com 5 auto-valores, elementos finitos e quasi­

finito). 

Observa-se que os resultados obtidos pelosmé 

todos dos elementos finitos e Fourier-Bessel muito se aproximam. 

o método quasi - finito com o mode 

lo mostrado na figura 6.4.a tem uma evolução do campo de tempe­

raturas mais rápida que à obtida pelos outros dois métodos. Es­

te fato pode ser explicado pelo maior fluxo de calor do fluido 

para o cilindro considerado pois leva-se em conta para o cálcu 

lo do fluxo por convecção. a temperatura no centro dos elementos 
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o 
50· 

FOUR l E R~BESSE L. 

o ELEMENTOS 
FINiTOS 

i 
1 

X EQUACIONAMENTO 
1 FINITO 

+ EQUACIONAMENTO 
FINITO (malha re -

i 
finada) 

cf . 1 

R/2 I R '· 

FIGURA 6.4 - (Distribuição de temperatura para t -· 1 O) 

1:J 
l 1: 
1 • 

l 

i 
1 1 

1 1 

1 

11 1 1 1 1 
1 1 1 

'---1--1 ' -
R/2 R 

FIGURA 6.5 - (Distribuição de temperatura para t ; 25) 
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190 

)( . 
.j, 

i 

R/2 

)( 

+ 

)( 

+ 

+ 

R 

FIGURA 6. 6 - (Distribuição de te112pe-tatura para t = 100) 

25cf 

I " + 

22ó'..-

1 

1 

+ 
X+ 

1 1 1 
L...._-f---1-11-----,--1---.--~--

R/2 R 

FIGURA 6.7 - (Distribuição de temperatura para t = 200) 
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)( . 
+ 

R/2 

)( 

+ 

R 

FIGURA 6.8 (Distribuição de temperatura para t = 300) 

sólidos exteriores e nao na superfície sólido-fluido como jã 

discutido (ver seçao 4.2.2). Observa-se, também, que a maior p~ 

cela do erro e adquirida ao inicio do processo transiente quan­

do s.ao maiores os gradientes, tórnando significativa a diferen 

ça de temperatura da parede para o centro dos elementos exter -

nos. A medida que os gradientes de temperatura diminuem o erro 

passa a ter um aumento pequeno. 

Para o modelo na figura 6.4.b minora-se o e­

feito citado acima, ficando o erro aproximadamente com a metade 

do valor obtido com o modelo em 6.4.a. 

Com respeito ao f.ator tempo de processamento, 
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convem lembrar o discutido no Capítulo V, quando citou-se a po~ 

sibilidade de definir grupos.de intervalos de· tempo,sendo qu~ 

ao início do processo transiente pequenos intervalos eram consi 

derados, aumentando-os progressivamente. 

O procedimento acima foi utilizado nos mode­

los da figura 6.2 (método dos elementos finitos, sistema 41 x 

41) e figura 6.3.a (método quasi-finito, sistema 

64 x 64) chegando-se ao valor de 3,52 segundos/passo para o prt 

meiro e 1,619 segundos/passo para o seguinte. Como o total de 

passos utilizados nos dois casos foi o mesmo, iniciando~se com 

intervalo de 0,1 e seguindo-se com o intervalo de 1, conclui-se 

que o modelo segundo o método quasi - finito consome 

a metade do tempo que o clássico método dos elementos finitos, 

muito embora a precisão deste seja maior. 

Ao introduzir-se o refinamento no método 

quasi - finito na figura 6.3.b aumenta-se a precisão, PQ 

rém observa-se que o modelo e instável para intervalos de tem­

po grandes o que não ocorre com os modelos em 6.2 e 6.3.a. Este 

fato requer a utilização do intervalo 0,1 para todo o processo 

transiente com o modelo em 6.3.b, aumentando-se de uma ordem de 

grandeza o tempo total de processamento. 
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6.2 - SOLUÇÃO DO CAMPO TeRMrco EM UM RADIADOR SOLAR 

No exemplo da seçao anterior nao ficou clara 

a vantagem do método quasi - finito com respeito ao 

método dos elementos finitos. O problema indicado para demon~ 

trar a flexibilidade do método quasi-finito e aque-

lede um radiador solar mostrado na figura 6.9. 

RAOIAÇAO SERPENTINA 

FIGURA.6.9 - (Radiador solar) 

No aparelho acima incide radiação, a uma ta­

xa conhecida, sobre uma placa de ·metal envolta em ar. No inte­

rior da placa flui água por uma serpentina, com a função de re-

ceber a energia proveniente do sol. Com respeito ã água conh~ 

ce-se apenas o valor da temperatura no ponto de entrada sendo o 

seu valor ao longo da tubulação juntamente com a temperatura na 

placa as incógnitas do problema. Assim, deve-se determinar a 

t.emperatura do fluido, o que nao e possível pelo desenvolvimento 
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por elementos finitos no Capítulo III mas resolvível pelo mêto 

do quasi-finito. 

O modelo utilizado para a solução vem a se -

guir. 

----- ---- ------------~---~--- --, -,_Elem.detubo 
~ _ _,, : li 

i------~---------1---- ----tJY Elem.deplaca 
. ~ 

1:- - - -- - - - -

--- --------. 

- - - - - - - - - -~ -; 

---- --- ---

[ J 

1 
1 

. 1 

- - - ---! / 

Elem_ de ar 

,(d 
FIGURA 6.10 (Modelo de um radiador solar segundo o método. 

quasi-finito) 

As dimensões da placa sao l,60x0,80x0,02m e 

o diâmetro do tubo 0,015m. A velocidade do fluido na tubulação 

e de O, 1 m/ s. 

O modelo leva a um total de 64 elementos com 

temperaturas desconhecidas (32 oriundos da placa e 32 da tubul! 

ção) e a 33 elementos com temperatura fixa (32 representando o 

ar e 1 a entrada da tubulação). 

Os seguintes tipos e totais de conexoes têr 

micas sao utilizados. 
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a) placa/placa (condução) - 52 conexoes 

b) placa/tubo e convecção) - 32 conexoes 

c) placa/ar (convecção) - 32 conexoes 

d) tubo/tubo (transferência de massa) - 32 conexoes 

Às propriedades físicas _envolvidas sao atribuidos 

os seguintes valores como função da temperatura (ver seção 5), 

a) coeficiente de condutividade da placa 

k = 383 ,8W/m°K (independente da temperatura) 

b) calor específico da água 

cp(OºK) = 4217 J/kg ºK 

Cp(90ºK)= 4205 J/kg ºK 

c) densidade da água 

p(OºK) = 999.8 kg/m3 

p(90°K)= 965.2 kg/m3 

d) coeficiente de convecçao placa/ar 

h1 = 7,43 W/m 2 ºK (independente da temperatura) 

e) coef ic ien te de convecçao placa/tubo 

h 2 c2oºK) = 1000 W/m 2 ºK 

h 2 (lOOºK) = 1200 W/m 2 ºK 
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O calor que surge em cada elemento por unida 

de de tempo decorrente do fluxo radiativo por unidade de area, 

tem o valor Q: 0,12 W/seg. 

A temperatura do ar foi suposta a zoºc e a da 

agua na entrada da serpentina 10°c. 

A solução em regime permanente para o probl~ 

ma acima está mostrada na figura 6.11, observando-se que a temp~ 

ratura da água elevou-se de 5,974 °K. 

13,294 13,42( 13,597 13,747 13,906 14,025 14,151 14,212 
. 

14,791 14,820 14,822 14,838 14,819 14,803 14,756 14,716 

15,626 15,677 15,736 15,783 15,824 15,848 15,867 15,873 

16,568 16, 53, 16,522 16,480 16,45( 16,392 16,392 16,289 

a) Temperaturas no centro dos elementos de placa 

10 10,410 0,710 11,087 1,330 11,684 11,880 12,216 12,360 

13,852 13,830 13,606 13,527 13,279 13,144 18,867 
12,675 

~-t----1-----1---+--+----1-----,1~15, 067 
14,063 14,242 14,421 15,570 '14,724 14,844 14,975 

15,974 15,825 15,976 15,643 15,587 15,427 15,345 15,177 

b) .Temperaturas no centro dos elementos de fluido 

FIGURA 6 .11 - (Distribuição de temperaturas em radiador solar) 
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6,. 3 CAMPO DE TEMPERATURAS NO ESPELHO DE UM TROCADOR DE CALOR 

Estrutura das mais solicitadas termicamenteé 

o espelho de um trocador de calor, sendo que a análise do mesmo 

pode ser convenientemente realizada pelo método quasi~finito. 

~ 

Um trocador de calor e um equipamento, em 

geral com a seguinte forma: 

2 1 e 2 - camaras de agua - 3 
3 e 4 - espelhos 

5 5 - feixe de tubos 

4 ---- 1 

FIGURA 6.12 - (Esquema de trocador de calor) 

Normalmente o líquido a ser refrigerado entra 

em uma das camaras e flui através do espelho para um feixe de 

tubos que está em contato o refrigerante, dando-se a troca de 

calor. 

O espelho sofre as seguintes solicitações tê.E_ 

micas: 

a) Parte superior em contato com fluido frio. 

b) Parte inferior em contato com fluido quente. 

c) Interior do espelho em contato com o fluido quen­

te dos tubos. 
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A + l A 

ri li 1 1 
1
1 1 ,: 

11 ti 11 11 t 11 ,1 
11 li 1! 1 " 11 •• 
~!!'• ,;!!!! !! 

Ll 

FIGURA 6.13 - (Geometria do espelho de um trocador de 

calor) 

Para a solução do problema foi considerada a 

temperatura nos tubos no interior do espelho constante e igual 

ã temperatura na câmara inferior. Com esta hipótese a tempera­

tura do fluido não é incógnita, ao contrário do exemplo da se­

ção 5.2, ficando para ser determinado o campo de temperaturasno 

espelho e nas paredes do trocador na proximidade do mesmo. 

• Um fato que deve ser observado e que a geom~ 

triado espelho introdu.z um certo tipo de anisotropia no mesmo 

pois o fluxo de calor se dará de modo diferente nas direções ra 

dial e axial, devido ã existência de furos para a passagem de 

fluido, como pode ser visto na figura 6.14. 
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FIGURA 6.14 - (Fluxo de calor radial em espelho de trocador 

de calor) 

Um modo de se considerar a modificação no 

fluxo radial é utilizar apenas uma percentagem da área na -au­

sãncia Je tubulaç6es. Este procedimento i coerente com a obser 

vaçao que os furos são obstáculos ao fluxo de calor. Para de -

terminar-se esta área hipotética, uma possibilidade é a realiza 

ção de estudos experimentais para uma dada geometria de feixe 

de tubos. No presente caso. arbitrou-se o valor de 50%. 

Com respeito ao fluxo a~ial é suficiente con 

siderar a área real de troca de calor, subtraindo-se a área da 

seçao transversal dos tubos . 
• 

O modelo para a solução_ do campo de tempera­

turas na região do espelho pelo método quasi-finito vem a seguir. 
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• 
ESPELHO 

.., 

~ . 
1 1 ~ 1 

1 . 1 • 1 

i 1 

i ' ' 

' i 1 1 
1 1 

11 
1 i 1 

1 1· 1 i 1 i 
1 : 

1 ; i ' 
1 ' 

1 i 1 

1 1 1 i 
i i 

1 ! 1 1 ' 1 i 
1 1 

1 1 1 1 
' 

1 1 1 1 1 

!.. i. ...... 1 1 

~. / 1 

1 
TUBOS 

( equivalentes) 

CDRPO / 
DO TROCADOR 

(FIGURA 6.15 - (Modelo para a solução do campo de temperátura 

no espelho trocador de calor) 
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Com respeito aos elementos no espelho,deve-se 

considerar a troca por convecção com os tubos indicados 

linhas pontilhadas. 

pelas· 

Existe, ainda, a troca por convecçao nas par­

tes superior e inferior do espelho. 

No modelo da figura 6.15 chegou-se a um to­

tal de 88 elementos com temperaturas a determinar e 56 com tem­

peraturas fixas (40 oriundos do fluido nos tubos do espelho, 8 

do fluido na parte superior e 8 na parte inferior). 

As seguintes conexoes térmicas sao utilizadas 

a). Espelho/espelho (condução) - 152 conexoes 

b) Espelho/tubo (convecção) 

c) Espelho/fluido (convecção) 

40 conexoes 

16 conexoes 

As propriedades físicas envolvidas tomam os 

seguintes valores: 

a) condutividade 

k; 383 W/m ºK 

b) coeficiente de convecçao espelho/tubo 

h1 ; 4600 W/m 2 ºK 

c) coeficiente de convecçao espelho/água (parte sup~ 

rior e inferior) 
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As propriedades acima foram supostas indepe~ 

dentes da temperatura. Observa-se que não se considera troca 

de calor por transferincia de massa, por ser a temperatura do 

fluido nos tubos conhecida de antemão. Não existindo, assim, a 

necessidade de definir-se o calor específico e a densidade no re 

refido fluido. 

Para a temperatura de 175 ºe do fluido quen­

te (câmara inferior e interior do espelho) e 20 ºe na parte su­

perior, obtém-se a distribuição de calor no espelho de trocador 

de calor mostrada na figura 6.10 que pode ser utilizado para o 

· cilculo de.tens6~s na.peça estrutural. 

·­' 

/ 

FIGURA 6.16 - (Distribuição de temperaturas no espelho) 
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CONCLUSÕES 

Os métodos desenvolvidos sao ferramentas p~ 

derosas e complementares para o cálculo de campos térmicos. 

Obteve-se com o método quasi-fl 

nito resultados comparáveis aos obtidos pela utilização de ele­

mentos finitos, fato que torna o primeiro bastante confiável.~ 

lêm disso, a sua flexibilidade permite a análise de problemasde 

difícil tratamento por elemento·s finitos. 

Para a continuidade do estudo do método 

quasi-finito sugere-se: 

-_Pesquisa da sua estabilidade em processos transien­

tes sobre malhas onde utiliza-se elementos com diferenças acen­

tuadas nas dimensões volumétricas, pois verifica-se que nestes 

casos o desenvolvimento torna-se instável para intervalos de 

tempo grandes; 

- Extender o densenvolvimento feito para fluidos in­

compressíveis em tubulações, a gases e misturas gasosas. 
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APÊNDICE A 

INTEGRAIS SOBRE UM TRIÂNGULO 

3 

1 

FIGURA A.l - (Triângulo) 

s ª1 f f X dxdy = s 
(Xl + Xz + X3) = 3 

s 

S a 
2 f f y dxdy s 

(yl + Yz + Y3) = = 
3 

s 

f f x 2dxdy s 2 2 + Yz s ª3 = = -6 (xl + Yz + XlX2 + XzX3 + 
3 

s 
+ x3xl) 

f f y 2dxdy s 2 2 + 2 
s ª4 = = 6 (yl + Y1 Y3 + Y1Yz + YzY3 + 

s 

+ Y3Y1) 

s ªs = f f xy dxdy = ~2 [ f x1+x2+x3] LY1+yz+Y3 J + 
s ' 

+ x1Y1 + xzYz + x3Y3) 
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INTEGRAIS SOBRE UM SEGMENTO DE RETA 

2 

1 
;: 

FIGURA A.2 - (Segmento de Reta) 

= J X d 9, 

9, 

( = 9, 
J Y d 2 z Cy 1 + Y 2l 

9, 

9,a 8 f x 2d 9, = 
9, (x2 + + x2) = xlx2 3 1 2 

9, 

9-ag f y2d 9, 
9, e z + + 2) = = - Y1 Y1Yz Y2 3 

9, 

2ª 1 O I xy d 9, 
9, 

[ y 1 [ zx1 + x 2J = = + 
6 

9, 

\ 
+ Y 2 [ xl + Zxz J J 



s ª\1 = f f 
s 

+ [xl 

-[xl 

= f f 
s 

126 

INTEGRAIS SOBRE UM TRIÂNGULO 

3 dxdy s 
[ [xi + 

3 
X = To Xz 

+ Xz + x3 J L xlxZ + x2x3 

Xz X3 J ) 

2 X y dxdy = 
s 

3Õ 

+ X~ J 

+ x3xl] 

+ 

S Cl13 = f f z dxdy = s [ [yz+yz+yz J [ + +x J + xy 30 1 2 3 Xl Xz 3 

s 
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INTEGRAIS SOBRE UM SEGMENTO DE RETA 

2 ª14 = J x3 
d 2 = 1 (xl + xz) cxf + x~) 

2 

2 a 15 = J x
2

y d 2 = { 2 (3y 2x~ + x~y1 + xiYz + 3xiy1 + 

2 

2 a 16 = J xy
2 

d 2 = / 2 (3x 2y~ + 3x1yf + x 2yf + x 1y~ + 

2 
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APÊNDICE B 

O METODO DE RUNGE-KUTTA DE 4~ ORDEM 

A solução de uma equaçao diferencial do tipo, 

~ = f(x,y) 
dx 

X E: [a,b] (B-1) 

onde a e b sao os extremos do domínio, pode ser obtida de modo 

iterativo como segue. 

Seja, 

(B-2) 

onde u. ê o valor aproximado da função solução em um ponto x. 
1 1 

do intervalo [ a,b J. 

valor 

De acordo com o proposto por Runge e Kutta o 

u. 1 aproximado sobre um ponto x. 1 distando h de x. p_o 
1+ 1+ 1 

de ser calculado pelo esquema abaixo, desenvolvido a partir de 

considerações sobre a expansão em série de Taylor em uma vizi­

nhança de x. 

= u. + 
1 

(B-3) 
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onde 

k = f(x. ,u.) . 1 1 1 

k2 = f (x. + 1 h, + .!. h kl) u. 
1 2 1 2 

k3 = f (x. + 1 h, + i h k2) u. 
1 2 1 

k4 = f (x. + h, u. + h k3) 
1 1 

Os termos k1 , k2 , k3 e k4 tem as seguintes 

interpretações: 

a) k1 - Aproximação da derivada da função solução no 

ponto xi(como pode ser visto de (B-1)). 

b) k2 - Aproximação da derivada da função no ponto 

xi+ ih, sendo o valor da ordenada calcula-

do a partir de k1 e u .• 
1 

c) k3 - Aproximação da derivada da função em xi+ih, 

sendo o valor calculado com o valor da deri­

vada dado por k2,e ui. 

d) k4 - Aproximação da derivada da função em xi+ h, 

com o valor da ordenada obtido em função de 

k3 e ui. 

f feita a média ponderada dos valores dados 

por k1 , k 2, k3 e k4 , atribuindo-se respectivamente os pesos 1, 

2, 2 e 1, chegando-se ã (B-3). 
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Conhecendo-se um par ordenado, condição ini­

cial do problema (x ,y) pode-se obter o valor da função suces­o o 

sivamente através de (B-3). 

O erro introduzido a cada passo com interva­

lo h e proporcional à quarta potência do intervalo. 

.... 
O método pode ser extendido a um sistema do 

tipo: 

• • • ' y ) n 

(B-4) 

a partir da condição inicial. 

y 2 ,o 

(B-5) 

Observa-se que um caso particular do sistema 
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~ 

(B-4) e a equaçao matricial abaixo 

(B-6) 

onde o ponto sobre y indica derivada relativa ao tempo. 

Conhecendo-se o valor da função solução {y.} 
]_ 

em um determinado ponto x. a aproximação da mesma {y. 1} em um ]_ ]_ + 

ponto xi+l distante h de xi, pode ser obtida por 

onde 

1
-M ] {y.} + {R} 
- o ]_ 

sendo·{ y.} 
]_ 

1
- M ] {y. } + { R} 
- o ]_ 

sendo { y.} 
]_ 

{y.} 
]_ 

{y.} 
]_ 

+ 

+ 

h 
2 

h 
2 

(B-7) 

O esquema acima permite desenvolver-se aso­

lução a partir de uma condição inicial {y
0

}. Um fluxograma vem 

a seguir. 
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CÁLCULO DAS MATRIZES 
[Mo] E {R} EM FUN-
ÇÃO DE {y.} 

l. 

L=l .1 

L=l L=Z 1=3 1=4 

CÁLCULO DE CÁLCULO DE CáLCULO DE CÁLCULO DE 
{kl}, FUN- . {)\}, FUN- {y.} , FUN {y.} FUN l. - , 
ÇÃO DE {y.} ÇÃO DE{k 2} ÇÃO DE{k 2} } 

. l. ÇÃO DE{k3} 

CÁLCULO DE CÁLCULO DE CÁLCULO DE 
.{k

2
}EM FU_l'!_ .{k3}EM ~U_l'!_ {k4}EM ~U_l'!_ 

ÇÃO DÉ{)\} ÇÃO DE{y.} 
l. 

ÇÃO DE{yi} 

1 L=L+l 1 

SIM 
L < 4 -

. 

CÁLCULO DE 

"{yi+l} 

FIGURA B.l - (Algoritmo para a utilização do método de 

Runge-Kutta de 4~ ordem) 
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APENDICE C 

PROGRAMAS DE COMPUTADOR E ENTRADA DE DADOS 

C.l - PROGRAMA PARA CÁLCULO DE CAMPOS TtiRMICOS TRANSIENTES PELO 

MtiTODO QUASI-FINITO 

a) Restrições de numeraçao 

- Os elementos devem ser numerados de modo 

que nenhum receba numeração superior ao total de elementos do 

modelo. 

- Nenhum elemento com temperatura desconhe­

cida deverá ser numerado com valor superior ao total de elemen­

tos com temperatura desconhecida. 

- Os elementos com temperaturas fixas, por 

consequência, recebem valores de numeração superior ao total de 

elementos com temperatura desconhecida e menores ou igual que 

o total de elementos. 

b) Restrições de dimensionamento 

- Número máximo de elementos; 200 (soma NU+ 

NN). 

- Número máximo de elementos com temperatura 



134 

desconhecida= 150 (NU). 

- Número máximo de circuitos ao longo do tem 

po = 10 (NLOOP). 

Número máximo de tipos de materiais = 5 (NMC). 

- Número máximo de tipos de convecçao = 5 (NMV). 

QBS.: Ver definição de NU, NN, NLOOP, NMC e NMV, nos 29 e 49 car 

tões de dados. 

c) Cartões de dados 

TITULO 1 cartão 

20A4 

TZERO NLOOP 1 cartão 

Fl0.3 IS 

TZERO - Tempo a partir do qual se inicia o proce~ 

so transiente. 

NLOOP - Total de circuitos ao longo do tempo (ver 

seçao 5.3) 

PAS (I) NPASl(I) INTl(I) NCl(I) Tantos cartões 
quanto for o 
valor de NLOOP Fl0.3 IS IS IS 

I - Índice variando de 1 atê NLOOP 
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desconhecida= 150 (NU). 

- Número máximo de circuitos ao longo do tem 

po = 10 (NLOOP). 

Número máximo de tipos de materiais = S (NMC). 

- Número máximo de tipos de convecçao = S (NMV). 

OBS.: Ver definição de NU, NN, NLOOP, NMC e NMV, nos 29 e 49 car 

tões de dados. 

c) Cartões de dados 

TITULO 1 cartão 

20A4 

TZERO NLOOP 1 cartão 

Fl0.3 IS 

TZERO - Tempo a partir do qual se inicia o proce~ 

so transiente. 

NLOOP - Total de circuitos ao longo do tempo (ver 

seçao 5.3) 

PAS (I) NPASl (I) INTl (I) NCl (I) Tantos cartões 
quanto for o 
valor de NLOOP Fl0.3 IS IS IS 

I - Índice variando de 1 atê NLOOP 



I T (I) 

I 5 Fl0.3 
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Q (I) 

Fl0.3 

tantos cartões 
quanto for a 
soma NU+NN 

I - Numeração do elemento (não deve exceder a 200) 

T(I) - Temperatura no elemento "I" 

Q(I) - Geração de calor no elemento "I" 

OBS.: Caso o elemento pertença ao contorno ou nao haja geraçao 

de calor deve-se deixar o espaço correspondente em bran-

co. 

I MC(I) 

I 5 I 5 

VOL(I) 

Fl0.3 

tantos cartões 

quanto for a 
soma NU+NN 

I - Numeração do elemento (não deve exceder a 200) 

MC(I) - Indice do material de que se constitui o elemen-

to "I" 

VOL(I) - Volume do elemento "I" 

I TPl (I) CPl (I) TP2(I) 

IS, Fl0.3 Fl0.3 Fl0.3 

CP 2 (I) 

Fl0.3 

tantos car 
tões quan-=­
to for o 
valor de 
NMC 

I - Numeração do material (não deve e~ceder a 5) 

TPl{I) - Temperatura associada a CPl(I) 

CPl(I) - Valor do calor específico na temperatura TPl(I) 

(Ver seção 5. 3) 

TP2(I) - Temperatura associada a CP2(I) 

CP2(I) - Valor do calor específico na temperatura TP2(I) 

(Ver seção 5.3) 



137 

89 í I TCl(I) CONDl (I) TCZ (I) CONDZ (I) 1 tantos car 
tões quan=-

IS Flü.3 Fl0.3 Fl0.3 Fl0.3 to for o 
valor de 
NMC 

Aproximação linear das condutividades. Ver detalhes 

no 79 grupo de cartões. 

I THl (I) CHl (I) 

IS Fl0.3 Fl0.3 

THZ (I) 

Fl0.3 

CHZ (I) 1 

Fl0.3 

tantos car­
tões quanto 
for o valor 
de NMC 

Aproximação linear das "densidades. º Ver detalhes 

no 79 grupo de cartões. 

109 I 

IS 

TVl(I) CVl (I) 

Flü.3 Fl0.3 

TVZ (I) 

Fl0.3 

CVZ(I) 1 

Fl0.3 

tantos car­
tões quanto 
for o valor 
de NMV 

Aproximação linear dos coeficientes de convecçao. 

Ver detalhes no 79 grupo de cattões. 

A 

IS 

Bl NA NB 

IS IS IS 

M 

IS 

NH 

IS 

tantos car­
tões quanto 
for NHC 

A - Área de troca de calor (se M=l,2 ou 3), ou velo­

e idade (M=4) 

Bl - Distãncia de troca de calor 

OBS.: No caso de M=l, torna-se sem sentido a distãncia de troca 

de calor devendo o espaço ser deixado em branco. 
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NA,NB - Numeração dos elementos envolvidos na liga­

ção térmica 

OBS.: Ligações térmicas de um elemento com si próprio, ou entre 

elementos com temperaturas conhecid·as serão recusadas,pa­

rando o programa. 

M - Índice do mo<lo de troca (1,2,3 ou 4 respectiva -

mente para convecção, condução, radiação ou trans 

ferência de massa). 

NH - Índice do tipo de convecção (fornecido apenas p~ 

ra M=l). 

A seguir vem a listagem do programa para regime 

transiente. 
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COMMON N(15D,23),C(150,aQJ 1 NU,A,H!,NA,N~,NH, 
IJCOD,H()Sn,15Q),d(!SO),MC(2rül,ACONO(SJ,DCOND(5), 
%/ICV(!O),DCV(ll1), f(200),íl(200) 

COMMON VOL(\SRJ,,CP(5),DCP(5J,ACH(51,0CH(5l 
COMMON/~UN/PHI(150J,5AVfYl150) 
DIMENSIDN TITLEl2Dl,TfTA(21,20Dl 
DIMENS!O"l PASlJn),ill'ASl(!OJ,l!'JT!(IOl,NCl(lill 
DJMENSJUN 1P1(5J,CP1(5J,TP2(5),CP2(5) 
DJMENSION TCIISJ,C,JNDl(SJ,TC2C5l 1 COND2(5J 
DIMENSION TH1(5J,Ci11 (5J,T>-i2(5J,C!-12(5) 
DlMENSlriN fVl(SJ,CVI (5),TV2(5J,CV2(5) 
DIMENS[ON Fll50),Y(!50) 
DIMENS!ON 1EMPU(21) 
LOGJCAL oODL 
t100L:,JRUE, 
READ(5,1Dl(TITLE(IJ,I=l,2Dl 

10 FORHt.T(20A·~) 
~RITtló,IO)(TITLE(ll,I=l,20) 
READ(S,l41T7EM0,Nl.UOP 
WRITE(ó,14)TZFRO,~LOOP 

14 FORMAT(F!0.3,515) 
DO 15 1=1,tsLOOP 
R E A D ( 5 , 1 4 l P AS ( l l , •w ~ S ! ( l l , 1 ti T 1 C 1) , IJ C l ( l ) 
WRITE(ó,ll)PAS(ll,NPASICI),INTl(I),NCl(ll 

15 CONTINUE 
R E A D ( 5 , 2 V ) l''I !_ 1 , N !·J , , H-! C , n M C , N M V 

- 20 FO-RM1'1 (ól5,2f!0,;,) 
WRITE(ó,2SJl!U,NN,NHC,NMC,NMV 

25 FORMAT('l',/// 1 T2U, 'NOS DESCUNIIECIDOS:',13, 
%//,T20, '"º" cn,,H<êC!OUS=', I3, 
%//,T20,'NUM. Dt co;-ifXOtS 1ERMICAS=',I3, 
l//,T20, 1 NU11. l't- MOúOS D~ CONlJUC;'ü:',I3, 
%//,120,'NIIM, DE c-10D[JS [,F COt'JVECCAO=',I3) 

Nl:NUtl 
rJ2=NU+Ni'< 
DO 50 L=l,N2 
READ(S,au)(J,T(TJ,Q(lll 

au FORMAT(TS,Qrtn.3) 
5,J CONTINUE 

WRITE(6,6<1) 
6'1 FORMAT(/// 1 T2n,'ff11PERt,lU'HS INTCJATS') 

DO 70 l=!,, 0l2 
WRITt(&,40)(I,T(Il,W(TIJ 

70 COtHINUE 
DO 85 L=1,N2 
READIS,BO)(T,MC(Il,VOLII)) 

~o FORMAT(21S,F!n.~J 
85 COMTl'WE 

,sRITE(ó,90) 
90 FORM.,T(//,T2D,'V'.JLUMES E t10D0S FISICOS') 

DO 100 l"l,'<2 
WRITE(b,HOJII,MC(IJ,VOLIIJ) 

10,, CONTINUE 
DO 11fl L:::! 1 NMC 



e 
e 
e 
e 

e 

e 

140 

RE~D15,4U)(I,TPt(Il,CPt(IJ,TP?(JJ,CPilll) 
110 CONTINUf 

WRITE(o,12,1) 
120 FORMATC//l,T2n, 'CALO« i:SPECIFICll' 1 

DO 13/l !=l,NMC 
WRITE<b,40)(1,!Pi(Il,CP\(TJ,TP2(1J,CP2(1)l 

130 CONTINUE 
DO 140 L=t ,NMC 
READ(5,tH:) ( I, TCl ( J ),CONIII I l J, TC2 ( I) ,Cl1ND2I I l) 

ILJO CONTINUF' 
'iRITElo,ISnJ 

150 FDRMAT(///,T20,'CílNDUTIV1DADE') 
DO lbO J:;1,NMC 
W R l TE ( 6 , 4 O J ( 1 , T C 1 1 I ) , C O N D 1 ( I ) , T C 2 ( I l , C O N D 2 ( l ) J 

160 CONTINUE 
DD 170 L=l,NMC 
READ(5,ílD)(I,THl(ll,CHl(l),TH2(JJ,CH2(I)J 

17.J CONTli'<UE 
WRITE(o,1110) 

180 FORMIT(///,T2D,'OENS1DADE'J 
DO 190 J:;J,tlMC 
wRITElo,qOJ!l,TH!lll,CHJ (JJ,TH2CIJ,CH2Cl)l 

l'lO CONTJNUF 
DO 200 L=t ,,JMV 
R E .i. D C 5, 4 o) ( I , T v1 (I ) , CV 1 C ! J , TV 2 ( ll , CV 2 ( I J J 

20ó CONTINUE 
· WRj TE ( 6, 2 J-0- J-

21 ~ FORMAT(///,T20,'CONVECCAO') 
1)0 220 I=l,NMV 
WRITE(6,QD)II,TV1 (I),CVl (JJ,TV21Il,CV2(1)J 

220 CDNTJNUE 

GERACAO DUS CDEF!CIENTES 
DAS FUNCOE5 LINEARfS 

DO 230 K:),NMC 
Xl:lPl(Kl 
Y):CPl(Kl 
X2::TP2lK) 
Y2=CP2lKJ 
CALL LINE(Xt,Y!,X2,Y2,ANG,DJ 
BOOL=ANG,EO.D,AND.BOOL 
ACP(K):ANG 
DCP(KJ::D 

Xl:TCl(~-J 
Yl=C0ND2(K) 
X2=TC2(K.) 
Y2:C0ND2(Ki 
CALL LINEIXl,Y!,X2,Y2,ANG,DJ 
BOOL:ANG,fQ,0,AND.BOOL 
ACONDIK)=.lNG 
DCOND(KJ:[) 



c 

c 

X\:THI CK) 
Yl=CH\(K) 
X2=TH?.(K) 
Y2=CH2(KJ 
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CALL LINE(Xl,Yl,X2,Y2,ANG,UI 
BOUL=ANG.EW.O,AND.SOüL 
i\CH(Kl=ANG 
DCl·l(l<):D 

230 CONTINUE 

DO 240 K=t ,NMV 
Xt:TVl(K) 
Yt=CV!(Kl 
X?:TV2(K) 
Y2:CV2CK) 
CALL LINE(Xl,Yl,X?.,Y2,ANG,Dl 
BOOL=ANG.EQ.0.AND.BOOL 
ACVCK):.H,G 
OCV(Kl=D 

240 CONTINUE 

e MONTAGEM DA MATRIZ e 
e 

WRITECb,330) 
330 FORMAT('l',T20,'CONEXOES TERMTCAS',//,T20, 

% ' A ' , T 4 O, ' B 1 ' , T 5 o, 1 ;i A ' , T ó O, ' N B ' , T 7 O, ' M ' , T 8 O, ' tJ H ' l 
· -Do-- 4 60 l: l , N li C - - -- -

READ(5,340JA,Bl,NA,N6,M,NH 
340 FORMAT(2FI0.3,20X,4J5l 

WRlTECó,345lA,tl\,NA,N8,M,NH 
345 FORMAT(/,T!8,Fl0.2,T38,F8 0 2,T47,13,T57, 

$I3,Tb7,I3,T87,J3l 
LUX:t 
If(N~•N8J370 1 350,360 

350 WRITE(ó,355) 
355 FORMAT(//,T20,'ERRO DE DADOA (NA=NU)') 

GOTO lOOIJ 
360 ris =NB 

NB=N4 
NA=NS 

370 IF(NA•NUl39D,39D,3AO 
380 •IRITECó,38S) 
385 FORMAT(//,T20, 'ERRO DE DADOS (N~>NU)' l 

GOTO 1001J 
390 GOTO (QDD,GID,420),M 
QOO CALL CONVE 

IF(IC00)430,43o, tnon 
lltO CJLL CONDU 

IFCIC0Dl4~0,430,10DO 
C OPC~O PANA RADIACAO 

420 CONTINUE 
430 GOTO (440 1 460),LUX 
440 [F(N6•NUJ4SO,aso,a1,o 
aso NS=>rn 



N8:NA 
NA=NS 
LUX=2 
GOTO 390 

4b0 CONTlNUF. 
e 
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C SOLUC~O DO PROBLEMA TRANSIENTE 
e 

D0470J:1,NU 
Y ( I) :T C l) 
lEH,(1,I)=T(I) 

470 CONTINUE 
DO 475 T=Nl,N2 
TE TA ( 1, I): T ( l 1 

475 CONTINUE 
e 
C CALCULO DO CAMPO TRANSIENT~ 
e 

TEM:TZEP.O 
NP::: 1 
TEMPO(t):T[M 

480 PASSO:PASCNPJ 
t,PAS:NPASI (Np) 

INT:JNT 1 (',pJ 
NC=NCI (NPl 
IESP;O 

- -I-CAL;:O 
JM:1 
DO óOí) M= 1, NPAS 
ICAL=ICAL+I 
IFIM.EQ.1.AND.NP.FQ.ll GOTO 500 
IF(ICAL.Ll.NC.UR.BOOLJ GOTO 540 
ICAL=íl 

500 DO 530 l=l,NU 
K=NII,ll 
lf(K,EQ,OJGO lU 511 
DO 510 L=l ,I< 

CALL SUBV(l,Ll 
510 CONTINUE: 
511 K=N(I,2) 

JF(K,EQ.D)GO TO 521 
D0520L=1 1 '< 
CALL SURC<I,LI 

520 co•n r«uE 
521 K=•HI,3) 

JF(K.EQ.O)GO TO 523 
DO 522 L=l,K 
CALL SUt:H<U,L) 

522 CO<HlNUf. 
523 K=NCJ,4) 

IF(K,EQ.U)GO TO 52b 
DO 525 L=l,I< 
CALL SU8TR(I,L) 

525 CONT lNUf 



52ó 

530 

532 
535 

536 

1015 

CONTINUE 
BC I):t,C I) +tHI) 
CONT JrJI.JE 
DO 535 J:J,NU 
K:MC( 1 J 
Tl=DCPCK)tACP!Kl•T!Tl 
T2:DCH(K)tACPIK)•T(J) 
ALFA:VOL(Il•T1•1l 
8(1):fl(J)/JI.LFA 
DO 532 J:\,NU 
H(I,J):H(l,JJ/ALFA 
CONTINUE 
CONTINUE 
~l<JTE(ó,5,b)NP,M 
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FORMATCl,T2D,'MAIRIZES RECALCULADAS PARA' 
%' LOOP:',13,'E M=',13) 

WRITE(ó,ID15J((HlIKZ,JKZl,JKZ=l,NUJ,IKZ=t,NU) 
FORMAT(JaX,'H',l,t2(Fl0,5)l 
WRITE!o,10!6)(6(JK7.l,JKZ=1,NUl 

lO!ó 
c 

FORMAT(IOX,'R' ,l,12(FI0,5)) 

c 
c 

c 

c 

CALCULO DO CAMPO DE TEMPER-TURA 
NO INSTANfF SEGUI•ITE (MET, DE RUNGE-KUfTA 4) 

540 DO 560 JHlll,=1,4 
DO 550 I=l,NU 
F(J):O, 
D0-545 ,J:1·1NU 
F(J):f(I)tH(l,J)•Y(J) 

545 CONTINUE 
F(I)=Fll)+!Hll 

550 CONTINUE 

CALL RU 1JGE(NU,Y,F,TEM,PASS0,!RUNJ 

560 CONTINUE' 
DO 565 J:.1 ,NU 
T(I):Y(IJ 

565 CONTINUE 
IESP:f[SP+l 
IF(IESP,LT,INf)GD Til óOO 
IESP=O 
IM=IM+J 
DO 570 J:J ,NIJ 
TETA(TM,J):V(J) 

570 CONTINUE: 
DO 580 J=Nt,N2 
TETA(lM,J)=TEl~ll,Jl 

5BO CONTINUE 
Hl·\PO(IMJ=TFM 

600 CONTINU~ 
WRITE(b,blDJNP,NP•S,INT,ICAL,PASSO 

61 O FORMAT (' 1 1 , Ili, 120, 'LOOP=', I3, 
%11,T2Q,'NUM. n~ p,,:;sos=',TS, 
%//,T20,'E:SP. Ui: !MPR[SSAQ:',I5, 
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l/l,l20, 'tSP. OE CALCULU=',I'õ, 
l//,T2D,'PA5SO:'Fb.4) 

DO 641) I=l,IM 
WRITEl6,o20lTFMPUlll 

b20 FORMAT(///, !OX,' IP1PU=' ,F8.3) 
WPIT[lb,630l(TET~(I,Jl,J=1,N21 

630 FORMAT(l,I0(2X,FID.5J ) 
640 CONTINUE 

IFIIESP.EQ.nJ GO 10 b5Q 
WRlTE(6,o45JNP,TESP 

645 FORMAT(//,T2D,'VERIFI<lUE DADOS LOOP=',13, 
%/,120, 'lESP:',!,J 

650 IF(JCAL.ELl.o.nR.BílUL) Gíl TO 660 
wRlTt(6,b';5)NP,1CAL 

655 FORMAl(//,T?O,'VtRiFIUUE DADOS LOOP=',13, 
%/,T20,'JCAL=',I,J 

CALL EXIT 
660 lF(NP.GE.NLOIJP) GOTO 1000 

NP=NPtl 
TEMPO( 1 J:;Tf:MP!l( !Ml 
1)0 670 J::\,NU 
TET,'(l,JJ;;T(J) 

670 CONTINUf 
GO TO 4P,() 

1000 C~LL fXlf 
END 
SU-BROUTT,ff CONVf 
COMMON N(!50,~3),C(l5µ,ag),NU,A,81,NA,N8,NH, 

IICOO,H(\Sn,150),BIISDJ,MCl2DD),ACON0(5l,DCONDISl, 
IACV(!DJ,DCV(!O),T(200),U(?Or) 

COMMON VOL(15DJ,ACPCS),DCP(SJ,ACH(SJ,DCH(5) 
ICQO:O 
N(NA,1):N(N•,tJ+l 
IF(N(NA,11-3)30,3D,1D 

10 ;,JRITE(ó,2{))MA 
20 FORMAT(//,'N. UF LlGACOfS UE CONVECCAíl' 

I' SUPERIOR;, 3, :Hl::::',I3l 
ICOD:I 
RETURN 

30 K=4+N(NA, 1) 
N(NA,KJ=Nfl 
Kl=!t2,o(N(NA,l)-!) 
K2::Kt+1 
C(N~,Kll=A 
C (NA, K 2 ) = F L'l II T (;,ti) 
r,ETUf<N 
ENIJ 
s u !3FI u u TI rw e o No 11 
COMMüN N(15D,23),C(l5fl,ü0),NU,.i\,tl1,NA,N8,l'Jtl, 

%1COD,H(15D,l5D),~1150l,MC(2DO),AC0Níl(5),DCOND(5J, 
%ACV(!D),UCVIJ"J,Tl2DOJ,U(20D) 

COMMON VOL(15~),ACP(S),DCP(S),ACH(5J,DCH(5) 
rcoo=o 
N(N~,2)=Nl:IJ,?)+l 



JF(N(NA,2l-6JJD,5P,lv 
10 WRlTElb,2D)Nr. 
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20 FORMiíTI//, •;!. DF LIG.;Co<cs [Jf' CütfütJCAU' 
Z' SUPERIOR, h, ~0=',131 

ICOO=I 
R[TURN 

30 K:N(1H,2J+7 
tHNA,K)=;Hl 
Kl:7+2.•(N(NA,2)•1) 
K2=Kl+I 
CUH.,K!J:A 
C(N~,K2)=81 
RETURN 
ENO 
SLIBPOUTT~F PA[ll 
COMl-10'• N(15",?3J,r.c1s~.110),NIJ,A,i:ll,N/\,Nfl,NH, 

% I C O D, H ( 1 5 o, 1 S o ) , ,H l 5 o J , M C ( 2 o o J , AC !)Ili) 1 5 l , D C O N ll ( 5 J , 
IACV(lDJ,DCV(lnJ,1(200),~(200) 

COMMUN VOL(150),ACP(5l,()CP(5),ACll(S),OCH(5) 
lCOD:O 
N(NA,3J=N(NA,3)+1 
IFCN(N~,3)-R)JD,10,10 

10 wRJTECb,2~)Nr. 
20 FORMAT(//,'N.D[ LIG~COES nl RADIACAO' 

$'SUPERIOR~ 8,NO:',I3l 
ICOD=I 

-RE-rtJRN 
3 ') K: N (IJ ~ , 3 ) + 1 3 

!HNli.,K)=NB 
Kl=l9+2•(N(NA,3)-J) 
K2=K!+I 
COH,K!l=A 
cc1,1;,,,K2J=R1 
RETLIRN 
E"JD 
SUHRUUTTNE TRANSF 
COMMUN N(15°,?31,Cl15D,40),NU,A,H1,NA,N8,NH, 

% I C O D , H ( 1 5 O , ! 5 11 J , t.l ( l 5 O J , M C ( 2 O O ) , ~ C O t JD ( S ) , D C O N [) C 5 J , 
ZACV(tn),DCV(tnJ, 1(2QDJ,R(?onJ 

COMMUN VOL(tSnJ,NCPISl,DCP(SJ,ACH(Sl,OCH(Sl 
lCüD=O 
N(N~,a):IJ(NA,a)+l 
JF(N(NA,4l-2)10,3n,IO 

10 WRITECo,c'~)l 
20 FDRMAT(IOX,'N1m. l)f; LIG~CílES DE TRANSF.' 

$• Df MASSA SUPERJO~ ~ 2,Níl=',131 
!COO=! 
flF.: TURN 

30 K=21 tN(N/\, q) 

fl (IH.' K l = rrn 
K1=35+3*(N(NA,QJ•ll 
K2=Kl+1 
K3=K!+2 
C(t;A,K))=A 



CCNA,K2)=81 
C(N~.,K3)=NH 
RETURN 
END 
SUBRUUTlNE SUBVC!,Ll 

146 

COHMUN N(!5",23),C(ISR,QO),NU,A,H1,NA,NH,NH, 
Z!COD,H(15n,15nJ,HC150l,MC(2DDl,ACONOCS),OCONDC5l, 
%ACV(l"),DCY(lnJ,T(2DO),Q(2DO) 

COMMON YOL(15n),~CPl5l,DCP(5),ACH(SJ,DCH(5l 
Jl=4tl 
J=tHI,Jt) 
J2:1+2*(L•l) 
J3=J2+! 
NH=IFIXCCll,J3ll 
TE=Cl(I)+TCJJ)I?. 
EH:DCV(NH)+êCV(NH)•TE 
HH:fH•C(I,J?) 
HC 1, I) =HO, T )•HH 
JF(J•NU)I0,10,20 

10 H(I,J):H(T,J)tHH 
RfTURN 

2D SCI):A(l)+HH•T(J) 
PFTIJRN 
END 
SUBROUTINF SUhC(I,Ll 
COMMON N(\5P,23),C(ISO,q11),NU,A,bl,NA,NR,NH, 

- %1 Cil D, H O S O, 15 O J , H-C 1 5 O l , MC C 2 O O- l , ~-t:r!ls D (-c;-J-, D C UND C 51 , 
%ACV(1DJ,OCV(IOJ,T(2HD),Q(200) 

COMMON Víll(JSnJ,ACP(Sl,DCP(5),ACH(5),0CH(5) 
Jl=7+L 
J2=7t2• (l.~í l 
J3=J2+ l 
J:N(l,JI) 
JJ:MC(IJ 
Al=OCUND(JJ)+ACONU(JJJ•T[!) 
JJ:MC(J) 
A2:DCONO(JJ)tACfl~D(JJJ•T(J) 
AK=(2.D•Al•A2l/lA1+~2) 
HH=CCI,J2l••KIC(I,J31 
H(I,ll=H(I,J)-HH 
IF(J~NU)I0,1G,20 

10 H(I,J):H(J,J)+HH 
RETURN 

20 Hlll=81I)+HH•TCJJ 
RElURN 
uw 
SUHROUTINE SUHR(I,Ll 
COMMUN N(15~,2SJ,Cl15",40),NU,A,81,NA,~l:l,rJH, 

% r e o D , H e 1 5 n , t s o J , 11 e I s o J , Me e 2 o o J , A e n No e 5 l , D e o r. D e s > , 
%ACV(10l,UCV(lílJ,T(2nDJ,Q(~D0) 

COMMON VOL(l5DJ,ACP(5l,DCP(5),ACH(Sl,DCH(5) 
JJ:13+L 
J:N(I,Jt) 
J2:J '1+2• (Laf J 



e 
e 
e 
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J3=J2+1 
TBJ=TCIJ+27,. 
Tll2=TCJJ+273. 
U=(Tllt••2+TB2••2J•(TM1+TB2) 
HH=C(I,J2)tC(T,JJJ•IJ 
H(I, I):t<CT, 1 J-HH 
IF(J-NU) lf', 10,20 

10 H(l,J):H(J,J)+HH 
RfllJRN 

?,O B(l)=B(I)+lilüTLJJ 
Rfl!JRN 
END 
SUSROUTlNE SUbTRll,LJ 
COMMON N(15n,23J,C(IS~.uu),NU,A,~J,NA,NB,NH, 

IICüD,H(ISD,15nJ,llll5Dl,MC(2DO),AC0liD(5),DCOND(5), 
%ACV!10),DCV(ln),Tl2DD),Ll(20DJ 

COMMON VOL(ISR),ACP(SJ,ocr(S),ACH(5),DCH(5) 
Jl=2l+L 
J::N(I,JI J 
J2:35+3•(L-I) 
J3=J2+1 
J4=J2+2 
VEL=ClI,J2l 
D=C1I,J3J 
NH:C(T,J4) 
IFCI.LT.J)VFL=-VEL 

- -Tf =T-l l)-

CP=DCP ( Nlil t ~CP C:<H J *TE 
ÇH:D(H (NH) + ~CH ( IJH) •TE 

AlfA:CH~VOL(I)•CP 
HH=ALF~•VEL/(2.•Dl 
H(I,I):H(J,I)-HH 
JF(J•NU)I0,10,20 

10 f1Cl,J):H(l,,J)+liH 
RflURN 

20 B(JJ:B(I)•HH•T(JJ 
RF.TUR"J 
ENf) 

SUBROUTJNE LINE(X1,Yt,X2,Y2,ANG,D) 
ANG:tYl•Y2J/(Xl-X2) 

RfTURN 
END 
SU~ROUTJNf NUNGF(N,Y,F,X,H,M) 
COMMON/RUN/PHIC15DJ,S•VEY(ISOJ 
DIMENSIONY(N),F(NJ 
GO TO(l,2,3,41,M 

PASSO 1 

DO 22 J;!,N 
SAVE:Y(J):Y(J) 
PH!(J):F(JJ 

22 YIJ)=SAVtY(J)+U.~•H•F(J) 



e 
e 
e 

e 
e 
e 

e 
e 
e 

x:Xt0.5*H 
GOTO 100 

PASSU 2 

2 D o 3 3 J = t , ri 
PHJ (J) :PIII (J) +2. •F ( J) 

33 Y(J):SAVEY(J)tU.S•H•FIJ) 
GO TO 100 

PASSO 3 

3 DO 44 J:1,N 
PHI (J)=PHJ (J)t2.•FLJ) 

44 Y(JJ:SAVEY(JJ+H•FIJ) 
)(:X+1! 0 5•tl 
GOTO 100 

PASSO 4 

11 DO 55 J=J ,1; 
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55 Y(J):Si,VEY(J)t(P'if (J)+F(J))Hi/t, 0 

100 fll:TURN 
E~'O 
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C.2 - PROGRAMA PARA O CÁLCULO DE CAMPOS TERMICOS EM REGIME PER­

MANENTE PELO METODO QUASI-FINITO. 

a) As restrições de numeraçao e dimensionamento sao 

as mesmas apresentadas nos itens a) ,b) e c) de C.l. 

C.l 

b) Cartões de dados 

TITULO 1 cartão 

20A4 

29 1 NU 
1 

NM NHC NMC NMU NMAX TOL 1 cartão 

IS IS IS IS IS IS Fl0.3 

NU, NN, NHC. NMC, NMV - Ver 49 grupo de cartões em 

NMAX - Número máximo de iterações para a procura do cam 

pode temperaturas. 

TOL - Tolerância desejada no campo de temperaturas(Ver 

figura ) 

A partir do cartão acima o usuário deve fornecer os 

7 grupos de dados apresentados do 49 ao 119 grupos de dados em 

C.l, na ordem em que estes aparecem. 

A seguir pode ser observado o programa para regime 

permanente pelo método quasi-finito. 
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COM MO N N C 1 5 O , 2 3 J , C ( 1 5 O , 4 !J l , N IJ , A , li! , NA , 1 ! ll , '" H , 
ZICOO,H(l5D,159),H(l5n),MC(200),ACOND(5),DCOND(5), 
%~CV(!nJ,DCVl!D),f(2DO),Ll(?Dn) 

COMMON VOL(tsnJ,ACP(5),DCP(5),ACH(5),DCH(5) 
O!MENSIDII TITLl(2nJ,TETAl1D,2DO) 
DIMENSION JP!(5J,CPIC5l,TP2(SJ,CP?l5) 
DIHENSION TC1C5),CDN01(5J,TC2(51,COND2l5) 
D l M Et, SI O,J f H 1 C 5 J , C H l ( 5 ) , T H 2 ( 5 l , C H 2 ( S J 
DJMENSION TV!(IDJ,CV111D),TV2(lnJ,CV21ln) 
DJMENSION Xll50),IJL(l5D,150) 
LOGICAI,.. trnot 
800L=.TRUE. 
READCS,IO)(TITLE(ll,I=!,20) 

10 FORMAT(20A4) 
"R I TE ( o, 1 " l ( l I TL t 1 1 l , J = 1 , 2 ü J 
READ(5,2D)Nll,NN,NHC,NMC,NMV,NMAX,TIJL 

20 FORMAT(6IS,2F10,3l 
WRJTE(c,25)NIJ,~N,~HC,NMC 

25 FORMAT('!',///,T2D, 1 N0S DFSCONHECIDOS:',13, 
%11 1 T20, 'NOS C0NHt

7
C10DS:', I3, 

%//,120,'NUM. Dl CONEiOES TERHICAS:',13, 
%/l,T20,'NUM. DE MflDOS Uf: Cü'•DLIC~U=',I31 

l>RITECó,3H)NMV,N:íAX, íOL 
30 FORMAl(//,T2D,'NUM. DF MUDOS DE CílNVECCA0=',13, 

%/l,T20,'í4Ut-1. ~L;.,X. DE If(HltCfJES=',!3, 
%//,T21J, 'TDLER~t,CU,:'Fo.'ll 

Nl=t<tJ+l 
N2=NU+NN 
DO 50 L=l,N2 
HEAO (5, 40) ( I, T ( I), Q C l l) 

4ú FOPMAT(I5,4f10.,J 
50 CONTJNUf 

WRITE (o,oflJ 
60 f0RMAT(///,T2Q,'TFMPtRATURA5 JNICIAIS'l 

DO 7{) l=l,r,? 
WRITE1o,Q0J(I,T1Il,Ll(l)I 

7íl CONTINUE 
00 él5 L:1,H2 
READ(5,~Jl(J,HC(JJ,VDL(JJl 

80 F0RMAT(2IS,F1D,3) 
~5 CílNTINUF 

WRIT[(ó,'10) 
90 FORM~T(//,T20,'VULUMtS E ~ODOS FJS{COS') 

or lflO Ic:c1,N2 
WRITE<o,9S)II,rlC(l),VOLII1) 

95 FORM~T(2I5,fl2.aJ 
IOOCONTINUE 

00 110 L=l,NMC 
READ15,40l(T,TP!(IJ,CP!(IJ,TP2(ll,CP21!)l 

l H) CONT 1 NUE 
WP!TE(ó, 120) 

120 f0RMAT(///,T2'l, 'CALOR ESPECIFICO' l 
DO 1.30 I=t,NMC 
WR[TE(6,4Q)(I,TP!(Il,CP!(TJ,TP21Il,CP2(J)) 



e 
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130 CONTINUE 
DO 14,J [.:cJ,NMC 
READC5,40l(J,TC1 CTJ,COllllt(IJ,TC2lIJ,CON02Cll) 

14() CONTINUE 
..iRITE(6, ISO) 

150 FORM1\T(///,T20, 'CflNDUT!VIDADE' l 
DO 160 I::1,'iMC 
WRITEl6,40)(1,1Ct1IJ,COND1(IJ,TC21IJ,COND21lll 

160 CONTINUE 
IJO 170 L::t,NMC 
REAP(5,40)(T,lH!(ll,CHtCI),TH2CJJ,CH2CI)) 

170 CONTINUE 
WPJTE(b,l/l!í) 

180 FORMAT (///, 120, 'DENSIDADE' J 
DO 19/l I=l,NMC 
W R Il E C t,, q n ) C l , T H 1 ( I J , C H 1 1 T l , T H 2 1 l ) , C ti? ( l l ) 

190 CONTINUf 
DO 200 L=t,NMV 
READ(5,4Dl(T,TVl(IJ,CV11ll,TV2(1),CV211)) 

200 CONTINUE 
vWJTElo,210) 

210 FORMAl(///,T20,'C"..JVECC~!J'l 
00 22,) !=1,NMV 
wRITE(t,,40)(1,TVllll,CVI (!),TV2Cll,CV?(l)J 

220 CONTINUE 

-e- GERACAO DOS CO~FICIENTES 
e DAS FUNcnts LINEARFS 
e 

e 

e 

DO 230 K::1,NMC 
Xl=TP!(K) 
Y1=CP! (K) 
X2=1P2(KJ 
Y2=CP2(K) 
CALL LJNE(Xl,Yl,X?,Y2,ANG,IJJ 
BOOL=ANG.f~.O.AND.Bílíll 
ACP(K):ANG 
OCP(K):O 

Xl=TCl(K) 
Y 1.=COND2 ( K) 
X2=TC2(K) 
Y2::COND2(~) 
CALL Li'lf(Xl,Yl,~2,Y2,ANG,D1 
BOOL=ANG.fQ.O,AND.BOOL 
ACONO ( K J: Al·iG 
lJCON[)( K) =f> 

Xl::THl(K) 
Y!=CHl(K) 
X2=Tti2(K) 
Y2=CH2(KJ 
CALL LINE(X1,Y!,X?,Y2,ANG,D) 
BOOL=~NG.EQ.O.~ND,ij()OL 



e 

AC11(K):ANG 
DCH(K):D 

230 CONTINUE 

DO 240 K=l,NMV 
XI :TVl (K) 

Yl:CV1(K) 
X2::TV2(K) 
Y2:::CV2(KJ 
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CALL LINEIXl,Y1,X2,Y2,ANG,Dl 
BOOL=~NG.EQ.O.AND.dOOL 
ACVCK):ANG 
DCV(l<):D 

z1rn CONTINUE 
e 
C GERll(/\0 DO c•,MPU I';ICI•l Df TEMP'EP.ATUR.AS 
e 

TM=O. 
DO ?50 I=Nl, N? 
TM=lM+T(ll 

250 CONTINUf 
fM:TM/Ni.1 
DO 260 J:t,NU 
T(!l=TM 

260 CONTINUE 
e 

-E MONTAGE~ D• M~TRIZ C 
e 

WRITE (6,330) 
330 FORMAT('l',T2",'C!JNfXOES TERMICAS',ll,T?O, 

% ' A ' , T Q O, • 8 1 1 
, T 5 o , ' i'J A ' , T 6 (}, 1 N B ~ , T 7 fJ , ' M 1 

, T 8 O, ' N H ~ ) 
DO 1160 L=1,NHC 
READ(5,34Q)A,BJ,r1A,Nd,M,NH 

340 fORMAT(2Flv.3,415J 
WRITElb,3QS)A,51,~~,1J8,M,NH 

345 FORMAT(/,T!R,FlO.S,T3B,F3.Q,T47,I3,T57, 
$I3,T67,I3,T~7,l3l 

LUX=l 
IF(NA•NB)J7P,35D,36R 

350 WRITE(6,35SJ 
355 FO.RMATU/,T2G,'FfHlü Df DADOS (NA::Nôl'l 

GO TO lfHiO 

360 NS:Nl3 
r;f3:N,1 
N~=NS 

370 IF(NA•NUJ39n,39n,35e 
3~0 WRITE(t,,385) 
385 FORMAT(l/,T20, 'Eid>ü Df OAOOS (NA>NU)' J 

GO TO !DOO 
390 GO T0(4D0,4!0,4?0,4?5),M 
400 CALL CONV': 

IFIICOD)43D,430,IPOO 
Q1íl CALL CON[íU 

IFIJC0Dl'130,43D, JnüO 
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C OPCAO PARA RADJACAU 

e 
e 
e 

420 CON1INUE 
425 CALL TR~JJSF 

!FCICOD)430,43ú,lOOO 
430 GO 10 (4Q0,46D),LUX 
440 JF(NB•NU)45n,q50,a&P 
450 NS:NB 

NB=Ni\ 
NA:NS 
LUX=2 
GO 10 39i) 

41,0 cor11 INUE 

SOLUCAO DO S1STE0A LT0EAº 

M=! 
DO 470 J:J ,NU 
TET/\CH,Il=T!Il 

47í) COfH!NUE 
480 00 500 I=l,NU 

!:l(l)::O. 

DO il9!1 J::1,'W 
HCI,J)::O. 

490 COtH INUE 
500 CONTINUE 

DO 53íl I=t,NU 
K:·r, (-I ,-1-J 
IFIK,ELl.OIGO TO 511 
DO 510 L;:;\,K, 
CALL SUBV(i,LJ 

510 CONTINUE 
511 K=NCI,2) 

IF(K.EO.O)GO TO 521 
DO 520 L=l,K 
CALL 5Uf3C(I,L) 

520 CONTINUE 
521 K=NCI,3) 

JF(K.EQ.O)GO TU 523 
DO 522 L=!,K 
CALL SUBR(l,L) 

522 CO•HINUE 
523 K=N(I,41 

IFCK.EO.DJGO TU 529 
DO 521l L=l, K 
Cf.LL SUBTR(l,LJ 

528 CONT!NUF. 
529 BCI);:;•BII)-íl(!l 
530 CONTINUE 

CALL DtCOM!l!50,NU,H,ULI 
CALL SOLVflllSD,~U,UL,B,Al 
IF(.NOl.BOOL) GO Tu 5BO 
DO 51m 1=1,NlJ 
T(I)::X(IJ 

540 CONTINUE 



e 
e 
e 
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WRITECo,550) 
550 FORMATl//l,T2D,'C•'1PQ OE TEMPFRATURAS' 

% ' (PR O P. F IS. C O ,1 S 'J ANTES J ' , / /, T 2 1 , ' NO ' , T3 3, 1 T f MP. 1 
; 

DO 570 l=l ,NU 
WRJT((b,5b0)I,líl) 

560 FORMAT(l,T20,!3,1DX,Fl0.3l 
570 CONTINUE 

CALL EXI1 
580 M=M+l 

DO 590 I;:!,NU 
TETACM,Il=X(I) 

590 CONTINUE 

VERIFICACAO OA CONVERGçNCIA 

TMAX=ABS ( TETA ( M, 1) - T ( 1 J J 
DO 600 I=?,NP•NFIX 
TT=ABS(TETACM,l)-1(1)) 
IFCTT.LT.TMAXJGU TO 6DO 
TMAX::TT 

600 CONTINUE 
IF(TMAX 0 GT 0 IOL)GO TO 6QO 
WRITE(b,b!U)M,TílL 

ó!O FORM.H(l/t,120,'CflNVERGTU COM u,1 NUM. UE' 
%' ITEl<ACO(S:', l?,2X, 'E TOLERANCJA:' ,H,.'l) 

DO 630 T=!,NIJ 
WPITEl6,o2Dl(J,CTEf~(Ml,Il,Ml=l,Hl) 

b20 FORMAT(/,2úX,13,5X,A(FID.3,2Xl) 
630 CONTINUE: 

CALL EXIT 
bao lF(M.EQ.NMAX)GU rn b60 

DO oS•l 1=1,,iu 
ICIJ=XCIJ 

o5() CONTINUF 
GO TO aAo 

660 WPITfló,b7Dl11,TOL 
ó70 FORMATl/// 1 T20,''!AO CONVERGIU COM IJM NUM.' 

%' DE TTERAC0f.S:',l2,2X,'E TOLFRANCI.A:::',Fb.4) 
DO 680 !=1,NU 
WRITEl6,ó?íll(l,(fFTA(M1,l J,;11=1,M)l 

ó80 CONTII\JUE 
101}0 CALL fXII 

END 
SUBHOUTJNE CONVF 
COMMON N(IS0,23),C(IS~,ao),NU,A,H!,NA,NH,NH, 

ZICOO,H(IS0,15nJ,~(l50),MC(200),ACnND(51,DCOND(S), 
%ACV(lO),DCV(tnJ,!(2DD),íl(2noJ 

COHMON VOL(l5DJ,ACPl5l,DCP(5J,ACH(5J,DCH(5) 
ICOü=IJ 
N(NA,J):N(NA,1)+1 
IF(N(NA,ll-3)30,30,10 

10 ~RITE(ó,20)NA 
2U FORMAl(//,'N. DE LIGACOFS DE CONVECCAíl' 

I' SUPERIOR~ 3, rin=',!3) 



ICOD:t 
Rf. Tl/Rt, 

30 K:il+N(NA,!) 
N(Ni\,K):Nfl 
K ! = 1 t2. * (ta (NA, l) • 1) 
K,?=Kl+I 
C(NA,Kt):,1, 
C(NA,~2J=FLOAT(NH) 
RETllRt. 
END 
SUBRUUTINE CDNDLI 

155 

CQMMON N(IS0,23),C(\50,GO),NU,A,U!,NA,NB,NH, 
ZICOD,H(150,1SD),dl!SO),MCC2nOJ,1COND(Sl,OCUNDISl, 
IACV(!OJ,DCV(tnJ,lí2D/\),íl(20D) 

COMMON VOL(!5Dl,~CP(5),DCPl5),ACH(5J,DCHl5) 
ICOQ:n 
N(NA,2)=N(N~,,?J+l 
JF(N(NA,2)•6)30,30,ID 

10 WRITEC6,ZQJNA 
20 FORMATl//,'N. DE l.IG,\COfS DF CO"IDIJClü' 

1 1 SUPERIOR• 6, N0:',13) 
ICOD=I 
RETURN 

30 K=N(till,21•7 
N(l~!l,K)=•fü 
K]:7+2.*(N(NA,2)•1) 

·K2·=Kl+l 
CO,A,Kll=A 
CCN~ 1 K2)=Rt 
RETURN 
END 
SUBROUTINE RAD1 
COMMON N(15(1,23),C(15'>,ilO),><I.J,A,t!1,NA,Nfl,NH, 

%1COD,H(!S0,150l,~(IS11),MC(2PO),ACOND(S),OCOND(SJ, 
%ACVllP),OCV(\AJ,T(20D),Q(21111) 

COMMüN VOL(l50J,ACPl5),DCP(S),ACl\(SJ,DCH(5) 
ICOO=n 
N(NA,3)=N(N~,3l+t 
lf(N(NA,3)~8)30,3D,1G 

10 WRITE(o,20)NA 
20 FORM~l(//,'N.DE LIGACDES DE RADIACAD' 

l'SUP[RlOR A 8,N0:',131 
lCOD=I 
RETURN 

30 K=NPJ~,3lt13 
N ( N ~ 1 K) : rJB 
K1=1'H2*(N(N,,,3)•1) 
K2:Kt+! 
C(NA,K\):A. 
C(NA,K2):Bt 
RfTUHN 
f Nl) 

SUBRUUTJ~E TRANSF 
COMMON N(15D,23),C(ISQ 1 40),NU,A,Hl,NA,NB,NH, 
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% I C O D , H ( 1 5 fl , 1 5 o l , >l ( l 5 0 ) , M C C 2 o o ) , • C O N D ( 5 J , D C ll N D ( 5 l , 
ZACVC)O),DCV(!Dl,T(2DOJ,Q(200) 

COMMON VOLll5n),ACPC5l,OCP(5),ACH(SJ,DCH(5) 
ICOD:O 
N(NA,a):N(NA,4)+1 
IF(N(NA,4)-2)30,50,10 

10 WRITE!6,20)T 
20 FORMAT(IUX,'NUM. DE LJG4COES DE TRANSF,' 

I' DE MASSA SUPERIOR~ 2,NO:',I3l 
ICOD:I 
RETURN 

30 K:2\tN(NA,q) 
N ( N", K) = rrn 
K1=35+3*(N(NA,Q)•1) 
K2:KJ+l 
K3=K1+2 
C(NA,KJ):A 
C(NA,K2)=fll 
C(NA,K3):NH 
l~E TURr, 
END 
SUBROUTlNE SUôVCl,Ll 
COMMON N(\50,23),C(IS0,40),f\/U,A,tll,NA,NLl,Nfl, 

%ICOD,H(l5Q,15º),6(\50),MC(200l,~Cíl~ll(Sl,DCUN0(5), 
%ACV(IOJ,DCV(tn),Tl20U),Q(200) 

COMMUN VOL(15D),A(P(5l,DCP(SJ,ACH(51,DCH(5) 
-J-1=4t-L- -
J:N(I,JIJ 
J2:t+2*CL•ll 
J3=J2+1 
t.H:JFIX(C(I,J3JJ 
TE=CTIIltT(J)JI?. 
EH=UCV(NH)t~CV(NHJ•TE 
HH:f.H*C(l,J2) 
H ( l, l) :H ( I, l) ~HH 
IF(J-NU)ln,10,20 

\O H(I,J):H(J,J)+j1H 
RETURN 

20 BIJJ:R(T)+HH*TIJJ 
RfTURN 
END 
SUUROIJTlN~ SUbC(I,L) 
COMMON N(IS0,23),C(\50,ao),NU,A,Ul,NA,Nb,NH, 

%JCOD,H(l50,15Q),dl15Dl,~C(2DD),ACON0(5J,DCOND(5J, 
%ACVCIDJ,DCV(1D),T(200J,Q(20DJ 

C0t1MUN VOL(!Sn),ACP(5J,DCPl~),ACH(5l 1 DCH(5) 
J1=7-+L 
J2=7t2•1L~1l 
J3:J2+1 
J:N(I,JI) 
JJ:M((I) 
Al=DCDND(JJ)tACONll(JJJ•T(I) 
JJ:MC(JJ 
A2:DCUND(JJ)+AC0Nll(JJ)•T(JJ 



AK=(2,0•At•A2)/(A!tA2) 
HH:C(l,J2l•AK/CCI,J3) 
H ( I, 1) =H ( J, T) •HH 
lF(J•NUJI0,10,21\ 

10 H(I,J):H(l,J)+HH 
RETURN 

20 BCl):B(l)tHH•T(JJ 
RETURN 
E.NO 
SUBROUTINE SUBRll,Ll 
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COMMON N(15D,23),C(15D,qDJ,NU,A,B1,NA,NB,NH, 
%ICOD,H(15D,ISO),Hlt50),MC(2DO),ACONDl5l,DCON0(5l, 
ZACVClDJ,DCV(lOJ,T(200),Q(20U) 

COMMON VOL(tsn),ACP(5),DCP(5),ACH(S),DCH(5) 
JJ:13+l 
J:N(l,JJ) 
J2:t<Jt2*(L•IJ 
J3=J2+1 
TBJ:T(Il+.?73. 
TB2=TlJl+27,. 
U:(TB1••2•TH2**2)•(TB!+T62J 
HH=CCl,J2l•C(1,J3l•U 
fH I, I J:H( I, T )•HH 
lF(J•NU)I0,10,20 

10 H(I,J):H(l,J)+HH 
RETURN 

20 B(J):B(i)tHH•T(JJ 
RETURt• 
E'JD 
SUBROUTINE SU~TR(l,LJ 
COMMON N(!5D,23),C(l5D,OP),NU,A,61,NA,NH,NH, 

%ICOD,H(l5D,15D),0(\SD),MC(2nn),ACílND(5),DC0N0(5l, 
IACV(l0),DCV(10),TC200l,íl(200) 

COMMON VOL(1SOJ,ACPIS),DCP(5),ACH(5J,DCH(5) 
Jl=2l+l 
J:tHI,JI) 
J2=35+3*(L•l) 
J3:J2+1 
J4=J2+2 
VEL=C(l,J2) 
D=CCI,J3) 
NH:C(l,J4) 
IFCI.LT.J)VEL=-VEL 
TE=T(l) 
CP=DCP(NH)tACP(NHJ•TE 
CH=DCH(NH)tACH(NHJ•TE 
ALFA:CH•VOLlll•CP 
HH=ALFA•VEL/(2.~ü) 
HCI, I J=H( T, I J•Hl-l 
IF(J•NLJ) 1 O, l.0,20 

10 H(l,J):H(J,J)tHH 
RETURN 

20 BCO=B(!J+IIH•TCJJ 
RETURN 
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END 
SUBROUTINE LINE(X1,Yl,X2,Y2,ANG,D1 
ANG:(Y1-Y2)/(X!-X2) 
ü=Yl •X 1 *ANG 
l<F.TURN 
EN{) 
SUBROUT!Nf Oé.C0'1! (,WIM,N,.s,ULJ 
COMMON/COM2R/ IPS(lSOl 
DIHENSION AINDIM,NOl~l,UL(~DIM,NDI~) 
DJMENSJON SC~LES(\50) 
ZERO::O,(l 
D05I=1,N 
IPS(Il=t 
ROVINRM:O. 
DO 2 J:l,N 
Ul(I,J)=ilCI,Jl 
IF(ROWNRM-kBS(UL(l,J)l) 1,2,2 

1 HO~NRM:AB5(l1L(I,J)J 
2 CONTirJUE 

lF(ROWNRM.EQ.ZER,) Gl Tíl a 
3 SCALES(IJ=t./ROWNRM 

GOTO 5 
1, CALL SINt;(l) 

SCAu:s ( Il "º· 
5 CONTINUE 

NMl=N-1 
- -DO- 17 K= 1-,-NM 1 

BIG =o. 
DO 11 J:K,N 
IP=IPS ( I) 

SI Z E: A 13 S ( IJL ( IP, ~ J * 5 C ,\ L E S ( ! P J ) 
IF(SIZE-HJG) 11,11,lU 

10 blt;=SIZE 
IDXPlV=T 

11 CONTil~UF. 
IF(BlG.[Q.ZERO) GU TU 12 
GO TO 13 

12 CALL SING(2l 
GO TO 1 7 

13 IF(IOXPIV-K) 14,\5,\q 
1'l J:IP3(Kl 

JPS(KJ=IPS(TDXPIVJ 
IPS(lDXPlV)=J 

15 KP=IPSl!<l 
PIVOT=UL(KP,KJ 
KPl:K+) 
DO ló J:KP!,N 
fP:JPSCJ) 
EM=•UL(TP,K)/P!VOT 
Ul(IP,Kl=~n~ 
DO lb J=KP!,N 
UL(IP,J):UL(IP,JJfEM•UL(KP,J) 

16 CONTINl)E 
17 CONT !rJUE 
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KP:::JPS(N) 
lF(ABS(ULCKP,Nl).UJ.ZfRO) GD TO 18 
GO 1 O l 9 

18 CALL S1t1GC2l 
19 RETURN 

E"ID 
SUBROUTINE SOLVF! (:HJF1,N,IJL,B,Xl 
COMMON/COH20/ JPS(\50) 
OIMENSION UL(N0J~,tl0IM) 
DJMENSION 8111,XII) 
NPl=N+I 
JP:JPS(!J 
XC l l=l:lPPl 
DO 2 I:2,ê< 
IP=IPS(l) 
JMl=I-1 
SUM=O. 
DO l J=l,P'I 

1 SUM=SUM+UL(IP,J)•XIJJ 
2 Xlll=B(JP)•SUM 

IP=IPS(N) 
X(N):X(N)/UL(IP,N) 
00 4 Jfl,-CK=;!,N 
I=NP!•IB/\CK 
IP=IPS(IJ 
IPl=I+! 
SU11:,,. 
DO 3 J:Jf't,ri 

3 SUM=SUM+UL(!P,J) •XCJJ 
Q X(Il=CX(Il•SUM)/ULIIP,l) 

RETURN 
f>J[) 

SUBPOllTl NE SING ( l •üiY) 
11 FORMAT(l/lüX, 'M~TRIZ CQN FILA NULA EN DECDMP') 

%1 • DIVIDE POR ZERO [M SOLVE') 
NOT:o 
GOTO (l,2),IWHY 
WRlTE(NOT,11) 
Gíl TO 10 

2 wRITE (NOT, 12J 
1 U RE.T URN 
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