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RESUMO

Neste trabalho se estuda inicialmente o modelo visco
plastico, analizando suas propriedades e mostrando como a par
tir de leis constitutivas viscoplasticas & possivel se obter cor
respondentes leis plasticas e de creep secundario.

Posteriormente formula-se o problema de valor de con
torno em elasto/viscoplasticidade dentro da teoria de deforma -
coes infinitesimais, para processos gquasi estaticos e se dedu
zem os principios variacionais correspondentes.

Apresenta-se um algoritmo numérico baseado no Metodo
de Elementos Finitos para aproximagao espacial e no Método de
Euler para a integragdo no tempo.

Finalmente, empregando o algoritmo anterior, obtem -
se solugoes aproximadas em problemas de plasticidade ,creep ' se

cundario e elasto/viscoplasticidade.



RESUMEN

En este trabajo se estudia en primer término el mode
lo viscoplastico , analizando sus propiedades y mostrando como
a partir de leyes constitutivas viscoplasticas es posible obte
ner correspondientes leyes plasticas y de creep secundario.

Posteriormente se formula el problema de valor de
contorno en elasto/viscoplasticidad dentro de la teoria de de
formaciones infinitesimales, para procesos cuasi-estaticos y
se deducen los principios variacionales correspondientes.

Se presenta un algoritmo numérico basado en el Méto
do de Elementos Finitos para la aproximacion espacial y en el
Método de Euler para la integracidn en el tiempo.

Finalmente empleando el algoritmo anterior se obtie
nen soluciones aproximadas en problemas de plasticidad, creep

secundario y elasto/viscoplasticidad.



SUMMARY

In the first part of this work a viscoplastic model
is studied and it is shown how the viscoplasticity theory can
be used not only to model this behavior but alsc to model plast
icity as well as creep.

The mixed-initial boundary value problem in elasto/
viscoplasticity is presented for the case of quasi-static iso-
thermal process and infinitesimal deformations. Different wvar-
iational formulations related to the above boundary value prcblem
are also deduced.

A numerical algorithm based on the Finit Element
Method and the Euler's Method, for the spacial and time dis-
cretizations respectively is presented.

The algorithm in then used to obtain approximate
solutions in elasto-plasticity, secundary creep and elasto/

viscoplasticity problems.
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INTRODUCCIOCN

El empleo industrial de materiales que bajo cier
tas condiciones de carga, temperatura o radiacidn presentan
comportamiento inelastico ha sido una de las caracteristicas
marcantes de las ultimas décadas.

A efectos de simplificar el analisis y compren -
der mejor el comportamiento inelastico de los materiales , la
metodologia empleada ha sido la de idealizar modelos en los
gue solamente estad presente la propiedad que se guiere estu
diar.

Dentro de este esguema surgieron cronologicamen-
te al final del siglo pasado el primer modelo de plasticidad ,
a principios de este siglo el modelo de creep y mas reciente -
mente el modelo viscoplastico. A partir de cada uno de ellos
se desarrollaron paralelamente las correspondientes . teorias
creando sus propios méetodos tanto en la investigacidon como en
el analisis de los problemas.

Dichas teorias se basan en hipotesis que si bien
simplifican el tratamientoc de los problemas limitan a la vez
sus respectivos campos de aplicacion.

Asi, por ejemplo, las hipdtesis simplificativas
de la plasticidad en gue se admite que los procesos de defor-
macidon son independientes de la velocidad hace imposible que
dentro de esta teoria se puedan llevar en cuenta fendmenos vis
COSOS.

El modelo viscoplastico analizado en este traba

jo tiene la ventaja que ademas de permitir llevar en cuenta si



multaneamente propiedades plasticas y viscosas de los materia
les en el 1imite puede aproximar tanto plasticidad como creep
secundario. Mediante formulaciones variacionales y algorit -
mos numéricos mas simples que a los que se arriba cuando  se
estudia cualquiera de ambas teorias separadamente, es posible
obtener scluciones en elastoviscoplasticidad, creep secunda -
rio y elastoplasticidad.

En el Capitulo I se resumen algunos aspectos fe
nomenologicos de la Teoria de la Plasticidad. Comenzindose por
el analisis de las propiedades de los materiales en ensayos
simples, y su posterior generalizacidn para obtener las ecua-
ciones constitutivas correspondientes a estados complejos de
tension. Se presenta el problema de valor de contorno y cémo
arribar a formulaciones variacionales equivalentes donde la
incognita principal es la velocidad y la velocidad :de la ten
sion.

En el Capitule II se analiza el problema de creep
dando enfasis al caso de creep secundario mostrando cdmo evo-
lucionaron las leyes constitutivas de modelos uniaxiales a mo
delos triaxiales.

Posteriormente a presentar el problema de valor
de contorno en creep secundario, se hace uso de las propieda-
des de convexidad de los potenciales de creep para arribar a
principios variacionales de minimo, discutiéndose también el
problema de unicidad de la solucidn.

En el Capitulo III se presenta el modelo visco-
plastico y su evolucidn en los Gltimos afos. Se analizan tam
bién algunas leyes particulares y se muestra como correspon -

dientes leyes de creep secundario y plasticidad pueden deri -



varse a partir de viscoplasticidad.

En el Capitulo IV se emplean los modelos introdu
cidos en el capitulo anterior para formular las leyes constitu
tivas y el problema de valor de contorno en elasto/viscoplasti
cidad.

Se muestra también como deducir los principios
variacionales de minimo y los correspondientes funcionales de
dos y tres campos.

En el Capitulo V se muestra como arribar al es
guema numerico mediante el funcional de minima energia poten
cial conjuntamente con la aproximacion espacial obtenida via
Elementos Finitos y la aproximacidn en el tiempo mediante el
Metodo de Euler.

Finalmente se comparan soluciones exactas obteni
das en ejemplos simples de elastoplasticidad, creep secunda
rio y elasto/viscoplasticidad con las correspondientes solucio

nes numéricas aplicando el algoritmo elasto/viscoplastico.



CAPITULO I

PLASTICIDAD

Para determinados niveles de carga, el comportamien
to de numerosos materiales puede predecirse con bastante exac-
titud mediante el empleo de la Teoria de la Elasticidad. Sin em
bargo cuando las cargas superan dichos valores, conocidos como
limites elasticos, luego de la descarga permanecen deformacio
nes residuales denominadas deformaciones plasticas.

Con el auge en el siglo pasado del empleo estructu-
ral del acero .donde se hacen presentes sus propiedades elasto -
plasticas, comenzd el estudio por parte de investigadores de
los fendomenos plasticos.

Entre ellos cabe destacarse TRESCA que en 1864 intro
dujo la funcidn de fluencia que lleva su nombre, SAINT VENANT
que propuso leyes constitutivas para estados planos y LEVI que
generalizd las expresiones de SAINT VENANT para problemas tridi
mensionales.

A comienzos de este siglo, en 1913, von MISES formu-
la el criterio de plasticidad que lleva su nombre. Posterior -
mente Prandtl en 1924 incorpora las deformaciones elasticas en
problemas planos y Reuss en 1930 generaliza las ideas anterio
res para el caso tridimensional.

En los uUltimos anos la plasticidad ha atraide la a
tencidn de una amplia gama de investigadores tanto interesados
en los aspectos matematicos, como en la formulacidn de nuevas e
cuaciones constitutivas y aplicaciones de la teoria de la plas-

ticidad a problemas que el desarrollo tecnologico demanda.



En este capitulo se comienza analizando el comporta
miento de los materiales plasticos para estados de tensidn sim-
ple. Posteriormente se generalizan los conceptos anteriores pa
ra obtener las ecuaciones constitutivas en elastoplasticidad pa
ra estados complejos de tensidn.

Si bien existen otros caminos para postular las ecua
ciones constitutivas, se escogio el anterior, puesto gque con el
se da enfasis al aspecto mecanico que estamos interesados en re
saltar. Se presentan casos particulares de la funcidn de fluen
cia y sus correspondientes leyes plasticas.

Luego de estudiar las leyes constitutivas se formula
el problema de valor de contorno en elastoplasticidad y se dan e
jemplos simples en los que es posible obtener soluciones exac -
tas.

Finalmente, haciendo uso de las propiedades de las
leyes constitutivas plasticas se muestra como arribar a los
principios variacionales de minimo en velocidades de deforma-

cidn y tension respectivamente.

T.1. Comportamiento plastico de materiales en estados simples

de tension.

Comenzaremos nuestro estudio observandc el comporta-
miento mecanico de los materiales cuando sometidos a un estado
de tensidn homogéneo simple.

Un ejemplo clasico de lo anterior es el caso de Dba
rras ensayadas a traccion, donde es posible efectuar mediciones

experimentales.



El resultado de los ensayos es representado en un
diagrama tensidon deformacidn (T;,, E;;) donde T, es conocida co
mo tensidén nominal y corresponde a la tensidn en una probeta re
ferida a la seccidn transversal inicial y E;; es la deformaciodn
especifica relativa a la longitud inicial.

Si la barra ensayada es de acero conformado en frio
o una aleacidn de aluminio, la relacidn tensidn deformacidn tie
ne en este caso la forma indicada en la figura I.l.

La relacidon tensiodn
deformacidn es inicialmente 1i
neal y a partir de un valor - LTS
T, (tensidn de proporcionali - f
dad) la pendiente de la curva (
decrece monotonamente hasta al { B

_r'.AY
canzar la falla, después de pa TH--—L
- 1]

|

|

I

~
—<

sar por un valor maximo de Tii. {
La determinacion de /
la tension de fluencia T¥1 en ! —— mat. ductil

3 -——- mat. fragi
este caso estd asociada a la / t. tragil

sensibilidad de las maguinas E,
de ensayo para detectar defor-
maciones permanentes. General- fig.I.l.
mente se adoptan criterior estandarizados que establecen que
T, es la tensidn para la cual corresponde una deformacidn per
manente previamente estipulada.

De acuerdo a la forma del diagrama tension deforma-
cidn los materiales se clasifican en ductiles cuando son posi-

bles deformaciones significativas despué&s de alcanzar la ten-

sidn Ty, y fragiles en caso contrario. figura I.l.



A seguir veremos qué sucede con el ensayo de trac-
cidn cuando cargamos y posteriormente descargamos la barra. Si
sometemos nuestra barra a un proceso en que la carga aplicada
crece continuamente hasta un valor y luego decrece hasta el va
lor cero, segin el nivel de carga el comportamiento sera dife -
rente. Si la descarga se inicia antes de alcanzar el valor T¥1
la barra retorna a su configuracion inicial. Sin embargo , si
el valor de T¥1 es superado y descargamos la barra, observamos
gue la pendiente de la curva descarga es sensiblemente idéentica
a la pendiente inicial de la curva T;;- E;; y gue la barra no
vuelve a su configuracion inicial. figura I.2.a. La presencia
'de esta deformacidn permanente es una de las caracteristicas fun
damentales que permiten distinguir la plasticidad de la elasti-
cidad.

Si terminando el proceso anterior en que T,;crece mo
notonamente hasta T%l y luego decrece monotonamente hasta el va
lor cero (punto C. figura I.2.a), procedemos a cargar nuevamen
te la barra, la pendiente de la curva de carga CD es sensible-
mente idéntica a la pendiente inicial de T;;- E;:1. Como se pue
de observar en la figura, se produce un pequeno ciclo de histe-
resis y si el proceso de carga continta mas alla del punto Y' ,
se tiene una curva idéntica a la curva T;:- Ei: obtenida a par-
tir del punto A por un procesc de carga.

Por lo tanto la interrupcion de la curva mondtona de
carga por una descarga afecta muy poco las subsecuentes deforma
ciones. Tambié&n cuando las cargas no son ciclicas es comin des
preciar el ciclo de histeresis como también las pequenas dife
rencias en las deformaciones existentes en las proximidades de

los puntos de descarga. Con estas suposiciones la curva carga
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v descarga T;,- E,;, idealizada resulta la de la figura I.Z2.b.
Otros materiales tales como el acero dulce para de
terminado rango de deformacidn, se comportan en un ensayo de

traccidn simple como indica la figura I.3.

A los materiales que presentan este tipo de comporta
miento se les denomina plasticos ideales en contraposicidn a
los anteriormente descriptos que se les conoce como plastices

con endurecimiento,

De los resultados de los ensayos de los materiales
gue denominamos plasticos con endurecimiento surgen las siguien

tes observaciones:

1) El1 nivel de tensiones T;, no es suficiente para de

finir el estado de deformacidn E;;. A un mismo va



fig.I.3.

lor T;: le pueden corresponder diferentes valores
de E;; segln las veces que el material fue carga-
do v descargado figqura 1.2.yv 3. (Dependencia de

la historia).

2) La relacidn entre T11y E11 tanto en un proceso de

4)

carga comc de descarga no depende de la velocidad

con la cual se realiza dicho proceso (Independen-

cla respecto a la velocidad del proceso).

En el estade inicial del material existe un valor
denominado tensidn de fluencia T¥1 gue limita el
comportamiento elastico. Si el nivel de tensidn
T,, verifica que T;:< Y, cualquier modificacidn
de la carga o descarga + dT;;produce deformacidn
exclusivamente elastica.

Si en el estado T,;, coincidente con 1la tensién]i



6)

7)

8}

10

mite Ty, = T¥1, disminuimos la tensidon en dT;,;.,el
material se comporta elasticamente y si aumenta-
mos la tension en dT;; recorremos la curva ten-
sion deformacion en direccidn creciente.

Al alcanzar un nuevo punto en la curva esfuerzo
deformacién, tenemos dos posibilidades, aumentar
la carga y por consiguiente continuar recorriendo
la curva esfuerzo deformacidon o disminuirla con
lo que se produce un proceso elastico.

El limite eldstico inicial del material T, se mo
difica cuando luego de haber alcanzado la tensidn
de fluencia inicial se produce un proceso de car
ga.

El comportamiento del material se modifica toda
vez que se producen deformaciones plasticas. Lo
anterior lo caracterizamos diciendo que el mate
rial depende de la historia.

Existen en el diagrama tensidn deformacion dos zo
nas diferenciadas una de valores (Ti:1, E:1:1) inac-
cesible y una zona accesible gue mediante la com-
binacion de carga y descarga cualquier punto pue
de ser alcanzado. La curva limite de ambas regio
nes es el propio diagrama, que solamente puede ser
recorrido cuando estando en &I, se produce un pro
ceso de carga.

Dado un estado {(Ti1:1, E::1) dentro de la regiodn ac
cesible siempre es posible descomponer la deforma
¢idn E;; en la suma de:

e
Ei1:1= Eva+ E?l
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donde ES, = £ 7., , E mddulo de elasticidad
C

De lo anterior se sigue que la deformacion plasti
ca E?l puede ser cobtenida como la diferencia en
tre la deformacidn total y la deformacidn elasti-
ca. Ef 1= E - E?l. Resultando la deformacion plas
tica igual a la deformacidn toal cuando la tensidn

se anula o sea cuando se descarga la barra.

I.2. Generalizacidn para estados multiples de tensiomn.

Con las propiedades enumeradas anteriormente procede
remos a construir la estructura general de las ecuaciones cons-
titutivas de la plasticidad para estados complejos de tensidn de
formacidn. Esta generalizacidn debera preservar las caracterig
ticas esenciales observadas en el comportamiento de los materia
les cuando sometidos a estados simples de tensidn deformacidn®®.

En el caso de estados multiples de tension admitire-
mos gue el estado en gue se encuentra un punto estd definido por
la terna ordenada T,Ep,h donde T es el tensor de tensiones, EP
la deformacidn plastica y h un parametro mondtono creciente que
mide la historia del proceso.

Estamos interesadeos a seguir en definir las caracte-
risticas de un material plastico mediante el establecimiento
de":

a) Un criterio inicial de fluencia que permita individualizar
la transicidn inicial entre comportamiento elastico y plas-
tico.

b} La forma en que dicho criterio inicial se modifica en fun-
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cidon de la historia.
¢) Y las leyes constitutivas que permitan definir para cada pun
to T, Ep, h vy para cada incremento de carga dT el corres -

pondiente incremento de deformacidén plastica. dEP.

Comenzaremos estableciendo las caracteristicas de los
procesos que pueden ser realizados en un material elastoplasti-
co. Para ello generalizaremos los conceptos establecidos en el
caso de una dimensidn, admitiendo que en el espacio T, Ep, h es
posible distinguir dos zonas, una de estados accesibles y otra
de estados inaccesibles® . Para ello introducimos wuna funcidn
£f = £(T, Ep,h) denominada funcion de fluencia que nos permite

definir ambas regiones:

£(t, EP, h) = 0 region accesible

£(T, E®, h) > o0 region inaccesible

En el estado inicial EP= 0 y h = 0 la funcidnde fluen
cia nos permite definir también la regidn elastica y la  condi

cion inicial de fluencia:

IN

£(T,0,0) 0 region elastica

£(T,0,0) = 0 condicion inicial de fluencia

Si estamos en un punto del contorno de la regidén e
lastica inicial £(T,0,0) = 0 y realizamos un proceso de carga,
nos movemos sobre la superficie de fluencia hasta alcanzar un
nuevo estado £(T, EP, h) = 0, al igual gue en el casc wuniaxial
gue nos moviamos sobre la curva experimental.

Para una historia fija (Ep, h) constantes, la condi-
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cidn £(T, EP, h) € 0 nos determina en el espacio de tensiones
la regidon elastica.

Analizaremos a seguir los diferentes procesos que se
pueden realizar cuando se estd en un punto de la regidn elésté
ca f(T, EP, h) < o.

Si el punto es interior a la regidn, ‘£ (T, EP, h) <0,
cualquier proceso dT no modifica los valores de EP y‘H r por
lo gue se dice gue el proceso tanto en carga como en descarga

es elastico.

£(T+aT, EY, h)< 0

Si el punto estd en la superficie de fluencia f(T,EF,
h) = 0 pueden suceder tres posibilidades cuando se modifica la

tension T en un valor 4T.

a) Proceso de descarga. En este proceso la historia permanece
constante (AEP = 0, @h = 0) y f(T+dT, EP, B) < 0, luego se

tiene gue:

df

Il
'_h

7 dT < 0

EP,h = Ctes
b} Proceso neufro. Si bien la historia tampoco se modifica en
este proceso, el nuevo estado (T+dT, Ep, h) permanece sobre
la superficie de fluencia, es decir: £{T+dr,EP,h) = 0, de
donde resulta que:
df = f dT = 0

EP,h = Ctes
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c) Proceso de carga. En estos procesos por definicidon la histo
ria se modifica y el nuevo estado (T+dT, EP+dEP, h+dh) perma

nece sobre la superficie de fluencia:
f (T+aT, EP+dEP, h+dh) = 0

¥y a su vez, los incrementos dT son tales que

f dT > 0.

e
Tendremos en cuenta lo anterior para dar la forma ini
cial a nuestra ley constitutiva.
Segun fue observado, deformaciones plasticas sdlo ocu
rren en procesos que meodifican la historia. De acuerdo a la es
tructura que traemos, lo anterior puede expresarse matematica -

mente en la siguiente forma:

aeP = 0 si : £(7,EP,h) < 0
£(7,EP,h) = 0 , £,.dT = 0
aeP # 0 si £(r,EP,n) =0 , £,.dT > 0

por lo gue se puede admitir que:

aeP = g(r,EP,h,dT)

En el caso particular que dT = 0 se verifica la condicidn fT.dT=

= 0 , por tanto la funcidn £(.) deberd ser tal que:

£(T,EP,h,0) = 0

Teniendo en cuenta que el comportamiento plastico se

caracteriza por ser independiente de la velocidad con que se rea
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liza el proceso, la funcidn E(T,Ep,h,dT) debera ser homogénea

con respecto a la variable dT, es decir:
£(r,eP,h, AdT) = Ag(T,EP,h,aT)

Lo anterior nos permite expresar la ecuacidn constitu
tica en teérminos de derivadas respecto al tiempo de la deforma-

cidén plastica y de la tensiodn:
gP = pP = g£(1,EP,hT)
Admitiendo que pP es lineal en é se sigue que:
pP = K (T,EP,h) T

donde K es un tensor de cuarto orden funcion del estado (T,Ep,
h).
Tambien fue observado gque dEp(Dp) debe anularse en

todo proceso neutro o sea cuando fT.dT = 0(f,.,.T = 0). Una mane-

T
ra simple de satisfacer lo anterior es admitir gque la funcidn K
tiene la forma:
XK (T,EP,h) = % (g @ £.)
! ! G T T
donde g = g(T,EP,h) es la funcidn potencial plastica y G =
= G(T,Ep,h) es un escalar relacionado con el estado.

En efecto, aplicando la propiedad del producto tenso-

rial se sigue que:
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I.2.1. Postulado de HILL y sus restricciones sobre la ley cons

titutiva plastica.

Asi como en elasticidad es necesario realizar algunas
hipOtesis sobre el tensor de elasticidad para asegurar que las
soluciones de problemas de valor de contorno en esta teoria saﬁl
bien comportadas (unicidad, etc), en plasticidad tendremos gque
introducir en las ecuaciones constitutivas una hipdtesis conoci
da como Principio ded Thabajo PRastico Maximo de HiLZ.

Este principio puede enunciarse como sigue:

Para una histonia (EP, M)y un incremento de deforma -

cion plastica dado AEP(DP), fa tensiin asociada T ,

£(T, B, h)= 0, se distingue de todas Las otras tLen-

siones compatibles con La histonia actual Ta, f(Ta,

EP,h) = 0, por La nestriccidn que el trabajo pldstico,

T. AEP(T.DP) durante dicho inchemento sea ef mayor de

fodos:

T.deP > 1% ggP

El principio de trabajo maximo introduce restriccio -
nes en las ecuaciones constitutivas ya formuladas, gque consis

ten en:
1) la regidn elastica £(T,EP,h) £ 0 es convexa.

2) aeP = ax £, (OP = ifT) donde @i 2 0

Introduciendo estas restricciones en la ley constitu-

tiva se tiene que:

e
H
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por lo gque resulta G > 0.

I.2.2. Ecuaciones constitutivas para materiales idealmente plas

ticos.

En las secciones anteriores fue presentada la estruc-
tura general de la ecuacidn constitutiva en materiales con endu
recimiento por deformacion como asi también, las restricciones
impuestas por el Principio del maximo trabajo plastico sobre es
ta estructura.

En esta seccidn presentaremos la estructura de la e
cuacion constitutiva correspondiente a lo gque hemos llamado ma
teriales idealmente plasticos . Para ello consideraremos el
comportamiento de un material idealmente plastico como un caso
limite del comportamiento de un material con endurecimiento.

El comportamiento de un material idealmente plastico
se caracterizaba por tener una curva tension-deformacidn con un
‘tramo horizontal, cuando sometido a un ensayo simple como el del
ensayo de traccidn de una barra (figura I.3).

Dentro de la estructura creada para materiales con en
durecimiento, lo anterior equivale a decir que la superficie de
fluencia es independiente de la historia recordada.

Diremos que un material es {deafmente plastico o per
fectamente plasitice si la funcidn de fluencia f es independien
te de la historia recordada.

De esta manera la regiéﬁ elistica £ = £(T) € 0 define
los posibles (accesibles) estados de tensidn gue un punto mate

rial puede alcanzar cuando sometido a algln proceso. La region
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f(T) > 0 define los estados de tensidn que no podran ser alcan-
zados (inaccesibles) por ningun proceso.

Notamos asi una diferencia sustancial entre materia-
les idealmente plasticos y materiales con endurecimiento. En es
tos ultimos, esﬁados exteriores a la region elastica pueden ser
alcanzados a traves de algln proceso que modifique la historia.

La determinacién de la forma de la ecuacidn constitu
tiva para materiales idealmente plasticos, es conveniente reali
zarla considerandola un caso limite de las ecuaciones constitu-
tivas para materiales con endurecimiento® . En efecto, conside-
remos un material con endurecimiento, luego la funcidn de fluen

cia es de la forma:
f = £(T,cEF,ch)

donde ¢ es un escalar positivo. Estudiando las ecuaciones cons-
titutivas para este material cuando ¢— 0, arribamos a las ecua
ciones constitutivas (ley asociativa) para un sélido idealmente
plastico!:

Si £(T) < 0

0 si £(T) =0 v fT.T < 0

AL si £(T) = 0 v f£_..T =20

P
P T

donde A2 0 es indeterminado.
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I.3. Ecuaciones constitutivas en elasto-plasticidad.

Presentaremos aqui las ecuaciones constitutivas para
un material elastoplastico. Las mismas son obtenidas a partir
de los resultados alcanzados en secciones anteriores.

De la misma forma que en el ensayo uniaxial descompo
niamos la deformacion total en una parte plastica y otra elasti

e ? . e
ca (E;;= E71 + EY;), en nuestra generalizacion tendremos:
El tensor velocidad de deformacidon D se descompo-

ne en:

La parte eldstica de la velocidad de deformaciodn

esta relacionada con T a traves de:

r=DpDd° ,p%=>p Tt

La parte plastica DF estd definida por:

i) Matexriales con endukecimienito.

si £(T,EP,h) < 0
pP = ¢ )

0 si £(7,EP,h) = 0y £, T

N
o

.
.

DP = if_ = i(f & £ )T si £(T,EP,h) = 0
T G'T T ! !

vy fT.T z 0

con G> 0y A = £..T/G 2 0 determinado.
ii) Matendiales idealmente plasticos.

si £(T) < O
pP = ¢ ,
0 gi £(T) =0 v £f,.T <0

pP AEp sif(T) =0 y f .T =0



20

con A ® 0 indeterminado.

Hasta aqul hemos presentado las ecuaciones constitu-
tivas gue definen D en funcidon del incremento %. En el caso de
materiales idealmente plasticos estas relaciones quedan indeter
minadas en virtud de la indeterminacidn en el coeficiente i.

Debemos obsérvar gue la ecuacidn constitutiva que nos
relaciona é en funcidon de D no presenta las dificultades ante
riores como era natural esperar.

Para obtenerlas observamos que en todo proceso con de
formacidn plastica (A > 0) resulta:

D D=DM%+0P) =71 +

e

I)fT

multiplicando ambos miembros escalarmente por fT vy recordando

que cualgquiera sea el tipo de material AG = fT.T ;, tenemos:

luego:

£

Dl
H

o+ DD/(G + £,.D £y)

Como vemos A estd siempre bien definida en  funcidn
de D, tanto para materiales con endurecimiento{(G > 0) como para
idealmente plasticos (G = 0).

Con este resultado no es dificil obtener la siguien-

te expresion:
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i Df_ 8 Df
T=(]D— T T)D=T]')ePD
G+ £,.Df,

donde el tensor de cuarta orden elastoplastico D P estd defini

do en funcion del estado (T,Ep,h), en el caso de materiales con

endurecimiento, o simplemente en funcidn del estado actual

tensiones, en el caso de materiales idealmente plésticos.

de

La expresidn anterior (valida para materiales con o

sin endurecimiento) fue deducida solamente para Dp# 0. Los
tros casos pueden ser inclulidos en una sola expresion de la

guiente forma:

Df_ & IDf_ -«
T = (I) - I T )D
G + fT.I)fT

donde para materiales con endurecimiento:

«a =1 si £(r,EP,h) =0 ¥y £,.T 20
si £(T,EP,h)< 0

0 si £(7,EP’,h) =0 y £_.T< 0

v para materiales idealmente plasticos:

o = 1 si £(T)

1

0 y fT.T =0

si £(T)

1

0 v fT.% < 0

A
o

0 si £(T)

Las expresiones anteriores definen ¢ en funcion

T. No resulta dificil expresar o en funcidn de D°. En

caso de materiales con endurecimiento resulta:

@« =1 si £(T,EP,h) =0 vy £,.-DD >0

o

s1i

de

el
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si £(T,EP,h) = 0 vy £,.DD < 0

0 si £(1,EP,h) <0

vy para materiales idealmente plasticos:

0 y £,.DD 20

si £(T) =0 vy fT.I)D < 0

o = 1 si £(T)

0 si £(T) < O

Con estos resultados podemos reescribir T en funciodn

de D:

donde o estd definido en funcidn de D.

La "inversa" de esta ecuacidn constitutiva toma la

forma:

i) Materiales con endurecimiento:

£.08 f. .
D=]Dl+u—-']1—(—;-—T—T

a definido en funcion de T

ii) Materiales idealmente plasticos:

D=De+Dp=]D_lT+a>'\fT

con A = 0 indeterminado v o definido como en el

[

tem i.
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I.4. Algunas funciones de fluencia.

Segin fue observado, la superficie de fluencia podia

expresarse matematicamente a través de:

£(T,EP,h) =0

donde (T,EP,h) es el estado actual en que se encuentra el punto
material que se estad analizando. La superficie de fLuencla ind
cial podra expresarse como funcion solamente del estado de ten
siones. Lo anterior, supone que el cuerpo en su configuracidn
inicial se encuentra en un estado virgen, es decir, sin deforma
ciones plasticas. De esta manera, la superficie inicial de fluen

cia podra expresarse como:

£(T) =0

Si suponemos ahora que el material es isotropico, la

funcion f deberd ser isotrdpica, es decir:

£ = E(T) = £(I,,I,, I,)

donde los Ii son los invariantes principales del tensor T:

I, =tr T, I, = 5(tr T~ tr’T) , I, = det T

o[ =

En lo que sigue no haremos distincidn entre f y f.Re
cordando que T = S + (tr T)I/3 , S tensor desviador, y designan

do con:



24

J; = tr 8§ =0 ,J2=%S.S, J3=detS

los invariantes de S, es posible expresar I;, I; en funcidn de
I,, I, v I3
1

1
= + — 3 -
I, =J5 + 55 11 - 3 ids

H

(3]

[}

o]
N

|
L =
-

—bD
-

De las expresiones anteriores, la funcién de fluen -

cia inicial puede reescribirse de la siguiente forma:

£ = £(I,,32,J3)

Ahora bien, los efectos de la presidon hidrostatica sobre la su
perficie de fleuncia y deformaciones plasticas son bien conoci-
dos a partir de los trabajos de BRIDGMAN. En el caso de meta

les £ resulta independiente de I: por lo que:

f - f(Jz,JS)

Si en el espacio de tensiones adoptamos como sistema de referen
cia el de las direcciones principales de T no resulta dificil
mostrar que £ = £(J2,J3) = 0 es un cilindro de generatriz parale
la a una recta igualmente inclinada respecto a estos ejes (figu-
ra I.4).

Dado que la superficie de fluencia es independienté
de la presion hidrostatica, bastara estudiar lo .gue ocurre so
bre la interseccion del cilindro con el plano, cuya normal es la

recta igualmente inclinada respecto a los tres ejes. Este plano
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es llamado plano octahédrico.

Ta

plano octahédrico

Figura I.4

I.4.1. Criterio de fluencia de von Mises.

En el ano 1913 von Mises introdujo un criterio ini
cial de fluencia gue actualmente lleva su nombre:
1f2°

Jz"'}(o=0

donde X, €8 una constante cuya interpretacion fisica es la si

guiente:
Xo = ™, = 7{,/V/3

donde T¥1 vy ng son las tensiones de fluencia en traccidn sim
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ple y corte purc respectivamente.

Para definir las ecuaciones constitutivas asociati -
vas correspondientes al criterio de von Mises precisamos calcu-

lar fT:

a4 su vez:

Luego, la ley asociativa correspondiente al criterio de von Mi
ses y materiales idealmente plasticos toma la forma:

1j2

siJ, - x <0
pP = 0 ©
1)2 .
0 si J, - Xy~ 0 v 8.5<20
p BT
D =i Ei_ si J, - X~ 0 v S.5 =20

S R
D D 5
de donde:
. V2
A= 2L2 r L2 "%Dp. Dp
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decir,i = i(Dp) esta definido en el espacio de velocidades

deformacion plastica para todo DP no nulo. A su vez:

/2
2L,
DP = s
ZXO
donde:
P
- Py - D
S—S(D)—XOT
L,
las expresiones anteriores podemos concluir que:

1/2 * -
Toda vez que J, - y = 0 y 5.5 = 0 la ecuacion de von Mises
0

pP = Dp(S) = iS/2X {(definida en el espacic de tensiones)

o}
gueda indeterminada en virtud del coeficiente j. No ocurre
lo mismo con la ecuacidn "inversa" $ = S(DP) que estda bien

definida en el espacio de deformaciones para todo DP # o.
Para todo DP # 0 la ecuacion S = S(Dp) satisface:
J, =y =20 Yy §.5 =20

En efecto:

(1 s s)lh _ (1 Xé Dp Dp)VZ _ =0
2 7" Xo 2 L, i Xo Xo Xo
~ - 1d _1ld 2y =
5.8 = > dt {(5§.8) = 5 at (2X0) =0

Mas adelante cuando veamos las ecuaciones consti

tutivas para materiales viscoplasticos haremos referencia a es

tas

expresiones.
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I.4.2. Criterio de fluencia de Tresca.

Ademas del criterioc de von Mises, otro criterio
conocido con el nombre de criterio de Tresca, ha sido utilizado
tambi&n con eéxito en numerosas aplicaciones, fig. I.4.

Para expresar este criterio es conveniente recor
dar gue por isotropia la superficie inicial de fluencia podia

expresarse en funcion de los invariantes de T:
f(Ilt IZI I3) =0

Recordando que los 1, pueden ser escritos en fun
cidn de los autovalores de T, gque llamaremos T,, T, v T3 , la

expresion anterior toma la forma:
f(T1, Tp_, Ta) =0

Admitiendo que las tensiones principales verifi-
can la relacion T3 > T, > T; el criterioc de fluencia de Tresca

puede ser expresado por:
T, - T, =Y =TY,
Teniendo en cuenta gue en el caso de plasticidad

ideal asociativa DP = AfT , en componentes la relacion anterior

resulta:
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I.4.3. Ley no asociativa de von Mises-Tresca.

A esta ley se arriba adoptando como criterio de
fluencia el criterio de Tresca y como funcidn potencial de plas

ticidad la funcidn:

De ahi el nombre de ley no asociativa de von Mises— Tresca.
Teniendo en cuenta que en el caso de plasticidad
ideal no asociativa DF = igT Yy gue en nuestro caso gp= S, la

ley constitutiva resulta:
pP = {1 s

gue en funcion de las direcciones principales conduce a:

De estas expresiones se deduce que _i estd da-
do por:
p§ - of

I

Admitiendo que las tensiones principales veri-
fican la relacidon T3 > T, > T; el criterio de fluencia de Tres-

ca puede ser expresado por:

T, - T, =Y =T,

Teniendo en cuenta que T3 - T, = S; = §; e introduciendo la cri

terio de fluencia de Tresca en la expresion de A se arriba a que:
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La expresidn de A en funcidon de las componentes
de DP permite obtener la ley constitutiva inversa de la ley de
plasticidad ideal de von Mises-Tresca:

Y Dp

g = —

pt - p¥

Expresiones semejantes pueden obtenerse para las otras relacio-

nes entre las tensiones principales T:, T2, Ts.

I.5. Algunos problemas simples de valor de contorno en elasto -

plasticidad ideal.

Dentro de las hipdtesis de deformaciones infini-
tesimales a temperatura constante, designase como probfema de
valon de contoanc (p.v.c.) en la teoria cuasi-estatica de la e

lastoplasticidad, al problema de determinar en el instante t

los campos T, D vy v que satisfacen las siguientes ecuaciones?:
. Ecuaciones de equilibrio:
div T + b =0 en
Ecuacdiones cinematicas:
D= ()% = S(vv+W) = (W)°  en 0

. Ecuaciones consitldtutivas:
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) Df_ & DFf
—(JD-a- T T

)D en 1,0 definido enel
G + fT.IJfT

parrafo I.3.

. Condiciones de contoano
Tn = a en FT

en T
u

<
{
el

donde B<it, adt yudt son los incrementos dados al siste
ma de fuerzas y al desplazamiento prescripto respectivamente. {0
es la regidn ocupada por el cuerpo y FT, Fu son las partes del
contorno de ¢ donde estan prescriptas las tensiones y los des
plazamientos.

En esta seccidn presentaremos tres ejemplos de a
plicacidon del p.v.c. anterior. Cada uno de ellos es analizado
para una ley constitutiva particular que posibilitara, en cada
caso, arribar a la solucidon exacta del problema planteado. Cada
problema es analizado para diferentes niveles de carga, el pri
mero corresponde al 1limite elastico y el ultimo al limite plas
tico es decir, la carga para la cual la estructura esta total -
mente plastificada.

Las soluciones gque a seguir obtendremos serén,pog
teriormente comparadas (véase Capitulo V) con las scoluciones a
proximadas obtenidas mediante la formulacion variacional elasto/

viscoplastica conjuntamente con el Método de Elementos Finitos.

EJEMPLO 1. Esfera hueca con presdion interna.

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio inter

no r; y radio externo r_ , sometida a una presidn interna p*’
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y constituida por un material que satisface el criterio de von
Mises.

Debido al tipo de simetria del problema empleare
mos coordenadas esféricas. Para este ejemplo el p.v.c. consis-

te en el siguiente sistema:

dT T - T
a~£ + 222 =0 (ec. de equilibrio)
r r
E = g-g=%,E =E_=E_ =0 ( cinematica)
r dr * "¢ 8 r ' T¢r ro 730 ec. cine
Tr(ri) = -p , Tr(re) =0 {cond. de contorno)

donde u es el desplazamiento en la direccidn r.

Ahora bien, si p e[:O,pge:], donde pﬂe es llama-
da de limite elastico, el comportamiento de la esfera es pura -
mente eldstico. Supuesto un material elastico isotrdpico  ten

dremos que la integracidn del sistema anterior conduce a:

r 3 LT 3 -
Tr oa[:(r) l:‘ ! ch o 2 (r)+l_J
1 1 el
= I 1 X (€
v a [:3K + ! (r )_J
donde:
t
K = —0m—— es el mdodulo de deformacion volumetrica
3(1-2v)
r 3
a = (Es) -1
i

! . . = fe .
Para la determinacion de la carga p recurrimos
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a la expresion del criterio de fluencia de von Mises que para

este problema toma la forma

donde Y = T?l. Sustituyendo las expresiones de T¢ Yy ’I‘r en la i

gualdad antericr tenemos:

r 3

P &y -y =
o () ¥ =20

po| o

Dado que el maximo de re/r se verifica para r = ri, los prime-
ros puntos a alcanzar la condicion de fluencia son aquellos pa

ra los cuales r = r,. Luego:

Sip e[:ple, pgp:]tenemos que la esfera tendra un comportamien-
to elastoplastico, existiendo un valor de r, r=c, tal que para
todo punto r., =r =c se verificara el criterio de fluencia de
von Mises (regidn plastificada).

La integracidon del sistema es ahora mas complica
da y puede verse en detalle enf’ , la respuesta en la regidn

r e[ﬁi,c lesta dada por:

p

P = 2YL(re/ri)
_ 2 c c >
Tr = -3 Y|:3L('f) + 1 - (Ar—) __J
e



34

-v ¢ B c c 3]
— (Z) - 2K| 3L () +1 - (&) }
r (z B r r,

donde L(.) representa el logaritmo neperiano.

En particular, haciendo uso de los resultados an
teriores y para relaciones re/ri = 1.5 v 2, hemos determinado
las tensiones y desplazamientos correspondientes a seis niveles
de presidn p que van desde el limite elastico er hasta el 1limi

p

te plastico pg . Las distribuciones de tensiones Tr y T, 6 para

¢
diferentes grados de plastificacidn, dados por la relacidn c/ri
son presentadas en las figuras V.2. , V.3. Igualmente la pre-

sidn p, los desplazamientos Luri) vy u(re) son también grefica =-

dos en las figuras V.4. y V.5.

EJEMPLO 2. Tubo circulan infindifo

Consideremos un tubo circular de pared espesa SO
metido a una presidn interna p, constituido de un material ideal
mente plastico que satisface la ley de Tresca’’”.

Dado el tipo de simetria del problema hemos adop
tado coordenadas cilindricas con el eje z coincidente con el e
je del cilindro.

El sistema de ecuaciones a integrar consiste en:

dTr dTZ

rgg v T, - T, = 0, gz =0 (ec. de equilibrio)
E:@ E:E E = F = E =E =0 ( i ‘t)
r ~ ar ‘' Eg r * Erg 6z ar = By ec.cinemat.
Tr{ri) = -p ., Tr(re) =0
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Nuevamente, como en el ejemplo de la esfera, si

P e[:o,pge:] la respuesta es elastica:

2
— T r - 3

e _ _ B &y . e _ P _€ e _ 2Vp
Tr a[_(r) I:I'Te ocI:(r) +1]'Tz o

e r:
s = 2 (l+\))r—e—+(l—\)— 2\)2)r:|

Ea
r, 2 r 2
PP =doar b, 0= D -1
e i

Si p e[:pﬁe, pgp:], existe una regidn rié r £ c

plastificada donde la integracidon de las ecuaciones anteriores

conduce a:

p_ Y[ e yi4 . c p_Y[ c,? _ 91
Tr—z[(re) 1 2L (r)],Te 2[(re) + 1 2L (r)

P -
TZ \J(Tr + Te)

r

- 2
up=MY%{(l -v)c2+12“r2[(c—) -1+ 2L (é):l}
e

Supongamos ahora que el cilindro fue sometido a
una presion p > pge y posteriormente descargado hasta p = 0. En
este caso, quedaran en el cilindro tensiones y desplazamientos
que llamaremos de residuales.

Para determinarlas hay gue teher presente Qque p
alcanza un valor:

Le

Y c ,? c ]
<cp=x21- () +21n&E
P 2 2[ T )
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vy la descarga p* = -p lleva al cilindro a la condicidn de carga
mento nulo. La descarga se realiza, en este caso, en regimen e

lastico y produce las tensiones y desplazamientos sigquientes:

r ? : — r 2 *
S <l ) - l_], 4 - B2 (=S) + 1:]; T = 2vp*
r o r ] g o | T z o
a * rg 7
= P- _& —
u aE[(l-ﬂn = + (1 v)r_

D 4 c ,? c
donde p* = ——[:l - (f_) + 2L (;I):}.

Superponiendo los estados p y p* se obtienen las

tensiones y desplazamientos residuales:
_ mi d _ i . :
™, =T, + T, , u =u + u y J =r,0,2; 1 =1¢e,p

vy donde T§ es la tensidn residual Tj y el Indice i resulta:

IN
I~

N
N

Los resultados anteriormente presentados fueron
graficados, para distintos niveles de plastificacidn y para re/

/ri = 2 , en las figuras V.6 a V.1l0.

EJEMPLO 3. Ddisco hueco girande a velfocddad constante.

Un disco hueco de espesor constante h, radio in
terno r.y radioc externo r, gira alrededor de su eje a veloci -

dad constante '’ r €l material satisface la ley de Tresca.
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Como el espesor es pequeno en comparacidn a su
diametro y por otra parte la fuerza de inercia, que es la lnica
que consideraremos, estad uniformemente distribuida en el espe
sor, el estado de tensiones en el disco puede ser aproximado me
diante un estado plano de tensiones.

Dada la simetria del problema, usaremos coordena
das cilindricas r, 6y =z.

El sistema de ecuaciones a integrar resulta:

= — :}-1— = — = — = i
E = , E = E ' Eer Erz Eze 0 (ec.cinemat.)

con las condiciones de contorno:

Tr(ri) = Tr(re) =0

y donde u,v son las componentes del desplazamiento en las di

recciones r y z respectivamente.

Asi como en los ejemplos anteriores existian car

gas pQ’e Yy pgp, que permitian distinguir el comienzo del proceso

plastico (pze) y el instante en gue la estructura se encuentra

totalmente plastificada, en este ejemplo si la velocidad de ro

tacion del disco w se encuentra en el intervalo[ 0, wge:]eldig
co se comporta como elastico y si © e[:wle'wﬂp:] el disco se

comporta como elastoplastico y para w = w se encuentra total

Lp
mente plastificado.
Suponiendo w €0, mgé] la integracidn del sis-

tema de ecuaciones conduce a *°



e 3+v 2 réri
_ 2 (..2 -
Tr = g Pw (re + r r )
r
2.2
rir
Tg — 2%2 pwz(ré L op2 o4 &3 1+3v r?)
r? 34+v
e _ 3+v 5 _ 2 2 1+v 5 o _ 1-v?_,4
u = =— pw?[(1-v) (r? + ri)r + = rirl -sor ]
8t
2 _ 4¥
Yoo T

p[:(3+v)ré + (l—v)r;:]

Ahora bien, si w 8[@26, wzp:] la integracion del

5

sistema es mas complicada y puede verse en detalle en . Den

tro de la region plastificada r, £ r £ ¢ los resultados a que

se arriban son los siguientes:

3

r, ;
P _ -1 L o2t 2
T, = Y(1l - ) + 3 pWw (r r)
P _
TB_Y
P_YX - - 1 pu?® s .
u’ = [ (1-vr r,L(r) ] + 3T (riL(r) 3 r’) +C,
y para la regidn elastica ¢ € r £ r,:
p© o(3wpw? ., _E . _E St
r 8 2(1-v) (1+v) r?
e (1-3v) pw? E E Cu
Tg =% £+ ———— C; + .
2(1~v) (1+v) r?
12 2.3 Cj Cy
u® =md-vipw'r’ 7 *

8E 2 r
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2
co = - [ A-vic - r,Lie) J- 3 & (riL(o) - 3 &) -
(l_\)Z)DMZ c3 Cs Cu
SE et

8 _(Yo-oy) -R(yo+¥y)

aC 4=
S{p=Y)+y (¢+y)—-2vyB
C, = Y (¢=B)+o (RB=y)
S{op=P)+vy(p+tu)—-2vB
ow?= —aY+8)+¥ (y=5)
S(o=y)+y (9+P) =2v8
a=_§‘“—15—-ﬂé:¥=—€"—'
2(1+v) 8 (l+y)c?
I,
§ = E 10'=Y(l—c_l} 'd}_—__l_'g?‘icz
(1+v)r?
r?

Si se frena un disco que alcanzd una velocidad de

giro superior al limite elastico, w > w, , quedan en él tensio-

Le
nes y desplazamientos residuales.

Sus valores pueden ser obtenidos superponiendo a
la solucion elastoplastica para la velocidad w la solucidn e
lastica correspondiente a la velocidad w* = -u.

Las distribuciones de tensiocnes radiales, circun

ferenciales y desplazamiento radial de un disco, con relacién
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de radios re = 4ri ; para diferentes velocidades w son presenta
das en la figura V.ll. Las tensiones vy el desplazamiento del
mismo disco cuando el nivel de plastificacidn alcanza el valor
c = 2.2 r, Y las correspondientes tensiones y desplazamientosre

siduales son graficados en las figuras V.15 y V.16.

I.6. Formulaciones variacionales en elastoplasticidad.

En secciones anteriores se pudo observar que soO
luciones analiticas de problemas en elastoplasticidad son sola-
mente posibles en un numerc reducido de casos simples.

Por tal motivo, las formulaciones variaciconales
equivalentes resultan de interées puesto que conjuntamente con
el Metodo de Elementos Finitos permiten obtener soluciones a
proximadas de los problemas que se presentan en elastoplastici-
dad.

Formularemos a seguir tanto para materiales ideal
mente plasticos como con endurecimiento principios variaciona-

les donde la velocidad v y la derivada de la tensidn T son las

incdgnitas.

I.6.1. Principios variacicnales donde v es la incdgnita princi

pal.

Introduciremos previamente el campe de velfocdda -
des cinematicamente admisibles:

Kin.v = {v* = v*(x) , regular, v¥ =1 en Fu}
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entre cuyos elementos v* estard la solucidn de nuestro proble
ma de valor de contorno y que designaremos con V.

Al campo de velocidad de deformacidn D* deducido
a travées de la ecuacidn cinemdtica D* = ( v*}° serd denominado
velocidad de deformacion cinematicamente admisdible.

Observese que el campo de tensiones i* deducido
a partir de D* mediante las ecuaciones constitutivas elastoplas
ticas no necesariamente satisface las ecuaciones de equilibrio.

Si designamos con f, D, V a los campos solucidn
de nuestro problema de valor de contorno y admitimos regulari-

dad suficiente en T , es facil mostrar la eguivalencia entre

nuestroc problema y el siguiente problema variacional:

Deteaminar v € Kin.v tal que La igualdad:

J ﬁ.(v* - v)ydq + J é.(v* - y)dr =
Q FT

- J T.(D* - D)dQ
Q

se verifique para cualquien v*€ Kin.v con Las con

dici{onesd rubsidianias:

T T(v) {(ecuacidn constitutiva)

I

s . = . -
D (Vv}™, D* = (Vv*)s, (ecuacion cinematica)

Por su semejanza con elasticidad al principio va
racional anterior lo denominaremos Prdincipio de La Petencia Via
tual.

A seguir mostraremos que existe un funcional 7 =
= m(v*) cuya minimizacion equivale al problema variacional ante

rior. Para ello recordemos gue tanto para materiales idealmen-
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te plasticos como con endurecimiento la siguiente relacidn se

verifica®

T*, D¥ — T, D - 2T.(D* - D) = 0

e igual a cero si y sdlo si D* = D,

Sustituyendo la expresidn anterior en el Princi-

pio de la Potencia Virtual se tiene gue:

J b.{v* - v)dq +J a.{v* - v)dr = J T.(D* -D}dQ €
9] r 0
T
- { Lo+ p* - T.D)a0
92

para cualquier v* € Kin.v

sigue que:

para cualquier

todo punto X €

nimo:

Reordenandeo terminos en la relacidn anterior se

m{v*) = J % é*.D* dg - J B.v*dﬂ - J a.v*dar =2
Q Q T
T
- J %T.D an - J b.v dQ - J 3.v dr = m(v)
0 Q0 r

v* € Kin.v y donde la igualdad se verifica si en
Q , v*¥ = v,

Arribamos por tanto al siguiente principio de mi

De todas Las velocidades cinemaficamente admisdi-
bles v* € Kin.v, aquella que hace minimo af fun
cional w(v*) , es La solucion del probfema de va

Lon de contorno en elastoplasticidad.
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Como se puede observar nuestro problema consis-
te en determinar el minimo de un funcional cuadratico, definido
en todo el espacio Kin.v. No obstante lo anterior el problema
es no lineal puesto que el coeficiente o gue aparece cuando ex

plicitamos la ecuacidon constitutiva T = T(D) depende de la pro

pia solucidn.

I.6.2. Principios variacionales donde T es la incognita prin-

cipal.

Introduciremos en este caso dos campos Est.T y

P.A.T gue nos resultarande utilidad.

Campo de velocdidad de tensiones estaticamente ad

misibles:

Est.T = {T = Sym ; divT + b =0 en Q,

T™Tn = a en TT }

Campo de velocidad de tensiones plasticamente ad

sdibles:

P.A.T = {T € Sym ; £(T) <0 , f('f.‘) =0

yfT.TéO}

A partir de los campos introducidos anteriormen-
te definiremos un estado de tensidn plastica estaticamente admi
sible gue designaremocs con éo-

En el caso de materiales idealmente plasticos

T° @ [ Est.T NP.A.T | en virtud que en este caso no son posi
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M

bles tensiones fuera del convexo de plasticidad £(T) 0.

En el caso de materiales con endurecimiento f €
Est.% puesto que estamos admitiendo que todos los estados de
tensidn son accesibles modificando la historia.

Nuevamente si designamos con i, Dyvala solu
cion de nuestro problema de valor de contorno y admitimos regu-

laridad suficiente es posible mostrar la equivalencia con el si

guiente problema variacional:

Deteaminar La tension plastica estaticamente ad

misible T, tal que La igualdad:

'J (T°- Tyn.u dr = J (1% T).D dQ
r

2
u

se verndfique para todo T° estaticamente admisi -

bfe, con La condicion subsidiaria D = D(T)

Por semejanza con elasticidad al principio ante
rior lo denominaremos Paincipic de £a Potencia Vintual Comple-
mentania.

Debemos notar que existe una diferencia fundamen
tal segiin que el material sea idealmente plastico o plasticec con
endurecimiento. En el primer caso ° e [ Bst.T P.A.f:] donde
P.A.é impone restricciones lineales sobre f(fT.f £0) yen el
segundo éo € Est.% no apareciendo la restriccidn anterior.

Al igual gue en el caso anterior existe un fun-
cional 7° = wc(%) cuya minimizacidn equivale al problema de va
lor de contorno en elastoplasticidad.

Para ello tengamos presente cgue tanto en materia

les idealmente plasticos como con endurecimiento® la siguiente
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relacion se verifica:

. p® - 7. D -2(T°-m. D=2 0

e igual a cero si y soOlo si T =T
Introduciendo la expresidon del Principio de 1la
Potencia Virtual Complementaria y procediendo en forma similar

al caso anterior se tiene que:

(%) = J % t°. p%an - f %0, W dl =
Q

= J L o.pan - J Tn. u dT = 75(7)
Q r

u
para todo TO plastico estaticamente admisible y donde la igual-
dad se verifica si y sdlo si T° = T en todo X € f.

El principio minimo correspondiente puede enun -

ciarse como:

De todas Las denivadas de La tension plasiica vy

estaticamente admisibles T°, aquella que hace mi

nimo al funcional nS(T°)es La solucibn del  pro

blema de valor de contorno en elastoplasticidad.
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CAPITULO II

CREEP ESTACIONARIO

El comportamiento de numerosos materiales estructura -
les de empleo frecuente en ingenieria, para condiciones especia
les de cargamento, generalmente aplicados en intervalos de tiem
PO pequeno, puede ser aproximado con &xito mediante la  Teoria
de la Elasticidad o mediante la Teoria de la Plasticidad.

Si el cargamento se mantiene durante intervalos de tiem
po grandes, los fenOmenos reoldgicos pasan a tener significacidn
y se hace necesario llevarlos en cuenta en el analisis. En este
caso las tensiones y las deformaciones reales difieren en forma
apreciable de las gue se obtienen admitiendo que el material es
elastico o plastico

Lo anterior se debe a que materiales de empleo estruc-
tural frecuente, tales como madera, concreto, plasticos y meta-
les a temperaturas elevadas presentan propiedades viscoelasti -
cas ¥ . Dicho comportamiento se pone de manifiesto en ensa-
yos mecanicos, donde es posible apreciar la dependencia de las
deformaciones con la velocidad de carga y con la permanencia de
dichas cargas en el tiempo.

Uno de los problemas que usualmente se presenta en la
aplicacion estructural de los materiales viscoelasticos, es el
analisis de tensiones y deformaciones correspondientes a cargas
constantes, muchas veces durante prolongados intervalos de tiem
po '%.Tal fendmeno conocido como deformaciones lentas a carga oons
tante o deformaciones de creep tiene importancia fundamental en

la fabricacidn de motores, turbinas a gas y, en general, en las



47

construcciones con los materiales anteriormente mencionados ba
jo solicitacidn permanente de significacion.

Ultimamente, con la comprobacidn de que las radiacio
nes al igual que las temperaturas elevadas aumentan los efectos
de creep, dicho fendmeno ha adquirido también, relevancia en la
construccidn de centrales nucleares''.

El conocimiento mas a fondo del fendmeno de creep, que
el desarrollo tecnoldgico demanda dia a dia , ha incentivado ex
tensivamente las investigaciones en esta area.

Dichas investigaciones se han centrado en dos aspectos
fundamentales, uno de ellos se refiere a la obtencién de ecua -
ciones constitutivas que representen el fendmeno de creep vy el
otro , al desarrollo de métodos de cdlculo que permitan obtener
soluciones a problemas de ingenieria estructural donde dicho fe
nomeno debe ser llevado en cuenta.

Dada la dificultad experimental de ensayar diferentes
estados de tensién gue se pueden presentar en la vida Util de u
na estructura, el camino seguido ha sido el de realizar ensayos

12,13,

bajo estados simples de tensidn T y posteriormente generali-

zar los resultados para estados de tensidn mis complejos!®' 1'% |

En cuanto a los métodos de cadlculo, dado que es reduci
do el nimero de problemas de creep, donde es posible obtener le)
luciones exactas, se ha dado é&nfasis @ los métodos de calculo
aproximados y entre ellos fundamentalmente al Método de Elemen-
tos Finitos''®!'’.

En este capitulo se presenta un histdrico sobre los
trabajos realizados en creep, juntc con las diferentes leyes

constitutivas propuestas para el caso de tensidn uniaxial vy la

posterior generalizacidn, admitiendo incompresibilidad e isotro
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pia, para estados de tensidn triaxial.

Se discuten las propiedades de las leyes constituti-
vas de creep y se muestra en qué casos dichas leyes derivan de
un potencial. Dichos potenciales son determinados y su convexi
dad es analizada.

Posteriormente se muestra como es posible obtener una
ley de creep secundario mas general mediante el emplec de un po
linomio de 29 grado del tensor desviador de tensiones.

Conocidas las leyes constitutivas se formula el proble
ma de valor de contorno en creep secundario y se dan ejemplos en
los que es posible obtener soluciones exactas.

Finalmente, haciendo uso de las propiedades de convexi
dad de los potencialés de creep, se muestra cémo arribar a prin
cipios variacionales que resultan de gran utilidad en la obten-

cion de soluciones aproximadas.

II-1. Deformacidn de Creep en Tensién Uniaxial.

Si bien, él ingeniero franceés L.T. Vicat efectud en el
siglo pasado, observaciones sistematicas sobre el fen®meno de
deformacidén lenta en barras metalicas traccionadas a ser emplea
das en la construccién de puentes colgantes® .Se admite general
mente gue la teoria fenomenoldgica de creep comenzd a princi -
pios de este siglo con los trabajos del fisico inglés E.N. An -

drade '?'1'°.

El fue quien introdujo la terminologia empleada hasta
el presente para distinguir diferentes zonas de creep y el pri

mero en mostrar la diferencia de comportamiento entre deforma -
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ciones lentas de barras metalicas a tensidn constante y carga
constante.

Las curvas de deformacidn de creep y velocidad de de
formacidn de creep en funcidn del tiempo (Ell,t) Yy (D11’t) obte

nidas por &l, son indicadas en la figura II.l.

7,

@ 5 @ @ t

+ + »

deformacion de creep velocidad de
deformacion de creep
———— carga constante
tension constante
fig. II.1.

En ambas curvas se pueden distinguir tres zonas:
I. creep primario o transiente

IT. creep secundario o en régimen estacionario

III. creep terciario

Andrade observa ademids que en el caso de deformacidn
lenta a tensidn constante, no hay diferencia entre creep secun-
dario y terciario, existiendo en este caso solamente dos zonas
de creep.

Basandose en los resultados obtenidos en ensayos a ten
sidn constante, Andrade postula la primera ley constitutiva de

deformacidn dependiente del tiempo:

L = go(l+st1/3) et
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donde;?% y Qoson las longitudes de las barras en los instantes

t=t y t=0 respectivamente, t es el tiempo bajo tensidn constan

te,B y o parametros de cada material dependiente del nivei de

tensidn a gue las barras se encuentran sometidas.

| Posteriormente, en la década del 30, con la demanda tec
noldgica de materiales metdlicos que soportaran temperaturas e

levadas para ser empleados en la fabricacidén de maquinas y moto

res, los fendmenos de creep fueron estudiados extensivamente por
varios investigadores. Entre ellos se destacan, NORTON , BAILEY,
SODEBERG, NADAI y HOFF.

Dada la preponderancia de las deformaciones de creep
secundario sobre las de creep primarioc cuando las cargas ac-
tllan durante intervalos de tiempo de larga duracidn, se dio pre
ferencia en los estudios de los investigadores anteriormente men
cionados al caso de creep secundario.

De las leyes constitutivas propuestas por ellos cabe
destacar las siguientes:

i) ley potencial propuesta por NORTON!* en 1929

48]
D = k T
i1 1 11

ii} ley exponencial de SODEBERG '? formulada en 1936

02Ty

D = k (e -1)
11 2

iii) ley constitutiva propuesta por NADAI'® en 1937

D = k senh(a T )
11 3 3 11

donde; D es la velocidad de deformacidn uniaxial de creep se
11 ‘ -

cundario, T tensidn uniaxial, ki’ oy constantes de cada mate
11 -
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‘rial.

Las expresiones propuestas por NORTON,. SODEBERG vy NA
DAI que permiten determinar la velocidad de deformacidn de creep
para un estado tensional conocido, son generalizaciones de la
ley lineal de Maxwell dada por: D11 = k T11

Los modelos mecanicos correspondientes a las leyes an
teriores estdn constituldos por un amortiguador lineal para el

caso de la ley de Maxwell y un amortiguador no lineal para 1los

otros casos como indica la figura II.Z.

e T s it
kT

lineal no lineal
fig. II.2.

e

También el problema de creep primario ha sido motivo
de estudio por parte de investigadores. En el casc de metales

se emplea frecuentemente la siquiente relacidn

donde; k, m v n son constantes de cada material.

Segin HOFF'? una funcidn del tiempo del tipo £, pa
ra n<0.5 , ha mostrado buena aproximacidn a los resultados ex
perimentales obtenidos no solamente en ensayos de metales , si
no también en piésficos y concreto.

Finalmente cabe destacar los trabajos de PAO y MARIN 2!
quienes arribaron a una ley constitutiva de creep primario y se

cundario unificada. En ella, la deformacién total de creep es
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la suma de una parte que crece linealmente con t y otra que
decrece en forma exponencial con t.
La ley constitutiva propuesta por ellos estd dada por

la expresidn:

L3
I

™ [k(l-e %% + gt]
11

11

y su derivada E por:
11

E =D -=T" [kae %" +
11 11 11E 6]
4 Dy
nl /f/ | H
|
! +k
| prla
!
!
i
4 :
|
®© I @
1 2
i i >
t e
deformacion de creep velocidad de deformacion
de creep
fig. II.3.

El valor de +t* que nos limita las zonas I y II de creep

dependera de las constantes del material o,8, k y m.

IT.2. Ley Asociativa de VON MISES- ODQVIST

En 1930 BAILEY ?*?, comprobd experimentalmente que en los
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metales, las deformaciones de creep se producian a volumen cons
tante, sin ser influenciadas por la presidén hidrostatica.
Basindose en las observaciones efectuadas por BAILEY®'y
admitiendo isotropia ODQVIST15 postuld en 1934 la primera ley
constitutiva para creep secundarioc bajo tensidn triaxial. Dicha

ley estd dada por la siguiente expresidon tensorial:

D f(s) s

donde:
D tensor velocidad de deformacidon, definido en la sigquien
te forma:
]
D=3 (w+yv) = (vW)
v vector velocidad
T tensor de tensiones
S tensor desviador dé tensiones
s=T-3% (tr 1 = [J:r—lI@I]T
3 3
f(S) funcidn escalar de variable tensorial conocida como
funcidn de creep.
La funcidn f(S) propuesta por ODQVIST es la siguiente:
3 n-1
f(S)=§kTe
donde

k y n son constantes que dependen de cada material

3 1/2

Te tensidn efectiva Te = (5 5.8)
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De lo anterior se sigue que.la ley de creep secundario
formulada por ODQVIST puede ser reescrita de la siguientes for

ma:

La velocidad de deformacion de creep secundario de un

material gue verifica la ley anterior, depende del estado tensio

nal en que se encuentra. En efecto, dadoc Ten un punto X, es

posible a traves de la ley constitutiva determinar el correspon

diente D.

T , S , £(S)

o

n-1

1 3
S=[}I—318¢]T ; f(S)-Ek Te Ley Const.

II.2.1. Propiedades de la Ley Constitutiva.

A seguir veremos algunas propiedades de la ley consti-
tutiva propuesta por ODQVIST.
i) Dos estados de tensidn que difieren en una presién hi
drostatica producen igual velocidad de deformacidn.
Sean T 'y T2 dos estados de tensidn que difieren en
una presién hidroestatica, por lo tanto verifican que:T,-T,= pI.

Explicitando el desviador § mediante:
2

S =|:H—lI®I:|T2

1 -
, 3 [T —-I®I:|(T1+pI)—-

3

il
03]

1
[ §I®I]T1
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Se arriba a que 8§ = SI . Introduciendo § y &S en
2 1 2

la ley constitutiva se concluye que D(Tl) = D(Tz)

ii) La velocidad de deformacidn obtenida mediante la ley
constitutiva D = £(S} S , corresponde a un campo de velocidades
isocdricas.

Aplicando la operacidn trazo se obtiene que trD = 0 ,

que equivale a la condicidn de isocoridad div v = 0.

_ 3 i/2 .
iii)La tensidn efectiva Tg = (5 S.8) / y la velocidad de
deformacidn efectiva De = (% D.D)l/2 verifican una relacidn si
milar a la ley de NORTON, o sea D, = k Ten

Para mostrar lo anterior multiplicamos escalarmente la

ley constitutiva por si misma, obteniendo:

123 5.5

2
3 D.D = (k T 5

e

Extrayendo la raiz cuadrada de ambos miembros y recor-

dando la definicidn de T, Y D se tiene D, = k Ten ;, que es lo

gue queriamos probar.

iv)En el caso particular de tensidn uniaxial la ley cons-

titutiva D = % k Ten_l S se reduce a la ley de NORTON.

Para wverificar qué la ley de'ODQVIST se reduce a la pro
puesta por NORTON en el caso uniaxial, basta recordar que si el
tensor de tensiones tiene una Onica componente T L las compo'-

. 1

nentes del tensor desviador Sij y la tensidn efectiva Té resul-

tan:

Wl
1

- -1 - -1 o, gl 3 -
(85 51=[T3 573 TxSi44 3T P Te™ 3 51351577,
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Introduciendo los valores anteriores en la expresidn ;

_ 3 n-1 - _ n
Dij = §»k Té Sij se arriba a D11 =k T11 gue corresponde a
la ley postulada por NORTON.
v} Existe una funcidn escalar de variable tensorial

¢ = @ (S) conocida como funcidén potencial, a partir de la cual

la ley constitutiva anterior puede ser derivada:

Por este motivo es que la ley de ODQVIST es denominada

ley asociativa.

II.2.2. 1Inversidn de la Ley Constitutiva.

La ley constitutiva de ODQVIST D = % k Tén-l S, cono-
cida también como ley de VON-MISES-ODQVIST, es una transforma-

cion de elementos del espacio vectorial V en #, donde

v=1{s € Sym: tr s =0}

R={D€Sym:D=%kT s, S e vV}

A seguir mostraremos en primer término que dicha trans

formacidn o funcidn D(.) tiene inversa y posteriormente veremos
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la manera en que dicha inversa puede ser detefminada.

Para ello definiremos previamente el dominio y el con-
tradominio de la funcidn D{(.).

Tomaremos como dominio de D{.) todo el espacio V y <o
mo contradominio de D(.) el conjunto R

De la manera en gque ha sido definido F , se asegura que
la transformacidn D{(.) es sobre. Por tanto, la condicidn necesa-
ria para asegurar la existencia de inversa es que D(.): V —3FR
sea inyectiva. Tal propiedad sera probada por el absurdo, o sea,
se supondra que la inyectividad no se verifica.

Admitiendo la no inyectividad de D(.) se sigue que exis
ter elementos diferentes S1 Y 82 a los cuales le corresponde i
gual valor de D.

51€ vV, S8eV, S1 #Sz corresponde D = D(S1) = D(Sz)
2

Explicitando la ley constitutiva para ambos valores de

S , se tiene:

donde

=B ]

Si la igualdad anterior se verifica se sigue que:

n-1 2

S = qa 51 donde o = 11 # 1
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Introdudiendo S2 o S en la relacidn constitutiva se

obtiene:

Dade que la igualdad anterior se verifica si y sGlo si
¢ = 1, recordando que inicialmente fue admitido que S1 # S2 Yy
por tanto a # 1, se arriba a una contradiccidn.

De lo anterior, concluimos que la funcidn D(.): V—- R
es inyectiva, lo que nos permite asegurar la existencia de una
Unica inversa S = S(D) tal que S{.}: R—7V

Previamente a determinar la inversa de

D= f(S) S donde £(8) = % k { % 5.5)

observamos que, dada la inyectividad de D(.), existe una fun
cidon g{D) definida en el contradominio R que cierra el ciclo ,
como muestra la figura II.4. Dicha funcidn permite expresar la

inversa 5 = S(D) en la siguiente forma:

g (D) f{S)z=g (D) R

donde; g(.): D € R—R esta de

finida por la relacion

I

g(D) = £(8) =§k %s.s

fig. II.4.
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De lo anterior se sigue que es necesario en primer tér
mino determinar la funcidn g(D).
Para obtener g(D} partimos de la siguiente relacidn,

ver figura II.4.

£(s) = £ | =— | = g(D)

Particularizando la relacidn anterior para la funcidn:
3 n-1

£(8) = 3 k ( % §.8) 2 , se tiene:

Recordando la definicidn de velocidad de deformacidn e

fectiva D, r se deduce que g{D) esta dada por:

Obtenida g(D), la inversa de la ley constitutiva de

ODQVIST es inmediata

Observese que dado un campo de velocidades v isocdrico
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O sea que verifique que divv= 0, es posible determinar a par

tir de la ley anterior la tensidn desviadora S correspondiente:

vit.q.udiv v=0) — 4 D > 8

D = (Vv)S Ley const. inversa

Al igual que en el caso de la ley constitutiva donde
se vid que era posible encontrar una funcidn ¢ = &(8) a par -
tir de la cual dicha ley podia ser derivada, en el caso de la

ley constitutiva inversa existe una funcidn potencial ¢ = y(D)

tal que:
dD
Dicha funcidn estd dada por la siguiente expresidn:
1l+n
n
n De
b=l =1y 1
e
dD 1/2
Teniendo en cuenta gue e -4 ( 2 D.D) = % D es fa-
b dp 3 D
. - e
cil verificar gque:
1-n %
D
2 e
y, =% | — D =8
D 3 Kk

Finalmente observamos que los potenciales (D) y §(8)
verifican la siguiente relacién ¢ = n .
Para mostrar lo anterior recordemos que la relacidn en

tre tensidn efectiva y deformacidn efectiva estd dada por:
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D =k T
e e
Introduciendc este valor en la expresidn (D), se si
gue:
1 1
l+n = =
D n k““ n(l+n) | 2
1+n K 1+n k e
_n n+l _
= m k T = n @(S) .

IT.3. Ley Asociativa de TRESCA.

Sean T , T y T las tensiones principales en un punto
1 2 3

de un cuerpo gue experimenta deformaciones de creep. Admitamos

que dichas tensicnes verifican la siguiente relacidn T > T > T.
3 2 1

La ley asociativa de TRESCA postula que el tensor velo
cidad de deformacién D referido a la terna principal tiene sola

mente dos componentes D , D , no nulas y que dichas componen-
3 .

1
tes D y D son proporcionales a una potencia de la maxima dife
3 1 -
rencia entre las tensiones principales T - T .
3 1
La relacidn constitutiva de creep, en este caso esta

dada por:
D =-k (T - T )"
1 3 1
D =20
2
D =k (T -717)"
3 3 1

donde; k y n son parametros de cada material.

De la ley constitutiva anterior se sigue que la veloci
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dad de deformacidon de creep no depende de la tensidn interme -
dia T .
2
Cuando se conocen las direcciones principales la ley an
terior es de facil aplicacidn. En muchos casos las ecuaciones a
que se arriba son simples, permitiendo la obtencidn de solucio
nes exactas, tal como lo muestra WARL?® en uno de sus trabajos

sobre creep en discos gque giran a velocidad constante.

IT.3.1. Propiedades de la Ley Asociativa de Tresca.

i) El movimiento de un cuerpoc que satisface la ley ante -
rior es isocdrico. )
Por la equivalencia que existe entre la condicidn de i

socoridad y la'expresién del trazo, basta verificar que tr D=0

De la ley constitutiva se sigue que:

tr D=D + D + D = -k (T -T )"+ k(T -T )"=0
1 2 3 3 1 a1
ii)Si las tensiones T3 Yy T1 varian en una misma cantidad
AT de manera tal, que la relacidn T3>T2>T1 continta verificando
se T3+ AT >T2>T1+ AT , las velocidades de deformacidn corres-
pondientes no varian.
iii)En el caso particular de tensidn uniaxial T3 # 0 Tl =

=T =0 la ley constitutiva D = k(T - T )n se reduce a la pro
2 . 3 3 1 -

puesta por NORTON, o sea D =k T n,
3 3

iv)Existe una funcidn potencial &= g(T;) tal que

_ 99
Dy = 37,
1
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Para la ley asociativa de TRESCA la funcidn @(Ti) esta

dada por la siguiente expresiodn:

Derivando § , es facil verificar que:

¢ n
D =<2 =_-k(P-T
1 aT , ( 3 1)
- 90 _
D, =37 = O
9 n
p =28 —x(r-rT
3 eT ( 3 1)

II.3.2. Inversa de la Ley Constitutiva.

Sean Ds, D2, D las velocidades de deformacidn de un
1

material que verifica la ley de TRESCA, D3 >D =0 >D . La di
2 1 -

ferencia maxima entre las correspondientes tensiones T ,T ,T
3 2 1

puede ser determinada a partir de la velocidad de deformacidn

maxima Da.
De la relacidn constitutiva D = k(T - T )n se sigue
D 1 3 3 1
3 .
ue: T - T = (—)7
q \ 1(k)
Observese que la tensidn intermedia T no

queda determinada a partir de la ley constitutiva inversa.
En este caso existe una funcidn potencial ¢ = ¢(D ) a

3
partir de la cual la relacidn constitutiva inversa puede ser de

rivada. Dicha funcidn esta dada por:



64

1 1+n
. n n n
vo) =Lk "o,
Es facil verificar que:
1
D —_—
dv  _ ( _i)n =T - T
k 3 1

I1.4. Ley no Asociativa de VON MISES-TRESCA.

Admitamos al igual que en el caso de la ley asociativa
de TRESCA que las tensiones principales Ti verifican que T3 >
>T2>T1, por tanto Ts— T1 es la maxima diferencia entre dichas
tensiones.

Introducimos la siguiente ley de creep:

89 (T,)

D; = f(Tj)

BTi

donde £f v g son funciones reales dadas:

3 n-1
f(Tj) =5 k(Ta— T1)
1 1 ' 2 2 2
g{T:) =58.8s==|{(T-T) + (T-T) + (T -17T)
] 2 6 1 2 2 3 3 1
En este caso las componentes de la velocidad de creep
resultan:
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n-1
(T - T ) (27 - T - T )
3 1 2 1 3

(X oy

n-1
(T = T ) (27 - T -T)
3 1 3 - 1 2

o =

La ley constitufiva anterior fue introducida por COF
FIN Jr. et al.”’ en el andlisis de creep de recipientes de pre
sidn,y por ser una combinacidon de las anteriores,es denominada
de VON MISES-TRESCA.

Dado qué no existe un potencial, del cual dicha ley pue

da ser derivada, es denominada no asociativa.

II1.4.1. Inversa de la Ley Constitutiva.

Teniendo en cuenta que la diferencia maxima entre las
tensiones principales T - T es igual a § - 8 1la relacidon cons
3 1 3 1 -

titutiva de von MISES-TRESCA puede ser reescrita en la siguien-

te forma:

Procediendo en forma similar al parrafo II.2.2. en gue
se determina la inversa de la ley de ODPQVIST, introduciendo la

funcion g(Dy), se sigue que:

i
g D.)
(
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3
dond D.) = £{(8.) =5 k (8 -8
onde g J) { j) > ( )

D.

Para obtener g(D.) sustitulmos §, = — en la re
J g(Dj)

lacidn anterior, obteniéndose:

n-1

D,;-D,

g(D,) =3 k

(1o

D.
g j)

De la igualdad anterior se deduce gque:

= 3

[
!
-
o
w
1
o

Determinada g(Dj), la inversa de la ley de von MISES -

TRESCAZA, resulta:

0
I
| =]
I
I
-
o
i
v,
o
l...l

IT1.4.2. Relacidn entre las leyes de von MISES-ODQVIST y von-

MISES- TRESCA.

La ley tensorial de von MISES-ODQVIST D = % k T, S re

ferida a la base ortogonal principal resulta:
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donde T2=lET—T)2+(T-T)2+(T_-T)2]
e 2 1 2 2 3 3 1

T ,T , T tensiones principales
1 2 3

La ley de von MISES-TRESCA puede ser reescrita en la

siguiente forma:

n-1

= 3 -
D; =5k (T -T) Sy

admitiendo que las tensiones principales Ti verifican la desi -
gualdad T > T > T .

3 2 1

En ambas leyes las componentes de D son obtenidas a

partir de las componentes de S. En la primera multiplicando por

la funcidn de tensiones Tg-l, gue depende de la tensidn inter-

media T y en la segunda por (T - T )n—l gue no depende de la
. 3 1

2

tension T .
2

En el caso particular de que T > T =T , la tensidn
3 2 1

efectiva resulta Te =T -T vy la ley de von MISES-ODQVIST co
3 1 .

incide con la de von MISES-TRESCA.

IT.5. Generalizacidn de la Ley Constitutiva.

A continuacidn veremos una forma de obtener una expre-
sidn m3s general de la ley constitutiva de creep secundario. Di
cha generalizacidn sera realizada dentro de las siguientes hipd
tesis:
i) La velocidad de deformacidn es funcidn del estado tensio -

nal: D = D(T)
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ii) La funcidén D(T) es jmpar: - D (-T) = D(T)

iii) La relacion D = D(T) es isotrdopica: Q@ D QT = DEQ T QTJ
donde Q QT =1

iv) La deformacidn de'creep se procesa a volumen constante

(tr D = 0)

Analizaremos en primer término el caso de tensidén uni-
axial y posteriormente generalizaremos la aproximacidn propues-’
ta al caso triaxial.

Los resultados experimentales obtenidos en ensayos de
traccidn y compresidon simples seran aproximados mediante una
funcidén: D =D (T ).

11 11 11
Recordando gue en un estado uniaxial de tensiones se

verifica la siguiente relacidn entre tensiones Tii Yy tensiones

desviadoras S..:
ii

7!
i
wiro
=

-
w0
1]

1
W=
=
w
1]

[
Wl
|

11

La ley constitutiva D11 = D11(T1 ), puede también ser
1

expresada en funcidn de la tensidn desviadora D = D“(S1 ).
11 1

En la aproximacidn de D1 =D (S ) emplearemos un po
1 11 11 -

lincmio de potencias impares:

o
S
I
<
|
o
|
€3]
I
o
0

La expresidn polinomial anterior sugiere la siguiente
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generalizacidén?®;

D=a S + q S3 + S5 + i e
1 3 5

En el caso particular de tensidn uniaxial la componen-

te D resulta:
11

Las potencias de S no son independientes. Mediante

teorema de CARLEY-HAMILTON  °%:

ST =JdJ5+J1
2 3
donde:
J = 1 S.8 ’ J = detS = 1 tr S3
2 2 3 3
es posible expresar 82n+l (n=1,2...) en funcidn de 1,5 ¥y 82
Por ejemplo:
S5 = JZS + J 82 +JJ1
2 3 2 13
S7 = (J3+ J2)S + J2J I+ 2740 82
2 3 2 3 2 3

De lo anterior se sigue gque D puede ser representada

por la relacidn siguiente:

D = plI + pzs + p352

donde p , p ,qp son polinomios de J2 Yy J3
1 2 3

el
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Exigiremos a seqguir que las deformaciones sean a volu-

men ccnstante, © sea gque tr D =0
tr D = 3p1+ 2p,d, =0
de la relacidn anterior se sigue que:
_ 2
P, =~ 3P; 9,

Introduciendo esta relacidn en D = pI+ pzs + p352 se

obtiene para la ley constitutiva la siguiente expresidn:
B 2 2
D=pS+p [s §J2I:|

Las leyes de creep mas conocidas pueden obtenerse como

casos particulares de la expresidn ante{ior.
n—
Haciendo p3= 0, p,= % k(3J2) Z se tiene, por ejemplo ,

la ley de von MISES- ODQVIST.

II.6. Problema de Valor de Contorno en Creep Secundario.

Sea un cuerpo material que experimenta deformaciones
lentas en régimen estacionario. Admitamos que dicho cuerpo, que
ocupa una regidon & de contorno T del espacio euclideano tridi

mensional, estd sometido a un sistema de fuerzas (b,a)

b = b(X) en 0, fuerza de volumen

RP + fuerza de superficie

|
I
W
x
©
S
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vy una velocidad prescripta V:

VvV = Vv(X) en T
v

donde FT ,PV son las partes del contorno I' donde estan espe
cificadas fuerzas de superficie y velocidades respectivamente ,
figura II.5.

El problema de wvalor

de contorno en creep secunda -

~3

rio, consiste en determinar

los campos:

n
: v
v o= v(X) Vector Velocidad
[
D = D(X) Tensor wvelocidad : n
de deformacion
T = T(X) Tensor de tensio
nes fig.II.5.

que satisfagan las siguientes ecuaciones:
Ecuaciones de equilibrio

div T + b = pk en
Ecuaciones cinemdticas

D = % (Vv+ VvT) = (Vv)S en

§ = — ' en 0

con las condiciones de contorno:

Tn = a en T ; v =v en r
T _ v
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II.7. Ejemplos de Aplicacion.

A seguir presentaremos tres ejemplos de aplicacidn del
problema de valor de contorno de creep secundario. En todos e
llos segn la ley constitutiva empleada es posible arribar a so
luciones exactas.

En el Ejemplo 1, se analiza el caso de una esfera hue
ca con presion interna, constituida de un material que verifi-
ca la ley constitutiva de creep secundario conocida como ley ae
von MISES-0ODQVIST.

En el Ejemplo 2, se estudia el caso de un tubo infini
to sometido a presidn interna constituido de un material que ve
rifica la misma ley del ejemplo anterior.

En el Ejemplo 3, se presenta el problema de creep en
discos huecos que giran a velocidad constante, analizandose di
ferentes leyes constitutivas. Para el caso de la ley asociati-
va de TRESCA se determina la solucidn exacta correspondiente.

Estos ejemplos seran analizados posteriormente a tra
ves de la formulacidn variacional elasto/viscoplastica conjunta

mente con el Metodo de Elementos Finitos.

EJEMPLO 1: Esfera hueca con presidn interna.

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio interno ry
¥ radio externo Yo v sometida a una presidn interna constante
p , constituida de un material que satisface la ley de von MI
SES-0ODQVIST.

Teniendo en cuenta la simetria esférica tanto en la

geometria como en las cargas es conveniente emplear cocordenadas
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esfericas r, ¢, 9 .
En dichas coordenadas, las funciones a ser determina -
das dependen solamente de r. Las componentes de los tensores T

y S estan dadas por las expresiones:

T, 0 0 | 2(7,-T ) 0 0
EI'-J= 0 T, 0 -[sj|=—l— 0 T T 0
ij $ ’ ij 3 ¢ T -
0O 0 T 0 0 T -T
¢ o r
- — L —

vy la tensidn efectiva Te , mediante la relacidn:

3 1/2
= = g. = -7 |
T, = (5 8.8) | T, T,!
donde || representa el valor absoluto.
Como se vera mas adelante, en este caso particular se
verifica en todo el intervalo ri £r = Iy s la siguiente desi-

gualdad entre las tensiones T, > Tr , por lo gue la tensidn e

b
fectiva puede ser reescrita como; Té = T¢ - Tr
i) Ecuacibon de equilibrio.
Admitiendo gue las fuerzas de volumen son nulas, la condicidn de

equilibric div T + b = 0 se reduce en este casc a una rela-

cidn entre Tr Y T@ dada por la siguiente ecuacidn diferencial:

dT T =T
dr r
ii) Ecuaciones cinematicas.

Dada la simetria esférica del problema, las componentes de D re

sultan:
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donde la velocidad v = v(r) tiene la direccidon de r.

iii) Ecuacién constitutiva.

Tal como fue observado, este ejemplo serd analizado para el ca

so de la ley de von MISES-ODQVIST, dada por D = % Kk Tg_l s.
Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas para

[bijj , [Sij] » ¥ T, , en coordenadas esféricas la ley de von

MISES-ODQVIST se reduce a las siguientes expresiones:

iv} Condiciones de contorno.

La condicidn de contorno Tn = a en TT pasa a ser :

v) Solucion del problema de valor de contorno.

De las ecuaciones constitutivas y cinematicas se sigue gue:

Integrando la ecuacidn diferencial anterior se obtiene
la velocidad v(r} = Clr_2 » donde C1 es una constante a ser de
terminada.

Del valor de v(r) determinado y de la relacidn consti-

. v _k _ n . .
tutiva D¢ =7 > (T¢ Tr) se sigue que:
i
ZC1 n
T, - T_ =|—%
¢ r kr3
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Introduciendo la expresidn anterior en la ecuacidn

equilibrio e integrando obtenemos Tr'

La otra tensidn T, estara dada por:

¢

de

Haciendo que la tensidn Tr verifique las condiciones

de contorno Tr(ri) ==p , Tr(re) = 0 se obtienen las expresiones
d
e C1 y C2
— - n
c = k P r3 r3
1 2 é ;3' e i
2n{r no_ rin)_l

Introduciendo C vy C2 en las expresiones de v, Tr
1

se tiene la solucidn exacta del problema:
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3
P ¥ n
_ 3 _ _e
T¢"r§ 1+ (55 - 1) (9
5" -1
r.
1
= —n
pes 3
n r
v = K _e
2 3 2
‘ren
(=) -1
71 _

Observase que para n=l1 las expresiones de Tr Yy T¢ coin
ciden con las obtenidas en la teoria elastica.

NGtese ademas que como n=l se verifica que T, 67? Tr en

¢

<

todo el intervalo r, ¢r £

r_ .
e

Los valores de las tensicnes T¢ ' Tr y de la velocidad
v, obtenidos a partir de -la sclucidn exacta para el caso de una
esfera hueca con relacidn de radios re/ri = 1.5 y diferentes

valores de n (n = 1,2,6) son presentados en la figura V.17.

EJEMPLO 2: Tubo circular infinito.

Analizaremos a seguir el caso de un tubo circular in
finitc de pared espesa, radiﬁ interior Los radio exterior re r
sometido a presidn interna y constituido de un material que sa
tisface la ley de von MISES-0DQVIST?%?%,

Dada la axisimetria ‘del problema es conveniente em-
plear coordenadas cilindricas r, ¢, z.

En dichas coordenadas las componentes de T fuera de

la diagonal son nulas T =T =T = 0 y las componentes de
ro rz $pz
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T y S estdn dadas por las expresiones:

T, 0 0
T,.| = 0 T
[131 o 0
0 0 T
S Z—
2Tr—(T¢+ Tz) 0 0
s 1 0 2T (T _+T_) 0
ij 3 ) r z
B 0 0 2Tz—(Tr+T

La tensidn efectiva Te en este caso resulta:

i) FEcuacion de equilibrio.

La condicidn de equilibrio div T + b = 0 para fuerzas de

men nulas, se reduce en este casc a las siguientes relaciones

diferenciales de T_, T, yv T_:
r o) z

dTr dTZ
r— 4+ T -T,=0 ; =0
dr r ¢ dz

ii) Fecuaciones cinematicas.

Dado que nuestro problema es un estadc plano de deformacidn

xisimétrico, donde los desplazamientos en la direccidn de z

¢

)

volu-

a

es

tan impedidos, las componentes de D en coordenadas cilindricas
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resultan

iii} Relaciones constitutivas.

Admitiremos que el material satisface la ley de wvon MISES-0DQ -
VIST.
Teniendo en cuenta las expresiones de [pij] , [Eij] y
3 n-1

T, para este caso, la ley constitutiva D = 5 k T, S. se re

duce a las relaciones entre componentes

T T
- n-1 - b __z
Dp = k T (T =3 7 )
p.=kT ™ (¢ - EE - EE )
¢ e o} 2 2
T T
_ n-1 -9 __x
D, =k Tq €T, 2 7 )

Recordando que por ser un estado plano de deformacidn
se verifica que DZ = 0, de la ultima relacion constitutiva se

concluye que:

1
T = 35 (T

2 + Tr)

¢

Introduciendo el valor de T, en [Sij] y T, se sigue

que:
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1
5 (Tr_T¢) 0 0
[s..] = 0 L(p -1 0
ij 2 ¢ T
0 0 -OHJ
e 2 r $ |

bDado que la desigualdad T¢ > Tr se verifica en todo

el interwvalo ri < r = r, o la tensidn efectiva puede ser re

escrita en este caso como:

iv) Condiciones de eontorno.

Las condiciones de contorno Tn = a en PT pasa a ser Tr(ri) =

= -p , Tr(re) =0

v) Solucion del problema de valor de contorno.

Las ecuacicnes del problema de valor de contorno correspondien-

tes a4 un cilindro infinito se reducen a:

dT 1
ra—+Tr-T¢=0 ' TZ=-§(Tr+T¢)
_ 3 n-1 _
Dr =2 k Te (Tr T¢)
__ 3 n-1 - -
D¢ = 7 k Te (Tr T¢) ’ Dz =0
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Mo

(T - T

donde T = )
e ¢ r

De la condicidon de incompresibilidad (tr D = 0) se

gue:

tr D=D + D +D = av + ¥ = 0
r dr r

De la relacidn constitutiva D, =

¢

y del valor v{(r) determinadc se tiene que:

R|<

kT T (T
e

|
©

=B

C
T_Tzz_(z_ _15)
¢ r V3 \ v3 kr

Introduciendo la expresion anterior en la ecuacidn
equilibrio e integrandoc arribamos a la expresidn de Tr

i

2

) C n n

Tr=—n_(2.... _1) r + C
V3 /3 Kk 2

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno
T (ri) = -p , Tr(re) =0

r

las constantes C y C resultan:

si

_Tr)

de
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Introduciendo los valores de C1 Yy C2 en las expresio -

nes de v, T , T Tz se arriba a la solucidn del problema de
r

d) !

valor de contorno:

2
) n
P T
2 r
r n
-5 -1
r.
i
2 .
P 2 re n
r n
- -1
r.
i
2
T + T P r n
T o= & T _ (l -1 +1
z 2
2 — r
r, n
(—)y -1
r.
i
n
2
r
v = ék /gp _%
2 < n ‘ r
re 2
nf{—)y - 1
r.
i

Las tensiones Tr’ T, , Tz y la velocidad v en un ci

¢

lindro infinito, con una relacidn de radios re/ri= 4 y diferen-
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tes valores de n (n=1,2,6) son presentados en la figura V.18.

Obsérvese gque para n=1 las expresiones de T, T¢, TZ

coinciden con las de la teoria elastica 2’28,

EJEMPLO 3: Disco Hueco girando a veloecidad constante.

Sea un disco hueco de espesor constante h, radio in
terno r, y radio gxterno r,r que gira alrededor de su eje a
velocidad constante w?Z268.

Si el espesor del disco es pequeno en comparacidn a su
diametro, el estado tensional interno puede ser aproximado me
diante el estado plano de tensiones. Teniendo en cuenta 1la si
metria de revolucidn tanto de la geometria como de la carga, el
correspondiente estado plano de tensiones resultaria ademas a
xXisimétrico.

Lo anterior implica, empleando coordenadas cilindricas
8,r, 2z, que las Unicas componentes no nglas TB v Tr del ten

sor de tensiones T son solamente funciones de r.

En coordenadas cilindricas los tensores T y S estan da

dos por:

[T, 0 O 27 _-T, 0 0

- . [ =1 -

[Tij ] 0 T, O ; [sij] =3 0 2T,-T_ O

L0 0 o0 | 0 0 -T -T

- 1/2 -
- . _ 2 2

y la tension efectiva Te ppr, Te = (Tr TrTef Te }
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i) Feuacion de equilibrio.

Admitiendo que las fuerzas de masa son despreciables
frente a las fuerzas de inercia y teniendoc en cuenta las carac-
teristicas del movimiento, las fuerzas de inercia tienen sola -
mente componente radial. La condicidn de equilibrio div T + b=
= pX se reduce en este caso a una relacidn entre las tensio-

nes Tr Y Ty dada por la siguiente ecuacidn diferencial:

2

(rTr) - T, + pw r2 =0

QWQ
=

8

donde p es la masa especifica del disco y w la velocidad angu -

lar.

ii) Cinematica de la deformacion.

En el caso de estado planc axisimétrico, las componen-—

n

tes de D en coordenadas 8,r,z resultan:

r r
Dgy =D, =D,g=0 3 D =g ,Dg=3 ' D, =

donde v. ¥ v, son las componentes de la velocidad v en las di
recciones r y z.

Recordando que las deformaciones de creep se producen
a volumen constante (tr D = 0}, se sigue que las componentes de

D verifican la relacidon

dvr v ,dvz
tr D =D _+ Dy + D, = —+ x4 =0
dr r dz

iii) Relaciones constitutivae.
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El caso de discos girando a velocidad constante sera a
nalizado para las diferentes relaciones constitutivas estudia
das anﬁeriormente, 0 sea para las leyes de von MISES-0ODQVIST ,
TRESCA y von MISES-TRESCA.

Superado el valor del tiempo t* que separa las zonas
de creep transiente y creep en régimen estacionario, la veloci-
dad de deformacidn D se mantiene constante. Su dependencia no
linéal del estado de tensiones, estd implicita en las relacio -~
nes constitutivas presentadas.

En el caso particular de un disco hueco girando a velo
cidad constante sin tensiones en el contorno Tr(ri) = Tr(re)=0,

gue nos proponemos analizar , las tensiones tanto eldsticas co

mo de creep verifican la siguiente desigualdad:

T, >T_>T_ =20 para r.<r < r
8 r Z 1 e

En los extremos r = ri y r = re, Tr se anula, verifi -

candose por lo tanto que: T, > T =T, =0.

B z

Identificande las direcciones 1,2,3 con z,r, 6, e in
troduciendo la condicidn Tz=0 en las expresiones generales de
las leyes constitutivas de von MISES-0DQVIST, TRESCA y vOon MI

SES-TRESCA se obtienen las leyes particulares a ser empleadas

en nuestro problema:

Ley Ascciativa von MISES-0DQVIST

K n-1
D =~-~T (2T, — T )
9 2e 8 I
n-1
R D =Xo (21 _— 1)
2 =] T 2 Te r ¢]
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Kk n-1
D, =72 % (T + Tg)
1/2
donde T_ = (T2 - T_T,+ T,%)
e r r 6 g
Ley Asceiativa de TRESCA.
_ _ n - n
D1 = k(T3 Tl) Dz k Te
D =20 D_ =20
2 r
n _ n
D3 = k(T3 Tl) De =k Te
Ley No Asociativa de von MISES-TRESCA.
K n-1
Dg =2 T (2Tg= T)
3 n-1 x bl
b = 5 k (Ta-Tl) 5 Dr =5 Te (2Tr- TB)
D, = - k T n_l(T + T,)
z 2 76 r 6

Es conveniente hacer notar que el problema de discos
huecos girando a velocidad constante solamente tiene solucidn e
xacta para el caso de ley de TRESCA, no asi en los otros casos
donde solamente es posible obtener soluciones aproxiﬁadas. Por
tal motivo presentaremos a seguir la determinacidn de la solu-
cidn exacta para la ley de TRESCA y posteriormente en un caso

particular mostraremos los valores obtenidos mediante la solu-
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cidn exacta y mediante métodos numéricos para la leyes de von
MISES-0ODQVIST y von MISES-TRESCA, obtenidos por WAHL?**%?!'en sus

trabajos sobre creep en discos.

iv) Solucién del Problema de Creep em Discos de materiales que

verifiean la Ley de TRESCA.

Si el material del disco verifica la ley de TRESCA el
problema de valor de contorno se reduce a resolver el siguiente

sistema de ecuaciocnes:

<
o
[
<
o
a
s

(at
@
h
a
u
o]
@

Con las siquientes condiciones de contorno:

Tr (ri) = Tr (re) =0
dvr
De la condicion —= = 0 se sigue gue v = C; Introdu
dr v n 1

ciendo este resultado en —=< =k Te se obtiene el valor de
r

T .
6 1
C,.n

T = (—)

& kr

Sustituyendo Te en la ecuacidn de equilibric se sigue que:
1
C n

.d__ = (-1 - 2.2
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Integrando la expresidn anterior se arriba al valor de

T =
r
1
C n
T = n (—i) -1 pw2r2 + C,r 1
r - 3
n-1 kr
Las constantes C1 v C2 son determinadas a partir de las
condiciones de contorno Tr(ri) = Tr(re) = 0, resultandec:

. - Il
(n-1) puw (rg- r.>)
C =k
! n-1 n-1
n ‘'n
_3n (re rl } B
n- n-1
3 n 3 n
¢ =-1..2 Te'i " Tife
2 3 n-1 i n-1
n ’ n
Y - I
e 1

Sustituyendo C1 Yy C2 en las expresiones de V. ,Te y Tr
se tiene la solucidn exacta del problema de creep en discos gque

giran a velocidad constante

l__ —/n

(n-1) pw2 (rg-ri3)
v. =C =k
r 1 n-1 n-1
3n (r_ N - r, n)
e 1
- -
1 : 2 3_ 3 _1
o - (E_)H } (n-1}) puw (re X ) _n
6 r n-1 n-1
in (r n_r n )
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La velocidad en la direccidon de z es obtenida inte -

grando la relacion:

dvz n
—f - -k T = -
dz 0

Admitiendo gque Vz(z=0)=0 se sigue que:

v) Ejemplo Numerico.

Fue analizado el siguiente ejemplo.

Disco hueco de radio interior_ri= 1.25in, radio exte
rior r.= 6in que gira a velocidad constante w = 15000 rpm, :con
masa especifica P = 7.35 x 10 % 1p segz/ﬂ#.

Los resultados obtenidos empleando la solucidn exacta
para el caso de la ley de TRESCA y mediante integracidn numéri-
ca de las ecuaciones diferenciales para los casos de ley de von

30, 24

MISES-0ODQVIST yv von MISES-TRESCA son presentados en las

figuras v.19-20-21.
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En ellas se compara las tensiones obtenidas para cada
ley de creep y diferentes valores de n (n=4,6,9) con la corres
pondiente solucidn elastica.

Finalmente en la figura V.22 se presentan las ten
siones obtenidas empleando las tres leyes constitutivas paré
n=6. En dicha figura puede observarse que las tensiones Tr‘prag
ticamente coinciden y que existen pequenas diferencias en los

valores de TS para cada ley de creep.

IT.8. Principios Variacionales en Creep.

La ecuacidn constitutiva del problema que estamos inte
resados en resolver impone restricciones al campc de velocida-
des v, derivada de la condicion de que tr D = 0.

Recordando la relacidn cinematica D = (Vv)S y la defi

nicidn de divergencia de un vector div v = tr (Vv) se sigue que

]

tr D = tr{(vv)" = tr (Vv+VvT) = tr{vVv) = div v.

3|

por tanto la condicidn tr D = 0 implica que el campo de velogi-

dades v verifique que div v 0.
Definamos a sequir dos campos Kin.v y Var.v que seran
de utilidad para enunciar los principios variacionales en el ca

so de movimientos isocdricos.

i) Kin.v ; campo de velocidades cinematicamente admisibles, cu
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yos elementos son suficientemente regulares, estan defi-
nidos en todo punto X e @, verifican que su divergencia
es nula y satisfacen condiciones de contorno en FV.

A cada elemento de dicho espacio lo designaremos con v¥*.

Kin.v = {v* = v*(X) ; regular, div v* = 0 en X ¢ §, v* =

=v en X e T }
v

ii) Var. v; campo de variaciones admisibles de velocidad, cu
yos elementos que notaremos con ¥, son suficientemente
regulares, estan definidos en todo X e @, verifican que
su divergencia es nula y satisfacen condiciones de con -

torno homogeneas en FV.

Var. v = {¥ = ¥(X); regular, div vV =0 en X ¢ @, V= 0 en

Designemos con D* y D los tensores velocidades de defor

macidon relacionados con v* y ¥ respectivamente:

Empleando los espacios definidos anteriormente, el Prin
cipio de la Potencia Virtual , que establece la igualdad entre
la potencia virtual externa y la interna, puede ser enunciado co
mo el siguiente problema variacional:

Determinar v e Kin.v tal que la igualdad:

J b.de+J a, v 4dr = JT.DdQ
Q r Q
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se verifique para cualquier Vv ¢ Var. v , con las condiciones sub

sidiarias:

Ecuacion cinematica:

D = ('\?'v)S (velocidad de deformacidn cinematicamen

te admisible)

Ecuacion constitutiva:

T= pI+ (tensidn de creep cinematicamente

g(D)
admisible)

en la

Introduciendo la ley constitutiva T = pI +
expresidon del Principio de la Potencia Virtual y tenigégé en
cuenta que ‘tr 5 = B. I =0 , se arriba a que nuestro problema
de valor de contorno equivale.al problema variacional siguiente:

Determinar v € Kin.v tal que la igualdad:

Jb.\‘rdﬂ+ J E.Gdr=} R . pag
2 I Q2 §(D)

se verifique para cualquier ¥ ¢ Var.v., con la condicidn subsi-

diaria D = (Vv)s

IT.8.1. Principioc Variacional de Minima Energia.

Si la ecuacion constitutiva deriva de un potencial y=

= ¥(D) , la solucidn del problema variacional anterior equiva-



92

le a la determinacidn del minimo de un funcional que designare-
mos con I(v) >%.

Dicho funcional I (v}, conocido como funcional energia,
puede ser derivado a partir del Principio de la Potencia Virtual
vy de la ley constitutiva de creep secundariof

Previamente expresaremos la variacidn de la velocidad
v como diferencia entre dos elementos v* del espacio de veloci-
dades cinemativamente admisibles.

Si una de ellas coincide con la solucidn del problema

v, se tiene que:
V= v* - v

A ambos valores v* y v, le corresponden las siguientes velocida

des de deformacidn:

D* = (Yy*)S D = (Vv)°

-

Cuya diferencia D = D* - D es la variacidon de la velocidad de
deformacidn.
Segln vimos, cuando la tensidn S = S(D} deriva de un

potencial la misma puede expresarse como

ap b

Introduciendo la relacidén anterior en el Principio de
la Potencia Virtual y teniendo en cuenta que Vv = v*- v y D =

D* - D , se sigue que:
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Si ¥(D) es convexa, satisface la siguiente desigualdad.

* Y * -
v ¥ TD . (D D)

donde

y* = y{D*) ' ¥ = ¥Y(D)

y en que el signo igual se verifica si y s6lo si D* = D. En

I

se caso de la expresidn variacional anterior se sigue que:

J ¥* dn - | b.v*dn - a.v* 4dr =
0 J J

J ¥y ooan - J b.v dQ - a.v dar
Q

Arribamos por tanto a la expresidon del Principio Varia
cional de Minima Energia, que puede ser enunciado en 1la siguien
te forma:

De todas las velocidades v* cinematicamente admisibles

(v*e Rin.v) aquella velocidad v que hace minimo al funcional:

niv*) = J y*aqQ - J b.v*aq - [ a.v*ar
Q 0 I‘T
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. - s e s . s . =
con la condicion subsidiaria D¥ = {(Vv¥*) , es la solucidn del

problema de valor de contorno en creep secundario.

I1.8.2. Convexidad del Potencial de Creep.

Analizaremos a seguir la convexidad de los potenciales
de creep correspondientes a las leyes asociativas de von MISES-
ODQVIST y TRESCA.

Designando con Y* = ¥(D¥*) vy ¥ =¥(D) , la diferen;

cia V¥* - ¥ desarrollada mediante serie de Taylor estd dada por

1
D* (D*-D ) + i {D*-— D)'. LPD]:)(D""'— D) + . .

Del desarrollo anterior, se sigue que la condicidon de

convexidad de Y dada por:

es satisfecha si ?DD es positiva definida. Es decir si:

(D*-D) . ¥, (D*-D) 2 0 e=0siy sdlo si D*= D

Lo anterior muestra que la convexidad del potencial de

creep puede ser analizada estudiando su derivada segunda.
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En el caso de la ley de von MISES-ODQVIST, v (D}, TD Y

¥oD estan dados por:
l+n
n

D

(D) = n el
l+n _ﬁ
k
1-n %
D
_ 2 e _

WD = 3 D=S§8

k

1 1-n 1-3n
_ 2., n no 2 (1-n), °
WDD =3 k De I+ 3 - De D& D
Luego, analizando WDD se tiene:
-1 1-n
5 n n
* o = = * L.
({D*-D} . TDD(D D) 3 k D (D*=D) . (D*=D) +
1-3n
n 2
+ % —%E D, [D. (D*-D) ] } 20 e =0 siy sdlo si D*=D

Por lo tanto el potencial de creep asociado a la ley de von-—
MISES-0ODQVIST es convexo.

En el caso de la ley de TRESCA Y (D}, Yoo ¥ estan da

DD

dos por:
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o N

Dado que D > 0 resulta WDD > 0 lo gque nos asegura
3

la convexidad del potencial asoﬁiado a le ley de TRESCA.

I1.8.3. Funcional de Dos Campos, Velocidad y Presidn.

De acuerdo a como fue definido el espacio de veloci -
dades cinematicamente admisibles Kin.v, cada elemento v* g Kin.v
verifica la condicion de isocoridad div v* = 0.

Salvo el caso de estado plano donde con la introduc-
cién de la funcidn de corriente es posible formar dicho espa
cio , en el caso tridimensional la obtencidn de Kin.v resulta
dificil®?.

Por tal motivo es que se introduce la condicidn div v=
= 0 en el funcional de energia Ii(v), con lo que se arriba a un
funcional de dos campos I{v,p); donde v es un elemento de un
nuevo espacio de velocidades cinematicamente admisibles Kin*v
definido por Kin*v = {v* = v*(X); regular, v*¥ = v en Fv} Yy p
es un escalar denominadc presidn media.

Tomando el trazo de la ley constitutiva T = § + pI se

sigue que la relacidn entre pry T estd dada por
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Para obtener Hl(v,pf procedemos de la siguiente mane-
ra.

Partimos del funcional de energia II(v) en el que in
troducimos la condicidn subsidiaria tr D = 0 multiplicada por

r € integrada en todo el dominio @ :

[

Hl(v,p) l(v) + J tr Dpdf =
: Q

J ¥(D)dQ - J b.v dQ - J a.v dr o+ ] trDp dQ
Q Q Ty Q

Para obtener las ecuaciones de EULER correspondientes

al funcional 1 (v,p) efectuamos su primera variaciodn:
1

= J (Y. D- b.¥ + trD p + trD p)dQ - { a.v dr
q :

I'p
Teniendo en cuenta que ¥, =8yqueD= (VG)S , de la
simetria de 8 se sigue que: ?D. D = 8. V¥ . Introduciendo la
expresidn anterior en 1'[1 y recordando ademas que: tr D = D.I =

= (V¥)".I = V¥. I , se tiene que:

-

tr D p A - J a.v ar

Lp

]I1 = l (S+pI).VvdQ - J b.vdQ + J
Q

f2 9]

De la relacidn:
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(S + pI). V& = div [ (S + pI}T § ] - div (S + pI).¥

y del teorema de la divergencia se sigue:

J (S + pI). V& dQ = I div [ (s + pn)T%Jaq - [div (S + pI).vdaqQ
Q Q Q

= J (S + pI}n.Vv 4T - ] div (S + pI). v 4Q
r §

Introduciendo el resultado anterior en la expresidn II1
y recordando que Vv = 0 en Fv se arriba a la variacién del fun

cional de dos campos:

;

n1=-J [div (S + pI) + b] .\‘de+JtrD§dQ
Q Q

+ (s + pI)n - a . ¥ 4ar

JI‘T

= >
n

La condicion de estacionaridad 0 nos permite de

ducir las ecuaciones de EULER:

I
o

div (8 + pI) + b =0 ’ trD en {

y la condicidén natural de contorno:
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(s + pI)n - a = 0 en T

De lo anterior concluimos que los campos v £ Kin*v y
p . gque hacen estacionario al funciocnal I (v,p), son la solu
! L

cidn del problema de valor de contorno en creep secundario.

I1.8.4. Determinacidn del Campo de Tensiones T.

Como se vio anteriormente la condicidn de estacionari-
dad del funcional de dos campos Hl(v,p), nos permite determi -
nar la solucidn v,p de nuestro problema de valor de contorno.

De la ecuacion cinematica D = (VV)S y de las ecuacio-

nes constitutivas T =8+ pI, § = Db _ es posible a partir

de v y p obtener el estado de tensiogég) T en todo punto del
cuerpo, con lo qgue nuestro problema gueda totalmente resuelto.

Sin embargo si empleamos el Principio de Minima Ener -
gia Potencial o sea, minimizamos el funcional I (v), determina -
mos solamente el campo de velocidades v. |

A partir de dicho campo y teniendo en cuenta la ecua
cidn constitutiva § = —I2 , €5 posible deducir la parte des
viadora de T, restando gé?)tanto determinar la presidn media p.

Para encontrar p sera necesario resolver el siguiente

problema de equilibrio:

div (S + pI) + b =div s + Vp + b =0 en Q

f

(S + pI) n Sn + pn = a en T
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Admitiendo conocido S de forma tunica, de las relacio -

nes anteriores se sigue gue:

donde:

b* = = (b + div 8) ; a* = (a - Sn).n

Observamos ademas que el problema de valor de contorno

a que arribamos en p , admite solucidn unica.
En efecto, sean p # p dos soluciones del problema an
2 1 =

terior, luego:

en

<]
s
[\
|
3
-
—
il
(=]

La primera expresidn nos dice que p ~ p = Cte en todo
2 1
2y la segunda que p - p = 0 en PT.
2 1
De lo anterior concluimos que p = p , resultando por
2 1 -

tanto una Qnica solucidn para p.

II.8.5. Unicidad de la Solucidn.

El resultado anterior, de Qnica solucidn para p fue ob
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tenido admitiendo que la tensidn desviadora § era {nica.

‘ La unicidad de S en los casos en que las leyes consti-
tutivas derivan de un potencial es cobvia puesto gque existe un
funcional de minimo. Falta por tanto mostrar la unicidad en el
caso de que la ley constitutiva no deriva de un potencial por e

jemplo para la ley no asociativa de von MISES-TRESCA dada por:

y su inversa por S, = (% k) (Da— Dl) D

Para mostrar la unicidad del problema de creep secunda
rio de materiales que verifican la ley constitutiva anterior pro
cedemos de la siguiente manera:

Admitamos la existencia de dos soluciones diferentes
vl, Dl, Tl Y v2, D2, T2 del problema de valor de contorno ‘de

creep secundario.

Mostraremos previamente que:

. . 5
Para ello tenemos en cuenta que: Dt = (Vvl) ¥ gue

2 2 2 1

agiv(r?-rhH T (v2-vh) = aiv (r?-1h . (v3-vl) + (22-1h) Lv(vi- oD

de la integral anterior v del teorema de la divergencia se sigue:

J (r2-rly . (p2-ply ag = { (r2-7ly . v(vi-vl) ag =
0 Q
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J div [}TZ—TIF?W2—v5bQ—J giv (r?-1hy . (vi-vl) aq =
Q g

1

J (r2-tlyn. (v2.vhar - f div (T?-7hy . (vi-v1) dg
r o

Dado que la primera integral del Gltimo miembro es nu

la pues (T2—Tl)n = 0 en Tp ¥ (vz-vl) = 0 en Fv~ y la segun-

da integral también resulta nula pues div (T2~Tl) = 0 enflse
arriba al resultado que gueriamos probar.

A seguir determinaremos el valor de:
J (r2-rh) . (p%-ph) ao
Q

. i i - . .
teniendo en cuenta gque T y D~ estan relacionados mediante la

ley de von MISES-TRESCA , y recordando que tt:Dl =0

n —
n
= J (é k) (D -D ) (DZ-D]').(DZ-D]') aqg = 0
Q 2 31

e =0 si y sdolo si 02 = p! en todo punto X ¢ Q.
Lo anterior nos permite concluir que existe también u
na unica solucidn v,D, 5 del problema de valor de contorno de

creep en el caso de la ley no asociativa de von MISES-TRESCA.
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CAPITULO III

VISCOPLASTICIDAD

En el analisis fenomenoldgico de los solidos deforma-
bles es usual que las propiedades plasticas y viscosas de los
materiales sean estudiadas por separado.

A efectos de simplificar el anidlisis y obtener una me
jor comprension de los fenOmenos que se presentan asociados a
determinada propiedad, se formula un modelo ideal de matérial
donde estad solamente presente la propiedad que se gquiere estu
diar.

Si bien cualquiera de los materiales ideales no repre
senta el comportamiento de ningin material real, en condiciones
particulares de solicitacidén el comportamiento real puede ser a
proximado mediante modelos ideales.

En la medida que surgen nuevos materiales y que se com
plican los tipos de solicitacidon a que estan expuestos en su vi
da util, es necesario formular nuevos modelos mecidnicos gque con
sigan aproximar mejor el comportamiento real.

Asi fue que, tratando de llevar en cuenta propiedades
plasticas y viscosas en un mismo material, surgid el modelo de
nominado viscopldstico. Dicho modelo postula la existencia de
una regidn convexa en el espacio de tensiones donde el material
se comporta rigidamente y fuera de ella tanto propiedades plas-
ticas como viscosas son llevadas en cuenta.

Los primeros en analizar el comportamiento de materia

les viscoplasticos fueron SHVEDOR{1900) y BINGHAM(1922).



104

Sin embargo, fueron tan difundidos los trabajos de
Bingham, con la publicacidn de su libro "Fluidity and Plasticity"
gue a los materiales que verifican las hipdtesis constitutivas
formuladas por €l, se les denomina hasta ahora materiales ti
po Bingham.

Cuandc Bingham introdujo la ley constitutiva que re
laciona tensidén con velocidad de deformacidén lo hizo para el
caso particular de corte puroc, por lo que dicha ley resulta u

na relacidn entre escalares.

En 1932 HOHENEMSER y PRAGER %/ ?7

generalizaron la
ley constitutiva formulada por Bingham para estados de tensio-
nes arbitrarios. La relacidn tensorial entre tensién y veloci
dad de deformacion postulada por ellos, en el caso particular
de corte puro, coincide con la de Bingham.

En 1951, analizando el problema de propagacidn de on

das en barras de material viscoplastico, MALVERN *°’°°

postula
leyes constitutivas no lineales para casos uniaxiales de ten
sion.

Posteriormente en 1962 PERZYNA '’revee las ecuaciones
constitutivas postuladas por Hohenemser y Prager e introduce mo
dificaciones con las que consigue mejores aprcoximaciones de los
resultados experimentales.

En estados uniaxiales de tensién las expresiones pro
puestas por Perzyna coinciden con las utilizadas por Malvern.

En este capitulo se presenta un histdrico sobre 1a
evolucidn de los diferentes modelos viscoplldsticos , mostrando
las leyes constitutivas correspondientes, sus inversas y las
respectivas propiedades.

Se pone en evidencia también, gue los modelos de plas

ticidad ideal y creep secundario pueden ser obtenidos a partir
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de modelos viscoplasticos.

Posteriormente se obtiene una ley general viscoplasti
ca para el caso de materiales isotrdpicos y se muestra la res
triccidn que la condicidn de incompresibilidad introduce en di
cha ley.

Se formula el problema de valor de contorno en visco-
plasticidad estacionaria y finalmente se analiza el ejemplo de
una esfera hueca con presién interna en que es posible obtener

solucidn exacta.

ITI.1. Material tipo BINGHAM.

La ley constitutiva de los materiales que posterior-
mente serin designados como materiales tipo BINGHAM, fue formu-
lada para estados de tensidn y velocidad de deformacidn de cor-
te puro.

Por definicion se dice que un tensor T simétrico re
presenta un estado de corte puro, si existen tres direcciones or

togonales e, (e e, = Gij) tales que las siguientes igualdades se

k(€385

verifiguen: Te .e
1

0 , Te .e =0, Te =20
1 2 2 3

Referido a la base ek dicho tensor tiene solamente no

nulas las componentes T = T .
12 21

Teniendo en cuenta lo anterior y dado que la ley de
Bingham fue postulada para el caso de corte puro, se conluye que
dicha ley es una relacion entre dos escalares T ,y D . A T
12

12 12

se le denomina tensidon cortante o de cisallamiento.
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I1II.1.1. Ley Constitutiva de los materiales tipo BINGHAM.

La designacidn de materiales tipo BINGHAM es dada a aque
llos materiales que sometidos a un estado de tensiéh de corte
puro, reaccionan en forma rigida hasta que dicha tensidn no su-
pera determinado valor ¥ , (¥ € R+) conocido como tensidn cor
tante de fluencia, es decir:

Si T | £ x se tiene D =20
12 12

donde |.| representa valor absoluto.
Cuando |T | supera el valor de ¥ , se obtienen en co
12 —

rrespondencia velocidades de deformacidn D no nulas de igual
12

signo que T vy proporcionales a la diferencia ]lel— X ot
12
1 [ T
i |T | >yx se tiene D =-— | |T | - x:] 12
12 12 2u 12 IT I
12
A la constante de proporcionalidad u (u e R+) se le

denomina coeficiente de viscosidad.
Introduciendo la funcidn f = |T12|— X conocida como
funcidn de fluencia, la ley de BINGHAM puede expresarse en la

siguiente forma:

T
f 12 gsi £ >0
T |

El valor de la funcidon de fluencia determina el compor

tamiento del material, f £ 0 rigido, £ > 0 viscoplastico.
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Ndtese que la ley de BINGHAM estd bien definida en to
do R puesto que a cada valor le € R le corresponde un Gnico

D .- Obsérvese ademas, figura III.l,que la funcidn D12= D12(T1z)

es impar puesto gue verifica gue -D -T =D T .
p p q q 12( 12) 12( 12)

Recordando la de

A
finicidn de funcidn sig D2
no, figura III.2 Sig T =
T 12
12 la ley constituti-
T
| 12 - . » T2
va anterior puede ser re X X
escrita como:
fig.III.l
0 si £ £ 0
2u D =
12
f Sig T si £ >0
12

Obsérvese que si bien la funcidn signo no estd defini-
da en el origen T = 0, en nuestro caso dicho punto esta exclui
12 -

do, pues de la condicidon £ > 0 se sigue que |T1 b>y, (x € rY).
2

Teniendo en cuenta que T
12

es la tensidn cortante o cisallan-

Sig Tz A
te en un elemento diferencial de e
lados paralelos a las direcciones —» T2
principales e e ¥ que D12 es la —_—i
velocidad de deformacidon del angu-—-
lo de distorcidn 6, el comportamieg
to mecanico del material de BINGHAM fig. III.2

puede resumirse como indica la figura III.3.
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IV |
o FCOMR RIGIDO COMP. VISCOPLASTICO
Tl < Y lﬁal:-x
D[z-' 0 DIZ;! 0

fig. III.3

Si bien la ley propuesta por BINGHAM, pasO algunos a
nos sin que los investigadores le prestaran mucha atencidn, pue

de decirse gue con ella nacid la teoria de la viscoplasticidad.

III.1.2. Inversidon de la ley de BINGHAM.

La inversa de la ley de BINGHAM nos permitira poner en
evidencia algunas propiedades del comportamiento viscoplastico
y asl como también mostrar su analogia con un modelo mecidnico
simple, compuesto de un elemento friccicnante y unamartiguador.

En el analisis de la inversibilidad de la ley de  BIN
GHAM, excluiremos del dominio de DIZ(J) los puntos le pertene-

cientes al niicleo ¥ de la transformacidn: T g N, donde N =
12

= {T € R ; £(T ) <€ 0}.-
12 12
Consideremos por tanto la transformacidon D (+*): p + R
12
donde D = {T e R ; £(T ) > 0} y R ={D £ R; D =£~f Sig T ,
12 12 12 12 2” 12
le e D } son los respectivos dominio y contradominio de D =
12

1 .
=— £ 8ig T .
2u g 12
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Dada la manera en que fue definide el contradominio & ,
la transformacidn Dlz(-) es sobre. Teniendo en cuenta ademas
que la inyectividad también se verifica se concluye que la in
versa de la ley de BINGHAM existe y es Unica. T”(-) : R+ D

Probada la existencia, a la expresidn de la inversa

le(-) se arriba recordando las dos igualdades siguientes:

2u D = f Sig T =T =-yxS8ig T
12 12 1

12 2

Sig D = 8ig T
12 12

De ellas se sigue que le(-) esta dado por:

T = 2u D + ¥ 85ig D
1

12 12 2

Obséervese que la funcidn le(-) estd definida en todo
el dominio R, exceptuando el origen D12= 0, punto donde la fun
cidon Sig no estad definida. FiguraIII.4. |

ObServese ademas que la funcidon inversa es impar o sea

verifica que -T (-D } =T (D ).
12 12 12 12

Tz A

fig. III.4



110

ITIT.1.3. Modelo Mecanico Equivalente.

De la inversa de la ley constitutiva formulada por BIN
GHAM: le = 2u D12 + ¥ Sig D12(D12 # 0), se sique que 1la ten
sidn le es la suma de una parte constante de valor X s mas una
parte proporcional‘a D1z'

Por tanto dicha ley puede ser representada por un mode
lo mecanico equivalente constituido por un elemento friccionan-

te y un amortiguador colocados en paralelo. Figura III.5.

Si la tension T es me
12 =

nor o igual a X:(f £ 0) el mode

lo mecdnico se comporta rigida - /ZQ/4Z%Z2%ZT
/ Y
| | | < —
mente, no siendo posible determi . ; Tio
7
. . /
nar le a partir de D12 /;——{E————-
A 44—
El movimiento del mode
= 2p D2
lo sblo es posible cuando T su
12 -
pera la resistencia de friccidn y _
fig. III.5

cosa gue sucede cuando £ > 0.

En este caso T es la suma de una tensidn de friccidn y, que se
12

mantiene constante durante el movimiento, mas una tensidn vis-

cosa 2y D12 . Siendo posible si D # 0 determinar T a par
12 12 -
tir de D mediante la expresidn:
12
T = 2u D + x¥ Sig D
12 12 12

ITI.2. Ley Constitutiva de HOHENEMSER y PRAGER.

Diez anos despues de la publicacidn del libro de BIN

GHAM "Fluidity and Plasticity", HOHENEMSER y ‘PRAGER generaliza
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ron la ley constitutiva propuesta por el para estados de ten
sion arbitrarios.
La ley constitutiva introducida por HOHENEMSER- PRAGER

estad dada por la siguiente expresidn tensorial:

¢ 0 si £ <0
2u D= 9 -1/2
f£f{(s5) J S si £ 5 0
2
donde
i coeficiente de viscosidad (ﬁ £ R+)
D tensor velocidad de deformacidén, D = (Vv)s
v velocidad
S tensor desviador de tensiones,
§ =T - 1 (tr T) I
3
1/2
f(S) funcidn de fluencia, f(S) = J - ¥
X tensidn cortante de fluencia - (x ¢ RY)
J segundo invariante del tensor desviador S.
2
J =lS.S
2 2

La velocidad de deformacidn en un material que verifi-
ca la ley constitutiva anterior depende del estadc tensional en
que se encuentra. En efecto,dado T en un punto X,” es posible

a traves de la ley constitutiva determinar el correspondiente D.

T S f(s) > D

i 1/2
S = Eé- =TI @-{}T £(5) = J2 - X Ley const.
3
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Si f(S) £ 0 de la ley constitutiva, se sigue que D = 0,
lo que representa un comportamiento rigido del material. En ca

so contrario si £(Sy> 0 se tiene en correspondencia una velo-
-1/2

2

cidad de deformacidn finita dada por 2p D = £(S) J s
Teniendo en cuenta que D y S pertenecen al campo de ten
sores simétricos con trazo nulo {S & Sym: tr S = 0} , en compo

nentes, la relacidn constitutiva anterior se transforma en cin-

co relaciones escalares.

IIT.2.1. Propiedades de la Ley Constitutiva.

A continuacidn se pondran en evidencia algunas propie-

dades de la ley constitutiva de HOHENEMSER-PRAGER.

i) Dos estados de tensidn que difieren en una pre
sidn hidrostatica producen igual velocidad de

deformacidn.

Sean T y T dos estados de tensidén que difieren en u
na presion hidrostatica T2 —-T]7= pI. Sus correspondientes ten-
sores desviadores S1 ¥ S2 resultan iguales, por tantd de la ley
constitutiva se concluye que D = D(Sl) = D(Sz).

ii) Dos estados de tensidn desviadora diferentes

gue hagan negativa o nula a la funcidn de fluen
cia les corresponde velocidad de deformacidn nu

la.
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Si dos estados de tensidn desviadora, S #'S son ta
1 2 -

les , que“-f(si) < 0 de la ley constitutiva se sigque que D(Sl)= D(Sz) = 0.

iii) La velocidad de deformacidon obtenida median
-1/2
te la ley 2y D = £(S) J2 S, corresponde

a un campo de velocidades isocdricas.

Aplicando la operacidn trazo se tiene gue tr D = 0, que

equivale a la condicidn de isocoridad div v = 0.

iv) Las raices cuadradas de los segundos inva-

1/2
riantes de S y D, que designaremos con J
1/2 2
v L verifican una relacidn similar a la
2

formulada por BINGHAM para ley D ,"
1
En efecto, multiplicando escalarmente la relacidn cons
titutiva por si misma, dividiendo por dos y extrayendo la raiz

cuadrada se obtiene que:

1/2 1/2
2u L =J - X
2 2
v} En el caso particular de corte puro la ley

constitutiva se reduce a la propuesta por

BINGHAM.

Si [Tij] = T 0 0

- 1 = =1 -
resulta: S = T, [sij_\ = [Tij] , J = » $.8 =T
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Introduciendo los valores anteriores en la ley consti-

T
tutiva se tieme: 2u D = ( |T12| - xj)l—ii' que no es otra co
’ T
sa que la ley de BINGHAM. Figura III.6. L
ADp §z

f<0

comp. rigido

— Q0

* e f>0
ITIZI €Y IT|2| >X comp. viscoplast.
f< 0O f>0C
comp. rigido comp. viscoplast.
BINGHAM HOHENEMSER , PRAGER
fig. III.6

vi) La ley viscosa lineal de MAXWELL 2u D = S
es posible de ser obtenida a partir de la

ley viscopléastica haciendo- yx - 0.

El limite de la funcidn de fluencia para X - 0 resul

1/2 1/2
ta lim (J2 -y ) = J2 , por lo tanto la superficie de fluen-
cia £(8) = 0 se reduce al punto S = 0 y la expresidn de la ley
' -1/2
constitutiva viscoplastica 2p D = £(S)J S az2yD=2¢8, Figu-

2
ra III.7.
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A0 .
/’ ”’---."-‘
r’ ,/' \\
S/ y \
/ 7 ]
, : > Ti2 ! ° ;
/ /!
/-X x ’
. . R .
/ . Sem_o-""N %20
! BINGHAM PRAGER
fig. III.7

vii) La ley constitutiva de HOHENEMSER - PRAGER
puede ser expresada en funcidn de la fun
cidn de fluencia f vy de la derivada de
dicha funcidn con respecto a T, mediante la

expresién D = 1 £(s) fT
u

Teniendo en cuenta gque la derivada de la funcidn de
1/2
fluencia f = J2 - ¥, con respecto a T esta dada por:
, o _af _a %9, 1 M2
T dT dJ dT 27,

Se sigue que si f(S) > 0, la ley constitutiva
-1/2
1 £(S) J2 S puede ser reescrita em la siguiente forma:

2y

D =

p=21¢fs) £

u

T

viii) Existe una funcidon escalar de varizble ten
sorial & = ¢ (S) conocida como potencial vis

coplastico a partir de la cual la ley cons
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titutiva puede ser derivada:
_ de
daT

D = ®T

Del resultado arribado en el item anterior se sigue que

en este caso, dicha funcidn ¢ estd dada por:

1 1 1/2 2

as) = g% =2 - x)
2u 21 2

ITIT.2.2. Inversidon de la Ley Constitutiva.

La inversa de la ley viscoplastica de HOHENEMSER- PRA-
GER, proporciona informacidn adicional sobre las propiedades de
dicha ley. Entre ellas por ejemplo, permite poner en eviden -
cia que si un estado de terisiones desviadoras S es tal que
£(s)> 0, dicha tensidén S puede ser descompuesta en la suma
de una tensidn desviadora plistica mds una viscosa.

En forma similar a la ley de BINGHAM que tiene inversa
en el dominio {le € R ; f(le) >0} , analizaremos la inversa

de la ley de HOHENEMSER-PRAGER en el dominio D, dado por:

D= {85eSym ; tr S=0 , £(8) > 0}

A través de la ley constitutiva:

-1/2 1 1/2 -1/2
D =D(s) =— £(35) J S =—(J =-x)Jd S
2 2 u 2 2 .
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formemos el siguiente conjunto R:

R = {DeSym ; D=0D(8) , S ¢ D}

De 1a manera en que fue definido R la transformacidn
D(.): D—~R es sobre. Mostraremos a seguir que ella es ade
mas inyectiva, lo que nos asegurarda la existencia de inversa.

Tal propiedad sera probada por el absurdo. Admitiremos
que la inyectividad de D(S) no se verifica o sea que hay valo
res D = D(S) que provienen de valores de S diferentes,. Por
lo tanto D = D(Sl) = D(Sz) para 52 # S1

Explicitando la ley constitutiva para ambos valores de

S se tiene:

-1/2 -1/2
2y D =f£(8) J (s) s =f£f(s) J (s ) s
1 2 1 1 2 2 2 2
De la igualdad anterior se sigue que S = g S donde:
2 1
1/2
£{s ) J2 (s )
= — 1 -2 2
Y s 172 7
2 J (S )
2 1
Introduciendo § = g S en la relacidén D = D(S )=D(S )
2 1 1/2 1/2 1‘ 2
se arriba a que: f£(s ) = £(S ) o sea g J (s ) =4 (s ).
1 2 2 1 2 1

Dicho resultado contradice la hipdtesis inicial asumi-
da deque S =g S y o # 1.
2 1
De lo anterior concluimos gue la transformacidn D(.)

D+ R ademadas de sobre es inyectiva, lo gue nos permite asegurar
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la existencia de una QOnica inversa S = S$(D) tal que S(.):EF -+ D
Previamente a determinar la inversa de D(S) observames
gue si D(S) es inyectiva, existe

una funcidn g(D) definida en el Jg%(S)=g(D)

contradominio 7 que cierra el ci
clo indicado en la figura IIT.S8.
La funcidn g(D) permite

expresar la inversa S = S(D) en

la siguiente forma; figura III.9

- 4/2
D 2pD = f(S)Jz S
s(p) = 2L b |
g(D)
donde g(.):R + R esta definida fig. III.8

mediante la relacion:

h{S)=g(D) R

g(D) = J;l/zf(s)'= h(s)

De lo anterior se sigue
que para obtener la inversa S(D)
es necesario en primer término

determinar la funcidn g(D).

Para determinar g=g(D)
partimos de la siguiente rela

fig. III.9
cidn, ver figura III.%

1u5)==hP”D} = g(D)
g (D) _

Particularizando la igualdad anterior para la funcidn:
J:l/Z(Ji/Z'_ -1/2

h({S)

x) =1 - J2 ¥ , Se tiene

x g{(D)

1 - — =g(D)

2u L1/2
2
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De la cual se deduce que g(D) esta dada por:

zu L1/2 N
g(D) = ——=2—— donde L = 5 D.D
1/2 2

2

X+2u L

Obtenida g(D), la inversa de la ley constitutiva de HO

HENEMSER y PRAGER resulta:

Obsérvese que dado un campo de velocidades v tal que
verifique que div v = 0, (Vv)S # 0, es posible determinar a par

tir de la ley anterior la tensidn desviadora S correspondiente:

V — 3y D )S

D = (Vv)S Ley const. inversa

ITI.2.3. Propiedades de la Ley Constitutiva Inversa.

La ley constitutiva inversa permite pcner en evidencia

que las siquientes propiedades se verifican:

i) La tensidn desviadora S es la suma de una

tensidn plastica mads una tensidn viscosa
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De la ley inversa se sigue que:

-1/2

Vo= (XL, + 2u) D

s = sPy+ g

-1/2
El sumando SP =Y L2 D es independiente de una varia-

cidn isotrdpica de D y tiene la forma de una tensidn pléastica.
El sumando S°@ = 2u D depende de cualquier variaciodn

de D y tiene la forma de una tensidon viscosa.

ii) Introduciendo la funcidn (D) = %ﬂ + Li/z
la ley constitutiva inversa puede expresar
se en funcion de £(D) y de su derivada 5

mediante la expresidon S = 2y 2(D) Ly

Teniendo en cuenta gque la derivada #£(D) con respecto a

D esta dada por:

dL  db 2 2
2
de la relacidon inversa se sigue que:
-1/2
S = (L + 2u) D = 4yu R(D)QD
2

iii) Existe una funcidn potencial ¥= ¥(D) a par

tir de la cual la relacidn constitutiva in

versa, puede ser derivada S = VY _ = a¥

D ap
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De la igualdad a que se arribd en el item anterior se

sigue que Y(D) esta dada por:

1/2 2
YD) = 2p &%(a) = 2u (£ + 1L )
21

III.2.4. Determinacidon de las Constantes y y W

La determinacidon de las constantes ¥y y U de cada ma
terial es realizada en base a los resultados obtenidos en ensa
yos mecanicos para estados simples de tensidn.

En dichos ensayos se préscribe la velocidad de deforma
cidn y se mide la correspondiente tensidn, haciéndose por  tan
to necesario trabajar con la inversa de la ley constitutiva paE'
ticularizada para cada caso.

Los ensayos empleados mas frecuentemente son de corte
puro realizados generalmente en cilindros de pared delgada some

tidos a torsion y de traccion simple.

a) corte puro
Para un estado de tensiones de corte purol?ii}

0 T 0
12
[?..]= T 0 0
1] 21
0 0 0

se tiene gue el correspdndiente desviador [?ichoincide conl?i.}
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P [r.]
[aaf=[ma5 - 5 M 6]y

De la ley constitutiva se sigue que la velocidad de de

formacidon corresponde también a un estado de corte puro:

0 D 0
12
[D..J= D 0 0
i) 12
0 0 0
1/2
resultando por tanto L = = [D1z|'

Particularizando la ley constitutiva inversa

_ X ; .
Sij = Ll/2 + 2u)Dij para este caso se tiene:
2

+ 2 D =y8Sig D + 2u D
l-l) 12 X lg 12 H 12

Admitiendo D > 0, la expresidn anterior se reduce a:
12

T =x+ 2u D
1

12 2

La ley constitutiva permite aproximar los résultados de

los ensayos mediante una recta. Tiz 4
El valor de ¥ es obtenido como
limite de le cuando D tien- *
12
de a 0,
¥ = lim T (D » 0)

12 12 ' fig. I11.10
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b) traccidn simple.

Para un estado de tensidon uniaxial:

T 0 0
11
[?.f}= 0 0 0
i3
| 0 0 0

resulta el siguiente estado de tensidn desviadora:

— J—

11

wr
H
o
o

tn
'_l
=
1l
|
|_l.
.
|
W=
v
o
[
(]
1
]
o
I
w |~
=
o

11

11

De la ley constitutiva y de la condicion de que tr D =

= Dkk = 0, se sigue que la velocidad de deformacidn correpon -

diente estid dada por:

D 0 0
11
[p.{}= o -41p 0
i] 7 11
0 0 -1 D
2 11

1/2
En este caso particular Ll/2 ={:242:]
2
2

/3
— |p_|

11

[y

Introduciendo los valores anteriores en la ley consti-

tutiva inversa se arriba a la siguiente expresidn:

T = By, 3) D11=J§ X Sig D+ 3u D
1

11 ‘Dll

1
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81 D > 0 se tiene T11 = /5 X+ 3uD
1

11 1

La relacidn anterior permite aproximar los resultados
de los ensayos mediante una recta como indica la figura. E1 va

lor /3 X= T{l,conocido como ten

sion de fluencia en traccidn T“*
simple,es obtenido como limite
TY
de T11 cuando D11 tiende a 0. "
Y *Du

T = 1im T (D = Q)
11 11 11

IIT.3. Ley Constitutiva de PERZYNA.

Mas recientemente, en 1962, PERZYNA*®’ analiza la rela
cidn constitutiva propuesta por PRAGER y muestra que ella pue
de ser expresada mediante la funcién de fluencia de von MISES Y

de su derivada fT :

donde: £ = JV/2 - X , £, = & . o8 y <f> repre-

2 T ar ar 237
2 2
senta la funcidn definida de la manera siguiente  figura III.12.

<f> =

f si £ >0

Introduciendo una nueva constante y , que tiene la di
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mensidon de una velocidad vy es
ta dada por la relacion y= ¥ /4 , $<f>
la expresidn anterior puede ser

reescrita en la siguiente forma:

= *
D =y <f*> £,

* - . -
donde £ es la funcion f adimen- fig. III.12

sionalizada,
1/2
* £ Jz/
f == — -1
X X

A efectos de obtener mejor aproximacidn de los resulta
*
dos experimentales PERZYNA propone reemplazar f por una fun
*
cidn escalar ¢ = ¢(f ), postulando por tanto la siguiente ley

constitutiva:

D=y <§(E) > £,

donde:

0 si £f£0

*
<p(f 1> =
S(£) si £ >0

Impondremos las sigquientes restricciones a la funcidn
¢. Exigiremos que esté definida en f* 2 0, sea mondtona cre
ciente y que se anule en el origen, figura IITI.13.

Tenemos por tanto en la ley constitutiva anterior dos

funciones a determinar ¢ y f. Generalmente se procede de la si
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guiente forma: se adopta una funcidn de fluencia f vy poste-

riormente en base a resultados experimentales se selecciona ¢

PERZYNA adopta f = Jl/z— X con lo que la ley constitu
. Y * -1/2 * .
tiva resulta D = 5 < ¢ (£ )> J2 S. Y para ¢ (f ) sugiere
. * *n £* *n
las siguientes funciones: £ , £ 7, e -1, Zan £ .

A<y > ' -f<¢>

o
)
" .

PERZYNA PRAGER

fig. IIT.13

I1T1.3.1 Inversa de la Ley de PERZYNA.

Introduzcamos el conjunto 7 del espacio de tensiones

desviadoras dado por:
D =4{85 ¢ 8Bymz: tr S =0 , £(s) > 0}

y definamos un conjunto p del espacio de velocidades de defor-

macidon, a través de la ley constitutiva propuesta por PERZYNA:

-1/2

*

R = {DeSym:D=%¢(f)J S, S e D}
2
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Mostraremos que la funcidn D(.):D + R es inyectiva, co
sa de poder asegurar la existencia de inversa.

Probaremos lo anterior por el absurdo, admitiendo que
un mismc valor de D proviene de dos S diferentes Sl# Sz.

De la ley constitutiva y de haber admitido que Sly S2

conducen al mismo valor de D, se sigue que:

$[£*(s )] ¢ [E*(s )]
D=y ——21—5§ =y ———>t"
4
25172 (s ) 2025y
2 1 2 2
resultando por tanto: § = ¢ S1
2
donde
o[£*(s )] T %8
o = 1 2 ? #l
1/2g

¢[f*(82):| I

Introduciendo S2 = Q S1 en la ley constitutiva se ob

tiene la siguiente igualdad:

@[f*(sl)] = @[f*(asl):[

3t/2s oI 2 (s)
donde f*(g ) = 22— 1L .1 , f*(g8 ) = —%—1_ -1
1

1
X X
Recordando gue o # 1, se tiene que f£*(S ) # £*{(aS ). A
1 1 -
rribandose por tanto a una igualdad en ¢ para argumentos dife-

rentes, lo que es una contradiccidn puesto que la funcidn ¢ por
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hipdtesis es mondtona.

Probada la inyectividad de D(.) podemos afirmar que e
xiste una funcion g(D) definida en el conjunto R que cierra el
ciclo indicado en la figura III.l4 y que verifica la relacidn:

o [E*(s)]

g(D) = h(S)} h(s} =g (D)

2 J1/2
2

Dicha funcidn nos
permite expresar la inver-
sa S = S(D) en la siguien

te forma:

D
vg (D)

S(D) =
fig. IIL14

Por lo tanto para determinar la ley constitutiva inver
sa habra que determinar previamente g(D). Para ello partimos de

la siguiente relacion, ver figura III.14.

1/2
1 J
donde h(s) = b . -1
ZJi/2 X

De ambas expresiones se sigue que:

o]
1
'.._I
Il

g(D)
yg(D) X
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-1

Designando con ¢ a la inversa de la funcidén ¢, de

la relacidn anterior se deduce que g(D) estd dada por:

Obtenida g(D}, la inversa de la ley constitutiva

PERZYNA resulta:

TS
X |9 —2 + 1

Y _

1/2

NOotese que si descomponemos la ley de PERZYNA en

sumandos:

~1[201/2
X ¢ z _
y X
s = D + D
172 172
2 2

y recordamos la expresidn a que arribamos para la inversa

la ley de HOHNEMSER-PRAGER:

se observa que la parte plastica sP = —%- D es la misma

de

dos

de

en
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ambas exXpresiones.
En el caso de corte puro T > x la ley de PERZYNA se
12

reduce a la siguiente relacidn entre D y T
12 12

-1 2D
= —-12y 8ig D + Sig D
T , = X ¢ | ; ) Sig ,, ¥ x8ig D

2
Dicha expresidn puede ser representada por un modelo
mecidnico equivalente, constituido por un elemento friccionante

y un amortiguador no lineal colocados en paralelo, figuraIII.1l5.

/Ll
‘_
% ; — ¥ T2
Y
7
7]
o
7 .
A ¢—o
X @-1{202)
]
fig. ITI.15

Analizaremos a seguir dos ejemplos de funciones ¢:
i) Fumecion potencial ¢(.) = ()0
-1 1/n
En este caso la inversa resulta ¢ (.) = (.) . Par-

ticularizando las expresiones generales de g(D) y S(D},se tiene:

2L1/2 1/n
X +1
172 y
g(D) = 2 ; S =
2Ll/2 1/n Ll/2
Y X : +1 2
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5i n = 1 las expresiones anteriores coinciden con las

obtenidas para la ley de HOHENEMSER-PRAGER.

()

ii) Puncion exponencial ¢(.) = e -1

La inversa de ¢ estd dada por ¢ (.) = Ln[(.) + 1], re

sultando:

2L1/2
X |Ln -+1] + 1
Yz v
g(D} = 2 , S = D
vy ¥ |In]l—2F— + 1} + 1 L
¥y . 2

IITI.3.2 Determinacidn de las Constantes ¥ y Yy vy seleccidn
-1
de la funcidén ¢ .

Particularizaremos a seguir las expresiones constituti

vas de PERZYNA para un estado de tensidn uniaxial T >/§7x= i
11 11

Previamente recordemos que en el caso de tensidn unia-

xial T ,8 y J, estan dados por:

T o 0 ZT 0 0
11 3711

T,..| = 0 ’ | = -= 0

- 1J] 0 0 [Slj] 3T11
0 0 0 0 0 L

11
J = L 5.8 = = T2
2 2 3 11

y la velocidad de deformacidn D v su sequnde invariante por:
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D 0 0
| 1 3 2
[D..] =10 -=D 0 , L ==D.D==0D
ij 2711 2 2 4 11
0 0 “ip
2 11

Introduciendo los valores anteriores en las expresio

nes constitutivas de PERZYNA se tiene:

g1/2 S T
D=y ¢|—2— -1 D = %F 6| -1
X 2J1/2 3 Y
2 11
N 21,172
xlo “| —2—]+ 1
Y -1/ /3D
s = D T = T{ 6 | —aL} 41
1 1
L1/2 Y

De las relaciones entre T y D a que arribamos se
11 11

ve que velocidades de deformacidn D1 # 0 posibilitan estados
1

de tensidn superiores a la tensidn de fluencia. T > T
11 11
Si D = 0 se tiene T = T puesto que la funcién ¢
11 11
verifica que ¢(0) = 0.

Dadc un material se determina experimentalmente para
cada D11 el correspondiente valor T , obteniéndose resulta -
11
dos como indica la figura IIT.16

a1y, $-!

?T" }o“zo

L 0,= 0 T

> E, +—t >3 0,
Y

fig. III.16
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Posteriormente se aproximan dichos resultados con fun
®
. . " *n £
ciones % conocidas, tales como ¢ = f* , 6 =f 7, ¢ = e -1

con las que se tienen las siguientes relaciones entre T y D11
11

para el caso uniaxial:

1/2
* J B
6 = f =-—2_ -1 T = 7Y 1+£DJ
X 11 11._ X 11
B 1/n
*
¢ = £ 1 T =7Y |1 4 £D
11 11 11
Y
£ /3D
6 = e -1 T =7 11 + Ln 1l

11 11
Y

También es posible emplear combinaciones lineales de
las funciones anteriores tal como lo hace PERZYNA ! para apro

Ximar resultados experimentales obtenidos por CLARCK y DUWEZ **
5
. *
mediante la expresion o(f ) = I a_ bl
n=1

*n

III.3.3 Leyes Viscoplasticas Asociativas. Potenciales visco

plasticos.

Como yva fue observado en la ley propuesta por PERZYNA
D = v < ¢(f) > fT » hay dos funciones escalares a ser determina
das, una de variable tensorial f = f(T) denominada funcidn de
fluencia y otra de variable escalar ¢ = ¢(f) gque denominaremos
funcidn viscoplastica.

Cuando la funcidn viscoplastica ¢(f) es integrable,ala
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correspondiente ley constitutiva D = vy < ¢ > fT se le denomina a
sociativa, puesto que existe en este caso, un potencial &= &(f)
a partir del cual dicha ley puede ser derivada.

Aplicando la regla de la cadena se tiene:

Comparando la .relacidon anterior con la ley constituti

va, se sigue que: ®f =42 Yy < o(£) >

df
Empleando una funcidn viscoplastica del tipo ¢(f)=afn
se obtiene la siguiente ley constitutiva y el correspondiente

potencial:

En las expresiones anteriores ya fue escogida la fun
cidn ¢(f), resta aln definir la funcidn de fluencia f.

Si se emplea la funcidn de fluencia de von MISES o la
funcidén de fluencia de TRESCA se arriba a leyes viscoplasticas
asociativas gue designaremos como ley de PERZYNA-von MISES 0
ley de PERZYNA-TRESCA.

Dichas leyes tienen importancia porgque a partir de e
llas, como serd puesto en evidencia mas adelante es posible ob
tener los modelos de plasticidad ideal y creep secundario estu-
diados.en los Capitulos I y II.

A seguir particularizaremos las expresiocones constitu-

tivas para las funciones de fluencia de von MISES y TRESCA.
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Ley viscoplastica asceiativa de PERZYNA-von MISES.

Introduciendo la funcion de fluencia de von MISES

J - X en:

D=y< of> £ . o(f) = X% gty
n+l
y haciendo o = x— se tiene:
5,/? no_1/2
D=Y <(-2— ~1) > J S
2 X 2
o = Y <fn+l s = X < (Jl/z_ X)n+1 N
2
(n+1)y " (n+1)y "™

que

son las expresiones de la ley viscoplastica asociativa de

PERZYNA-von MISES y su correspondiente potencial.

La respectiva inversa de esta ley fue determinada en

el parrafo III.3.1 y estda dada por:

ii)

o
|

( 2Ll/2 1l/n
x! (—2—) + 1

L v

1/2
2

L
Ley viscoplastica ascciativa de PERZYNA-TRESCA.

Introduciendo la funcidn de fluencia de TRESCA
I -~ T.-Y enla relacidn viscoplastica de PERZYNA:

Y < af™ > fT Y en su correspondiente potencial:@tﬂ=¥ﬁi<fﬁi>
n+l
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Haciendo o = Y_n resulta:

T -T n
D =-D = y<(—=+—L -1) >
3 1 Y
® = Y < fn+1 > = XY < (T - T Y)n+l >
n n 3 1
(n+l)Y (n+1) Y

Las expresiones anteriores representan la relaciéncnng
titutiva y el potenéial de la ley viscoplastica asociativa de
PERZYNA—fRESCA“a.

La inversibilidad de la ley de PERZYNA-TRESCA - puede
ser analizada en forma similar a la ley de BINGHAM, parrafo
IIT.1.2, identificando D3 con D Yy T3 - T1 con le .

12

Probada la existencia, a la expresién de la inversa
T -T
- n
se arriba despejando T - T de la relacidén D = y(——-1} ,con
3 1 3
Y
lo que se obtiene:

I11.3.4. Leyes Viscoplasticas no Asociativas.

La ley constitutiva de PERZYNA puede ser extendida al

caso siguiente D = y < ¢(f) > g5, donde £ = £(T) es la funcidn
de fluencia y g = ¢g(T) es una funcidn potencial que en cada
punto T nos da la direccidn de la velocidad de deformacidn.

Dado un estado de tensiones T en un punto X, tal dgue

£(T) > 0 , es posible a través de la ley constitutiva determi -
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minar el correspondiente D. fig.

ITT.17

T(f(T)>0) > D

D =y ¢(f) gg

Cuando ¢(f) v g(T) son tales que

- f(T)>0
no existe una funcion potencial
a partir del cual la ley D = D(S)
. . t(T)=0
pueda ser derivada decimos que
la ley constitutiva es no asocia ‘ £ig.IIT.17

tiva.

Como ejemplo de ley no asociativa presentaremos

ley de PERZIYNA-von MISES-TRESCA.

la

iii) Ley viscopldastica no asociativa PERZYNA-von MISES-TRESCA.

Para obtener la expresidon constitutiva de dicha

se parte de la expresidon de PERZYNA generalizada:

D=1y < ¢(f) > gq

en la que se adopta: ¢(f) = a1 cx(Ts- T -yt y 9(f) =3
1

Introduciendo las expresiones anteriores en

D=y < ¢(f) > dp ¥ haciendo o = Y_n+l se tiene:

ley
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Teniendo en cuenta que Ta- T1= Sa_ S1 , la ley visco
plastica no asociativa de PERZYNA-von MISES-TRESCA puede ser

expresada en funcidén de S y sus componentes:

A seguir analizaremos la inversibilidad de la ley de
PERZYNA-von MISES-TRESCA para el caso particular de n = 2.

Para ello introducimos el dominic D dado por:

D = {SeSm ; tr§=0 , § -8 >¥Y}

y & través de la ley constitutiva D = D(S) = y<(—=—2 -1)> s.

definimos el siguiente conjunto R .

R= {DeSym ; D=D(8) , S ¢ D}

La transformacion D(.):D = R es sobre e inyectiva.
La primera propiedad es inmediata y la segunda sera probada por
el absurdo, admitiendo que hay valores de D iguales gque provie
nen de S diferentes, o sea D = D(S) = D(S*) para S # S*.

Explicitando la ley constitutiva para ambos valores

S ¥y S* se tiene:
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De la igualdad anterior resulta que S* = oS donde:

Introduciendo S* = oS en la igualdad D = D(S*)= D(S)

se arriba a que: a[@(s —81) - X] - (Sa- s -Y) =0 cuyas ral
3

s -85-%
ces son: a = l1 v oo =- 21

5§ -5
3 1

Como nuestro dominio D estda limitado a tensiones des

viadoras S que verifican la condicidn Ss— Sl— Y > 0 de laralz

S -5 =¥
o se sigue que el tensor S*= o S = - =21 5 no perte-
2 2 S - g
3 1
nece a D puesto gue o (83- S}) -Y = 8% - 8% - Y = —(83— SR<0
2 3 1

Por lo tanto la {inica solucidn posible o = 1 contra-
dice la hipdtesis inicial asumida de que a # 1.

De la inyectividad de D(S) se sigue que existe una
funcidn g(D) definida en el contradominio F , gque nos permite
expresar la inversa S = 5(D) en la siguiente forma:

D D

S({D) = = donde g{.): R > R esta dada mediante la
yg (D) yh (S)

relacidn:
S -5
g(D) = —2—1 -1 = h(s)
Y
Previamente a obtener la inversa S(D) sera necesario
determinar g(D). Para ello particularizamos la relacidn siguien

te:
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5 - 8
para la funcidn h(s) = -2 1l - 1, obteniéndose:
Y
b -D
g(p) = ———3~ -1
YYg (D}

De la igualdad anterior y teniendo en cuenta gue

g(D) > 0 se sigue que:

D T

_ g (D)
inversa de la ley viscoplastica de PERZYNA - von MISES- TRESCA:

se arriba a la

Introduciendo g(D) en S(D) =

1/2

IITI. 4. Obtencidn de las Leyes Constitutivas de Plasticidad i-

deal a partir del Modelo Viscoplastico.

A seguir pondremos en evidencia como los modelos de
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plasticidad ideal presentados en el Capitulo I, pueden ser obte
nidos como casos particulares de viscoplasticidad.

Nuestro analisis serd particularizado para los mode
los viscoplasticos estudiados en este capitulo, determinando los
limites de las leyes gque denominamos de PERZYNA-von MISES, PER
ZYNA-TRESCA y PERZYNA-vOn MISESvTRESCAlpara X #F0 vy Yy > Yy
mostrando que en el limite dichas leyes coinciden con las de
plasticidad ideal.

Teniendo en cuenta que en las leyes constitutivas de
plasticidad ideal estdn indeterminadas las deformaciones en fun
cidn de las tensiones; no sucediendo lo mismo en ei caso de las
leyes inversas o sea las tensiones en funcidn de las deformacio
nes, analizaremos en todos los casos el limite de la ley consti

tutiva y el de su correspondiente inversa.

Ley Viscoplastica Asociativa de PERZYNA~von MISES.

Designamos como ley de PERZYNA-von MISES a la siguien

te relacion constitutiva:

J1/2
p=Y (2 - )P g2
X
obtenida a partir de la ley D = y<¢(£f)> fT empleando ¢(£f}= (£)n
‘ X
y £ = Jl/2 - X .

Su correspondiente inversa S = S(D) fue determinada

en el parrafo ITI.3.1 obteniéndose la expresidn:

1/21/n
2L2 -J ~1/2
+ 1 L2 D

Y
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Analizaremos la ecuacidn constitutiva D = D(S) y su
inversa S = S(D) para X # 0y y » .

El limite de la relacidn S8 = S(D) es inmediato:

hp 172\ 1/n
lim S(D) = lim ¥ 2 +1 172 =y L7 /2
Y 2 2
Y + Y+

Sin embargo para determinar el 1limite de D(S) es ne
cesario recordar que las funciones h(S) y g(D) introducidas en

el parrafo III.3.1l:

7172 n ' 172
-1 2
h(s) = % 2 1| o712 : (D) =
X 2 ,p1/2\1/n
YX + 1
y
verifican la relacidn h(8) = g(D}, figura III.14

De lo anterior se siqgue que si y # 0 v y » = resul-
ta: h(8) = g(D) ~ 0.

Por lo tanto el limite de la relacidn constitutiva
D = D(S), que puede ser reescrita como D = yh(S)S, resulta inde
- terminado puesto gque y +oy h{s) =+ 0.

De lo anterior concluimos gue en el limite cuando
¥ #0 y vy » o la relacidon constitutiva viscoplastica que de
nominamos PERZYNA-von MISES coincide con la ley de plasticidad
ideal de von MISES.

-1/2

D=XxX§8 , S =¥L D
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Ley Viescoplastica Asociativa de PERZYNA-TRESCA.

Como fue observado en el parrafo III.3.3 , la ley
constitutiva viscoplastica de PERZYNA-TRESCA y su correspon -

diente inversa estan dadas por las expresiones:

D=-D=Y<(3 1'_1) > ’ T-T-=Y l+("_3)
1

Analizaremos el limite de ambas expresiones parayY # 0

y ‘Y-rm,

El 1limite de la inversa es inmediato:

D 1/n
lim (T - T ) = 1lim Y {1 + (%) =Y
3 1
¥

'Y—H‘)O ¥ oo

Introduciendo el resultado anterior en la ley consti
tutiva D=D (T - T ), se sigue que D queda indeterminado pues
3 3 3 1] 3 T — T n
en el limite resulta el producto de y»« por (———21 - 1) > 0.
Y
De lo anterior concluimos que en el limite cuando Y#0
Y Y > » la relacion constitutiva viscoplastica de PERZYNA- TRES

CA coincide con la ley de plasticidad ideal de TRESCA.

Ley Viscoplastica no Asociativa de PERZYNA-von MISES-TRESCA.

La ley constitutiva de PERZYNA-von MISES-TRESCA y su
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correspondiente inversa para n = 2, estudiadas en el parrafo

I11.3.4 , estan dadas por:

S - S8

D(S) = y< =2—+ -1 > s
Y
s 1/2
S(D) = ———— 1+ |1+ —2 1 D
2(D - D) vy

3 1

Analizaremos el limite de ambas expresiones D(S) Yy

S(D) para Y #0 vy v » « .

El limite de la ley constitutiva inversa es inmedia

to:

Sin embargo para determinar el limite de D(S) hay que
tener en cuenta que las. funciones h(S) y g(D) introducidas en el

parrafo IIT.3.4

=
w
t
w
tMI
HU)
1
-
Yol
Cl
1]
[N
—
A
+
e
+
1.9
=)
o
o
w)
L |
—
&

verifican la relacidon h(8) = g(D).

En el limite cuando y » =, se tiene en forma inmedia
ta que g(D) » 0 y por lo tanto h(S) » 0. De lo anterior se si
gue que el limite de la relacidn constitutiva D = D(S), que pue
de ser reescrita como D = yh(S)S, resulta indeterminado puesto

gue vy »oy h(8) - 0.
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Concluimos que en el limite para Y # 0y v + « la re
lacidn constitutiva viscoplastica de PERZYNA-von MISES-TRESCA

coincide con la ley de plasticidad ideal de von MISES-TRESCA.

IIT.5. Obtencidn de las Leyes de Creep Secundaric como casos

particulares de viscoplasticidad.

Los modelos de creep secundario asi como los modelos
de plasticidad ideal pueden ser obtenidos come casos particula-
res de viscoplasticidad.

Mostraremos a seguir que las leyes constitutivas vis
coplasticas de PERZYNA-von MISES, PERZYNA-TRESCA y PERZYNA- von
MISES-TRESCA en el caso particular de x = 0, conducen a las le
yves de creep secundario presentadas en el Capitulo II.

Para las leyes asociativas la propiedad anterior se
ra puesta en evidencia a nivel de los correspondientes poten-
ciales, mostrando como se pasa del potencial viscoplastico al
potencial de creep.

En el caso de la ley no asociativa de PERZYNA- von MI
SES-TRESCA, la obtencidon del correspondiente modelo de creep se

ra realizada a nivel de ecuacidn constitutiva.

Ley Asoctativa Viscoplastica de PERZYNA-von MISES.
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De la ley potencial de PERZYNA y de la funcidn de
fluencia de von MISES se obtuvieron en el parrafo ITITI.3.3 la ley
viscoplastica que denominamos de PERZYNA-von MISES y su corres

pondiente potencial ©¢.

n+l

1/2
J n
1/2 =) =

< (=2 -1) > J; s , &=
X (n+1)x"

Y < (Jt/2

w]
]
ra{=<

Introduciendo la tensidn efectiva Te =3 Jl/2 y la
tension de fluencia en traccidn Y = /EX , se obtienen las si

guientes expresiones:

n n+l

D = 15% <(T - Y) > S , @ = ___;l___H <(Te- Y) >
2y e T, Y3 (n+1)Y
Haciendo k = Y e Y =0 se tiene:

Concluimos por tanto que cuando se hace Y = /EX = 0,
la relacidn constitutiva viscoplastica de PERZYNA-von MISES co

incide con la ley de creep secundarioc de von MISES-ODQVIST.

Ley Asoctiativa Viscoplastica de PERZYNA-TRESCA.

Empleando la ley potencial de PERZYNA y la  funciodn

de fluencia de TRESCA se arribd, parrafo III.3.3 a la ley vis-
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plastica de PERZYNA-TRESCA y su correspondiente potencial ¢:

T -T n n+l
D =D=y<(-—2*21-1) >, ¢=—T— <(T-T-YV) >
3 ! Y (n+1) Y 3 1
Haciendo k = yY'n e ¥ =0, resulta:
n K n+l
D=-D=k(T-1T) ’ = = (T =T )
3 1 3 1 n+l 3 1

De lo anterior se sigue que cuando se hace Y = 0 la
relacidn constitutiva viscoplastica de PERZYNA-TRESCA se reduce

a la ley de creep secundario de TRESCA.

Ley no Asociativa Viscoplastica de PERZYNA-von MISES-TRESCA.

De la ley viscoplastica de PERZYNA-von MISES-TRESCA

analizada en el parrafo III1.3.3 y dada por la expresidn:

haciendo k = 2 e Y = 0 se obtiene la ley no asociativa
3

de creep secundario de von MISES-TRESCA.

n-1

D = k(T - T) S
3 1

N Jw

Con lo anterior gqueda mostrado que las leyes de creep
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secundario presentadas en el Capitulo II, pueden ser obtenidas
a partir de modelos viscoplasticos correspondientes, haciendo
gque la regidn del espacio de tensiones donde el material se com

porta rigidamente £(T) € 0 , tienda a T = 0.

III.6. Generalizacidon de la Ley Viscoplastica de PERZYNA.

La ley constitutiva propuesta por PERZYNA:

D=Y<¢)>fT

puede ser generalizada para el caso de materiales isotrOpicos
Para ello se admite que la funcidn de fluencia £ puede ser

expresada como una funcidn de los invariantes del tensor T.

£f=f(1 ,T, I)
1 2 3

donde:

I =trT , I -1 [%r(TT) - (tr T)%} s, I =det T
3

1 2 2

Derivando £ con respecto a T se tiene:

donde:
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(), =1 , (I},=7T-=-(tr T)T , (Ia) = (I),T-IT

Sin embargo resultan expresiones mas simples si tra
bajamos con los invariantes J vy J del tensor desviador.
2 3

Recordando las relaciones entre los invariantes de T

1 3 3 97 1 3 12

es posible expresar £ en una forma mas conveniente © sea co

mo funcién de (I , J , J ), o sea:
1 2 3

Derivando £f con respecto a T, obtenemos:

4T 3T 1 aJ 2 3J 3

1 2 3

T

Recordando gue las derivadas de I , J , J con respec
1 2 3 =

to a T estan dadas por:

la expresidn f; resulta:
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oI aJ 3J
1 2 3
- |2f _ 2 J of I + af S + af 5SS
oI 3 %33 3J aJ

un polinomio en S de grado 2, cuyos coeficientes son funcio-

nes de los invariantes (Il, Jz, Ja)'

Es posible también expresar £, como la aplicacidn

T
de un tensor de cuarto orden I sobre S.
Introduciendo las relaciones:
; - S.8 ; _1I8s . _ Ies
5.5 5.5 2J
2
sg = 5.5 sg = S5&S g
5.8 2J -
2
§ =11 §

en la expresion de f, se tiene:

8f 185, 3f ;p , 3f [SS@S _ 1 44

oI 23 aJd aJ 2J 3
1 2 2 3 |- 2

donde: ' =

Concluimos que para materiales isotrdpicos la ley formulada por

. PERZYNA toma la forma:

D=y <do>1I" S8
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donde las funciones ¢ y £ son dadas para cada caso particu -

lar.

III.6.1 Condicidn de Incompresibilidad.

Mostraremos a seguir que la condicién de incompresi-
bilidad en las deformaciones viscoplasticas de materiales gue
satisfacen la ley constitutiva D =.y <<p>fT : introduce restric
ciones en la funcidn de fluencia.

De la relacion constitutiva , se sigue que la con-
dicidn necesaria para que las deformaciones viscoplasticas sean

a volumen constante es que:

tr D

Il
0y
H
Hh

1l
Hh
-
It
(=)

resulta:

fT. I = 3f I.I + LE3 S.I + 3f [%S -2 J I:}. I =0

dI 3J oJ
1 2 3

teniendo en cuenta que S, y [_SS -

W ™

dores:

S = {%I -1 (I@I{]T ¢ SS - 2 J I = [TI -1 (I@I{] SS
3

de la relacidn anterior se sigue gue:
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Concluimos por tanto gue un material isotrdpico que
admite la ley de PERZYNA, para tener deformaciones viscoplasti-
cas isocOricas es necesario que la funcidn de fluencia corres -

pondiente no dependa de I . En este caso particular £ =£(J J)
1 2 3

Debe notarse finalmente que PRAGER *°®

analizando el ca
so de deformaciones plasticas incompresibles y admitiendo que D
puede ser expresada como potencias de § arriba a expresiones

similares.

IT1.7. Precblema de vValor de Contorno en Viscoplasticidad esta-

cionaria.

Sea un cuerpo de material viscoplastico gue ocupa u
na regidén Q de contorno T del espacio en clideano tridimen -
sional, figura II.S.

Dicho cuerpo estad sometido a un sistema de fuerzas

(b, a)

o
Il

b(X) en § fuerza de volumen

a({x) en T fuerza de superficie

Wl
Bl

y a una velocidad prescripta v:

v = v(X) en T
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El problema de valor de contorno en viscoplasticidad es
tacionaria consiste en determinar los campos: v = v{X) veloci -
dad, D = D(X) velocidad de defermacidn, T = T(X) tension , dgue
satisfagan las siguientes ecuaciones:

Ecuactiones de equilibrio
div T + b = px en
Eecuaciones cinematicas

D=2 (vv+ vwh) = (Vv)f en
2

Eeuqciones constitutivas

D =y¢(f) fT en {

Con las condiciones de contorno:

donde n es la normal saliente al contorno T.
Notese que estamos admitiendo que el estado tensio -
nal en todos los puntos de £ es tal que £(T) > 0, lo gque nos

permite expresar la ley constitutiva como D'=Y¢(f)fT.
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I11.8. Ejemplo de Aplicacidn.

A seguir presentaremos como ejemplo de aplicacidn un
problema de valcr de contorno en viscoplasticidad estacionario,

relacicnado al caso de una esfera hueca con presidn interna.

EJEMPLO 1: Esfera hueca con presion interna.

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio interno
r., y radio externo r.» constituida de un material que satis-
face la ley viscoplastica de PERZYNA-von MISES, sometida a una
presidn interna constante p.

En coordenadas esféricas r,¢, 0,las componentes del

tensor desviador S y su segundo invariante J2 estan dados por:

Z(Tr— T,) 0 0

¢

[sij]=l 0 T - T 0

w |
=
H

()
]
o |
0
"

1]
W
3
[
=

Teniendo en cuenta, como sera comprobado més adelan-

te, que T, > T. en todo el intervalo r; €r < r,. se sigue que

i) Feuacion de equilibrio

Ya fue observado, que en el caso de simetria esférica si 1las

fuerzas de volumen son nulas, la condicidn de equilibrio
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div T + b = 0 se reduce a la siguiente ecuacidn diferencial:

dT Tr—T¢
—X 42 =0
dr r

ii) FEcuaciones cinematicas

De la simetria del problema resulta que las unicas componentes

de D no nulas son:

iii) Ecuacion constitutiva

Como fue observado, este ejemplo serd analizado para la ley cons
titutiva viscopléastica de PERZYNA-von MISES dada por la siguien

te expresion:

X J
2

1/2

Teniendo en cuenta gue en este caso J = - Tr)
2

1
—=(T
/3 ®

la ley constitutiva se reduce a:

Admitiendo que la presidon p es tal que en todo pun
to de la esfera se verifica que T¢- Tr > Y, las componentes Dr’

D y D resultan:
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iv) Condiciones de contorno

Las. condiciones de contorno se reducen a:

V) Solucion del problema de valor de contorno

De la isocoridad, tr D = 0, se sigue que:

D+ D, + Dy = v, 2oy

¢ 8 dr r
Integrando la ecuacidn diferencial anterior se obtie
ne v(r) = C r_z.

1
Del valor v(r} determinado y de la relacidn constitu

v T, - Tr n
tiva: D, = = = Y_ ¢ -1 se sigue que:
¢ T 2/ Y
1
2/3c |1 4%
T¢- Tr =Y —1 r T+ 1

-

Introduciendo la expresidn anterior en la ecuacidn

de equilibric e integrando obtenemos Tr

1
2/3c \'n ~3/n
T = 2Y L - =r + Lr + C
r 2
Y 3
De las condiciones de contorno Tr(ri) = ~p, Tr(re)=0,

las constantes C1 y C pueden ser determinadas:
27
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n
B r
C = Y 3 & - L __e. —]
1 -— -
2/3| (g "3/n_  =3/n, 2Y r. |
LT e _
— -3/n
re r
c = 2v P _p-2) -1r
2 - -
. 3/n_ r 3/n 2Y r,

Introduciendo las constantes C y C en las expresio
2

1
5’ 'I'e ' Jl/2 y v se arriba a la solucidon exacta
2

del problema viscoplastico.

nes de T_, T
r

1 r % r re
T, ==— | % -1} (v -2 -p) - 2L =

[+ 1 r., r

n 1
1 3 r é r r
T =7 ==— |-+ 1 | (p -2y -5 + v - 2vL €
¢ 0 o 2n r r. r
n 1
r 2 r
A2 B R gy 8 4 L
2 r
2no¢n ry /3
3 n
3 en r

v = L | =— & B -1 & r

2/3: nan r 2Y :l’_‘l

r 3
donde o = R |
r.
1

vi) Viscoplasticidad ley de HOHENEMSER-PRAGER.

Como ya fue observado, parrafo III.3,cuando n = 1 la ley visco-
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plastica de PERZYNA-von MISES se reduce a la de HOHNEMSER-PRAGER.
Por lo tanto haciendo n = 1 en las expresiones Tr’ T¢

TB y v , se obtiene la solucidn del problema para la ley visco-

plastica de HOHENEMSER-PRAGER:

r r r
=17, =% {jl &3 4 %} (p - 2YL -5) + ¢y - 2vL -
2

r, r
1

vii) Plasticidad ideal ley de von-MISES.

Al determinar la solucidn del problema viscoplastico de la esfe

ra se admitid que en todo punto, la tensidn pertenece al domi

nio viscoplastico £ = Jl/z— ¥ >0. De la expresidn a que se a
) a
r
rribd para Jl/2 se sigue que p > 2YL £
2
Ti
Te
En el limite cuando p = 2YL — , se tienen los siguien
1/2 - Ty
tes valores de T, T., J y f:
r ¢ 2
_ r r
T =-2vL - , T =y-o2vn-& , g¥/?_ £=0
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Si el material es viscoplastico ( v finito) resulta ademas v = 0.

La solucidn del problema plastico se obtiene, hacien
r

do que £ > 0, de donde se deduce que la presidn p + 2YL EE' Por
i
lo tanto cuando p es igual a la carga limite, la distribucidn

de tensiones T_y T, en el caso plastico y viscoplastice coin-

¢
ciden.
Sin embargo, la velocidad que es nula en el caso vis

coplastico pasa a ser indeterminada en el caso plastico puesto

que resulta el producto de vy que tiende a infinito por
r n
(& -1 Eg) que tiende a cero.
2Y i

viii) Creep secundario ley de von MISES-0DQVIST.

En el parrafo III.5 fue mostrado que es posible obtener la ley

de creep secundario de von MISES-ODQVIST a partir de la ley vis
Y

/3"

las expresiones de Tr’ T¢ y v correspondientes a la solucidn

coplastica de PERZYNA-von MISES. Haciendo k = eY =20 en

del problema viscoplastico, se tiene la solucidn del problema de

creep secundario analizado en el Capitulo II.

Te % 3 r 3
E 1S P Ty = G- T ea

Tr =7 %
n an 2n r
n 3 r a
v = ki3 . —%— donde o = (—9) -1
2 Znan r n ri
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CAPITULO IV

ELASTO/VISCOPLASTICIDAD

Como ya fue observado, en mecinica de sdlidos es usual
estudiar por separado las propiedades plasticas y las propieda-
des reologicas de los materiales.

Ambas ciencias, tanto la plasticidad como la reologia,
se han desarrollado creando sus propios métodos de investigacidn
basandose en hipdtesis simplificativas que traen aparejadas res
tricciones en sus respectivos campos de aplicacidn.

Asi por ejemplo al analizar los fendmenos plasticos la
hipbtesis comin a todas las teorias es admitir que las deforma-
ciones dependen de la historia de como esas deformaciones fueron
procesadas,y no del tiempo. Esa independencia del tiempo hace
imposible que las teorias de plasticidad puedan llevar en cuen-
ta fendmenos reoldgicos.

Por lo tanto, cuando los efectos reoldgicos pueden ser
despreciados es posible tener mediante la teoria de la plastici-
dad una descripcion real del fendmeno. Un ejemplo de lo ante-
rior, son los procesos cuasi-estaticos de corta duracidn, donde
no es necesario llevar en cuenta efectos de creep o relajacion.

Lo mismo a la inversa, cuando se analizan efectos reo
logicos, las teorias viscosas empleadas no hacen posible 1llevar
en cuenta al mismo tiempo fendmenos pldsticos. Sin embargo, los
ensayos mecanicos de metales ponen en evidencia gue los efectos
reoldogicos, siempre ?resentes, dependen de la velocidad de carga

obteniendose en correspondencia tensiones superiores al del ensa
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yo estatico a medida que dicha velocidad aumenta.
En el acero normal, donde multiples estudios experi -

“%7 %5 yna solicitacidn rapida puede

mentales se han realizado
hasta triplicar el valor de la tensidn de fluencia y producir se
giin la velocidad una marcada reduccidn en el fendmeno de endure-
cimiento.

A lo anterior se deben, seguramente, las discrepan-
cias que en muchos casos surgen entre los resultados experimen-
tales del analisis de materiales, sometidos a cargas variables
en el tiempo, con los obtenidos mediante la aplicacidn de la Teo
ria de la .plasticidad, en gque los fenOmenos reoldgicos no son lle
vados en cuenta.

Los ensayos de metales muestran ademas que los efec-
tos recldgicos se presentan en forma mas pronunciada cuando el
estado plastico es alcanzado. Lo anterior hace posible gue en
muchos casos los efectos reoldgicos sean despreciados en la zona
elastica inicial y solamente tenidos en cuenta cuando se alcanza
la zona plastica.

A diferencia de la elasto viscoplasticidad en la qgque
se consideran propiedades viscosas en todo el dominio de las ten
siones, en elasto/viscoplasticidad se considera viscosidad sola
mente en el dominio plastico *°r*'.

Por lo tanto, en la teoria elasto/viscoplastica se ad
mite la existencia de una regidn del espacio de tensiones den-
tro de la cual el material se comporta elasticamente y fuera de
ella tanto propiedades plasticas como viscosas son llevadas en
cuenta , independientemente si las cargas aumentan ¢ disminuyen.

En este caso se hace necesario determinar una funcidn

de fluencia que divide el espacio de tensiones en dos zonas, una

elastica y otra viscoplastica, asl como tambié&n establecer una
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relacidn constitutiva para estados de tensidn correspondientes a
ambas regiones. Lo anterior sera realizado como una extensidn
del modelo viscoplastico presentado en el capitulo anterior.

Finalmente cabe establecer que el modelo elasto/visco
plastico a ser analizado en este capitulo, presenta la ventaja a
dicional de gue a partir de &l se pueden obtener los modelos de
elastoplasticidad, elasto. creep, creep secundario, y viscoplasti
cidad estacionaria, estudiados en los capitulosanteriores.

A seguir se presenta una ley constitutiva general en
elasto/viscoplasticidad y los casos particulares estudiados por
FREUDENTHAL “7 y PERZYNA "' .

Para dicha ley general se muestra la existencia de in
versa y de potenciales elasto/viscoplasticos a partir de los cua
les las leyes constitutivas pueden ser derivadas.

La convexidad de los potenciales, necesaria en la for
mulacidén de principios variacionales de minimo, es también veri
ficada.

Presentadas las leyes constitutivas, se formula el pro
blema de valor de contorno cuasi-estatico, con condiciones - ini
ciales en elasto/viscoplasticidad y se estudia como ejemplo el
caso de recipientes esféricos con presidn interna, donde es posi
ble obtener soluciOn exacta.

Finalmente haciendo uso de las propiedades de convexi
dad de los potenciales, se muestra cdmo arribar a principios va
riacionales en elasto/viscoplasticidad. Dichos principios resul
tan generalmente de gran utilidad en la obtencion de soluciones
aproximadas y en particular los de minimo permiten mostrar unici
dad de las soluciones.

Partiendo del principio del trabajo virtual y tenien-

do en cuenta la ley constitutiva de materiales elasto/viscoplas-
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ticos, se deducen los funcionales de energia y energia comple -
mentaria, qgue permiten enunciar los principios de minima ener
gia potencial y minima energia potencial complementaria.

Se deducen tambi&n a partir de estos dos {iltimos fun
cionales, el funcional generalizadc de tres campos y el funcio
nal de HELLINGER-REISSNER, de dos campos"“®.

La eguivalencia del problema de valor de contorno con
la condicion de minimo o estacionaridad de los funcionales ante
riores es mostrada al determinar las ecuaciones de EULER y las

condiciones naturales de contorno correspondientes a cada fun

cional.

IVv.l. Ley Constitutiva en Elasto/viscoplasticidad.

En elasto/viscoplasticidad se admite la existencia de
una funcién de fluencia £(T,x) = 0 , similar a la empleada en

plasticidad o viscoplasticidad, gque permite definir dos regio

e vp

nes @ Yy Q en el espacio de tensiones:

Qe

{ T £ Sym £(T, ) <0}

-

~e

QP = [T ¢ Sym £(T, x) > 0}

La regién q° verifica las siguientes propiedades:

i) la funcidn de fluencia inicial contiene al origen T = 0, o
e
sea que 0 g @

ii) es convexa, © sea que para dos valores de T, Tl% T2 e oF vy

0 £ 3£ 1 se tiene que T = Tl + a(Tz—Tl)E Qe.
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En elasto/viscoplasticidad se supone ademas que el
comportamiento del material depende del estado tensional si
T ¢ 0 es elisticoy si T ¢ @'F es elasto viscoplastico.

Admitiendo que la deformacidn total D puede ser des

compuesta en dos sumandos, la ley constitutiva estad dada por:

p¢ si T g o°

De + DVP si T e ﬂVp

La parte elastica D° estd relacionada con T a través de la

expresion:

p = m T

&
donde 1D es el tensor de elasticidad de cuarto orden que

satisface las propiedades de simetrlia, inversibilidad y po

sitividad:

. . T
simetria ID = 1b
inversibilidad M D Y = I

positividad ID D.D > 0 , Dg {Dg Sym ; D # 0 }

La parte viscoplastica D'P  est3i dada en funcidn de T Y X
a través de una ley viscoplastica similar a las estudiadas

en el capitulo anterior.

p'P = p"P(r,y).

En la frontera de ambas regiones cuando £(T, x¥) = O
la deformacion viscoplastica DVP  es nula, por lo tanto se tie
ne que D = p.

Si X es constante ¥ = T?z la superficie de fluencia
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f(T,x)} estd fija en el espacio de tensiones, si y es un parame
tro que representa la historia de las deformaciones viscoplasti
cas, la superficie de fluencia f(T,y) puede variar segin los
valores de y.

Obsérvese que, tal comoc se ha presentado, elasto/vis
coplasticidad resulta una generalizacidn de viscoplasticidad ,
asi como elastoplasticidad lo es con respecto a plasticidad. En
ambas teorias se incluyen las deformaciones eldsticas que se ha
cen presentes para todo valor T.

Sin embargo hay una diferencia fundamental entre e
lasto/viscoplasticidad y elasto-plasticidad. Dicha diferencia
consiste que cuando se estd en el dominio viscoplastico T e VP
la deformacion viscoplastica DVp es diferente decero, para cual
guier valor de i, cosa que no sucede en elastoplasticidad.

FREUDENTHAL estudid la relacidn constitutiva anterior
particularizada para el caso en que D¢ Vi D'P toman los valores
siguientes”’:

Dt correspondiente a deformaciones en elasticidad i

sotropica en que ID y ID_l estan dados por:

ID = 2y T + A(I & I)

D 7= 5 'II—%-LIQI_]
L 2p + 34 B
donde I y I son los tensores identidad de segundo y cuarto or

den, v *» v ¥ las constantes de LAME.

Yy D'F  1a correspondiente deformacidn viscoplastica

postulada por HOHENEMSER-PRAGER.

Empleando la ley anterior WIERZBICKI analizd en va
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#3805y o1 problema cuasi-estdtico de recipien

rios trabajos
tes esféericos de pared espesa sometidos a carga constante, don
de como se verd mas adelante es posible obtener soluciones exac
tas en elasto/viscoplasticidad.

° extendid la ley constituti-

Posteriormente PERZYNA '
va estudiada por FREUDENTHAL, admitiendo que la parte viscoplas

tica satisface la ley postulada por él:

VP =y < o(£) > £0

En este caso la ley constitutiva en elasto/viscoplas
ticidad se resume en una sola expresidn:
-1 - *
D= 1D T+ v < ¢(f ) > fT
De lo anterior se sigue que una relacidn constituti-
va general en elasto/viscoplasticidad puede ser expresada en la
sigquiente forma:

"L+ pP(r,y

D = D(T,T,y) = D
Como ya fue observado y es un parametro que representa la his
toria de la deformacion.

Dicha ley nos dice que la velocidad de deformacidn D
en un punto X de un sdélido elasto/viscoplastico, estad determi
nada cuando se conoce el estado de tension T, la historia de 1la
deformacion viscoplastica yy la velocidad de la tensiodn T.

Una de las propiedades de la ley anterior es gque pue

de ser derivada a partir de una funcion escalar de variable ten
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sorial ¢ denominada potencial elasto/viscoplastico.

La funcidn potencial & estd dada por:

®(T,D F)

I}
(S

g -

B

Derivando ¢ con respecto a T se tiene la relacidn

constitutiva general de elasto/viscoplasticidad:

0. =2 —ptospPop

Iv.1.2. Ley Constitutiva Inversa.

Designamos como inversa de la ley constitutiva elas-
to/viscoplastica a la expresidn tensorial i = &(D,Tx)obtenida a
partir de la ley constitutiva anterior,

Teniendo en cuenta que ID ID_l = I de la ley consti-

tutiva se sigue que T(D, D'F) estd dada por:
T(D,D'P) =m(p - D'P)

Introduciendo la ley constitutiva viscoplastica

\' - . . .
D'P = DVp(T,x) en la expresidon anterior se tiene que la inversa

-

T puede ser expresada en funcidén de D, Ty y .
T(D,T,x) =ID |D - DVP(T,X)J

Por lo tanto la ley inversa en elasto/viscoplasticidad permite
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determinar % cuando se conoce el estado de tensiones T, la
historia de la deformacidén y y la velocidad de deformacidn D.

Al iqual que en el caso de la ley constitutiva exis
te una funcion potencial ¢ a partir de la cual la ley inversa
puede ser derivada.

A dicha expresion se puede arribar aplicando la trans
formada de LEGENDRE °Z.

VP,

Dada una funcidn D(T, D su respectiva inversa

D_l(D, D'P) que designamos con T(D, DVp) y el correspondiente

potencial @(%, DVP) a partir del cual DI(T, DVP) puede ser deri
vado, mediante la relacioOn D(&, DVP) = &, , la transformada de
LEGENDRE asegura la existencia de una fuicién ¥(D, DVP) tal que
las siguientes igualdades se verifican:

¥(p, D'P) = T.D - o(T, D'P)

y o3y
p=— =T

oD

Para determinar la expresidn de Y introducimos las

expresiones T = ID(D - DVP) y o(T, DVP) -1 T.ID_l T + T. DVpen
2
la relacidn anterior, obteniéndose:
y(0,0?) =L poDp - p. D DP
2

Derivandose T(D,DVP) con respecto a D, se sigue que:

Concluimos por lo tanto que la funcién escalar de argumento ten
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sorial:

v(p,0%) =1 p.m D - D. D D'F

2
es el correspondiente potencial de la ley constitutiva inversa

en elasto/viscoplasticidad.

IV.1.3. Modelo Mecanico Equivalente.

Para estados tensionales simples tales como corte pu
ro o traccidn simple la relacién constitutiva elasto/vicoplas-
tica se reduce a una relacidn entre escalares.

En estos casos es posible efectuar la analogia de la
ley constitutiva con un modelo mecanico simple.

Analizaremos la ley constitutiva elasto/viscoplasti-
ca propuesta por PERZYNA para el caso de corte puro.

Para el caso particular de corte puro le # 0 la ley
constitutiva:

—l J1/2

D=~ T+ <L < ¢|[—2— -1]|>3
2 X 2

1/2

se reduce a la siguiente relacion entre escalares:

| T

La velocidad de deformacion D es la suma de una
12
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. e - . - v
parte elastica D mas otra viscoplastica D1E'
12

DY = = 7 ;. D'P =
2.” 12 12

N =
Fa®
=
v
-
[~

La parte viscoplastica DTE fue analizada en el cgpi—
tulo anterior donde se mostrd que puede ser representada por un
modelo mecanico equivalente constituida por un elemento friccio-
nante y un amortiguador colccados en paralelo, fig. III.15.

En el caso particular de la ley de HOHENEMSER-PRAGER
dicho amortiguador resulta lineal, fig.III.5.

Para la ley elasto/viscoplastica el modelo  mecanico
correspondiente esta dado por un resorte colocado en serie con

el modelo viscoplastico tal como indica la fig. IV.1.

77 T
w7 VNV
12 ,
7 21 12
T
7
//; ——
v
1 p
/ - v
Te=* T+ T
e vp
D= D+ Dy
fig.TIV. 1.

El wvalor de D12 estd determinado cuando se conocen
T y T . Para T > y se tiene pvP #0ysiT #0 se tiene
12 12 12 12 12

ademas De2 # 0.
1

También fue observado en el capitulo anterior gque las
leyes plasticas y de creep secundario pueden ser derivadas de
las correspondientes leyes viscoplasticas. En el limite ¥ #0

Y ¥ = @ se tiene el modelo plastico y haciendo y = 0 se arriba
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al modelo de creep.

Por lo tanto los modelos mecanicos correspondientes

a estos limites son los indicados en la figura IV.2.

| ]
. =——-- |
77T - W 1
- A WA—s '
/1
- /]
4 1 E
[Tl 4
/]
1 -
X#0 - o X=0

Modelo =elasto plastico Modalo alasto. creep

fig. IV.2.

IV.2. Problema de Valor de Contorno en Elasto/viscoplasticidad.

El problema de valor de contorno en elasto/viscoplas
ticidad limitado al caso de deformaciones infinitesinales y pro
cesos cuasi-estaticos puede formularse de la siguiente manera:

Sea un cuerpo de material elasto/viscoplastico que
ocupa la regidn (i de contorno I' del espacio euclideano tri

dimensional. Dado el sistema de fuerzas (b, a) donde:

b =Db(x,t) , en (X,t) e @ x [ 0,17] fuerza de volumen

wl
1

a{x,t) , en (X,t) ¢ Q¥ [ 0,07] fuerza de superficie

v un desplazamiento prescripto u:
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u = u(X,t) , en (X,t)e Ih X @;ﬁj

determinar el desplazamiento u(X,t), la deformacion total E(X,t)

la deformacion viscoplastica EVP(x,t), la tensidn T(X,t), el pa

rametro de endurecimiento x(X,t) tal que

tes ecuacicnes:

Ecuacion de equilibrio

div T+ b =20

Ecuaciones cinematicas

v}
It
N

Ecuaciones constitutivas

t
X = x([ T. D'P dt)
Q

Con las condiciones de contorno:

Pl

Tn =

=]
I
=31

y las condiciones iniciales:

ulX,0) = u (X) , E(X,0) =E (X) , EP(X0) =ET(X =

(Vu + vub) = (yu)s

X)) =Y < 9 >fT'

en

en

en

en  (X,t) e I'p x [0,77]

en (X,t) € Fu X [_OJTj

satisfagan las siguien

0
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T(X,0) = T (X} , X(X,0) = XO(X)-

asociadas a la solucidn del correspondiente problema elastico en

el instante t = 0.

TT Y Pu son las partes del contorno I donde estan
prescriptas las fuerzas y los desplazamientos, vy n es la nor

mal exterior a T

IVv.3. Ejemplo de Aplicacidn.

A seguir serd analizado el caso cuasi-estatico de re

cipientes esféricos de pared espesa sometidos a carga constante.

EJEMPLO 1: Esfera hueca con presion interna.

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio internoxi
radio externo r, v sometida a una presidn interna constante p
y constituida de material elasto/viscoplastico.

Tal comc fue observado, la deformacidn de los materia

les elasto/viscoplasticos puede ser descompuesta en dos partes
D = D% + D'P

En este caso particular admitiremos que D¥ satisface
la ley constitutiva de elasticidad isotropica y que D'P verifica
la ley constitutiva viscoplastica de HOHENEMSER-PRAGER.

De lo anterior se sigue que: D = D€ + D'P donde:
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—
p° = ol =1 |1 - A IQI| T
2u 24 + 3A
5172
pVP =X . 2 -1 J_l/2 s
2 X 2

Teniendo en cuenta que un tensor simétrico estd deter
minado cuando se conoce su trazo y su correspondiente desviador,
la relacidon constitutiva puede descomponerse en dos relaciones ,
una entre trazos y otra entre desviadores.

Aplicando las operaciones trazo y desviador a la ley

constitutiva anterior se obtienen las siguientes relaciones:

tr D = L (l - ——21———) tr T = 1 tr T = l— tr T
2u + 32X 2u + 3X 3K

72
[]I-l(IQIZ|D =—l-~s+-\f<,2 - 1> J_l/zs
3 2H 2 X 2

Para expresar las ecuaciones del problema de valor de
contorno particularizadas para el caso de la esfera, en coordena
das polares r, ¢, 0 , recordamos previamente que las componentes

de T y S estan dadas por:

T 0 0 2(Tr-T¢) 0 0
1
T..|= |0 T 0 S..| = = 0 T -7 0
{:1é] b ! [ilé} 3 ) r
0 0 T 0 0 T - T
— ¢L ) r

Admitiendo ademas que en todo punto de la esfera se

> Tr ;, resulta Jl/z -1 (T, - T )

verifica que T
2 /3 9 r

¢

Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones del
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problema de valor de contorno, se tiene:

i) Ecuacion de equilibrio
d T T -7
I v 2 X% .g
dr r
ii) Eeuaciones cinematicas
_ o da _ _u
D= & - D¢ =Dg =1

iii) Feuaciones constitutivas

Recordando que al aplicar las operaciones trazo vy
desviador la ley constitutiva fue descompuesta en dos relaciones.
De la primera, © sea tr D = L tr T se sigue:

3K

1 . .
D. + 2D, = — (T_ + 2T
r ¢ 3K ( r ¢)

De la segunda, o0 sea de la relacidn entre desviadores se obtiene

que:

. T - T
D, - D =—:E'-—_(T-Tr)+—/§_\( i————r—l

P r 2 ¢ 2
U /3y
iv}y Condietones de contorno
Tr(ri) =-p - T .(r) =0
v) Problema de valor de contorne con valor inicial

El problema de valor de contorno con valor inicial co
rresponddiente a la esfera hueca de material elasto/viscoplasti-

co con presidn interna, consiste en determinar los campoes
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Tr = Tr(r,t) ' T¢ = T¢(r,t) , u = ul{r,t)

tales que satisfagan las ecuaciones:

darT T -T
+2-E ¢=-9
dr r
da a, _ ; :
3K (E? + 2 ;) = Tr + 2T¢
. . T - T
it : Ay

en (r,t)e Ei'rej X EJ,E]
Con las condiciones de contorno:

’ Tr(rert) =0

Tr(ri,t) = -p

y las condiciones iniciales:
= Tﬂ(r) r T (rl'o) = TD(r)
r ¢ ¢

T (r,0)
r

r

ul{r,0) = u’(r)

asociadas a la solucidn del correspondiente problema elastico:

" g "o
3K(%‘— +28)= 10+ 21}

1] 0
..u.._dL =L(T$-T0)
2y
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0 o 0 _
Tr(ri) = -p Tr(re) 0

Dicho problema fue analizado en el ejemplo I.1 obté

niéndose las siguientes expresiones para u®(r), T;(r), T%(r):

=]

K

Mr 3 r \3
_E)—l , T(r) = E l(—§)+1
r ¢ ¢ l21r

_rp | 1L 1
ul(r) |:3 +4p

vi) Soluecion del problema de valor de contorno con valor ini-

etal.

La solucidn de nuestro problema u(r,t), Tr(r,t) y
T¢(r,t) sera determinada empleando la transformada de Laplace.

Dicha transformada nos permite pasar del problema de
valor de contorno con valor inicial en (r,t) a um problema de
valor de contorno en (r,s). Designando con u, Tr y T¢ a las co
rrespondientes transformadas de u, Tr v T¢ .

u(r,s) = J e_St uf{r,t) dt
0

y recordando gue la transformada de la derivada y de una cons -

tante estan dadas por:
u =u-u® , p=p/s

las ecuaciones de nuestro problema en el campo transformado re

sultan:
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y las condiciones de contorno en el campo transformado:

T (r;,s) =-p/s , T.(r s} =20

. e 0
Teniendo en cuenta que los valores iniciales u?, Tr Yy
T¢ son conocidos, el problema de valor de contorno en el domi

9

nio transformado se reduce a:

aT T T
— + 2 L =0
dr r
3k (2% 4 28y = F 4 oF
dr r ¢
u_duy _ s,y g_o7) - By
sty~& = Gy vy Ty T S

De las dos (ltimas ecuaciones se deduce gque Tr—f¢ y

T, estan dados por:

il
|
= |
i
[
£
1
in
i f=|
o1a
H el
+
i
L1
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T = 2 du -2 U_wy
Tr = (K + 3 ws) 3r + (2K 3 ws) =

donde w = g_.]‘i..._L._

sy + uy

Introduciendo Tr- Ty ¥ Tr en la primera ecuacidn se

tiene que:

|&

g
+

R {ro

512

ero
el
I

M oo
1
<o

donde B = 3/3 YW

s{3K + 2ws}
La solucidn general de la ecuacidn diferencial ante-

rior esta dada por:

= _ -2, 8 i}
u—Cl(s)r+C2(s)r +9rE3Lr l]

Introduciendo el valor de u en el sistema de ecuacio-

nes del dominio transformado se cbtienen "‘fr vy T, :

.
= _2 L3_By L B3y
Tr = K(3C1+B L r) 3 0 [:S(BCZr 3) + 3 S:]
= _ w -3_ 8y , /By
T¢ = K(3C1+B Lr) + 3 [:S(3C2r 3) + 3 s:}

Las constantes C (s) y C (s) son determinadas a par
1 2 -

tir de las condiciones de contorno Tr(ri) = -p/s vy Tr(re) = 0;

|
o>}

__8 llp _8.re
Cl(s) B 3Lre+o¢ EKS 3Lr.]+

1
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Introduciendo C (s} y C (s) en u, Tr y Tm se arriba
1 2 ;

a la solucidn de nuestro problema de valor de contorno en el

campo transformado.

3 r 7|
= r 1 1 Te Jﬁx r e P _ e
U E [ﬁ w ) }2 2 &) Lf? Lr_J
o S 1
r r r 3
—%{L —e-lL—‘i[(_E) -11}
r o ri r |

Hal
I
I
al°
1
H|mH
= (9]
|
s
L |
|
!
josl
e,
&
H|mH
|
@
g
H|m'1
|
HT;H
T w
_—
\._.V__;

Teniendo en cuenta gue B puede ser reescrito en la si

guiente forma:

' : K ] s + m
s{3K + 2ws)
‘donde m=__2<_U_Y_., Y:/‘_?:X
¥{3K + 4p)

La transformada inversa de u, Tr y T¢ resulta:
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r 3 r r r 3
e e .1, e (g _ —emt
Tr=_%[(r—) —1] -2Y{LF~ R Er) lj}(le )

1
r 3 r r r 3
P |1l e - e 1."e|l e 21 _omt
T(h—a[(r)+l] 2Y{Lr+aLri2()+l 5 (1I-e )
1/2 _ f3p e_2Y 3 Te e 1 __-mt
R R e I

La condicion de que todo punto de la region pertenezca
al dominio viscoplastico £(T,x) > 0, en todo instante t, se re
duce en el ejemplo que estamos analizando, a que la condicidn

/3 Jl/2 = T¢— Tr > Y se verifique para cualquier par (r,t} £
2

E:j_!re] X EO,W]

De la condicidn anterior se sigue que p tiene que
ser mayor que la presion limite plp = 2Y L;E determinada en el
ejemplo I.1. :

Los valores de las tensiones Tr’ T¢, Te y 1a veloci -
dad v obtenides a partir de la solucidn exacta del problema de
valor de contorno con condicidn inicial para el caso de una es
fera hueca de material elasto/viscoplastico con relacidn de ré
dios re/ri = 1.5 , presidn interna p = 2Y, MAdulo de elastici -

dad F = 2 x 104Y, Coeficiente de Poisson Vv = 0.3 y diferentes va

lores de t son presentados en las figuras V 23,24,2%5,26.

vii) Viscoplasticidad estacionaria. Ley de HOHENEMSER-PRAGER.

La solucidn del problema de viscoplasticidad estacio-
naria se obtiene haciendo t > ® en la solucidn del problema e
lasto/viscoplastico.

Del resultado anterior se sigue que para t *’m,Tr,T¢

¥ V resultan:
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1 1 re 3 re re
Td):‘a -é'r—+l p—ZYLr—l +Y"'2err"—
. Ir 3 n
v=u=-X_ |3 [_e P.o. ¢y
2v3 | ¢\ T 2Y Ly

Las expresiones anteriores coinciden con las obteni-
das en el ejemplo III.1l. del capitulo anterior.

La distribucion de tensiones T . T¢, Te y velocidad v
en el espesor de una esfera hueca de material viscoplastico con
relacion de radios re/ri = 1.5 y presidon interna p = 2Y, obte-
nidos mediante la solucidn exacta coinciden con el limite para
t » « de la solucidn elasto/viscoplastica del mismo problema,fi

guras V 23,24,25,26.

IV.4. Principio de la Potencia Virtual.

Para obtener el Principio de Minima Energia Potencial,
equivalente al problema de valor de contorno con condicidon ini
cial en elasto/viscoplasticidad, partiremos del Principio de la
Potencia Virtual formulado para las fuerzas externas 5, é y la
tensidn T.

Antes de enunciar dicho principio, definamos previa -
mente dos campos Kin.v y Var.v.

i) Kin.v, campo de velocidades cinematicamente admisibles, cu

yos elementos son suficientemente regulares, estan defini-

dos en todo punto X € @ y satisfacen condiciones de con
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torno en Fu. A cada elemento de dicho espacic lo notare

mos con v¥*,

Kin.v = { v¥ = v* (X) suf. regular en

XeQ, ve = venXe Fu;}

ii) Var.v , campo de variacicnes admisibles de la velocidad ,
cuyos elementos que notaremos, con Vv, son suficientemente
regulares, estan definidos en todo X € f y satisfacen con

diciones de contorno homogéneas en Fu

Var.v ={ v = ¥ (X) suf. regular en

XeQv=20enice Fu;

Empleando los espacios definidos anteriormente , el
Principio de la Potencia Virtual, que establece la igualdad en
tre la potencia virtual externa e interna puede ser enunciado
como el sigquiente problema variacional.

Determinar v €Kin.v , tal gue la igualdad:
Jb.GdQ+IE.GdF=JT.DdQ
Q r Q

se verifique para cualquier ¥ ¢ Var.v, con las condiciones sub-

sidiarias:

D = (Vv)s velocidad de deformacidn cinematicamente
admisible

5 = (V%) ° variacion de la velocidad de deformacidn

% = I)(D—DVP) =D D- vy < ¢ > IDfT velocidad de ten

sidn cinematicamente admisgible.
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IV.5. Principioc de Minima Energia Potencial.

Mostraremos que la solucidn de nuestro problema de va
lor de contorno equivale también a determinar un elemento
v € Kin.v que minimice el funcional de energia m = w(v¥).

Observemos previamente que en la expresion de la po
tencia virtual aparecen variables gque pertenecen a Kin.v y Var.v.
Por lo tanto serd conveniente reducir dicha expresidn a varia
bles que pertenecen solamente a Kin.v.

Para ello procederemos a escribir ¥, conocida en meci
nica como velocidad wvirtual, como diferencia de dos elementos de
Kin.v. Si uno de ellos coincide con la solucidn del problema

que designamos con v, se tiene:
Vo= y* o~ vy (v £ Var.v. ; vv*, v ¢ Kin.v)}

De la linealidad de D = (Vv)s es posible obtener wuna

-~

relacion similar para D.

D=D* - D

- -~ 5 s s
donde: D= (VVv) , D* = (Vv*)~ , D = (Vv)
Substituyendo las relacicones Vv = v* = v y D = D* = D
en la expresion de la potencia virtual, arribamos a una igual-

dad en que todas las variables estan definidas en Kin.v.

[ 5 . (v*= v)dQ + I é . (v*= v)dr = J % . {D*= D)adn
Q Top Q

donde T = (D - D'P).

Antes de introducir el potencial elasto/viscoplastico
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${) dado por la expresiodn:

$(D, D'P) == p. D D -~ D.ID D'F

ro |

que cumple la propiedad @D = ID(D - DVP) = T , mostraremos gue

la siguiente desigualdad se cumple:

1%
.

o* - & (D*- D)

verificandose la igualdad si y solamente si D* = D.

Donde ¢* = ¢${D*, DVP) , & = o{(D, DVP) son los valores del poten
cial ¢(.) en los puntos (D*, D P) v (D, D'P) .

Para ello expresemos ¢ (D*, DVP) mediante el desarrollo

de Taylor:
2(D*, D'P) = o(D, DP) + &_.(D*- D) + 2 (D*- D) o (D*- D)+...
donde:
@D = %% ’(D, Dvp) = ID(Db - DVP) = é
®op T 2;? >, p’P) =D ®hpp =0

En virtud de lo anterior y recordando la notacidn pro

puesta, el desarrcllo de Taylor toma la forma:

¢* = ¢ + T.(D*- D) +

N =

(D* - D). ID (D*- D)

De la relacidon anterior vy de la positividad de ID a
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rribamos a la desigualdad que quériamos mostrar:
9% - & 2 0. (D* - D)
en gue la igualdad se verifica si y sdlo si:
D* - D =0

Introduciendo la desigualdad anterior en la expresidn:

J é.(v*— v)da + J é.(v*— v)dr [ é.(D*— D) 4
Q T <0

T

se sigue que:

AN

[ 5.(v*- v)dan + [ é.(v*— v)dr J (d*- @) dan
0 T Q

T

Verificandose la igualdad si y sblo si:

D* = D en todo punto X e Q

Reagrupando términos en la desiqualdad anterior e in

troduciendo el funcional:

m(v*) = [ o*aqn - J b.v*dq - J é.v*df
2 Q PT

arribamos a la expresidn del Principio de Minima Energia Poten-

cial total:

T(v) £ m(v¥*)

Dicho principio puede ser enunciado en la forma siguien
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te:
De todas las velocidades cinematicamente admisibles v* € Kin.v,
agquella que hace minimo al funcional T(v*) es la solucidn del

problema de valor de contorno propuesto.

IV.5.1. Ecuaciones de EULER y Condiciones Naturales de  Con

torno del Funcional energia.

Efectuemos la variacion del funcional energia wm(v)

~o_am - _ 2 i -
m = '5; (V) = [Q(*B'—D .D b.V)dﬂ J a v dT
T
T
Teniendo en cuenta que %g =TyD= (V?)? de la sime
tria de T se sigue:
3 o .
ﬁ D= T.Vv

Introduciendc la igualdad anterior en m se tiene

T = J (T.V9 - b.v)dQ - J .5 dr
Q I\

Recordando la relacidn T.V¢ = div(T'9) - div T.¥ ,del

teorema de la divergencia se sigue:

J T.V% dQ = [ div(TTﬁ)dQ - J div T.v dQ =
9] Q Q
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- J Tn.% ar -'[ div T.¥ dQ
r Q
Introduciendo el resultado anterior en la expresion de

T y recordando gque v = 0 en Fu, se obtiene la variacion del

funcional energia:

T = - J (div T + b).Vv 4dQ + J {(Tn - a).v 4ar
Q

De la condicion de estacicnaridad w = 0, se deduce la

ecuacion de EULER:
div T+ b =0 en {2

v la condicidn natural de contorno:

IV.6. Principio de la Potencia Virtual Complementaria.

A partir del Principio de la Potencia Virtual Comple-
mentaria, mostraremos como arribar al Principio de Minima Ener-
gia Potencial Complementaria equivalente al problema de valor de
contornc en elasto/viscoplasticidad.

Definiremos previamente dos campos Est.T y Var.T dque
nos seran de utilidad para enunciar ambos principios.

i) Est. T, campo de tensiones estaticamente admisibles, cuyos
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elementos T son tensores simétricos que satisfacen las con

diciones de equilibrio en 2 y en el contorno FT

Est.T = {T® ¢ Sym ; div T’ + b =0 en 2, Tn = a en TT}.

ii) WVar. T, campo de variaciones admisibles de tensidén, cuyos e
Fal

lementos T son tensores simétricos gue satisfacen condi-

ciones de equilibrio homogeneas tanto en {{ como en FT

~ Fal ~

Var.T = {T ¢ Sym ; divT =0en Q. Tn =0 en I_ }

Empleando los espacios definidos anteriormente,el Prin
cipio de la Potencia Virtual Complementaria puede ser enunciado
como el siguiente problema variacional.

Determinar T ¢ Est.T tal gue verifique la igualdad:

J Tn. v 4T =JT.DdQ
T 9}

~
.

para cualquier T ¢ Var.T, con la condicidn subsidiaria:

-l- N , - - .
D= T + DVp velocidad de deformacion estaticamen
te admisible

Donde v = u es la velocidad preescrita en T .
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IV.7. Principio de Minima Energia Potencial Complementaria.

Mostraremos que la solucion en tensiones de nuestro pro

blema de valor de contorno equivale también a determinar un ele

mento T € Est. T que minimiza un funcional w7 = nC(T°).

Para arribar a dicho funcional, transfomaremos previa-
mente la expresion del trabajo virtual complementario,definido pa
ra elementgs de Var.T y Est.T a elementcs de Est.T.

é , denominada en mecanica, tensidon virtual, puede ser
expresada como la diferencia de dos elementos de Est.T , si uno

de ellos , gue denominaremos T coincide con la solucidon del pro

blema, se tiene:

o>
i
-3
f =2
t
=
V3.
m
<
w
H
3
=
s
m
t=
tn
‘-r
=

Introduciendo la relacidn anterior en la expresidn del

trabajo virtual complementaric se sigue:

J (T° - ™yn.v 4T = J (T* - T). D 4R
T 193
u
Dado el potencial elasto/viscoplastico &(D, DVPLmediag
te la transformacidn de Legendre, se determind otra funcidn esca
lar de variable tensorial (T, DVP),que cumple con la anterior

la siguiente relacion:

w(T, 0'P) + o(p, D'P)

Il
-3
o

y cuya derivada verifica:

T ¢ 1 (v, Py



191

En nuestro caso la funcidn (T, DVP) y su derivada es

tan dadas por:

Designando con ¥° y ¥ a los valores que asume 1la fun

cidn v(.), denominada también energia de deformacion complemen-
, "o vp ; vp .

taria, en los puntos (T°, D' %) y (T, D %), es posible mostrar a

si como lo hicimos para ¢, que:
¥0- ¢ 2 p. (T - T)

Verificandose la igualdad si y solamente si
T = T

Introduciendo la desigualdad anterior en la expresiodn

gue habiamos arribado.

f (’f" - i‘)n.? ar = J (I"“ - 'i‘).D daq
T Q

u
Se obtiene la desigualdad:

J ('i*° -'i‘)n. v dr éj (¥° - v) 4dg
r

u Q

Verificéndose la igualdad si y sdlo si:

T = T en todo punto Xefl
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Reagrupando términos en la desigualdad anterior e in

troduciendo el funcional:

se arriba a la expresidn del Principio de Minima Energia Poten

cial Complementaria
oy .
ﬂc(T) WC(T )

Dicho principio puede ser enunciado de la manera si
guiente:

De todos los estados de tensidn estaticamente admisi-
bles f” g Est. T , el gque hace minimo al funcional ﬂc(é ),es la
solucidn en tensiones del problema de valor de contorno en elas

to/viscoplasticidad.

IV.7.1. Ecuacion de Euler y condicidn natural de contorno del

funcional energla complementaria.

Efectuamos la variacidon del funcional T, en el punto
T y en la direccidn T.

T
~ c

T HICIE

=3

il

o>

I
"—\

|QJ

=1

H o>

[o]]

=

I
————
—

H +>

=]

<1

o]

=1

Mostraremos previamente que la siguiente igualdad se

verifica:



Para ello apliquemos el Teorema de la Divergencia al
primer miembro de la igualdad anterior, tengamos en cuenta la

relacion:

o~ ~ ~

div (TY v) = div T . v+ T . Vv

vy recordemos ademds. que por definicidn de var.T, se cumple que:

~

div T = 0 en

De lo anterior se sigue:

J Tn.v dI = { tly.n 4r = { div(Trv) dg =
r r Q

= J div T. v df + J T.Vv 40 = [ T.(VV)S dag
194 Q Q

Con lo que gueda demostrada la proposicidn anterior.

Sumando y restando, a la expresidon de L las integra

les gque mostramos ser iguales, se tiene:

T = J ET . é an - J (VV)S.T an + J Tn.v 4r - J Tn.v d4dr
Q 8T Q T Fu

Recordando que ¥ _ D v que de la definicidn de Var.

< ~ aT
T; Tn = 0 en FT' ﬂc puede ser reescrita como:

T, = Jg[:D - (Vv)s:}.% ag + {F én.(v - v) dr
u
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Fal

De la condicidon de estacionaridad Fc = 0 se deduce la

ecuacidn de Euler

D - (Vv)s =0 en {2

y la condicidn de contorno

Iv.8. Funcional de Tres Campos.

Mostraremos a seguir como formular el funcional de tres
campos 7 {(T,D,v) cuyas ecuaciones de Euler y condiciones natura
1 g
les coinciden con las ecuaciones y condiciones de contorno de

nuestro problema.

Partiremos del funcional de energia ya deducido

b.v 40 - J a. v d4ar

r

m(v) = f 2(p,0"P) an - J
i T

Q

En el introduciremos las condiciones subsidiarias

D=(W)® en Q@ y v=v en T
u

con lo que se obtiene un nuevo funcional gue designaremos con

WI(T,D,V):

ﬂl(é,D,V) = mw{v) - J %.[:D - (Vv)s:] dag - [ (v - ?).&n dr =
9 T
u
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[ {@(D:DVP) - T, [D- (w®7] - b.v } as
£

- J E.vdI‘-J (v - v).Tn aT
T, r

T u

IV.8.1. Ecuaciones de Euler y condiciones naturales de contor

no del funcional de tres campos.

Efectuemos la variacidon del funcional n en el punto
1

AoA A

(T,D,v) y en las direcciones T,D,v.

A 9m, A am, N am,
T = — \ T — D + — WV
L« . . .
T (T,D,v) D (r,0,v) o (T.D,v)
~ a@ ~ - s - ~
TrI=J'S_2 {-ﬁ ‘ .D -7, ED - (Vv} ] - T.D +
(D)

} aqn - J a.v ar - [ [(v ~Vv).Tn + v.Tn ] &T
I1T 1ﬂl:l

Recordando que la siguiente relacidn se verifica:

T.(Vv)s = T,Vv = div (TTV) - div T.v

del teorema de la divergencia se sigque:

! v.Tn 4T —[ div T.v 4@
r Q

J . (v} aq=
Q

~

Introduciendo la relacidn anterior en w , y reagrupan
) 11

do términos, se tiene la siguiente expresidn:
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~
)

mo= { {(@D - T).D - [D - (VV)S:].i - (div T + b).v } dq -
Q

- J (a - Tn).v 4Tl - J (v - ¥).Tn 4T
T

T 1ﬂu

De la condicidon de estacionaridad 7 = 0 se . deducen
]

las ecuaciones de Euler:

div T + b

= 0
D-(w)® =0
@D - T =0 en
y las condiciones naturales de contorno
a~-Tn =0 en T
v- v =0 en T
u

Lo anterior muestra que las ecuaciones de Euler y las
condiciones naturales de contorno del funcional n coinciden con
1
las ecuaciones y condiciones de contorno de nuestro problema.

IV.9. Funcional de dos Campos de HELLINGER-REISSNER.

Mostraremos a seguir como formular el funcional de dos

campos M. (T,v) a partir del funcional energia complementaria

T, ¥Ya deducido:
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T (T) = J ¥(T,D'P)dn - l Tn.v dr
Q0

T
u

donde: ¥(T,D'F) = % e.m 1r + T.p"P

Para ello introduzcamos las condiciones subsidiarias:

divT +b =0 en @, Tn=a en I

en T, con lo que se obtiene un nueve funcional de dos campos:

(div T + b).v dQ + [ (3 - Pn).v dr

nHR(é,v) - wcfé) + J
FT

Q

= l Y(T,D P)dn - J T™n.v dl + J (div T + b).v dQ +
Q T Q

+ J (a - Tn).v 4T
11T

De la igualdad: div T.v = div (TTV) - T.Vv y del teo-

rema de la divergencia se sigue:

Ty aq - [ T.Vv dQ =

J div T.v d@ = I div(T
& Q Q

= J Tn.v dr - J T.Vv dQ
r £

Introduciendo esta relacidon en 7 R’ obtenemos la si

H
guiente expresidon para el funcional de dos campos de HELLINGER-

REISSNER.

¥(T,D'P) an + J b.v dQ -

WHR(T,V) = J o

£
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- JT. Vv dﬂ+[ a.v ar +J Tn.(v-v) 4l
0 T I,

Notese que también es posible arribar al funcional de

HELLINGER-REISSNER partiendo del funcional de tres campos:

ﬂl('i‘,D,v) = J [¢(,0"P) - T.(D - W) - b.v] 4n
Q

- J é.v ar - J (v = v).Tn 4T
T T
T u

Recordando la relacidn entre la funcidn energia y fun
cidn energia complementaria dada por la transformacién de Legen
dre:

(D.D'P) = - ¥(T,D'P) + T.D

Introduciendo esta relacidn en la expresidn de 7 se ob
X D

tiene el funcional de HELLINGER-REISSNER:

. ) © up . .
T (TrV) = JQ[—W(T,D ) = b.v + T.Vv ] 49

- J a.v dr - I (v - %) .Tn dr
r

T 1-‘u_

Iv.7.1. Ecuaciones de Euler y Condiciones naturales de con

torno del funcional de HELLINGER-REISSNER.

Efectuemos la variacion del funcional nHR(T,v)
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~ am N am -
i _ HR HR
WHR = - .T + .V
5T . v .
(T,v) {T,v)

~ B B‘P - - ~ - - ~
T = — . T+ b.,v - T.Vv - T. VV_J an +
B o

+ J a.v 4ar + J [ Tn.(v - v) + Tn. v _]ar
r T

~ - ~

De la relacidn -T.Vv = div T.v - div (T'v) y del teore-

ma de la divergencia, se tiene:

- J T.9v dn = J div T.v aq - [ div (Tlv) dn =
Q Q 0
= [ div T.v d@ - { Tn.v dr
Q2 r
Introduciendo la relacidn anterior en la expresidn de

~

Tar Y agrupando terminos obtendremos la variacidon del funcio-

nal de dos campos:

~

T (Tuv) =

| “
HR

i (—Bi— yv).T + (divT+b).V_JdQ+

Il aT

+ ( (Z - Tn).v dr + [ ™. (v - V) dr

! J
FT Fu

Fal

De la condicidn de estacionaridad WHR = 0 se deducen las



ecuaciones de Euler:

200

div T+ b =0

y las condiciones naturales de contorno:

Wi
1
|
o
I
O
)
s
—_
=
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CAPITULO V

SOLUCIONES APROXIMADAS EN ELASTO/VISCOPLASTICIDAD

El gran desarrollo industrial y tecnologico de las 1l
timas décadas, ha intensificado extensivamente las investigacio-
nes sobre el comportamiento inelastico de los materiales.

Desafortunadamente y tal como fue observado en capitu-
los anteriores, soluciones exactas en problemas de inelasticidad
son posibles solamente en un escaso numero de ejemplos simples y
siempre gque se emplee detgrminada ley inelastica particular.

La dificultad anterior ha contribuido para que en los
Gltimos anos la casi totalidad de los problemas en inelastici-
dad haya sido abordada mediante metodos aproximados. Entre es
tos métodos , uno de los ma3s explorados ha sido el de emplear
formulaciones variacionales conjuntamente con el Método de Ele
mentos Finitos °?%

Por tal razdn , las investigaciones en esta area s5e
han centrado en dos aspectos fundamentales. Uno de elloé se re
fiere a la obtencidn de modelos mecanicos y leyes constitutivas
que representen el comportamiento real de los materiales para
diversos tipos de solicitacion. El otro aspecto consiste en de
sarrollar el estudio de principios variacionales y sus corres-—
pondientes aproximaciones numéricas que permitan obtener s0lu
ciones en problemas donde tales materiales son empleados.

Dentro de los  modelos ineldsticos , el elasto/visco -
plastico presenta la ventaja de permitir tratar como casos par
ticulares elastoplasticidad, elasto creep, creep secundario Y

viscoplasticidad. Por tal motivo , centramos nuestra atenciodon
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en este capitulo en la aprokimacién de los principios variacio-
nales en elasto/viscoplasticidad. Mostramos como aproxiﬁar es
pacialmente las variaciones de los funcionales de energia y de
Hellinger-Reissner y como obtener el sistema de ecuaciones equi
valentes a la condicion de minimo o de estacionaridad de ambos
funcionales.

Presentamos tambi&n un algoritmo numérico para  pro
blemas en elasto/viscoplasticidad basado en la técnica de Ele
mentos Finitos , para la aproximacidn espacial y el Metodo de
Euler para la integracidn en el tiempo. Posteriormente particu
larizamos este algoritmo para tratar problemas de elastoplasti
cidad y creep secundario.

Finalmente mostramos las soluciones aproximadas obte
nidas con estos algoritmos comparandolas con las soluciones e

xactas de los problemas analizados en capitulos anteriores.

V.l. Aproximacidn espacial por el Método de Elementos Finitos

del problema variacional en elasto/viscoplasticidad.

Los problemas variacionales presentados en el capitu
lo anterior estdn definidos en espacios Kin y Var de dimensién
infinita. Para la obtencidon de soluciones aproximadas de estos
problemas, procedemos a definirlos en espacios Kina Yy var® de
dimension finita.

La construccidn de estos espacios de aproximacidn de
bera realizarse de manera que las restricciones impuestas, cuan
do la definicidn de Kin y Var, sean también satisfechas en Kin®

Y Vara .
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Una de las maneras para lograr lo anterior consiste,

en suponer gue los campos incognitas pueden expresarse COMO Pro

ductos de funciones en X por funciones en t. Teniendo esto

. A
presente, los campos v, Vv , T y T pueden aproximarse de la si

guiente manera:

¥ (%) vit) +

AQ(X) fg(t) +

— Aa ~ .
v , v = lpa(X)vOL
T , 7%= AR(X)’I.'

donde en las expresiones anteriores, se ha adoptade la conven-

cion de indices repetidos para indicar sumatoria y

A (X), o=
v ey, T
;’ r r:E.Q'

v = viX,t)
T = T(X,t)

1,2 ..., N son vestores de aproximacién(funcio—

nes de X)correspondientes a los cam
pos v vy v tales que, wa(X)= 0 parato
do X € T .

u

son tensores de aproximacidn(funcio-
nes de X)correspondientes a los cam
~

pos T y T, tales quer n = 0 X € Ty

funciones escalares del tiempo,cuyos
valores para cada t seran determina-
dos a partir de los problemas varia-

cionales propuestos.

campos escalares arbitrarios.

campo vectorial tal gque para cada ins
tante de tiempo t y para todo X € I’
v toma los valores prescriptos sobre

el campo v.

campo tensorial gue para cada t y pa
ra X € T, toma los valores prescrip

tos sobre el campo T.
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De las aproximaciones anteriores y de la definicidn

de D y D se obtiene:

p* = (v vH® = (leava + W) ®
p = (v vHS = (vwa\?“)s

. . . s - a +a ~a
Ahora bien, las funciones de aproximacion v ,T°, Vv

a

y T  pueden construirse en forma sistematica mediante el Méto-

do de Elementos Finitos®"’ °°

Como es conocido, dicho método
consiste en particionar la regin { en subregiones llamadas
elementos y aproximar, independientemente en cada uno de ellos,
. . a > s s
las funciones candidatas v ' y T . En este caso los coeficien
a =L . . . -
tes v y T tienen sentido fisico, pues son las componentes de
los campos v y T en los nudos puestos en evidencia cuando la
particion de © .
Por otro lado, en el MEF los campos de aproximacion

v,y 4, son obtenidos a través de la composicién de los respec-
tivos campos de aproximacidén a nivel de cada elemento. Los cam
pos ¥, v &4, son tales que las unicas componentes no nulas co
)

A s s} [
rresponden , respectivamente, a las componentes que vy T re

presentan.

V.2. Aproximacidon espacial del funcional de energia y del Prin

cipio de la Potencia Virtual.

En el capitulo IV , fue puesta en evidencia la egui-.
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valencia entre el problema de valor de contorno en elasto/visco
plasticidad y el problema variacional de determinar el campo Vv
gque minimice el funcional de energia Tm.

Con las aproximaciones propuestas en la seccidn ante
rior, el Principio de Minima Energia Potencial, queda ahora de
finido de la siguiente manera.

. . da
4 tal gque el funcional energia v :

. a .
Determinar v € Kin

% = J o(p*yan - J b.vldq - J a.vtar
Q 2

alcance un minimo absoluto.

Con la condicidn subsidiaria D% = (unva+ vv) ® y don
de el espacio Kin%® est3d dado por:
gkin® = {va ; v3 = ¢ava+ v, va| = v }
r
u

También vimos que bajo ciertas restricciones, el pro
blema de minimo del funcional energia resulta equivalente al
Principio de la Potencia Virtual. En nuestro caso, dicho prin

cipio queda aproximado por el siguiente problema variacional.

a

Determinar v%* € Kin% tal que:

a

para todo v% g var? y donde el espacio var? estd definido por:

var® = {'G : Ga = ¢u;a }

De la aproximacidén adoptada, el problema =0 para

a a

todo v% @ var? ; equivalente a =0 para todo VB(B= 1,2...N),
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conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordina

rias en la variable tiempo:

G _ LVP _ L1 _ &2
fgo v T Hg T T T Fg
donde:
- S 5
Koo JQ]D Voo, VYo an
HVP=J]DDVP.VdeQ , DP =y < 0y >t
R q B fd T

Pl =[B.¢ d9+[ a.v, 4r
B S r.nB

F

2 oS 5
8 JQI) Vv~ . sz da

V.3. Aproximacion espacial del funcional de HELLINGER-REISSNER.

El funcional de dos campos de HELLINGER-REISSNER THR

fue obtenido en el capitulo anterior:

a.v dr +

My (T/V) = J [¥(T) + b.v - Tyv ] dn + j
Q L'

+J Tn. (v - ¥v) dr
T

u

- u . . . - o~
asl como también su primera variacidn TUR
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+ J L ar + J Tn. (v - v)al + J Tn.v af
T r T
11 u

y(T) = % $.p % + +.p"P
la derivada de ¥ resulta:
3 _ plf 4 p¥P

~

Intrcducierdc €l valor de ﬁi en la expresidn de TR
oT

y agrupando términos se tiene:

dan +

E
+
o

<

- g

I
<]
2
TN

~
»* -

+ [’ T(v - v).n ar + J (b.v - T.9v) 40 +
r

£
u

También, en el capitulo anterior fue puesta en eviden
cia la equivalencia entre el problema de valor de contorno en e
lasto/viscoplasticidad vy el problema variacional gue consiste en

determinar v y T gque hagan estacionario al funcional 7 o lo

HR'

gue es lo mismo, determinar v y T tales gue verifiquen ?HR= 0

~
-

~
para cualquier v y T.
Debemos observar que en este casc los campos vy T

no deben satisfacer ninguna condicidén en la frontera I, ¥ I'p res
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pectivamente.
Lo anterior implica que Kin coincide con Var y sus a

proximantes en este caso estan definidos por:

ca _ | oa ca a — % s A 29 )
Kin™ = ] (v, T™) ;v wav , T AQ T f
a _ | lala 0 R SV S 55}
var” = | (v, Ty ; v wav ;s T AR T 5
Introduciendo estas aproximaciones en %HR tenemos:
~a -1 8 vp _ o sk
Tur = JQ(I) AET + D vwav ) Ap T dg +
{ ?k o —
+ A, TFn. (y v'= ¥) 4l +
Jp R o
u

Reagrupando términos la expresion anterior puede re

escribirse de la siguiente manera:

a _ -1 o vp -
L [(Jﬂm AQ.Ahdﬁ) ™ + (JQD .Ah daq)

_ 7 , a o _
(JQVQE.Ath)v + (J ﬁhn.wadr)v

I111

- (J b, 0¥ dr):l CL
r
u

+

(J b,y dn - (f A, Ty, do) T¥ o+
: [ Q B8 o % B

+ (J 2. Vedl) + (_J Agn Wgal) [
fr T |
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A A 2

La condicidn THR 0 para todo v, T en este caso re

sulta:

ﬂa =0 para todo VB, Th

HR (B=1,...N}, (k=1,...M)

Lo anterior conduce al siguiente sistema de ecuacio

nes diferenciales ordinarias en el tiempo:

LA o _ 'y - VP
) Ky, TW+ M v Fp + F,
Ih _ l2
Mah T =Fy
donde:
K, = [ (na'la ALY AR
ke | A
Q
M, = | Apn.y  dr - J Ty, -8, 40
T Q
u
F! = A,n. v dr
BT )L Tk
1
vp _ _ vp
F,° = D A, an
Y
F:2 = - (I a.y dr + J b. ¢ 4ar)
T o T
u

V.4. Aproximacidon en el tiempo.

Con la aproximacidn espacial obtenida mediante el Mé
todo de Elementos Finitos, los problemas variacionales en elas-

to/viscoplasticidad se redujeron a un sistema de ecuaciones di
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ferenciales ordinarias en el tiempo.

La integracion numérica de este sistema puede reali-
zarse por algunos de los métodos clasicos ya existentes tales
como Méetodo de Euler, Metodos de Runge-Kutta, etc. A efectosde
simplificar la presentacidn en esta seccidn, limitaremos la mis
ma al Método Euler aplicade al Principio de la Potencia Virtual.
Esta misma formulacidon puede ser extendida al sistema de ecua -
ciones diferenciales ordinarias provenientes del funcional de
Hellinger-Reissner.

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a

que habiamos arribado es el siguiente:

vp _ i

D = ¥ < 0(E) > £,
o]

Kv =F + H'P

D= (Vp_ v+ TY)°

T = o ( - d'P)

v = x({tT.DVP dt)

o]

con las condiciones iniciales:

u(x,0) =u_, E(X,0) =E_, E'P(X,0) = 0 , T(X,0)= T,

x(X,0) = ¥

asociadas a la solucidn del problema elastico en el instante
t = 0.
Podemos observar que si en un instante t son cono-
. vp . . . .
cidos los campos u,E, E' ¥ ,T, ¥, mediante el sistema anterior se

determinan DVp,V,D,T y i. La secuencia de cilculo para lograr
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esto, es la siguiente:

Se determina el tensor DVp en el instante t a través de:

D = v < o (F) > £y
Q

ya que f y fT son funciones de T y ¥ conocidas.

Con el valor de D'P se determina el vector H'Y y posterior-
mente se calcula el campo de velocidades v mediante la re

solucidon del sistema:

Conocido v es posible definir el campo de velocidad de de

formacion D por:

D = (Vi v¥ + V) °
Lo anterior hace posible el cllculo de Ts

T = (D - D'P)

La tasa de variacidn del coeficiente ¥ en el instante t

estara dada por:
i = y' T.D'F

Con estos elementos podemos definir el estado, en que se en

cuentra el sdlido, en el instante t' = t + At por:
E(t’) = E + At D
EP(t') = E'P + At D'P
u(t') = u+ At v
T(t') =T+ A T
x(t") = ¥ +‘At i



212

Conocido este nuevo estado se procede a repetir los pasos 1

a 5 a efectos de calcular el estado siguiente.

Finalmente, debemos observar qgue fue este el algorit
mo numérico empleado en la resolucidn de los problemas de apli-

cacidn presentados mas adelante.

V.5. Algoritmo numérico en elastoplasticidad.

Tal como fue observado en el capitulo 1v, las ecua-
ciones constitutivas de elasto/viscoplasticidad permiten en el
limite (x # 0, v - «) obtener el correspondiente modelo plasti-
co.

De lo anterior se sigue que el algoritmo propuesto
para resolver problemas en elasto/viscoplasticidad puede ser em
pleado para analizar modelos elastopldsticos. WNOtese la impor-
tancia que tiene este hecho desde el punto de vista computacio
nal. En efecto, un mismo programa de c8lculo automi@tico puede
asi, resolver problemas tanto viscopld3sticos como plasticos con
sdlo una adecuada seleccidn de los pardmetros de la ecuacidn cons
titutiva.

A continuacibn describiremos el algoritmo numérico pa
ra elastoplasticidad, Aqul debemos notar que el tiempo t pasa
a ser un parametro que define solamente la secuencia de los e
ventos.

Al igual que en elasto/viscoplasticidad, admitiremos
conocido el estado (u,E,Ep,T) en que se encuentra nuestro cuer-

poc en el instante tn' Por simplicidad designaremcs ese esta-
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p
do con (un, En’ En ,Tn).
Para determinar la respuesta para el nivel de carga

(b ) y desplazamiento prescripto u se procede de la

n+l’ an+l n+l

siguiente forma.

1. Se determina, llevando en cuenta el estado n (residuo del
término independiente), la respuesta elastica correspondien
te al incremento de carga al pasar del nivel de carga n al

n+l.

2. El estado tensional resultante, permite distinguir en el cuer
pd regiones donde £ ¢ 0 y £ » 0. En esta Ultima, la ecua-
cidn constitutiva elasto/viscoplastica (con ¥ suficientemen
te grande, ¢ y £ adecuados al modelo plastico gue se de
sea analizar) permite definir una velocidad de deformacidn
D'P. A continuacidn procedemos a aplicar el proceso numéri

co 1.-5. (presentado en el caso de elasto/viscoplasticidad)

hasta que D'F= 0 en toda la regidn @ del sélido.

Desde el punto de vista computacional, lo anterior equivale

a aplicar el procedimiento hasta que, por ejemplo, el modu-

lo del vector de fuerzas asociado a las deformaciones visco

plédsticas sea suficientemente pequeho comparado con el mddu
lo del vector incremento de carga.

Observemos que alcanzada la convergencia (0"P=0) tendremos

un estado tensional gque satisface en todo punto del solido

la condicidn £ £ 0.

3. Para analizar la respuesta en el nivel n+2 se repite 1.-2.

Aqui debemos notar que el algoritmo anterior es i

gualmente Gtil en la determinacidén de carga de colapso, por fluen

cia plastica, en el caso de estructuras de materiales idealmen-
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te plasticos.

V.6. Algoritmo numérico en Creep Secundario.

Nuevamente, recordemos que el modelo elasto/viscoplas

tico con ¥y = 0 permite analizar problemas de creep secundario.

a = 0, el funcio-

Dado gque en creep secundario b

~

a
nal ™ se reduce a:

~

a
J]D(D-Dc) .pYan = o
Q

va que para ¥ = 0

El algoritmo numérico para creep secundario es idén-
tico al algoritmo 1.-5 de elasto/viscoplasticidad. El1 proceso
se repite hasta que el estado tensional y de velocidad de defor
macidn sean estacionarios.

Desde el punto de vista computacional, lo anterior e
quivale a aplicar el procedimiento numérico hasta que la norma
de la diferencia entre el vector término independiente en el ins
tante nt+l y el vector término independiente en el instante n
sea suficientemente pequena. Es decir, hasta que:

{Jﬂ OEl [IID (DC,; - Dﬁ)a. (vwa)sjzdg }1/2 < e
donde

e > 0 suficientemente pequeno.
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V.7. Aplicaciones numéricas.

En esta seccidon vamos a presentar las soluciones a
proximadas, obtenidas con el algoritmo elasto/viscoplastico vya
analizado {(Parrafo V.3 a V.6) de los problemas cuyas soluciones
exactas fueron determinadas en capitulos anteriores.

Las soluciones aproximadas para elastoplasticidad vy
creep secundario son presentadas comparandolas, cuando es posi
ble, con las correspondientes soluciones exactas.

En virtud de que los problemas aqul tratados son to
dos axisiméetricos, tanto en la geometria como en el sistema de
fuerzas, hemos empleado un elemento axisiméetrico, en particular
el elemento isoparametrico lineal.

Dada la naturaleza del algoritmo empleadc, los des
plazamientos. v velocidades son conocidos en cada nudo de la par
ticion realizada y las tensiones y deformaciones son conocidas
para cada punto de integracion. Los resultados de tensicnes .,
presentados en las figuras que mostraremos mas adelante, corres
ponden a tensiones en el centro del elemento. Aqui debemos ob
servar lo siguiente, el programa de calculo automatico elabora-
do permite seleccionar el niumero de puntos de integracidn en ca
da elemento (4,9). De esta manera, el calculo de la tensidn en
el centro del elemento se realiza a través del promedio de las
tensiones alcanzadas en los puntos de integracion, solamente
cuando dichos puntos no contienen al centro del elemento. Por o
tra parte los resultados presentados en las figuras correspon -
den al caso de 4 puntos de integracidon siendo que, los resulta-
dos obtenidos para 9 no presentaron diferencias como para ser

consideradas.
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Para el anilisis de los problemas elastoplasticos pro
cedemos a aplicar el algoritmo presentado en el Parrafo V.5. Co
mo vimos alli, el proceso iterativo a nivel de cada incremento
de carga era suspendido cuando: "el mddulo del vector de fuer-
zas asociado a las deformaciones viscoplasticas sea suficiente-

mente pequeno comparando con el mdodulo del vector incremento de

carga”. En los ejemplos hemos adoptado como criterio el siguien
te:
- VP
e = 1B 1L . .~ 5 001
2P ||
donde:
||aAP || es la norma del vector incremento de carga

v .
|EY® || es la norma del vector de fuerzas asociado a las defor-

maciones plasticas.

Para la seleccidn del paso de integracion (At),tanto
para problemas en plasticidad, creep y viscoplasticidad, se lle
vO en cuenta dos aspectos*®. E1l primero consiste en limitar el
incremento de deformacidn ineladstica a un porcentaje de la de

formacion inelastica acumulada. En cada punto de  integracidn

tomamos :
= v v
st Hp"F ) =1 [JETP ]
donde:
IbYP || es la norma, para el instante de tiempo que se esti es

tudiando, de la velocidad de deformacidn inelastica.
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v P
IEYP || es la norma de la deformacidn ineldstica acumulada.

T =20.1
Siendo gue, de todos los A* obtenidos adoptamos el menor de e
llos que llamaremos At.

El segundo aspecto consiste en limitar este At a un
porcentaje del At empleado en el paso anterior, que designare-

mos Ata. En nuestro caso adoptamcs:

At < 1.5 At
- a

A continuacion procedemosla presentar los resultados
obtenidos para los ejemplos de la esfera hueca, cilindro hueco
infinito y disco girando alrededor de su eje. Cada uno de es
tos ejemplos fue analizado para materiales elastoplasticos,creep
secundarioc, y materiales elasto/viscoplasticos. En cada uno de

ellos fueron analizadas diferentes ecuaciones constitutivas.

V.7.1. Ejemplos en plasticidad.

EJEMPLO 1. Se estudid el problema de una esfera hueca con pre
sidn interna, constituida de un material plastico ideal que
verifica la ley de von Mises.

La region de la esfera analizada mediante el algoritmo e
lasto/viscoplastico fue dividida en elementos, como indica
la figqgura V.l.a.

Las distribuciones de tensicnes circunferenciales y radia-
les, obtenidas para diferentes niveles de plastificacidn ,

son presentadas conjuntamente con las soluciones exactas ,
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en la figura V.2. para la relacion de radios re/ri=l.5, V4
en la figura V.3. para re/ri = 2. (Ejemplo 1, Capitulo I).
La presidn interna y los correspondientes desplazamientos
radiales de los puntos internos.y externos de la esfera,
son dados cuando re/ri = 1.5 en la figura V.4. y cuando
re/ri = 2 en la figura V.5.

Si bien los resultados numéricos obtenidos para las tensio
nes (figuras V.2, y V.3.) se aproximan bastante a las solu
ciones exactas, en el caso de los desplazamientos (figuras
V.4. y V.5.) los resultados numéricos se separan de la so
lucidn exacta a medida gue nos acercamos a la carga 1Imi-
te, siendo la diferencia mayor cuando la esfera hueca es

mas espesa © sea re/ri = 2.

EJEMPLO 2. El cilindro hueco con presion interna fue analizado
prara el caso de plasticidad ideal, lev de Tresca (Ejemplo
2, Capitulo I).

La regidn del cilindro estudiada fue subdividida en 10 ele
mentos como indica la figura V.1l.b.

Para diferentes niveles de plastificacidon la distribucion
de tensiones radiales, axiales y circunferenciales, tanto
en la zona elastica como plastica, son presentadas compa -
randolas con las soluciones exactas en las figuras V.6-7 -
8.

La presion correspondiente a los diferentes niveles de plas
tificacidn analizados y los respectivos desplazamientos ra
diales de puntos internos y externos de un cilindro hueco
con relacion de radios re/ri = 2, son dados en la figura

V.9.
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Los resultados numericos obtenidos tanto en desplazamien-

tos como en tensiones hasta el nivel de plastificacidn
c/ri = 1.8, son excelentes si se tiene en cuenta la poca
cantidad de elementos empleados en la subdivision de la re
gidn analizada.

Finalmente en la figura V.1l0. se presentan los valores de
las tensiones y desplazamientos residuales obtenidos luego
de cargar el cilindro hasta el nivel de plastificacidon
c/ri = 1.4. y descargarlo posteriormente. En este casc los

resultados numéricos también coinciden con la solucidn e

xacta.

EJEMPLO 3. Se analizd un disco hueco de espesor constante y re
lacion de radios re/ri = 4, para las leyes constitutivas de
plasticidad ideal de von Mises, Tresca y von Mises-Tresca.
La region del disco estudiada fue subdividida en 20 elemen
tos como indica la figura V.1l.d.

Para todas las leyes constitutivas mencionadas, se conside
raron 6 niveles de velocidad angular, correspondientes a
los niveles de plastificacion c/ri =1,,1.6,2.2, 2.8, 3.4,
4., determinados admitiendo que el material verifica la
ley de Tresca (Ejemplo 3, Capitulo I).

En la figura V.1ll. se presentan las distribuciones de ten
siones radiales y circunferenciales en el disco, obtenidas
mediante el empleo del algoritmo elasto/viscoplastico para
el caso particular de la ley de Tresca, y se las compara
con la solucidn exacta. En todos los niveles de velocidad
del disco, los promedios de las tensiones, tomadas en el
centro de cada elemento, coinciden con la solucidn exacta

y solamente cuando el disco alcanza la velocidad limite plas
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tica, la tension circunferencial en el elemento 10, difie
re algo de la solucidn exacta.

En la figura V.12. se presentan las tensiones obtenidas me
diante el método aproximadc para el caso particular de la
ley de plasticidad ideal de von Mises.

Los seis niveles de velocidad angular analizados en este
caso, son igqguales a los empleados cuando se considerd la
ley de plasticidad ideal de Tresca.

En el caso de la ley de Tresca, la tension circunferencial
no puede superar el valcor de fluencia del ensayo de trac-
cidn uniaxial, T < Y, mientras que en el caso de la ley
de von Mises, el criterio de plasticidad permite obtener
tensiones circunferenciales superiores, Te > Y.

Cuande el disce plastifica totalmente(c/ri = 4) segln la
ley de Tresca, en el caso de la ley de von Mises el nivel
de plastificacion alcanza solamente el valor c/ri = 2.5.
En la figura V.13. se comparan las tensiones obtenidas pa
ra las 3 leyes plasticas cuando el nivel de plastificacidn
del disco, segun la ley de Tresca, alcanza el valor c/ri =
= 2.2,

Las tensiones obtenidas mediante la ley de Tresca y von Mi
ses coinciden. Salvo en la zona plastificada las tensiones
radiales correspondientes a ambas leyes constitutivas pre
sentan una pequena diferencia. La tensidn radial obtenida
mediante la ley constitutiva de von Mises es superior a
las otras dos y tal como fue observado, en la zona plasti-
ficada la tensidn circunferencial toma valores superiores

al valor de la tension de fluencia Y.
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La velocidad angular correspondiente a diferentes niveles
de pléstificaciBn Yy los respectivos desplazamientos radia
les de puntos del circulo interno y externo del disco hue
co, para las tres leyes constitutivas y para la solucidn
exacta, son dados en la figura V.1l4.

En dicha figura, se aprecia que a medida gue la velocidad
angular del disco se acerca al limite plastico los resul
tados numéricos se apartan de la solucidn exacta.
Finalmente en las figuras V.15 y 16 se muestran los valo
res de las tensiones y del desplazamiento correspondientes
al nivel de plastificacion c/ri= 2.2 y las tensiones y des
plazamiento residuales posteriores al frenado del disco.
Dichos resultados coinciden tambiéen con las respectivas

soluciones exactas.

V.7.2. Ejemplos en creep secundario.

EJEMPLO 1. Se analizd el problema de una esfera hueca, someti-
da a una .presidn interna constante y constituida‘de un ma
terial que experimenta deformaciones de creep secundario
segun la ley de von Mises-Oquist; La regidon de la esfe-
ra estudiada fue dividida en 10 elementos como indica la
figura Vv.l.a.

Las distribuciones de tensiones radiales y circunferencia
les para n = 1,2,6 obtenidas mediante el algoritmo elasto/
viscoplastico, para una relacidn de radios re/ri=l.5, son
presentadas en la figura V.17, conjuntamente con las co

rrespondientes soluciones exactas (Ejemplo 1, Parrafo II.7).
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En dicha figura son comparados también, los valores aproxi
mados de la veiocidad para n=2 y 6 con las respectivas so
luciones exactas. Tanto los valores de las tensiones , co
mo los de las velocidades coinciden practicamente con las

soluciones exactas.

EJEMPLO 2. Un cilindro hueco infinito con presidon interna cons-
tante, y relacion de radios re/ri = 4 fue analizado para
el caso de la ley constitutiva de creep secundario de " von
Mises-0dgvist. Se empleé_el algoritmo elasto/viscoplastico
v la regidon estudiada fue dividida en elementos como indi
ca la figura V.l.c.

Los valores de las tensiones radial, axial vy circunferen -
cial para n=1,2 yv 6 {figura V.1l8) cecinciden con la corres-

pondiente solucidn exacta (Ejemplo 2, Parrafo II.7).

EJEMPLO 3. El1 caso de discos huecos que giran a velocidad cons-
tante v que experimentan deformaciones de creep en régimen
estacionario fue analizadc para diferentes leyes constitu-
tivas.

Se determind la distribucion de tensiones en un disco hue
co de radio interior r, = 1.25in y radio exterior re=61n '
gue gira a una velocidad de w = 15000rpm, con masa especi-
fica p = 7.35 x 10 T¢b.seg’/in>.

Utilizando el modelo elasto/viscoplastico y empleando 1las
leyes constitutivas de von Mises-0Odgvist, von Mises-Tresca
y Tresca se obtuviercn soluciones para diferentes valcores

de n{n=4,6,9).
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En las figuras V.19 y 20 se comparan los valores obtenidos
para las leyes de von Mises-Odgvist y von Mises-Tresca,con
los resultados a que arriba WHAL’® integrando numericamente
las ecuaciones diferenciales. También presentamos la co
frespondiente solucion elastica.

En la figura V.21l. se presentan los resultados obtenidos pa
ra la ley de Tresca, con la correspondiente solucidn exac-
ta (Ejemplo 3, Parrafo II.7).

En todos los casos, los valores obtenidos mediante el mode
lo elasto/viscoplastico coinciden con los presentados por
Whal para los casos de von Mises-Odgvist y von Mises-Tres-
ca y con la solucidn exacta para el caso de Tresca.
Finalmente, en la figura V.22 se presentan las tensiones ob
tenidas empleando las tres leyes constitutivas anteriormen
te mencionadas para n=6. En dicha figura, se aprecia qué
las tensiones radiales practicamente coinciden y que las
tensicnes circunferenciales, para cada ley de creep, pre-

sentan diferencias pequenas.

V.7.3. Ejemplo en elasto/viscoplasticidad.

EJEMPLO 1. Se analizﬁ_el caso de una esfera hueca sometida a u
na presion interna constante superior al valor del limite -
plastico. Dicha esfera estd constituida de material elas-
to/viscoplastico que satisface la ley de Hohenemser-Prager.
Se empled el algoritmo elasto/viscoplastico y la regidn de
la esfera estudiada fue subdividida en elementos como indi

ca la figura V.l.a.
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Se determinaron las distribuciones de tensiones y veloci -
dad en una esfera de radio interior r, = 100cm, radio exte
rior r_ = 150cm, presidn interna p = 2000kg/cm2, tensidn
de fluencia Y = lOOOkg/cmz, mbédulo de elasticidad E = 2 x
X 107kg/cm2, coeficiente de Poisson v = 0.3 y coeficiente
de fluidez Yy = 100/v3 seg_l

En las figuras V.23 y 24 se presentan las distribuciones
de tensiones radiales y circunferenciales obtenidas para
diferentes valores de t y se las compara con la solucidn
exacta(Ejemplo 1, Parrafo IV.3).

En las figuras V.25 y 26 se muestran los resultados obteni
dos para la tensidon efectiva y velocidad, comparandolos tqg
bién con la éolucién exacté. Tanto en tensiones como en ve
locidad los resultados a que se arribaron practicamente co
inciden con la solucidn exécta.

Finalmente en la figura . V.27 se muestra la variacion con
el tiempo de las tensiones radiales y circunferenciales ,
en determinados puntos de la esfera elaéto/viséopléstica.
Por‘ﬁltimo debe observarse que cuando t > « se cbtiene la
solucidn del problema egquivalente para material viscoplas-
tico (Ejemplo 1, Parrafo III.8). En nuestro caso la condi-
cion de estacionafidad practicamente'es alcanzada para t =

= 1 x 10-5 (Figura V.27).
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