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RESUMO 

Neste trabalho se estuda inicialmente o modelo visco 

plástico, analizando suas propriedades e mostrando como a PªE 
tir de leis constitutivas viscoplásticas é possível se obter cor 

respondentes leis plásticas e de creep secundario. 

Posteriormente formula-se o problema de valor de con 

torno em elasto/viscoplasticidade dentro da teoria de deforma -

ções infinitesimais, para processos quasi estáticos e se dedu 

zem os princípios variacionais correspondentes. 

Apresenta-se um algoritmo numérico baseado no Método 

de Elementos Finitos para aproximação espacial e no Método de 

Euler para a integração no tempo. 

Finalmente, empregando o algoritmo anterior, obtem -

se soluções aproximadas em problemas de plasticidade ,creep · se 

cundario e elasto/viscoplasticidade. 



RESUMFN 

En este trabajo se estudia en primer término el mode 

lo viscoplástico , analizando sús propiedades y mostrando como 

a partir de leyes constitutivas viscoplásticas es posible obte 

ner correspondientes leyes plásticas y de creep secundario. 

Posteriormente se formula el problema de valor de 

contorno en elasto/viscoplasticidad dentro de la teoria de de 

formaciones infinitesimales, para procesos cuasi-estáticos y 

se deducen los princípios variacionales correspondientes. 

Se presenta un algoritmo numérico basado en el Méto 

do de Elementos Finitos para la aproximación espacial y en el 

Método de Euler para la integración en el tiempo. 

Finalmente empleando el algoritmo anterior se obtie 

nen soluciones aproximadas en problemas de plasticidad, creep 

secundario y elasto/viscoplasticidad. 



SUMMARY 

In the first part of this work a viscoplastic model 

is studied and it is shown how the viscoplasticity theory can 

be used not only to model this behavior but also to model plas! 

icity as well as creep. 

The mixed-initial boundary value problem in elasto/ 

viscoplasticity is presented for the case of quasi-static iso

thermal process and infinitesimal deformations. Different var

iational formulations related to the above boundary value problan 

are also deduced. 

A numerical algorithm based on the Finit Element 

Method and the Euler's Method, for the spacial and time 

cretizations respectively is presented. 

dis-

The algorithm in then used to obtain approximate 

solutions in elasto-plasticity, secundary creep and elasto/ 

viscoplasticity problems. 
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INTRODUCCION 

El ernpleo industrial de rnateriales que bajo cier 

tas condiciones de carga, temperatura o radiación presentan 

cornportarniento inelástico ha sido una de las características 

marcantes de las Últimas décadas. 

A efectos de simplificar el análisis y cornpren -

der rnejor el cornportarniento inelástico de los rnateriales, la 

metodologia ernpleada ha sido la de idealizar modelos en los 

que solamente está presente la propiedad que se quiere 

diar. 

estu 

Dentro de este esquema surgieron cronologicamen

te al final del siglo pasado el prirner modelo de plasticidad, 

a princípios de este siglo el modelo de creep y más reciente -

mente el modelo viscoplástico. A partir de cada uno de ellos 

se desarrollaron paralelamente las correspondientes teorias 

creando sus propios métodos tanto en la investigación corno en 

el análisis de los problemas. 

Dichas teorias se basan en hipótesis que si bien 

sirnplifican el tratarniento de los problemas lirnitan a la vez 

sus respectivos campos de aplicación. 

AsÍ, por ejernplo, las hipótesis simplificativas 

de la plasticidad en que se admite que los procesos de defor

rnación son independientes de la velocidad hace irnposible que 

dentro de esta teoria se puedan llevar en cuenta fenómenos vis 

cosos. 

El modelo viscoplástico analizado en este traba 

jo tiene la ventaja que adernás de permitir llevar en cuenta si 
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multaneamente propiedades plásticas y viscosas de los materia 

les en el limite puede aproximar tanto plasticidad como creep 

secundaria. Mediante. formulaciones variacionales y algorit -

mos numéricos más simples que a los que se arriba cuando se 

estudia cualquiera de ambas teorias separadamente, es posible 

obtener soluciones en elastoviscoplasticidad, creep secunda -

rio y elastoplasticidad. 

En el Capítulo I se resumen algunos aspectos f~ 

nomenológicos de la Teoria de la Plasticidad. Comenzándosepor 

el análisis de las propiedades de los materiales en ensayos 

simples, y su posterior generalización para obtener las ecua

ciones constitutivas correspondientes a estados complejos de 

tensión. Se presenta el problema de valor de contorno y cómo 

arribar a formulaciones variacionales equivalentes donde la 

incógnita principal es la velocidad y la velocidad de la ten 

sión. 

En el Capítulo II se analiza el problema de creep 

dando énfasis al caso de creep secundaria mostrando cómo evo

lucionaron las leyes constitutivas de modelos uniaxiales a mo 

delas triaxiales. 

Posteriormente a presentar el problema de valor 

de contorno en creep secundaria, se hace uso de las propieda

des de convexidad de los potenciales de creep para arribar a 

principias variacionales de mínimo, discutiéndose también el 

problema de unicidad de la solución. 

En el Capítulo III se presenta el modelo visco

plástico y su evolución en los últimos anos. Se analizan tam 

bién algunas leyes particulares y se muestra como correspon -

dientes leyes de creep secundaria y plasticidad pueden deri -
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varse a partir de viscoplasticidad. 

En el Capitulo IV se emplean los modelos introdu 

cidos en el capitulo anterior para formular las leyes constit~ 

tivas y el problema de valor de contorno en elasto/viscoplast! 

cidad. 

Se muestra también como deducir los principias 

variacionales de mínimo y los correspondientes funcionales de 

dos y tres campos. 

En el Capitulo V se muestra cómo arribar al es 

quema numérico mediante el funcional de mínima energia pote~ 

cial conjuntamente con la aproximación espacial obtenida via 

Elementos Finitos y la aproximación en el tiempo .mediante el 

Método de Euler. 

Finalmente se comparan soluciones exactas obten! 

das en ejemplos simples de elastoplasticidad, creep secunda 

rio y elasto/viscoplasticidad con las correspondientes solucio 

nes numéricas aplicando el algoritmo elasto/viscoplâstico. 
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CAPITULO I 

PLASTICIDAD 

Para determinados niveles de carga, el comportamie~ 

to de numerosos materiales puede predecirse con bastante exac

titud mediante el empleo de la Teoria de la Elasticidad. Sin em 

bargo cuando las cargas superan dichos valores, conocidos ·como 

limites elásticos, luego de la descarga permanecen deformacio 

nes residuales denominadas deformaciones plásticas. 

Con el auge en el sigla pasado del empleo estructu

ral del acero.donde se hacen presentes sus propiedades elasto -

plásticas, comenzó el estudio por parte de investigadores de 

los fenómenos plásticos. 

Entre ellos cabe destacarse TRESCA que en 1864 intr2 

dujo la función de fluencia que lleva su nombre, SAINT VENANT 

que propuso leyes constitutivas para estados planos y LEVI que 

generalizá las expresiones de SAINT VENANT para problemas tridi 

mensionales. 

A comienzos de este sigla, en 1913, von MISES formu

la el criterio de plasticidad que lleva su nombre. Posterior -

mente Prandtl en 1924 incorpora las deformaciones elásticas en 

problemas planos y Reuss en 1930 generaliza las ideas anterio 

res para el caso tridimensional. 

En los Últimos anos la plasticidad ha atraido la a 

tención de una amplia gama de investigadores tanto interesados 

en los aspectos matemáticos, como en la formulación de nuevas e 

cuaciones constitutivas y aplicaciones de la teoria de la plas

ticidada problemas que el desarrollo tecnológico demanda. 
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En este capítulo se comienza analizando el comport~ 

miento de los materiales plásticos para estados de tensión sim

ple. Posteriormente se generalizan los conceptos anteriores p~ 

ra obtener las ecuaciones constitutivas en elastoplasticidad p~ 

ra estados complejos de tensión. 

Si bien existen otros caminos para postular las ecu~ 

ciones constitutivas, se escogió el anterior, puesto que con él 

se da énfasis al aspecto mecánico que estamos interesados en re 

saltar. Se presentan casos particulares de la función de fluen 

eia y sus correspondientes leyes plásticas. 

Luego de estudiar las leyes constitutivas se formula 

el problema de valor de contorno en elastoplasticidad y se dan e 

jemplos simples en los que es posible obtener soluciones exac -

tas. 

Finalmente, haciendo uso de las propiedades de las 

leyes constitutivas plásticas se muestra cómo arribar 

principies variacionales de mínimo en velocidades de 

ción y tensión respectivamente. 

a los 

deforma-

I. l. Comportamiento plástico de materiales en estados simples 

de tensión. 

Comenzaremos nuestro estudio observando el comporta

miento mecánico de los materiales cuando sometidos a un estado 

de tensión homogéneo simple. 

Un ejemplo clásico de lo anteriores el caso de ba 

rras ensayadas a tracción, donde es posible efectuar mediciones 

experimentales. 
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El resultado de los ensayos es representado en un 

diagrama tensión deformación (T 11 , E 11 ) donde T11 es conocida co 

mo tensión nominal y corresponde a la tensión en una probeta re 

ferida a la sección transversal inicial y E1 1 es la deformación 

específica relativa a la longitud inicial. 

Si la barra ensayada es de acero conformado en frio 

o una aleación de aluminio, la relación tensión deformación tie 

ne en este caso la forma indicada en la figura I.l. 

La relación tensión 

deformación es inicialmente li 

neal y a partir de un valor 

T~ 1 (tensión de proporcionali -

dad) la pendiente de la curva 

decrece monotonamente hasta al 

canzar la falla, después de p~ 

sar por un valor máximo de T 1 1. 

La determinación de 

la tensión de fluencia Ti1 en 

este caso está asociada a la 

sensibilidad de las máquinas 

de ensayo para detectar defor

maciones permanentes. General-

T,, 
/-- ....... 

/ '-
/ 
1 
I 
1 
I 
1 

.y 1 
T.r ----

·A L T. ---
" I 

I 
1 

I 
I 
I 
I 
I mat. dúctil 

mat. frágil 

fig.I.l. 

8 

E" 

mente se adoptan criterior estandarizados que establecen que 

Ti 1 es la tensión para la cual corresponde una deformación peE 

manente previamente estipulada. 

De acuerdo a la forma del diagrama tensión deforma

ción los materiales se clasifican en dúctiles cuando son posi

bles deformaciones significativas después de alcanzar la ten

sión Ti 1 y frágiles en caso contrario. figura I.l. 
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A seguir veremos qué sucede con el ensayo de trac-

ción cuando cargamos y posteriormente descargamos la barra. Si 

sometemos nuestra barra a un proceso en que la carga aplicada 

crece continuamente hasta un valor y luego decrece hasta el va 

lor cero, según el nivel de carga el comportamiento será dife -

rente. Si la descarga se inicia antes de alcanzar el valor Tt 1 

la barra retorna a su configuración inicial. Sin embargo , si 

el valor de Ti 1 es superado y descargamos la barra, observamos 

que la pendiente de la curva descarga es sensiblemente idéntica 

a la pendiente inicial de la curva T 11 - E 11 y que la barra no 

vuelve a su configuración inicial. figura I.2.a. La presencia 

de esta deformación permanente es una de las características fun 

damentales que permiten distinguir la plasticidad de la elasti

cidad. 

Si terminando el proceso anterior en que T11 crece mo 

A notonamente hasta T 11 y luego decrece monotonamente hasta el va 

lor cero (punto c. figura I.2.a), procedemos a cargar nuevamen 

te la barra, la pendiente de la curva de carga CD es sensible

mente idéntica a la pendiente inicial de T 11 - E 11 • Como se pu~ 

de observar en la figura, se produce un pequeno ciclo de histe

resis y si el proceso de carga continúa mas allá del punto Y' 

se tiene una curva idéntica a la curva T 11 - E 11 obtenida a par

tir del punto A por un proceso de carga. 

Por lo tanto la interrupción de la curva monótona de 

carga por una descarga afecta muy poco las subsecuentes deforma 

ciones. También cuando las cargas no son cíclicas es común de~ 

preciar el ciclo de histeresis como también las pequenas dife 

rencias en las deformaciones existentes en las proximidades de 

los puntos de descarga. Con estas suposiciones la curva carga 



A 
T,, 

T,, 

O B 

e 

( a J real ( exagerado l 

8 

det. 
plástica 

det. 
elástica 

( bl idealización 

fig.I.2. 

A 
E 

y descarga T 11 - E 11 idealizada resulta la de la figura I.2.b. 

Otros materiales tales como el acero dulce para de 

terminado rango de deformación, se comportan en un ensayo de 

tracción simple como indica la figura I.3. 

A los materiales que presentan este tipo de comport~ 

miento seles denomina plaJ~ieoJ idealeJ en contraposición a 

los anteriormente descriptos que seles conoce como 

eon endu~eeimien~o. 

De los resultados de los ensayos de los materiales 

que denominamos plásticos con endurecimiento surgen las siguie~ 

tes observaciones: 

1) El nível de tensiones T11 no es suficiente para d~ 

finir el estado de deformación E11. A un mismo va 
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Ti, 

.,-B' _..., --------
ys --

T,, 
yl, __ , __ , ___ ,, B 

17, 

fig.I. 3. 

lor T 1 1 le pued-en corresponder diferentes valores 

de E 11 según las veces que el material fue carga

do y descargado figura 1.2.y 3. (Dependencia de 

la historia). 

2) La relación entre T 11 y E 11 tanto en un proceso de 

carga como de descarga no depende de la velocidad 

con la cual se realiza dicho proceso (Independen

cia respecto a la velocidad del proceso) 

3) En el estado inicial del material existe un valor 

denominado tensión de fluencia Tf, que limita el 

comportamiento elástico. Si el nivel de tensión 

T 11 verifica que T 11 < Ti, cualquier modificación 

de la carga o descarga+ dT 11 produce deformación 

exclusivamente elástica. 

4) Si en el estado T 11 , coincidente con la tensiónli 
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mi te T 1 1 = T1 1 , disminuimos la tensión en dT 1 1 , el 

material se comporta elasticamente y si aumenta

mos la tensión en dT 11 recorremos la curva ten

sión deformación en dirección creciente. 

Al alcanzar un nuevo punto en la curva esfuerzo 

deformación, tenemos dos posibilidades, aumentar 

la carga y por consiguiente continuar recorriendo 

la curva esfuerzo deformación o disminuirla con 

lo que se produce un proceso elástico. 

5) El limite elástico inicial de! material Ti1 se m2 

difica cuando luego de haber alcanzado la tensión 

de fluencia inicial se produce un proceso de car 

ga. 

6) El comportamiento de! material se modifica toda 

vez que se producen deformaciones plásticas. Lo 

anterior lo caracterizamos diciendo que el mate 

ria! depende de la historia. 

7) Existen en el diagrama tensión deformación dos zo 

nas diferenciadas una de valores (T11, E11) inac

cesible y una zona accesible que mediante la com

binación de carga y descarga cualquier punto pu~ 

de ser alcanzado. La curva limite de ambas regi2 

nes es el propio diagrama, que solamente puede ser 

recorrido cuando estando en él, se produce un pr2 

ceso de carga. 

8) Dado un estado (T 1 1, E 1 1) dentro de la región ac 

cesible siempre es posible descomponer la deforma 

ción E11 en la suma de: 

E 1 1 = Er 1 + E1i\ 
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e 1 donde E1 1 = - T 11 , E módulo de elasticidad 
E 

De lo anterior se sigue que la deformación plást! 

ca E~ 1 puede ser obtenida como la diferencia en 

trela deformación total y la deformación elásti

ca. E~ 1= E 11 - E! 1 . Resultando la deformación plá~ 

tica igual a la deformación toal cuando la tensión 

se anula o sea cuando se descarga la barra. 

I.2. Generalización para estados múltiples de tensión. 

Con las propiedades enumeradas anteriormente proced~ 

remos a construir la estructura general de las ecuaciones cons

titutivas de la plasticidad para estados complejos de tensiónd~ 

formación. Esta generalización deberá preservar las caracteris 

ticas esenciales observadas en el comportamiento de los materia 

les cuando sometidos a estados simples de tensión deformación1· 3
• 

En el caso de estados múltiples de tensión admitire

mos que el estado en que se encuentra un punto está definido por 

p la terna ordenada T,E ,h donde T es el tensor de tensiones, 

la deformación plástica y h un parámetro monótono creciente que 

mide la historia del proceso. 

Estamos interesados a seguir en definir las caracte-

risticas de un material plástico mediante el 

de 4
: 

establecimiento 

a) Un criterio inicial de fluencia que permita individualizar 

la transición inicial entre comportamiento elástico y plás

tico. 

b) La forma en que dicho criterio inicial se modifica en fun-
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ción de la historia. 

e) Y las leyes constitutivas que permitan definir para cadapll_!! 

to T, EP, h y para cada incremento de carga dT el corres -

pondiente incremento de deformación plástica. dEP. 

Comenzaremos estableciendo las caracteristicas de los 

procesos que pueden ser realizados en un material elastoplásti

co. Para ello generalizaremos los conceptos establecidos en el 

caso de una dimensión, admitiendo que en el espacio T, EP, h es 

posible distinguir dos zonas, una de estados accesibles y otra 

de estados inaccesibles 5 • Para ello introducimos una función 

f = f(T, EP,h) denominada función de fluencia que nos 

definir ambas regiones: 

f(T, EP, h) 

f (T, EP, h) 

.;: o 

> o 

región accesible 

región inaccesible 

permite 

En el estado inicial Ep= O y h = O la función de fluen 

eia nos permite definir tarnbién la región elástica y la 

ción inicial de fluencia: 

región elástica 

condi 

f(T,0,0) ,;; O 

f (T, O, O) = O condición inicial de fluencia 

Si estamos en un punto del contorno de la región e 

lástica inicial f(T,0,0) = O y realizamos un proceso de carga, 

nos movemos sobre la superfície de fluencia hasta alcanzar un 

nuevo estado f(T, EP, h) = O, al igual que en el caso uniaxial 

que nos moviamos sobre la curva experimental. 

Para· una historia fija (EP, h) constantes, la condi-
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ción f(T, EP, h) ~ O nos determina en el espacio de tensiones 

la región elástica. 

Analizaremos a seguir los diferentes procesos que se 

pueden realizar cuando se está en un punto de la región elásti 

ca -p - L f (T, E , h) - O. 

Si el punto es interior a la región, 
-p -f (T, E, h)<O, 

cualquier proceso dT 
-p -no modifica los valores de E y h, por 

lo que se dice que el proceso tanto en carga como en 

es elástico. 

-p -f(T+dT, E-, h)< O 

descarga 

Si el punto está en la superfície de fluencia f(T,EP, 

h) = O pueden suceder tres posibilidades cuando se modifica la 

tensión T en un valor dT. 

a) P~oee~o de de~ea~ga. En este proceso la historia permanece 

p ~ -constante (dE = O, dh = O) y f(T+dT, E, h) < O, luego se 

tiene que: 

df 1 = fT. dT < O 

EP,h = Ctes 

b) P~oee~o neu~~o. Si bien la historia tampoco se modifica en 

este proceso, el nuevo estado (T+dT, EP, h) permanece sobre 

-p -la superfície de fluencia, es decir: f(T+dT,E ,h) = O, de 

donde resulta que: 

dfl = fT. dT = O 

EP,h = Ctes 
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c) PJtoceJ,o de caJtga. En estos ,procesos por definición la histo 

ria se modifica y el nuevo estado (T+dT, EP+dEP, h+dh) perm~ 

nece sobre la superficie de fluencia: 

y a su vez, los incrementes dT son tales que 

Tendremos en cuenta lo anterior para dar la forma ini 

cial a nuestra ley constitutiva. 

Según fue observado, deformaciones plásticas sólo ocu 

rren en procesos que modifican la historia. De acuerdo a la es 

tructura que traemos, lo anterior puede expresarse matematica -

mente en la siguiente forma: 

si 

si 

J f (T, Ep, h) : 0

0 1 f(T,EP,h) 

por lo que se puede admitir que: 

En el caso particular que dT = O se verifica la condición fT.dT= 

=O, por tanto la función ~(.) deberá ser tal que: 

Teniendo en cuenta que el comportarniento plástico se 

caracteriza por ser independiente de la velocidad con que se re~ 
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liza el proceso, la función ç(T,EP,h,dT) deberá ser 

con respecto a la variable dT, es decir: 

homogénea 

Lo anterior nos permite expresar la ecuación constitu 

tica en términos de derivadas respecto al tiempo de la deforma

ción plástica y de la tensión: 

Admitiendo que nP es lineal en T se sigue que: 

donde lK es un tensor de cuarto orden función del estado (T ,EP, 

h) • 

Tarnbién fue observado que dEP(oP) debe anularse en 

todo proceso neutro o sea cuando fT.dT = O(fT.T =O). Una mane

ra simple de satisfacer lo anteriores admitir que la función:JK 

tiene la forma: 

lK (T ,EP ,h) 

donde g = g(T,EP,h) es la función potencial plástica y G = 

= G(T,EP,h) es un escalar relacionado con el estado. 

En efecto, aplicando la propiedad del producto tenso

rial se sigue que: 
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I.2.1. Postulado de HILL y sus restricciones sobre la ley cons 

titutiva plástica. 

Asi como en elasticidades necesario realizar algunas 

hipótesis sobre el tensor de elasticidad para asegurar que las 

soluciones de problemas de valor de contorno en esta teoria sean 

bien comportadas (unicidad, etc), en plasticidad tendremos que 

introducir en las ecuaciones constitutivas una hipótesis conoci 

da como Pnineipio del Tnabajo Plâ-0tieo Máximo de Hill. 

Este principio puede enunciarse como sigue: 

Pana una hi-0tonia (EP,h)y un inenernento de de6onrna -

eiôn plâ-0tiea dado dEP(oP), la ten-0lón a-0oelada T 

f(T, EP, h)= O, -0e dl-0tú1gue de toda-0 la-0 otna-0 ten-

a a -0ione-0 eornpatible-0 eon la hl-0tonla aetual T, f(T, 

EP,h) = o, pon la ne-0tnleelón que el tnabajo plâ-0tleo, 

T. dEP(õf.oP) dunante dleho lnenernento -0ea el rnayon de 

todo-0: 

El principio de trabajo máximo introduce restriccio -

nes en las ecuaciones constitutivas ya formuladas, que 

ten en: 

1) la región elástica f(T,EP,Fi) ~ O es convexa. 

2) dEP = dÀ fT (Dp = ÀfT) donde dÀ ~ O 

consis 

Introduciendo estas restricciones en la ley constitu

tiva se tiene que: 

g - f 

~ fT.T 
o = = G 

para f = O y fT. T > O 
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por lo que resulta G > O. 

I.2.2. Ecuaciones constitutivas para materiales idealmente pl~ 

ticos. 

En las secciones anteriores fue presentada la estruc

tura general de la ecuación constitutiva en materiales con endu 

recimiento por deformación como así también, las restricciones 

impuestas por el Principio del máximo trabajo plástico sobre es 

ta estructura. 

En esta sección presentaremos la estructura de la e 

cuación constitutiva correspondiente a lo que hemos llamado ma 

teriales idealmente plásticos Para ello consideraremos el 

comportamiento de un material idealmente plástico como un caso 

limite del comportamiento de un material con endurecimiento. 

El comportamiento de un material idealmente plástico 

se caracterizaba por tener una curva tensión-deformación con un 

tramo horizontal, cuando sometido a un ensayo simple como eldel 

ensayo de tracción de una barra (figura I.3). 

Dentro de la estructura creada para materiales con en 

durecimiento, lo anterior equivale a decir que la superficie de 

fluencia es independiente de la historia recordada. 

Diremos que un material es ~dealmente plá-0t~QO o pe~ 

6eQtamente plá-0t~QO si la función de fluencia f es independie~ 

te de la historia recordada. 

De esta manera la región elástica f = f(T) 'O define 

los posibles (accesibles) estados de tensión que un punto mate 

ria! puede alcanzar cuando sometido a algún proceso. La región 
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f (T'i) > O define los e'stados de tensión que no podrán ser alcan

zados (inaccesibles) por ningún proceso. 

Notamos asi una diferencia sustancial entre materia

les idealmente plásticos y materiales con endurecimiento. En es 

tos Últimos, estados exteriores a la región elástica puedenser 

alcanzados a través de algún proceso que modifique la historia. 

La determinación de la forma de la ecuación constitu 

tiva para materiales idealmente plásticos, es conveniente reali 

zarla considerándola un caso limite de las ecuaciones constitu-

tivas para materiales con endurecimiento 5 En efecto, conside-

remos un material con endurecimiento, luego la función de fluen 

eia es de la forma: 

f = f (T ,cEP ,eh) 

donde e es un escalar positivo. Estudiando las ecuaciones cons

titutivas para este material cuando e - O, arribamos a las ecua 

ciones constitutivas (ley asociativa) para un sólido idealmente 

plástico 1 : 

nP = O 1 O si f(T) = O y fT.T < O 

Si f (T) < O 

nP = ÀfT si f(T) = o 

donde À~ O es indeterminado. 
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I.3. Ecuaciones constitutivas en elasto-plasticidad. 

Presentaremos aqui las ecuaciones constitutivas para 

un material elastoplástico. Las mismas son obtenidas a partir 

de los resultados alcanzados en secciones anteriores. 

De la misma forma que en el ensayo uniaxial descomp~ 

niamos la deformación total en una parte plástica y otra elást~ 

ca (E 11 = Ei 1 + E~ 1 ), en nuestra generalización tendremos: 

El tensor velocidad de deformación D se descompo-

ne en: 

La parte elástica de la velocidad de deformación 

está relacionada con Ta través de: 

La 

i) 

parte plástica Dp está definida por: 

Mate.1tiale.f.> c.on e.ndulte.c.imie.n:ta. 

l'i fiT ,EP ,h) < o 
oP = o 

O si f(T,EP,h) = o y fT.T ,f o 

Dp \fT 
1 

f(T,EP,h) = = G(fT & fT)T si = 

y fT.T " o 

con G > o y À = fT.T/G ;;. o determinado. 

lsi f (T) < O 
Dp = O 

O si f(T) = O y fT.T < O 

o 
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con À~ O indeterminado. 

Hasta aqui hemos presentado las ecuaciones constitu

tivas que definen D en función del incremento T. En el caso de 

materiales idealmente plásticos estas relaciones quedan indeter 

minadas en virtud de la indeterminación en el coeficiente À. 

Debemos observar que la ecuación constitutiva que nos 

relaciona T en función de D no presenta las dificultades ante 

riores como era natural esperar. 

Para obtenerlas observamos que en todo proceso conde 

formación plástica (À> O) resulta: 

multiplicando ambos miembros escalarm~nte por fT y recordando 

que cualquiera sea el tipo de material ÀG = fT.T, tenemos: 

luego: 

Como vemos\ está siempre bien definida en función 

de D, tanto para materiales con endurecimiento(G > O) como para 

idealmente plásticos (G =O). 

Con este resultado no es difícil obtener la siguien

te expresión: 
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T = (ID -

donde el tensor de cuarta orden elastoplástico IDep está defini 

do en función del estado (T,EP,h), en el caso de materiales con 

endurecimiento, o simplemente en función del estado actual de 

tensiones, en el caso de materiales idealmente plásticos. 

La expresión anterior (válida para materiales con o 

sin endurecimiento) fue deducida solamente para oPf O. Los o 

tros casos pueden ser incluídos en una sola expresión de la si 

guiente forma: 

T = (ID - a 
ID fT 19 ID fT ) D = 

G + fT. ID fT 

donde para materiales con endurecimiento: 

a = 1 si f (T ,EP ,h) = o y fT.T ;-, 

f (T, Ep ,h) < o 
a = o 

ID ep D 

o 

!si 
O si f(T,EP,h) = o y fT.T< o 

y para materiales idealmente plásticos: 

a = 1 si f(T) = o y fT.T = o 

{si 
f (T) = o y fT.T < o 

a = o 
O si f (T) < o 

Las expresiones anteriores definen a en función de 

T. No resulta difícil expresar a en función de D 5
• 

caso de materiales con endurecimiento resulta: 

a = 1 si f(T,EP,h) = O y 

En el 
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{

si f(T,EP,h) = O 

O si f(T,EP,h) <O 

y 

y para rnateriales idealmente plásticos: 

de D: 

(1 = 1 si f (T) = o y fT. ID D ~ o 

{si 
f(T) = o y fT. ID D < o 

(1 = o 
O si f ( T) < o 

. 
Con estos resultados podemos reescribir T en función 

T=(ID -a 
ID fT ~ ID fT) D = 

G + fT.ID fT 

ID ep D 

donde a está definido en función de D. 

forma: 

La "inversa" de esta ecuaciõn constitutiva torna la 

i) Materiales con endurecirniento: 

D = T 

a definido en función de T 

ii) Materiales idealmente plásticos: 

con À= O indeterminado y a definido corno en el i 

temi. 
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I.4. Algunas funciones de fluencia. 

Según fue observado, la superficie de fluencia podia 

expresarse matematicamente a través de: 

f(T,EP,h) = O 

donde (T,EP,h) es el estado aetual en que se encuentra el punto 

material que se está analizando. La ~upe~6ieie de 6lueneia Ini 

eial podrá expresarse como funciõn solamente del estado de ten 

siones. Lo anterior, supone que el cuerpo en su configuraciõn 

inicial se encuentra en un estado virgen, es decir, sin deform~ 

ciones plásticas. De esta manera, la superficie inicial de fluen 

eia podrá expresarse como: 

f(T) = O 

Si suponemos ahora que el material es isotrõpico, la 

funciÕn f deberá ser isotrÕpica, es decir: 

f = f (Tl = f ( r, , 1 2 , r, l 

donde los I. son los invariantes principales del tensor T: 
l 

I 1 = tr T , I2 
1 = 2 ( tr T2 - tr2 T) , r, = det T 

En lo que sigue no haremos distinciÕn entre f y f.Re 

cordando que T = S + (tr T)I/3 , S tensor desviador, y designa~ 

do con: 
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J, = tr S = O 1 
J2 = 2 s.s J, = det s 

los invariantes de S, es posible expresar I2, I, en función de 

I 1 , I2 y I, : 

I2 = J2- t II I, 

De las expresiones anteriores, la función de fluen -

eia inicial puede reescribirse de la siguiente forma: 

f = f(I1,J2,J,) 

Ahora bien, los efectos de la presión hidrostática sobre la su 

perficie de fleuncia y deformaciones plásticas son bien conoci-

dos a partir de los trabajos de BRIDGMAN. En el caso de 

les f resulta independiente de I1 por lo que: 

f = f(J2,J3) 

meta 

Si en el espacio de tensiones adaptamos como sistema de refere~ 

eia el de las direcciones principales de T no resulta dificil 

mostrar que f = f(J 2 ,J 3 ) = O es un cilindro de generatriz paral~ 

la a una recta igualmente inclinada respecto a estas ejes (figu

ra I.4). 

Dado que la superficie de fluencia es independiente 

de la presión hidrostática, bastará estudiar lo que ocurre so 

bre la intersección del cilindro con el plano, cuya normal es la 

recta igualmente inclinada respecto a los tres ejes. Este plano 
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es llamado plano octahédrico. 

l ; ; ' 
\ , , 

_( _1_,_1_,_1_) 
V'°3" "3 V°3 

' \ 
, 1 / 

/ , 
' , 
" / / 

/ / 1 , 
1 , 

plano octahédrico 

Figura I. 4 

I.4.1. Criterio de fluencia de von Mises. 

En el ano 1913 von Mises introdujo un criterio ini 

cial de fluencia que actualmente lleva su nombre: 

1 / 2" 

J 2 - X
0 

= O 

donde x
0 

es una constante cuya interpretación física es la si 

guiente: 

donde Ti 1 y Ti 2 son las tensiones de fluencia en tracción sim 
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ple y corte puro respectivamente. 

Para definir las ecuaciones constitutivas asociati -

vas correspondientes al criterio de von Mises precisamos calcu-

a su vez: 

1 _ 112 

= 2 J2 s 

1 _ 112 

= 2 J2 S.T 
1 _ 112 

=2J2 s.s 

y en virtud de que J 2 > O para S f O resulta en este caso: 

s.s ~ o 

Luego, la ley asociativa correspondiente al criterio de von Mi 

ses y materiales idealmente plásticos toma la forma: 

oP = O l s0 i 

1/2 

si J 2 - X = O 
o 

_ 1/2 

J2 - X < O 
o 

y s.s < o 

s 
2x° o 

112 

si J 2 - X = O o 
y s .s = o 

Admitiendo D t O, de la Última expresión tenemos: 
p 

de donde: 

l/2 
\ = 2L2 

\2 
=2 

L2 = ~ oP. oP 
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Es decir,À = À(Dp) está definido en el espacio de velocidades 

de deformación plástica para todo oP no nulo. A su vez: 

oP = 

de donde: 

2y 
o 

s 

De las expresiones anteriores podemos concluir que: 

1/2 
i) Toda vez que J - X= O y s.s =Ola ecuación de von Mises 

2 o 

oP = oP(s) = ÀS/2x (definida en el espacio de tensiones) 
o 

queda indeterminada en virtud del coeficiente À· No ocurre 

lo mismo con la ecuación "inversa" S = S(Dp) que está bien 

definida en el espacio de deformaciones para todo oP f O. 

ii) Para todo oP f O la ecuación S = S(Dp) satisface: 

1/2 
J2 - X= O 

o 

En efecto: 

( .!. 1/2 
S.S) -2 

s.s 1 d = 2 dt 

y s.s = o 

( .!. 
x2 

oP .oP) 1/2 

Xo = _Q - Xo = Xo - Xo = o 2 L2 

(S. S) 1 d ( 2x 2 l o = 2 dt = 
o 

Más adelante cuando vearnos las ecuaciones consti 

tutivas para materiales viscoplásticos haremos referencia a es 

tas expresiones. 
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I.4.2. Criterio de fluencia de Tresca. 

Ademâs del criterio de von Mises, otro criterio 

conocido con el nombre de criterio de Tresca, ha sido utilizado 

también con éxito en numerosas aplicaciones,fig. I.4. 

Para expresar este criterio es conveniente recor 

dar que por isotropia la superfície inicial de fluencia 

expresarse en función de los invariantes de T: 

podia 

Recordando que los I. pueden ser escritos en fun 
1 

ción de los autovalores de T, que llamaremos T 1 , T 2 y T 3 , la 

expresión anterior toma la forma: 

Admitiendo que las tensiones principales verifi

can la relación T 3 > T 2 > T 1 el criterio de fluencia de Tresca 

puede ser expresado por: 

Teniendo en cuenta que en el caso de plasticidad 

ideal asociativa Dp = ÀfT , en componentes la relación anterior 

resulta: 

D~ = -D~ = À D~= O 
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I.4.3. Ley no asociativa de von Mises-Tresca. 

A esta ley se arriba adaptando como criterio de 

fluencia el criterio de Tresca y como función potencial de pla~ 

ticidad la función: 

g = J2 
1 = 2 s.s 

De ahi el nombre de ley no asociativa de von Mises- Tresca. 

Teniendo en cuenta que en el caso de plasticidad 

ideal no asociativa Dp = ÀgT y que en nuestro caso gT= S, la 

ley constitutiva resulta: 

que en función de las direcciones principales conduce a: 

DP = À
0

S 1 ' 

De estas expresiones se deduce que À está da-

do por: 

À = 
D~ - D~ 

Admitiendo que las tensiones principales veri-

fican la relación T 3 > T 2 > T 1 el criterio de fluencia de Tres

ca puede ser expresado por: 

Teniendo en cuenta que T 3 - T 1 = S 3 - S 1 e introduciendo la cri 

teria de fluencia de Tresca en la expresión de À se arriba a que: 
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D~ - D~ 
À = 

y 

La expresión de~ en función de las componentes 

de Dp permite obtener la ley constitutiva inversa de la ley de 

plasticidad ideal de von Mises-Tresca: 

s = 
y 

D~ - D~ 

Expresiones semejantes pueden obtenerse para las otras relacio

nes entre las tensiones principales T1, T2, T,. 

I.5. Algunos problemas simples de valor de contorno en elasto -

plasticidad ideal. 

Dentro de las hipótesis de deformaciones infini

tesimales a temperatura constante, desígnase como pnoblema de 

valon de Qontonno (p.v.c.) en la teoria cuasi-estática de la e 

lastoplasticidad, al problema de determinar en el instante t 

los campos T, D y v que satisfacen las siguientes ecuaciones 3 : 

div T + b = O en íl 

s 1 T _ • s D = (Vv) = 2 (Vv+Vv ) = (Vu) en íl 



donde b d t, a d t 

31 

'l'=(ID-a 
ID fT 19 ID fT ) D 

G + fT.ID fT 

C a n di e.-<- o ruu, de. e.o n:toJtno 

-
Tn = a en fT 

..:.. 
V = u en r 

u 

..:.. 

en íl ,a definido en el 

párrafo I.3. 

y u d t son los incrementas dados al siste 

ma de fuerzas y al desplazamiento prescripto respectivamente. íl 

es la regiÓn ocupada por el cuerpo y r , r son las partes del 
T U 

contorno de íl donde están prescriptas las tensiones y los des 

plazamientos. 

En esta sección presentaremos tres ejemplos de~ 

plicación del p.v.c. anterior. Cada uno de ellos es analizado 

para una ley constitutiva particular que posibilitará, en cada 

caso, arribar a la solución exacta del problema planteado. Cada 

problema es analizado para diferentes niveles de carga, el pr~ 

mero corresponde al limite elástico y el Último al limite plá~ 

tico es decir, la carga para la cual la estructura está total -

mente plastificada. 

Las soluciones que a seguir obtendremos serán po~ 

teriormente comparadas (véase Capítulo V) con las soluciones a 

proximadas obtenidas mediante la formulación variacional elasto/ 

viscoplástica conjuntamente con el Método de Elementos Finitos. 

EJEMPLO 1. 

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio inteE 

no r. y radio externo r , sometida a una presión interna p 3
'
7 

1 e 
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y constituída por un material que satisface el criterio de von 

Mises. 

Debido al tipo de simetria del problema emplear~ 

mos coordenadas esféricas. Para este ejemplo el p.v.c. consis

te en el siguiente sistema: 

dT T - T p r + 2 
r o (ec. de equilibrio) 

dr = r 

E du E = E = u 
Ecj,r E E8cj, o (ec. cinemática) = , , = = = 

r dr 
"' 

e r re 

T (r.) = -p, T (r) = O r 1 r e 
(cond. de contorno) 

donde u es el desplazamiento en la dirección r. 

Ahora bien, si p e[O,p,Q,e], donde pie es llama

da de limite elástico, el comportamiento de la esfera es pura -

mente elástico. Supuesto un material elástico isotrópico ten 

dremos que la integración del sistema anterior conduce a: 

[ ,:e) 

3 r 3 

T = - E - 1] ; Tcj, = E [~ (3.) + 11 
r CI. CI. r J 

3 

= E.e 
[ ~K + 1 

(:e) J u 4µ a 

donde: 

E 
K = es el módulo de deformación volumétrica 

3(1-2v) 

r 3 

CI. = (~) 
r. 1 

1 

,Q,e 
Para la determinación de la carga p recurrimos 
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a la expresión del criterio de fluencia de von Mises que 

este problema torna la forma 

f(T) = T~ - Tr - Y = o 

para 

donde Y = Ti 1 • Sustituyendo las expresiones de T~ y Tr en la i 

gualdad anterior tenernos: 

r a 
.e l (~) - y = o 
a 2 r 

Dado que el máximo der /r se verifica parar= r., los prime-
e J. 

ros puntos a alcanzar la condición de fluencia son aquellos p~ 

ralos cuales r = r .. Luego: 
J. 

,Q,e 2 
p = 3 aY 

Si p e [ p,Q,e, p,Q,p J tenernos que la esfera tendrá un cornportarnien

to elastoplástico, existiendo un valor der, r=c, tal que para 

todo punto r. = r = c se verificará el criterio de fluencia de 
J. 

von Mises (región plastificada). 

La integración del sistema es ahora más cornplic~ 

da y puede verse en detalle en 5 , la respuesta en la región 

r e [r., c 
J. 

] está dada por: 

p,Q,p = 2YL(r /r.) e J. 

2 [ c 1 - (S:.._) ? 1 T = -- Y 3L (-) + r 3 r re J 

2 y[~ + ( S:.._) 
3 

<f l J T~ = 3 - 3L r e 
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(E.) 
r 

e '] + i - (r> } 
e 

donde L(.) representa el logaritmo neperiano. 

En particular, haciendo uso de los resultados an 

teriores y para relaciones r /r. = 1.5 y 2, hemos determinado e 1 

las tensiones y desplazamientos correspondientes a seis niveles 

9,e 
de presión p que van desde el limite elástico p hasta el lími 

~ 9,p 
te plastico p Las distribuciones de tensiones Tr y T~ para 

diferentes grades de plastificación, dados porla relación e/ri 

son presentadas en las figuras V.2. , V.3. Igualmente la pre-

sión p, los desplazamientos u(r.) y u (r ) son también grefica -
1 e 

dos en las figuras V.4. y V.5. 

EJEMPLO z. Tubo ei~eula~ inóinita 

Consideremos un tubo circular de pared espesa s2 

metido a una presión interna p, constituído de un material ideal 

mente plástico que satisface la ley de Tresca 3 •
5

• 

Dado el tipo de simetria del problema hemos adoE 

tado coordenadas cilíndricas con el eje z coincidente con el e 

je del cilindro. 

El sistema de ecuaciones a integrar consiste en: 

dT r 
rdt + 

du = dr 

T r - T e = o , 
dT z 
dz = O 

T (r.) = -p , T (r) = O r 1 r e 

(ec. de equilibrio) 

E zr = E z = O (ec.cinemát.) 
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Nuevamente, como en el ejemplo de la esfera, si 

p e[O,pQ,e] la respuesta es elástica: 

1 r 2 
[ r 2 Te = E.._ L <~i 1] 

Te = E. (~) + 1 J, Te = 3.::1?. 
r a r 

, e a r z a 

r2 
2v 2 ) r J e E.._[ (1 + v) e + (1 -v-u = 

Ea r 

Q,e 1 r. 2 r 2 
p = 2 aY (2) , a = (~) - 1 r r. 

e J_ 

Si p e [ pQ,e, pQ,p J, existe una regiõn ri <f r !f c 

plastificada donde la integración de las ecuaciones anteriores 

conduce a: 

= (l+v) Y 1 {(l -v)c 2+ l-2v E r ~2~ 

r 
L(~) 

r. 
J_ 

- 1 + 2L (!:.) 
c 

Supongamos ahora que el cilindro fue sometido a 

Q,e 
una presión p > p y posteriormente descargado hasta p = O. En 

este caso, quedarán en el cilindro tensiones y desplazamientos 

que llamaremos de residuales. 

Para determinarlas hay que tener presente que p 

alcanza un valor: 

+ 2 
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y la descarga p* = -p lleva al cilindro a la condición de carg~ 

menta nulo. La descarga se realiza, en este caso, en régimen e 

lástico y produce las tensiones y desplazamientos siguientes: 

r 2 
Td = -f[ (~) -

r r 

d 
~[ (1 +v) u = 

donde p* = -![ 1 -

*r r 
1], Td = :e.:. L e~> e a r 

r2 
( 1 -v) r J e + r 

2 

(E_) + 2L 
r 

e 

2 

+ 1]; T = 
2vp* 

z a 

Superponiendo los estados p y p* se obtienen las 

tensiones y desplazamientos residuales: 

T1;° T~ + T~ r i + d j r,8,z; i = u = u u = = e,p 
J J J 

y donde T~ 
J 

es la tensión residual T. y el Índice i resulta: 
J 

i p si r. ,:; r ,:; c 
J_ 

i = e si c ,:; r ,:; r e 

Los resultados anteriormente presentados fueron 

graficados, para distintos niveles de plastificación y parar/ 
. e 

/r. = 2, en las figuras V.6 a V.10. 
J_ 

EJEMPLO 3. Vi6eo hueeo gi~ando a veloeidad eon6tante. 

Un disco hueco de espesor constante h, radio in 

terno r. y radio externo r gira alrededor de su eje a veloci -
i e 

dad constante w 5 
• 

7 , el material satisface la ley de Tresca. 
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Como el espesor es pequeno en comparación a su 

diámetro y por otra parte la fuerza de inercia, que es la Única 

que consideraremos, está uniformemente distribuída en el esp~ 

sor, el estado de tensiones en el disco puede ser aproximado me 

diante un estado plano de tensiones. 

Dada la simetria del problema, usaremos coordena 

das cilíndricas r, e y z. 

El sistema de ecuaciones a integrar resulta: 

d(rT) 
drr - Te+ pw2r2 = O 

E 
r 

du u 
=dr' E8 = r' E z = 

(ec. de equilibrio) 

dv 
dz 

E 
rz = Ez 8= O (ec.cinemat.) 

con las condiciones de contorno: 

T (r ) = O 
r e 

y donde u,v son las componentes del desplazamiento en las di 

recciones r y z respectivamente. 

.te .tp gas p y p , 

1 ~ . ( .te) p astico p 

Así como en los ejemplos anteriores existían car 

que permitían distinguir el comienzo del proceso 

y el instante en que la estructura se encuentra 

totalmente plastificada, en este ejemplo si la velocidad de ro 

tación del disco w se encuentra en el intervalo [O, w .te] el di~ 

co se comporta como elástico y si w e [ w.te, w.tp J el disco se 

comporta como elastoplástico y para w = w.tp se encuentra total 

mente plastificado. 

Suponiendo w e [o, w.tJ la integración del sis

tema de ecuaciones conduce a 28 
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3+v r 2r: 
Te pw2 (r2 r: r2- e l 

= ----ir- + -r e l r2 

3+v r 2 r~ 1+3v Te pw2 (r2 r: e l r2) = -8- + +-- - --e e l r2 3+v 

e 3+v 
pw 2 [(1-v) (rf + r 2 ) r + 

l+v 
r 2r: _l-v

2
r3J u = 

BE e r e l 3+v 

w2 4Y 
= 

te 
P[ (3+v)r 2 + 

e (1-v)r:J 
l 

Ahora bien, si w e[;iite' wtp] la integración del 

sistema es mas complicada y puede verse en detalle en 5 Den 

tro de la región plastificada 

se arriban son los siguientes: 

r. ~ r '!=: e 
l 

r. 1 
= Y(l - -2:.) + -r 3 

r: 
pw 2 c-2:. 

r 
-r2) 

los resultados a que 

p Y 1 pw 2 1 
u = E[ (1-v)r - riL(r) J + 3 -E- (r1L(r) - 3 r 3) + C 2 

y para la región elástica c ~ r ~ r: 
e 

Te_ (3+v)pw 2 2 E E 
r -- 8 r + C3-

2(1-v) (l+v) 

Te = _(l-3v)pw 2 
r2+ E e, + 

e, 

E 
e 8 2(1-v) ( 1 +v) 

e = -(1-v 2) pw 2r 3 e, e, 
u +2 r + -BE r 

e, 

r2 



C2 = 

aC 3 = 

-1[ (1-v) c - r.L(c) 
J. 

(1-v 2) pw 2 c 3 e, 
+2 BE 

li (Y4-op)-S(yo+Yy) 

li(~-~)+y(~+~)-2yS 

Y(4-S)+o(S-1),) 

39 

]-

c + 

o (y+ li)+ y ( y- /í) pw2= --=--~-'-"--'---=~-'--"-'----

li(~-~)+y(~+~)-2yS 

C! = E 
' s = - 3+v r2 

e 2(1+v) 8 

E r. 
li = ' o = y ( 1- --1:) 

(l+v)r 2 c 
e 

3+v 1 1 r~ 
~ c2 + c2 J. 

= - -- 3 -
8 3 c 

1 pw2 
(r:L(c) 1 c') -E- - 3 -

3 J. 

e, 
c 

E 
' y = 

(l+v)c 2 

1+3v 
~ = - -8- c2 

Si se frena un disco que alcanzó una velocidadde 

.giro superior al limite elástico, w > wie' quedan en él tensio

nes y desplazamientos residuales. 

Sus valores pueden ser obtenidos superponiendo a 

la solución elastoplástica para la velocidad w la solución e 

lástica correspondiente a la velocidad w* = -w. 

Las distribuciones de tensiones radiales, circun 

ferenciales y desplazamiento radial de un disco, con relación 
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de radias r = 4r. , para diferentes velocidades w son present~ 
e i 

das en la figura V.11. Las tensiones y el desplazarniento del 

mismo disco cuando el nivel de plastificación alcanza el valor 

c = 2.2 r. y las correspondientes tensiones y desplazarnientos~ 
]. 

siduales son graficados en las figuras V.15 y V.16. 

I.6. Formulaciones variacionales en elastoplasticidad. 

En secciones anteriores se pudo observar que so 

luciones analíticas de problemas en elastoplasticidad son sola

mente posibles en un número reducido de casos simples. 

Por tal motivo, las formulaciones variacionales 

equivalentes resultan de interés puesto que conjuntamente con 

el Método de Elementos Finitos permiten obtener soluciones a 

proximadas de los problemas que se presentan en elastoplastici

dad. 

Formularemos a seguir tanto para materiales idea!_ 

mente plásticos como con endurecimiento principias variaciona

les donde la velocidad v y la derivada de la tensión T son las 

incógnitas. 

I. 6 .1. Principias variacionales donde v es la incógnita princ.!:_ 

pal. 

Introduciremos previamente el c.ampo de velo e.ida -

de~ c.inematic.amente admi~ible~: 

Kin.v = {v* = v*(x) 
_:_ 

, regular, v* = ú en r u} 
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entre cuyos elementos v* estará la solución de nuestro probl~ 

ma de valor de contorno y que designaremos con v. 

Al campo de velocidad de deformación D* deducido 

a través de la ecuación cinemática D*= ( v*)s será denominado 

velocidad de deóo~maciõn cinematicamente admi-0ible. 

Obsérvese que el campo de tensiones T* deducido 

a partir de D* mediante las ecuaciones constitutivas elastoplá~ 

ticas no necesariamente satisface las ecuaciones de equilíbrio. 

Si designamos con T, D, V a los campos solución 

de nuestro problema de valor de contorno y admitimos regulari

dad suficiente en T, es fácil mostrar la equivalencia entre 

nuestro problema y el siguiente problema variacional: 

Ve;te~mina~ v e Kin.v ;tal que la igua.lda.d: 

J ílb. (v* - v) díl + J a.(v* - y)dr = 
rT 

-0e ve~ióique pa.~a. cua.lquie~ v*e Kin.v con la.-0 con 

T = T(v) (ecuación constitutiva) 

D= (Vv)s, D*= (Vv*)s, (ecuación cinemática) 

Por su semejanza con elasticidad al principio va 

racional anterior lo denominaremos P~incipio de la Potencia. Vi~ 

;tua,C,. 

A seguir mostraremos que existe un funcional TI= 

= TI(v*) cuya minimización equivale al problema variacional ante 

rior. Para ello recordemos que tanto para materiales idealmen-
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te plásticos corno con endurecirniento la siguiente relación se 

verifica 5 
: 

T*. D* - T. D - 2T.(D* - D) ~ O 

e igual a cero si y sólo si D*= D. 

Sustituyendo la expresión anterior en el Princi

pio de la Potencia Virtual se tiene que: 

f ílb; (v* - v)díl 

= f íl!(T*.D* 

+f a.(v* - v)dr 
rT 

T.D)díl 

= fílT.(D* -D)díl~ 

para cualquier v* e Kin.v 

Reordenando términos en la relación anterior se 

sigue que: 

f 
1 . 

rr(v*) = íl2 T*.D* díl - f b.v*díl - f a.v*dr ~ 
íl r T 

f ~ v dr = rr (vl r . 
T 

para cualquier v* e Kin.v y donde la igualdad se verifica si en 

todo punto X e íl, v* = v. 

nirno: 

Arribamos por tanto al siguiente principio de mi 

ble-6 v* e Kin.v, aquella que hac.e m:Zn-lmo al óu~ 

c.-lonal rr (v*) , u la 1.>oluc.-lõn del ptc.oblema de va 

lote. de c.oniotc.no en ela1.>iopla1.>i-lc.-ldad. 
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Como se puede observar nuestro problema consis

te en determinar el mínimo de un funcional cuadrático, definido 

en todo el espacio Kin.v. No obstante lo anterior el problema 

es no lineal puesto que el coeficiente a que aparece cuando ex 
. 

plicitamos la ecuación constitutiva T = T(D) depende de la prQ 

pia solución. 

I.6.2. Principias variacionales donde T es la incógnita prin

cipal. 

Introduciremos en este caso dos campos Est.T y 

P.A.T que nos resultaránde utilidad. 

Campo de veloeidad de tenóioneó eótatieamente ad 

mióiblu: 

. 
Est.T = {T = Syrn div T + b = O en íl, 

Tn = a en fT} 

Campo de veloeidad de tenóioneó plahtieamente ad 

P.A.T = {T e Sym f(T) < O , f(T) = O 

y fT. T f O} 

A partir de los campos introducidos anteriormen

te definiremos un estado de tensión plástica estaticamente admi 

sible que designaremos con Tº. 
En el caso de materiales idealmente plásticos 

T0 e [Est.T f'IP.A.T] en virtud que en este caso no son pos.!_ 
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bles tensiones fuera del convexo de plasticidad f(T) ~ O. 

En el caso de materiales con endurecimiento T e 

Est.T puesto que estamos admitiendo que todos los estados de 

tensión son accesibles modificando la historia. 

Nuevamente si designamos con T, D y vala solu 

ción de nuestro problema de valor de contorno y admitimos regu

laridad suficiente es posible mostrar la equivalencia con el si 

guiente problema variacional: 

m{ó{ble T, tal que la {gualdad: 

· Jr (T
0

- T)n.ü dr= Jíl(Tº- T) .D díl 

u 

óe ve~{6ique pa~a toda Tº eótat{eamente admiói -

ble, eon la eandieiôn óubóidia~ia D= D(T) 

Por semejanza con elasticidad al principio ante 

rior lo denominaremos P~ineipia de la Pateneia Vintual Cample

mentania. 

Debemos notar que existe una diferencia fundame~ 

tal segun que el material sea idealmente plástico o plástico con 

endurecimiento.. En el primer caso Tº e [ Est. T P.A.T J donde 

P.A.T i~pone restricciones lineales sobre T(fT.T ~ O) y en el 
• o 

segundo T e Est.T no apareciendo la restricción anterior. 

Al igual que en el caso anterior existe un fun

cional rrc = rrc(T) cuya minimización equivale al problema de va 

lorde contorno en elastoplasticidad. 

Para ello tengamos presente que tanto en materia 

les idealmente plásticos como con endurecimiento 5 la siguiente 
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relación se verifica: 

Tº. oº - T. D - 2(Tº- T). D à o 

e igual a cero si y sólo si Tº = T 

Introduciendo la expresión del Principio de la 

Potencia Virtual Complementaria y procediendo enforma similar 

al caso anterior se tiene que: 

1Tc (Tº> f,J 
• o 

oºdíl - Ir 
• o .:.. 

= T . T n. u df = 
u 

J íl! Jr 
.:.. 

1Tc (Tl = T.D díl - Tn. u df = 
u 

• o 
para todo T plástico estaticamente admisible y donde la igual-

dad se verifica si y sólo si Tº = T en todo X e íl. 

El principio mínimo correspondiente puede enun -

ciarse como: 

Ve todah lah denivadah de la tenhiÔn plâhtiea y 

ehtatieamente admihibleh Tº, aquella que haee mZ 
• o 

nimo al óuneional 1rc(T )eh la holueiôn del pn~ 

blema de valon de eantonno en elahtoplahtieidad. 
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CAPITULO II 

CREEP ESTACIONARIO 

El comportamiento de numerosos materiales estructura -

les de empleo frecuente en ·ingenieria, para condiciones especi~ 

les de cargamento, generalmente aplicados en intervalos de tiem 

po pequeno, puede ser aproximado con êxito mediante la Teoria 

de la Elasticidad o mediante la Teoria de la Plasticidad. 

Si el cargamento se mantiene durante intervalos de tiem 

po grandes, los fenómenos reológicos pasan a tener significación 

y se hace necesario llevarlos en cuenta en el anâlisis. En este 

caso las tensiones y las deformaciones reales difieren enforma 

apreciable de las que se obtienen admitiendo que el material es 

elástico o plástico 

Lo anterior se debe a que materiales de empleo estruc

tural frecuente, tales como madera, concreto, plásticos y meta

lesa temperaturas elevadas presentan propiedades viscoelâsti -

cas 8
'
9 Dicho comportamiento se pone de manifiesto en ensa-

yos mecânicos, donde es posible apreciar la dependencia de las 

deformaciones con la velocidad de carga y con la permanencia de 

dichas cargas en el tiempo. 

Uno de los problemas que usualmente se presenta en la 

aplicación estructural de los materiales viscoelásticos, es el 

análisis de tensiones y deformaciones correspondientes a cargas 

constantes, muchas veces durante prolongados intervalos de tie~ 

po 1 º.Tal fenómeno conocido como deformaciones lentas a carga ooru,_ 

tante o deformaciones de creep tiene importancia fundamental en 

la fabricación de motores, turbinas a gas y, en general, en las 
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construcciones con los materiales anteriormente mencionados ba 

jo solicitación permanente de significación. 

Ultimamente, con la comprobación de que las radiacio 

nes al igual que las temperaturas elevadas aumentan los efectos 

de creep, dicho fenómeno ha adquirido también, relevancia en la 

construcción de centrales nucleares 11. 

El conocimiento más a fondo del fenómeno de creep, que 

el desarrollo tecnológico demanda dia a dia, ha incentivado ex 

tensivamente las investigaciones en esta área. 

Dichas investigaciones se han centrado en dos aspectos 

fundamentales, uno de ellos se refiere a la obtención de ecua -

ciones constitutivas que representen el fenómeno de creep y el 

otro, al desarrollo de métodos de cálculo que permitan obtener 

soluciones a problemas de ingenieria estructural donde dicho fe 

nomeno debe ser llevado en cuenta. 

Dada la dificultad experimental de ensayar diferentes 

estados de tensión que se pueden presentar en la vida útil de~ 

.na estructura, el camino seguido ha sido el de realizar ensayos 

bajo estados simples de tensión 12
•

13 
•'

14 y posteriormente generali

zar los resultados para estados de tensión más complejos 15
•

16 
• 

En cuanto a los métodos de cálculo, dado que es reduc! 

do el número de problemas de creep, donde es posible obtener s2 

luciones exactas, se ha dado énfasis a los métodos de cálculo 

aproximados y entre ellos fundamentalmente al Método de Elemen

tos Finitos 11
' 

17
• 

En este capitulo se presenta un histórico sobre los 

trabajos realizados en creep, junto con las diferentes leyes 

constitutivas propuestas para el caso de tensión uniaxial y la 

posterior generalización, admitiendo incompresibilidad e isotro 
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pia, para estados de tensión triaxial. 

se discuten las propiedades de las leyes constituti-

vas de creep y se muestra en qué casos dichas leyes derivan de 

un potencial. Dichos potenciales son determinados y su convexi 

dad es analizada. 

Posteriormente se muestra cómo es posible obtener una 

ley de creep secundaria más general mediante el empleo de un p~ 

linomio de 29 grado del tensor desviador de tensiones. 

Conocidas las leyes constitutivas se formula el probl~ 

ma de valor de contorno en creep secundaria y se dan ejemplosen 

los que es posible obtener soluciones exactas. 

Finalmente, haciendo uso de las propiedades de convexi 

dad de los potenciales de creep, se muestra cómo arribar a prin 

cipios variacionales que resultan de gran utilidad en la obten

ción de soluciones aproximadas. 

II-1. Deformación de Creep en Tensión Uniaxial. 

Si bien, el ingeniero francés L.T. Vicat efectuó en el 

sigla pasado, observaciones sistemáticas sobre el fenómeno de 

deformación lenta en barras metálicas traccionadas a ser emple~ 

das en la construcción de puentes colgantes 9 .Se admite genera~ 

mente que la teoria fenomenológica de creep comenzó a princi -

pios de este sigla con los trabajos del físico inglés E.N. An -

drade I 2' I , 

El fue quien introdujo la terminologia empleada hasta 

el presente para distinguir diferentes zonas de creep y el prl 

mero en mostrar la diferencia de comportamiento entre deforma -
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ciones lentas de barras metálicas a tensión constante y carga 

constante. 

Las curvas de deformación de creep y velocidad de de 

formación de creep en función del tiempo (E
11

,t) y (D
11

,t) obte 

nidas por él, son indicadas en la figura II.l. 

E" 

p 
/ 

' ,,, ' ,,, ,..I' ,.. ' ,.. 

® @) 

deformación de creep 

carga constante 
tansion constante 

D=E 

t 

li T 
1 r,, 
' , ,. 
' -

(j) ® @ 

velocidad de 
deformaciÓn de ;creep 

, , , 

t 

fig. II.l. 

En ambas curvas se pueden distinguir tres zonas: 

I. creep primario o transiente 

II. creep secundario o en régimen estacionario 

III. creep terciario 

Andrade observa àdemás que en el caso de deformación 

lenta a tensión constante, no hay diferencia entre creep secun

dario y terciario, existiendo en este caso solamente dos zonas 

de creep. 

Basándose en los resultados obtenidos en ensayos a ten 

sión constante, Andrade postula la primera ley constitutiva de 

deformación dependiente del tiempo: 

9, = 9, (l+St1/ 3 ) 
·.o 

at 
e 
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donde;t y t son las longitudes de las barras en los 
o instantes 

t=t y t= O respectivamente, t es el tiempo bajo tensión constan 

te,S y a parámetros de cada material dependiente del nivel de 

tensión a que las barras se encuentran sometidas. 

Posteriormente, en la década del 30, con la demanda tec 

nológica de materiales metálicos que soportaran temperaturas e 

levadas para ser empleados en la fabricación de máquinas y mot2 

res, los fenómenos de creep fueron estudiados extensivamente por 

varios investigadores. Entre ellos se destacan, NORTON, BAILEY, 

SODEBERG, NADAI y HOFF. 

Dada la preponderancia de las deformaciones de creep 

secundaria sobre las de creep primaria cuando las cargas ac

túan durante intervalos de tiernpo de larga duración, sedio pr~ 

ferencia en los estudios de los investigadores anteriormentemen 

cionados al caso de creep secundaria. 

De las leyes constitutivas propuestas por ellos 

destacar las siguientes: 

i) ley potencial propuesta por NORTON 14 en 1929 

a1 
D = k T 

1 1 1 1 1 

ii) ley exponencial de SODEBERG 18 formulada en 1936 

a 2T 1 1 
D = k (e -1) 

1 1 2 

iii) ley constitutiva propuesta por NADAI 19 en 1937 

D = k senh(a T ) 
11 3 3 11 

cabe 

donde; D es la velocidad de deformación uniaxial de creep se 
1 1 

cundario, T
11 

tensión uniaxial, ki, ai constantes de cada mate 
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rial. 

Las expresiones propuestas por NORTON,. SODEBERG y NA 

DAI que perrniten determinar la velocidad de deforrnación de creep 

para un estado tensional conocido, son generalizaciones de la 

ley lineal. de Maxwell dada por: D = k T 
l 1 1 1 

Los modelos rnecánicos correspondientes a las leyes an 

teriores están constituidos por un arnortiguador lineal para el 

caso de la ley de Maxwell y un arnortiguador no lineal para los 

otros casos corno indica la figura II.2. 

~ IT ~ • •T Tu u 

º11 = k T11 
D 11 = f (Tu) 

lineal no lineal 

fig. II. 2. 

Tarnbién el problema de creep prirnario ha sido motivo 

de estudio por.parte de investigadores. En el caso de rnetales 

se ernplea frecuenternente la siguiente relación 

donde; k, rn y n son constantes de cada material. 

Según HOFF 10 una función del tiernpo del tipo tn, p~ 

ra n<0.5, ha mostrado buena aproxirnación a los resultados ex 

perirnentales obtenidos no solamente en ensayos de metales, si 

no tarnbién en plásticos y concreto. 

Finalmente cabe destacar los trabajos de PAO y MARIN 21 

quienes arribaron a una ley constitutiva de creep primaria y se 

cundario unificada. En ella, la deforrnación total de creep es 
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la suma de una parte que crece linealmente con t y otra que 

decrece enforma exponencial con t. 

La ley constitutiva propuesta por ellos está dada por 

la expresión: 

E = Tm 
1 l 1 1 

y su derivada E por: 
1 1 

E 
1 l 

@ 

/3' t 

t • 

deformacion de creep 

o,, 
r,,m 

CD 
-

® 
t 

-"1-----------L-.----+ 
t. 

velocidad de deformación 

de creeP 

fig. II.3. 

El valor de t* que nos limita las zonas I y II de creep 

dependerá de las constantes del material a,B, k y m. 

II. 2. Ley Asociativa de VON MISEs-· ODQVIST 

En 1930 BAILEY 22 , comprobó experimentalmente que en los 
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metales, las deformaciones de creep se producían a volumen cons 

tante, sin ser influenciadas por la presión hidrostática. 

Basándose en las observaciones efectuadas por BAILEY 23 y 

admitiendo isotropía ODQVIST 15 postuló en 1934 la primera ley 

constitutiva para creep secundario_bajo tensión triaxial. Dicha 

ley está dada por la siguiente expresión tensorial: 

donde: 

donde 

D= f(S) S 

D tensor velocidad de deformación, definido en la siguie!_"! 

te forma: 

v vector velocidad 

T tensor de tensiones 

S tensor desviador de tensiones 

S = T - ; ( tr T) I = [rr - ; I 181 r] T 

f(S) función escalar de variable tensorial conocida como 

función de creep. 

La función f(S) propuesta por ODQVIST es la siguiente: 

3 
f(S) = 2 k Te 

n-1 

k y n son constantes que dependen de cada material 
1/2 

Te tensión efectiva Te= <! S.S) 
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De lo anterior se sigue que.la ley de creep secundaria 

formulada por ODQVIST puede ser reescrita de la siguientes for 

ma: 

3 
D = z k 

n-1 
T 

e 
s 

La velocidad de deformación de creep secundaria de un 

material que verifica la ley anterior, depende del estado tensio 

nal en que se encuentra. En efecto, dado T en un punto X, es 

posible a traves de la ley constitutiva determinar el correspo~ 

diente D. 

T-------> s ------- f(S) D 

Ley Const. 

II.2.1. Propiedades de la Ley Constitutiva. 

A seguir veremos algunas propiedades de la ley consti

tutiva propuesta por ODQVIST. 

i) Dos estados de tensión que difieren en una presión hi 

drostática producen igual velocidad de deformación. 

sean T y T dos estados de tensión que difieren en 
1 2 

una presión hidroestática, por lo tanto verifican que:T 2 -T 1 = pI. 

Explicitando el desviador S mediante: 
2 

1 [II - } I~I](T
1
+ pI) = 

s 
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Se arriba a que s = s 
2 l 

Introduciendo S y 
l 

la ley constitutiva se concluye que D(T) = D(T) 
l 2 

s en 
2 

ii)La velocidad de deformación obtenida mediante la ley 

constitutiva D= f(S) S , corresponde a un campo de velocidades 

isocóricas. 

Aplicando la operación trazo se obtiene que trD = O , 

que equivale a la condición de isocoridad div v = O. 
3 1/2 

iii)La tensión efectiva Te= (2 S.S) Y la velocidad de 

deformación efectiva De= <i D.D) 1/ 2 verifican una relación si 

milar a la ley de NORTON, o sea De= k Ten 

Para mostrar lo anterior multiplicamos escalarmente la 

ley constitutiva por si misma, obteniendo: 

Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros y recor

dando la definición de Te y De se tiene De= k Ten, que es lo 

que queríamos probar. 

iv)En el caso particular de tensión uniaxial la ley cons-

titutiva D = 1_ k T n-l S 
2 e se reduce a la ley de NORTON. 

Para verificar que la ley de ODQVIST se reduce a la pr~ 

puesta por NORTON en el caso uniaxial, basta recordar que si el 

tensor de tensiones tiene una única componente T , las compo -
l 1 

nentes de! tensor desviador S .. y la tensión efectiva T resul-iJ e 

tan: 

[ S .. ] = [ T .. __ 31 Tkk o .. ] = 
iJ iJ iJ 

2 T 
3 1 1 

1 - -T 
3 1 1 
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Introduciendo los valores anteriores en la expresión 

D 3 k T n-1 S .. 
ij = 2 e 1.J 

se arriba a D 

la ley postulada por NORTON. 

1 1 

n = k T
11 

que corresponde 

v) Existe una función escalar de variable tensorial 

a 

<!J = <!J (S) conocida como función potencial, a partir de la cual 

la ley constitutiva anterior puede ser derivada: 

D(S) = <!JT = d<!J 

dT 

Si D(S) es la ley de 0DQVIST la función !li resulta: 

(JJ ( s) = k T n+l 
n+l e 

Por este motivo es que la ley de ODQVIST es denominada 

ley asociativa. 

II.2.2. Inversión de la Ley Constitutiva. 

La ley constitutiva de ODQVIST D= l k T n-l S cono-
2 e ' 

cida también como ley de VON-MISES-ODQVIST, es una transforma

ción de elementos de! espacio vectorial V en R, donde 

V= {s E Sym: tr s = O } 

{ 3 n-1 } 
R = D E Sym: o = 2 k Te S, s E v 

A seguir mostraremos en primer término que dicha tran~ 

formación o función D(.) tiene inversa y posteriormente veremos 
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la manera en que dicha inversa puede ser determinada. 

Para ello definiremos previamente el dominio y el con

tradominio de la función D(.). 

Tomaremos como dominio de D(.) todo el espacio V y co 

mo contradominio de D(.) el conjunto R 

De la manera en que ha sido definido R, se asegura que 

la transformación D(.) es sobre. Por tanto, la condición necesa

ria para asegurar la existencia de inversa es que D(.): V ~R 

sea inyectiva. Tal propiedad será probada por el absurdo, o sea, 

se supondrá que la inyectividad no se verifica. 

Admitiendo la no inyectividad de D(.) se sigue que exis 

ten elementos diferentes S y S a los cuales le corresponde i 
1 2 

aual valor de D. 

SE V, s E V, s iS corresponde D= D(S) = D(S l 
1 2 1 2 1 2 

Explicitando la ley constitutiva para ambos valores de 

S, se tiene: 

donde 

T 
e1 

D = } k T n-l S 
2 e 1 

= }2 k T n-1 S 
e2 2 

3 1/2 
=(2S.S1) 

1/2 
T = (-

2
3 S . S ) 

e2 2 2 

Si la igualdad anterior se verifica se sigue que: 

S = CI S donde 
2 1 

CI =· 

n-1 
-2-

1 
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Introduéiendo S = a S en la relación constitutiva se 
2 1 

obtiene: 

D=]_ k T n-l S 
2 e 1 

1 

3 
= 2 k 

n-1 
T 

e 
1 

n 
S a 

1 

Dado que la igualdad anterior se verifica si y sólo si 

a= 1, recordando que inicialmente fue admitido que S f S y 
1 2 

por tanto a f 1, se arriba a una contradicción. 

De lo anterior, concluimos que la función D(.): v~ R 

es inyectiva, lo que nos permite asegurar la existencia de una 

Única inversa S = S (D) tal que S (.) : R- V 

Previamente a determinar la inversa de 

D= f(S) S donde f(S) = l k 
2 

3 
2 S.S) 

n-1 
-2-

observamos que, dada la inyectividad de D(.), existe una fun 

ción g(D) definida en el contradominio R que cierra el ciclo , 

como muestra la figura II.4. Dicha función permite expresar la 

inversa S = S(D) en la siguiente forma: 

S = S(D)= D 
g(D) 

donde; g (.) : D E R-->- R está de 

finida por la relación 

g(D) = f(S) 

n-1 
2 

V 

f{Sl=g(Dl R 

o(.) 

s (• l R 

fig. II.4. 
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De lo anterior se sigue que es necesario en primer tér 

mino determinar la función g(D). 

Para obtener g(D) partimos de la siguiente 

ver figura II. 4. 

f(S) ~ f [ :(D) ] ~ g(D) 

relación, 

Particularizando la relación anterior para la función: 

f(S) 
3 3 n-1 

= 
2 

k ( 2 S.S) -2- se tiene: 

n-1 
-2-

1 

g(D)n-1 
= g (D) 

Recordando la definición de velocidad de deformación e 

fectiva De, se deduce que g(D) está dada por: 

g (D) = i k 
2 

1 n-1 
n n 

Obtenida g(D), la inversa de la ley constitutiva de 

ODQVIST es inmediata 

D s = 
g(D) 

2 
= 3 

1-n 
n 

D 

Obsérvese que dado un campo de velocidades v isocórico 
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o sea que verifique que divv= O, es posible determinar a PªE 

tir de la ley anterior la tensión desviadora S correspondiente: 

v(t.q.div v=O) D s 

D = ( v'v) S Ley const. inversa 

Al igual que en el caso de la ley constitutiva donde 

se vió qu~ era posible encontrar una función ~ = ~(S) a par -

tir de la cual dicha ley podia ser derivada, en el caso de la 

ley constitutiva inversa existe una función potencial 1/_J = 1/_J(D) 

tal que: 

S = 1/_JD = -ª-11! 
dD 

Dicha función está dada por la siguiente expresión: 

l+n 

1/_J = 1/_J (D) = 

dDe d 
Teniendo en cuenta que = 

dD dD 
cil verificar que: 

n 
l+n 

2 
J D. D) 

n 

1/2 2 
= 3 es fá-

Finalmente observamos que los potenciales 1/_J(D) y p(S) 

verifican la siguiente relación 1/_J = n p. 

Para mostrar lo anterior recordemos que la relación en 

tre tensión efectiva y deformación efectiva está dada por: 
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Introduciendo este valor en la expresión ~(D), se si 

gue: 

1 1 
n n [ºtn] [ l+n J 

1/J ( D) n n ~ Te n(l+n) 
= l+n = l+n = 

n k Tn+l n if(S). = l+n = 
e 

II. 3. Ley Asociativa de TRESCA. 

Sean T, T y T las tensiones principales en un punto 
1 2 3 

de un cuerpo que experimenta deformaciones de creep. Admitamos 

que dichas tensiones verifican la siguiente relación T > T > T 
3 2 1 

La ley asociativa de TRESCA postula que el tensor velo 

cidad de deformación D referido a la terna principal tiene sola 

mente dos componentes D , D , no _nulas y que dichas componen-
, 1 

tes D y D son proporcionales a una potencia de la máxima dife 
3 1 

rencia entre las tensiones principales T - T. 
3 1 

La relación constitutiva de creep, en este caso está 

dada por: 

D = -k (T - T ln 
3 1 

D = o 
2 

D = k (T - T ) n 
3 3 1 

donde; k y n son parámetros de cada material. 

De la ley constitutiva anterior se sigue que la veloci 
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dad de deformación de creep no depende de la tensión interme -

dia T 
2 

Cuando se conocen las direcciones principales la ley a~ 

terior es de fácil aplicación. En muchos casos las ecuaciones a 

que se arriba son simples, permitiendo la obtención de solucio 

nes exactas, tal como lo muestra WAHL 24 en uno de sus trabajos 

sobre creep en discos que giran a velocidad constante. 

II.3.1. Propiedades de la Ley Asociativa de Tresca. 

i) El movimiento de un cuerpo que satisface la ley ante -

rior es isocórico. 

Por la equivalencia que existe entre la condición dei 

socoridad y la expresión del trazo, basta verificar que tr D= O 

De la ley constitutiva se sigue que: 

tr D= D+ D+ D= -k (T -T )n+ k(T -T )n=O 
2 3 3 1 3 1 

ii)Si las tensiones T y T varian en una misma cantidad 
3 1 

6T de manera tal, que la relación T >T >T continúa verificándo 
3 2 l 

se T + 6T > T >T + 6T , las velocidades de deformación corres-
3 2 1 

pondientes no varian. 

iii)En el caso particular de tensión uniaxial T f O T = 
3 l 

= T =Ola ley constitutiva D = k(T - T )n se reduce a la pr~ 
2 3 3 1 

puesta por NORTON, o sea D = k T n 
3 3 

iv)Existe una función potencial i= i<T.) tal que 
1 

= .H 
ôT. 

1 
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Para la ley asociativa de TRESCA la función p(T.) 
J. 

está 

dada por la siguiente expresión: 

= k 
n+l 

n+l 
(T -T) 

3 1 

Derivando p, es fácil verificar que: 

D = ~ = - k (T - T ln 
1 oT 1 3 1 

D = ~ = o 
2 oT 2 

D = ~ = k(T - T )n 
3 oT 3 1 3 

II.3.2. Inversa de la Ley Constitutiva. 

Sean D, D, D las velocidades de deformación de un 
3 2 1 

material que verifica la ley de TRESCA, D > D =O> D La di 
3 2 1 

~erencia máxima entre las correspondientes tensiones T ,T ,T 
3 2 1 

puede ser determinada a partir de la velocidad de deformación 

máxima D. 
3 

De la relación 
D 1 

constitutiva D = k(T - T )n se sigue 

(-_3 )Tl que: T - T = 
3 1 k 

3 

Observese que la tensión intermedia 

3 1 

'Í' 
2 

queda determinada a partir de la ley constitutiva inversa. 

no 

En este caso existe una función potencial~= ~(D) a 
3 

partir de la cual la relación constitutiva inversa puede ser de 

rivada. Dicha función está dada por: 
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_.!,_ l+n 

''•(D) = n k n D 
~ 3 n+l 3 

n 

Es fácil verificar que: 

1 
-ª-'!'_ D -

= _3) n = T - T 
dD k 3 1 

3 

II.4. Ley no Asociativa de VON MISES-TRESCA. 

Admitamos al igual que en el caso de la ley asociativa 

de TRESCA que las tensiones principales verifican que T > 
3 

>T >T, por tanto T - T es la máxima diferencia entre dichas 
2 1 3 1 

tensiones. 

Introducimos la siguiente ley de éreep: 

donde f y g son funciones reales dadas: 

3 
n-1 

f (T j) = - k(T - T ) 
2 3 1 

1 1 
[T, -

2 2 
(T - T ) 

2 J g (T j) = 2 s.s = T ) + (T - T ) + 
6 2 2 3 3 1 

En este caso las componentes de la velocidad de creep 

resultan: 

D 
1 

n-1 
= k (T - T) 

2 3 1 
( 2T - T - T 

1 2 3 
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k n-1 
D = 2 (T - T ) (2T - T - T ) 

2 3 l 2 3 

k n-1 
D = (T - T ) (2T - T - T ) 

3 2 3 l 3 2 

La ley constitutiva anterior fue introducida por COF 

FIN Jr. et al. 25 en el análisis de creep de recipientes de pr~ 

sión,y por ser una combinación de las anteriores,es denominada 

de VON MISES-TRESCA. 

Dado que no existe un potencial, del cual dicha ley pu~ 

da ser derivada, es denominada no asociativa. 

II.4.1. Inversa de la Ley Constitutiva. 

Teniendo en cuenta que la diferencia máxima entre las 

tensiones principales T - T es igual a S - S la relación cons 
3 3 l 

titutiva de von MISES-TRESCA puede ser reescrita en la siguien-

te forma: 

n-1 
D. = }

2 
k (S - S) 

l 3 l 
s. 

l 

Procediendo enforma similar al párrafo II.2.2. en que 

se determina la inversa de la ley de ODQVIST, introduciendo la 

función g(Dk), se sigue que: 

s. = 
l g(D .) 

J 



donde g(D.)=f(S.) 
J J 

3 
= 2 k 
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n-1 
(S -S ) 

3 1 

Para obtener g(D.) sustituímos S. = 
J i 

lación anterior, obteniéndose: 

g (D.) 
J • ; k [ ::::: J 

n-1 

Di 

g (D.) 
J 

De la igualdad anterior se deduce que: 

g (D.) 
J 

(D -
3 

en la re 

Determinada g(D.), la inversa de la ley de von MISES -
J 

TRESCA, resulta: 

Di 

g ( D . ) 
J 

k(D - D ) 
3 1 

n-1 

1 
n 

D. 
i 

II.4.2. Relación entre las leyes de von MISES-ODQVIST y von

MISES- TRESCA. 

La ley tensorial de von MISES-ODQVIST D 

ferida a la base ortogonal principal resulta: 

= l k Tn-1 S 
2 e 

re 
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donde T2 = _! 1( T - T ) 2 + ( T - T ) 2 + ( T .,- T 
1

) 
21 

e 2L1 2 2, , J 

T ,T, T tensiones principales 
1 2 3 

La ley de von MISES-TRESCA puede ser reescrita en la 

siguiente forma: 

D. 
1. 

= l k (T -
2 3 

n-1 
T ) 

1 

admitiendo que las tensiones principales T. verifican la desi -
1. 

gualdad T > T > T 
3 2 1 

En ambas leyes las componentes de D son obtenidas a 

partir de las componentes de S. En la primera multiplicando por 

n-1 la función de tensiones T , que depende 
e 

y en la segunda por (T - T )n-l 
3 1 

media T 
2 

tensión T 
2 

de la tensión inter

que no depende de la 

En el caso particular de que T > T = T , la tensión 
3 2 1 

efectiva resulta T = T - T y la ley de von MISES-ODQVIST co 
e , 1 

incide con la de von MISES-TRESCA. 

II.5. Generalización de la Ley Constitutiva. 

A continuación veremos una forma de obtener una expre

sión mas general de la ley constitutiva de creep secundaria. D! 

cha generalización será realizada dentro de las siguientes hip~ 

tesis: 

i) La velocidad de deformación es función del estado tensio -

nal: D= D(T) 
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ii) La función D(T) es ~mpar: - D (-T) = D(T) 

iii) La relación D= D(T) es isotrópica: Q D QT = n[Q T QTJ 

donde Q QT = I 

iv) La deformación de creep se procesa a volumen constante 

( tr D = O) 

Analizaremos en primer término el caso de tensión uni

axial y posteriormente generalizaremos la aproximación propues

ta al caso triaxial. 

Los resultados experimentales obtenidos en ensayos de 

tracción y cornpresión simples serán aproximados mediante una 

función: D = D (T ) . 
11 11 11 

Recordando que en un estado uniaxial de tensiones se 

verifica la siguiente relación entre tensiones T .. y tensiones 
J. J. 

desviadoras sii: 

s 
1 1 

= 2 T 
3 1 1 

, s 
2 2 

= 1 T - 3 11 
s 

3 3 

1 = 3 
T 

1 1 

La ley constitutiva D = D (T ) , puede tarnbién ser 
11 11 11 

expresada en función de la tensión desviadora D = D (S ). 
11 11 11 

En la aproximación de D = D (S ) emplearemos un p~ 
11 11 11 

linomio de potencias ímpares: 

D = D (S ) = a S + a s 3 + a 
11 11 11 1 11 3 11 

que verifica las dos relaciones siguientes: 

5 

S5 
l l 

+ ..••• 

D ( O) = O - D (- S ) = D (S ) 
1 1 11 11 11 11 

La expresión polinomial anterior sugiere la siguiente 
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generalización 26
: 

D= a S + a s 3 + a s 5 + ..... . 
1 3 5 

En el caso particular de tensión uniaxial la componen

te D resulta: 
1 1 

D = a s + a s 3 + a s 5 + •.••.• 
11 1111 311 511 

Las potencias de S no son independientes. Mediante el 

teorema de CARLEY-HAMILTON 
34

'
35

: 

s 3 
=JS+ J I 

2 3 

donde: 

J = detS 
3 

= l tr s3 
3 

es posible expresar s 2n+l (n=l,2 ... ) en función de I,S y s 2 . 

Por ejemplo: 

S5 = J2S + J S2 + J J I 
2 3 2 3 

S7 = (J3+ J2) s + J2J I + 2J J S2 
2 3 2 3 2 3 

= .............. 

De lo anterior se sigue que D puede ser representada 

por la relación siguiente: 
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Exigiremos a seguir que las deformaciones sean a volu

men constante, o sea que tr D= O 

de la relación anterior se sigue que: 

Introduciendo esta relación en D= p I + p S + p
3
S 2 se 

1 2 

obtiene para la ley constitutiva la siguiente expresión: 

D = p S + p 
2 3 

Las leyes de creep mas conocidas pueden obtenerse como 

casos particulares de la 

Haciendo p = O, 
3 

expresión anterior. 
n-1 

3 --
p = - k(3J) 2 se tiene, por ejemplo, 

2 2 2 

la ley de von MISES- ODQVIST. 

II.6. Problema de Vâlor de Contorno en Creep Secundario. 

Sea un cuerpo material que experimenta deformaciones 

lentas en régimen estacionario. Admitamos que dicho cuerpo, que 

ocupa una región íl de contorno r del espacio euclideano tridi 

mensional, está sometido a un sistema de fuerzas (b,a): 

b = b ( X) 

a= a(X) 

en íl , fuerza de volúmen 

fuerza de superficie 
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y una velocidad prescripta V: 

v =V(X) en r 
V 

donde rT , r v son las partes del contorno r donde estãn esp~ 

cificadas fuerzas de superficie y velocidades respectivamente, 

figura II.5. 

El problema de valor 

de contorno en creep secunda -

rio, consiste en determinar 

los campos: 

V = V (X) Vector Velocidad 

D = D(X) Tensor velocidad 
de deformación 

T = T (X) Tensor de tensio 
nes 

.íl 

~ 

que satisfagan las siguientes ecuaciones: 

Ecuaciones de equilibrio 

div T + b = px 

Ecuaciones cinemáticas 

Ecuaciones constitutivas 

D s = 
g (D) 

con las condiciones de contorno: 

Tn = a V = V en 

fig.II.5. 

en íl 

en íl 

en íl 

r 
V 

n 
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II.7. Ejemplos de Aplicación. 

A seguir presentaremos tres ejemplos de aplicación del 

problema de valor de contorno de creep secundario. En todos e 

!los según la ley constitutiva empleada es posible arribar aso 

luciones exactas. 

En el Ejemplo 1, se analiza el caso de una esfera hue 

ca con presión interna, constituída de un material que verifi

ca la ley constitutiva de creep secundario conocida como ley de 

von MISES-ODQVIST. 

En el Ejemplo 2, se estudia el caso de un tubo infini 

to sometido a presión interna constituído de un material que ve 

rifica la misma ley de! ejemplo anterior. 

En el Ejemplo 3, se presenta el problema de creep en 

discos huecos que giran a velocidad constante, analizándose di 

ferentes leyes constitutivas. Para el caso de la ley asociati

va de TRESCA se determina la solución exacta correspondiente. 

Estos ejemplos serán analizados posteriormente a tra 

ves de la formulación variacional elasto/viscoplástica conjunt~ 

mente con el Método de Elementos Finitos. 

EJEMPLO 1: Esfera hueca con presión interna. 

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio interno ri 

y radio externo r , sometida a una presión interna constante 
e 

p, constituída de un material que satisface la ley de von MI 

SES-ODQVIST. 

Teniendo en cuenta la simetria esférica tanto en la 

geometria como en las cargas es conveniente emplear coordenadas 
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esféricas r, <j,, e . 

En dichas coordenadas, las funciones a ser determina -

das dependen solamente der. Las componentes de los tensores T 

y S están dadas por las expresiones: 

o o 

o o o 

y la tensión efectiva Te, mediante la relaciõn: 

donde J.J 

T = 
e 

3 1/2 
S .S) = [ T -T 1 

2 r <!>' 

representa el valor absoluto. 

o 

T -T 
<j, r 

o 

o 

o 

T -T 
<j, r 

Corno se verá más adelante, en este caso particular se 

verifica en todo el intervalo ri~ r ~ re, la siguiente desi

gualdad entre las tensiones T > T , por lo que la tensión e 
<j, r 

fectiva puede ser reescrita corno; T = T - T e <j, r 

i) Ecuación de equilibrio. 

Adrnitiendo que las fuerzas de volumen son nulas, la condición de 

equilibrio div T + b = O se reduce en este caso a una rela-

ción entre Tr y T<j, dada por la siguiente ecuación diferencial: 

dT 
r + 2 

T -T 
r g, = O 

dr r 

ii) Ecuaciones cinemáticas. 

Dada la simetria esférica del problema, las componentes de D re 

sultan: 
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= D<j,e = o ; D r 
dv = dr ; 

V 
De= r 

donde la velocidad v = v(r) tiene la dirección der. 

iii) Eeuaeión eonstitutiva. 

Tal como fue observado, este ejemplo será analizado 

so de la ley de von MISES-ODQVIST, dada por D= 1 k 

para el 

n-1 
Te S. 

Teniendo en cuenta las expresiones obtenidas para 

, y T , en coordenadas esféricas la ley 
e 

MISES-ODQVIST se reduce a las siguientes expresiones: 

n = - k(T -T ) 
<P r 

iv) Condieiones de eontorno. 

La condición de contorno Tn = a en 

T (r.) = ~ p , T (r) = O 
r i r e 

= De 

rT pasa a ser 

v) Solueion del problema de valor de eontorno. 

de 

De las ecuaciones constitutivas y cinemáticas se sigue que: 

tr D 

ca 

von 

Integrando la ecuación diferencial anterior se obtiene 

la velocidad v(r) = e r- 2 , donde e es una constante a ser de 
1 1 

terminada. 

Del valor de v(r) determinado y de la relación consti-

tutiva D <j, 
V k 

(T<j,-Tr)n sigue que: = - = se 
r 2 

1 

= ( ::; ) 

-n 
T <j, - T r 
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Introduciendo la expresión anterior en la ecuación de 

equilibrio e integrando obtenemos T 
r 

T r = 2 
3 

1 3 

n { 2C 1 )n r n 
\ k 

+ e 

La otra tensión T~ estará dada por: 

2 

1 

+ T r 
= (1- Inl __ 1 

(
2C )n 

3 kr3 
+ e 

2 

Haciendo que la tensión T r verifique las condiciones 

de contorno Tr(ri) =~p, Tr(re) = O se obtienen las expresiones 

de e y e 
1 2 

n 

k 3p 3 3 e = 2 r r. 
1 3 3 e l. 

2n(r n n - ri ) e 

3 
n r. 

l. 

e = p 
2 3 3 -n n r - r. e l. 

Introduciendo e y e 
1 2 

en las expresiones de v, Tr, T~ 

se tiene la solución exacta del problema: 

p 
T = r 3 

r n 
(~) 
ri 

1 
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[i. '] p 
3 r n 

T<P = ( 2n - 1) ( r e) 3 
r 

(_§) n - 1 
r. 

]_ 

n 
~ 3 

k 
2n r e 

V = 
2 3 2 r r n 

(_§) - 1 
r. 

]_ 

Observase que para n=l las expresiones de Tr y T<I> 

ciden con las obtenidas en la teoria elástica. 

Nótese además que como n~l se verifica que T<I>> 

todo el intervalo ri~ r ~ re. 

T r 

coin 

en 

Los valores de las tensiones T<I>, Tr y de la velocidad 

v, obtenidos a partir de .la solución exacta para el caso de una 

esfera hueca con relación de radios re/ri = 1.5 y diferentes 

valores de n (n = 1,2,6) son presentados en la figura V.17. 

EJEMPLO 2: Tubo circular infinito. 

Analizaremos a seguir el caso de un tubo circular in 

finito de pared espesa, radio interior ri, radio exterior re 

sometido a presión interna y constituído de un material que sa 

tis face la ley de von MISES-ODQVIST 2 8
•
29

• 

Dada la axisimetría'del problema es conveniente em-

plear coordenadas cilíndricas r, q,, z. 

En dichas coordenadas las componentes de T fuera de 

la diagonal son nulas Trq, = Trz = Tq,z = O y las componentes de 
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T y S están dadas por las expresiones: 

~ij] 
1 

= -
3 

T r 

o 

o 

o 

Tq, 

o 

2Tr-(Tq,+ 

o 

o 

o 

o 

T z 

Tz) o o 

2Tq, - (T +T ) o r z 

o 2T - (T +Tq,) z r 

La tensión efectiva T en este caso resulta: 
e 

3 
2 S.S) 1 = 2 

i) Ecuación de equilibrio. 

+ (T -T ) 
2

] z r 

La condición de equilibrio div T + b = O para fuerzas de volu

men nulas, se reduce en este caso a las siguientes relaciones 

diferenciales de Tr' Tq, y T
2

: 

r 

ii) Ecuaciones cinemáticas. 

- T = O 
<t> 

dT z 

dz 
= o 

Dado que nuestro problema es un estado plano de deformación a 

xisimétrico, donde los desplazamientos en la dirección dez es 

tán'impedidos, las componentes de D en coordenadas cilíndricas 
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resultan 

= o ' 

iii} Relaciones constitutivas. 

dv 
dr ; 

V 
D<P = r ; = o 

Admitiremos que el material satisface la ley de von MISES-ODQ -

VIST. 

T 
e 

Teniendo en cuenta las expresiones de 

para este caso, la ley constitutiva D= 1 k s. se re 

duce a las relaciones entre componentes 

n-1 ~ T 
D k Te T 

z 
= -2 r r 2 

n-1 T T 

D </l k T ( T </l 
r z 

= - -2 e 2 

n-1 ~ T 
D k T T r = -2 z e z 2 

Recordando que por ser un estado plano de deformación 

se verifica que 

concluye que: 

D = O, de la última relación constitutiva 
z 

se 

Introduciendo el valor de Tz en [s .. ] y T se 
J.J e 

sigue 

que: 



[.s ij] = 

= 13 

2 

1 
2 
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(Tr-Tq,) 

o 

o 

T - T 1 r q, . 

o o 

1 
(Tq,-Tr) o 

2 

o o 

Dado que la desigualdad Tq, > Tr se verifica en todo 

el intervalo r. ~ r ~ r , la tensión efectiva puede ser re 
l. e 

escrita en este caso como: 

T 
e = 

iv) .Condiciones de contorno. 

. 13 

2 

Las condiciones de contorno Tn = a en 

= -p T (r) = O ' r e 

rT pasa a ser T (r.) = r i 

v) Solución del problema de valor de contorno. 

Las ecuaciones del problema de valor de contorno correspondien

tes a un cilindro infinito se reducen a: 

dT 1 r ____E + T - T q, = o 
' 

T = 2 (Tr +T q,) dr r z 

D l k T n-1 
(Tr-Tq,) = r 4 e 

3 n-1 
(Tr-Tq,) o D q, = - - k T D = 4 e z 
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gue: 

y del 
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T = /1 (T - T) 
e 2 ~ r 

De la condición de incompresibilidad (tr D= O) se si 

tr D= D + D + D 
r ~ z 

Integrando la ecuación diferencial anterior se obtiene: 

De 

valor 

v(r) = e r- 1 
1 

la relación constitutiva V 
D~ - -r 

v(r) determinado se tiene que: 

2 (~ c1 
T - T = -2 
~ r 11" kr 

2 k n-1 
(T~-Tr) = T 

4 e 

1 

) n 

Introduciendo la expresión anterior en la ecuación de 

equilíbrio e integrando arribamos a la expresión de Tr 

1 2 

n (~ n 
r + e 

2 

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno 

T ( r.) = -p r i 

las constantes e y e resultan: 
2 

k/1° 2 /3 p 
e = r 

1 2 
e 2 n r 

( ____§_) n 
r. 

]. 

-

T (r) = O r e 

n 

1 
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e = 
p 

2 2 
r n 

(~) - 1 
ri 

Introduciendo los valores de C y e en las expresio -
1 2 

nes de v, Tr, T~, T
2 

se arriba a la solución del problema 

valor de contorno: 

2 

r n p 
T = ( ~) - 1 

r 2 r 
r n 
(~) - 1 
r. 

]. 

2 
p 2 

r n 

T~ = 2 
(- - 1) (~) + 1 
n r 

r n 
(~) - 1 
r. 

]. 

2 

Tcj,+ T p 
( .!. 

r n 
T r - 1) (~) + 1 = = 

z 2 
2 n r 

r n 
(~) - 1 
r. 

]. 

n 

2 

/3 /3p r 
k 

e 
V = 

2 [ " ,] r 2 r 

n (~) 
r. 

]. 

Las tensiones T, T~, T y la velocidad v r ,, z 
en un 

de 

ci 

lindro infinito, con una relación de radies r /r.= 4 y diferene i 



tes valores de n (n=l,2,6) son presentados en la figura V.18. 

Obsérvese que para n=l las expresiones de Tr' T~, 

coinciden con las de la teoria elástica 2 7
• 

28
• 

T z 

EJEMPLO 3: Disco Hueco girando a velocidad constante. 

Sea un disco hueco de espesor constante h, radio in 

terno r. 
l 

y radio externo 

velocidad constante w 28 • 

r , 
e 

que gira alrededor de su eje a 

Si el espesor del disco es pequeno en comparación a su 

diâmetro, el estado tensional interno puede ser aproximado me 

diante el estado plano de tensiones. Teniendo en cuenta la si 

metrla de revolución tanto de la geometria como de la carga, el 

correspondiente estado plano de tensiones resultaria además a 

xisimétrico. 

Lo anterior implica, empleando coordenadas cilíndricas 

e,r, z, que las únicas componentes no nulas Te y Tr del ten 

sor de tensiones T son solamente funciones der. 

= T (r) r 

En coordenadas cilíndricas los tensores T y S están da 

dos por: 

T o o 2T -T o o r r e 

[Tij ] = o Te o [sij J 1 o 2T -T o = 3 e r 

o o o o o -T -T 
r e 

1/2 

y la tensión efectiva T por; T = (T 
2
-T Te+ T 2) 

e e r r . e 
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i) Ecuación de equilibrio. 

Admitiendo que las fuerzas de masa son despreciables 

frente a las fuerzas de inercia y teniendo en cuenta las carac

terísticas del movimiento, las fuerzas de inercia tienen sola -

mente componente radial. La condición de equilibrio div T + b= 

= px se reduce en este caso a una relación entre las tensio-

nes Tr y T8 dada por la siguiente ecuación diferencial: 

donde p es la masa especifica del disco y w la velocidad angu -

lar. 

ii) Cinemática de la deformación. 

En el caso de estado plano axisimétrico, las componen

tes de D en coordenadas 8,r,z resultan: 

= D rz = o , ºe= 
V r 
r = 

dv z 
dz 

donde vr y vz son las componentes de la velocidad v en las di 

recciones r y z. 

Recordando que las deformaciones de creep se producen 

a volumen constante (tr D= O), se sigue que las componentes de 

D verifican la relación 

V 
tr D= 

r 

iii) Relaciones constitutivas. 

r + 
dv z 

dz 
= o 
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El caso de discos girando a velocidad constante será a 

nalizado para las diferentes relaciones constitutivas estudia 

das anteriormente, o sea para las leyes de von MISES-ODQVIST 

TRESCA y von MISES-TRESCA. 

Superado el valor del tiempo t* que separa las zonas 

de creep transiente y creep en régimen estacionario, la veloci

dad de deformación D se mantiene constante. Su dependencia no 

linéal del estado de tensiones, está implícita en las relacio -

nes constitutivas presentadas. 

En el caso particular de un disco hueco girando a vel~ 

cidad constante sin tensiones en el contorno T (r.) = T (r )=O, r J. r e 

que nos proponemos analizar, las tensiones tanto elásticas co 

mo de creep verifican la siguiente desigualdad: 

para r. <r < r 
J. e 

En los extremos r = ri y r = re, Tr se anula, verifi -

cándose por lo tanto que: Te> Tr = Tz = O. 

Identificando las direcciones 1,2,3 con z,r, e, e in 

troduciendo la condición T =O en las expresiones generales de z 

las leyes constitutivas de von MISES-ODQVIST, TRESCA y von MI 

SES-TRESCA se obtienen las leyes particulares 

en nuestro problema: 

Ley Asociativa von MISES-ODQVIST 

n-1 

a ser empleadas 

k D = T (2Te - Tr) 
e 2 e 

n-1 n-1 

lk k D = T s D = T ( 2T - Te) 2 e r 2 e r 



donde T = (T 2 - T T + T 2 ) e r r e e 

Ley Asociativa de TRESCA. 

D = - k(T -T ln 
1 3 1 

D = o 
2 

D = k(T -T ) n 
3 3 1 
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1/2 

D 

D 

n-1 
k T 
2 e 

= -k 
z 

= o r 

Te 

ºe k Te 
n = 

Ley No Asociativa de von MISES-TRESCA. 

k 
ºe = Te 2 

l k 
n-1 k 

D = (T -T ') s D = 2 Te 2 3 1 r 

k 
D = z 2 

n 

n-1 
(2T -e 

n-1 
( 2T -

r 

n-1 
Te (T + r 

Es conveniente hacer notar que el problema de 

T ) 
r 

Te) 

Te) 

discos 

huecos girando a velocidad constante solamente tiene solución e 

xacta para el caso de ley de TRESCA, no así en los otros casos 

donde solamente es posible obtener soluciones aproximadas. Por 

tal motivo presentaremos a seguir la determinación de la solu

ción exacta para la ley de TRESCA y posteriormente en un caso 

particular mostraremos los valores obtenidos mediante la solu-



86 

ción exacta y mediante métodos numéricos para la leyes de von 

MISES-ODQVIST y von MISES-TRESCA, obtenidos por WAHL24
•

3 º• 31 en sus 

trabajos sobre creep en discos. 

iv) SoZución deZ Problema de Creep en Discos de materiaZes que 

verifican Za Ley de TRESCA. 

Si el material del disco verifica la ley de TRESCA el 

problema de valor de contorno se reduce a resolver el siguiente 

sistema de ecuaciones: 

ciendo 

T e. 

d 2 2 (rT) - T · + r = O dr r e pw 

dv r 

dr 
= o 

n 

Con las siguientes condiciones de contorno: 

T (ri) = T ( r ) = o r r e 

dv 
De la condición r o sigue e. = se que V = 

dr r 
V n 

este resultado r = k T obtiene el en se 
r e 

e 1 

T = (-1) n 
e kr 

Introdu 

valor de 

Sustituyendo T
8 

en la ecuación de equilibrio se sigue que: 

1 

2 2 - pw r 
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Integrando la expresión anterior se arriba al valor de 

T r = n 

n-1 

1 
e h 

(-1) 

kr 

1 2 2 -1 
pw r + C 2 r 

3 

Las constantes e y e son determinadas a partir de las 
2 

condiciones de contorno T (r.) = T (r) = O, resultando: r 1 r e 

e = k 

e = 
2 

(n-1) 

3n 

1 2 
3 pw 

(r 
e 

2 
pw 

n-1 
n -

(r3- 3 
ri) e 

r. 
]. 

n-1 
n 

n-1 

n-1 
n 

3 
- r.r 

11 e 

n 

n-1 
n 

n-1 
n n r - r. 

e i 

Sustituyendo C
1 

y C
2 

en las expresiones de vr ,Te y Tr 

se tiene la solución exacta del problema de creep en discos que 

giran a velocidad constante 

n 

e 1 (n-1) 2 3 3 1 

Te = (-1) n = 
pw (re - ri ) n 

kr n-1 n-1 r 
--

3n (r n n 
) - r. 

e ]. 
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3 3 
n-1 n-1 

2 r - r. n n 3 3 pw e 1 (r (r T = - r. - - ri ) r 3r n-1 n-1 1 

n r. n 
re 1 

La velocidad en la dirección de z es obtenida inte -

grando la relación: 

dvz 

dz 

n 
= - k Te = 

e 
1 

r 

Admitiendo que vz(z=O)=O se sigue que: 

V = - k z 

(n-1) 

n-1 n-1 

3n (r n - r. n ) 
e 1 

-1 r z 

v) EjempLo Numérico. 

rior 

roasa 

Fue analizado el siguiente ejemplo. 

Disco hueco de radio interior. r = l.25in, radio 
i 

re= 6in que gira a velocidad constante w = 15000 rpm, 

específica P = 7.35 x 10-4 lb seg2;:m4 . 

exte 

·con 

Los resultados obtenidos empleando la solución exacta 

para el caso de la ley de TRESCA y mediante integración numéri

ca de las ecuaciones diferenciales para los casos de ley de von 

3 O 2 4 MISES-ODQVIST y von MISES-TRESCA ' son presentados en las 

figuras v.19-20-21. 
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En ellas se compara las tensiones obtenidas para cada 

ley de creep y diferentes valores de n (n=4,6,9) con la corres 

pondiente solución elástica. 

Finalmente en la figura V.22 se presentan las ten 

siones obtenidas empleando lastres leyes constitutivas para 

n=6. En dicha figura puede observarse que las tensiones Tr praE 

ticamente coinciden y que existen pequenas diferencias en los 

valores de T para cada ley de creep. e 

II.8. Principias Variacionales en Creep. 

La ecuación constitutiva del problema que estamos inte 

resados en resolver impone restricciones al campo de velocida

des v, derivada de la condición de que tr D= O. 

Recordando la relación cinemática D= (Vv) 5 y la defi 

nición de divergencia de un vector div v = tr (Vv) se sigue que 

tr D 1 T = tr 2 ( Vv+Vv ) = tr(Vv) = div v. 

por tanto la condición tr D= O implica que el campo de veloci

dades v verifique que div v = O. 

Definamos a seguir dos campos Kin.v y Var.v que seran 

de utilidad para enunciar los principias variacionales en el ca 

so de movimientos isocóricos. 

i) Kin.v campo de velocidades cinematicamente admisibles, cu 
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yos elementos son suficientemente regulares, estãn defi

nidos en todo punto X s íl, verifican que su divergencia 

es nula y satisfacen condiciones de contorno en r . 
V 

A cada elemento de dicho espacio lo designaremos con v*. 

Kin.v = {v* = v*(X) ; regular, div v* = O en X s íl, v* = 

= v en x sr} 
V 

ii) Var. v; campo de variaciones admisibles de velocidad, c~ 

yos elementos que notaremos con v, son suficientemente 

regulares, estãn definidos en todo X s íl, verifican que 

su divergencia es nula y satisfacen condiciones de con -

torno homogeneas en r . 
V 

Var. V= {v = V(X); regular, div V= 0 en X E íl, v= 0 en 

X E f } 
V 

Designemos con D* y D los tensores velocidades de defor 

mación relacionados con v* y v respectivamente: 

D*= (Vv*) 8 D= (Vv) 8 

Empleando los espacios definidos anteriormente, el PriE 

cipio de la Potencia Virtual , que establece la igualdad entre 

la potencia virtual externa y la interna, puede ser enunciado co 

mo el siguiente problema variacional: 

Determinar v s Kin.v tal que la igualdad: 

v díl+ J V df = 
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se verifique para cualquier v E Var. v, con las condiciones sub 

sidiarias: 

Ecuaeión cinemática: 

D= (Vv)s (velocidad de deformación cinematicarnen 

te admisible) 

Ecuación constitutiva: 

T = p I + D 

g ( D) 
(tensión de creep cinematicamente 

admisible) 

Introduciendo la ley constitutiva T = p I + D en la 
g (D) 

expresión del Principio de la Potencia Virtual y teniendo en 

cuenta que ·tr D = D. I = O , se arriba a que nuestro problema 

de valor de contorno equivale al problema variacional siguiente: 

Determinar v e Kin.v tal que la igualdad: 

V díl + V df _!l_ 

cj ( D) 
D díl 

se verifique para cualquier v E Var.v., con la condición subsi

diaria D= (Vv)s 

II. 8 .. 1. Principio Variacional de Mínima Energia. 

= 'I' ( D) 

Si la ecuación constitutiva deriva de un potencial'!'= 

la solución del problema variacional anterior equiva-
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le a la determinación del mínimo de un funcional que designare

mos con n(v) 3 2 
• 

Dicho funcional TI (v), conocido como funcional energia, 

puede ser derivado a partir del Principio de la Potencia Virtual 

y de la ley constitutiva de creep secundaria. 

Previamente expresaremos la variación de la velocidad 

v como diferencia entre dos elementos v* del espacio de veloci

dades cinemativamente admisibles. 

Si una de ellas coincide con la solución del problema 

v, se tiene que: 

v= v* - v 

A ambos valores v* y v, le corresponden las siguientes velocida 

desde deformación: 

D* = (Vv*) S 

Cuya diferencia D= D* - D es la variación de la velocidad de 

deformación. 

Según vimos, cuando la tensión S 

potencial la misma puede expresarse como 

S(D) deriva de un 

s = ~ 
dD 

= 'I' 
D 

Introduciendo la relación anterior en el Principio de 

la Potencia Virtual y teniendo en cuenta que v = v*- v 

D* - D, se sigue que: 

y D = 



donde 

r a 
J r 

T 
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(v*-v}dr = Jíl~6-(D*-D}díl 

Si '!'(D} es convexa, satisface la siguiente desigualdad. 

'!'* = '!'(D*} 'I' = '!'(D} 

y en que el signo igual se verifica si y sólo si D*= D. En e 

se caso de la expresión variacional anterior se sigue que: 

Jíl'I'* díl - Jílb.v*díl - J a.v* ar e, 

rT 

J íl 'I' díl - J b.v díl - J a.v ar 
íl rT 

Arribamos por tanto a la expresión del Principio Vari~ 

cional de Mínima Energia, que puede ser enunciado en la siguie~ 

te forma: 

De todas las velocidades v* cinematicamente admisibles 

(v*E Kin.v} aquella velocidad v que hace mínimo al funcional: 

n(v*} = J '!'*d.J - J b.v*díl - J a.v*dr 
íl íl rT 
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con la condición subsidiaria D* = '(Vv*} 
5

, es la solución del 

problema de valor de contorno en creep secundaria. 

II.8.2. Convexidad del Potencial de Creep. 

Analizaremos a seguir la convexidad de los potenciales 

de creep correspondientes a las leyes asociativas de von MISES-. 

ODQVIST y TRESCA. 

Designando con '!'* = '!'(D*} y 'I' ='!'(D} , la diferen-

cia '!'* - '!' desarrollada mediante serie de Taylor está dada por 

'!'* - 'I' = '!' 0 • (D*- D} + { (D*- D} .. '!'00 (D*- D} + • • 

Del desarrollo anterior, se sigue que la condición de 

convexidad de 'I' dada por: 

'!'* - '!' ~ '!'D. ( D* - D} 

es satisfecha si '!'
00 

es positiva definida. Es decir si: 

(D*-D}. '!'
00

(D*-D} O e = O si y sólo si D*= D 

Lo anterior muestra que la convexidad del potencial de 

creep puede ser analizada estudiando su derivada segunda. 
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En el caso de la ley de von MISES-ODQVIST, 1(D), 1D Y 

100 están dados por: 

1 (C) = n 

l+n 

l 

= 2 k n 
3 

D 
e 

l+n 
n 

[De

l:n 
n +±. (1-n)D 

3 e n 

Luego, analizando 1
00 

se tiene: 

l 1-n 

l-3n 
n 

= 23 k-n{Derl (D*-D). 1
00

(D*-D) (D*-D). (D*-D) + 

+ 
2 1-n 
3 n °e 

l-3n 
n 

[p. (D*-D)] 
2

} ~ O e = O si y sólo si D*=D 

Por lo tanto el potencial de creep asociado a la ley de 

MISES-ODQVIST es convexo. 

von-

En el caso de la ley de TRESCA 1(D), 1
0

, 1
00 

están da 

dos por: 

1 (D) n = n+l k 

l 
n D 

3 
-1-· 

kn 

l+n 
n 
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D 1 

'!'D (-3) n = 
k 

1 1-n 

! k 
n n 

'!'DD= D n 3 

Dado que D > O resulta 
3 

'!'DD > O lo que nos asegura 

la convexidad del potencial asociado ale ley de TRESCA. 

II.8.3. Funcional de Dos Campos, Velocidad y Presión. 

De acuerdo a como fue definido el espacio de veloci -

dades cinematicamente admisibles Kin.v, cada elemento v* E Kin.v 

verifica la condición de isocoridad div v* = O. 

Salvo el· caso de estado plano donde con la introduc-

ción de la función de corriente es posible formar dicho 

cio , en el caso tridimensional la obtención de Kin. v 

dificil 3 3
• 

esp~ 

resulta 

Por tal motivo es que se introduce la condición div v= 

= O en el funcional de energia IT(v), con lo que se arriba a un 

funcional de dos campos IT1(v, p) ; donde v es un elemento de un 

nuevo espacio de velocidades cinematicamente admisibles Kin*v 

definido por Kin*v = {v* = v*(X); regular, v* = v en 

es un escalar denominado presión media. 

r } Y 
V 

p 

Tomando el traza de la ley constitutiva T = S + pI se 

sigue que la relación entre p y T está dada por 
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Para obtener rr (v,p) procedemos de la siguiente mane-
1 

Partimos del funcional de energia IT(v) en el que in 

troducimos la condición subsidiaria tr D= O multiplicada por 

p e integrada en todo el dominio íl 

\ (v,p) = IT(v) + f íltr D pdíl = 

= I 'Y(D)díl - f b.v díl - J a.v dr + J,,trDp díl 
íl íl rT " 

Para obtener las ecuaciones de EULER correspondientes 

al funcional rr (v,p) efectuamos su primera variación: 
1 

arr a rr 
rr = __ ! v+ __ 1 p= 

1 av ap 

b.v + trD p + tr~ p)díl - J a.v dr 
rT 

Teniendo en cuenta que 
• s 

'YD = S y que D= (Vv) , de la 

simetria desse sigue que: 'YD. D= s. Vv. Introduciendo la 

expresión anterior en IT y recordando además que: tr D= D.I = 
1 

= (Vv) 8 .I = Vv. I, se tiene que: 

De la relación: 

díl - f a.v dr 
rT 
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(S + pI}. í/v = div [ (S + pI} T v] - div (S + pI} .v 

y del teorema de la divergencia se sigue: 

= f r(S + pI}n.v df - f íldiv (S + pI}. v díl 

A 

Introduciendo el resultado anterior en la expresión IT 
1 

y recordando que v = O en 

cional de dos campos: 

r se arriba a la variación del fun 
V 

A 

IT = 
l 

f íl [ div (S + pI} + b] .v díl + f íltrD p díl 

+ f [ ( S + pI } n - a ] . V d f 
fT 

A 

La condición de estacionaridad IT = O nos permite de 

ducir las ecuaciones de EULER: 

div (S + pI} + b = O 
' 

trD = O en íl 

y la condición natural de contorno: 
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(S + pI)n - a= O 

De lo anterior concluímos que los campos v s Kin*v y 

p , que hacen estacionaria al funcional rr (v,p), son la 
l 

ción del problema de valor de contorno en creep secundaria. 

II.8.4. Determina_ción del Campo de Tensiones T. 

solu 

Como se vio anteriormente la condición de estacionari

dad del funcional de dos campos IT (v,p), nos permite determi -

nar la solución v,p de nuestro problema de valor de contorno. 

De la ecuación cinemática D= (Vv) 8 y de las ecuacio-

D nes constitutivas T = s + pI, s = ~~ 
g ( D) 

de v y p obtener el estado de tensiones T 

es posible a partir 

en todo punto del 

cuerpo, con lo que nuestro problema queda totalmente resuelto. 

Sin embargo si empleamos el Principio de Mínima Ener -

gía Potencial o sea, minimizamos el funcional IT(v), determina -

mos solamente el campo de velocidades v. 

A partir de dicho campo y teniendo en cuenta la ecua 

D ción constitutiva S = ~~, es 
g (D) 

viadora de T, restando por tanto 

posible deducir la parte des 

determinar la presión media p. 

Para encontrar p será necesario resolver el siguiente 

problema de equilíbrio: 

div (S + pI) + b = div S + Vp + b = O en íl 

( S + pI) n = Sn + pn = a 
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Admitiendo conocido S de forma Única, de las relacio -

nes anteriores se sigue que: 

donde: 

í/p = b* 

p = ã* n 

b* = - (b + div S) ; 

en íl 

ã* = (ã - Sn) .n n 

Observamos además que el problema de valor de contorno 

a que arribamos en p, admite solución Única. 

En efecto, sean p f p dos soluciones del problema an 
2 1 

terior, luego: 

í/(p - p) = o 
2 1 

en íl 

p - p = o 
2 1 

La primera expresión nos dice que p - p = Cte en todo 
2 1 

íl y la segunda que p - p = O en rT. 
2 1 

De lo anterior concluímos que p = p, resultando PºE 
2 1 

tanto una Única solución para p. 

II.8.5. Unicidad de la Solución. 

El resultado anterior, de Única solución para p fue ob 
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tenido admitiendo que la tensión desviadora Sera Única. 

La unicidad de S en los casos en que las leyes consti

tutivas derivan de un potencial es obvia puesto que existe un 

funcional de mínimo. Falta por tanto mostrar la unicidad en el 

caso de que la ley constitutiva no deriva de un potencial por~ 

jemplo para la ley no asociativa de von MISES-TRESCA dada por: 

l k 
n-1 

D. = (S - s ) s. (T > T > T ) 
1 2 3 1 1 3 2 1 

1 1-n 

(l k) 
n n 

y su inversa por s. = (D - D ) D. 
1 2 3 1 1 

Para mostrar la unicidad del problema de creep secund~ 

rio de materiales que verifican la ley constitutiva anteriorp~ 

cedemos de la siguiente manera: 

Admitamos la existencia de dos soluciones diferentes 

1 1 1 2 2 2 v, D, T y v, D, T del problema de valor de contorno ·de 

creep secundario. 

Mostraremos previamente que: 

. i s 
Para ello tenemos en cuenta que: D1 = (Vv) y que 

div[(T2-T1 ) T (v2-v1 )]= div (T 2-T1). (v 2-v1 ) + (T 2-T1 ) .V(v2- v 1 ) 

de la integral anterior y del teorema de la divergencia se sigue: 

= 
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• 

= 

J 
21 21 J· 21 21 = r(T -T )n. (v .v )dr - íldiv (T -T). (v .-v) díl 

Dado que la primera integral del último miembro es nu 

la 
2 1 o 2 1 o la pues (T -T )n = en rT y (v -v ) = en r y segun-

V 

da integral también resulta nula pues div (T2-Tl) = o en íl se 

arriba al resultado que queríamos probar. 

A seguir determinaremos el valor de: 

teniendo en cuenta que Ti y Di están relacionados mediante la 

i 
ley de von MISES-TRESCA , y recordando que tr D = O 

e = 

JD, (T
2
-T

1
) .(D

2
-D

1
) díl, = JD,(S

2-s1
) .(D

2
-D

1
) díl = 

= J ci kl D, 2 

1 --n 

(D -D ) 
3 1 

1-n 
n 

(D2-Dl). (D2-Dl) 

O • -1 • 2 1 d si y soo si D = D entoo punto X s D.. 

o 

Lo anterior nos permite concluir que existe también u 

na Única solución v,D, S del problema de valor de contorno de 

creep en el caso de la ley no asociativa de von MISES-TRESCA. 
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CAPITULO III 

VISCOPLASTICIDAD 

En el análisis fenomenológico de los sólidos deforma

bles es usual que las propiedades plásticas y viscosas de los 

materiales sean estudiadas por separado. 

A efectos de simplificar el análisis y obtener una me 

jor comprensión de los fenómenos que se presentan asociados a 

determinada propiedad, se formula un modelo ideal de material 

donde está solamente presente la propiedad que se quiere 

diar. 

estu 

Si bien cualquiera de los materiales ideales no repr~ 

senta el comportamiento de ningún material real, en condiciones 

particulares de solicitación el comportamiento real puede ser a 

proximado mediante modelos ideales. 

En la medida que surgen nuevos materiales y que se com 

plican los tipos de solicitación a que están expuestos en su vi 

da útil, es necesario formular nuevos modelos mecánicos que con 

sigan aproximar mejor el comportamiento real. 

Así fue que, tratando de llevar en cuenta propiedades 

plásticas y viscosas en un mismo material, surgió el modelo de 

nominado viscoplâstico. Dicho modelo postula la existencia de 

una región convexa en el espacio de tensiones donde el material 

se comporta rígidamente y fuera de ella tanto propiedades plás

ticas como viscosas son llevadas en cuenta. 

Los primeros en analizar el comportamiento de materia 

les viscoplásticos fueron SHVEDOR(l900) y BINGHAM(1922). 
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Sin embargo, fueron tan difundidos los trabajos de 

Bingham, con la publicación de su libra "Fluidity and Plasticity" 

que a los materiales que verifican las hipótesis constitutivas 

formuladas por él, seles denomina hasta ahora materiales ti 

po Bingham. 

Cuando Bingham introdujo la ley constitutiva que re 

laciona tensiõn con velocidad de deformaciõn lo hizo para el 

caso particular de corte puro, por lo que dicha ley resulta u 

na relaciõn entre escalares. 

En 1932 HOHENEMSER y PRAGER 36
'

37 generalizaron la 

ley constitutiva formulada por Bingham para estados de tensio

nes arbitrarias. La relación tensorial entre tensiõn y veloc! 

dad de deformación postulada por ellos, en el caso particular 

de corte puro, coincide con la de Bingham. 

En 1951, analizando el problema de propagación de on 

das en barras de material viscoplástico, MALVERN 38
' 

39 postula 

leyes constitutivas no lineales para casos uniaxiales de ten 

sión. 

Posteriormente en 1962 PERZYNA 40 revee· las ecuaciones 

constitutivas postuladas por Hohenemser y Prager e introduce rre_ 

dificaciones con las que consigue mejores aproximaciones de los 

resultados experimentales. 

En estados uniaxiales de tensión las expresiones pr~ 

puestas por Perzyna coinciden con las utilizadas por Malvern. 

En este capítulo se presenta un histórico sobre la 

evolución de los diferentes modelos viscoplásticos, mostrando 

las leyes constitutivas correspondientes, sus inversas y las 

respectivas propiedades. 

Se pane en evidencia también, que los modelos de pla~ 

ticidad ideal y creep secundaria pueden ser obtenidos a partir 
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de modelos viscoplásticos. 

Posteriormente se obtiene una ley general viscoplást! 

capara el caso de materiales isotrópicos y se muestra la res 

tricción que la condición de incompresibilidad introduce en di 

cha ley. 

Se formula el problema de valor de contorno en visco

plasticidad estacionaria y finalmente se analiza el ejemplo de 

una esfera hueca con presión interna en que es posible obtener 

solución exacta. 

III.l. Material tipo BINGHAM. 

La ley constitutiva de los materiales que posterior

mente serán designados como materiales tipo BINGHAM, fue formu

lada para estados de tensión y velocidad de deformación de cor

te puro. 

Por definición se dice que un tensor T simétrico re 

presenta un estado de corte puro, si existen tres direcciones or 

togonales ek (ei ej = o ij) tales que las siguientes igualdades se 

verifiquen: Te .e = O 
l l ' 

Te. e = O 
2 2 

, Te ·= O . 
3 

Referido a la base ek dicho tensor tiene solamente no 

nulas las componentes T = T 
1 2 2 1 

Teniendo en cuenta lo anterior y dado que la ley de 

Bingham fue postulada para el caso de corte puro, se conluye que 

dicha ley es una relación entre dos escalares T ,y D A T 
12 12 12 

sele denomina tensión cortante o de cisallamiento. 
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III.1.1. Ley Constitutiva de los materiales tipo BINGHAM. 

La designación de materiales tipo BINGHAM es dada a aqu~ 

llos materiales que sometidos a un estado de tensión de corte 

puro, reaccionan enforma rígida hasta que dicha tensión no su

+ 
pera determinado valor x, (x E R) conocido como tensión cor 

tante de fluencia, es decir: 

Si se tiene D = O 
1 2 

donde 1·1 representa valor absoluto. 

Cuando IT I supera el valor de x, se obtienen en co 
1 2 

rrespondencia velocidades de deformación D no nulas de igual 
1 2 

signo que T y proporcionales a la diferencia IT 1- X 
1 2 l 2 

Si IT 1 > x 
1 2 

se tiene D = 
1 2 

1 
[ IT 1-x]~ 

2µ 1 2 1 T 1 
1 2 

+ A la constante de proporcionalidad µ (µ E R) se le 

denomina coeficiente de viscosidad. 

Introduciendo la función f = IT 1- x conocida 
1 2 

como 

función de fluencia, la ley de BINGHAM puede expresarse en la 

siguiente forma: 

2µ D = 
1 2 

O si f <E O 

T 
f _ig_ si f > O 

1T12 1 

El valor de la función de fluencia determina el compoE 

tamiento del material, f <E O rígido, f > O viscoplástico. 
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NÓtese que la ley de BINGHAM está bien definida en to 

do R puesto que a cada valor T E R le corresponde un Único 
1 2 

D . Obsérvese además,figura III.l,que la función D = D (T 
12 12 12 12 

es impar puesto que verifica que -D (-T ) = D (T ) . 
l 2 l 2 1 2 l 2 

Recordando la de 

finición de función si.9: 

no, figura III.2 Sig T = 
T 1 2 

12 
, la ley constituti-

lT 1 
1 2 

va anterior puede ser re 

escrita como: 

fig.III.! 

{ 
o si f ,. o 

2µ D = 
1 2 

f Sig T si f > o 
1 2 

Obsérvese que si bien la función signo no está defini-

da en el origen T = O, en nuestro caso dicho punto está exclui 
1 2 

do, pues de la condición f > O se sigue que IT l>x, 
1 2 

Teniendo en cuenta que T 
1 2 

es la tensión cortante o cisallan-

+ (x E R ) • 

te en un elemento diferencial de 

lados paralelos a las direcciones 

principales e ,e y que D es la 

-----1-------•T12 

l 2 1 2 

velocidad de deformación del ángu-

lo de distorción e, el comportamie~ 

to mecánico del material de BINGHAM 

____ _._, 

puede resumirse como indica la figura III.3. 

fig. III. 2 
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' I , e , 
1 ' 

17-7/" 
COMP. VISCOPLASTICO 

1 T12 1 > 'X. 
D12.:z! O 

fig. III. 3 

Si bien la ley propuesta por BINGHAM, pasó algunos a 

nos sin que los investigadores le prestaran mucha atención, pu~ 

de decirse que con ella nació la teoria de la viscoplasticidad. 

III.1.2. Inversión de la ley de BINGHAM. 

La inversa de la ley de BINGHAM nos permitirá poner en 

evidencia algunas propiedades del comportamiento viscoplástico 

y asi como también mostrar su analogia con un modelo mecánico 

simple, compuesto de un elemento friccionante y unamartiguador. 

En el análisis de la inversibilidad de la ley de BIN 

GHAM, excluiremos del dominio de D (;) los puntos T pertene-
1 2 1 2 

cientes al núcleo N de la transformación: T EN, donde N = 
1 2 

= {T E R ; f(T ) ~ o} •. 
1 2 1 2 

Consideremos por tanto la transformación D (•): D+ R 
1 2 

donde D = {T E R ; f(T ) > o} 
1 2 1 2 

1 y R = {D E R; D - 2 f Sig T, 
12 12 )J 12 

T E D } 
1 2 

son los respectivos dominio y contradominio de D= 
12 

1 . 

2 \J f Sig T
12 
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Dada la manera en que fue definido el contradomínio R, 

la transformación D (•) es sobre. Teniendo en cuenta además 
1 2 

que la inyectividad también se verifica se concluye que la in 

versa de la ley de BINGHAM existe y es única. T (•) : R + D 
1 2 

Probada la existencia, a la expresión de la inversa 

T (•) se arriba recordando las dos igualdades siguientes: 
1 2 

2µ D 
1 2 

= f Sig T 
1 2 

= T - X Sig T 
1 2 1 2 

Sig D = Sig T 
1 2 1 2 

De ellas se sigue que T (•) está dado por: 
1 2 

T = 2µ D + X Sig D 
l 2 1 2 1 2 

Obsérvese que la función T (•) está definida en todo 
1 2 

el domínio R, exceptuando el origen D = O, punto donde la fun 
1 2 

ción Sig no está definida. FiguraIII.4. 

Observese además que la función inversa es impar o sea 

verifica que -T (-D ) = T (D ) . 
1 2 l 2 1 2 l 2 

X. 

-X 

fig. III.4 
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III.1.3. Modelo Mecánico Equivalente. 

De la inversa de la ley constitutiva formulada por BIN 

GHAM: T = 2µ D + X Sig D (D f O), se sigue que la ten 
1 2 1 2 l 2 1 2 

sión T es la suma de una parte constante de valor X, más una 
1 2 

parte proporcional a D 
1 2 

Por tanto dicha ley puede ser representada por un mod~ 

lo mecánico equivalente constituido por un elemento friccionan

te y un amortiguador colocados en paralelo. Figura III.5. 

Si la tensión T es me 
1 2 

nor o igual a X,(f ~ O) el mod~ 

lo mecánico se comporta rigida -

mente, no siendo posible determi 

nar T a partir de D 
1 2 1 2 

El movimiento del mode 

lo sólo es posible cuando T su 
1 2 

pera la resistencia de fricción X 
fig. III. 5 

cosa que sucede cuando f > O. 

En este caso T es la suma de una tensión de fricción x, que se 
1 2 

mantiene constante durante el movimiento, más una tensión vis-

cosa 2µ D 
1 2 

tir de D 
1 2 

. Siendo posible si 

mediante la expresión: 

D f O determinar T a 
l 2 1 2 

T = 2µ D + X Sig D 
1 2 1 2 1 2 

III.2. Ley Constitutiva de HOHENEMSER y PRAGER. 

paE_ 

Diez anos despues de la publicación del libro de BIN 

GHAM "Fluidity and Plasticity", HOHENEMSER y ·PRAGER generaliz~ 
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ron la ley constitutiva propuesta por él para estados de ten 

sión arbitrarios. 

La ley constitutiva introducida por HOHENEMSER- PRAGER 

está dada por la siguiente expresión tensorial: 

donde 

I 
o si f ~ o 

2µ D = -1/2 

l f ( S) J s si f > o 
2 

JJ coeficiente de viscosidad (µ E: R+) 

D tensor velocidad de deformación, D= (Vv)s 

v velocidad 

S tensor desviador de tensiones, 

S = T - l (tr T) I 
3 

1/2 
f(S) función de fluencia, f(S) = J X 
X tensión cortante de fluencia 2 

(x E: R+) 
J segundo invariante del tensor desviador S. 

2 

J 
1 = s.s 

2 2 

La velocidad de deformación en un material que verifi

ca la ley constitutiva anterior depende del estado tensional en 

que se encuentra. En efecto,dado T en un punto X( es posible , 

a través de la ley constitutiva determinar el correspondiente D. 

T---------'> s 
1/2 

f(S) = J 
2 

f ( S) D 

X Ley const. 
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Si f(S) ~Ode la ley constitutiva, se sigue que D= O, 

lo que representa un comportamiento rígido del material. En ca 

so contrario si f(S)'> O se tiene en correspondencia una velo

cidad de deformación finita dada por 2µ D= f(S) J-l/2 s 
2 

Teniendo en cuenta que D y S pertenecen al campo de ten 

sares simétricos con traza nulo {s E Sym: tr S = O} , en comp2 

nentes, la relación constitutiva anterior se transforma en cin

co reiaciones escalares. 

III.2.1. Propiedades de la Ley Constitutiva. 

A continuación se pondrán en evidencia algunas propie

dades de la ley constitutiva de HOHENEMSER-PRAGER. 

i) Dos estados de tensión que difieren en una pr~ 

sión hidrostática producen igual velocidad de 

deformación. 

Sean T y T dos estados de tensión que difieren en u 
1 2 

na presión hidrostática T - T = pI. Sus correspondientes ten-
2 1 

sares desviadores S y S resultan iguales, por tanto de la ley 
1 2 

constitutiva se concluye que D= D(S) = D(S). 
1 2 

ii) Dos estados de tensión desviadora diferentes 

que hagan negativa o nula a la función de flu~ 

eia les corresponde velocidad de deformaciónnu 

la. 
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Si dos estados de tensión desviadora, S t S son ta 
1 2 

les , que· f(S.) ~Ode J'a ley 'oonstitutiva se sigue que D(S )= D(S) = O. 
l. 1 2 

iii) La velocidad de deformación obtenida median 
-1/2 

te la ley 2µ D= f(S) J 
2 

S, corresponde 

a un campo de velocidades isocóricas. 

Aplicando la operación trazo se tiene que tr D= O, que 

equivale a la condición de isocoridad div v = O. 

iv) Las raíces cuadradas de los segundos 

de s y D, que designaremos con 

inva-
1/2 

J 
2 

riantes 
1/2 

y L verifican una relación similar a la 
2 

formulada por BINGHAM para T y D 
1 2 1 2 

En efecto, multiplicando escalarmente la relación cons 

titutiva por si misma, dividiendo por dos y extrayendo la raíz 

cuadrada se obtiene que: 

v) 

Si 

1/2 
2µ L 

2 
= J 

1/2 
X 

2 

En el caso particular de corte puro la 

constitutiva se reduce a la propuesta 

BINGHAM. 

[:,. T 

:J 
1 2 

[T .. ] = o 
l.J 

o 

, J = l S.S = T2 
2 2 1 2 

ley 

por 
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1/2 
f = J - X= [T [ -

2 1 2 
X 

Introduciendo los valores anteriores en la ley consti
T 

tutiva se tiene: 2µ D = ( [T [ - x) ~ que no es otra co 
12 12 [T [ 

, 1 2 
saque la ley de BINGHAM. Figura III.6. 

f=O 

comp. viscoplast. 
f>O 

f ~ o f > o 

comp. rígido comp. viscoplost. 

BINGHAM HOHENEMSER , PRAGER 

fig. III. 6 

vi) La ley viscosa lineal de MAXWELL 2µ D= S 

es posible de ser obtenida a partir de la 

ley viscoplástica haciendo x + O. 

El limite de la función de fluencia para X+ O resul 
1/2 1/2 

ta lim (J -x) = J , por lo tanto la superficie de fluen-
2 2 

eia f(S) = O se reduce al punto S = O y la expresión de la ley 
-1/2 

constitutiva viscoplástica 2µ D= f(S)J S a 2µ D= S, Figu-
2 

ra III.7. 
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fig. III. 7 

vii) La ley constitutiva de HOHENEMSER - PRAGER 

puede ser expresada en función de la fun 

ción de fluencia f y de la derivada de 

dicha función con respecto a T, mediante la 

1 
expresión D= f(S) fT 

Teniendo 
1/2 

fluencia f = J 
2 

Se sigue 
-1/2 

µ 

en cuenta que la derivada de la función 

x, con respecto a T está dada por: 

df df = = dT dJ 
2 

que si f ( S) > 

dJ 
2 

dT 

o ' la 

l -1/2 
= 2 J2 s 

ley constitutiva 

de 

1 
D = f(S) J s puede ser reescrita em la siguiente forma: 

2µ 2 

D 
1 f(S) fT = 
µ 

viii) Existe una función escalar de variable ten 

sorial q, = q, (S) conocida corno potencial vi~ 

coplástico a partir de la cual la ley cons 
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titutiva puede ser derivada: 

D = q, = d<P 
T dT 

Del resultado arribado en el item anterior se sigue que 

en este caso, dicha función <P está dada por: 

1 q,(S) = 
2µ 

f(S)2 = 1 
2µ 

1/2 
(J 

2 

2 
- X ) 

III.2.2. Inversión de la Ley Constitutiva. 

La inversa de la ley viscoplástica de HOHENEMSER- PRA

GER, proporciona información adicional sobre las propiedades de 

dicha ley. Entre ellas por ejemplo, permite poner en eviden -

eia que si un estado de tensiones desviadoras S es tal que 

f(S)> O, dicha tensión s puede ser descompuesta en la 

de una tensión desviadora plástica más una viscosa. 

suma 

Enforma similar a la ley de BINGHAM que tiene inversa 

en el dominio {T E R; f(T ) > O} , analizaremos la inversa 
1 2 1 2 

de la ley de HOHENEMSER-PRAGER en el dominio D, dado por: 

D = {s E Sym tr s = O f(S) > O} 

A través de la ley constitutiva: 

1 D= D(S) = 
2µ 

f ( S) 
-1/2 

J 
2 

s = 1 1/2 
(J - X 

2 2µ 

-1/2 
}J 

2 
s 
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formemos el siguiente conjunto R: 

R = {D E Sym D= D(S) S E D} 

De la manera en que fue definido R la transformación 

D(.): D----->-R es sobre. Mostraremos a seguir que ella es ade 

más inyectiva, lo que nos asegurara la existencia de inversa. 

Tal propiedad sera probada por el absurdo. Admitiremos 

que la inyectividad de D(S) no se verifica o sea que hay valo 

res D= D(S) que provienen de valores de S diferentes. Por 

lo tanto D= D(S) = D(S) para S j S 
1 2 2 1 

Explicitando la ley constitutiva para ambos valores de 

s se tiene: 

se 

-1/2 
2µ D= f(S) J (S) S 

1 2 1 

-1/2 
= f(S) J 

2 2 
(S ) S 

2 2 

De la igualdad anterior se sigue que S = a S donde: 

arriba 

a = 

Introduciendo 

a que: f(S ) 
1 

f(S) 

f(S ) 
2 

s = 
i 

= f(S 

a S 

) 
2 

2 1 

1/2 
J (S 

2 2 
1/2 1 

J (S ) 
2 1 

en la relación D = D(S 
1 1/2 1/2 
o sea a J (S ) = J (S 

2 1 2 

Dicho resultado contradice la hipótesis inicial 

) =D(S 
1 2 

i . 
1 

asumi-

da de que s as yafl. 
1 2 

De lo anterior concluímos que la transformación D(.) : 

D+ R además de sobre es inyecti va, lo que nos permite asegurar 

) 
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la existencia de una única inversa S = S(D) tal que S(.) :R + D 

Previamente a determinar la inversa de D(S) observamos 

que si D(S) es inyectiva, existe 

una función g(D) definida en el 

contradominio R que cierra el ci 

elo indicado en la figura III.8. 

La función g(D) permite 

expresar la inversa S = S(D) en 

la siguiente forma; figura III.9 

S(D) = --2!:!_ D 

g (D) 

donde g(.) :R +Restá definida 

mediante la relación: 

g ( D) = J-l/2f(S) = h(S) 
2 

De lo anterior se sigue 

que para obtener la inversa S(D) 

es necesario en primer término 

determinar la función g(D). 

Para determinar g=g(D) 

partimos de la siguiente 

ción, ver figura III.9 

h(S) = h~~~i] = g(D) 

rela 

D 

Particularizando la igualdad 

h (S) = J-l/2{Jl/2 - X) 1 -1/2 = - J X 
2 2 2 

X g (D) 
1 - = g (D) 

2µ Ll/2 
2 

fig. III.8 

h(S) =g (D) R 

R 

fig. III. 9 

anterior para la función: 

, se tiene 
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De la cual se deduce que g(D} está dada por: 

2 Ll/2 
µ 2 

g (D} = -----'~-
X +2µ L l/2 

2 

1 
donde L

2 
= 2 D.D 

Obtenida g(D}, la inversa de la ley constitutiva de HO 

HENEMSER y PRAGER resulta: 

S =~D= 

g(D} 

X + 2µ Ll/2 
2 D 

Obsérvese que dado un campo de velocidades v tal que 

verifique que div v = O, (Vv}s t O, es posible determinar a PªE 

tir de la ley anterior la tensión desviadora S correspondiente: 

V D s 

D= (Vv}s Ley const. inversa 

III.2.3. Propiedades de la Ley Constitutiva Inversa. 

La ley constitutiva inversa permite poner en evidencia 

que las siguientes propiedades se verifican: 

i} La tensión desviadora S es la suma de una 

tensión plástica más una tensión viscosa 
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De la ley inversa se sigue que: 

-1/2 
= (XL + 

2 
2µ) D 

El sumando sP =x 
-1/2 

L D 
2 

es independiente de una varia-

ción isotrópica de D y tiene la forma de una tensión plástica. 

V El sumando S = 2µ D depende de cualquier variación 

de D y tiene la forma de una tensión viscosa. 

ii) Introduciendo la función i(D) =X...+ L
1 / 2 

2µ 2 

la ley constitutiva inversa puede expresaE 

se en función de i(D) y de su derivada t
0 

mediante la expresión S = 2µ i(D)i 
D 

Teniendo en cuenta que la derivada i(D) con respecto a 

D está dada por: 

de la 

di dL 1 -1/2 
iD = 

__ 2 
= L D 

dL dD 2 2 

2 

relación inversa se sigue que: 

-1/2 
S = (xL

2 
+ 2µ) D= 4µ i{D)i

0 

iii) Existe una función potencial o/= o/(D) a PªE 

tir de la cual la relación constitutiva in 

versa, puede ser derivada S =o/D= do/ 
dD 
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De la igualdada que se arribó en el item anterior se 

sigue que l(D) está dada por: 

l(D) 2µ ( ..lL 
2µ 

1/2 2 
+ L ) 

2 

III.2.4. Determinación de las Constantes x y µ. 

La determinación de las constantes x y µ de cada ma 

terial es realizada en base a los resultados obtenidos en ensa 

yos mecánicos para estados simples de tensión. 

En dichos ensayos se prescribe la velocidad de deforma 

ción y se mide la correspondiente tensión, haciéndose por tan 

to necesario trabajar con la inversa de la ley constitutiva PªE 

ticularizada para cada caso. 

Los ensayos empleados mas frecuentemente sonde corte 

puro realizados generalmente en cilindros de pared delgada some 

tidos a torsión y de tracción simple. 

a) corte puro 

Para un estado de tensiones de corte puro ~ij] 

o T 

T O 
2 1 

o o 

1 2 
o 

o 

o 

se tiene que el correspondiente desviador [s ij] coincide con [T ij] 
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De la ley constitutiva se sigue que la velocidad de de 

forrnación corresponde también a un estado de corte puro: 

O D O 

D O 
1 2 

o o 

l 2 

o 

o 

resultando por tanto 
1/2 

L = i D 1. 

s .. = 
l. J 

2 l 2 

Particularizando la ley constitutiva inversa 

X 
Ll/2 

2 

+ 2µ) D .. 
l] 

T = 
1 2 

X 

para este caso se tiene: 

+ 2µ) D = X Sig D + 2µ D 
12 12 12 

Adrnitiendo D > O, la expresión anterior se reduce a: 
1 2 

T = X+ 2µ D 
1 2 l 2 

La ley constitutiva permite aproximar los resultados de 

los ensayos mediante una recta. 

El valor de X es obtenido corno 

limite de T cuando D tien-
1 2 1 2 

de a O. 

X = lirn T ( D + 
1 2 l 2 

O) 

X 

--1-~~~~~~o,2 

fig. III.10 
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b) tracción sirnple. 

Para un estado de tensión uniaxial: 

T O O 
l l 

o o o 

o o o 

resulta el siguiente estado de tensión desviadora: 

2 
T o o 

3 l l 

[s J = [T .. -
1 

(T )o .. J= o 1 
T 

ij lJ 3 l 1 lJ 3 1 1 
o 

o o 1 T 
3 1 1 

De la ley constitutiva y de la condición de que tr D= 

= Dkk = O, se sigue que la velocidad de deforrnación correpon 

diente está dada por: 

[nij] = 

En este caso particular L 

D o 
l 1 

o 1 D 
2 1 1 

o o 

1/2 
1/2 --[D

2
.DJ 

2 

o 

o 

1 D 
2 1 1 

= h ID 1 

2 1 1 

Introduciendo los valores anteriores en la ley consti

tutiva inversa se arriba a la siguiente expresión: 

T = 
1 1 

/3 x + 
ID 1 

1 l 

3µ) D =/3 X Sig D 
1 1 1 1 

+ 3µ D 
l l 
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Si D > O se tiene T = Í3 x + 3 µ D 
11 11 11 

La relación anterior permite aproximar los resultados 

de los ensayos mediante una recta como indica la figura. El va 

lor /3 x= Ty ,conocido como ten 
1 1 . 

sión de fluencia en tracción T11 

simple,es obtenido como limite 

de T cuando D tiende a O. 
1 1 l 1 

-+-----•º11 
= lim T ( D ->- O) 

1 1 1 1 

fig. III.11 

III.3. Ley Constitutiva de PERZYNA. 

Más recientemente, en 1962, PERZYNA40 analiza la rela 

ción constitutiva propuesta por PRAGER y muestra que ella pu~ 

de ser expresada mediante la función de fluencia de von MISES y 

de su derivada fT; 

µ D = <f > fT 

= Jl/2 df dJ s donde: f fT 
__ 2 

<f> - X ' 
= = 

Jl/2 
y repre-

2 dJ dT 2 
2 2 

senta la función definida de la manera siguiente,figura III.12. 

<f> = [ : 

si f ~ o 

si f > o 

Introduciendo una nueva constante y, que tiene la di 
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mensión de una velocidad y es 

tá dada por la relación y= X/µ , 

la expresión anterior puede ser 

reescrita en la siguiente forma: 

D= y <f*> f 
T 

* donde f es la función f adimen: 

sionalizada, 

* f f 
Jl/2 

= 2 - 1 
X X 

<f> 

f 

fig. III.12 

A efectos de obtener mejor aproximación de los resulta 

* dos experimentales PERZYNA propone reemplazar f por una fun 

* ción escalar~= ~(f); postulando por tanto la siguiente ley 

constitutiva: 

* D = y < ~( f ) 

donde: 

> f 
T 

si f ~ O 

si f > O 

Impondremos las siguientes restricciones a la función 

~- Exigiremos que esté definida en * f ~ O, sea monótona cre 

ciente y que se anule en el origen, figura III.13. 

Tenemos por tanto en la ley constitutiva anterior dos 

funciones a determinar~ y f. Generalmente se procede de la si 
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guiente forma: se adopta una función de fluencia f y poste

riormente en base a resultados experimentales se selecciona ~ . 

PERZYNA adopta f = J 1/ 2- X con lo que la ley constitu 

tiva resulta D= :i < ~(f*)> J-l/2s. Y para ~(f*) sugiere 
2 2 

* *n f* *n las siguientes funciones: f , f , e -1, l: ªn f . 

~= f 

f f 

PERZYNA PRAGER 

fig. III.13 

III.3.1 Inversa de la Ley de PERZYNA. 

Introduzcamos el conjunto D del espacio de tensiones 

desviadoras dado por: 

D = { S E Sym tr S o f(S) > O} 

y definamos un conjunto R del espacio de velocidades de defor

mación, a través de la ley constitutiva propuesta por PERZYNA: 

R = {D E Sym 
* -1/2 

D= 1 ~(f )J
2 

S SE D} 



127 

Mostraremos que la función D(.) :D+ R es inyectiva, co 

sa de poder asegurar la existencia de inversa. 

Probarernos lo anterior por el absurdo, adrnitiendo que 

un mismo valor de D proviene de dos S diferentes S f S. 
1 2 

De la ley constitutiva y de haber admitido que S y S 
1 2 

conducen al mismo valor de D, se sigue que: 

D = y 
<t,[f*(S l] 

1 

2Jl/2(S ) 
2 1 

s = y 
1 

<f, [f* (S l] 
2 s 

2Jl/2(S) 
2 

2 2 

resultando por tanto: S = a S 
2 1 

donde 

Jl/2(S ) 
2 2 , 1 a = 

<f, [f* (S )] 
1 

<j, [f* (S l] 
2 

Jl/2(S ) 
2 1 

Introduciendo S = a S en la ley constitutiva se ob 
2 1 

tiene la siguiente igualdad: 

donde f*(S) = 
1 

w[f*(s l] = w[f*(as l] 
1 1 

Jl/2(S) 
2 1 - 1 

X 

f*(aS) = 
1 

aJl/2 (S ) 
_ _.2~_......._1 - - 1 

X 

Recordando que a f 1, se tiene que f*(S) t f*(aS ). A 
1 1 

rribándose por tanto a una igualdad en <j, para argumentos dife-

rentes, lo que es una contradicción puesto que la función <j, por 
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hipótesis es monótona. 

Probada la inyectividad de D(.) podemos afirmar que e 

xiste una función g(D) definida en el conjunto R que cie~ra el 

ciclo indicado en la figura III.14 y que verifica la relación: 

g(D) = h(S) = 
q,[f*(S)] 

2 Jl/2 
2 

Dicha función nos 

permite expresar la inver

sa S = S(D) en la siguie~ 

te forma: 

D S ( D) = --.:e...._ 

yg(D) 

h ( S l = g (D) R 

S(•l 
R 

·o 

fig. IIL14 

Por lo tanto para determinar la ley constitutiva inveE 

sa habrá que determinar previamente g(D). Para ello partimos de 

la siguiente relación, ver figura III.14. 

donde h(S} = --1~ 
2Jl/2 

2 

h(S) 

[

Jl/2 J 
cj, _2_ - 1 

X 

g ( D) 

De ambas expresiones se sigue que: 

yg (D) 

2Ll/2 
2 

Ll/2 
_2_ 

X 

g ( D) 
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-1 
Designando con ~ a la inversa de la función ~, de 

la relación anterior se deduce que g(D) está dada por: 

g(D) = 

Obtenida g(D), la inversa de la ley constitutiva de 

PERZYNA resulta: 

s = D 

Nótese que si descomponemos la ley de PERZYNA en dos 

sumandos: 

X ,-tL:1') 
X 

s = D + D 
Ll/2 Ll/2 

2 2 

y recordamos la expresión a que arribamos para la inversa de 

la ley de HOHNEMSER-PRAGER: 

S = 2µ D + __x____ D 
Ll/2 

2 

se observa que la parte plástica D es la misma en 
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ambas expresiones. 

En el caso de corte puro T > X la ley de PERZYNA se 
l 2 

reduce a la siguiente relación entre D y T 
l 2 l 2 

T 
1 2 

-1 2D 
= X cj, (-1_2) 

y 
Sig D + X Sig D 

1 2 l 2 

Dicha expresión puede ser representada por un modelo 

mecánico equivalente, constituído por un elemento friccionante 

y un amortiguador no lineal colocados en paralelo, figuraIII.15. 

fig. III.15 

Analizaremos a seguir dos ejemplos de funciones cj,: 

i) Funei5n potencial q,(.) = (.)n 
-1 

En este caso la inversa resulta cj, ( • ) 
1/n 

= ( • ) Par-

ticularizando las expresiones generales de g(D) y S(D) ,se tiene: 

g(D) = 2 ; S = D 
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Si n = 1 las expresiones anteriores coinciden con las 

obtenidas para la ley de HOHENEMSER-PRAGER. 

ii) Función exponencial~(.) = e(.)_ 1 

-1 
La inversa de~ está dada por~ (.) = Ln[(.) + l], re 

sultando: 

X ~nf 2L!/
2 

+l) + 1] 
g(D) = S = D 

y X Ll/2 
2 

III.3.2 Determinación de las Constantes X y y y selección 
-1 

de la función ~ 

Particularizaremos a seguir las expresiones constituti 

vas de PERZYNA para un estado de tensión uniaxial T > /3 x = Ty 
1 1 1 1 

Previamente recordemos que en el caso de tensión unia-

xial T ,S y J
2 

están dados por: 

[ :» 
o 

:J 
~T o o 
3 1 1 

[T .. ] = o [s .. ] o 1 o , = --T 
l.J l.J 3 1 1 

o o o 1 --T 
3 1 1 

J = 1 S.S = 1 T2 
2 2 3 1 1 

y la velocidad de deformación D y su segundo invariante por: 
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D o o 
1 1 

[oi) 
1 o 1 3 D2 = o --D L = D.D = 
2 1 1 2 2 4 1 1 

o o 1 --D 
2 1 1 

Introduciendo los valores anteriores en las 

nes constitutivas de PERZYNA se tiene: 

expresi.9. 

(Jl/2 ) s L (:· - ,) D = ycj,--:---1 D = cj, 
2Jl/2 

1 1 13 
2 1 1 

[- ( 2L 1/2) J xcJ>1 2 +1 

ff'º ) ~ y 
s = D T = T~1 cj, y 1 + 1 

1 1 

Ll/2 
2 

De las relaciones entre T y D 
1 1 1 1 

ve que velocidades de deformación D f O 
1 1 

a que arribamos se 

posibilitan estados 

de tensión superiores a la tensión de fluencia. T > Ty 
l 1 l l 

Si D = O se tiene T 
1 1 

verifica que cj,(O) = O. 

1 1 
= ~ puesto que la función 

1 1 
cj, 

Dado un material se determina experimentalmente para 

cada D el correspondiente valor T , obteniéndose resulta -
1 1 1 1 

dos como indica la figura III.16 

• Tu 
}01,;ar 0 

T11 

' Tu 
y 

011 = O Tu 

- EII -t-+--t--jf--t---• "3 º11 
'tl 

fig. III.16 
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Posteriormente se aproxirnan dichos resultados con fun 
* 

ciones <P conocidas, tales <P f* <P 
*n 

<P 
f -1 corno = I = f , = e 

con las que se tienen las siguientes relaciones entre T y D 
1 1 1 1 

para el caso uniaxial: 

* 
Jl/2 

[1 /J D J <P = f = _2_ - 1 T = Ty + 
X 

l l l 1 X 1 1 

<P 
*n Ty t + (~ º,.)'/"] = f T = 

l l l l 

* r + ( 
13

: 
11 +1)] <P 

f -1 T Ty Ln = e = 
l l l l 

Tarnbién es posible ernplear cornbinaciones lineales de 

las funciones anteriores tal corno lo hace PERZYNA 41 para apr2 

xirnar resultados experirnentales 

mediante la expresión * q,(f ) = 

obtenidos por CLARCK y DUWEZ 42 

5 *n 
í: a f 

n=l n 

III.3.3 Leyes Viscoplásticas Asociativas. Potenciales visco 

plásticos. 

Corno ya fue observado en la ley propuesta por PERZYNA 

D= y < cj,(f) > fT, hay dos funciones escalares a ser determina 

das, una de variable tensorial f = f(T) denominada función de 

fluencia y otra de variable escalar cp = cp(f) que denominaremos 

función viscoplástica. 

Cuando la función viscoplástica cp(f) es integrable,ala 
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correspondiente ley constitutiva D= y < ~ > fT sele denomina~ 

sociativa, puesto que existe en este caso, un potencial 4= 4(f) 

a partir del cual dicha ley puede ser derivada. 

Aplicando la regla de la cadena se tiene: 

d$ 

df 

Comparando la.relación anterior con la ley constituti 

d$ 
va, se sigue que: 4f = - = y < ~(f) > 

df 
Ernpleando una función viscoplástica del tipo ~(f)=afn 

se obtiene la siguiente ley constitutiva y el correspondiente 

potencial: 

4(f) = ya < fn+l > 

n+l 

En las expresiones anteriores ya fue escogida la fun 

ción ~(f), resta aún definir la función de fluencia f. 

Si se ernplea la función de fluencia de von MISES o la 

función de fluencia de TRESCA se arriba a leyes viscoplásticas 

asociativas que designaremos corno ley de PERZYNA-von MISES o 

ley de PERZYNA-TRESCA. 

Dichas leyes tienen irnport,ancia porque a partir de e 

llas, corno será puesto en evidencia más adelante es posible ob 

tener los modelos de plasticidad ideal y creep secundario estu

diados en los Capítulos I y II. 

A seguir particularizaremos las expresiones constitu

tivas para las funciones de fluencia de von MISES y TRESCA. 
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i) Ley viscoplástica asociativa de PERZYNA-von MISES. 

f = Jl/2_ 
2 

Introduciendo la función de fluencia de von MISES 

X en: 

n 
D = y < af > fT <l>(f) = ya <fn+l> 

n+l 

-n 
y haciendo a = X se tiene: 

Jl/2 
D = r_ < (-2 __ -

n 
1) > J-1/2 s 

2 X 2 

y 
1> = -~- < fn+l > = y 

n 
(n+llx 

n 
(n+llx 

(Jl/2 ) n+l 
< - X > 

2 

que son las expresiones de la ley viscoplástica asociativa de 

PERZYNA-von MISES y su correspondiente potencial. 

La respectiva inversa de esta ley fue determinada en 

el párrafo III.3.1 y está dada por: 

Í 2L l/2 1/n 
X ( 2 ) 

L y + ~ 
s = D 

ii) Ley viscoplástica asociativa de PERZYNA-TRESCA. 

Introduciendo la función de fluencia de TRESCA 

f = T - T - Y 
3 1 . 

n 
D = y < af > fT 

en la relación viscoplástica de PERZYNA: 

y en su correspondiente potencial: <l>(f)- ya <~+l> 
n+l 
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-n 
Haciendo a = Y resulta: 

T -T n 
D = -D = y<( 3 1 -1) > 

3 1 y 

q, = 
y 

< fn+l > = 
y 

< (T - T - Y)n+l > 

(n+l)Yn (n+l)Yn 
3 1 

Las expresiones anteriores representan la relacióncol'l_ê_ 

titutiva y el potencial de la ley viscoplástica asociativa de 

PERZYNA-TRESCA 4 3 , 

La inversibilidad de la ley de PERZYNA-TRESCA · puede 

ser analizada enforma similar a la ley de BINGHAM, párrafo 

III.1.2, identificando D con D y T - T con T 
3 1 2 3 1 l 2 

Probada la existencia, a la expresión de la inversa 
T -T n 

se arriba despejando T - T de la relación D= y(~3
~

1 -l) ,con 
3 3 y 

lo que se obtiene: 

(D > O) 
3 

III.3.4. Leyes Viscoplásticas no Asociativas. 

La ley constitutiva de PERZYNA puede ser extendida al 

caso siguiente D= y < ~(f) > gT, donde f = f(T) es la función 

de fluencia y g = g(T) es una función potencial que en cada 

punto T nos da la dirección de la velocidad de deformación. 

Dado un estado de tensiones T en un punto X, tal que 

f(T) > O , es posible a través de la ley constitutiva determi -
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minar el correspondiente D. fig. 

III. 17 

T(f(T) >O) D 

D = y cj, ( f) gT 

Cuando cj,(f) y g(T) son tales que 

no existe una función potencial 

a partir del cual la ley D = D(S) 

pueda ser derivada decirnos que 

la ley constitutiva es no asocia 

tiva. 

g = Cte 

f(T) > O 

f(T) = O 

fig.III.17 

Corno ejernplo de ley no asociativa presentaremos la 

ley de PERZYNA-von MISES-TRESCA. 

iii) Ley viscopZástica no asociativa PERZYNA-von MISES-TRESCA. 

Para obtener la expresión constitutiva de dicha ley 

se parte de la expresión de PERZYNA generalizada: 

D= y < cj,(f) > gT 

.n-1 n--1 en la que se adapta: cj,(f) = ar = a(T - T - Y) y g(T) = J 
3 1 2 

Introduciendo las expresiones anteriores en 

D= y < cj,(f) > gT 
-n+l y haciendo a= Y se tiene: 

T - T 
D = y < ( 3 1 l) n-1> S 

y 
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Teniendo en cuenta que T - T = S - S 
3 l 3 1 

la ley visco 

plástica no asociativa de PERZYNA-von MISES-TRESCA puede ser 

expresada en función de S y sus componentes: 

s - s 
D = y < ( 3 1 _ l) n-1 > S 

y 

A seguir analizaremos la inversibilidad de la ley de 

PERZYNA-von MISES-TRESCA para el caso particular de n = 2. 

Para ello introducimos el dominio D dado por: 

D =. {S E Sym tr s = O 
' 

S -S >Y} 
3 1 

s - s 
y a través de la ley constitutiva D= D(S) = y<( 3 1 -1) > s. 

y 

definimos el siguiente conjunto R 

R = {D E Sym D= D(S) ' 
S E D} 

La transformación D(.) :D+ R es sobre e inyectiva. 

La primera propiedad es inmediata y la segunda será probada por 

el absurdo, admitiendo que hay valores de D iguales que provi~ 

nen de S diferentes, o sea D= D(S) = D(S*) para S t S*. 

Explicitando la ley constitutiva para ambos valores 

s y S* se tiene: 

s - s S* - S* 
D =y ( 3 l -1) s = y ( 3 l -1) S* 

y y 
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De la igualdad anterior resulta que S* = as donde: 

s - s - y 

a = 3 f 1 

S* - S* - y 
3 1 

Introduciendo S* = as en la igualdad D= D(S*)= D(S) 

se arriba a que: a~(S -S ) 
3 1 

ces son: a= 1 
1 

y a = 
2 

Y] - (S - S - Y) = O 
3 1 

• cuyas rai 

s - s - y 
3 1 

s - s 
3 1 

Como nuestro dominio D está limitado a tensiones des 

viadoras S que verifican la condición s - S - Y > O de la raiz 
3 1 

s -s -Y 
a se sigue que el tensor S*= a s = 3 s no perte-

2 2 s - s 
3 1 

nece a D puesto que a (S - s ) -Y = S* - S* - y = -(S - S ) <0 
2 3 1 3 1 3 1 

Por lo tanto la Única solución posible a= 1 contra
i 

dice la hipótesis inicial asumida de que a t 1. 

De la inyectividad de D(S) se sigue que existe una 

función g(D) definida en el contradomi~io R, que nos 

expresar la inversa S = S(D) en la siguiente forma: 

permite 

S(D) = D = D donde g(.): R + R está dada mediante la 

yg (D) yh (S) 

relación: 

s - s 
g(D) = 3 1 - 1 = h(S) 

y 

Previamente a obtener la inversa S(D) sera necesario 

determinar g(D). Para ello particularizamos la relación siguie~ 

te: 
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h ( S) = h [ yg ~D) J = g (D) 

s - s 
para la función h(S) = 3 1 

- 1, obteniéndose: 
y 

D -D 
g(D) = 3 1 - 1 

yYg(D) 

De la igualdad anterior y teniendo en cuenta que 

g(D) > O se sigue que: 

g(D) _4_( º-3~·~-y-º~1-' J 1/2 } 

Introduciendo g(D) en S(D) = D se arriba a la 

inversa de 
g (D) 

la ley viscoplástica de PERZYNA - von MISES- TRESCA: 

y 
S = S(D) = ~~~~-

2(D - D) 
3 1 

III. 4. Obtención de las Leyes Constitutivas de Plasticidad i

deal a partir del Modelo Viscoplástico. 

A seguir pondrernos en evidencia corno los modelos de 
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plasticidad ideal presentados en el Capitulo I, pueden ser obte 

nidos como casos particulares de viscoplasticidad. 

Nuestro análisis será particularizado para los mode 

los viscoplásticos estudiados en este capitulo, determinando los 

limites de las leyes que denominamos de PERZYNA-von MISES, PER 

ZYNA-TRESCA y PERZYNA-von MISES~TRESCA para X f O y y + 00 y 

mostrando que en el limite dichas leyes coinciden con las de 

plasticidad ideal. 

Teniendo en cuenta que en las leyes constitutivas de 

plasticidad ideal están indeterminadas las deformaciones en fun 

ción de las tensiones, no sucediendo lo mismo en el caso de las 

leyes inversas o sea las tensiones en función de las deformacio 

nes, analizaremos en todos los casos el limite de la ley consti 

tutiva y el de su correspondiente inversa. 

Ley Viscoplástica Asociativa de PERZYNA-von MISES. 

Designamos como ley de PERZYNA-von MISES a la siguie~ 

te relación constitutiva: 

D = r_ 
2 

X 

obtenida a partir de la ley D = y<cj, (f) > 

y f = Jl/2 - X • 
2 

Su correspondiente inversa S = S(D) fue 

en el párrafo III.3.1 obteniéndose la expresión: 

S = S (D) L-1/2 D 
2 

determinada 
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Analizaremos la ecuación constitutiva D= D(S) y su 

inversa S = S(D) para xi O y y + 00 • 

El limite de la relación S = S(D) es inmediato: 

lim S{O) • lim {tLr) l/n+ 1 J L-1/2 D =x L-1/2 D 
2 2 

y-+ co y-+oo 

Sin embargo para determinar el limite de D(S) es ne 

cesario recordar que las funciones h(S) y g(D) introducidas en 

el párrafo III.3.1: 

h(S) 
-1;2 

J 
2 

g(D} = 

verifican la relación h(S) = g(D), figura III.14 

De lo anterior se sigue que si Xi O y y + oo resul

ta: h(S) = g(D) + O. 

Por lo tanto el limite de la relación constitutiva 

D= D(S), que puede ser reescrita como D= yh(S)S, resulta inde 

terminado puesto que y + oo y h (S) + O. 

De lo anterior concluímos que en el limite cuando 

X i O y y + 00 la relación constitutiva viscoplástica que de 

nominamos PERZYNA-von MISES coincide con la ley de plasticidad 

ideal de von MISES. 

D = À S S = X L-l/2 D 
2 
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Ley Viscoplástica Asociativa de PERZYNA-TRESCA. 

Como fue observado en el párrafo III.3.3, la ley 

constitutiva viscoplástica de PERZYNA-TRESCA y su 

diente inversa están dadas por las expresiones: 

correspon -

T - T n 
D = - D = y < ( 3 r - 1) > T - T = i, D 1/n J 

y L1 + <~> 3 y 3 1 

Analizaremos el limite de ambas expresiones para Y 1 O 

Y Y + ro, 

El limite de la inversa es inmediato: 

y+ro y+ro 

Introduciendo el resultado anterior en la ley consti 

tutiva D= D (T - T), se sigue que D queda indeterminado pues 
3 3 3 l 3 T - T n 

en el limite resulta el producto de y+ro por ( 1 -1)+0. 
y 

De lo anterior concluímos que en el limite cuandoYfO 

y y + 00 la relación constitutiva viscoplástica de PERZYNA- TRES 

CA coincide con la ley de plasticidad ideal de TRESCA. 

D=-D =À 
3 

T - T = Y 
3 

Ley Viscoplástica no Asociativa de PERZYNA-von MISES-TRESCA. 

La ley constitutiva de PERZYNA-von MISES-TRESCA y su 
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correspondiente inversa para n = 2, estudiadas en el párrafo 

III.3.4 , están dadas por: 

s - s 
D(S) = y< 3 1 - l > s 

y 

/ 1/2} 
y 

){1 G 
4(D - D ) J D S ( D) = + + 3 1 

2(D - D 
yY 

3 1 

Analizaremos el limite de ambas expresiones D(S) y 

S(D) para Y i O y y + oo 

El limite de la ley constitutiva inversa es inmedia 

to: 

lim S(D) = ~~y~
D - D 

3 1 
y + 00 

D 

Sin embargo para determinar el limite de D(S) hay que 

tener en cuenta que las funciones h(S) y g(D) introducidas en el 

párrafo III. 3. 4 

h(S) = 
s - s 

3 1 _ l 
y 

g(D) 
4 (D - D ) 

3 1 Jl/2 } 

yY 

verifican la relación h(S) = g(D). 

En el limite cuando y + oo, se tiene enforma inmedi~ 

ta que g(D) + O y por lo tanto h(S) + O. De lo anterior se si 

gue que el limite de la relación constitutiva D = D(S), que pu~ 

de ser reescrita como D= yh(S)S, resulta indeterminado puesto 

que y + oo y h ( s) + O . 
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Concluimos que en el limite para Y f O y y + 00 lar~ 

lación constitutiva viscoplástica de PERZYNA-von MISES-TRESCA 

coincide con la ley de plasticidad ideal de von MISES-TRESCA. 

D = À S s = 
y 

D 
D - D 

3 l 

III.5. Obtención de las Leyes de Creep Secundario como 

particulares de viscoplasticidad. 

casos 

Los modelos de creep secundario asi como los modelos 

de plasticidad ideal pueden ser obtenidos como casos particula

res de viscoplasticidad. 

Mostraremos a seguir que las leyes constitutivas vis 

coplásticas de PERZYNA-von MISES, PERZYNA-TRESCA y PERZYNA- von 

MISES-TRESCA en el caso particular de x = O, conducen a las le 

yes de creep secundario presentadas en el Capitulo II. 

Para las leyes asociativas la propiedad anterior se 

ra puesta en evidencia a nivel de los correspondientes poten-

ciales, mostrando como se pasa del potencial viscoplástico al 

potencial de creep. 

En el caso de la ley no asociativa de PERZYNA- von Ml 

SES-TRESCA, la obtención del correspondiente modelo de creep se 

rá realizada a nivel de ecuación constitutiva. 

Ley Asociativa Viscoplástica de PERZYNA-von MISES. 
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De la ley potencial de PERZYNA y de la función de 

fluencia de von MISES se obtuvieron en el párrafo III.3.3 la ley 

viscoplástica que denominamos de PERZYNA-von MISES y su corres 

pondiente potencial ~-

Jl/2 
D=!_ <{-'-

2 X 
, y 

~ = -~-
n 

{n+llx 

1/2 n+l 
< {J -xl > 

2 

Introduciendo la tensión efectiva T = 13 J 1/ 2 y la 
e 

tensión de fluencia en tracción Y = 13x , se obtienen las si 

guientes expresiones: 

n 
<{T-Y) > 

e 
s ~ = ---'-y __ 

/3(n+l)Yn 

Haciendo k = __ Y_ e Y = O se tiene: 

D = ) k 
2 

Í)yn 

, ~ = k 

n+l 

n+l 
T 

e 

n+l 
< {T - Y) 

e 
> 

concluímos por tanto que cuando se hace Y = 13x = O, 

la relación constitutiva viscoplãstica de PERZYNA-von MISES co 

incide con la ley de creep secundario de von MISES-ODQVIST. 

Ley Asociativa ViscopZástica de PERZYNA-TRESCA. 

Empleando la ley potencial de PERZYNA y la función 

de fluencia de TRESCA se arribá, pãrrafo III.3.3 a la ley vis-
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plástica de PERZYNA-TRESCA y su correspondiente potencial~= 

T -T n 
D = -D = y < ( 3 l -1) 

3 l y 
> , ~ = -~Y

(n+l)Yn 

n+l 
< (T - T - Y) > 

3 l 

Haciendo k -n = yY e Y = O , resulta: 

D= -D= k(T -
3 l 3 

n 
T ) 

l ' ~ = k 

n+l 
(T -

3 

n+l 
T ) 

l 

De lo anterior se sigue que cuando se hace Y = O la 

relación constitutiva viscoplâstica de PERZYNA-TRESCA se reduce 

a la ley de creep secundario de TRESCA. 

Ley no Asociativa Viscoplástica de PERZYNA-von MISES-TRESCA. 

De la ley viscoplãstica de PERZYNA-von MISES-TRESCA 

analizada en el pârrafo III.3.3 y dada por la expresión: 

haciendo k = 2 

3 

S - S n-1 
D= y <( 3 1 -1) > S 

y 
n-1 y 

y 

e Y = O se obtiene la ley no asociativa 

de creep secundario de von MISES-TRESCA. 

D= 3 k (T -
2 3 

n-1 
T ) 

l 
s 

Con lo anterior queda mostrado que las leyes de creep 
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secundario presentadas en el Capitulo II, pueden ser obtenidas 

a partir de modelos viscoplásticos correspondientes, haciendo 

que la región del espacio de tensiones donde el material se com 

porta rigidamente f(T) ~O, tienda a T = O. 

III.6. Generalización de la Ley Viscoplástica de PERZYNA. 

La ley constitutiva propuesta por PERZYNA: 

D = y < q,> f 
T 

puede ser generalizada para el caso de rnateriales isotrópicos . 

Para ello se admite que la función de fluencia f puede ser 

expresada corno una función de los invariantes del tensor T. 

donde: 

I = tr T 
l 

f = f(I ,I , I ) 
l 2 3 

I I = det T 
3 

Derivando f con respecto a T se tiene: 

donde: 

df 

dT 
=-ª.!(I) 

ar i T 
+ -ª.! (I ) + 

ar 2 T 
-ª.! (I ) 
ar 3 T 

2 3 
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(I
2
)T = T -(tr T)I 

Sin embargo resultan expresiones mas simples si tra 

hajamos con los invariantes J y J del tensor desviador. 
2 3 

Recordando las relaciones entre los invariantes de T 

y s: 

I2 = J - 1 I2 
2 3 1 

I I = J - 2 
3 3 2 7 

r 3- l II 
1 3 1 2 

> 
es posible expresar f en una forma mas conveniente o sea co 

mo función de {I, J , J ), o sea: 
1 2 3 

f = f(I, J, J) 
1 2 3 

Derivando f con respecto a T, obtenemos: 

= df = li { I ) 
dT ar 1 T 

1 

+ af {J l 
aJ 2 T 

2 

+ li {J ) 
aJ 3 T 

3 

Recordando que las derivadas de I , J, J con respe~ 
l 2 3 

to a T están dadas por: 

' 

la expresión fT resulta: 

2 ss -
3 

J I 
2 
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fT -ª.! I + -ªi s af 
~s 

2 
J 2 IJ = + -

ar aJ aJ 3 
1 2 3 

~f 
I J af ]r + -ª.! s + 

af ss = 
ar 3 2 aJ aJ aJ 

1 3 2 3 

un polinomio en S de grado 2, cuyos coeficientes son funcio

nes de los invariantes (I, J, J). 
1 2 3 

Es posible también expresar fT como la aplicación 

de un tensor de cuarto orden Il' sobre s. 

Introduciendo las relaciones: 

I s.s I Il9S s Il9S s = = = 
s.s s.s 2J 

2 

ss s.s ss SSl9S s = = 
s.s 2J-

2 

s = II s 

en la expresión de fT se tiene: 

ar 
1 

Il9 S + l! II + l! 
2J aJ aJ 

2 2 3 ~

SSl9S - _! I19S J 
2J 3 

- 2 

donde: Il' 

Concluímos que para materiales isotrópicos la ley formulada por 

PERZYNA toma la forma: 

D=y<q,>J:rlS 
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donde las funciones$ y f sondadas para cada caso particu -

lar. 

III.6.1 Condición de Incompresibilidad. 

Mostraremos a seguir que la condición de incompresi

bilidad en las deformaciones viscoplásticas de materiales que 

satisfacen la ley constitutiva D= y <$>fT, introduce restric 

ciones en la función de fluencia. 

De la relación constitutiva, se sigue que la con-

dición necesaria para que las deformaciones viscoplásticas sean 

a volumen constante es que: 

tr D= tr fT = fT. I = O 

Si el material es isotrópico, la condición anterior 

resulta: 

fT. I = af 
I.I + af S. I + af 

~s 
2 

J 2 I J. I o - = 
ar 3J 3J 3 

1 2 3 

teniendo en cuenta que S, [ ss 2 
J 2 I J son tensores desvia y 

3 
dores: 

S = ~I - ~ (I!IH)J T 

de la relación anterior se sigue que: 
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= li I.r 
ar 

l 

= 3 af 
ar 

l 

= o 

Concluímos por tanto que un material isotrópico que 

admite la ley de PERZYNA, para tener deformaciones viscoplásti

cas isocóricas es necesario que la función de fluencia corres -

pondiente no dependa de r En este caso particular f = f(J J ) 
l 2 3 

Debe notar se finalmente que PRAGER 2 6 analizando el e~ 

so de deformaciones plásticas incompresibles y admitiendo que D 

puede ser expresada como potencias de S arriba a expresiones 

similares. 

rrr.7. Problema de Valor de Contorno en Viscoplasticidad esta-

cionaria. 

na región 

Sea un cuerpo de material viscoplástico que ocupa u 

íl de contorno r del espacio en clideano tridimen -

sional, figura rr.5. 

Dicho cuerpo está sometido a un sistema de 

<b, a) 

b = b (X) 

a = a(X) 

en íl 

y a una velocidad prescripta v: 

V = v(X) 

fuerza de volumen 

fuerza de superfície 

en rv 

fuerzas 
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El problema de valor de contorno en viscoplasticidad es 

tacionaria consiste en determinar los campos: v = v{X) veloci -

dad, D= D(X) velocidad de deformación, T = T(X) tensión, que 

satisfagan las siguientes ecuaciones: 

Ecuaciones de equilibrio 

div T + b = px en íl 

Ecuaciones cinemáticas 

D 
1 (Vv + í/vT) = (í/v)s 
2 

Ecuaciones constitutivas 

en íl 

Con las condiciones de contorno: 

Tn = a V= V 

en íl 

en r 
V 

donde n es la normal saliente al contorno r. 

Nótese que estamos admitiendo que el estado tensio -

nal en todos los puntos de íl es tal que f(T) > O, lo que nos 

permite expresar la ley constitutiva como D =Y~(f)fT. 
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III.8. Ejemplo de Aplicación. 

A seguir presentaremos como ejemplo de aplicación un 

problema de valor de contorno en viscoplasticidad estacionaria, 

relacionado al caso de una esfera hueca con presión interna. 

EJEMPLO 1: Esfera hueca con presión interna. 

s'ea una esfera hueca de pared espesa, radio interno 

r. y radio externo r, constituída de un material que satis-
i e 

face la ley viscoplástica de PERZYNA-von MISES, sometida a una 

presión interna constante p. 

En coordenadas esféricas r,~, 8,las componentes de! 

tensor desviador s y su segundo invariante J están dados por: 

[si) 
l = 
3 

J 
l = s.s 

2 2 

2(T - T~) o r 

o T -
~ 

o 

= l (T - T ) 2 
~ r 3 

o 

2 

o 

T o r 

T - T 
~ r 

Teniendo en cuenta, como sera comprobado más adelan

te, que T~ > Tr en todo el intervalo ri~ r ~ re' se sigue que 

Jl/2= .!._ (T~- Tr) 
2 /3 '!' 

i) Ecuación de equilibrio 

Ya fue observado, que en el caso de simetria esférica 

fuerzas de volumen son nulas, la condición de equilibrio 

si las 
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div T + b = O se reduce a la siguiente ecuación diferencial: 

dTr + 2 Tr-T$ = O 

dr r 

ii) Ecuaciones cinemáticas 

De la simetria del problema resulta que las Únicas componentes 

de ú no nulas son: 

D r = 
dv 

dr 

iii) Ecuación constitutiva 

D$ 

Como fue observado, este ejemplo sera analizado para la ley con~ 

titutiva viscoplástica de PERZYNA-von MISES dada por la siguie~ 

te expresión: 

Teniendo en cuenta que en este caso 

la ley constitutiva se reduce a: 

13 ---s 
T - T 

$ r 

Admitiendo que la presión p es tal que en todo pu~ 

to de la esfera se verifica que T$- Tr > Y, las componentes Dr' 

resultan: 
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iv) Condiciones de contorno 

Las condiciones de contorno se reducen a; 

T(r.)=-p 
r l. 

, T (r) = O r e 

v) Solución del problema de valor de contorno 

De la isocoridad, tr D= O, se sigue que: 

D r 
= dv + 2v = 0 

dr r 

ne v(r) 

Integrando la ecuación diferencial anterior se obtie 

-2 = e r . 
l 

Del valor v(r) determinado y de la relación constitu 

tiva: D<P =; = ~ ( Tp: Tr - l) n se sigue que: 

Introduciendo la expresión anterior en la 

de equilibrio e integrando obtenemos T • r 

T 
r ; r -

3
/n + Lr J + C 

2 

ecuación 

De las condiciones de contorno Tr(ri) = -p, Tr(re)=O, 

las constantes C y C pueden ser determinadas: 
1 2 .-
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y [ 3 
r 

) 
,n 

e ( "- - L e 

1 
= 

1 
213 n(ri-3/n_ -3/n 2Y r. r ) 1 

e 

-3/n 

( :: ) Lre l e = 2Y [ri-3::_ 
.e_ - L 

2 -3/n 2Y 
r e -

Introduciendo las constantes C y C en las expresi~ 
2 1 

1/2 
nes de Tr' T~, Te, J

2 
y v se arriba a la solución exacta 

del problema viscoplástico. 

Tr = 

T~ = 

V 

donde 

vi) 

[ 1 

çin 

Te = 

Í3 
2no: n 

3 

1] 

r r r 
(~)n (2YL e - p) - 2YL e 
r r. r 

1 

3 

+ 1 J 1 [cl_ - r r 
1) (~) n e (p - 2YL -) 

ªn 2n r r. 
1 

3 r 
(~)n 
r 

r 
(p - 2YL ~) + "!_ 

ri /3 

(.e__ 
2Y 

r 
- L _g) 

r. 
1 

Viscoplasticidad ley de HOHENEMSER-PRAGER. 

r 
+ Y - 2YL e 

r 

Como ya fue observado,párrafo III.3,cuando n = 1 la ley visco-
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plástica de PERZYNA-von MISES se reduce a la de HOHNEMSER-PRAGER. 

Por lo tanto haciendo n = 1 en las expresiones Tr' T~ 

Te y v, se obtiene la solución del problema para la ley visco

plástica de HOHENEMSER-PRAGER: 

T r = 1 

a 

V = _:r_ 

2Í3 

donde 

[:e) 3_ 1 J 

r 
(~) 3 
r 

r 
(2YL e - p) - 2YL 

r. 
l 

r 

r 
e 

r 

+ ~ (p - 2YL ~) + Y - 2YL 

ri 

(E_ - L re) J 
2Y ri 

r 

a = 

vii) Plasticidad ideal ley de von-MISES. 

r 
e 

r 

Al determinar la solución del problema viscoplástico de la esfe 

rase admitió que en.todo punto, la tensión pertenece al domi 

nio viscoplástico f = J 112- X >O. 
2 

De la expresión 
r 

a que se a 

rribó para se sigue que p > 2YL e 

En el limite cuando p = 

tes valores de T, T Jl/2 y f: 
r ~' 2 

= - 2YL 
r 

e 

r 
= Y - 2YL 

r 
e 

r 

2YL 

, 

r. 
l 

, se tienen los sigui'=!! 

y 

13 
f = o 
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Si el material es viscoplástico ( y finito) resulta además v = O. 

La solución del problema plástico se obtiene, hacien 
r 

do que f + O, de donde se deduce que la presión 

lo tanto cuando p es igual a la carga limite, 

p + 2YL ~. Por r. 
J. 

la distrioución 

de tensiones Tr y T~ en el caso plástico y viscoplástico coin

ciden. 

Sin embargo, la velocidad que es nula en el caso vis 

coplástico pasa a ser indeterminada en el caso plástico puesto 

que resulta el producto de y que tiende a infinito por 

(E... - L 
2Y 

que tiende a cero. 

viii) Creep secundaria Zey de von MISES-ODQVIST. 

En el párrafo III.5 fue mostrado que es posible obtener la ley 

de creep secundaria de von MISES-ODQVIST a partir de la ley vis 

coplástica de PERZYNA-von MISES. Haciendo k = ~Y~ e Y = O en 
Í3yn 

las expresiones de Tr' T~ y v correspondientes a la solución 

del problema viscoplástico, se tiene la solución del problema de 

creep secundaria analizado en el Capítulo II. 

[:e) i_ 1] 

3 

+ 1 J [~ -1) 
r 

T = - E... T~ = E... (~)n 
r a , 

a n n 2n r 

3 3 

k (~) n 
r r n e donde (~) - 1 V = -2- a = 

2 2na n r r. n J. 
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CAPITULO IV 

ELASTO/VISCOPLASTICIDAD 

Como ya fue observado,en mecánica de sólidos es usual 

estudiar por separado las propiedades plásticas y las propieda

des reológicas de los materiales. 

Ambas ciencias,tanto la plasticidad como la reologia, 

se han desarrollado creando sus propios métodos de investigación 

basándose en hipótesis simplificativas que traen aparejadas res 

tricciones en sus respectivos campos de aplicación. 

Asi por ejemplo al analizar los fenómenos plásticos la 

hipótesis comuna todas las teorias es admitir que las deforma

ciones dependen de la historia de cómo esas deformaciones fueron 

procesadas,y no del tiempo. Esa independencia del tiempo hace 

imposible que las teorias de plasticidad puedan llevar en cuen

ta fenómenos reológicos. 

Por lo tanto, cuando los efectos reológicos pueden ser 

despreciados es posible tener mediante la teoria de la plastici

dad una descripción real del fenómeno. Un ejemplo de lo ante

rior, son los procesos cuasi-estáticos de corta duración, donde 

no es necesario llevar en cuenta efectos de creep o relajación. 

Lo mismo a la inversa, cuando se analizan efectos reo 

lógicos, las teorias viscosas empleadas no hacen posible llevar 

en cuenta al mismo tiempo fenómenos plásticos. Sin embargo, los 

ensayos mecánicos de metales ponen en evidencia que los efectos 

reológicos, siempre presentes, dependen de la velocidad de carga 

obteniendose en correspondencia tensiones superiores al del ensa 
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yo estático a medida que dicha velocidad aumenta. 

En el acero normal, donde rnúltiples estudios experi -

rnentales se han realizado 44
' 

45 una solicitación rápida puede 

hasta triplicar el valor de la tensión de fluencia y producir s~ 

gún la velocidad una marcada reducción en el fenómeno de endure

cirniento. 

A lo anterior se deben, seguramente, las discrepan

cias que en rnuchos casos surgen entre los resultados experirnen

tales del análisis de rnateriales, sornetidos a cargas variables 

en el tiernpo, con los obtenidos mediante la aplicación de la Teo 

ria de la plasticidad, en que los fenómenos reológicos no son lle 

vades en cuenta. 

Los ensayos de rnetales rnuestran adernás que los efec

tos reológicos se presentan enforma más pronunciada cuando el 

estado plástico es alcanzado. Lo anterior hace posible que en 

rnuchos casos los efectos reológicos sean despreciados en la zona 

elástica inicial y solamente tenidos en cuenta cuando se alcanza 

la zona plástica. 

A diferencia de la elasto viscoplasticidad en la que 

se consideran propiedades viscosas en todo el dorninio de las ten 

siones, en elasto/viscoplasticidad se considera viscosidad sola 

mente en el dorninio plástico 46141
• 

Por lo tanto, en la teoria elasto/viscoplástica se ad 

rnite la existencia de una región del espacio de tensiones den

tro de la cual el material se comporta elásticamente y fuera de 

ella tanto propiedades plásticas corno viscosas son llevadas en 

cuenta, independienternente si las cargas aurnentan o disrninuyen. 

En este caso se hace necesario determinar una función 

de fluencia que divide el espacio de tensiones en dos zonas, una 

elástica y otra viscoplástica, asi corno tarnbién establecer una 
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relación constitutiva para estados de tensión correspondientes a 

ambas regiones. Lo anterior será realizado como una extensión 

del modelo viscoplástico presentado en el capítulo anterior. 

Finalmente cabe establecer que el modelo elasto/visc2 

plástico a ser analizado en este capítulo, presenta la ventaja ~ 

dicional de que a partir de él se pueden obtener los modelos de 

elastoplasticidad, elasto creep, creep secundaria, y viscoplast1 

cidad estacionaria, estudiados en los capítulosanteriores. 

A seguir se presenta una ley constitutiva general en 

elasto/viscoplasticidad y los casos particulares estudiados por 

FREUDENTHAL 4 7 y PERZYNA 
4 

o • 

Para dicha ley general se muestra la existencia de in 

versa y de potenciales elasto/viscoplásticos a partir de los cua 

les las leyes constitutivas pueden ser derivadas. 

La convexidad de los potenciales, necesaria en la for 

mulación de principias variacionales de mínimo, es también veri 

ficada. 

Presentadas las leyes constitutivas, se formula el p~ 

blema de valor de contorno cuasi-estático, con condiciones ini 

ciales en elasto/viscoplasticidad y se estudia como ejemplo el 

caso de recipientes esféricos con presión interna, donde es pos1 

ble obtener solución exacta. 

Finalmente haciendo uso de las propiedades de convexi 

dad de los potenciales, se muestra cómo arribar a principias va 

riacionales en elasto/viscoplasticidad. Dichos principias resul 

tan generalmente de gran utilidad en la obtención de soluciones 

aproximadas y en particular los de mínimo permiten mostrar unici 

dad de las soluciones. 

Partiendo del principio del trabajo virtual y tenien

do en cuenta la ley constitutiva de materiales elasto/viscoplás-
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ticos, se deducen los funcionales de energia y energia comple -

mentaria, que permiten enunciar los principies de mínima 

gia potencial y mínima energia potencial complementaria. 

ener 

Se deducen también a partir de estos dos Últimos fun 

cionales, el funcional generalizado de tres campos y el funcio 

nal de HELLINGER-REISSNER, de dos campos 4 ª. 

La equivalencia del problema de valor de contorno con 

la condición de mínimo o estacionaridad de los funcionales ante 

riores es mostrada al determinar las ecuaciones de EULER y las 

condiciones naturales de contorno correspondientes a cada fun 

cional. 

IV.l. Ley Constitutiva en Elasto/viscoplasticidad. 

En elasto/viscoplasticidad se admite la existencia de 

una función de fluencia f(T,x) = O , similar a la empleada en 

plasticidad o viscoplasticidad, que permite definir dos 

nes íle y ílvp en el espacio de tensiones: 

regi.9. 

e . 
íl = {TE Sym 

íl vp = { T E Sym 

; f ( T, x) < O } 

f ( T, X) > O } 

La región íle verifica las siguientes propiedades: 

i) la función de fluencia inicial contiene al origen T = O, o 

sea que O E íle 

ii) es convexa, o sea que para dos valores de T, T1t T2 E íle 

O~ a~ 1 se tiene que T = T1 + a(T2-T1 ) E íle. 

y 



164 

En elasto/viscoplasticidad se supone además que el 

comportamiento del material depende del estado tensional si 

TE íle es elástico y si TE ílvp es elasto viscoplástico. 

Admitiendo que la deformación total D puede ser des 

compuesta en dos sumandos, la ley constitutiva está dada por: 

si T E íl vp 

La parte elástica De está relacionada con Ta través de la 

expresión: 

0 
donde ID es el tensor de elasticidad de cuarto orden que 

satisface las propiedades de simetria, inversibilidad y P2 

sitividad: 

simetria ID 

inversibilidad 

positividad ID D.D > O D E. {D E Sym D f O } 

La parte viscoplástica Dvp está dada en función de T y X 

a través de una ley viscoplástica similar a las estudiadas 

en el capitulo anterior. 

En la frontera de ambas regiones cuando f(T, xl = O 

la deformación viscoplástica Dvp es nula, por lo tanto se tie 

ne que D= De. 

Si X es constante X = ~ 
1 2 

la superficie de fluencia 
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f(T,x) está fija en el espacio de tensiones, si x es un parárn~ 

troque representa la historia de las deforrnaciones viscoplásti 

cas, la superfície de fluencia f(T,x) puede variar segun los 

valores de x. 

Obsérvese que, tal como se ha presentado, elasto/vis 

coplasticidad resulta una generalización de viscoplasticidad , 

así como elastoplasticidad lo es con respecto a plasticidad. En 

ambas teorias se incluyen las deformaciones elásticas que se ha 

cen presentes para todo valor T. 

Sin embargo hay una diferencia fundamental entre e 

lasto/viscoplasticidad y elasto-plasticidad. Dicha diferencia 

consiste que cuando se está en el domínio viscoplástico Te ílvp 

la deformación viscoplástica Dvp es diferente decero, para cual 

quier valor de T, cosa que no sucede en elastoplasticidad. 

FREUDENTHAL estudió la relación constitutiva anterior 

particularizada para el caso en que De y Dvp toman los valores 

siguientes 4 7
: 

De correspondiente a deformaciones en elasticidad i 

-1 -sotrópica en que ID y ID estan dados por: 

ID = 2µ II + À(I 19 I) 

-1 1 r À rl ID = -·· 
1 II - I 19 2µ 2µ + 3À 
L _J 

donde I y II son los tensores identidad de segundo y cuarto ar 

d~n, y À y µ las constantes de LAf-1~. 

Y Dvp la correspondiente deformación viscoplástica 

postulada por HOHENEMSER-PRAGER. 

Dvp = y < 
2 

Jl/2 
2 _ l > J-1/2 S 

X 
2 

Empleando la ley anterior WIERZBICKI analizó en va 
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rios trabajos 49,50,51, el problema cuasi-estático de recipie~ 

tes esféricos de pared espesa sometidos a carga constante, don 

de como se verá más adelante es posible obtener soluciones exac 

tas en elasto/viscoplasticidad. 

Posteriormente PERZYNA'º extendió la ley constituti

va estudiada por FREUDENTHAL, admitiendo que la parte viscoplá~ 

tica satisface la ley postulada por él: 

* = y < q,( f ) > 

En este caso la ley constitutiva en elasto/viscopla~ 

ticidad se resume en una sola expresión: 

-1 * D = ID T + y < q,( f ) > fT 

De lo anterior se sigue que una relación constituti

va general en elasto/viscoplasticidad puede ser expresada en la 

siguiente forma: 

D D { T ) -- ID- l T + Dvp { T, xl = ,T, X 

Como ya fue observado X es un parâmetro que representa la his 

toria de la deformación. 

Dicha ley nos dice que la velocidad de deformación D 

en un punto X de un sólido elasto/viscoplástico, está determl 

nada cuando se conoce el estado de tensión T, la historia de la 

deformación viscoplástica X y la velocidad de la tensión T. 

Una de las propiedades de la ley anteriores que pu~ 

de ser derivada a partir de una función escalar de variable ten 
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serial ~ denominada potencial elasto/viscoplástico. 

La función potencial ~ está dada por: 

~(T,Dvp) = 1 T. ID-l T + T. Dvp 
2 

Derivando~ con respecto a T se tiene la 

constitutiva general de elasto/viscoplasticidad: 

a~ -1 vp 
~- = = ID T + D = D 

T oT 

IV.1.2. Ley Constitutiva Inversa. 

relación 

Designamos corno inversa de la ley constitutiva elas

to/viscoplástica a la expresión tensorial T = T(D,Tx)obtenida a 

partir de la· ley constitutiva anterior. 

-1 
Teniendo en cuenta que ID ID = lI de la ley consti-

tutiva se sigue que T(D, Dvp) está dada por: 

Introduciendo la ley constitutiva viscoplástica 

Dvp = Dvp(T,X) en la expresión anterior se tiene que la inversa 

T puede ser expresada en función de D, T y X. 

T(D,T,x) =ID ~ - Dvp(T,x~ 

Por lo tanto la ley inversa en elasto/viscoplasticidad permite 
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determinar T cuando se conoce el estado de tensiones T, la 

historia de la deformación x y la velocidad de deformación D. 

Al igual que en el caso de la ley constitutiva exis 

te una función potencial w a partir de la cual la ley inversa 

puede ser derivada. 

A dicha expresión se puede arribar aplicando la trans 

formada de LEGENDRE 52 

Dada una función D(T, Dvp), su respectiva inversa 

correspondiente 

potencial ~(T, Dvp) a partir del cual D(T, Dvp) puede ser deri 

vado, mediante la relación D(T, Dvp) = ~. , la transformada de 
T 

LEGENDRE asegura la existencia de una función ~(D, Dvp) tal que 

las siguientes igualdades se verifican: 

~ 

D = = T 

Para determinar la expresión de w introducimos las 

expresiones T = ID(D - Dvp) y ~(T, Dvp) = 
2 

la relación anterior, obteniéndose: 

vp 1 vp ~(D,D )= D.IDD-D.IDD 
2 

Derivándose ~(D,Dvpl con respecto a D, se sigue que: 

~ =ID(D - Dvp) = T 
D 

Concluímos por lo tanto que la función escalar de argumento ten 



sorial: 

169 

'!'(D,Dvp) = l D. ID D - D. ID Dvp 
2 

es el correspondiente potencial de la ley constitutiva inversa 

en elasto/viscoplasticidad. 

IV.1.3. Modelo Mecánico Equivalente. 

Para estados tensionales simples tales corno corte p~ 

roo tracción sirnple la relación constitutiva elasto/vicoplás

tica se reduce a una relación entre escalares. 

En estas· casos es posible efectuar la analogia de la 

ley constitutiva con un modelo rnecánico sirnple. 

Analizarernos la ley constitutiva elasto/viscoplásti

ca propuesta por PERZYNA para el caso de corte puro. 

Para el caso particular de corte puro T f O la ley 
l 2 

constitutiva: 

D =ID-l T +; < ~(J;:2 

- 1) > J-1/2 S 
2 

se reduce a la siguiente relación entre escalares: 

D = 
l 2 

1 

2µ 
T 

l 2 

La velocidad de deforrnación D 

T 
l 2 

[T ! 
l 2 

es la suma de una 
l 2 
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parte elástica De mas 
1 2 

otra viscoplástica Dvp_ 
1 2 

1 T 
De T Dvp = :r < cp > 1 2 = 

1 2 2 ]J 
1 2 1 2 2 IT 1 

1 2 

La parte viscoplástica Dvp fue analizada en el capí-
1 2 

tulo anterior donde se mostrá que puede ser representada por un 

modelo mecánico equivalente constituída por un elemento friccio

nante y un amortiguador colocados en paralelo. fig. III.15. 

En el caso particular de la ley de HOHENEMSER-PRAGER 

dicho amortiguador resulta lineal, fig.III.5. 

Para la ley elasto/viscoplástica el modelo mecánico 

correspondiente está dado por un resorte colocado en serie con 

el modelo viscoplástico tal como indica la fig. IV.l. 

-rP 
12 

El valor de D 

T y T Para T > X 
1 2 l 2 1 2 

además De t O. 
1 2 

2µ 

-
T,z= 

p 
T12 + 

V 
T1z 

e o•P 0 12= 012• 12 

fiq.IV.l. 

está determinado cuando se conocen 
1 2 

se tiene Dvp t O y si T t O 
1 2 1 2 

se tiene 

También fue observado en el capítulo anterior que las 

leyes plásticas y de creep secundario pueden ser derivadas de 

las correspondientes leyes viscoplásticas. En el limite x t O 

Y y + 00 se tiene el modelo plástico y haciendo x = O se arriba 
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al modelo de creep. 

Por lo tanto los modelos mecânicos correspondientes 

a estos limites son los indicados en la figura IV.2. 

-
rr: 

--1·~
L~: -

'X= o 

Modelo elasto plastico Modelo elasto creep 

fig. IV. 2. 

IV.2. Problema de Valor de Contorno en Elasto/viscoplasticidad. 

El problema de valor de contorno en elasto/viscopla~ 

ticidad limitado al caso de deformaciones infinitesinales yp:rt:>_ 

cesos cuasi-estáticos puede formularse de la siguiente manera: 

Sea un cuerpo de material elasto/viscoplástico que 

ocupa la región íl de contorno r del espacio euclideano tri 

dimensional. Dado el sistema de fuerzas (b, a) donde: 

b = b(X,t) 

a = a(X,t) 

en (X,t) E íl x [ 0,T] 

, en (X, t) E íl Tx [ o ,T J 

y un desplazamiento prescripto u: 

fuerza de volumen 

fuerza de superficie 
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u = u(X,t) , en (X,t) E ru x· ~iT] 

determinar el desplazamiento u(X,t), la deformación total E(X,t) 

la deformaciõn viscoplástica Evp(X,t), la tensión T(X,t), el p~ 

rámetro de endurecimiento x(X,t) tal que satisfagan las siguie!! 

tes ecuaciones: 

Ecuación de equilibrio 

div T + b = O 

Ecuaciones cinemáticas 

D= l (Vu + v~T) = (V~)s 
2 

Ecuaciones constitutivas 

x = x(ft T. ovp dt) 

o 

Con las condiciones de contorno: 

.!. 

en íl 

en íl 

en íl 

Tn = a 
.!. 

u = u 

en 

en 

(X,t) E fT X Ql,T] 

(X,t) E ru X Ql,TJ 

y las condiciones iniciales: 

u(X,O) = u (X) 
o E(X, O) = E ( X) , 

o 
Evp(X) = O 

o 



T(X,O) = T ( X) 
o 
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x(X,O) = X ( X) • 
o 

asociadas a la solución del correspondiente problema elástico en 

el instante t = O. 

r y r son las partes del contorno r donde están 
T u 

prescriptas las fuerzas y los desplazamientos, y n es la nor 

mal exterior a r. 

IV.3. Ejemplo de Aplicación. 

A seguir será analizado el caso cuasi-estático de re 

cipientes esféricos de pared espesa sometidos a carga constante. 

EJEMPLO 1: Esfera hueca con presión interna. 

Sea una esfera hueca de pared espesa, radio internori 

radio externo r , sometida a una presión interna constante p 
e 

y constituída de material elasto/viscoplástico. 

Tal como fue observado, la deformación de los materia 

les elasto/viscoplásticos puede ser descompuesta en dos partes 

En este caso particular admitiremos que De satisface 

la ley constitutiva de elasticidad isotrópica y que Dvp verifica 

la ley constitutiva viscoplástica de HOHENEMSER-PRAGER. 

De lo anterior se sigue que: e vp D= D + D donde: 
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r 

I e I J De -1 1 

ln 
À T = ID T = 

2µ 2JJ + 3À 

Jl/2 
-1/2 Dvp = Y.. < __.L_ - 1 > J s 

2 X 
2 

Teniendo en cuenta que un tensor simétrico está deter 

minado cuando se conoce su trazo y su correspondiente desviador, 

la relación constitutiva puede descomponerse en dos relaciones , 

una entre trazas y otra entre desviadores. 

Aplicando las operaciones trazo y desviador a la ley 

constitutiva anterior se obtienen las siguientes relaciones: 

tr D=~µ (1 - 3À ) 
2µ + 3À tr T = 

1 1 
tr T = tr T 

3K 2µ + 3:\ 

~/2 
2 -l>J-l/2S 

X 
2 

Para expresar las ecuaciones del problema de valor de 

contorno particularizadas para el caso de la esfera, en coordena 

das polares r, $, e , recordamos previamente que las componentes 

de T y s están dadas por: 

T r 

o 

o 

o o 

o 

T 

o 

o 

o 

o 

Admitiendo además que en todo punto de la esfera se 

verifica que T~ > Tr , resulta J 1/ 2 = .!__ (T - T) 
"' 2 /3 $ r 

Introduciendo estas expresiones en las ecuaciones del 
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problema de valor de contorno, se tiene: 

i) Ecuaci5n de equilibrio 

+ 2 
T -

r 
r 

ii) Ecuaciones cinemáticas 

D r = dü 
dr º<1> 

iii) Ecuaciones constitutivas 

= o 

u 
=De= r 

Recordando que al aplicar las operaciones trazo y 

desviador la ley constitutiva fue descompuesta en dos relaciones. 

De la primera, o sea 1 tr D= 
3K 

tr T se sigue: 

De la segunda, o sea de la relación entre desviadores se obtiene 

que: 

1 
Dcp - Dr = 

2µ 

iv) Condiciones de contorno 

T ( r,) = -p r l. 
T (r) = O r e 

v) Problema de valor de contorno con valor inicial 

El problema de valor de contorno con valor inicial c~ 

rresponddiente a la esfera hueca de material elasto/viscoplásti

co con presión interna, consiste en determinar los campos 
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u = u(r,t) 

tales que satisfagan las ecuaciones: 

d T 
r + 2 

T -T 
r q, = O 

dr r 

3K (dÜ + 2 .!!) = T + 2T <I> dr r r 

dÜ 1 /j [ T - T u 
(T <j)- Tr) + q, r = 2 y r dr 2µ /3x 

en (r,t)c: ~i're] x ~,J . 
Con las condiciones de contorno: 

T (r.,t) = -p r 1 

y las condiciones iniciales: 

I T ( r , t) = O r e 

u(r,0) = uó(r) , T (r,0) = Tº(r) 
r r 

- 1] 

asociadas a la solución del correspondiente problema elástico: 

d Tº Tº- Tº r + 2 r <P o = 
dr r 

• o ~o 3K(du + 2 - ) = Tº + 2Tº dr r r <I> 

uº du 0 1 (Tº Tº = -
dr 2µ <I> r r 



Tº (r ) = -p 
r i 
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Tº(r)=O 
r e 

Dicho problema fue analizado en el ejemplo I. l obte 

niêndose las siguientes expresiones para u 0 (r), T;(r), T$(r): 

u O (r) = EE [ l._ + l._ ( :e J3 J a 3K 4µ 

Tº (r) = E 
~:e(-~ , T$(r) = E ~1:·1'·1] r (1 (1 

( r \ 3 
donde a= ~) - 1 

ri 

vi) Soluci6n del problema de valor de contorno con valor ini

cial. 

La solución de nuestro problema u(r,t), Tr(r,t) y 

T~(r,t) sera determinada empleando la transformada de Laplace. 

Dicha transformada nos permite pasar del problema de 

valor de contorno con valor inicial en (r,t) a um problema de 

valor de contorno en (r,s). Designando con u, Tr y T~ a lasco 

rrespondientes transformadas deu, Tr y T~. 

- -st 
J

oo 

u(r,s) = e u(r,t) dt 
o 

y recordando que la transformada de la derivada y de una cons -

tante están dadas por: 

.:.. 
u = u - u 0 p = p/s 

las ecuaciones de nuestro problema en el campo transformado re 

sultan: 
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[ dT T - T 1 ____E + 2 r cj, s -dr r 

o 
[ s ( 

du 2~) du 0 

J - + <ar + 2~) 
dr r r 

a"ül 
dr 

[ dT; 
dr + 2 

= s(T + 
r 

1 
2µ 

Tº-
r 

r 

2Tcpl 

Tº J cj, = o 

- (To + 2T o) 
r cp 

y las condiciones de contorno en el campo transformado: 

T (r.,s) = - p/s r i ' 

Teniendo en cuenta que los valores iniciales u 0 , T; y 

T; son conocidos, el problema de valor de contorno en el domi 

nio transformado se reduce a: 

dT T -T 
r + 2 r cj, o = 

dr r 

3K ,au + 2~) = T + 2T cp 
dr r r 

s ( u du) s. fxl (T - T) /3 y = ( 2µ + r dr cp r 2 s 

Tr(ri,s) = - p/s T (r ,s) = o 
r e 

De las dos últimas ecuaciones se deduce que T -T y 
r cp 

T están dados por: r 

T 
r - T 

cp = -w [ s ( ~ -r 
aul + 
dr lL-_J 2 s 



donde w = 

tiene que: 

donde S = 
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T (K 2 ws) du (2K 
2 

ws) u ~ = + 3 dr 
+ - 3 r r 13s 

2 µ X 

S)( + µy 

Introduciendo Tr- T$ y Tr en la primera ecuación se 

313 yw 

2-d u 

dr 2 

s ( 3K + 2ws) 

2 dÜ 
+ r dr 

2 ü-..ê.=o 2 r r 

La solución general de la ecuación diferencial ante

rior está dada por: 

Introduciendo el valor deu en el sistema de ecuacio

nes del domínio transformado se obtienen Tr y T$: 

T r 
2 = K(3C

1
+S L r) - 3 w 

s(3C
2

r -
[ 

-3 

13 y J 2 s 

..ê.i+/3:i] 3 2 s 

Las constantes C (s) y C (s) son determinadas a PªE 
1 2 

tir de las condiciones de contorno Tr(ri) = -p/s y Tr(re) = O; 

e (s) = 
1 

..ê. L 
3 

~

;e__ _ ..ê. L reJ+ 
3Ks 3 r. 

]. 

1 s 
9 
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2wa s 

Introduciendo e (s) y C (s) en u, 
1 2 

T r y T<!> se arriba 

a la solución de nuestro problema de valor de contorno en el 

campo transformado. 

EE [i -u = as 3K 

s 
3 

T = r 

{L r 
e 

r 

+ .!._ 
4 )J 

1 
a 

L 

r 3] /3 r 3r (~} + 3y r ,~} L E.__ 
r 

2 
2 r 2Y 

a s 

r 
e 

r. 
]. 

[ r 3 
(r e} - 1 l } 

r 
1 L e 
a 

r 1 -~ J ri 

T = E_ - (~} + 1 - KS L ~ + - L ~ 
~

r3] {r 1 r 
<!> as 2 r r a ri [l r 3 J 1} 2 (re} + 1 - 2 

Teniendo en cuenta que S puede ser reescrito en la si 

guiente forma: 

s = 3/3 y w 

s (3K + 2ws) 

= 2Y 
K 

1 
s 

donde m = 3K µ y 
' Y = /3x 

X (3K + 4µ} 

La transformada inversa de u, 

EE [ .!._ + .!._ r 3] r 3[ u = (r e} + __b'. (~} .e -
a 3K 4µ 4a r Y 

T y T<f, resulta: r 

2L ::] rt 

r 
1 L e 
a 

e -mt 
[ r 3 J} (r)-1 (1-e }r 
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= - E 
CI. [ 

r 3 J { r 1 r r,r 3 J} mt (re) -1 -2Y L re - a L r: ~re) -1 (1-e- ) 

Jl/2 
2 

[ 
r 3 

! (~) + 
2 r 

/3 E 
r 

(_§_) = 2 CI. r 

3 2Y - -

13 

L~+-L~ -{ 
r 1 r [1 
r C1. ri 2 

13 r 3 r 

L 2CI. 
(_§_) L e 
r r. 

l. 

r 3 
(~) + 
r 

-~ J (1-e-mt) 

La condicíón de que todo punto de la .- pertenezca region 

al dominio viscoplástico f(T,X) > O, en todo instante t, se re 

duce en el ejemplo que estamos analizando, a que la condición 

2 
T - T > Y 

<P r 
se verifique para cualquier par (r,t) E 

[F.,r] X [O,oo]. 
i e 

De la condíción anterior se sigue que p tiene que 

ser mayor que la presión limite p 1P 

ejemplo I. l. 

r 
= 2Y ~ determinada en r. 

l. 

el 

Los valores de las tensiones Tr' T<j,, Te y la veloci -

dad v obtenidos a partir de la solución exacta del problema de 

valor de contorno con condíción inicial para el caso de una es 

fera hueca de material elasto/viscoplástico con relación de ra 

dios re/ri 

dad E = 2 

= 1.5, presión interna p = 2Y, Módulo de elastici -

4 
x 10 Y, Coeficiente de Poisson v = O. 3 y diferentes v~ 

lores de t son presentados en las figuras V 23,24,25,26. 

vii) Viscoplasticidad estacionaria. Ley de HOHENEMSER-PRAGER. 

La solución del problema de viscoplasticidad estacio

naria se obtiene haciendo t + 00 en la solución del problema e 

lasto/viscoplástico. 

Del resultado anterior se sigue que para t + 00 ,Tr,T<P 

y v resultan: 

r r 
e - p) - 2Y L e 

ri r 



182 

1 [ ! ( : e) 

3 

+ 1 J ( p - 2Y ~) + y 
r 

T = - - 2Y ~ rp Ct ri r 

V = u = _L [i(:e)3(~ ~)]nr 213 
donde et = ( : : ) 

3 
- 1 

Las expresiones anteriores coinciden con las obteni

das en el ejemplo III.l. del capítulo anterior. 

La distribución de tensiones T, T~, T y velocidad v r ,, e 

en el espesor de una esfera hueca de material viscoplástico con 

relación de radies r /r. = 1.5 y presión interna p = 2Y, obte
e l. 

nidos mediante la soluciôn exacta coinciden con el limite para 

t + oo de la solución elasto/viscoplástica del mismo problema,fi 

guras V 23,24,25,26. 

IV.4. Principio de la Potencia Virtual. 

Para obtener el Principio de Mínima Energia Potencial, 

equivalente al problema de valor de contorno con condición ini 

cial en elasto/viscoplasticidad, partiremos del Principio de la 

Potencia Virtual formulado para las fuerzas externas b, a y la 

tensión T. 

Antes de enunciar dicho principio, definamos previa -

mente dos campos Kin.v y Var.v. 

i) Kin.v, campo de velocidades cinematicamente admisibles, c~ 

yos elementos son suficientemente regulares, están defini

dos en todo punto X E íl y satisfacen condiciones de con 
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torno en r . A cada elemento de dicho espacio lo notare 
u 

mos con v*. 

Kin.v = { v* = v* (X) suf. regular en 

X E íl, v* = v en X E r ;} 
u 

ii) Var.v, campo de variaciones admisibles de la velocidad, 

cuyos elementos que notaremos, con v, son suficientemente 

regulares, están definidos en todo X E íl y satisfacen con 

diciones de contorno homogéneas en r 
u 

Var.v ={ v = v (X) suf. regular en 

X E íl V= o en X E r . u' 

Empleando los espacios definidos anteriormente, el 

Principio de la Potencia Virtual, que establece la igualdad en 

trela potencia virtual externa e interna puede ser 

como el siguiente problema variacional. 

Determinar v E Kin. v , tal que la igualdad: 

V díl + J f ~ 
T 

enunciado 

se verifique para cualquier v E Var.v, con las condiciones sub

sidiarias: 

D = ( 17v) s velocidad de deformación cinematicamente 

admisible 

D = (17v)s variación de la velocidad de deformación 

T = ID (D-Dvp) = ID D - y < <P > IDfT velocidad de ten 

sión cinematicamente admisible. 
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IV.5. Principio de Minima Energia Potencial. 

Mostraremos que la solución de nuestro problema deva 

lorde contorno equivale también a determinar un elemento 

v E Kin.v que minimice el funcional de energia rr = rr(v*). 

Observemos previamente que en la expresión de la p~ 

tencia virtual aparecen variables que pertenecen a Kin.v y Var.v. 

Por lo tanto será conveniente reducir dicha expresión a 

bles que pertenecen solamente a Kin.v. 

varia 

Para ello procederemos a escribir v, conocida en mecá 

nica como velocidad virtual, como diferencia de dos elementos de 

Kin.v. Si uno de ellos coincide con la solución del problema 

que designamos con v, se tiene: 

V - V* - V (v E Var.v v*, v E Kin.v) 

De la linealidad de D= (Vv)s es posible obtener una 

relación similar para D. 

D= D* - D 

donde: 
...... s s s 

D= (Vv) , D* = (Vv*) , D = (Vv) 

Substi tuyendo las relaciones v = v* - v y D = o·* - D 

en la expresión de la potencia virtual, arribamos a una igual

dad en que todas las variables están definidas en Kin.v. 

(v*- v) díl + J "ii 
r T 

(v*- v)dr = Jíli. (D*- D)díl 

donde T = IiD(D - Dvp). 

Antes de introducir el potencial elasto/viscoplástico 



185 

$() dado por la expresión: 

que cumple la propiedad $
0 

= ID(D - Dvp) = T, mostraremos que 

la siguiente desigualdad se cumple: 

$* - $ ;,, T . (D*- D) 

verificándose la igualdad si y solamente si D*= D. 

Donde$*= $(D*, Dvp) , $=$(D, Dvp) son los valores del pote~ 

cial $(.) en los puntos (D*, Dvp) y (D, Dvp). 

Para ello expresemos $(D*, Dvp) mediante el desarrollo 

de Taylor: 

donde: 

$D = ª$ 
1 (D, 

ID (D Dvp) T ao Dvp) = - = 

$DO = 
02$ 

= ID $DDD = o ; 
ªº2 (D' Dvp) 

En virtud de lo anterior y recordando la notación pr2 

puesta, el desarrollo de Taylor toma la forma: 

$* = $ + T.(D*- D).+~ (D* - D). ID(D*- D) 

De la relación anterior y de la positividad de ID a 



186 

rribamos a la desigualdad que queríamos mostrar: 

$* - $ ~ T. ( D* - D) 

en que la igualdad se verifica si y sólo si: 

D* - D= O 

Introduciendo la desigualdad anterior en la expresión: 

J ílb. (v*- v) díl + 
Jr 

a. (v*- v)dr = r i. (D*- D) díl 

T 
. íl 

se sigue que: 

Jílb.(v*- v)díl + 
Ir 

a. (v*- v)dr ~ Jíl($*- $)díl 

T 

Verificándose la igualdad si y sólo si: 

D*= D en todo punto X E íl 

Reagrupando términos en la desigualdad anterior e in 

troduciendo el funcional: 

J a.v*df 
r 

T 

arribamos a la expresión del Principio de Mínima Energia Poten

cial total: 

rr(v) ,,;, rr(v*) 

Dicho principio puede ser enunciado en la forma sigui~ 
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te: 

De todas las velocidades cinematicamente admisibles v* s Kin. v, 

aquella que hace minimo al funcional rr(v*) es la solución del 

problema de valor de contorno propuesto. 

IV.5.1. Ecuaciones de EULER y Condiciones Naturales de Con 

torno del Funcional energia. 

Efectuemos la variación del funcional energia rr(v) 

A ~1 av (V) • V J 
a1> -

= fl ( ôD .D dr IT = 

Teniendo en cuenta que 

triade T se sigue: 

a1> s 
ôD = T y D= (Vv), de la sime 

a 1> 
ôD . D = T. Vv 

Introduciendo la igualdad anterior en rr se tiene 

A . 
IT = b.v)dn 

Recordando la relación T.Vv = div(TTv) - div T.v ,del 

teorema de la divergencia se sigue: 

= 
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Introduciendo el resultado anterior en la expresión de 

TI y recordando que 

funcional energia: 

TI = 

v = O en r , se obtiene la variación 
u 

(Tn - a) . v ar 

del 

De la condición de estacionaridad TI= O, se deduce la 

ecuación de EULER: 

div T + b = O en íl 

y la condición natural de contorno: 

..:. 
Tn - a = O 

IV.6. Principio de la Potencia Virtual Complementaria. 

A partir del Principio de la Potencia Virtual Comple

mentaria, mostraremos como arribar al Principio de Minima Ener

gia Potencial Complementaria equivalente al problema de valor de 

contorno en elasto/viscoplasticidad. 

Definiremos previamente dos campos Est.T y Var.T que 

nos seran de utilidad para enunciar ambos principies. 

i) Est. T, campo de tensiones estaticamente admisibles, cuyos 
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elementos Tº son tensores simétricos que satisfacen las con 

diciones de equilibrio en íl y en el contorno rT 

. 
Est.T = {Tº E Sym div Tº + b = 

ii) Var. T, campo de variaciones admisibles de tensión, cuyos ~ 
A 

lementos T son tensores simétricos que satisfacen condi

ciones de equilibrio homogeneas tanto en íl como en rT. 

A 

Var.T ={TE Sym div T = O en íl. Tn = O en rT} 

Empleando los espacios definidos anteriormente,el Pri~ 

cipio de la Potencia Virtual Complementaria puede ser enunciado 

como el siguiente problema variacional. 

Determinar TE Est.T tal que verifique la igualdad: 

A 

Jr 
A 

Tn. 

u 

V df 

para cualquier TE Var.T, con la condición subsidiaria: 

D = ID -l,i, + Dvp velocidad de deformación estáticamen 
te admisible 

.e. 
Donde v = u es la velocidad preescrita en r . u 
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IV.7. Principio de Mínima Energia Potencial Complementaria. 

Mostraremos que la solución en tensiones de nuestro p~ 

blema de valor de contorno equivale también a determinar un ele 

menta TE Est. T que minimiza un funcional 1T = 1T (Tº). 
c c 

Para arribar a dicho funcional, transfomaremos previa

mente la expresión del trabajo virtual complementario,definido p~ 

ra elementos de Var.T y Est.T a elementos de Est.T. 
A 

T, denominada en mecánica, tensión virtual, puede ser 

expresada como la diferencia de dos elementos de Est.T, si uno 

de ellos, que denominaremos T coincide con la solución del pr~ 

blema, se tiene: 

(TE Var.T Tº, T E Est.T) 

Introduciendo la relación anterior en la expresión del 

trabajo virtual complementaria se sigue: 

. 
(Tº - T)n.v df T) • D díl 

Dado el potencial elasto/viscoplástico <P ( D, D vp),media!! 

te la transformación de Legendre, se determinó otra función esca 

lar de variable tensorial w(T, Dvp), que cumple con la 

la siguiente relación: 

y cuya derivada verifica: 

(T. Dvp) 
' 

= D 

anterior 
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En nuestro caso la función f(T, Dvp) y su derivada es 

tãn dadas por: 

Designando con fº y 'l' a los valores que asurne la fun 

ción IJ'(.), denominada también energia de deformación complemen

taria, en los puntos (Tº, Dvp) y (T, Dvp), es posible mostrar~ 

si como lo hicimos para~. que: 

. 
'!'º- 'l' ~ D. (Tº - T) 

Verificãndose la igualdad si y solamente si 

. 
Tº = T 

Introduciendo la desigualdad anterior en la expresión 

que habiamos arribado . 

. 
(Tº - T) n.v dr T) .D díl 

Se obtiene la desigualdad: 

. 
(Tº - T)n. v ar t 

Verificándose la igualdad si y sólo si: 

. 
Tº = T en todo punto X E íl 



192 

Reagrupando términos en la desigualdad anterior e in 

troduciendo el funcional: 

1T (Tº) 
c I Tºn.v df 

r u 

se arriba a la expresión del Principio de Minima Energia Poten 

cial Complementaria 

11 (T) ,{ 11 (Tº) 
c c 

Dicho principio puede ser enunciado de la manera si 

guiente: 

De todos los estados de tensión estaticamente admisi-
. 

bles Tº E Est. T, el que hace minimo al funcional 11 (T ),es la 
c 

solución en tensiones del problema de valor de contorno en elas 

to/viscoplasticidad. 

IV.7.1. Ecuación .de Euler y condición natural de contorno del 

funcional energia complementaria. 

Efectuamos la variación del funcional 11 en el punto 
A C . 

T y en la dirección T. 

verifica: 

A 

1T = 
e 

A 

.T díl -

Mostraremos previamente que la siguiente igualdad se 
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Para ello apliquemos el Teorema de la Divergencia al 

prirner rniernbro de la igualdad anterior, tengarnos en cuenta la 

relación: 

div (TT v) = div T • v + T • Vv 

y recordemos adernãs que por definición de Var.T, se curnple que: 

div T = O en íl 

De lo anterior se sigue: 

ºT 

f 
A 

rT v.n ar 

Con lo que queda dernostrada la proposición anterior. 

Surnando y restando, a la expresión de 

les que mostramos ser iguales, se tiene: 

J 
a'!' : 

= - • T 
ri a± 

Tf , 
c 

las integr~ 

Recordando a'!' que -. = D y que de la definición de Var. 
oT 

T· Tn = o en rT, Tf puede ser reescrita corno: , 
c 

= Jíl[D 

A 

Jr 

A 

s • 

- "' Tf (Vv) ] .T díl + Tn. (v ar c 
u 
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A 

De la condición de estacionaridad rr = O se deduce la 
c 

ecuación de Euler 

D - (Vv)s = O 

y la condición de contorno 

V - V = Ü 

IV.8. Funcional de Tres Campos. 

en íl 

en r 
u 

Mostraremos a seguir como formular el funcional de tres 

campos rr (T,D,v) cuyas ecuaciones de Euler y condiciones natura 
l 

les coinciden con las ecuaciones y condiciones de contorno de 

nuestro problema. 

Partiremos del funcional de energia ya deducido 

IT (V) V df 

En el introduciremos las condiciones subsidiarias 

D = ( Vv) s en íl y v = v en r 
u 

con lo que se obtiene un nuevo funcional que designaremos con 

rr (T,D,v): 
l 

rr
1

(T,D,v) = rr(v) - JílT.[D - (Vvls] díl - Ir (v 

u 

v) .Tn dr = 
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= J íl {<l>(D,Dvp) - T. [D - ( v) s ] - b.v } díl 

Ir 
-'-

J r (v - v) .Tn a.v df - df 

T u 

IV.8.1. Ecuaciones de Euler y condiciones naturales de contor 

no del funcional de tres campos. 

Efectuemos la variación del funcional 1r en el punto 
'; A A 

(T,D,v) y en las direcciones T,D,v. 

7f = 
l 

. 
.T + 

A 

.D+ 
õT (T,D,v) 

a 7f i 

ao (T,D,v) 

d7f 1 

av 

A J { a <I> 

7ft íl ao 1 

A o A 

. D - T. [D - (Vv) s ] - T. D + 

(D) 

.v 
(T.D,v) 

A 

A 

+ ~. ( V;) S - b. V } d íl - J ~. V d f -

rT 
- v) .Tn + v.Tn] df 

Recordando que la siguiente relación se verifica: 

o A s 
T. (Vv) 

A •TA • A 

= div (T v) - div T.v = T. 'i/v 

del teorema de la divergencia se sigue: 

o A 

T.v d íl 

A 

Introduciendo la relación anterior en TI , y reagrupa.!:! 
1 

do términos, se tiene la siguiente expresión: 
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A 

(, { ( <PD - i) . ~ (Vv)sJ.i + b) .; } 1f = - [D - - (div T díl -
1 

J (~ -
Jr 

A 

Tn) . V df - (v - v) .Tn dr 

rT u 

De la condición de estacionaridad rr = O se 
1 

las ecuaciones de Euler: 

div T + b = O 

D - ( Vv) s = O 

<P - T 
D 

= o 

y las condiciones naturales de contorno 

.!. 
a - Tn = O 

V - V = Ü 

en rT 

en r u 

en íl 

deducen 

Lo anterior muestra que las ecuaciones de Euler y las 

condiciones naturales de contorno del funcional rr coincidencon 
1 

las ecuaciones y condiciones de contorno de nuestro problema. 

IV.9. Funcional de dos Campos de HELLINGER-REISSNER. 

Mostraremos a seguir como formular el funcional de dos 

campos rrHR (T,v) a partir del funcional energia complementaria 

rrc ya deducido: 



1T ( T) 
c 
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• V 1 • -1" • 
donde: lji(T,D p) = z T.ID T + T.Dvp 

J Tn.v ar 
r u 

Para ello introduzcamos las condiciones subsidiarias: 

div T + b = O 
.!. 

en íl , Tn = a en rT 

en rr, con lo que se obtiene un nuevo funcional de dos campos: 
c 

1THR (T 'v) = rr ( T) + Jíl(div T + b) . V díl + f ct - Tn). V ar c 
rT 

= J íl lji ( T, D vp) díl -
Jr 

Tn.v ar+ Jíl(div T + b). V díl + 

T 

Tn) .v ar 

De la igualdad: div T.v 

rema de la divergencia se sigue: 

ºT = div (T v) - T.Vv y del teo-

Jíldiv T.v díl = Jíldiv(TTv) díl - JílT.Vv díl = 

= JrTn.v ar - JílT.Vv díl 

Introduciendo esta relación en rr , obtenemos la si . HR 

guiente expresión para el funcional de dos campos de HELLINGER-

REISSNER. 
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J a.v ar+ 
r 

T 
J Tn. (v - v) dr 
r u 

NÓtese que tarnbién es posible arribar al funcional de 

HELLINGER-REISSNER partiendo del funcional de tres campos: 

TI (T,D,v) 
l 

J i.v ar -
r 

T 

. 
- T. ( D - 'i/v) - b. V] díl 

Ir (v - v) . Tn dr 

u 

Recordando la relación entre la función energia y fu~ 

ción energia complementaria dada por la transformación de Lege~ 

dre: 

Introduciendo esta relación en la expresión de TI se ob 
l 

tiene el funcional de HELLINGER-REISSNER: 

I i.v ar -
r T 

. 
- b . V + T . 'i/V ] díl 

r (v - v) .Tn dr 
r 

u 

IV.7.1. Ecuaciones de Euler y Condiciones naturales de con 

torno del funcional de HELLINGER-REISSNER. 

Efectuemos la variación del funcional TIHR(T,v) 
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con lo que se obtiene: 

f r ª: 1THR = T 
íl '- 3T 

. A -
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ílrrHR 
.T + --

ílv 
(T,v) 

A 

+ b.v T.Vv -

.v 

(T, v) 

A-, 

T. Vv J díl + 

A 

+ f r a.v dr+ 
Jr 

[ Tn. (v - v) + Tn. v]dr 

T u 

. " .T" 
De la relación -T.Vv = div T.v - div (T v) y del teore-

ma de la divergencia, se tiene: 

- f ílT.V~ díl = f íldiv 
. A 

r div (TT~) T.v díl - díl = 
J íl 

f íldiv 
. A 

f rTn.~ = T.v díl - dr 

Introduciendo la relación anterior en la expresión de 

rrHR y agrupando términos obtendremos la variación del funcio

nal de dos campos: 

A r ! ( ª: - :' Al 
1THR (T. v) = 

J íl L í/v) . T + (div T + b) .v Jdíl + 
ílT 

+ r <a - Tn) . V dr+ r Tn. (v - v) dr 
; r 

T 
; r 

u 

De la condición de estacionaridad 1THR = O se deducen las 
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div T + b = O 

1· - (Vv)s = O en íl 
T 

y las condiciones naturales de contorno: 

.:_ 
a - Tn = o en rT 

V - V = o en r 
u 
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CAPITULO V 

SOLUCIONES APROXIMADAS EN ELASTO/VISCOPLASTICIDAD 

El gran desarrollo industrial y tecnológico de las Úl 

timas décadas, ha intensificado extensivamente las investigacio

nes sobre el comportamiento inelástico de los materiales. 

Desafortunadamente y tal como fue observado en capitu

los anteriores, soluciones exactas en problemas de inelasticidad 

son posibles solamente en un escaso número de ejemplos simples y 

siempre que se emplee determinada ley inelástica particular. 

La dificultad anterior ha contribuido para que en los 

Últimos anos la casi totalidad de los problemas en inelastici

dad haya sido abordada mediante métodos aproximados. Entre es 

tos métodos, uno de los más explorados ha sido el de emplear 

formulaciones variacionales conjuntamente con el Método de Ele 

mentos Finitos 5 3• 

Por tal razon, las investigaciones en esta área se 

han centrado en dos aspectos fundamentales. Uno de ellos se re 

fiere a la obtención de modelos mecánicos y leyes constitutivas 

que representen el comportamiento real de los materiales para 

diversos tipos de solicitación. El otro aspecto consiste en de 

sarrollar el estudio de princípios variacionales y sus corres-

pondientes aproximaciones numéricas que permitan obtener 

ciones en problemas donde tales materiales son empleados. 

solu 

Dentro de los modelos inelásticos, el elasto/visco -

plástico presenta la ventaja de permitir tratar como casos PªE 

ticulares elastoplasticidad, elasto creep, creep secundario y 

viscoplasticidad. Por tal motivo, centramos nuestra atención 
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en este capitulo en la aproximación de los principias variacio

nales en elasto/viscoplasticidad. Mostramos como aproximar es 

pacialmente las variaciones de los funcionales de energia y de 

Hellinger-Reissner y como obtener el sistema de ecuaciones equ! 

valentes a la condición de minimo o de estacionaridad de ambos 

funcionales. 

Presentamos también un algoritmo numérico para pr~ 

blemas en elasto/viscoplasticidad basado en la Eécnica de Ele 

mentas Finitos, para la aproximación espacial y el Método de 

Euler para la integración en el tiempo. Posteriormente partic~ 

larizamos este algoritmo para tratar problemas de elastoplast! 

cidad y creep secundaria. 

Finalmente mostramos las soluciones aproximadas obt~ 

nidas con estas algoritmos comparándolas con las soluciones e 

xactas de los problemas analizados en capitulas anteriores. 

V.l. AproximaciOn espacial por el Método de Elementos Finitos 

del problema variacional en elasto/viscoplasticidad. 

Los problemas variacionales presentados en el capit~ 

lo anterior están definidos en espacios Kin y Var de dimensiOn 

infinita. Para la obtención de soluciones aproximadas de estas 

problemas, procedemos a definirlos en espacios Kinª y Varª de 

dimensión finita. 

La construcción de estas espacios de aproximación de 

berá realizarse de manera que las restricciones impuestas, cuan 

do la definición de Kin y Var, sean también satisfechas en Kinª 

y Varª. 
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Una de las maneras para lograr lo anterior consiste., 

en suponer que los campos incógnitas pueden expresarse como pr~ 

duetos de funciones en X por funciones en t. Teniendo esto 

A 

presente, los campos v, v, T y T pueden aproximarse de la si 

guiente manera: 

vª = 
·a 

'!' = 

l/J (X) vª(t) 
a 

b (X) T Q,(t) 
Q, 

+ V ' 
+ T 

Aª 
</ia (X) ;a V = 

~a ~ Q, 
T = li (X) T 

Q, 

donde en las expresiones anteriores, se ha adaptado la conven

ción de indices repetidos para indicar sumatoria y 

~a(X), a= 1,2 ... , N son vestores de aproximación(funcio

nes de X)correspondientes a los cam 
A 

pos v y v tales que, l/Ja(X) = O para te_ 

do x e r . 
u 

/c,Q,(X), Q, = 1,2 ... , M son tensores de aproximación(funcio

nes de X)correspondientes a los cam 

V = v(X,t) 

T = T(X,t) 

A 

pos T y T, tales que n = O X e rT. 

funciones escalares del tiempo,cuyos 

valores para cada t serãn determina

dos a partir de los problemas varia

cionales propuestos. 

campos escalares arbitrarias. 

campo vectorial tal que para cada~ 

tante de tiempo t y para todo X e r , u 
v toma los valores prescriptos sobre 

el campo v. 

campo tensorial que para cada t y p~ 

ra X e rT toma los valores prescriE 

tos sobre el campo T. 
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De las aproximaciones anteriores y de la definición 

de D y D se obtiene: 

Dª = ( 'v vª) s = ('vij, vª + l,Ív) s 
a 

A(l Aª s A s 
D = ( 'v V ) = (Vij, vª) 

a 

-- a •a "'a Ahora bien, las funciones de aproximacion v ,T , v 

~a 
y T pueden construirse enforma sistemática mediante el Méto-

do de Elementos Finitos 54
' 

55
• Como es conocido, dicho 

consiste en particionar la región íl en subregiones 

método 

llamadas 

elementos y aproximar, independientemente en cada uno de ellos, 

a • a 
las funciones candidatas v y T • En este caso los coeficien 

a ·2 
tes v y T tienen sentido físico, pues son las componentes de 

. 
los campos v y T en los nudos puestos en evidencia cuando la 

partición de íl 

Por otro lado, en el MEF los campos de aproximación 

1/Ja y 6 2 son obtenidos a través de la composición de los respec

tivos campos de aproximación a nível de cada elemento. Los cam 

pos 1/Ja y 6 2 son tales que las únicas componentes no nulas co 

d · · 1 vª • 2 rrespon en, respectivamente, a as componentes que y T re 

presentan. 

V.2. Aproximación espacial del funcional de energia y del Prin 

cipio de la Potencia Virtual. 

En el capitulo IV, fue puesta en evidencia la equi-
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valencia entre el problema de valor de contorno en elasto/visc2 

plasticidad y el problema variacional de determinar el campo v 

que minimice el funcional de energia TI. 

Con las aproximaciones propuestas en la sección ante 

rior, el Principio de Mínima Energia Potencial, queda ahora de 

finido de la siguiente manera. 

Determinar vª e Kinª ~ a tal que el funcional energia TI : 

alcance un mínimo absoluto. 

Con la condiciõn subsidiaria Dª= 

de el espacio Kinª está dado por: 

a - s (V~ v + Vv) y don 
a 

= V L 
J 

También vimos que bajo ciertas restricciones, el pr2 

blema de mínimo del funcional energia resulta equivalente al 

Principio de la Potencia Virtual. En nuestro caso, dicho pri~ 

cipio queda aproximado por el siguiente problema variacional. 

Determinar vª e Kinª tal que: 

para todo ;a e Varª y donde el espacio Varª está definido por: 

(', a. 
De la aproximación adoptada, el problema TI = O para 

todo ;a e Varª, equivalente a ;a= O para todo ;s(B= 1,2 ... N), 
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conduce al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordina 

rias en la variable tiempo: 

donde: 

• l 
FS 

K 
B·a 

Cl 
V 

vp • 1 • 2 H = F F s s - s 

Ks = f ID 171/J s. 
a íl a 

y < 

= f nb.1/Js díl + I ~- *s dr 
rT 

• 2 I íl ID 
-s 171/Js díl FS = Vv . 

s 

V.3. Aproximación espacial del funcional de HELLINGER-REISSNER. 

El funcional de dos campos de HELLINGER-REISSNER rrHR 

fue obtenido en el capitulo anterior: 

+ b. v - 1'·. vv J díl + J r a. v dr + 
T 

+ J r 1'n. Cv - v) dr 
u 

asi como también su primera variación rr 
HR 

~ "' 
T + b.v 
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. 
a.v ar+ A J -rn.(v - viar + 

r 

Recordando que 1(T) está dado por: 

1 (Tl = 1 T. ID -lT + T. D vp 
2 

la derivada de 1 .resulta: 

a 1 = ID -lT + D vp 
af 

A . 
Tn.v ar 

u 

IntroduciEr,do E,l valor en la expresión de rrHR 

y agrupando términos se tiene: 

Dvp - 17v) .'Í' díl + 

A 

T Cv - vl . n ar+ Jíl (b.; -

+ J a.v ar+ 
r T 

A 

1'. vv l díl + 

También, en el capítulo anterior fue puesta en evide_!2 

eia la equivalencia entre el problema de valor de contorno en ~ 

lasto/viscoplasticidad y el problema variacional que consisteen 

determinar v y T que hagan estacionaria al funcional rrHR' o lo 

que es lo mismo, determinar v y T tales que verifiquen TIHR= O 
A A 

para cualquier v y T. 
Debemos observar que en este caso los campos v y T 

no deben satisfacer ninguna condición en la frontera ru y rT res 
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pectivamente. 

Lo anterior implica que Kin coincide con Var y sus a 

proximantes en este caso están definidos por: 

Kinª f <vª, Tªl vª \jJ V 
a. fª t, Q, 

• Q, l = l = , = T 
J a. 

r A A A Aa. A ~ Q, 1 
Varª = l <vª, orªi vª = \jJ V , fª = t, Q, T J a. 

A 

Introduciendo estas aproximaciones en Tf HR tenemos: 

+ fr 1:,kfkn. (,JJa.vª-vl ar+ 

u 

+ I a 'J!o~Bar r . µ 

T 

díl + 

Reagrupando términos la expresión anterior puede re 

escribirse de la siguiente manera: 

A 

Tr a 
HR 

d,2) -

- cJíl\/\jJa·t,kdíl)vª+ <f r t,kn.,JJa.dr)vª -
u 
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...... ...... ~ 

La condición rr = O para todo v, T en este caso re 
HR 

para todo AB ~k - - . v , T (B-1, ••. N), (k-1, ••• M) 

Lo anterior conduce al siguiente sistema de ecuacio 

nes diferenciales ordinarias en el tiempo: 

r Kki 
• 9, 

+ Mka 
a • 1 + Fvp T V = Fk k 

< 

l Mak 
•k p2 T = a 

donde: 

Kk9, = J íl (ID -169, . L',k) díl 

Mka = J r t,kn. iJ!a ar - f ViJ! .tk díl 
íl a 

u 

• 1 
Fk = Jr t,kn . V ar 

u 

·vp 
Fk = - JílDvp . L', k díl 

p2 = ( J a. ijJ df + J r Jj. ,µa ar) 
a r a 

T u 

V.4. Aproximación en el tiempo. 

Con la aproximación espacial obtenida mediante el Mé 

todo de Elementos Finitos, los problemas variacionales en elas

to/viscoplasticidad se redujeron a un sistema de ecuaciones di 



210 

ferenciales ordinarias en el tiempo. 

La integración numérica de este sistema puede reali-

zarse por algunos de los métodos clásicos ya existentes tales 

como Método de Euler, Métodos de Runge-Kutta, etc. A efectosde 

simplificar la presentación en esta sección, limitaremos la mi~ 

ma al Método Euler aplicado al Principio de la Potencia Virtual. 

Esta misma formulación puede ser extendida al sistema de ecua -

ciones diferenciales ordinarias provenientes del funcional de 

Hellinger-Reissner. 

El sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias a 

que habíamos arribado es el siguiente: 

Dvp = y < <P '( i__) > fT fo 
• Hvp Kv = F + 

D (Viµ 
a Vv) s = V + a 

• ID (D Dvp) T = -

X = x(JtT.Dvp dt) 
o 

con las condiciones iniciales: 

u(X,0) = u
0

, E(X,0) = E
0 

, Evp{X,0) = O , T(X,0)= T
0 

x(X,0) x
0 

asociadas a la solución del problema elástico en el instante 

t = o. 

Podemos observar que si en un instante t son cono

cidos los campos u,E, Evp ,T, x··, mediante el sistema anterior se 

determinan Dvp 1 V,D,T y X· La secuencia de cálculo para lograr 
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esto, es la siguiente: 

1. Se determina el tensor Dvp en el instante t a través de: 

ya que f y fT son funciones de T y X conocidas. 

2. Con el valor de Dvp se determina el vector Hvp y posterior

mente se calcula el campo de velocidades v mediante la re 

solución del sistema: 

Kv = F + Hvp 

3. Conocido v es posible definir el campo de velocidad de de 

formación D por: 

4. Lo anterior hace posible el cálculo de T: 

T = ID (D - D vp) 

5. La tasa de variación del coeficiente X en el instante t 

estará dada por: 

X= x' T.Dvp 

6. Con estos elementos podemos definir el estado, en que se en 

cuentra el sólido, en el instante t' = t + ôt por: 

E ( t' ) = E + nt D 

Evp(t') = Evp + ót Dvp 

u( t') = u + ót V 

• T (t') = T + ôt T 

xtt' l = X+ ôt X 
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Conocido este nuevo estado se procede a repetir los pasos 1 

a 5 a efectos de calcular el estado siguiente. 

Finalmente, debemos observar que fue este el algori! 

mo numérico empleado en la resolución de los problemas de apli

cación presentados más adelante. 

V.5. Algoritmo numérico en elastoplasticidad. 

Tal como fue observado en el capítulo IV, las ecua

ciones constitutivas de elasto/viscoplasticidad permiten en el 

limite (x f O, y ~ 00 ) obtener el correspondiente modelo plásti-

co. 

De lo anterior se sigue que el algoritmo propuesto 

para resolver problemas en elasto/viscoplasticidad puede ser em 

pleado para analizar modelos elastoplásticos. NÓtese la impor

tancia que tiene este hecho desde el punto de vista computaci~ 

nal. En efecto, un mismo programa de cálculo automático puede 

así, resolver problemas tanto viscoplásticos como plásticos con 

sólo una adecuada selección de los parâmetros de la ecuación cons 

titutiva. 

A continuación describiremos el algoritmo numérico~ 

ra elastoplasticidad. Aqui debemos notar que el tiempo t pasa 

a ser un parâmetro que define solamente la secuencia de los e 

ventos. 

Al igual que en elasto/viscoplasticidad, admitiremos 

conocido el estado (u,E,EP,T) en que se encuentra nuestro cuer-

po en el instante t . n 
Por simplicidad designaremos ese esta-
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Para determinar la respuesta para el nivel de carga 

(bn+l' ªn+ll y desplazamiento prescripto un+l se procede de la 

siguiente forma. 

1. Se determina, llevando en cuenta el estado n (residuo del 

término independiente), la respuesta elástica correspondie~ 

te al incremento de carga al pasar del nivel de carga n al 

n+l. 

2. El estado tensional resultante, permite distinguir enel cuer 

po regiones donde f f O y f • O. En esta Gltima, la ecua

ción constitutiva elasto/viscoplástica (con y suficienteme~ 

te grande, ~ y f adecuados al modelo plástico que se de 

sea analizar) permite definir una velocidaà de deformación 

Dvp. A continuación procedemos a aplicar el proceso nurnéri 

co 1.-5. (presentado en el caso de elasto/viscoplasticidad) 

hasta que Dvp= O en toda la región íl del sólido. 

Desde el punto de vista computacional, lo anterior equivale 

a aplicar el procedimiento hasta que, por ejemplo, el módu

lo del vector de fuerzas asociado a las deformaciones visco 

plásticas sea suficientemente pequeno comparado con el módu 

lo del vector incremento de carga. 

Observemos que alcanzada la convergencia (Dvp=O) tendremos 

un estado tensional que satisface en todo punto del sólido 

la condición f ~ O. 

3. Para analizar la respuesta en el nivel n+2 se repite 1.-2. 

Aqui debemos notar que el algoritmo anteriores i 

gualmente Gtil en la determinación de carga de colapso, por fllle!l_ 

eia plástica, en el caso de estructuras de materiales idealmen-
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te plásticos. 

V. 6. Algoritmo numérico en Creep Secundaria. 

Nuevamente, recordemos que el modelo elasto/viscoplá~ 

tico con x = O permite analizar problemas de creep secundaria. 

Dado que en creep secundaria b = a = O, el funcio-
Aa 

nal ~ se reduce a: 

ya que para X= O 

El algoritmo numérico para creep secundaria es idén-

tico al algoritmo 1.-5 de elasto/viscoplasticidad. El proceso 

se repite hasta que el estado tensional y de velocidad de defor 

mación sean estacionarias. 

Desde el punto de vista computacional, lo anterior e 

quivale a aplicar el procedimiento numérico hasta que la norma 

de la diferencia entre el vector término independiente en el ins 

tante n+l y el vector término independi ente en el instante n 

sea suficientemente pequena. Es decir, hasta que: 

!J, ~ De) a. 
2 l 1/2 

[ ID 
e 

(171/'c,) s J (Dn+l - díl j < E l íl a=l n 

donde 

E> O suficientemente pequeno. 
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V.7. Aplicaciones numéricas. 

En esta sección vamos a presentar las soluciones a 

proximadas, obtenidas con el algoritmo elasto/viscoplástico ya 

analizado {Párrafo V.3 a V.6) de los problemas cuyas soluciones 

exactas fueron determinadas en capítulos anteriores. 

Las soluciones aproximadas para elastoplasticidad y 

creep secundario son presentadas comparándolas, cuando es pos! 

ble, con las correspondientes soluciones exactas. 

En virtud de que los problemas aqui tratados son to 

dos axisimétricos, tanto en la geometria como en el sistema de 

fuerzas, hemos empleado un elemento axisimétrico, en particular 

el elemento isoparamétrico lineal. 

Dada la naturaleza del algoritmo empleado, los des 

plazamientos y velocidades son conocidos en cada nudo de lapa~ 

tición realizada y las tensiones y deformaciones son conocidas 

para cada punto de integración. Los resultados de tensiones ., 

presentados en las figuras que mostraremos más adelante, corre~ 

ponden a tensiones en el centro del elemento. Aqui debemos ob 

servar lo siguiente, el programa de cálculo automático elabora

do permite seleccionar el número de puntos de integración en ca 

da elemento (4,9). De esta manera, el cálculo de la tensión en 

el centro del elemento se realiza a través del promedio de las 

tensiones alcanzadas en los puntos de integración, solamente 

cuando dichos puntos no contienen al centro del elemento. Por o 

tra parte los resultados presentados en las figuras correspon -

den al caso de 4 puntos de integración siendo que, los resulta

dos obtenidos para 9 no presentaron diferencias como para ser 

consideradas. 
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Para el análisis de los problemas elastoplásticos prQ 

cedemos a aplicar el algoritmo presentado en el Párrafo V.5. Co 

mo vimos allí, el proceso iterativo a nivel de cada incremento 

de carga era suspendido cuando: "el módulo·del vector de fuer

zas asociado a las deformaciones viscoplásticas sea suficiente

mente pequeno comparando con el módulo del vector incremento de 

carga". En los ejemplos hemos adoptado como criterio el siguieg 

te: 

donde: 

11 llP li- IIHvp li 
11 llP li 

<E= 0.001 

11 llP 11 es la norma del vector incremento de carga 

11 H vp li es la norma del vector de fuerzas asociado a las defor

maciones plásticas. 

Para la selección del paso de integración (llt) ,tanto 

para problemas en plasticidad, creep y viscoplasticidad, se 11~ 

vó en cuenta dos aspectos 49 • El primero consiste en limitar el 

incremento de deformación inelástica a un porcentaje de la de 

formación inelástica acumulada. En cada punto de 

tomamos: 

donde: 

integración 

11Dvp li es la norma, para el instante de tiempo que se está es 

tudiando, de la velocidad de deformación inelástica. 
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IIEvp li es la norma de la deformación inelástica acumulada. 

T = 0.1 

Siendo que, de todos los 6t obtenidos adaptamos el menor de e 

llos que llamaremos 6t. 

El segundo aspecto consiste en limitar este 6t a un 

porcentaje del 6t empleado en el paso anterior, que designare

mos 6t. En nuestro caso adaptamos: 
a 

A continuación procedemos a presentar los resultados 

obtenidos para los ejemplos de la esfera hueca, cilindro hueco 

infinito y disco girando alrededor de su eje. Cada uno de es 

tos ejemplos fue analizado para materiales elastoplásticos,creep 

secundaria, y materiales elasto/viscoplásticos. En cada uno de 

ellos fueron analizadas diferentes ecuaciones constitutivas. 

V.7.1. Ejemplos en plasticidad. 

EJEMPLO 1. Se estudiÓ el problema de una esfera hueca con pr~ 

sión interna, constituida de un material plástico ideal que 

verifica la ley de von Mises. 

La región de la esfera analizada mediante el algoritmo e 

lasto/viscoplástico fue dividida en elementos, como indica 

la figura V.l.a. 

Las distribuciones de tensiones circunferenciales y radia

les, obtenidas para diferentes niveles de plastificación, 

son presentadas conjuntamente con las soluciones exactas , 
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en la figura V. 2. para la relación de radios r /r.=1.5, e l. 
y 

en la figura V. 3. para re/ri = 2. (Ejernplo 1, Capítulo I) • 

La 
.~ 

interna y los correspondientes desplazarnientos presion 

radiales de los puntos internos .y externos de la esfera, 

sondados cuando re/ri = 1. 5 en la figura V.4. y cuando 

r /r. = 2 en la figura V. 5. 
e l. 

Si bien los resultados numéricos obtenidos para las tensio 

nes (figuras V.2. y V.3.) se aproxirnan bastante a las solu 

ciones exactas, en el caso de los desplazarnientos (figuras 

V.4. y V.5.) los resultados numéricos se separan de la so 

lución exacta a medida que nos acercamos a la carga limi

te, siendo la diferencia rnayor cuando la esfera hueca es 

mas espesa o sea re/ri = 2. 

EJEMPLO 2. El cilindro hueco con presión interna fue analizado 

para el caso de plasticidad ideal, ley de Tresca (Ejernplo 

2, Capítulo I) . 

La región del cilindro estudiada fue subdividida en 10 ele 

rnentos corno indica la figura V.l.b. 

Para diferentes niveles de plastificación la distribución 

de tensiones radiales, axiales y circunferenciales, tanto 

en la zona elástica corno plástica, son presentadas cornpa -

rándolas con las soluciones exactas en las figuras V.6-7 -

8. 

La presión correspondiente a los diferentes niveles de pla~ 

tificación analizados y los respectivos desplazarnientos r~ 

diales de puntos internos y externos de un cilindro hueco 

con relación de radios r /r. = 2, sondados en la figura e i 

V. 9. 
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1 1 I I 1 I I I I I J 
o) 

III III I l III IIIlillIIII II l I J 
b) e) 

f f f f 1 + f f f f t ~ opoyo deslisonte 

d) 

Fig. V .1. 
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1. 

plast. 

plast. 

plast. elast. 

.5 ~--~-c~.lrl~~~~d 
cl',. • l I • 

-.5 

r1 --
e i 

•I Sol. e xocto r 8 --~-------1 

- I.O ...._•_M_._E_. F------~-~-----'-----' 
1. 1.1 1.3 1.4 1.5 

Fig.V.2. Tensiones circunferenciales y radiales en esfera 
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Los resultados numéricos obtenidos tanto en desplazamien

tos como en tensiones hasta el nivel de plastificación 

c/r. = 1.8, son excelentes si se tiene en cuenta la 
l 

poca 

cantidad de elementos empleados en la subdivisión de la re 

gión analizada. 

Finalmente en la figura V.10. se presentan los valores de 

las tensiones y desplazamientos residuales obtenidos luego 

de cargar el cilindro hasta el nivel de plastificación 

e/ri= 1.4. y descargarlo posteriormente. En este caso los 

resultados numéricos también coinciden con la solución e 

xacta. 

EJEMPLO 3. Se analizó un disco hueco de espesor constante y r~ 

lación de radies r /r. = 4, para las leyes constitutivas de e i 

plasticidad ideal de von Mises, Tresca y von Mises-Tresca. 

La región del disco estudiada fue subdividida en 20 elemen 

tos como indica la figura V.l.d. 

Para todas las leyes constitutivas mencionadas, se consid~ 

raron 6 niveles de velocidad angular, correspondientes a 

los niveles de plastificación c/r. = 1.,1.6,2.2, 2.8, 3.4, 
l 

4., determinados admitiertdo que el material verifica la 

ley de Tresca (Ejemplo 3, Capitulo I). 

En la figura V.11. se presentan las distribuciones de ten 

siones radiales y circunferenciales en el disco, obtenidas 

mediante el empleo del algoritmo elasto/viscoplástico para 

el caso particular de la ley de Tresca, y se las compara 

con la solución exacta. En todos los niveles de velocidad 

del disco, los promedios de las tensiones, tomadas en el 

centro de cada elemento, coinciden con la solución exacta 

y solamente cuando el disco alcanza la velocidad limite p~ 
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tica, la tensión circunferencial en el elemento 10, difie 

re algo de la solución exacta. 

En la figura V.12. se presentan las tensiones obtenidas me 

diante el método aproximado para el caso particular de la 

ley de plasticidad ideal de von Mises. 

Los seis niveles de velocidad angular analizados en este 

caso, son iguales a los empleados cuando se considerá la 

ley de plasticidad ideal de Tresca. 

En el caso de la ley de Tresca, la tensión circunferencial 

no puede superar el valor de fluencia del ensayo de trac

ción uniaxial, Te< Y, mientras que en el caso de la ley 

de von Mises, el criterio de plasticidad permite obtener 

tensiones circunferenciales superiores, Te > Y. 

Cuando el disco plastifica totalmente(c/r. = 4) segun la 
l 

ley de Tresca, en el caso de la ley de von Mises el nivel 

de plastificación alcanza solamente el valor c/r. = 2.5. 
l 

En la figura V.13. se comparan las tensiones obtenidas p~ 

ralas 3 leyes plásticas cuando el nivel de plastificación 

del disco, según la ley de Tresca, alcanza el valor c/r. = 
l 

= 2.2. 

Las tensiones obtenidas mediante la ley de Tresca y von M! 

ses coinciden. Salvo en la zona plastificada las tensiones 

radiales correspondientes a ambas leyes constitutivas pr~ 

sentan una pequena diferencia. La tensión radial obtenida 

mediante la ley constitutiva de von Mises es superior a 

las otras dos y tal como fue observado, en la zona plasti

ficada la tensión circunferencial toma valores superiores 

al valor de la tensión de fluencia Y. 
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La velocidad angular correspondiente a diferentes niveles 

de plastificación y los respectivos desplazamientos radi~ 

les de puntos del circulo interno y externo del disco hue 

co, para lastres leyes constitutivas y para la solución 

exacta, sondados en la figura V.14. 

En dicha figura, se aprecia que a medida que la velocidad 

angular del disco se acerca al limite plástico los resul 

tados numéricos se apartan de la solución exacta. 

Finalmente en las figuras V.15 y 16 se muestran los valo 

res de las tensiones y del desplazamiento correspondiente:s 

al nivel de plastificación c/r.= 2.2 y las tensiones y des 
l -

plazamiento residuales posteriores al frenado del disco. 

Dichos resultados coinciden también con las respectivas 

soluciones exactas. 

V.7.2. Ejemplos en creep secundaria. 

EJEMPLO 1. Se analizó el problema de una esfera hueca, someti

da a una presión interna constante y constituída de un ma 

terial que experimenta deformaciones de creep secundaria 

según la ley de von Mises-Odqvist. La región de la esfe

ra estudiada fue dividida en 10 elementos como indica la 

figura V.La. 

Las distribuciones de tensiones radiales y circunferenci~ 

les para n = 1,2,6 obtenidas mediante el algoritmo elasto/ 

viscoplástico, para una relación de radios r /r.=1.5, son e i 

presentadas en la figura V.17, conjuntamente con las co 

rrespondientes soluciones exactas (Ejemplo l,Párrafo II.7). 
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En dicha figura son comparados también, los valores aproxl 

mados de la velocidad para n=2 y ·6 con las respectivas so 

luciones exactas. Tanto los valores de las tensiones, co 

mo los de las velocidades coinciden practicamente con las 

soluciones exactas. 

EJEMPLO 2. Un cilindro hueco infinito con presión interna cons-

tante, y relación de radios r /r. = 4 fue analizado 
e i 

para 

el caso de la ley constitutiva de.creep secundaria de ·von 

Mises-Odqvist. Se empleó el algoritmo elasto/viscoplástico 

y la región estudiada fue dividida en elementos como indi 

cala figura V.l.c. 

Los valores de las tensiones radial, axial y circunferen -

cial para n=l,2 y 6 (figura V.18) coinciden con la corres

pondiente solución exacta (Ejemplo 2, Párrafo II.7). 

EJEMPLO 3. El caso de discos huecos que giran a velocidad cons

tante y que experimentan deformaciones de creep en régimen 

estacionaria fue analizado para diferentes leyes constitu

tivas. 

Se determiná la distribución de tensiones en un disco hue 

co de radio interior r. = l.25in y radio exterior r =6in, 
1. e 

que gira a una velocidad de w = 15000rpm, 
. . 

con masa espec1.-

-4 2 4 
fica p = 7.35 x 10 tb.seg /in. 

Utilizando el modelo elasto/viscoplástico y empleando las 

leyes constitutivas de von Mises-Odqvist, von Mises-Tresca 

y Tresca se obtuvieron soluciones para diferentes valores 

de n(n=4,6,9). 
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En las figuras V.19 y 20 se comparan los valores obtenidos 

para las leyes de von Mises-Odqvist y von Mises-Tresca,con 

los resultados a que arriba WHAL 30 integrando numericamente 

las ecuaciones diferenciales. También presentamos la co 

rrespondiente solución elástica. 

En la figura V.21. se presentan los resultados obtenidos p~ 

rala ley de Tresca, con la correspondiente solución exac

ta(Ejemplo 3, Párrafo II.7). 

En todos l_os casos, los valores obtenidos mediante el mode 

lo elasto/viscoplástico coinciden con los presentados por 

Whal para los casos de von Mises-Odqvist y von Mises-Tres

ca y con la sol ución exacta para el c·aso de Tresca. 

Finalmente, en la figura V. 22 se presentan las tensiones ob 

tenidas empleando lastres leyes constitutivas anteriormen 

te mencionadas para n=6. En dicha figura, se aprecia que 

las tensiones radiales practicamente coinciden y que las 

tensiones circunferenciales, para cada ley de creep, pre

sentan diferencias pequenas. 

V.7.3. Ejemplo en elasto/viscoplasticidad. 

EJEMPLO 1. Se analiz~ el casa de una esfera hueca sometida a u 

na presión interna constante superior al valor del limite 

plástico. Dicha esfera está constituída de material elas

to/viscoplástico que satisface la ley de Hohenemser-Prager. 

Se empleó el algoritmo elasto/viscoplástico y la región de 

la esfera estudiada fue subdividida en elementos como indi 

cala figura V.l.a. 
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Se determinaron las distribuciones de tensiones y veloci -

dad en una esfera de radio interior r. = 100cm, 
l. 

rior r = 150cm, presión interna p 
e 

2 = 2000kg/cm, 

radio exte 

tensión 

de fluencia Y = 1000kg/cm
2

, módulo de elasticidad E= 2 X 

7 2 x 10 kg/cm, coeficiente de Poisson v = 0.3 y coeficiente 

= -1 de fluidez y = 100/v3 seg 

En las figuras V.23 y 24 se presentan las distribuciones 

de tensiones radiales y circunferenciales obtenidas para 

diferentes valores de t y se las compara con la 

exacta(Ejemplo 1, Pãrrafo IV.3). 

solución 

En las figuras V.25 y 26 se muestran los resultados obteni 

dos para la tensión efectiva y velocidad, comparãndolos tam 

bién con la solución exacta. Tanto en tensiones como en ve 

locidad los resultados a que se arribaron practicamente co 

inciden con la solución exacta. 

Finalmente en la figura.V.27 se muestra la variación con 

el tiempo de las tensiones radiales y circunferenciales 

en determinados puntos de la esfera elasto/viscoplástica. 

Por.Último debe observarse que cuando t ~ oo se obtiene la 

solución del problema equivalente para material viscoplás

tico (Ejemplo 1, Párrafo III.8). En nuestro caso la condi

ción de estacionaridad practicamente es alcanzada para t = 
-5 = 1 x 10 (Figura V.27). 
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