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SUMARIO

Estabelecem-se as equagoes para os problemas unidimen
sionais de propagagao de ondas de deslocamento e-tensﬁo em meios
elasticos inomogéneos. 0 método de Riemann-Green & examinado e
sua aplicagao ao problema de valor inicial e desenvolvida. Com a
solugao numeérica das equagoes integrais resultantes, a funcao de
Riemann e construida, para meios suaves e seccionalmente suaves,
apresentando-se varios exemplos de materiais e formas de onda.
A possibilidade de se incluir condicoes de contorno & considera-

da, obtendo-se a solugao para o meio semi-infinito.



ABSTRACT

The governing equations for one-dimensional displace
ment and stress waves in non-homogeneous elastic media are de
rived. The use of Riemann-Green's method is suggested and ap-
plied to the initial value problem. Upon numerical solution of
the resulting integral equations, the Riemann function for
smooth and sectionally-smooth media is constructed, several exam-
ples of materials and wave shapes being shown. The possible in
clusion of boundary conditions is considered and the solution

for semi-infinite media is obtained.
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CAPITULO 1

INTRODUCAD



i. ONDAS EM MEIOS INOMOGENEOS

1.1. Problemas de propagagao.

A presente escassez de métodos matematicos e procedi
mentos numericos diretamente aplicaveis a problemas de propaga
cao de ondas nao se deve, certamente, a que tais problemas se-
jam pouco frequentes. De fato, quase todos os movimentos da ma
teria envolvem a propagacao de ondas, ja que, para qualquer ma
terial real (n3o rigido), os esforgos aplicados a uma dada por
¢ao se propagam para as partes vizinhas com velocidade finita.

Uma hipotese simplificadora, implicita em muitos
trabalhos, & aplicavel quando a escala de tempc em gue ocorrem
mudangas importantes nas condigGes dinamicas (e.g. a intensida
de de uma agao externa) e muito maior que o tempo em que as on
das percorrem todo o dominio de interesse, Tal situagdo e deli
beradamente provocada, por exemplo, no ensaio mecanico de mate
riais, onde a curva tensao x deformagao e obtida com pequena ve
locidade de deformagao. Para corpos de prova longos e deforma-
goes rapidas, nao se poderia determinar as propriedades do mate
rial sem o recursoc a uma analise de propagagiol‘z. Ainda sob
tal hipotese, varios processos industriais de conformag3ao, apa-
rentemente rapidos, sdao analisados com modelos quase-estaticos.

Embora de dificil tratamento, os problemas de propa
gacao de ondas sao inevitaveis na abordagem de certos fenomenos

naturais, tais como os sismos e a circulagao sanguinea, e num



grande numero de processos tecnologicamente importantes, como as
deformagoes por impacto, os transientes hidraulicos, as ondas e
letromagnéticas e acusticas na atmosfera, a prospeccgao geologi-
ca, a ultrasonografia, etc.

A maioria dos resultados conhecidos para problemas de
propagacao concerne problemas lineares, em meios homogeneos e
configuracoes geometricas simples.

A nao-linearidade e a dificuldade mais importante,
pois descarta grande parte dos instrumentos de analise matemati
ca disponiveis. Assim, embora se estude o comportamento dinimi
co de materiais , as equacoes constitutivas nic lineares sdo
de dificil aplicagao, exceto em alguns casos guase-lineares, em
que se pode transformar o problema em um linear, pela transfor-
magao da hod69rafa617. 0 metodo das caracterTsticas6 , que sera
abordado adiante (sec. 3 ), € o unico ate hoje extensamente usa
do na solucdo numerica de problemas ndo-lineares de propagagao.
Como consequencia da falta de metodos analiticos, muitos proble

— - L] b L3 L] . a,g
mas nao-lineares impoem o recurso a estimativas e experimentos .

1.2. Meios inomogeneos.

A modelagem matematica de um meio inomogeneo consis-
te, essencialmente, na adogao de padrees simples para a variagao
espacial dos parametros constitutivos. A adequagao do modelo de
pende largamente do tipo de meio e problema de propagagao inves-
tigado.

Flutuagoes espaciais e temporais das propriedades m§



dias sao observaveis em todo meio rga]. Tal inomogeneidade alea
t6r1’alo e um fator importante em certos fenomenos, como 0 espa -
lThamento e a atenuagao de ondas acusticas e eletromagneticas, es
pecialmente no caso de fluidos sujeitos a turbulenciall.

0 tipo de inomogeneidade que sera aqui estudado, con
siste na variacao macroscopica das propriedades medias_de um ma
terial. Superposta a inomogeneidade aleatoria, essa inomogenei-
dade regular e frequentemente encontrada. Enquanto em meios flu
idos, como a atmosfera12 e o mar, os gradientes de propriedades
ocorrem pela presenga atual de campos nao uniformes de tempera
tura e pressao, os meios solidos, alem de tais efeitos atuais,po
dem apresentar inomogeneidade reqular permanente, como um efeito
“cristalizado" de sua historia de formagao. Tal & o caso , por
exemplo, dos so]os13 e de certos tecidos biologicos, como os os

1w
50§ .

As ligas metalicas teém seu comportamento diretamen-
te 1ligado a estrutura granular microscopica, moldada ao longo de
sua historia térmica, quimica e mecanica. Assim, a ndo-uniformi
dade de um processo pode provocar inomogeneidade regular num cor
po metalico. Um exemplo interessante @ a produgac de um corpo i
nomogeneo por um processo dinamico de deformagdo pIEsticae (fig.
1.1.): um projetil, originalmente homogeneo, deforma-se ao coli
dir com um obstaculo. Sofrendo encruamento nao-uniforme, o mate

rial do projetil e agora inomogeneo , quanto ao comportamento

plastico.
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Figura 1.1.: Encruamento dinamico
(a) projetil inicialmente homogeneo
(b) no impacto, cada regiao sofre deformagao
diferente
{c) corpo inomogeneo extraido do projetil
Do ponto de vista das aplicagoes praticas e  tambem
quanto ao tipo de problema matematico que colocam, os problemas
de propagagao de ondas em meios inomogeneos podem ser divididos

em duas categorias: os problemas de simulagdo , em que se procu-
ra a resposta de um meio conhecido a uma excitagao dada, e 0s

problemas de identificacao , em que se busca determinar o perfil

das propriedades do meio, dada a excitagdo e registrada a respos

ta.
Embora os problemas de identificagao tenham importan

tes aplicagoes (diagnostico medico por sonografia, prospecgao geo



logica, controle de qualidade) e, formalmente, parecam ate mais
simples - porque reduzem a equagoes diferenciais de ordem infe-

rior, em que as incognitas sao os coeficientes das equagoes de

onda - sua real utilidade esta vinculada a possibilidade de se
construir a solugao conhecendo-se a resposta do meio apenas em
certo numero de pontos (microfones, sondas, transdutores). Com
tal restricao, os problemas de identificagao se tornam bem mais
complexos, envolvendo certo grau de indeterminacao.

A figura 1.2. mostra uma ultrasonografia do ventre
de uma gestante, que possibilitou avaliar a idade do feto pela
dimensao da cabega. Observemos que, apesar de parecer a imagem
de uma area, e na realidade um conjunto de manchas, com as quais
o especialista "interpola" visualmente a imagem completa. A exe
cugao matematica de tal leitura constituiria a solugao aproxima

da para o problema de identificacgao.

Figura 1.2.: Ultrasonografia do ventre de uma gestante.
A seta indica a cabega do feto.



0 desenvolvimento de tais procedimentos numericos es
t3 intimamente ligado @ solugdo dos problemas de simulagao den

tro dum contexto de formulas de representacao, nas quais a solu

cao & expressa como um funcional das propriedades do meio e das
condicbes de excitagdao, sendo esses dois fatores claramente se
parados. Assim, um metodo de simulagcdo totalmente numérico, em
que as condigoes iniciais e de contorno e os carregamentos de-
vam ser incorporados desde o inicio, fornece pouca visao das ca

racteristicas proprias do material.

1.3. Aspectos geometricos.

Em problemas envolvendo interfaces, a complexidade
geometrica de tais contornos pode trazer um obstaculo importan
te 2 analise. Quando tal complexidade & irremovivel, tem-se ob
tido solucOes com a simplificagao das caracteristicas da onda.
Tal e o caso da onda plana, modelo apropriado para um pequeno
trecho de superficie esferica, com os correspondentes mEﬂMosggg
meétricos, amplamente utilizados em aclstica arquitetonica e oti
ca.

Para a considera¢ao simultanea de complexidade geg
métrica e inomogeneidade material, ve-se algum futuro no metodo
dos elementos finitos. A maior dificuldade na aplicagao de tal
método a problemas hiperbolicos surge do fato de que nestes pro
blemas e possivel a propagagao de superficies de descontinuida
de, cujo posicionamento no interior de elementos seria dificil.
Além disso, tais superficies trazem complicagoes a formulagdo

- -, 15
das equagoes validas para cada elemento .



Un recurso comum de simplificagao geometrica e a con
sideragao de modelos dotados de certa simetria, o que conduz a
problemas uni e bi-dimensionais. Do ponto de vista da transmis
sao de sinais, tais modelos tem comportamento diferente dos tri
dimensionais, o que pode trazer certa dificuldade no tratamento
do problema de identificagao de meios inomogeneos. Neste senti-
do, os modelos uni-dimensionais podem trazer mais vantagem que
os bi-dimensionais, como sera visto a seguir.

Considere-se o problema de valor inicial para a pro

pagagao da perturbagao u(x,t) em R", dado pela equacao da onda

tt

Uy - €292 u = 0 x ¢ R", t>0 (1.1)

com as condigoes iniciais

u(x,0) = ¢(x)

1>

e R {1.2)
up(x,0) = v(x)

au
t 3t

it

onde V; e o Laplaciano n-dimensional e u

Para n=1 , e facil verificar que (1.1) admite a so

lTugao geral

u{x,t} = F(x-ct) + G(x+ct) (1.3)



o que indica a possibilidade de propagagao de ondas sem distor

¢ao. De fato, com as condigoes iniciais (1.2), obtem-se a so

lugao de d*Alembert

x+ct

u(x,t) = d{x-ct) + ¢(x+ct) + 1 P(s)ds (1.4)
C

N

Xx=-ct

Observa-se da solucao acima que a condigao inicial
de deslocamento se propaga inalterada, enquanto ha dispersao da
condigao inicial de velocidade: o valor u(x,t) depende de ¢ em
todo o intervalo (x-ct, x+ct), e de ¢ apenas nos extremos desse
intervalo.

As solugoes tridimensionais apresentam a proprie-
dade de manter a nitidez da perturbagao inicial, tanto em ¢ co
mo em ¢ . De fato, para os problemas de radiagao esferica (ver

[16] , cap.Ill), pode~se utilizar solugoes do tipo

u(R,t) = F(R-ct) , G(R+ct) (1.5)
R R

e a solugao u(x,t) do problema de Cauchy (1.1-2) para n23 im
par envolve os valores de ¢ e ¢ apenas na superficie esferica
de raio ¢t , com centro em X,

A propriedade de nitidez observada acima, chamada

principio deHuyghens, nao e satisfeita pelas solucgoes para n




par. Em particular, para n=2, n3o e possivel construir solu-
goes progressivas tais como (1.3) e (1.5) e a solugdao wu(x,t)
do problema de valor inicial dependels dos valores de ¢ e § em
todo o disco de raio ct, com centro em X.

Do exposto acima, conclui-se que os modelos unidi -
mensionais podem ser utilizados com vantagem no estudo de propa
gagao de ondas em meios inomogeneos, ao menos no caso de veloci
dade inicial nula, em que a distorg3do apresentada pelas ondas
de tensao e deslocamento podera ser diretamente associada a ino
mogeneidade. A simplicidade matematica e essa facilidade de i
dentificagao tornam os modelos unidimensionais convenientes e u

teis.

1.4, Vantagens do metodo de Riemann.

A maior parte deste trabalho sera dedicada a cons -
trugao de solugoes para o problema de valor inicial de propaga-
¢ao de ondas unidimensionais u(x,t) em um meio elastico inomo-
geneo. Tal problema @ descrito por uma equacgao diferencial 1i

near hiperbolica, sucintamente descrita por

L{u] = f(x,t) Xe (-w,»), t>t0

e pelas condigoes iniciais

u(xaty) = $(x)
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up(xs t) = w(x)

ou, de forma mais compacta, com U

(u,uy)

Ut,) = (¢5¢)

Em vista do que foi exposto no §1.2 , e desejavel es
tabelecer um procedimento cuja parte analitica consista em wuma
solucao formal que separe claramente as carateristicas do mate
rial inomogeneo das condigoes iniciais e esforgos aplicados. A
lem disso, o trabalho numérico requerido para a efetiva constru-
¢ao de solugoes particulares deve ser simplificado.

Para esclarecer melhor as vantagens especificas do
metodo que sera proposto, convém citar dois metodos importantes,
usualmente empregados em problemas de propagacao.

Na efetiva construg3o numerica de solugoes, sao uti-
lizados metodos de diferencas finitas , geralmente sobre uma ma
lha carateristica (ver sec. 3), no plano xt. Atualmente, tais
métodos s3aoc os mais economicos e precisos, tendo sido estendidos

. 17 - -
a mais dimensoes espaciais . Para a integracao da equagao dife
rencial, requer-se o uso das condigoes iniciais e dos carregamen
tos. Isto significa que uma visao geral do efeito da inomogenei
dade sobre a onda & obtida somente por indugao, a partir de um
certo numero de experimentos numericos.

A analise espectrafl @ outro método muito utilizado

em problemas lineares de dinamica de meios continuos. Neste me
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todo, a variavel tempo & eliminada pelo uso da transformagao de
Fourier. Isto corresponde a se admitir, com os coeficientes de
L independentes do tempo, a existencia de solugoes periodicas
do tipo wu(x,t) = F{x) exp (iwt), onde w e a frequencia angu -
lar. Embora se tenha obtido resultados importantes com esse ti
po de anETiseIZJagm, € evidente a dificuldade de construir nume
ricamente a solugao para condigcoes iniciais e esforgos nao pe -
riodicos, o que envolveria a inversao numerica da transformagao
de Fourier. Por outro lado, existe evidencia matematica de que
a resposta de um meio inomogéneo a excitagao periodica nao e ,
em geral, periodica, o que poe em questao a validade da decompo
si¢do espectral, na analise de meios continuamente inomogeneos.
Este fato sera apresentado com mais detalhes na sec. 3.

A possibilidade de se obter uma representagao expli
cita para a solugao u(x,t), em termos dos dados g(to) e f(x,t),
e assequrada pelo fato de que a solugdo, sendo um funcional 1i
near continuo dos dados, pode ser representada por uma integra
¢ao {ver [16],pgs. 453 e 672). Isto significa que, dado o pon
to {x,t), existe um intervalo I e um “dominio de dependenciaQ,
tais que u(x,t) pode ser representada por uma expressao da for

ma

1 -

u(x,t) = [ K .U ds +J K f dA
1 Q

Para equacgoes hiperbolicas, a primeira de tais re

presentacoes foi obtida por Riemann e sera aqui utilizada. Nes-
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sa representacao, os nucleos 51 e K2 sao derivados de uma uni-

ca funcdo de transferencia w(x,t,g,to), a fungao de Riemann. Co

mo sera mostrado na sec.4, esta abordagem & estreitamente rela-
cionada com o método das funcoes de Green, amplamente utilizado
em problemas eliticos e parabdolicos. Para meios inomogeneos sua
ves e seccionalmente suaves, ie, aqueles cujos parametros cons-
titutivos possuem derivadas espaciais até a segunda ordem em
quase todos os pontos, a formulagao classica de Riemann pode ser
aplicada sem o recurso a teoria das distribuigoes, basica para
a abordagem pelas fungoes de Green.

Apesar de sua elegancia e clareza, o metodo de Rie
mann nao tem sido empregado na construcao de solugdes e sim,prin
cipalmente, como uma prova construtiva de sua existéncia. A ex
plicagao parece ser a dificuldade na obtengao da fungao de Rie
mann. Os varios metodos ja encontrados para essa construgao fo
ram relatados por COPSON[20]. Dentre esses o que parece mais a
dequado ao tratamento numerico envolve a solugao de uma equagao
integral, num dominio bidimensional. A resolugao numerica des
sa equagao integral parece exigir um esquema de interpolagao glo
bal, num dominio cuja area cresce com o quadrado de (t-to). Com
isso, pode parecer que o método tem Timitagdes guanto ao espago
de memoria requerido. Isto e obviamente falso, porque, sendo e
quivatente a uma equagao diferencial hiperbolica, a equagdo in
tegral pode ser resolvida por um processo numerico que se "pro-
paga" dentro do dominio. De fato, como sera observado ao se es
tabelecer o procedimento numerico, a interpolacdo seccional pa
ra dominios grandes conduz a sistemas de equagoes algebricas 1i
neares com grande desacoplamento entre as incognitas, obtendo-
se matrizes globais quase-triangulares. Assim, a construgao nu

mérica da fungdo de Riemann se reduz a resolugdo de uma sequen-
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cia de sistemas algebricos lineares de baixa ordem. 0 processo,
portanto, n3o tem limita¢oes de memoria e sim de tempo de compu
tagao.

A efetiva construcao numerica das solugdes para al
guns exemplos mostrara que a fungao de Riemann & um instrumento
interessante para esta classe de problemas, com a vantagem de

conter toda a informagao quanto as carateristicas propagatorias

do meio inomogeneo.
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2. EQUACAO DA ONDA.

0 método de solugdo exposto neste trabalho serd apli
cado ao problema de propagagao de ondas planas em meios elasti -
cos estratificados. E conveniente estabelecer inicialmente as

equagoes dinamicas para um meio elastico inomogeneo.

2.1, Deslocamento e deformacdo.

Um corpo continuo C e observado por um sistema de re

ferencia no espago, na configuracao K, ver fig. 2.1. 0 movimen-

to de C no referencial R &, portanto, a sequencia temporal de

configuragoes K(t).

X:’l Ko
a.\!
-
e @
a P\
l/ N uit)
N //
™ P
l'o — \ 2
by |
R r(h)
X2

Fig.2.1.: Deslocamento de um corpo continuo entre duas con
figuragoes.
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Para um corpo solido, e util tomar-se tambem uma
configuragao de referencia KO , geralmente uma configuragao fac
tiveIZIe, mais comumente para materiais elasticos, a configura-
¢io natural, indeformada. Sobre a configuragdo de referencia,
define-se um sistema de coordenadas yi , adequado a geometria
do solido. Se a posigao de referencia de uma particula X e L
os vetores a. = Bgolayi constituem uma base natural de refe -

réncia. 0 tensor metrico dessa configuragdo sera

Na configuragao deformada K(t), sendo b, os veto

22 -
res da base natural do sistema deformado , tem-se a metrica

-ty

h..
1]

Sendo r(t) a posicao da particula X, o deslocamen

to de X no instante t e dado por

onde a' e b' sio as bases duais, satisfazendo
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Pode-se mostrar que, em termos dos componentes do deslocamento

na base de referencia, a deformagao e

k
2¢.. = U, ., +u, ., + . .
€ij ivi T Y5, T Y ik,

onde wu., .
Jsl

Considerando pequenas as deformagdes, o tensor deformagao ¢ se

e a derivada covariante em relagao a y1 (ver [22]).

ra aproximado por e, dado pela expressao linear

2 e..=uU, .+ U, . (2.1)

6 =e. =g e,. (2.2)
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A hipotese de pequenas deformagoes permite confundir
as coordenadas deformadas com as de referéncia, com a consequen
te linearizagdo das expressoes, nas coordenadas de referencia,pa

ra as derivadas espaciais efetuadas na configuracao atual.

2.2. Equagao dinamica.

A equagao constitutiva de Cauchy para um solido elag

- . 23 . -
tico linear isotropico , relaciona a tensao g <com a deforma-

¢ao e por

i i i
, = . + 2ue. 2.3
0j = Aed; ne, (2.3)

onde ) e p sao os parametros constitutivos de Lamé, cuja relacgdo

com os modulos de Young e Poisson @

Ev E
A= : = — (2.4)
(T+v)(1-2v) 2{1+v)

A forma diferencial do balango da quantidade de mo-
vimento linear em um meio continuo e descrita pela equagao diné

mica de Cauchy

divg + f = 0 (2.5)
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ou, em componentes

onde f = p(b - E), sendo p a massa especifica local do meio, pb
0 resultante das forgas de corpo e E a aceleracao.

Para um solido inomogeneo, admite-se a variacgao espa
cial dos parametros materiais. Assim, substituindo (2.3) em
(2.5}, obtém-se a equagao de movimento para um meio elastico ino

mogeneo:

()H.u) 3_9 + 8 __3)\ + 29'5 -—31'l + ungu. ..+ f.
j j j k i,jk i
oy 3y 3y

ou, com o Laplaciano definido por vzui =9 u, ik tem-se
b ]

(x+u) EJ% + uvzu,i + 9 EL%-+ 29?-31% + fi =0 (2.6)
3y dy oy

2.3. Ondas de dilatacao e distorcao.

0 sistema de equag6es diferenciais (2.6) &€ de tipo

hiperbolico e o carater propagatorio de suas solugdes & bem co
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nhecido. Tomando, para ilustra¢do, o caso do material homogeneo

24 _
pode-se mostrar que existem dois tipos de solugao, desacopta-

dos, que se propagam com velocidades diferentes. Utiliza-se pa

ra o deslocamento wu a representagao de Helmholtz
U =grad ¢ + rot y

com a restrigao div y= 0. Considerando, por simplicidade, a au
séncia de forgas de corpo, a representagao acima, substituida em

(2.6), conduz a
grad [(1+20)7% - o§] + rot (uvty - pd) = 0

equagao que pode ser satisfeita se ¢ e ¢ forem solugoes das e

quagoes

onde

2 _ A+2 ) =
el S S (2.7)
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Tem-se, portanto, dois tipos de onda, propagando-se

as velocidades ¢

L & St A onda ¢ transporta dilatagoes, ja

que

enquanto a onda ¢ transporta distorgoes equivolumétricas, pois

div ¢ = 0.

2.4, Meios estratificados.

0 modelo mais simples para um meio inomogeneo e 0

meio estratificado seccionalmente homogeneo, em que as inter-

faces onde o material sofre variagao de propriedades s3ao super-
ficies concentricas, ie, o material e homogeneo em camadas de
espessura uniforme.

Do ponto de vista pratico, serdo considerados meios
estratificados aqueles em que se pode estabelecer um sistema de
coordenadas tal que as propriedades do material variam com uma
coordenada apenas. O0s mejos estratificados mais comuns, portan
to, tem camadas planas, cilindricas ou esfericas.

Enquanto o meio estratificado seccionalmente homo
geneo encontra diversas aplicagoes, como em sismologia, prospec
¢ao geologica, isolamento aclistico e dinamica de compositos, ou

tros problemas requerem que se admita a variacao continua de pa
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rametros materiais. Sera designado por mejo estratificado con-

tinuo, um meio em que as propriedades variam continuamente, admi
tindo-se que os gradientes de todas as propriedades materiais se
jam paralelos em cada ponto. Neste caso, e possivel, ao  menos
localmente, estabelecer um sistema de coordenadas na configura -
¢3o de referencia, tal que as propriedades do material so variam
com uma coordenada, seja y! . 0 paralelismo dos gradientes nao
e uma hipotese muito restritiva, considerando um dado evento co
mo gerador da inomogeneidade. Tomando, por exemplo, um meio uni
forme submetido a um campo de temperaturas, tem-se um exemplo de
material inomogeneo contfnuozs.

Para um solido elastico inomogeneo com estratifica-

1

¢ao continua e diferenciavel na coordenada y'!, a equagao (2.6)

tera os componentes

(A+u} 28 uvzul vg 2R Ze:EJi +f =0 (2.8)

ay !

Os problemas unidimensionais para o sistema acima,
reduzem~-no ainda mais, conduzindo a equagoes e condigoes de con
torno simples. Tres casos unidimensionais podem ser considera-
dos: tensao longitudinal, deslocamento longitudinal e cisalha -

mento, exemplificados a seguir.
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2.5. Exemplo: ondas axisimetricas.

Considere-se, inicialmente, uma cavidade cilindrica
longa, em um meio estratificado segundo a coordenada radial r.
No caso de simetria axial de deslocamento e deformagdes, as e

quagoes (2.8) se reduzem ao sistema desacoplado

32y U u
p—2 = y(r) 2 (2 4+ 2 (2.9)
ot? ar ar r
32”r 3 u, U Up ¢
p = = [EX(r) (— + —)|- 2— =& (2.10)
at2 ar 3 r r r dr
onde
E{(l-v)
E* = x4+ 2y = (2.11)

(T+v)(1-2v)

Assim, com o deslocamento longitudinal uz=0, tem-se
dois problemas unidimensionais desacoplados: a onda de cisalha -
mento (2.9) e a onda de dilatagac (2.10), propagando-se com
as velocidades c; e ¢ , respectivamente. 0 caso de ondas unidi
mensionais de tensao, que poderia ser obtido em uma placa fina,
nao sera aqui discutido. E semelhante ao problema de ondas 1lon

gitudinais em barras finas, examinado adiante.
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2.6. 0Ondas planas.

Em um meio homogéneo, a equagao dinamica para uma per
turbagao representada pela intensidade P(r,t), sera a equagao

da onda:

P, - c292P = O (2.12)

Uma onda plana e uma solugao da equagao da onda tal
que, a cada instante, P seja constante em cada elemento de uma
familia de planos paralelos. Se (nl, n > ns) sao os componentes
cartesianos do vetor n unitario normal a onda, n define a dire

¢io de propagacao da onda e a equagao de tais planos sera

nx+ny+nz-=4d
1 2 3

e, para qualquer forma de onda F(f), a fungao

P(r,t) = F(dact) = F(r.nzct)

e solugao de (2.12).
Uma forma particularmente util de onda plana & a on

da harmonica com a forma F(£) = ¢(w) exp (iwE/c), ie, a onda
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com a qual se pode estudar aspectos importantes de propagagao de
ondas monocromaticas (com um (nico componente em frequencia) em
meios estratificados (ver [12] e [13]).

0s tres casos de onda plana serao considerados,toman
do-se, por simplicidade, a onda paralela ao plano yz{x*x?®). Num
meio transversalmente ilimitado, pode-se ter uma onda longitudi
nal de deslocamento, com u = u = 0, que sera chamada onda plana
de dilatacao, com u = u{x,t) satisfazendo o primeiro componente

de (2.8) que, no caso homogeneo nao-forgado, se reduz a

UL, - ( A+ Zu)uxx = 0 (2.13)

Assim, as ondas acima se propagam a velocidade ¢ definida em

L?
(2.7).

Considere-se agora o caso de uma barra fina, submeti
da a tensoes longitudinais (na diregao x). Com as tensoes nor

mais transversais ¢, 60 nulas (quanto a esta simplificagao ver
313

(28]), obtém-se da equagao constitutiva (2.3):
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resultando, na diregao x, a "lei de Hooke":

enquanto no caso de dilatagao tinha-se

g = (A2y) e =E* e
11 11 11

Para a barra fina, portanto, tem-se ondas unidimen-
sjonais de tensao. No caso homogeneo nao-forgado, a tensao

o(x,t) e o deslocamento u(x,t) satisfazem equagdes identicas

o,, = c%o ; u,,= ¢c2u (2.14)

onde c¢2= E/p.
No terceiro tipo de onda plana, tem-se os desloca-

mentos ortogonais a direcao de propagagao, por exemplo

u(xat) = v(x.t)n, + w(x,t)n,

13
e
i3
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e, com as tenspes dadas por

g = M o} =
21” My ’ a1 Wk
obtém-se, no caso homogeneo, as equagoes
= 2 . - 2
Vit = CF Vo H Weo = C7 Wy (2.15)

onde Cr g a velocidade de propagacao das ondas de cisalhamento,
obtida em (2.7).

As equagoes completas para as ondas unidimensionais
de dilatacao e tensdo em meios inomogeneos podem ser obtidas
como casos particulares de (2.8), mas seraoc estabelecidas mais

adiante por uma analise unidimensional.

2.7. Condigoes de contorno. Reflexao.

0 problema de Cauchy para a equag¢ao(2.6) &, usual -

mente, o problema de valor inicial

reR? (2.16)
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. 16
Este problema tem solugao unica em um ponto Po(ro,to), se  0S

coeficientes de L forem continuos em Q(Po), o dominio de depen
dencia do ponto P,. A construgdo de solugdes para materiais ino
mogeneos, em que as derivadas dos parametros materiais n3o sejam
continuas,e para corpos limitados, requer que se acrescente a
(2.16) condigoes de contorno ou de interface adequadas.

As fronteiras espaciais para o probiema de propaga -
¢ao de ondas sdo, portanto, as superficies onde os parametros ma
teriais, ou seus gradientes, sofrem descontinuidade. Dois casos
extremos sao os contornos rigido e livre onde, respectivamente ,

prevalecem as condigoes

re s, t> (2.17)

tqQ
o
[ S |
-
o
o
1
-]

enquanto no caso geral impoe-se a continuidade de tensoes e des
locamentos (ou velocidades) atraves das interfaces.

0 procedimento usuallz’13 para a construgao de solu
¢oes para a propagacgao de ondas planas em meios seccionalmente
homogéneos, nao requer a obtengao de uma solugao geral. A solu
¢ao direta de (2.16) s3dao superpostos os efeitos do contorno de
cada regiao homogenea, sob a forma de ondas refletidas e refrata
das. 0 significado dessa divisao podera ser melhor compreendido
quando o probiema for tratado no plano das variaveis carateristi
cas (sec.3). E interessante agrupar as derivadas de segunda or

dem da equagao (2.6), inclusive no operador de onda com ve

Htte
locidade varijavel, 0[u], ficando a equagido na forma
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L[u] = of] + 0 Q- f

ou 0[u]

f -0 [u] (2.18)

onde os coeficientes de D sao as derivadas espaciais das pro-
priedades do meio.

Para meios seccionalmente homogeneos, o termo D e
nulo no interior das regioes homogeneas, reduzindo-se a fontes
concentradas no contorno. A forma acima indica a possibilidade
de se construir as solugoes por superposigao, considerando a on
da direta a excitar o termo D, dando origem a onda refletida SO
bre o meio de origem e a refratada, sobre a regiao vizinha.

Em meios inomogeneos continuos, com variagdo lenta
de parametros constitutivos, a equacao (2.18) sugere o uso de um
método de perturbagdes. A primeira aproximagao, assim obtida, e
conhecida como a solugao WKBILZH(Nentzel-Kramers-Bri11ouin), for
nece uma onda submetida a refracao continua, mas ndo inclui o e

feito de reflexao.

2.8. Ondas planas em meio estratificado plano.

Por suas inumeras aplicagoes, os modelos seccional -
mente homogeneos planos tem sido bastante estudados. Com ¢ uso
de ondas planas, tem sido estudados os coeficientes de refracio

e reflexao de diversos tipos de interface.
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No estudo da incidencia de ondas planas sobre inter-
faces planas (ver[]z], por exemplo), observa-se que, enquanto no
interior de um meio homogeneo as ondas longitudinais e de cisalha
mento sao desacopladas, um tipo de onda pode gerar o outro,na in
terface. Isto e facilmente entendido se o deslocamento cisalhante
for decomposto, com um componente (v) paralelo a interface( ver
fig. 2.2). Em geologia, da-se as ondas v e w os nomes de cisalha

mento horizontal e vertical, respectivamente.

Fig. 2.2 : Onda plana na camada n de um meio estratificado
seccionalmente homogeneo, incidindo com o angulo

de incidencia 6 sobre a camada n+l.
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Note-se que, exceto para a incidencia normal,s = 0 ,

o deslocamento de dilatacao u tem componente tangencial a in -
terface e o deslocamento de cisalhamento vertical w tem compo-
nente normal a essa interface. Conclui-se que, exceto para inci
dencia normal, os problemas de cisalhamento (vertical) e dilata-
¢ao sao acoplados nas interfaces das camadas.

Uma importante consequencia do que se observou acima
€ que, num meio continuamente inomogéneo, as ondas de cisalhamen
to e dilatagao sao acopladas em todos os pontos. No caso espe-
cial de ondas planas em meio estratificado continuo plano, esse
acoplamento se restringe as ondas de cisalhamento vertical e di
latagao, obtendo-se problemas unidimensionais desacoplados somen

te no caso de incidéncia normal.

2.9. Ondas em barras inomogeneas.

As ondas longitudinais mostradas no §2.6 como casos
particulares da equagao dinamica geral (2.6), serao englobadas
numa dnica forma de equagdo, que pode ser obtida por meio de uma
abordagem mais simples, a partir de uma equagao constitutiva uni

dimensional

onde ¢ e a tensdo longitudinal,e a deformacdo e y a rigidez elas
tica.

Considere-se uma barra de eixo retilineo, com segao
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transversal varidvel A(x), cujos parametros materiaispe ¥y po
dem variar com x. Obtém-se a equagao dinamica unidimensional es
tabelecendo-se o balango de quantidade de movimento linear para
o movimento médio de um elemento da barra. Se u{x,t) e o deslo-
camento em relagao a configuragao indeformada e ¢ a tensao de en

genharia, ie, a tensao referida a secao indeformada, tem-se

( pA dx)utt = -ghA + (ot de)(A+A'dx) + p(x,t)dx

onde p(x,t) & um carregamento axial externo. Resulta da¥7 a e

gquacao dinamica

=0 % ta + p(x,t)/A (2.19)

Pode-se agora introduzir na equagcao acima a equagdo

constitutiva, em que, para pequenas deformagoes, se toma e = uy o

obtendo-se

A [} 1
pUL, = (K + X )Yux + yu + p{x,t)/A

Y

XX

ou, definindo c2zy/p, chega-se finalmente a equagdo de onda

2], AL Y =
Uy = € {?xx + (E + %) ux]- f(x,t) (2.20)
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onde f = p/pA

Com algumas formas especiais de A(x}), p(x) e y(x).,fo
ram obtidas solugoes exatas para problemas de valor inicial e de
contorno (meio semi-infinito) para a equacao acima. Ver especial
mente as referencias [2],[25],[26],[27].

Observe-se gque, considerandoy = E, o modulo de Young
ou y= E* dado em (2.10), obtém-se as ondas Tongitudinais de ten
sao ou deformagao, respectivamente. No primeiro caso, tem-se e
fetivamente o limite de barras finas, ie, despreza-se os efeitos
de inércia lateral, considerando nulas as tensoes laterais. Esta
seria a primeira aproximagao em uma analise bidimensiona]zhzi No
segundo caso, considera-se o limite oposto, do meio transversal-
mente ilimitado, abandonando-se o termo A'/A. Esta e tambem a
equagao aplicavel para deslocamentos e tensoes no eixo da barra.

Frequentemente, e util o estudo da propagacao de on

das em termos da tensao o. A obtengao da equagao para a tensao

decorre da derivacao de (2.19) em relagao a x, resultando:

Oy " Cz["xx ' £ )0, + o(i—;)’c} glx,t) (2.2

onde

9(x,t) = pc2 2 (B
ax phA
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3. VARIAVEIS CARATERISTICAS.

3.1. Sistema Carateristico.

0 conceito de variaveis carateristicas & muito Gtil
no tratamento de problemas de propagacao, especialmente no caso

de problemas transientes, ie , problemas de valor inicial nao-for

¢ados. Como sera visto a seguir, além de fornecer uma forma de
equagao mais adequada a integragio, a formulagio do problema de
propagagac em termos das variaveis caraterJsticas permite anteci
par varias propriedades de sua solucio.

Para equagoes a duas variaveis independentes, tais co
mo (2.20-21), o problema geral de Cauchy consiste em se conhe -
cer, ao longo de uma curva T do plano xt , o valor da variavel
dependente e de sua derivada normal 3 curva. Tais problemas sao

geralmente denominados problemas de valor inicial, mas reserva-

mos esta denominagao para o caso especial (2.16) em que T e a 1i
nha t = t0 e os dados de Cauchy, para a equagdo (2.20) por exem
plo, sao wu(x,t,) e Uy (xsty).

Un modo de se abordar o conceito de carateristicas
(ver [16] , Cap.V) consiste na verificacdo da existencia de cur
vas T tais que, com a equagdo diferencial e os dados de Cauchy ,
nao seja possivel determinar univocamente as derivadas de ordem

superior normais a curva. Tais curvas s3o denominadas curvas ca

raterTsticas e o problema de Cauchy correspondente nio tem solu

¢ao Unica. Podemos interpretar que a solugdo se propaga ao Ton
go das curvas carateristicas, sendo assim impossfvel estender os

dados sobre uma dessas curvas a sua vizinhanga.
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Equagdoes de propagagdo, como (2.20-21), possuem duas
familias independentes de curvas carateristicas e por esse cri

tério sio denominadas equagdes hiperbdlicas. A determinagio das

carateristicas sera aqui estabelecida inicialmente por uma abor-
dagem mais simples e esclarecedora que a indicada acima e que
consiste (ver [6] , Cap.II e [22] ) no estudo de um sistema de
equagoes de primeira ordem, obtido diretamente da equagao consti
tutiva (2.18) e da equagao dinamica (2.19).

0 carater hiperbolico das equagoes e, consequentemen
te, as propriedades mais notaveis de suas solucoes, & determina-
do pelos coeficientes das derivadas de ordem mais alta. No pre
sente trabalho, nao sera abordado o problema de propagacio de on
das em barras finas com segao variavel. Esta restricao, sem di
minuir a generalidade dos conceitos apresentados, permitira que
se trabalhe com equagdes mais simples.

Com a restrigao acima e considerando, por ora, 0 ca
so nao-forgado, obtém-se sistemas simples equivalentes a (2.20 -
21). Pode-se tomar como variaveis dependentes o=yu ev = u,

ou v e g = ux, ou ainda combinagoes dessas variaveis. Para o e

v, tem-se o sistema mais compacto

PV, = @ (3.1)

que pode ser escrito na forma matricial

XUy + T Uy =0 (3.2)
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onde

Busca-se diregoes carateristicas no plano xt,ao Ton

go das quais o sistema (3.2) fique desacoplado nas variaveis in
dependentes, ie, forneca uma relacao entre as derivadas de o e
v numa mesma direcao. 0 sistema (3.2), hiperbolico, tem em ca
da ponto duas direcoes carateristicas, cujas curvas integrais po
dem ser interpretadas como curvas coordenadas de uma transforma-

¢ao de variaveis independentes

£ = E(x,t)
n = n(x,t) (3.3)
com ¢ Jacobiano
Ex Et
J = det
My Nt (3.4)

diferente de zero em todos os pontos. De fato, aplicando a trans

formagao generica (3.3) ao sistema (3.2), encontra-se
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(58 + ED8 + (X ¢ nDly < 0

e, supondo que gx _ dt # 0 em todos os pontos, tem-se, sobre as

£t dx

curvas n= cte

e, analogamente para as curvas &= cte.

dx -
6+ 2 Do by =

As curvas em que 0s sistemas acima tem solug¢io nao-

trivial satisfazem a condicao

dx

det (X + —=T) =0
jie
L
dt
det = 0
1 -, 4%
L dt -
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obtendo-se

dx =1J?f— =+ c(x) (3.5)
dt P

Assim, sobre cada curva carateristica (ver fig.3.1),
o sistema (3.2) & reduzido a uma unica equagao diferencial ordi
naria. A variavel independente dessa equacac pode ser x,t ou a

variavel carateristica que nao & constante ao longo da curva.Po

de-se também escrever simplesmente o sistema na forma diferen-

cial. Escolhendo arbitrariamente os sinais em (3.5), tem-se

& o e(x)

c+:n = cte dt (3.6)
¢ = pch (do = pcdv)
&2 e(x)

i dt

c g = cte (3.7)

o= -pCVn (do = -pcdv)
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Fig.3.1: Curvas carateristicas no plano xt. Mostra-se também
o dominio de dependencia para a solugao no ponto

PEgs ny)-

0 sistema carateristico revela algumas das proprie-

dades mais importantes das equagoes hiperbolicas:

i)

ao longo das carateristicas, (2.20-21) s3o opera

dores diferenciais interiores. Assim, atraves da

carateristica ¢ = cte, a derivada exterior uu,

pode sofrer descontinuidade. Num sentido genera-
lizado, tambem u¢ e mesmo u podem sofrer tais
descontinuidades, as quais se aplicam equagoes se

melhantes a (3.6-7), como sera visto no §3.3.

condigoes iniciais no segmento AB(fig.3.1) deter
minam a solugao em todo o dominio ABP, Em parti-
cular, a solugao no ponto P depende apenas das

condigoes iniciais em AB e do carregamento exter
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no no dominio ABP, denominado dominio de depen -

dencia de P(Q(P)).

Como citado na sec.l, um metodo numérico amplamente
utilizado na solugao de problemas hiperbolicos consiste na divi
sao da regido de interesse do plano xt em uma malha carateris-
tica, onde o sistema (3.6-7) e integrado aproximadamente. A for

ma mais rudimentar de tal aproximagao & dada pelas equagoes a

diferengas finitas

C : M = cAt 5 Ao

pcAv

L]
>
»

]

-chAt 3 Ao

-pcAvy

0 método & especialmente Util em problemas nao 1i-

- . -~ -’ .
neares, quando nao se dispoe de recursos analiticos.

3.2. Variaveis carateristicas e forma normal.

Para estabelecer uma transformagao (3.3) compativel

com (3.5), ie , com

£y ng  cx)
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pode-se escolher a forma

(3.8)

3
1

—

——
>

S

]

o+

onde t(x) sera o tempo de propagagac de uma perturbagdo, da ori

gem ate a posigcao x, dado por

t(x) = (3.9)

A transformagao (3.8) e regular. De fato,como c(x)>0,

o Jacobiano (3.4), a saber

- ]_
c(x)
J(x) = det - - 2
1 c(x)
-1
c{x) ]

e nao-nulo e finito em todos os pontos. A transformagao inversa

sera definida por

x =t (&y = x(EMy o x(q) (3.10)
2 2
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t = &30 (3.10)
2

Com a variavel x deformada pela transformacao(3.9),
a fig. 3.2 mostra os elementos do problema de valor inicial no
plano das variaveis carateristicas £n . Observa-se que, para
qualquer forma de c¢{x), as curvas carateristicas no plano &n sao
as retas coordenadas. Cumpre notar, tambeém, que a transformacao
(3.8) adotada aqui para a definigao das variaveis carateristicas
ndo e unica; quaisquer fungoes monotonas a{&) e B(n) podem ser

adotadas como variaveis carateristicas.

y2 ¢t

Fig. 3.2: Eixos x e t e dominio de dependencia Q(P) no pla
no das variaveis carateristicas.

A forma assumida por (2.20-21) quando u e ¢ sao toma
dos como fungoes das variaveis carateristicas e denominada forma

normal. Partindo da equacgao geral de 23 ordem
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Ll = Ay, o+ 2Buyy + Cupy + HEXGEU, LU ,u) = 0

e com o0 uso da transformagao (3.8), e.g.

E.+un = ] (u

+u
0!

obtem-se a forma normal

Au__ + 2B + Cu__ + H(E,n, u

£g En nn E’un'u) =0

Com a restrigao de que a secao transversal & constan

te ou flimitada, as equagoes (2.20-21) assumem a forma simples

- iy =
Uiy cz(uxx + ux) f(x,t) (3.11)
opp = 2oy, - ﬁfox) = g{x,t) (3.12)

onde para uma barra de segao transversal A e um carregamento

externo p(x,t}, tem-se

f(x,t) = £ g(x,t) = B2 (P, (3.13)
DA A 3x D
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Para um meio transversalmente ilimitado, elimina-se A das ex
pressdes acima e p(x,t) e o carregamento por unidade de volume
do meijo.

No caso da equacao (3.11), para as ondas de desloca-

mento, tem-se, assim, os coeficientes:

I
1]
Y
[ ]
]
g
[&]
gy
»
w
1
fiaa
[a
s
(o
]
Jry

pa agl |
—
flaa
ﬂ
r
<
oy
1
[g]
[§
Fhal
L
=
+
-
=
ot
[ 4

.Y - ¢2 - f
. Nex~ © nx)un f{&,n)

onde

?(Esn) = f[x(E,n):t(E,n)]

Com as variaveis carateristicas £,n definidas por

{3.8), obtém-se a forma normal

1 - + =
“en Ty Ku‘gz_ﬂ)(”’é tug) = a(E.n) (3.14)
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onde a = 1 f e o coeficiente Eu’ expressando a inomogeneidade,
4
e
R (&30 = § -
R, (0) = Ryo) = K, (K(n))
com
K (x) =L -c =c®+8) =L ¢pc) = c Langoc)(3.15)
u pc p c p dx dx

Observa-se que o parametro material importante na de

terminacio do comportamento inomogeéneo & a impedancia acustica

Z = pc. No caso homogeneo e nio-forcado, a equagdo normal(3.14)

se reduz a Uy = 0, que pode ser integrada, obtendo-se a solu
¢ao geral

u{g,n) = F(&) + G(n)
ou

u(x,t) = FE+t) +6(2 - t)
c C

Para a equacao (3.12), governando as ondas de tensao
pode-se aplicar procedimento analogo ac desenvolvido acima. 0Ob-

tém-se a forma normal

Ot % RO(E“T")(%mn) = B(E,n) (3.16)
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onde

b(£.n) = ]Z g(g.m) = 1; g[x{£sn)st(En)]

0 coeficiente Ro tambem envolve a variagao da impe

dancia acustica. Neste caso, tem-se
+

K (B2D) = K (1) = K (X(x))
? o g

onde

(k) = me(@'s £y = el En (—)] -t (L (3.17)

A forma simples das equagoes (3.14-16) e o fato de
se obter, no plano &n,uma malha carateristica retilinea ortogo -
nal, trazem grande vantagem a formulagio de metodos analitico-nu
méricos, como o método de Riemann, que serd desenvolvido nas pro
ximas secoes. No restante desta segao, serao destacados alguns
aspectos importantes da propagacao de ondas em meios inomogeneos

cuja observagao e facilitada pela formulagao carateristica.

3.3 Propagagao de descontinuidades

As equagdes carateristicas (3.6-7) podem ser aplica
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das a uma frente de onda descontinua, ie, uma superficie que se
propaga no interior do corpo continuo, através da qual a tensdo
e a velocidade das particulas s3do descontinuas. Embora nao des
creva toda a solugao, a condicao a ser obtida pela integracao
das equagoes carateristicas ao longo da frente de onda contem a
solugao exata nessa superficie e uma primeira aproximacdo para a
solugao atras dela.

Em problemas nao-lineares, a condigao de propagagao
de descontinuidades e especialmente Util quando se estuda uma on
da simples, ie, uma onda incidindo sobre um meio inicialmente em
repouso. Em problemas lineares, formas de onda complexas podem
ser decompostas em ondas simples, devido a propriedade de super
posigao.

Para fixar ideias, a fig. 3.3 mostra a malha carate
ristica para a integracio de uma onda retangular de tensdes num
meio semi-infinito com vy(x) = Yox-z. Para uma barra paraboloi-
dal, com segao transversal A(x) = on e massa especifica cons-
tante p = p, » uma solugao exata para a resposta indicial,ie, a
condigac de contorno ¢o(1,t) = H(t), onde H & o degrau unitario,
foi obtida por GORDON e SANDAY27. A onda retangular mostrada na
fig. 3.3, correspondendo a condigao de contorno o(1,t) =
= co[H(t-to) - H(t-tl)l e facilmente obtida pela superposigao de

solugoes indiciais transladadas, resultando em

o(x,t) = %o [H(t-to-r) - H(t-tl-'r)] (3.18)
X

onde

T(x) = (x2- 1)/2
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Fig.3.3: Faixa carateristica para um pulso retangular, num

. C . . A
material com c(x) = ~& ., Meio semi-infinito,x=1.
X

Com relagao as regioes do plano xt indicadas na
fig. 3.3, pode-se indicar o sequinte comportamente para a solu

¢ao simples acima:

- 0s pontos da regiao I estdo em repouso, nao sendo

atingidos pela onda.
- 0 salto de tensao sofrido pelos pontos da frente
de onda dianteira, dependem exclusivamente de sua

posigao x, podendo-se escrever

g
(o] (x) = L[]y = =2
X X
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onde o simbolo [o] indica o valor da descontinuida
de em o atraves da frente de onda.

- 0s pontos da regiao Il estdo sendo percorridos pe
1a onda de tensao. Para este exemplo simples, a
tensao nesses pontos tambem depende apenas de sua
posigcao, como indica a solugdao (3.18).

- 0 salto em tensao atraves da frente de onda poste
rior € obtido diretamente do salto inicial nessa

mesma frente, como

o]

Gl =1 ]y = - =2

X

- 0os pontos da regiao III, ja varridos pela onda, es

tao novamente em repouso.

Um aspecto interessante da solugdo acima e que a e

nergia da onda se mantem dentro da faixa principal II, definida

pelas carateristicas dianteira e posterior. A reflexao continua
da onda, que preencheria a regiao III com uma "cauda" da onda
principal, nao ocorre neste caso, porque a variacao da impedan-
cia acistica do material & compensada por uma variacdo oposta da
segao transversal. De fato, a impedancia total da barra, que po
de ser definida por Z = pcA, e constante para o exemplo citado.

Um comportamento mais geral e exemplificado por ou-
tro caso para o qual existe solugao exata. Para a barra parabo-
loidal do exemplo anterior, com Y(x) = ﬂroxﬁls » a solugao indi-

27
cial obtida por GORDON e SANDAY &

&f5 3 =95 _1/s -7/
o(x,t) = x  H(t-t) exp(- = (t-t)){(2x -x -x )
5
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sin[K(t-1)] + (x-ﬂs-x-uls) cos [K(t-T) + x"u,s} (3.19)
onde K =d3/5 e
5 2/s
T(x) = = (x =-1)
2

A solugdo para a onda retanguiar de tensoes pode ser
obtida por superposicdao de translagoes no tempo da solugao indi-
cial (3.19). Evitando escrever a longa expressao dai resultan-
te, pode-se antecipar algumas de suas propriedades observando di
retamente a solugao indicial (3.19). Embora a forma das curvas
carateristicas seja diferente, o aspecto geral da faixa de onda
principal (ver fig.3.4) & semelhante ao mostrado na fig.3.3.Quan
to @ solugao, a unica semelhanga reside na regiao I, cujos pontos
estao em repouso, nao atingidos ainda pela onda. Na frente de
onda dianteira, tem-se t = r+tO . Assim, o salto na tensao atra
vés dessa frente, correspondendo ao valor da tensdo logo apos sua

passagem, & funcao exclusiva da posigao X, a saber

1/5

[o](x) = x" " [6] (1) = o, %~

Na frente de onda posterior , o salto na tensao pode tambem ser
escrito como fungao exclusiva da posigao. Este salto, no entan-
to, nao anula a tensao atras da onda, na regiao III. Assim, par

te da energia da onda & refletida pela inomogeneidade e a onda
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Fig. 3.4: Faixa carateristica para um pulso retangular, num

afs
material com c{x) = c, X s X =]

Como o processo de reflexao atinge todos os pantes a
tras da frente de onda dianteira, a solugao no interior da fai-
xa principal II nao & fungido apenas da posigao: a onda direta,re
fratada, que corresponde a solugao exata apenas na frente de on
da dianteira, se superpoe o efeito de reflexao continua da onda.

Para a propagagao de ondas de tensao em barras inomo
geneas com segao variavel, pode-se observar dos exemplos citados
acima, que os fenomenos de refracao e reflexao sao governados,
respectivamente, pelos parametros pc/A e pcA. De fato, para a

barra inomogenea do primeiro exemplo tem-se



51

-2
pc/A = {pL/A)X ; pcA = pocvo

e para o segundo exemplo

A _2hs 8/s
pC/A = (poco/Ao)x ; PCA = pocvox

Assim, tendo em vista as propriedades das solugoes encontradas
para os dois exemplos, ve-se a onda direta, refratada, e determi
nada pelo valor de pc/A, enguanto a ocorréncia de reflexdo es
ta de alguma forma ligada a variagao de pcA. A posic3o algo in
comoda da segao transversal nos dois parametros pode ser evi-
tada se, em lugar da tensao, se trabalha com a forga F = oA. Nos
problemas que serao aqui tratados, a segao transversal nao va
ria ou & ilimitada e tanto a reflexao quanto a refracgao serdo de
terminadas pela impedancia mecanica Z = pc do meio.

A onda direta, primeira aproximagao para a solugao to
tal, & denominada solugao WKB(Wentzel-Kramers-Brillouin) e cor
responde a solugdo exata para os saltos através de frentes de on
da descontinua. A expressao para a propagacao dessas desconti -
nuidades sera obtida a seguir, pela integracdo do sistema carate
ristico (3.6-7).

Considere-se uma onda no sentido x crescente, com u
ma frente de onda descontinua, C+(fig. 3.5). Sobre a frente des
continua, os valores de o e v sao indefinidos, mas de ambos os
lados, numa vizinhanga arbitrariamente proxima de C+, e satisfei

ta a equagao caraterTstica (3.6). Se (o',v') e (6" ,v ) sao os
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Timites de {o,v) quando se aproxima ¢t a montante e jusante, res

pectivamente, tem-se entao

do pc dv’

do pc dv

Os saltos em tensao e velocidade trazidos pela frente de onda des

continua, definidos por

6] =6 -0 5 [] =v'-v"

satisfazem, em vista das equagoes acima, a relagao
d[o] = pc d[v] (3.20)

ao longo de C*. por outro lado, em cada ponto, ct intercepta u
ma carateristica C°, ao longo da qual 6 e v devem satisfazer

(3.7). 0s saltos[o] e [v] devem entdo satisfazer uma forma inte
grada dessa equagao. Num sentido generalizado, [o] pode ser con
siderado como a integral de do entre P' e P", ao longo de C ,no
iimite (P'+P «P"), o mesmo ocorrendo com [v] . Se pc & conti-

nuo em P, tem-se entao

[o] = -pclv] (3.21)
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A expressao acima pode ser obtida por um balango de
quantidade de movimento, referido como balango de Hugoniot (ver
[21]). Acompanhando C+, observa-se que um elemento material, de
secao transversal unitaria e comprimento dx = c(x)dt, recebe a
impuls3o - [6]dt(o & positivo na tragdao), dai resultando a varia-

¢ao p[v]dx na quantidade de movimento. Segue-se (3.21).

N

x

18]

Fig. 3.5: Frente de onda descontinua C', emanada de x = Xo

Se o meio € inomogeneo, com Z{x) = p{x) c(x), pode-
se obter o efeito de refragao continua da frente de onda. Divi

dindo (3.20) por (3.27), obt&m-se

d [o] _ dlv]

o] [v]

que, integrada, resulta em

o] O] = [o], [v], (3.22)



54

onde [b]oe [v]o sao os valores de [o] e [v] em um ponto inicial

X o Com a relagao acima e utilizando novamente (3.21), obtém-se

ou entao

Ll v, Z

- = |- (3.23)

@, M \z,

onde Z = pc e a impedancia acustica.
Na sec. 5 sera visto que o efeito de distorgao da

onda por refracao continua, descrito pela relagao acima, permiti

ra obter uma forma notavel (auto-adjunta) para a equagao normal

(3.11), mediante a transformagiao de variavel dependente

U(x,t) = Au(x) u{x,t)
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3.4 Reflexao e refracao de onda em descontinuidade material.

O0s materiais cujas propriedades sofrem, em algumas
superficies, descontinuidades finitas, serdao denominados sec -

cionalmente continuos. Se tais descontinuidades sdo as Unicas

variacoes sofridas pelos parametros constitutivos, o material

sera denominado seccionalmente homogeneo. Nesses materiais,uma

onda que atinge a superficie de descontinuidade sofre refle-
xao e refragao concentrada, ie, @ alterada de um valor finito
ao passar pela descontinuidade.

A fig. 3.6 ilustra, em um meio seccionalmente homo

geneo unidimensional, o impacto, sobre o ponto X de desconti

nuidade material, de uma onda incidente de tensao Ops originan
do a onda transmitida (refratada)cT e a onda refletida Iy - As
impedancias aclsticas a direita e a esquerda de x = x sao

1
o +

Fig.3.6: Ondas incidente, refletida e transmitida na inter

face de dois materiais.
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Tensoes, deslocamentos e velocidades devem ser con-
tinuos atraves da reta (n3o-carateristica) x = X, Isto decorre
da exigencia de equilibrio e continuidade do meio. A continuida

de de tensoes implica

(3.24)

Com o uso da forma finita (3.21) de (3.7) para e de uma for

o
R
ma finita correspondente de (3.6) para oy ¢ g, 2 continuidade

de velocidades leva a

= L (3.25)

Em geral, a relagdo acima sdo se aplica as frentes de
onda descontinua. Nos meios seccionalmente homogeneos, em que
nao ha outra causa para deformagao da onda, (3.25) pode ser apli

cada a toda a onda. A solucao do sistema (3.24-25) sera

2 7t

S (3.26)
Z + 7
A

op = —— o (3.27)
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As expressoes acima permitem solucionar a propagagao
de ondas em meios seccionalmente homogeneos. A solugdo WKB pode
ser obtida a partir de (3.27), considerando o meio continuamente
inomogeneo como o limite de um meio finamente Taminado (ver[}Z],

§15). De fato, observando que, por (3.24)

obtém-se de (3.27) a expressac diferencial

cuja integracgao conduz a (3.23).

3.5 Nao-periodicidade das solugoes.

Como citado na sec.l, o metodo mais amplamente utili
zado na abordagem de problemas lineares de propagagao em siste-
mas complexos baseia-se na analise de Fourier, com a qual se ob
tem padroes arbitrarios de onda pela superposi¢do de ondas harmo
nicas da forma indicada no §2.6. Este enfoque corresponde a hi
potese de que a resposta do sistema a excitagao periodica com

frequéncia w, & tambem periodica no tempo, com a mesma frequen-
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cia w . Se as condigoes iniciais nao sao nulas, tal periodicida
de se verificaria, garante a hipdotese, para um tempo suficiente-
mente grande de excitacgao periodica.

Com a hipotese de periodicidade no tempo, esta varié
vel e eliminada obtendo-se, para a descricao da onda monocromsti
ca, uma equagao espacial elitica. Apesar de atraente, este enfo
que pode nao conduzir a solugao correta dos problemas de propaga
¢ao em meios inomogeneos, como foi mostrado por GUNZBURGER e

19
KLEINSTEIN . Nesse trabalho, os autores analisam o sistema hi

perbolico
¢ ] fa(x) 0 ] [¢ A(x)  B{x)] [ ¢
+ + = f(x,t)
P 0 -b(x) b C{x) D(x) ¥ (3.28)
t X

onde a excitagao f(x,t), no caso geral e no caso particular de
meio semi-infinito excitado no contorno x = 0 sao, respectiva -

mente

m(x) ‘ Clé(x) )
f(x,t) _ elmt ; £(x,t) = e‘lwt
n(x) Czé(x)

Definindo os coeficientes B e C , que surgem na for

ma carateristica das equagoes (3.28), por
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Bb = B{atb) ;  Ca = C(a+b) (3.29)

pode-se resumir os resultados de [19] como:

1) Se B e € nao sao identicamente nulos, as solugoes
nao serao, em geral, periodicas.

2) Se B e ( sao identicamente nulos, a solugdo & pe

riodica.

0 sistema de equagoes (3.1), reescrito na forma

1
o

- pczv

pode ser transformado em um sistema da forma (3.28), com a defi-

nigao de novas variaveis dependentes

o
]

= g - pCv

=
i

c + pcv

Observe-se que, dependendo do sentido de propagagao, uma das va
riaveis acima avalia a diferenca entre a solucido exata e a solu

¢ao WKB, dada por otpcv=cte.Obtem-se com facilidade o sistema sa
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tisfeito por ¢ e ¥ , que, no caso nao-forgado, e
¢ 1 0 ¢ -1 1 ¢
+ ¢(x) ¢ X = 0
" 0 -1 | v 2 -1 "
t X -

sendo a periodicidade da resposta comandada pelos coeficientes

Convem citar aqui mais um resultado interessante ob
tido em [19] : se os coeficientes B e C s3ao nulos fora de uma re
gido compacta, a solug3o & periodica. Assim, uma onda monocroma
tica que passa por uma inclusdo inomogenea num meio homogeneo,po

de sofrer alteragoes apenas em fase e amplitude.



CAPITULO 11

METODO DE SOLUCAD
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4. OPERADORES ADJUNTOS E FUNGOES DE GREEN.

4.1. Solugoes fundamentais.

A solucao sistematica de problemas para um dado sis
tema linear pode ser reduzida a mera tarefa computacional quando

se possui uma solugao fundamental, mediante a qual se possa re

presentar todas as solugoes para uma certa classe de problemas.
Quando se quer investigar as carateristicas de um sistema e com
parar diversos sistemas, a solucao de um problema especifico po
de ser Gtil, mas uma solugdo fundamental, que contem a resposta
do sistema, € um padr3o mais completo para analise e comparagao.
Sujeita a condigoes de contorno adequadas a classe
de problemas em estudo, tal solugdoc fundamental e usualmente de

nominada funcao de Green para a classe. MNas equagoes de evolu-

¢ao, as condigoes iniciais podem ser tomadas como condigoes de
contorno num dominio espago-tempo, e o carater especial da varia
vel temporal permite uma variedade de abordagens formalmente di
ferentes.

No caso especifico do problema de Cauchy para a equa
¢ao unidimensional de propagagao de ondas, a fungao de Green cau
sal correspondente & identica, no interior do dominio de depen -
dencia de um ponto (x ,t ), a uma fungao auxiliar utilizada por

0 o]
Riemann para obter sua formula de representagao. Isto sera mos
trado no final desta segao. Embora o tratamento classico de Rie
mann seja suficiente para o escopo deste trabalho, a extensao do
estudo a dominios bi e tridimensionais e formas arbitrarias de i
nomogeneidade, se possivel, exigirda o recurso a formulagdo moder

na, especialmente ao conceito de fungoes generalizadas.
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0 objetivo desta secdo e desenvolver o metodo de Rie
mann, apontando, paralelamente, as linhas gerais para o desenvol
vimento do metodo das fungdes de Green. A dualidade entre opera
dores lineares sera tomada como ponto de partida. Este aspecto
sera melhor observado tomando-se inicialmente o exemplo dos ope-

radores algebricos lineares.

4.2, Operadores algebricos.

E interessante considerar os elementos do espaco eu

-

clideano E" como fungoes de valor real sobre o conjunto de

3 |

dices N = {1,2,...,n} . Para isso, sendo u um elemento de E

considere-se a representacao

. ~ - n
onde §; (i=1,...,n), sao os vetores da base canonica de E". 0
valor da fungao u no ponto i sera u, = u(i).
n .
Com esse enfoque, cada elemento u ¢ E define um

. . n - .
funcional linear continuo U sobre E, atraves do produto inter

no:

U[v] = <u,v> = E UV, (4.1)
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Em particular, os n funcionais Ai tem sua "acdo" sobre um ele

mento v ¢ n dada por

bVl = <8isv> = vy (4.2)

- n
Um operador algebrico A, sobre E ', pode ser repre-
sentado, em relagao a base canonica,por uma matriz 35 0 ope-

rador A*, adjunto de A, & definido pela propriedade

<Au,v> <U,A*V> u,v e E" (4.3)

e pode ser representado pela matriz transposta a?j = aji'

Uma sistematica para a solugao de problemas da forma

=1
Au = f recorre a construcaoc do operador inverso A . Se tal ope

. - - -1 -1
rador existe, a solugao sera u = A f. As colunas g, de A

sao as solucoes dos n problemas

. 1 R - . -~
0 operador inverso A °, com matriz ¢ sera denominado fungao

1]
de Green para o operador A. Estendendo as matrizes a notacgao

adotada para as fungoes u, v ¢ E , tem-se

n
u(i} = I 9(i,d) £(J)
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Observa-se que o vetor ("fungao de
tribuigao de fi para os diversos
Outra expressao para a

operador adjunto A*, servira como

influencia") g. indica a con

componentes de u.

solucao, obtida com o uso do

introducao ao tratamento a

ser dado aos operadores diferenciais. Consideremos como solu-

Gao para o problema Au = f, o elemento u ¢ E" tal que

ou, com (4.3)

Sejam g$ as solugoes dos n problemas

Entao, em virtude de (4.2), tem-se

- *
ui = <£’gi>

ou
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g* (3,1)f(J)

=
-
—f
ot
]
N e~13
| T=]
-
~—
o,
St
*
—
[N
St
il
e~

J

-1
O0s vetores g* , linhas da matriz de A , indicam a contribui -

¢ao dos varios componentes de f para o componente uy ( solugao

~

no ponto i). Note-se a simetria entre a fungao de Green e sua

adjunta, a saber

g(i,j) = g*(i,1)

que tambem seriz observada nas fungOes de Green de variavel conti

nua.

4,3, Operadores diferenciais.

0 conceito de operadores adjuntos sera fundamental
para o desenvolvimento do metodo de Riemann e das fungoes de
Green. Como se observa na definigao (4.3) para operadores alge-
bricos adjuntos, requer-se instituigao de um funcional bilinear
sobre os espagos de fungoes envolvidos pelos operadores diferen-
ciais. Pode-se, no entanto, aceitar uma definigao formal, que
cumprira sua fungao de dualidade dependendo do funcional bili -

near a ser instituido.
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Seja L um operador diferencial linear de ordem m, so
bre um dado conjunto de fungoes wu(x), v(x), x € R". 0 adjunto

formal de L & o operador L* tal que, para quaisguer u,v
vL{u] - uL*[v] = div J(u,v) (4.4)

onde J e um vetor n-dimensional de operadores diferenciais bili
neares de ordem m-1.
0 exemplo de interesse para o presente trabalho e o

do operador de 23 ordem em RZ, que pode ser escrito na forma

L[u] = Au, + 28u, + Cu  + Du + Eu + Hu (4.5)

Pela definigao (4.4), com J = (M,N), deve-se ter

vL[u] - uL*[v] = &M L3N
3 X ay

Expandido os termos de vL[u] , tem-se

Avu = (Avux)x - u, (Av), = [Fvux - u(Av)x]x + u(Av)x

Buuy, = (Bvuy), = u (Bv), = (Bvu,), -[u(Bv) [, + u(bv),,
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ou, alternativamente

Bvuxy = (Bvux)y - uX(Bv)y = -[U(Bv)y]x + (Bvux)y + u(Bv)xy

e 0s demais termos

Cvu = (Cvuy)y - uy(Cv)y = [Cvuy - u(Cv)y]y + u({Cv)

yy Yy

Dvux (Dvu)x - u(Dv)x

£ E - E
vu ( vu)y u( v)y

Huv

Huv

Reunindo-se os termos sublinhados nas expressoes a

cima tem-se ulL*[v] com
(4.6)

LA[V] = (Av), + 2(Bv)  + (Cv) = (DV), - (Ev), + Hv

e os componentes (M,N) de J(u,v}, a menos de um vetor (11,- 11)

3y 99X
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de divergencia nula, sao

=
]}

Avux - u(Av)x + Bvuy - u(Bv)y + Duv (4.7)

-
1]

Bvux - u(Bv)x + Cvuy - u(Cv)y + Euv (4.8)

4.4. Solugoes estritas e o teorema de Green,

Uma solugao estrita, ou classica, para a equagao di

ferencial de ordem m

L[u] = f em D =R" (4.9)

& uma fungdo u(x), m-diferencidvel, com as derivadas de ordem m
ao menos seccionalmente continuas, que satisfaz a equagao em to
do ponto x e D. Com essa definigao classica, os carregamentos
f admissiveis se restringem a classe das funcoes seccionalmente
continuas.

Tomando (4.4) como ponto de partida, busca-se obter
uma forma de definigao semelhante a {4.3), ie, uma relagao glo
bal de dualidade. Com os campos U, das solugoes, e F, dos car
regamentos, fortemente restritos como acima, & possivel, para do
minios limitados @ € D, estabelecer em UXF uma forma bilinear con

tinua, definida por
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<u,f > = uf duw (4.10)

onde dw & o elemento de volume em R Se 2 @ convexo, o teo

rema de Green, a saber

pede ser aplicado a defini¢ao (4.4), fornecendo, com o funcional

definido em (4.10):
<v,L[:u]>Q - <u,1.*[v]>n = B{u,v) (4.11)

onde a forma bilinear B, envolvendo os valores de u,v e suas de

rivadas ate a ordem m-1 no contorno e
B(u,v) = J{u,v).n dS (4.12)

Nas expressoes acima, n € o vetor unitario normal exterior a Q
e dS o elemento de arco em 3%.

Para o caso do operador de 23 ordem (4.5), tem-se

{
B(u,v) = + -Ndx + Mdy (4.13)
afl
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0 metodo de Riemann utiliza estritamente a relagido
(4.11). Para o metodo das fungoes de Green, requer-se o concei-

to de solugao generalizada, abordado a sequir.

4.5. Solugoes Generalizadas. Distribuicdes.

Como observado na segdo 3, as equagdes hiperbolicas
admitem solugoes com descontinuidades atraves de curvas carate -
risticas. Tais solugdes devem satisfazer a equagdo diferencial
e eventuais condig¢des de contorno em cada um dos subdominios se
parados pela carateristica de descontinuidade e os valores da
descontinuidade ao longo da curva carateristica sao governados
pela equagao carateristica correspondente (ver §3.3).

Um primeiro exemplo de tais solugdes descontinuas e
fornecido pelas solugoes para o problema de Cauchy com condigdes
iniciais seccionalmente diferenciaveis ou seccionalmente conti-
nuas, tais como as ondas triangulares e retangulares, respectiva
mente. Qualquer metodo adequado a construgao de solugdes estri
tas pode ser aplicado, nos subdominios separados pelas caraterT§
ticas de descontinuidade. A correspondente ampliagao do campo U
das solugoes admissiveis pode ser entendida como a inclusao em U
de Timites fracos de sequencias de solugbes estritas (ver[16]cap.
VI, Apendice).

A caraterizagao rigorosa das solugoes generalizadas
fundamenta-se na teoria das distribuigdes (ver [16],[30]e [31]).

Alem de incluir os problemas generalizados de valor inicial e
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xemplificados acima e problemas com condigoes de contorno descon
tinuas (como o exemplo de §3.3), estende-se tambem o campo F dos
carregamentos, admitindo-se entidades tais como as derivadas de
fungoes seccionalmente continuas.

A ampliacao dos campos U e F, que permitira a cons-
trugac de solugoes fundamentais para os operadores diferenciais
lineares, baseia-se na caraterizagao das fungoes feTDUUF como

funcionais lineares continuos sobre um conjunto > de fun¢oes tes

te, suficientemente restrito, ou, como em (4.10), na definigao
de um funcional bilinear continuo sobre Tx/>. Para fungoes tes
te sao tomadas as funcoes de classe CZ de suporte compacto em
Rn, je, as fungoes r-diferenciaveis (com as derivadas de ordem

r ao menos seccionalmente continuas) que sao identicamente nulas
fora de algum subdominio 1imitado de R". Para se incluir todas
as solugoes generalizadas de uma equagao de ordem m, deve-se ter
r2m. Com isto, dedH e nula no contorno de seu suporte, bem como
suas derivadas ate a ordem m-1.

Com as restrigoes acima, qualquer func3ao f localmen

te integriavel define um funcional (distribui¢ido) sobre O por

< f,p > = fo do (4.14)

0 delta de Dirac e a distribuigdo 65(5) tal que

~

< 8.(x)s o(x) > = 6(g)

Note-se a semelhanga entre a agao desta fungao ideal e a dos ve
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tores da base canonica de R", cf. (4.2).

Constituido o funcional, operagoes como a diferencia
cao,inaceitiaveis para muitas das fungoes admitidas em T, podem
ser interpretadas por sua acao sobre as funcoes teste. Para um

operador diferencial linear L, tal acao e definida por

< L[u],¢p > = <u,L*[¢] > Véedb, ueT

onde L* & o adjunto formal de L, definido em (4.4). Observe-se
que, para fungoes u € CZ obteém-se a expressdo acima atraves do
teorema de Green (4.11), dado que ¢ e suas derivadas ate a or
dem m-1 s3ao nulas no contorno.

Uma solugao generalizada (fraca) para a equacgao

L[u] = f em R", onde f ¢ T, serd uma distribuigdo u ¢ T tal que

< u,L*[¢] > =< f,p > Vo e (4.15)

Uma solugio fundamental para o operador L sera uma

distribuigao E(x,£), dependendo de £ como parametro, solugao ge

~

neralizada de

LIE] = 6, (x)

Duas solugbes fundamentais diferem por uma solugao do problema homogeneo
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L[u] = 0. Condigdes de contorno especificas selecionam a solu-
¢cao fundamental adequada a uma classe de problemas. Esta sera

denominada funcaoc de Green para a classe. Para a construgao de

solugoes via fungao de Green, utiliza-se a propriedade de super
posicao de solugoes. Como exemplo, considere-se uma fungado f(x)
integravel num dominio R€R", e a distribuicao definida pela

combinagao linear

Essa distribuigao & solugdao generalizada de L{u] = f em Q.De fa
to, como g(x,E) e solugao generalizada de L[g] = 6E(§),tem-se,

tendo em vista a definigao (4.15):

<L [u],¢>= <[ L{g]F dwig> = < 8 (X)F(E)duy.0>=<F(X).0>, ¢ eD(D)
2 Q" -

A solugao assim obtida pode satisfazer condigoes ho
mogeneas no contorno de Q, se g(x,g) for a solugao fundamental
satisfazendo identicas condigoes homogeneas para todo X na fron
teira de Q e todo £ emQ . Problemas com condigoes iniciais e
de contorno inomogeneas podem ser homogeneizados com a adigao de
termos adequados a excitagao f, mas e comum o desenvolvimento de
uma forma de solugao especifica para cada tipo de problema.

Nas equagoes de evolugao em que & separavel a varia

vel temporal, o operador linear L pode ser escrito na forma
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m k
Lz 2—+ ak—a——+A (4.16)
Btm k=1 Btk

onde A & um operador linear espacial. Na hipotese de estaciona-

riedade do sistema (nao envelhecimento), os coeficientes 3y sao

constantes, o que permite a translacao das solugoes fundamentais

para t=0:
E(f,t,g,to) = E(f,t-to,g, 0} = E(x,E,1)

Uma solucdo fundamental causal para o operador L da
do por (4.16) e uma distribuigao C(x,E,t) solugao generaliza-

da de

L[c] = &, (x)8(t) t20 , x,£¢eR"
£ importante observar que C &, equivalentemente, solucac de pro
blema de valor inicial

LC] =0 . t>0
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C(x,5,0%) = 2= (x,8, 0F) = .. = 2— (x,£,0") = 0
at atM"?
m=1
2L (x5, 0%) = (%)
m=-1 = =
3t

Em dominios espaciais sem fronteiras, impoe-se ainda
a solugao causal condigbes de limitag3ao no infinito - como a con
digao de radiacao de Sommerfeld, no caso hiperbdlico - obtendo -
se a fungao de Green de espago livre, adequada a solugdo de pro
blemas de valor inicial com o operador L.

Para problemas com condigoes de contorno espaciais ,
pode-se seguir o procedimento indicado acima, ie, 1impor a solu-
cao fundamental condicoes de contorno adequadas, ou, equivalente
mente, substituir a excitacao impulsiva por condigoes de contor
no impulsivas {fontes concentradas no contorno).

Um paralelo entre a fun¢dao de Green e o metodo de S0
lugao comentado no §4.2 e, em particular, a conexdao entre a fun
¢ao de Green e a fungao de Riemann, s3o possiveis sempre que
(4.11) for valida, no sentido das distribuigdes. As integracgoes
(4.10) e (4.12) sao consideradas como combinagoes lineares de

uma familia de distribuigoes, ie , em <u,v>_ e em B(u,v) um dos

Q
operandos, digamos wu(x), & uma distribuicdo e o outro & uma fa
milia v(x,f) de distribuigoes. Em cada ponto £, o par (u,v)per
tence ao subconjunto UxF de T? e a igualdade presente em (4.11)

e entendida como

<<L[u],v>5,¢> = <<u,L*[v]>,¢> = <B(u,v),¢> Vo 0 (0)
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Para a obtengio da solugac de L{u] = f num dominio
Q@ limitado, como o dominio de dependencia para a equagao da on
da, considere-se a funcgao de Green adjunta g*{x,&), solugao de

L* [g*] = ag(i). Com o uso de (4.11), tem-se

<g*, L[u]>Q - <u,5£(:i)>Q = B(u,g*) (4.18)

obtendo-se a solugao
u(g) = <g*(x,£),f(x)>, - Bu(x), g*(x,£)) & e @
com

<g*,f>Q - B(u,g*) = 0 EER

4.6. Funcgiao de Green para a equagao da onda.

Exemplifica-se o procedimento acima com © problema

unidimensional de propagagao de ondas em meio homogeneo

= - 2 =
L[u]..utt ciu,, f{x,t) t>0

u{x,0)

¢(x)
xe (- ,) (4.19)

${x)

ut(x,O)
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cuja solugao, para f=0 e dada pela expressao de D'Alembert(1.4)
A fungao de Green causal g(x,t,xo,to) para o proble

ma acima satisfaz

ou o problema equivalente

g(x,t,xo,to) = H(R(xo,to))

onde H(R} & a fungao de Heaviside de R, com valor

1 (x,t) & R
H(x,t) =
(x>t 0 (x,t) £ R
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e a regiao R @& o cone de ondas progressivo, compreendido pelas
carateristicas €' e ¢ emanando de (x_»t_ ) no sentido t>t_
(fig. 4.1a).

A funcao de Green g e a fungdao irradiagao de(xo,tOL
indicando o efeito do pulso de velocidade inicial. A fungao de
Green causal adjunta g* satisfaz a mesma equagao imposta a
g (L=L*), com a troca de (x,t) por (xo,to) e g*=0, t> t0 s obten

do-se a solugao

onde R' @ o cone de ondas retrdgrado (ver fig. 4.1b).

Fig.4.1: Cones de onda pelo ponto (x ,t )
o 0

a) progressivo - dominio de influencia de (x,.t,)

b) retrogrado - dominio de dependencia de (x ,t )
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Para a solugao de (4.19), aplica-se (4.18) a uma re

gido conveniente, tendo-se a expressao

<g*,f>Q - <u, Gx (x) Gt (t)>n = B{u,g*) (4.20)
0 )

onde, por (4.7), (4.8) e (4.13),

B{u,g*) = % (ug; - g*ut) dx - cz(g*ux- ug;) dt
an

Adotando o dominio Q = {MNPJ(ver fig.4.2), exterior
a regiao R'N(t>0), inclue-se em 2 as linhas de descontinuidade

de g* e o 29 termo de (4.20) fornece

<u, Gx §, > u(xo,to)

M N X

Fig. 4.2: Dominio Q para a solugao via fungao de Green

A integral de contorno pode ser dividida em tres porcoes,
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com

+M+, tem-se Iz= Is= 0. Para 11’ tem-se

Como g*= 0 em ntpt e p

dt = 0 e

+
+ct
Xo 0

B(u,g*) = (6g% - 9*y) dx
x -cth
o 0

Observando que, entre x = (xo- cto)- e X = (xo+ct0)+,g* sofre
duas descontinuidades, a saber
em M : gf=-cgr=-1 s (x)
o} o}
em N : g*=cg* =-1 (x)
’ t X 5 x +ct
0 o}

obtem-se finalmente a expressao para a solugao de (4.19) como

(4.21)
X +ct
1 1 ° 0
u(xo,to) = E[¢(xo-0to) + ¢(xo+ct0)] + 0 Y(x) dx

X -ct
0 o]
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+ 1 f(x,t) dx dt
2¢c Q

4.7. Funcao de Riemann para a equagao da onda.

Para obter a solugao acima por um processo classico,
tome-se para regiao 2 onde se estabelece a relagao (4.20) o inte
rior de MNP (Q = MNP ). Tal regiao ndo contem as linhas de

descontinuidade de g* e o 29 termo de (4.20) se reduz a

- * =
<u, Gx Gt >o= 0. Por outro lado, em 11’ H =0 e
0o o
x +ct
1 o o]
11= - — w(x) dx
2¢ _
X0 ct0
JaemI eI , g*E-—l , obtendo-se
2 3 2c

I = u(P) - u(N)
2

Ia= u{P) - u(M)

a esta reinterpretagao de (4.20) conduz a mesma expressao(4.21)
para u(xo,to) = u(P).

Observa-se entdo que, como somente os valores contY
nuos de g* foram usados, nao se requer o conceito de solugoes

ideais. A fungao de Riemann w(x,t,xo,to), solugao do problema
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carateristico

L*[w] = 0 em R'
w = —l em C+: Xx-ct = x - ¢t
2¢ ) 0
C: x+ct = x + ct
0 0

e identica a g* no interior de R', representando igualmente bem

a solugao fundamental e nao contendo, necessariamente, as descon

tinuidades presentes em g*.

A construgdao de fungoes de Riemann normalizadas, com
w(xo,to,xo,to) = 1, para o problema de propagagao de ondas em

meios inomogeneos sera vista a seguir.
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5. 0 METODO DE RIEMANN.

5.1. A funcao de Riemann.

Como se pretendeu esclarecer com a discussao acima,
pode-se desenvolver um método semi-analitico de solugao, baseado

numa formula de representagao ou solucao geral, recorrendo exclu

sivamente a um tratamento matematico classico. Observe-se tam
bem que, dadas as definigoes (3.15-17) para os coeficientes K,
e KG das equagoes de onda(3.14-16), requer-se que a impedancia
Z{x) seja contTnua e diferenciavel em todos os pontos do dominio
espacial do problema de propagagao considerado. Cada descontinui
dade em Z ou sua derivada impoe a divisdo do dominio, com a ado
¢cao de condigoes de contorno adequadas (V.§3.4) para os subdomi-
nios.

A primeira solugao geral do problema de Cauchy para
uma ampla classe de equacgOes hiperbolicas foi apresentada por
RIEMANN32 e posteriormente generalizada por DARBOUXSS, aplican -
do-se a qualquer equacao hiperbolica linear em duas variaveis.

Se L & um operador hiperbolico linear, a transforma
¢ao para as variaveis carateristicas (£,n), ver sec.3, leva L a

forma normal

L{u] = 2up, + 2Dug + 2Bu 4 Hou (5.1)

g

onde D, E, H sao fungoes de (£,n). Como exemplo, tome-se a equa
gao (2.20) para as ondas de deslocamento, cuja forma normal (3.14)

pode ser reescrita como

L [u=2u,, + ];Ru(i?)(ugun) - 23(E.n) (5.2)
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* - .
0 operador adjunto L sera, tendo em vista (4.6)

L] - 2v,, - 2(DV)g = 2(Ev) + Hy (5.3)

ou, no caso especifico da equacgao (5.2)

LY [v] = 2 LR+ 2k 5.4
[VJ = VE_:T] Z( + )(VE+ Vn) ( . )
Se 2 e um dominio limitado do plano (£,n), a proprie
*
dade (4.4) do operador L permite obter, com o teorema de Green,

a relacao (4.11) que, neste caso, assume a forma

(vifu] - uL*[v] )ds
£ af

M cos(n,g) + N cos(n,n)]ds

|
|

| ——
Y

- Nd£+ Mdn (5.5)
30

onde, por (4.7} e (4.8)

M

1
St

vu_ - uv_ + 2Duv (uv)_ - 2u{v_- Dv)
n n n n

==
1l

VUp - ouve 4 2Euv (uv)E - ZU(VE- Ev) (5.6)

Seja dado um problema de Cauchy para L{u] = f: sobre
uma curva T suave n =A(Z) (ver fig.5.1) tem-se os dados, que de

vem se restringir a duas combinagoes linearmente independentes

M) | pe fato, se £= Al(t) e

de u, u, , e u - usualmente u| e
g n r

3
Dip

n= Az(t) s3a0 equagoes parametricas de I', tem-se
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—_ = i +
Sl | F

Portanto, uma terceira condigao nada acrescentaria aos dados.

|

Fig.5.1: Dominio de dependéncia para a solucdo em P

0 dominio de dependéncia para a solugao u(P)=u(Eo,m)
e a regiao @ limitada pelos segmentos de carateristicas PB e PA
e 0 segmento AB da curva de dados T{ver fig.5.1). A integral de

contorno em (5.5) sera desdobrada em

P B A
= } + + =1 + 1 +1
1 2 3
f A p B
Em AP tem-se dn=0, obtendo-se
€, a Eo
I = - Ndg = 2 -Ev)d .
, ‘ £ + u(vE v) £ {(5.7)
v} £ o
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Analogamente em PB, onde dg=0, tem-se

+ ZJ (vg-Dv)dn (5.8)
g

Observando a primeira parcela nas expressoes (5.7) e
(5.8) acima, ve-se que & possivel obter uma formula para a repre
sentagao para a solugao u(Eo,no), envolvendo os valores de UULHQ

e u(EO,B) se para v for tomada a fungao de Riemann w(gdqfﬁ,n),

solucao do problema carateristico:

L*[w] = 0 (g,n) e @
W, = Dw =0 £ =&, (PB) (5.9)
wE - Ew = 0 n = no (AP)

normalizado com w(Eo,no,Eo,no) = w(P,P) = 1
As condi¢oes de contorno impostas acima sobre w po-

dem ser escritas como

al
w(f ,n_,& sn) = expl| D(&_,o)do]
0’0’70 Jng 0 (5.10)
(&
W(Eo,no,i,no) = exp[ E(c,no)dc]
1g
o

Para completar a formula de representagao, expande-se a parcela

I3 da integral de contorno, obtendo-se

B
I = (w, = 2Ew)u| - wu,| JdE +
[(w, ’r g‘rj

A (5.11)

+[yunir— (v - ZDw)UIF]dn
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Assim, (5.5) fornece uma representagao para a solu-

cao do problema de Cauchy, na forma
1
u(g »n ) = ;[&(Eo,no,a,no)u(a.no) + w(EO,nO,EO,B)u(EO,B)]

I -

+ 1 1
2 ¥ 2

w(& sn »E5n) f(E,n)dA (5.12)
Q

Duas propriedades da funcao de Riemann, de facil de

monstracao,serao Uteis no decorrer deste trabalho.

Pl: Se w(go,no,g,n) e a fungao de Riemann para o operador L,
e se uma transformagao de variaveis independentes

T:(gsn) +(r,s) leva L a L, entdo woT = w, ie, se

(rossg) = T(E sn ) e (r,s) = T(E,n) entdo

W(r »s »r,s) = W(E_,n_,&,n)
Assim, no caso da transformagao definida por (3.8), teremos
W(Xo,to,x,t) = W(EO,HO,E,H) (5']3)

P2: Se a variavel dependente sofre a transformacao

u{g,n) = A(E,n) U(£,n) (5.14)

e se W(E ,n ,&,n) e a fungao de Riemann para o operador

diferencial transformado correspondente, entao

w(g s T "S’n) = Mﬁﬂ)‘—w(g s T sgsn) (5.]5)
o} o A(Eoﬁlo) 0 o]
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5.2. Construcao da funcao de Riemann.

Dentre os diversos metodos para a construgao da fun
¢ao de Riemann (ver COPSONZO), parece adequado ao tratamento nu
mérico reduzir(5.9) a uma equagao integral equivalente. Isto po
de ser feito facilmente com o uso da propriedade P.2 enunciada a
cima, se for encontrada uma deformac¢ao A{£,n) tal que, em Tlugar

de (5.10), se tenha as condigoes de contorno normalizadas

M{E an »E n) = W(E_»m_sE»n ) =1 (5.16)

Isto equivale a se exigir que, na equagao transformada L{U]= F ,

os coeficientes E e D sejam identicamente nulos, ie, que o opera

-% - -
dor L seja auto-adjunto (L = L). Nesse caso, o problema (5.9) e

transformado na equagao
E*[w] W H W=0
= + ’ =
£n (£.n)

com as condicoes de contorno (5.16). A solugao de tal problema
transformado e obviamente equivalente a solugao para a equacgao

integral de Volterra, de 2% espécie

H(go,no,g,n) =1 - H(r,s)W(gO,no,r,s)ds dr
£ 'n

0 G

As condicoes de contorno (5.16) devem corresponder
as (5.10) pela transformag3o (5.15). Deste ponto de vista, as

condigoes sobre A{E.n) sao:
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n
A(g_»n) expl{ D(£ ,0)do] = A(E ,n,)
In
(5.17)
€
A(E.m,) exp[ E(c,no)dc] = A(E,.n,)
‘g

o]

Outra forma dessas condigoes & obtida pela imposicdo
de gue o operador transformado [ deve ser auto-adjunte. Partin-
do da transformagao (5.14) e diferenciando sucessivamente, tem-

se

u_ = AU + AU 3 u

AU+ AU
n n

= A
uEn AEHU + nUE + AEUn + AUgn

e o operador (5.1) e levado a

L[U] = 2AU, o+ 2(DA 4 A YU+ 2(EA 4 AU+

1
+ Z(AEn + DA£+ EAn + 5 HA)U

Agora, observando-se a expressao{(4.6) para o operador adjunto,

ve-se que L @ auto-adjunto se e sOmente se

-
+
==
=
n
o

n (5.18)

o
+
m
-
[}
o

A condig¢do de integrabilidade para o sistema acima &
obtida diferenciando (5.18a) e (5.18b) em relacao afe an, res-

pectivamente, resultando em

(DA), = (EA),
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ou, com A_e An de (5.18), vem

g

D = E (5.19)

Tomando condicoes de contorno nas retas £=E_ @ n=n_,

integramos (5.18), obtendo as solugoes:

all
A (£.n) = A(gsn ) exp [-| D(g,r)dr]
| :20 (5.20)
A (E:n) = A(E,n) exp [-] E(r,n)dr]
g

0

Exigindo que A satisfaga(5.18b), tem-se
1

ou , apos simplificagoes

[E(Esn) = | D (E.r)drjA(Ein ) = -8 (E.n )

o

e, com a condicao de integrabilidade (5.19):

E(Esn JA(Esn ) = =Ag(Ean))

que, integrada em ¢, fornece

A{Esn ) = A(E_,n ) exp [ E(r,n )dr] (5.21)
g

0

De modo analogo, exigindo que Azsatisfaga(5.18b),chg
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ga-se a

fn
MEgan) =A(Egan,) exp [ D(g ,r)dr] (5.22)

Mo

Assim, com as condigoes (5.21-22) inseridas em {5.20),

as solugoes A e A podem ser escritas como
1 2

i &

A (€sm) = A(E n,) exp =[] D(&r)dr + | E(r,n_)dr]
Jn Jg
£? (n®

Az(E,n) = A(Eo,no) exp [{ E{r,n)dr + D(Eo,r)dr]
JE0 Jn0

Apesar das diferengas entre as duas expressoes aci-
ma, as condigoes de contorno (5.17) e o sistema de equagoes(5.18),
satisfeitos por ambas as solugoes implicam, como e facil mostrar,
que Ala Az. Uma formula conveniente para a transformagiao A(Z,n)

pode ser, entao, a expressao simetrizada

MEm) =~ (A, (2an) + 4 (E0m)]

No caso particular da equagao (5.2), tem-se

1 E+n 1 =

-k, () =~ R ()

4 U 2 g U

A condigao de integrabilidade (5.19) e satisfeita, pois (Eu) =

= (Eu) = Rd/Z e ao longo das retas £&-n = cte., carateristicas
n

para o sistema (5.18), integra-se a equagao ordinaria
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obtendo-se

MEw) = MEgung) exp [+ = R, (r)ar]

T
o

sendo A(£,n) fungao apenas de x(&,n). De fato, tomando a defi-

nigao(3.15)

k,(x) = c(x) & [an(oc)]
dx

e lembrando que, por (3.9), dt = dx/c(x), tem-se

Ru(r)dr = on &£

C
J'l' pO 0
0

Assim, tomando como referencia um ponto arbitrario X, » cOM a

normalizaciao A(go,no) = 1, obtem-se, finalmente

C
p00

ACE,m) = A(x) = \|——0o
p(x)c(x)

(5.24)

Como foi indicado no §3.3, a fungao acima descreve o
efeito de refracao de onda causado pela inomogeneidade do meio.

Assim, a solugao para a equagao U_ = 0 corresponde a solugao WKB,

&n
considerando apenas a onda refratada. A forma especifica das e

quagoes correspondentes a transfomagao(5.14)sera vista a seguir.
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6. MEIO INFINITO.

6.1. Solucao do problema de Cauchy.

0 procedimento delineado nas segoes anteriores sera
agora aplicado a solugao do problema de valor inicial para a pro
pagacao de ondas de deslocamento ou tensao em meios elasticos i
nomogeneos. E conveniente rescrever as equagoes e condigoes pa
ra tal problema, na forma original, normal e auto-adjunta, o que
sera feito sucintamente.

0 problema de valor inicial para a equagdo(3.11)e

|
- ¢2 X =
Uy, - € (uxx + 5 ux) f(x,t),x e R , t>0

u{x,0) = uo(x)
x g R (6.1)

ut(x,O) = vo(x)

e o correspondente problema de valor inicial para as ondas de

tensao [equagao (3.12)] sera

- cz(cx - e cx) = g{x,t) x e R , t>0

a
tt X 0

o(x,0) = oo(x)
X g R (6.2)
Ut(x!0)= wo(x)

Com a definigao (3.9) para o tempo de propagacao e a
transformacao (3.8) das variaveis x,t para as variaveis carate -
risticas £, n as equagoes e condigoes acima passam, no dominio

carateristico,para as formas normais
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g (&fn - -
K, > )(UE +u) a(&,n)  g-n>0

u(E,8) = ao(g) (6.3)
E eR

[ug-uJ(e,8) = v (&)

Tz ,E+4n -
GEH + —Ko(—g—)(c +0 ) = b(&,n) £ n>0

o(£.8) = 3, (E)
£ e R (6.4)

(£.8) = &_(£)

(o.-0

g n]

onde K e RU sao dadas por {3.15-17), e tem-se ainda

a(E,n) = ~% £Ix(£,0),t(En)]
b{g,n) = -% g[x(&sn),t(&,n)|
T(E) = u (X(E))

onde X e a transformagao inversa T-](E), definida em (3.10a). A
correspondencia entre as demais condi¢0es e identica a indicada
acima para u_.

0

Para levar (6.3a) e (6.4a) para a forma auto-adjunta,
aplica-se a transformagao de variavel dependente (5.14) que, em

vista do estabelecido no §5.2, sera escrita:

U{g,n)
T(Esn)

AN En) u (E,n) (6.5)
A(E,n) o (&,n)
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E+n
A(E,n) = exp [-i [wﬁﬁku(r)dr] AL ED)]
C
)\(X) = ....._p_o..c_o__._
p(x)c(x)

Diferenciando a transformagao (6.5), tem-se

Ru Ru
UE = ~(uE + Z— u) = ; ugt Z_ U
U:-(u +..E_‘iu)=lu+.-_uu
n noog A" oa
u_ = l[u + LR (u+u ) + l—(R2+2R')U
En 6N 4 utTE 16 U U

(6.7)

(6.8)

e analogamente para (6.6), obtendo-se as equagoes a condigoes

Sl &ty i
Ugg = 12 Fu (MU = Algan)  goni0

U(g,£) = ¢(E)

EelR
[Ue-U Je.8) = w(E)
1 E+nyr _ .
Tgn - E FU(_Z_)T = B(ﬁsﬂ) s E-n 0
T(E£,8) = n(g)
£ IR

[Te-T ] (5.8) = v(&)

(6.9)

(6.10)
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Fig.6.1:
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F &Ny = R242R8' = K242¢K’ (6.11)
U2 “ o x=X (&)
2
F (ﬁiﬂ) = K242K' = K2-2¢cK'| (6.12)
92 ¢ ¢ |x=x(§iﬂ)
2
o(E) = L (g) = Ty
A Y hxex(e) (6.13)
we) = Ly gy = 1w,
A Y ks ()
w(E) = A5 (5) = Ao,
x=X(&) (6.14)
v(g) = Ao (E) = ha_
x=X(£&)

Como se viu na sec.5, as solugoes para os problemas

2 d?
¢
B
0
A p
§
PN
5

Dominio de dependencia para a solugao no ponto E(Eo,no)
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de valor inicial (6.9-10) podem ser representadas para quaisquer
valores da fungdo de excitacao (A ou B) e das condigoes iniciais,
pela formula de representagao (5.12), recorrendo-se a solugdo de
um problema carateristico, Unico para toda essa classe de proble
mas. A solugao num ponto P(Eo,no) (ver fig.6.1) dependera dos
valores iniciais no segmento (no,go)da reta T: go=no e dos valo
res da fungio de excitagcao no interior do dominio de dependencia
Q.

Para a solugao no ponto P, as fungoes de Riemann

W, = W(E_on _sEsn) e W

¢oes

V(go,no,g,n) devem satisfazer as equa-

W -—F W= 0 .
en " 1o Fu (6.15)
1
V - = .
tn " Tg Fo v 0 (6.16)

com as condigoes de contorno normalizadas
H(EO’WO’EO!H) = W(«Zo:nos«i,n ) = V(Eo:nosﬁo:n) = V(Eo’ﬂo’gsno)=]

A forma simples das equagoes e condig¢does acima permi
te que se reduza o problema da obtengao das fungoes de Riemann a
solugao de uma forma simples da equagao integral de Volterra de

a - .
2. especie, a saber

(& (N
W(E .n _,E,n) = 1 + — F(X5yW(g ,n_,r,s)dr ds (6.17)
0’ o’ 3 '[6 g n u 2 o) O, » -
R+ R ¢
r r
1 E (n
V(g s »Esm) = 1 + - Fc(ﬁii)V(go,no,r,s)dr ds (6.18)
Jg Jn

(o]
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£ importante notar que, nessa forma simples de equa-
cao integral, o niucleo F nao depende dos extremos de integracgao.
Este fato tornara simples e economica a solugdo numerica das e
quagoes acima, que sera desenvolvida na sec.8. Seguindo, paraas
equacgoes (6.9) e (6.10), o procedimento desenvolvido na sec.5 pa

ra a equacao (5.1) obtém-se as formulas de representagao:

B(ggong) = o [o(E,) + ol] - | A(E.n) W(E_,n_,E,n)dE dn
Q
A
£ L0 telg) W(E un .E.E) -
2 n,
—o(E) My - W i(E o sE,E)1dE (6.19)
T(Eosno) = ';_ [U(EO) + u(no)]' l B(E:n) V(annoaian)dﬁ dn
'
: e,
t {v(g) V(g sn »£:8) -
nO
“uwlg) [V, - vV 1(E »n »E,E) HdE (6. 20)

Conhecidas as fungoes de Riemann W e V, suas deriva-

das wt = wg - Nn e Vt = VE - Vn podem ser calculadas por
1 i
W (£ ongoEon) = — | FL(E22) (g un oe.s)ds
16 |n 2
- ° (6.21)
: £
=1 r+n
wn(gosnoagsn) - ]6 Jg FU( 2 ) w(gosnoarsn)dr
7o
-1 Ets
VelBqumqntom) = (2| PR3 Viggm, gas)ds (6.220)

o
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- r:s
V(B ongsEsn) = > F > WV(g sn »rsn)dr (6.22b)

6.2. Aspecto da solugao para um pulso.

0s exemplos de onda mais interessantes para a carate
rizagao da resposta de meios inomogéneos consistem em pulsos ini
cialmente concentrados de tensao ou deslocamento. Neste caso,
considera-se nulas a funcado de excitagao e a condigao inicial de
velocidade. A condicao inicial de deslocamento ou tensdao & uma
forma de onda de suporte compacto, e.g. u (x) = 0 se XE(Xsaxe).

Duas vantagens importantes favorecem esse tipo de e
xemplo. Em virtude do suporte compacto das condigoes iniciais,as
integrais simples que ocorrem em (6.19-20) tem sua amplitude 1i-
mitada a, no maximo, o intervalo (Ei’gf)’ ver fig.6.2. Por ou
tro lado, a conveniencia de se considerar condigoes iniciais de
velocidade nula reside no fato, apontado no §1.3, de que as con
digoes iniciais de velocidade se dispersem, mesmo em meios homo-
geneos. De fato, como para meios homogeneos Fu = F0 = 0, tem-se
de (6.17-18), W =Y = 1 e, obviamente, W_ =W _=V_ =V = 0. As

£ n £ n =

sim, a condig¢ao inicial de velocidade apresenta, mesmo para meios
homogeneos, uma contribuicao integral - portanto dispersiva em
termos de forma - o que n3ao ocorre com a condigao inicial de des
locamento ou tensao.

Exemplos especificos de pulsos em alguns materiais
serao apresentados na sec.10. Por ora, e possivel antecipar, pe
1o exame das expressoes (6.19-20), o aspecto geral das solugoes.

A condigao inicial () (ounp(g)) & nula fora do segmento IF da
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reta t = 0(£=n), ver fig. 6.2. O semiplano t>0 e dividide nas
regices mostradas para as quais se tem:
negivces 1 e 5:tempo anterior ao da passagem da perturbacao:
prevalecem as condigoes iniciais.
rnegiaec 2: onda principal C+(x crescente): o termo ¢mo) ou
u(no) & nao-nulo; a carateristica FC* & a frente

de onda C+; para os pontos da frente de onda tem-

se
sy 2 S fectxg)
2 pc(x)
s(x,t) = g (Xf) pC(x}
2 QC(X.{:)
? l
1

[F.]
~
...«
-l
e

Fig.6.2: Regices atingidas por um pulso inicial de tensao

ou deslocamento.
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regiao 204:

regiao 3:
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onda principal C (x decrescente); o termo ¢(£o)ou
u(e,) e nao-nulo. A carateristica IC” & a frente

de onda C; para os pontos dessa frente, tem-se

RN G \“pc(xi)'
2 pc(x)

INNEACH \pc(x)
2 pC(Xi)

ondas superpostas:; ambos os termos ¢(£0) e ¢(no)
ou u(go) eu(no) sao nao-nulos. Nesse periodo ini
cial, o pulso esta se dividindo nas duas ondas

principais descritas acima.

tempo posterior ao da passagem da onda principal;
tanto ¢(g ) (ou (£ )) quanto ¢(n_ ) (ou u{n)) sao
nulos. 0 termo integral na formula de representa-
gao, presente em 2 U 3U 4, manifesta-se aqui iso
lTadamente. Resultando da reflexao continua da on
da, o ruido presente nessa regiao ocorre em quase

todo meio inomogeneo (ver §3.3).
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7. MEIO SEMI-INFINITO.

0 metodo de Riemann, associado a procedimentos nu
mericos para a resolu¢do de equagOes integrais, & tambem apli
cavel a problemas de valor de contorno. Essa possibilidade se
ra aqui ilustrada com o problema da propagagdo de ondas em um
semi-espago inomogeneo.

Como foi exposto nas secoes anteriores, o problema
unidimensional de propagagao de ondas de deslocamento pode ser

descrito pela equagao transformada

1 E+n
- — F (=21 = .
Uen " ul > U = A(g.n) (7.1)

Para esta equagao, mostrou-se na secao anterior a solugao do

problema de Cauchy, com as condigoes iniciais

U(E.E) = ¢(8) = ALu_(X(E))
(7.2)

U -0 J(gs8) = w(E) = apv (X(E))

Admita-se, agora, uma condigao adicional, sobre a
fronteira x=0 do semi-espago elastico, representada no plano
carateristico como uma terceira condigao de contorno, sobre a

reta n = -£ , na forma geral

a(g)U(grg) + b(a)[Ug+Un](ara) = r(g) (7.3)
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No caso particular em que u{0,t) & prescrito, tem-se b=0 e a

condicao de Neumann:

U(e-g) = p(&) = u(0,£) (7.4)

(E-n)/2 e x{(0) = 1, por convengao. 0 caso az0 cor

ja que t

responde a condicao de Dirichlet

[U+u J(E-E) = r(E) (7.5)

que nao tem significado fisico notavel, exceto quando o meio
€ homogeneo no contorno. De fato, observada a transformagao de

variavel dependente (6.5), tem-se

u +Un = A (Uu.+u_) +

N j—
=1
c

e, dado que

a condigao {7.5) corresponde a

[U+0 T(E-€) = ¢ u (0,8) + ]E K u(0,€)
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Assim, se Ko= 0, tem-se a correspondencia direta en
tre a condigao de Dirichlet (7.5) e a condigcao de tensao pres-

crita no contorno, a saber

[U#U T(EsmE) = r(E) = c u (0,E) = a(0,6)  (7.6)

c
p0 0

Em geral, a condicao de tensao prescrita em x=0 corresponde a

condigao de contorno

1 1
U U s " - - K U ' = O,E 7-7
Vg0 1(EamE) = > KU (E-8) — o(0,¢) (7.7)

0 dominio do problema no plano carateristico, mos
trado na fig. 7.1, e limitado pelo contorno T = r,ur.. Sobrer,
valem as condigoes iniciais (7.2) e sobre Fc a condicgao de
contorno (7.3). Observando o dominio de dependencia @ , para
a solugao em um ponto P(%fno)’ nota-se que as carateristicas da
familia C (g= cte.) interceptam o contorno T em dois pontos. A
aparente superabundancia de condigoes implica a necessidade de
uma condigdao de compatibilidade entre os dados sobre ri e Fc
Essa condigao pode ser encarada como a propagacao, ao longo da

carateristica ¢ n= 0,da condigao de compatibilidade na inter

cessao Pil1rc, o ponto 0.

0 envolvimento da condigao de contorno depende do
sinal de n,: Pode-se dividir o processo de solugao em tres

casos:



105

~m

Fig.7.1: Dominio para o problema semi-infinito e dominio
de dependencia para o caso I(no>0)

ds
c(s)

1) Regiao nac afetada pelo contonno=n0>0; t>t(x) =

0

Tais pontos (ver fig. 7.1) nao sao afetados pela
presenca do contorno. A solucao pode ser construida no domi-
nio de dependencia: Po(go,no) B(Eo,go) A(no,no), obtendo-se ,

com a fungao de Riemann, a solugao (6.19), a saber

Mo

fo(g,) + o(n)) + | [e(EIW(E »n »E,E)

%0 (7.8)

1
UE:H = =
(55:n0) =

+ ¢(g)[:w5- Nn](gosnosgsg)]dg} -
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4

- A(E’n) W(ﬁo,no,ﬁsn) ds dn
Q

I1) Regiao afetada pelo contorno:n <0 ;3 t<t(x)

A solucao pelo método de Riemann no dominio Q :
POBOA (ver fig. 7.2) envolve a integragao da equagao de Volter
ra em dominios nos quais o nucleo Fu tem descontinuidades in
trataveis sem o recurso a fungoes generalizadas, o que nao ]
corre com o dominio Q : P0 AB'. Apos a determinagdao da solu-

¢ao em AB', utilizando a relacao de compatibilidade em 0P' , @

possivel determinar U(go,no).

R

Fig.7.2: Dominios de dependencia para o caso II

Partindo da forma (5.5) do teorema de Green,com o

dominio acima indicado, onde se tem
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1
-—
-

1}

1 3 ds=d£&;¥W

POA : cos(n,E)

B Po: cos(g,g)

0 ; cos(n,n)

0]
o o

it
——r
L »
= =
Hi

V5 cos{n,n) = 0 ; ds=dn;¥

AB' : cos(n,£)

cos{n,n) = - 2/2

obtém-se, com o procedimento indicado no §5.1 e parametrizando

as integrais de linha com a variavel &:

U(g on,) = — (U(g »-& ) + U(-n_,n ) - 2[| AWdEdn

Q

1
2

g

0
{W(Eo,no,g "E) [UE+UT]] (Es"E) -

J-n
0

e

U(E,-8) [Wp+W 1(E o ,E,-E) 1dE] (7.9)

Para as condigdes padrao de tensoes e deslocamen-

tos prescritos em x=0 adota-se a notagao

p(£) = U(g,-€) = u(0,&)

(7.10)
1

1]

q(&) [UE+Un"‘ KOU] (E,-8)= 0(0,8)

|-
©

1 - .

Somando e subtraindo — K U as parcelas do integrando de (7.9),
2

obtém-se a representagao para a solugao

g

0

{p(e ) + p(-n ) + | [a(&)W(E »n_ »E.-8) -

.-‘no

1
U(go,ﬂo) = '2'
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- P(E) [NE"'wn-Jz' Kow](Eo.nosE, 'E)]dg} -

(7.11)
- A Wd&dn
a

Sobre o contorno AB' , apenas uma das condigoes p
ou g ,ou uma combinag¢3o linear (7.3), e conhecida. A completa
soluczo depende pois de uma condigao adicional de compatibili

dade, desenvolvida a sequir.

I11) Fronteira de compatibi£idade:no =0 3t = 1(x)

Pode-se expressar a solugao para o ponto Po(no, 0)
em ambos os dominios de dependencia Q e Q (ver fig.7.3), com

as expressoes (7.8) e (7.11), respectivamente.

Fig. 7.3: Dominios de dependencia para a solucdo na fron-
teira de compatibilidade, caso III(nO= 0).

A solugao obtida por Q(POBO), como limite de (7.8},
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e:
0
u*(e) = u(g,,0") - % (6(8) + 6(0) + | [B(EIM(E ,0,E,8) +
gi‘:)
f
+ ¢(E)Ew€-wn](EO.O,E,E)]dE}- AW dEdn (7.12)
Q

Por outro lado, obtem-se a solugdo U pelo dominio ﬁ(POOB'),cg

mo o caso limite de (7.11):

rEO
U(Egs07) =~ () + p(0) + | [a(E)(E, 0.60-6)

U (g,)

p(E)[wE+wn](£o, sE s -E)]dg}- AW d&dn (7.13)
Ha

Estritamente, & inaceitavel qualquer descontinuida
de no deslocamento, mesmo atraves de uma curva carateristica .

Resulta dai a condigao forte de compatibilidade

= + - - =
[U](g) = UTE) - v(E) = O
que deve ocorrer para qualquer Eo' Portanto

[Uj(ey = o (7.14)

o que impoe as condigoes iniciais e de contorno a condigao de

compatibilidade

¢(0) = p(0) = u(0,0)
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Modelos idealizados para ondas de deslocamento com
grandes deformacgoes concentradas podem ser acolhidos no contex

to das solugdes generalizadas, como exposto na sec.4. Nesseca

so, a condigc3o acima € relaxada e se o salto inicial e:

[ul(o) = ¢(o} - p(o)

tem-se, como em (3.23)

p C -
Wje) = —=2 [U1(0) = x,(x)[u](0) (7.15)
pc(x)

Assim, com a solucao {(7.12) e a condigao (7.14) ou
(7.15), tem-se construida a solugdo U (£). A representagao
(7.13) fornece entao uma equagao integral, de 12 especie para
q(&) ou de 22 especie para p(£), completando, com a condigao
de contorno (13.3), as condigoes de Cauchy sobre Tc. A forma
geral da equagao integral de compatibilidade e
£

p(E) + | {a(r)u(g,0,r,-r) - p(r)[W +W - %KOW](E.O,r,-r)}dr
o

£
= A (E)(o -p )} + o(E) + | {w(r)W(g,0,r,r) +

o
+ ¢(r)[ﬂs-wn](£,0,r,r)}dr + 2[1[ A{r,s)H(£,0,r,s)dr ds
Q

- JJ A(r,s)W(£,0,r,s) drds] = B(£) (7.16)
Q
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Observe-se que, ap0os a solugao (numerica) da equa
¢ao integral (6.17), o sistema (7.3), (7.16) pode ter solugao
numerica pela quadratura gaussiana da equagao acima. O0s algo
ritmos para este problema nao serao aqui desenvolvidos, mas o
tratamento numeérico dado ao problema do meio infinito, reporta
do nas sec¢oes seguintes, pode ser facilmente estendido para a
inclusao de condigoes de contorno.

E interessante citar aqui as formas simples da e
quagao (7.16) em dois importantes casos particulares de condi

coes de contorno:

Caso 1 : extremidade fixa.

Neste caso, tem-se p(&) = 0 e (7.16) fornece, pa-

ra q{t), a equagaoc integral de 12 espécie

r€
g{r)W({&,0,r,-r)dr = B(Z) (7.17)

0

Assim, no caso nao forgado, A = 0, e com velocidade inicial nu

la, obtem-se

£ 3
q(rIW(E,0,r,-r)dr = ¢(£) + ¢(r)]:wg-wn](£,0,r,r)dr = 2ut(e)

© ° (7.18)

e a representacao (7.11) fornece a solugao num ponto (50,-n0)

como

g

0

1

U(g, »-n ) = ) q(EIW(E ,-n .E,-E)dE (7.19)
nO
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Caso 2: extremidade livre.

Este caso corresponde a tensao nula no contorno,ou,
com (7.10b), q(£)=0. A equagao (7.16) se reduz aqui a equagao

integral de 22 espécie

r€
p(g) - p(r)[h'£+wn- ]E K W]{€,0,r,-r)dr = B(E) (7.20)

0

obtendo-se expressoes igualmente simples para a solucao(7.11).
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IMPLEMENTACAC NUMERICA
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8. FUNGAO DE RIEMANN PARA MATERIAIS SUAVES E SECCIONALMENTE SUA
VES.

8.1. Tipos de material inomogeneo.

Do ponto de vista matematico, os diversos modelos de
meio inomogeneo serao aqui classificados segundo sua suavidade
de variagao. Observe-se que o coeficiente do termo que represen
ta o efeito da inomogeneidade contem a primeira derivada espa-
cial dos parametros materiais, no caso da equagado de onda (6.1-
2) ou de sua forma normal (6.3-4), figurando a derivada segunda
na equagao auto-adjunta (6.9-10). Assim, os coeficientes de ta
is equagoes podem ser desde fungoes suaves ate fungoes generali-
zadas.

A seguinte classificagao pode ser adotada, segundo a

suavidade e continuidade da impedancia acustica Z(x) = pc(x)
I. Material suave: Z, Z', Z'' continuos (fig. 8.1a)

1I. Material seccionafmente suave: Z e Z' continuos. Z'' tem um

nimero finito de descontinuidades finitas (fig.8.1b).

III.Material seccionalmente diferenciavel: Z continuo. Z'tem um

nimero finito de descontinuidades finitas{fig.8.1c).

IV. Material secelonalmente continuc: Z tem um numero finito de

descontinuidades finitas (fig. 8.1d).

0 procedimento numerico a ser desenvolvido a segquir
e adequado aos tipos I e II de material. Para a solugdao com o

método de Riemann, de problemas com materiais dos tipos III e IV,
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impoe-se, estritamente, a divisao do dominio espacial de solu-
cao pelas superficies de descontinuidade material, ou a amplia -

¢ao do tratamento para se incluir coeficientes generalizados.

Zl y 4
/ il’/
— |
i ——
X Xo X
(a) (b)
Z“ z
1 /
/I\ ] {/
] |
I I
X, X Xo X
(<) (d)

Fig. 8.1: Tipos de material inomogeneo. (a): tipo I. (b),(c),
(d): tipos II, III e IV, respectivamente, mostrando-
se uma descontinujdade em X=X .

8.2 0 metodo iterativo.

A fungao de Riemann pode ser construida pela solugao
de um caso simples da equagao integral de Volterra, em duas di

mensoes. A forma geral de tal equagao €
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£ ¢n

W(Eo,no,ﬁ,n) = A(E:n) + H(Q,H,P,S)W(Eo,no,rgs) ds dr (8.])

Eo}no

no dominio retangular R:{g e(gfé),ns(no,ﬁ)}
No presente estudo de propagacao de ondas, o nicleo

H = F(IES), definido em (6.11-12), independe do extremo de inte-
gragao %g,n) e ainda se tem A{f,n)=1. Para os materiais sua
ves e seccionalmente suaves (tipos I e II), o nﬁcleo'H e quadra-
do-integravel no dominio limitado R. Nesses casos, estendendo -
se resultados conhecidos para a equagao de Volterra de 28 espé-
cie num dominio unidimensional (ver [35] ), estabelece-se a con

vergencia {wn}-+w, numa norma dependente do tipo de material,do

método iterativo {Picard), com a lei de formagido

r& (N
wn+] (Eosnosg,n) = x(E,n) + H(Ssn:rss)wn(£osno’r,5)dS dr
E.Jn

o 0

podendo-se tomar wo z A
Este metodo € equivalente a se obter a solugao com

a expressao

W(Eo.no,g.n) = AM{E.n) + H(E,nsr,s) A{r,s)ds dr
£ _Jn

o) o]

onde o nucleo resolvente H & a soma de uma serie de nicleos ite

rados {Hn} com a formula de recorréencia
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H1 = H(E.n,f‘ss)
£

f
Hoo (Esmsr,s) = I H{Z.n, X,Y) Hn(x,y,r,s)dy dx
EO

o

Esta ultima formulag3ao e mais adequada quando, para
um dado nucleo, se tem uma variedade de condigoes de contorno
K(E,n)-

Para formas especiais do nicleo H, o metodo iterati
vo pode conduzir a solugao (exata) da equagao integral, como @
mostrado no exemplo classico a seguir. MNo entanto, o metodo ite
rativo @ inconveniente como base para procedimentos numericos

pois envolve grande numero de quadraturas em todo o domTnio R,

8.3. Exemplo de solucao iterada: material I.1

0 exemplo mais simples de material inomogeneo a ser

estudado (sec.10) & o material suave linearmente inomogeneo({I.1),

com densidade constante P, e velocidade de propagagao c(x)

1]
1]

¢ (T+ax). Neste caso, o nicleo da equagao integral & Foo Fo

(coa)2 , uma constante positiva. Assim, fazendo H = B2/4,tem-

s5e

=
HI
—
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& (N
B2 B2
wl =1 + —Z- ds dr = 1 + _Z- [(E-Eo)(n-noj]
‘Eo_no
(E
2 2
s 2D B g0 - )]s o -
4
1851,
1. g2 2(5'50)2 (n_no)z

B (g- ) ) + (£
— (=g )(n - n ) + (&=

ek K
e =1+ o+ (B Er) (171)

2
(ki)

Portanto

- s{(c-¢ )(n-n 3% i
W(E_om sEm) = ] — 2[“ : °} = IO[SWE'EO)(“'%’]
k=0 (k!) 2

Para o problema de valor inicial (ver fig.6.1), tem-se £< EO e

> i
ﬂﬂo;e

W}E-Eo)(n-nof‘ = i“ZEO-E)(ﬂ'ﬂof

donde
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W(Eosno.gsn) = JO':BWEOﬁg)(n-nO)il (8'2)

8.4 Solugao numérica da equagao integral.

A solugao numerica das equag¢oes integrais (6.17-18),
para a construgao das fungOes de Riemann sera aqui desenvolvida
tomando~-se como ponto de partida os esquemas propostos por de
HOOG e wEISS36 para o caso unidimensional. Esses "metodos impli
citos de Runge-Kutta", bem como os métodos de diferencas finitas
expostos em outro trabalho dos mesmos autores37 » podem tambem
ser aplicados a solugao da equagao integral (7.16) para a propa-
gacao de ondas em meio semi-infinito.

0s esquémas numericos propostos se baseiam na quadra
tura exata de esquemas de interpolacaoc para o integrando HW, re
duzindo a equagac integral a um sistema de equagoes algebricas 1i
neares para os valores aproximados de W em pontos conveniente -
mente distribuidos. Inicialmente, considere-se a equagao unidi-

mensional

t
y(t) = a(t) + | K(t,s) y(s)ds (8.3)
O

com o nucleo K bem comportado em 0 ¢ s £ t € t. 0 dominio

(0,t) serda dividido, uniformemente por simplicidade, em



119

tij = ti+ ujh i=1l,...,M 53 j=T1,...,1n

com

t

t, = (i-1)h 5 h

s 0fu<u <,.,.<u_ =1
1 2 n
M+1

Para cada tij’ {8.3) fornece

fti t'ij
y(t5) = Mtgs) ¢ | K(tg505) y(s)ds +f  K(t;;,s) y{s)ds

° t

A exposigao sera simplificada adotando~se o caso em
que o ndcleo K nac depende do extremo de integragao, ou seja ,
K(t,s) = H{s), o que ocorre nas equagoes de propagagao.

0 esquema de interpolagao pode ser desenvolvido a

partir do polinomio de grau n

w(x) = (x=u )(x=u_)...(x-u )

A interpolagao por polinomios de grau n-1 de uma fungao f(x) no

intervalo {0,1), baseada nos pontos u; pode ser escrita como
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n
f{x) ~ 1 fluy) m(x) =
i=1 i

fi"i(x)
1

n ot~

onde “i(x) e o polinomio de Lagrange de grau n-1, dado por

Com os pesos de integragao definidos pelas integrais

exatas
u.
J
ajk = nk(x) dx
0
(8.4)
rl
a, = ﬂk(X) dx = 30
o
tem-se, para Se(ti’tin= ti+1)’ as formulas de quadratura
e 0
f(s)ds ~h ] a, f(ty)
k=1
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t..
1)
n
f(s)ds ~ h } 35k f(t,,)

k=1

-

0 primeiro esquema proposto por de HOOG e WEISS e

i-1 n n
Vi = A(tij) +h ) ] akH(tzk)yﬂk +h 3 aij(tik)yik

2=1 k=1 k=1

(8.5)

onde yij = y(tij)' 0 esquema acima corresponde a interpolacgdo
do integrando H(s) y{(s), para se(tg,t£+]), por
n S'tl
Hy(s) v E H(tgk) yﬂk “k( )

k=1 h

A analise de convergencia para este esquema numerico
indica que a mais alta ordem de convergencia (2n-1) e obtida quan
do os pontos u sao os pontos de Radau38 . Se for necessario
tomar u1= 0, os pontos de Lobatto garantem a convergencia de or
dem 2n-2.

Qutro esquema proposto em [36] se aplica aos casos

em que o nicleo K(t,s) e mal comportado para s>t, utilizando
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para a integral no intervalo (ti’tij) 0 esquema

t..
1]

f(s)ds ~ h uj ay f(ti+”k"3h)

13

k=1

que evita utilizar valores do nucleo em pontos posteriores ao ex
tremo de integragao e dispensa o uso dos pesos parciais de inte-

gragao a Para este metodo, a terceira parcela de (8.5) toma

ik’
a forma

n
8 H(ti+ujukh) ) YipTelUus- uy) (8.6)

hu .
J J
1 r=]

k

i~

E importante notar que nos esquemas acima enunciados,
efetua-se a quadratura exata de uma fungao que interpola o inte
grando Hy, o que & inconveniente no caso de nucleos seccional -
mente continuos. Para fixar ideias, considere-se a representa-
¢ao aproximada das integrais, em xe(0,1), do produto f{x)g(x),
onde g(x) e uma fungao conhecida. Aproximando f(x) pela inter

polagao

n
f{x) ~ § f(ui)“i(x) =
i=1 i

fi“i(x)

n t~3
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tem-se

Uk Y

n
f(x}g(x)dx ~ [ f; g(x)m, (x)dx
i=1

]

N ~3
[gp]
-

] ]

Mesmo com g(x) conhecido, pode ser inconveniente a
valiar Ci de forma fechada. A vantagem desta formulagao resi
de na possibilidade de se efetuar esta sequnda quadratura por
meio de um esquema numerico adequado ao comportamento de g(x).

Seja, por exemplo, a interpolagao

Nesse caso

Em particular, quando g(x) & interpolado pelos mesmos polino -

mios L empregados para f, tem-se

-—

n n
F(x)g(x)dx ~ § ] figja’i‘j (8.7)

i=1 j=1

onde
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fuk
ak. = mg (x)m (x)dx (8.8)

8.5 Esquemas numeéricos para a equagao bidimensional.

0 produto de esquemas de interpolagae unidimensio
nais e as correspondentes formulas de quadratura, ou o uso de
formulas de quadratura especificas para regioes bidimensionais,
permitem a extensdo do tratamento numeérico proposto no § ante
rior a equacgao (8.1) que, fixado o ponto parametrico (go,no) ,

pode ser escrita

W{E,n) = A(E,n) + H{r,s)W(r,s) ds dr (8.9)

0 dominio R: {gs(é,go); ne(noﬁ)} e dividido na ma

lha, nao necessariamente uniforme

\
Ty

E :E >g >E >,,,>£M)gM+]
(8.10)

31

n =n<n<n<--.<nN<nN+]

cCOm 0S passos
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0 esquema de interpolagao seccional, para um dado
conjunto 0 < u < u < ...< u, = 1, tem para coordenadas nodais
1 2
0s valores

Assim, a interpolacao de uma fungao f(&,n) no elemento (i,%)da

malha e
n n E-Ei n-n,
f(g,n) v ] fijm "j(—;_—) Wm(-lr—ﬁ (8.11)
j=1 m=1 i 2
onde
fisem = T(555Mgm)

Ndo se incluira a possibilidade de interpolagoes de
ordens diferentes em £ e n , pois nos problemas de propagagao
se tem H(r,s) = F(ﬁiﬁ , nao havendo diferenga de comportamen
to nas diregoes & e2 n .

Todos os esquemas numéricos desenvolvidos a seguir

se aplicam a mesma malha (8.10), resultando em sistemas de e

2 - - .
incognitas W, . .
09 s ijam

Com o primeiro esquema de HO0G e WEISS, o sistema global obti

quacoes algébricas lineares para as M.N. n
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do e
i-1 n =1 n
wijﬂ.m - ) ! ) ) 335 wprqs Hprqs hp kq
p=1 r=1 g=1 s=1
i-1 n n
+ Z Z ) qrlns wprls HPPQS hP kl
p=1 r=1 s=1
2=1T n n
+ DD ) Aiprls Wirgs firgs Mi kq
q=1 r=1 s=1
n n
* ) ) ajramswirzs Hirzs hi kz
r=1 s=1
onde 3, e ajk sao os mesmos definidos em (8.4).
3
n
= R
n W s
N1+ (i,0)

nlm
ni / il
" dik

T 5. %% T %

Fig. 8.2: Dominio R para a solugao N(Eo,no,i,n), com o

desdobramento de wijlm'
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A aparente complexidade e elevada dimensao do sis-
tema acima e contornada observando-se que ha um acoplamento se
quencial entre os subgrupos (i,g) de n? equagoes. Este fato po
de ser observado desdobrando-se a equacao (8.9) nas regioes 1
a 4, mostradas na fig. 8.2.

Tomando a equac¢ao (8.9) na sua forma mais simples

(6.17-18), tem-se
(45 (Mem
W.. =14 H{g.n) W(&g,.n) dn dg (8.13)

Mo

que pode ser desdobrada em

(&in, (55 (Mgm
wijgm = + .+
86N, 8y Ny
rE1J n, PEiJPnﬁ.m
+ +
Ei N, _£i Ny

integrais cujos dominios sao, respectivamente, 1,2,3 e 4 (Fig.
8.2.). Assim, reinterpretando (8.12) em cada integral, obtem -

se

wijﬁm =1+ [%(i~])n(g-1)n -{}+[é(i-1)ngm—w(i-l)n(g-l)é}

* Mi5(e-1)n -w(i-1)n(g-1)é} *
.51j “zm

+ H{(&,n) W(&,n) dnd&
JE Ny
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ou seja

W = H(E,ﬂ) W(E,n)dn dE =

(8.14)
=Wy Y Yig(e-nm T ME-yn(e-1)n

A equacao acima mostra que, da Tonga expressao(8.12),
apenas o ultimo termo, correspondente a integral no interior do
dominio (i,2), deve ser retido. A regido TU 2u 3 (fig.8.2) e
o"dominio de dependencia” para a solugao no ponto ijim; a SO

lucio dos M.N. sistemas lineares a n* incognitas pode ser efe-

tuada em diversas sequencias, como ilustra a fig. 8.3.

21
{1,1) %51 % (6,1)
E @1) ek
1 7
(2,2
(1,2) ;
(1.1) K8 (2,3
’ (1'3) o, Ly (2’1 » .
ﬂ (1,4) 5 ) ! 8,:)) y ©)
1 L 2 5 (3,2) 10, .
(3,1)
(1,1) (1,2) 3,2
(2;1 ) i (2’2) : ((113))
(23)

Fig.8.3: Sequencias possiveis na solugao de (8.14)
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Designando o sistema linear (i,%} por

(i,%) (i,4) (i,%)
AaB wB Ba

@,8 = 1,...,n2 (8.15)

tem-se, em correspondencia com (8.14), a redugao de Tndices

2
1]

n{j-1) + m

pon]
it

n{r-1) + s

K integral presente em (8.14) sera aplicado um es-
quema de quadratura adequado a forma do nucleo H, baseando-se
nos valores nodais de W. Tais esquemas numericos podem ser re

presentados pela formula geral

15 Mam
n n jm
H(Em) W(Ean)dn dE v z E C'iY‘R'S N'il"RS
Ei n, r=1 s=1
(8.16)
e (8.14) fica aproximada pelo (i,&)-eésimo sistema Tinear
n n jm
Wisem ~ ) CirasMires =
r=1 s=1 (8.17)

= Wiotynen Yii0e-1n T ME-1ynge-1)n

Assim, tendo em vista a correspondencia acima definida (jm+a,

rs «B), a matriz dos coeficientes do sistema (i,L) &

(i,2) jm
A = § - C

o8 o8 irgs (8.18)
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Para o primeiro esquema numerico, (8.12) & substitui

da pela sequencia de equagoes da forma (8.15), com

jm

Cipgs = 2irims Hirgs Mi Ky (8.19)

0 segundo esquema proposto por de HO00G e WEISS , re

querendo os valores do nicleo apenas para f 2 gij’ n < Nem® e es

tendido ao caso bidimensional com

Jjm n n
Cirﬂs N ujumhikg Z Z apaq H(Ei+UpUjh1,nl+uqumk£).
p=1 f=1
me(ugus)mg(uou) (8.20)

Como observado no §8.4., os metodos de solugao apro-
ximada propostos acima utilizam formulas de quadratura baseadas
na interpolagao do integrando HW. Como sugerido naquele para -
grafo, pode-se estabelecer processos de quadratura mais adequa
dos a forma do nUcleo H, desde que se separe a interpolagio de
W da formula de quadratura para HW. Mantendo para W a interpo-

lagao seccional (8.11), a saber

n n E-E; NNy :
W(Esn) ~ 1 1 Wipnpe Tpl—) 1 (—)s (gsn) e R(i,2)
rel s=1 h ke

tem-se, para a integral (8.16)}, os coeficientes de quadratura

_ 5ij [Mam E-t
Jm - i

n-n,

Ydn dg  (8.21)
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Quando H(t,n) e continua no retangulo (i,R), pode-se
considerar tambem para H a interpolagao (8.11), resultando, como

sugerido por (8.7)

jm noon i m

(4]
1

irgs TPk D2 Ap %sq Hipnq (8.22)

p=1 g=1

8.6. Tratamento numerico para materiais seccionalmente sua-

ves (II

Nos exemplos mais simples de materiais dos tipos II
a IV, as descontinuidades do nicleo das equacoes integrais(6.17-
18) ocorrem em apenas uma ou duas retas £+n = cte(x=cte.), cor
respondendo, respectivamente, a transi¢ao slbita entre dois mate
riais suaves ou a presenca duma camada inomogenea. 0 segundo ca
so, mais geral, sera aqui tratado, para os materiais seccional-
mente suaves (tipo II).

Para os materiais do tipo II, os niucleos F, e F das
equagoes integrais, definidos em (6.11-12) sdo fungoes seccional
mente continuas da variavel espacial x, sofrendo descontinuida -
des em linhas n3o carateristicas, como mostra a fig. 8.4. Estabe
lecendo-se a matha (8.10) de modo que as linhas de descontinui-
dade sejam diagonais de quadrados da malha, qualquer dos esque-
mas numeéricos descritos anteriormente pode ser aplicado aos de
mais elementos.

Nos elementos em que o nucleo e descontinuo, a inter

”~

polagao suave, com H assumindo, sobre a diagonal, o valor me
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dio da descontinuidade, e a aplicacac dos esquemas de

quadratu-

ra (8.19,20,22), n3o conduz a resultados numericos satisfatorios.

obrigateria

e - _ refinamento

Fig. 8.4: Malha de integragao para um material com

duas descontinuidades.

Torna-se necessario, para a quadratura numerica de (8.21), um m§

todo adequado ao carater descontinuo de H, baseado nas

regioes

triangulares determinadas pelas linhas de descontinuidade. 0 do

minio da integral (8.21), nos elementos (i,%) em que &

tica, e mostrado na fig. B.5.

-—
Sare

ijlm

. 2

(i, 1) . (i,1)

J<m

Fig.8.5: Dominio da integral

problema

ijim

(8.21).

j,m (i,l)
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Vé-se que tal dominio contém dois triangulos,con mais
um retangulo, se j # m. 0 integrando de (8.21) & continuo em
qualquer ponto interior a essas regioes. Cada triangulo pode ser
mapeado no triangulo de area 1/2, com vértices (0,0), (0,1) e
(1,0), num plano xy , para o qual se constroem formulas de qua-
dratura.

0 procedimento adotadq neste trabalho consiste no
“produto cdnico" de formulas de quadratura unidimensional, que
recorre ao mapeamento afim do triangulo em um quadrado. Deve-se

avaliar

I = f{x,y)dy dx

u=x ; Vv = s, 0 g x <1
1-x
com a inversa
x=u 3 y=v(l-u), 0gu«<]l
e o Jacobiano
J = T-u

obtem-se, para a integral I, a representacgao

LY 4

I = 1im f(u,v)(1-u)du dv
Z

]
com 070
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flu,v) = flu,v(1-u)]

A integrac¢dao numerica, agora em um retangulo, pode se

gquir qualquer metodo adequado, fornecendo

I~ 3§ Aqt f[}q,xt(T-xq)1(1-xq)

q,t
onde Xq* Xt € (0,1) sao os pontos de integracgao e Aqt 0s respec
tivos pesos. Tomando, por exemplo os pontos de Radau xq = uq s

G = 1,...,p, tem-se

Aqt = aqat

A contribuigao do elemento 1 (fig. 8.5), € estabele-

cida pela correspondencia

j%m j>m
(0,0) = (&;5.my) (€M)
obtendo-se, para j=m a parcela
I = - E E A . (u.h )2 HiE..-x u.h.on, + x,(1-x_)u.k 1
1J qtt ji ij g j i’ t g’ j L

q=1 t=1

-nr[(l-xq)uj]ns[xt(]-xq)uj](1-xq) (8.23)
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De modo similar, a contribuicao do triangulo 2 & a parcela

P P
2
- - . . - L] —]I
Izj ) Aqt(ujhi) H[Ei+xqujh1,n23 x¢ (1 xq)qub
q=1 t=1

.ﬂr(xquj)ﬂs[1-xt(1-xq)uj](1~xq) (8.24)

Assim, tem-se, para j=m

jm jd
Cirls = I;j * Izj = Cirgs
para j<m
ij 33 25
irgs Cirls * Iajm (8.25)
e para j>m
Jjm mm
ires = Yirss * Lign

onde a integral Iajm’ no retangulo 3 (fig. 8.5), pode ser avalia
da pelo mesmo processo aplicado a imagem retangular do triangu-

lo, obtendo-se, para j>m

P P
Losm ™ (ug-uJu hok, 71 A

r -
3jm HLgim+xq(uj um)hi’ng+xtumk2]
g=1 t=1

qt

.Wr[um+xq(uj'um)]ns(xtum) (8.26)

e para j<m
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p P
Lim ™ (u=usdushiky D) Ath[Ei+xqujhi’”£j+xt(um'uj)k2]
g=1 t=1

.ﬂr(xquj)ns[§j+xt(um-uj)] (8.27)

A fig. 8.6 ilustra a divisao de um elemento, com a
adogao de n=4 pontos de Radau e p=2 pontos de Gauss-Lebesgue pa
ra a interpolacac de W e a integragao acima descrita, respecti-
vamente. O0s valores n=3 e n=4 foram empregados, com p=2 , na e

laboragao dos exemplos apresentados na sec. 10.

by

~ < Ty O U4=1

Y18

?7
P 16‘*"“3

J//

Y13
ﬁ4 \\\\
< Y12
9 - = S Yi—us
Y10 \
Yo N '8
| N
o O . = —_
Y5 N
N . }Y1,2,3
X Xa X7 Xg Xs Xg X3 |%X1
1 Ug Usg U4

Fig.8.6: Elemento triangular para materiais do tipo II.
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9, SOLUGAO NUMERICA DO PROBLEMA DE CAUCHY.

g.1. Divisao do dominio de dependencia e integral de linha.

A solugao para o problema de valor inicial sera de
terminada pela expressao (6.19) ou (6.20), o que requer a esco-
Tha de um processo de quadratura para a integral de linha presen
te nessa expressao. 0 numero e a posigao dos pontos (£,E) em
que se deve determinar a fungao de Riemann N(go,no,g,g) e sua
derivada Nt = HE- Hn , depende do metodo de quadratura emprega-
do, da precisao requerida e da eventual presenca de descontinui
dades nas condigoes iniciais.

Para cada um dos pontos Pi’ a determinagao de
w(Po’Pi) requer o estabelecimento, no dominio retangular R de
uma malha (8.10). Dado o aspecto sequencial da construgdao numeri
ca de W, ilustrado na fig. 8.3, e evidente a economia computa-
cional conseqguida pelo estabelecimento de malha Gnica em todo o
dominio de dependencia do ponto Po(go,no). Como ilustra a fig.
9.1, a obtengdao da fung3ao de Riemann no ponto de integragao Pi+1
envolve a solucao da equagao integral (8.9) em um dominio Ri+1
cuja malha e compativel com a do dominio R,

Como ja se dispoe da solugdo no subdominio RN LI

+1
a construgao de W(Po, Pi+1) requer a integrac3o numérica ape -
nas em uma pequena faixa adicional.

Observa-se que, com a integral de linha parametriza-
da pela variavel £ como em (6.19-20) , 0s passos para essa inte

gragao serao 0S mesmos hi da integragao numerica da fungao de

Riemann. Ainda € importante notar que, dada a "reflexao” da ma
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) / 0} /
A/Ri-ﬂ
Pi+1 T :
P, i
|
! /
Vad I P
i Rr/ P,
4 (a) ’ (b) !

Fig. 9.1: Malha Unica sobre o dominio de dependencia do pon
to P .
0
(a) condigoes iniciais nao nulas em todo o dominio 32(P)
(b) condigoes iniciais se anulando em parte do contorno

22(P )

lha na reta inicial £ = n, tem-se a igualdade entre 0s passos hi
e kk envolvidos na integral de linha, sendo os demais arbitra -
rios. O estabelecimento da malha (8.10) deve, portanto, atender
ao espagamento de pontos requerido pelo processo de quadratura a
dotado para a integral de linha. Para materiais suaves (tipo I)
e condigOes iniciais tambem suaves, isto pode ser conseguido pe
Ta geragao de malha adequada , ou pela estensao da solugao de
Riemann para t < 0, obtendo-se pontos adicionais em t = 0 pela
interpolagao no interior dos quadrados da malha com diagonal t=0

(fig. 9.2).
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Fig.9.2: Obtengao de pontos no intervalo (Pi’ Pi+1) por inter

polagao.

No caso de nucleos seccionalmente continuos (II)}, a
divisao do dominio de dependencia deve manter as linhas de des -
continuidade em diagonais de quadrados da malha, como observado
no §8.6. Impoe-se assim,uma divisao inicial obrigatoria, sequi
da do refinamento da malha (fig. 9.3).

Outro aspecto importante na geragao da malha obriga-
toria refere-se a presenga de descontinuidades na condig3ao ini-
cial de deslocamento ou tensao. Tais descontinuidades n3o sido
suavizadas na propagacao, como foi visto no §3.3. Para que 0
processo numérico nio suavize as descontinuidades iniciais, e
necessario incluir as caraterTsticas emanando dos pontos de des

continuidade na divisao obrigatoria.
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obrigatoria

N ——e— refinamento

Fig. 9.3: Malha em todo o dominio para material tipo II,
com duas descontinuidades.

0 maior inconveniente criado pela presenca da divi-
sao obrigatoria & a impossibilidade de fixar passos de integra -
¢ao arbitrarios. Pode-se, no entanto, refinar a malha obrigato-
ria para obter uma distribuigao de pontos adequada a qualquer pro
cesso de quadratura que envolva pontos distribuidos de forma si
metrica, nos intervalos da malha obrigatoria. A simetria & con-
veniente, dado que cada redivisao pode originar uma serie de di
visoes, por reflex3ao na reta £ = n e intercessao com as linhas de
descontinuidade material. 0s pontos necessarios a integragao
por trapezios ou pelos processos de Gauss-Legendre e Gauss-Loba-
tto 3B,podem ser assim obtidos. O refinamento da malha pode ser
trocado ou combinado com a obtencao de pontos adicionais pela

interpolagao na solugao de Riemann estendida a t<0. A fig. 9.4

ilustra essas duas possibilidades.
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Fig. 9.4: obtencao de pontos de integracao especificados no
interior de malha arbitraria

(a) com refinamento da malha

(b) com interpolagao em elementos adicionais.
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9.2 Diferenciacao numerica da funcao de Riemann.

Como se observou no §1.4 e pode ser confirmado anali
sando os termos das formulas de representagao (6.19-20), o efei-
to da inomogeneidade do meio sobre a forma de uma onda e mais
claramente destacado quando se tem condig¢des iniciais de veloci-
dade nula. Tomando (6.19) como exemplo, isto reduzira a inte -

gral a ser avaliada ao termo

3

0
¢(E) wt(E()’nosgaE) dg 3 W, =W - W

Mo

Dos diversos procedimentos possiveis para o calculo
das derivadas wg e wn , 0 mais economico e impreciso consiste
na diferenciagao da fungdo interpolante no ultimo retingulo ,

(M,N), da malha. Essa fungao interpolante e

n n E'EM TI'HN
HEgmpen) v T ] Mg Ty (—=R) 5 (Ean)e ROHN)
j:] m=1 M N
que, diferenciada, fornece
L n ' &y 7Ny
g v = 1L T (=) Mg
M j=1 m=1 M N
1 B n £-Ey - n-ny
wﬂ vo—_— Z Z "j ( )'"'m( e ) wMij

KN 3=1 m=1 M N



143

Em particular, para limites coincidindo com uma reta n= n ou

Ng
£ = EMp , tem-se, respectivamente

o o
wg(gosnosganq) "“;\"— Z MiNg ‘I'I'j (T——)

M J=l M

1 . . DTN
wn(go’no’gMp’n) N I_ ) prNm " (_E__)

N m=] N

Esquemas certamente mais precisos recorrem 2a constru
¢ao das derivadas pela integragdo numérica das equagoes (6.21)
ou (6.22). Novamente neste caso, a economia‘ computacional re
quer a compatibilizagao entre os diversos pontos em que se deve
obter a fungao de Riemann W{ou V), necessaria para a determina-
¢ao das derivadas pelas formulas (6.21-22). A opgdo adotada pa
ra a confecgao dos exemplos da sec.10 utiliza a malha Unica em
todo o dominio de dependéncia, estabelecida no § anterior.

Assim, os esquemas unidimensionais de quadratura nu

mérica cujo produto foi empregado para a solucg3o numérica das e
quagoes integrajs (6.17-18) sdo simultaneamente utilizados para
a quadratura de (6.21-22). Essa simultaneidade & especialmente

Util no caso dos materiais seccionalmente suaves, em que o inte
grando de (6.21-22) & descontTnuo em diagonais de quadrados da
malha. A fina divisaoc desses quadrados, ilustrada na fig. 8.6 ,
e aproveitada na integragiao numarica de W, e W, evitando-se

£
assim o erro resultante da suavizacao do integrando.
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10. EXEMPLOS.

10.1. Materiais e condigoes iniciais.

Com o procedimento numérico sugerido nas segoes ante
riores, foi elaborado um programa de computacgao digital, em 1lin
guagem FORTRAN{ver Apendice), permitindo solucionar os problemas
de valor inicial (6.1-2) para condigGes iniciais arbitrarias e
qualquer modelo suave ou seccionalmente suave de material inomo-
geneo.

A melhor identificagao dos efeitos da inomogeneidade
€ obtida com formas de onda retilineas (retangular, triangular,
trapezoidal) e velocidade inicial nula (ver §1.3). As ondas trian
gular de deslocamentos e retangular de tensoes serao aqui empre-
gadas,a excessdo de um exemplo(fig.10.5), em que se mostra a pro
pagacao de um pulso parabolico de deslocamento e as tensdes cor
respondentes.

Nos modelos de material inomogeneo escolhidos para
os exemplos que sequem, permitiu-se apenas a variagao espacialda
constante elastica y(x), mantendo-se constante a massa especifi
ca p(X)Epo. A variagao da impedancia acustica Z{x) = p(x)c(x)
fica assim exclusivamente ligada a da velocidade de propagagao.

0s exemplos com materiais suaves (fig.10.1), ja apre
sentados em [34] , sao:

1.1 : Variagao linear de c(x)
1.2 : Variacdo quadratica de c¢{x)
enquanto os exemplos seccionalmente suaves {ver §8.1)consistem

em varios casos dos tipos basicos:
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Fig. 10.1 : Tipos basicos para os exemplos

de inomogeneidade.

I1.1 : Camada inomogenea (obstaculo)cosenoidal.

II.2 : Camada de transigao cosenoidal.

10.2. Exemplos para o material I.]

Neste modelo, a velocidade de propagagao varia linear

mente, na forma
c(x) = co(1+ax) s a>0 , x> - 1 (10.1)
o

0 "tempo de propagacao", definido em (3.9), sera

T(x) = vy - L gn(i+ax) (10.2)

C C
Jo (y) o
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o que leva o ponto x = -1/a a -=, na escala de tempo, mantendo
assim ¢>0 em todo o dominio de influencia das condigoes iniciais.

Dado um pulso inicial, i.e. uma condigao inicial de
suporte compacto, a reflexao do semi-pulso que se propaga na di
recids C n3o influirad muito sobre a cauda refletida do semi-pul-
so C*, A deformagao da frente de onda C+,devida a refragao, & go
vernada por A(x), definido em (6.7) como

p_C 1

A{x) s —29 = = exp{-c_at/2) (10.3)
p(x)c(x) T+ax

As fungoes de Riemann W e V s3ao as solugdes das equa
¢oes integrais (6.17-18), respectivamente, cujos nucleos sdo da
dos pelas expressoes (6.11-12), reduzindo-se, no caso p3p _» @

Fu(x) = (c')2+ 2 ¢cc
(10.4)

2
(¢') -2 ¢ c"

-
—
>
—
n

obtendo-se, para o presente modelo

2
Fu = FU = (coa)

Como foi mostrado no §8.3, as equagoes integrais(6.17-18) tem ,

neste caso, a solugao exata

I }

CO(X
W(Eo,no,ﬁm) = V(Eosno,isﬂ) = JO[ Td (EO'E)(H'HO) ]
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com a qual se verificou a convergencia e precisdo do método nu-
merico, com resultados muito satisfatorios, possivelmente melho
res que num caso geral, ja que aqui a interpolac3ao do nucleo &
exata. Tambem a interpolagao da propria fungao de Riemann e bas
tante precisa, bastando notar que, em toda a faixa de valores do
argumento envolvida na construcao dos exemplos aqui citados, a
diferenga entre Jo(x) e o polinomio de 290 grau: 1 - x2/4 perma-
nece inferior a 1072,

A fig. 10.2 ilustra o comportamento das fungoes de
Riemann, nas variaveis dependentes e independentes originais u,o,
x e t. Em virtude de (5.15) e das transformagoes (6.5-6), tais

fungoes sao dadas por

Wl w, ‘
}v V4
A1 7
.3 |
3.
1,5, i
A .2 |2
.2 ]
1.3 R R
L1 10
A
1.
- Y —
0 1 t
-1
=1

Fig. 10.2: Fungoes de Riemann w e v e derivadas w, e v

t t
para a = 15 e o argumento (.S,to,0,0).
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'—ALL)' W(Eo,ﬂosim)

w(xo,to,x,t)

Alx )
o]
(x ,t t) (%) V(E _,n_,E,n) e
v(iX * ’X’ = L] H 3
! 3 (x) 0’0
E interessante notar que, dada a igualdade Fu = FU

ambas as derivadas wt e Vt tem o mesmo sinal (positivo para to-t
pequeno). Das formulas de representagao (6.19-20), conclui-se que
as ondas refletidas de tensao e deslocamento tem, ambas, sinal
contrario ao da onda incidente, como se ve nas figs.10.3-4., Tal
comportamento, que ocorre sempre que Ich“|<(c')2,§ surpreenden
te. De fato, com base na analise da reflexao de onda em descon
tinuidades (ver §3.4), espera-se que, no caso da incidencia SO
bre um obstiaculo de maior impedancia, a onda refletida de ten
sac tenha o mesmo sinal que a incidente, ocorrendo o contrario
com a de deslocamento.

Na classe de modelos do tipo c(x) = coxk, com x>1 ,
tais como os citados no §3.3{ver figs.3.3-4), a reflexao de mes
mo sinal para u e gocorre quando O<k<2, nao havendo reflexao se
k=0{material homogeneo). Para k=2, & nula a refiexao da tensao.

As figuras 10.3-5 ilustram algumas formas de onda no
presente caso. Note-se a amplificacao da onda de tensao com a
raiz quadrada da impedancia, ja prevista na solugao WKB, ocorren
do o inverso com o deslocamento. O suporte de todos os pulsos
cresce a medida que a velocidade de propagagao aumenfa. Na fig.
10.5, € tambem mostrada a onda de tensdo correspondente a um pul
so parabolico de deslocamento, notando-se que a onda refletida

tem sua tensdo praticamente nula, devido aos efeitos contrarios

dos trechos positivo e negativo da tensao incidente.
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Fig.10.3: Onda triangular de deslocamento no material I.1

U 125
0. .075 rd. E —_— 15
.05 1‘.———'—"-—- —
= e
) / c=1+15x?
|
/—/
—“/
/"‘
1 |
&‘ .5 1. X
\\-

Fig. 10.4: Onda retangular de tensoes no material I.1
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1= 0.
10 075 i
Pro— : 125 15

- N

0. o
— =100
?
f ™~ .05

15

Fig. 10.5: Onda parabolica de deslocamento e respectivas

tensoes no material I.1
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10.3 Exemplos com o material I.2

0 segundo modelo suave e dado pela distribuigao de ve

locidades de propagacao
c(x) = c0(1+ax2) , a >0 (10.6)

resultando no tempo de propagagao

‘d

T(x) = arctg {vox) (10.7)

1

c

com a inversdo X(t) = tg(c Yar)/vVa. A deformagido na frente de on

"N

da devida a variacao da impedancia sera descrita por
1/2
A(x) = (T+ax?)’ = sec(co/aT) (10.8)

A diferenga mais notavel entre este modelo e o ante
rior ocorre na reflex3ao de ondas. Os nucleos Fu e Fc’ definidos

em (10.4), sao, no presente caso

n
]

=4c2  (1+2ax?) = 4 c2a [1+2t92(co/51ﬂ
(10.9)

F = -4 Cza
Q

notando-se que a reflexao da tensao tem agora o mesmo sinal da
onda incidente. Observa-se tambem em (10.9) que o valor absoluto
da reflex3do e sempre menor para a tensao que para o0 deslocamento. Is
to ndo sera notado nos exemplos aqui ilustrados, ja que, nas va

riaveis originais u e o , tambem a reflexdo e afetada pela defor
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wi w,| vy
54
34
24 3
4
1]
|
2 Yo
= = =10
-2 L - 20
-3 L - 30

Fig.10.6: Fungoes de Riemann w e v e derivadas We e v,

para o= 25 e o argumento (.S,tO,O,O).

mag¢dao i. O comportamento das fungoes de Riemann e suas derivadas
e ilustrado na fig.10.6. Em particular para a fungao V, e facil-
mente obtida como solugdo exata uma funcao de Bessel, correspon-
dente a solucao (8.2) para argumento negativo.

As figuras 10.7-9 ilustram a propagacao de algumas
formas de onda. Um aspecto importante a ressaltar, valido parato
dos os exemplos desta segdo, e que a forma inicial da onda (t=0)
e a metade do valor inicial imposto ao problema de Cauchy. No pre
sente material isto implica que o que se ve nas figuras como uma
" cauda " de reflexdo e, de fato, a superposigao das caudas dos
pulsos C* e € (n3do mostrado). Isto poderia ser evitado com a
construgao de um modelo seccionalmente suave, com c(x) = c, para
x<0 e c(x) dado por (10.6) para x>0.

Qutro aspecto interessante, ilustrado especialmente
pela fig. 10.7, decorre imediatamente de (10.9): a reflexao de u

ma onda (de tensao ou de deslocamento) tem o mesmo sinal, quer
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. .225
-1 'Is '3

=1+25x2 .05

Fig.10.7:

Onda triangular de deslocamentos no material
1.2.0a = 25, ¢ =1
o}

a) no sentido de impedancia decrescente
b) no sentido de impedancia crescente
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Fig. 10.8 : Onda retangular de tensoes no material I.2

t=,03 c=1+25%x%

|
\

Fig. 10.9: Onda retangular de deslocamentos no material 1.2
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se propague no sentido de impedancia crescente ou decrescente.
0s passos de integragao adotados para a elaboracgao

dos exemplos desta secao foram determinados em testes de conver-

gencia, com o critério de que o maximo erro niao fosse visivel na

escala da representagao grafica. A tabela 10.1 exemplifica tais

testes.
Posigao h = .5 h = .25
calculado interpolado calculado interpolado

0 -.06487 -.06653 -.06616 -.06678
.05 -.06538 -.06708 -.06691 -.06743
.2 -.06882 -.07008 -.06987 -.07046
.25 -.05771 -.05807 -.06014 -.06112
.3 -.03969 -.03957 -.04241 -.04327
.35 -.02282 -.02264 -.02443 -.02493
4 -.01229 -.01214 -.01298 -.01320
.45 -.00583 -.00573 -.00583 -.00582

Tab. 10.1 : Valores do deslocamento refletido,no tempo
t=0.2, para um pulso triangular inicial de amplitude 1.

Os valores da tabela acima foram calculados com n=3
pontos de Radau na construgao da fungao de Riemann e p=2 pontos
interiores de Lobatto na integral de ltinha, calculados ou inter-

polados entre os extremos dos intervalos (ver secs.8 e 9},
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10.4 Exemplos com o material II.]

0 desenvolvimento de tecnicas numericas adequadas
ao tratamento de meios seccionalmente suaves (ver sec.8) permi-
tiu maior flexibilidade na modelagem de meios inomogeneos. 0 e

xemplo mais interessante de tal classe de modelos e uma camada

I.—l.

nomogenea, descrita pela velocidade de propagacao

c y | x|>a
o}
c(x) = (10.10)
¢ (T+ocos XXy , |x]| < a
m a

onde, sendo ¢ = c{(0)(ver fig.10.1), se tem
1

0 tempo de propagagao a partir de x=0 , definido em

(3.9), tem, para o presente modelo, a expressao

¢

2a arctg [l— tg(ﬂi ], x| < a
¢ WA Ao 2a
o o0
t{x)} = .
(x) J (10.11

x+sa . sa x| > a
C c A

~ o o 0

onde s = x/jx| = 1/, 1] e A

1l
(]
-
.
(g}
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com a inversao

X(1)= 4 (10.12)

A deformagao da frente de onda, no caso de uma onda
oriunda da regiao homogenea, so0 existira dentro da regiao 1ino
mogenea. Convencionou-se, no entanto, referir todas as frentes

ao ponto x=0, resultando dai

A , [x| > a

A(x)= ' (10.13)

1+ acos(lg
R Ix| < a

T + a

Quanto aos nucleos das equagoes integrais que de -
terminam as fungoes de Riemann, estes sao nulos para a regiao

homogénea (| x| < a), tendo, no interior do obstaculo , as expres-

soes
F = F2 jsen2(®2) - 2cos? (™% - z cos (X
u 3 a a a a |
{10.14)
F o= F2 lsen?(Z2) + 2cos?2(I2) + 2 cos (=
g
| a a a a |
onde F = coan/a(l—a) , sofrendo os nucleos descontinuidades nas

retas £ + n=12a/coko
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As expressoes (10.14) indicam que o comportamento
do obstaculo quanto a refiex3ao de ondas de tensdo e deslocamen
to & diferente em cada uma de suas subcamadas de espessura a/4.
0s exemplos apresentados a seguir se restringirdo as caraterTsti
cas globais de reflexao, mais interessantes do ponto de vista da
identificacao de inomogeneidade.

A figura 10.10 mostra o comportamento das fungoes de
Riemann para um obstaculo duro (c1/c0= 2). Para condigoes ini-
ciais n3ao-nulas na regiao homogenea x<-a, 0 argumento(-a,tora,O)
descreve a onda refletida e o argumento (a,to,-a,O) descreve a
influencia da reflexdo sobre a onda transmitida. Nota-se que a
perturbacao da onda de deslocamentos e negativa na reflexdo e po
sitiva na transmissao, ocorrendo o contrario com uma onda de ten

soes.

Wy w l
V.., v

-3 ]

Fig. 10.10: Fungoes de Riemann w e v e derivadas Wi e vy, pa
ra o material II.1 (cl/c0=2; co=1; a=.1), com os argumen

tos (-.l,to,—.l,O) e (.1,t0,-.1,0)
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Um primeiro exemplo para o comportamento descrito a
cima e fornecido pela passagem de uma onda triangular, de ampli-
tude unitaria e comprimento a. Tal perturbagao pode ser gerada
por uma condicao inicial de deslocamento, na forma de um pulso
triangular de amplitude 2, com suporte (-2a,-a), por exemplo.A se
mi-onda que se propaga na diregao C  pode ser eliminada do estu
do, pois nao sofre reflexao.

A figura 10.11 mostra a historia de deslocamento do
ponto x =-2a. Observa-se a passagem de dois pulsos refletidos,de
sinais alternados, seguidos de uma cauda de pequeno conteﬁdoenez
getico. Nao se pode ainda estabelecer a relacao entre a onda re
fletida e as carateristicas do obstaculo, mas e forgoso observar
que a duragao dos pulsos refletidos e bastante proxima ao tempo
de dupla travessia (eco) do obstaculo, dado por T = 4a/c A , po
dendo-se conjeturar tambem a existencia de uma relagao simples en
tre as carateristicas do-obstaculo e a amplitude dos pulsos refle

tidos (proxima a.l4, no presente exemplo).

uj

Fig.10.11: Onda triangular de deslocamento incidente e refle-
tida no material II.1(obstaculo duro, ¢ /e = 2)
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O0s exemplos apresentados nas figs. 10.13-19 fornecem
mais elementos para a compreensdao do comportamento do presente
modelo. A fig. 10.12 ilustra parte de um teste de convergencia ,
mostrando-se o primeiro pulso refletido da onda triangular de des
locamento, em fungao da posicao {(ver fig. 10.13) para o instante
t = .3. Com base nos testes de convergencia, todos os exemplos
a seguir foram construidos com n=3 pontos de Radau e p=2 pontos
interiores de Lobatto (ver secs.8 e 9) em passos sempre inferio-
res a .1.

As figs. 10.13-14 ilustra os instantes iniciais da
propagagao de um pulso triangular de deslocamentos e um retangu-
lar de tensoes, respectivamente, atraves do obstaculo duro, com
c1/c0= 2. Os aspectos mais importantes sao notados nas ondas re
fletidas, destacando-se a inversao de sinal, que ocorre apenas na
onda de deslocamento. Observando a forma da onda de tensao, des-
tacada para t = .35, note-se tambem um pulso negativo,superposto
em parte a onda transmitida.

Nos demais exemplos, efetuam-se algumas variagoes nos
parametros dos exemplos acima. Para uma onda retangular muito lon
ga (fig.10.15), nao se observa muito grande diferenga nos primei
ros pulsos (refletido e transmitido), em relacao aos obtidos com
a onda média do primeiro exemplo. Destaca-se, nesta figura, a di
ferenca entre a forma da onda e a solucao WKB, notando-se grande
diferenca na energia acumulada no obstaculo.

0 efeito de um obstaculo mais duro (cl/co= 4) @ mos
trado nas figs.10.16~17. Neste caso especial, o tempo de traves-
sia do obstaculo & igual ao periodo da onda, notando-se mesmo
grande semelhanga entre a forma da onda principal quando inteira
mente contida no obstaculo ( t =.1) e a forma da cauda de refle-

xao contida no obstaculo, apos um intervalo de dupla  travessia
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Fig.

10.712: Teste de convergencia. Trecho inicial da for
ma de onda para t=.3 (onda triangular de deslocamen

to. c1/c0= 2)
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Fig.10.13: Onda triangular de desliocamento no material

I1.1 (obstaculo duro, cl/co= 2)
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—_——— -}

Fig. 10.74: Onda retangular de tensao no material II.1

(obstaculo duro, c /co= 2)
1
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I1.1 (obstaculoe duro, ¢ /c = 2)
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Fig. 10.16: Onda triangular de destocamento no material

II.1 (obstaculoe duro, C1/c0= 4)
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Fig. 10.17: Onda retangular de tensao no material II1.1

(obstaculo duro, c /c = 4)
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(t = .3). Observe-se tambem o encurtamento e aumento de amplitu
de do pulso refletido, devidos ao menor tempo de travessia e maior
impedancia do obstaculo. A maior tendencia a ondulagao na cauda
refletida e atribuida a relagao entre o tempo de travessia e ope
riodo da onda incidente.

As figs. 10.18-19, em que se mostra a propagagao dos
pulsos atraves de um obstaculo mole (c1/c0= 1/2) reproduzem tam-
bem, principalmente no primeiro pulso refletido, as carateristi
cas de inomogeneidade: nota-se a inversac do sentido das ondasre
fletidas, o seu alongamento correspondente ao maior tempo de tra
vessia do obstaculo e sua menor amplitude, devida ao pequeno va
lor da impedancia acustica no interior da inomogeneidade.

Embora ainda se possam obter resultados analiticos
para os problemas de identificagao, as informagoes que se podem
retirar de uma criteriosa variagao de parametros nos problemas
de simulagao podem ser valiosas, como se pretendeu ilustrar nes
tes exemplos. Com a possibilidade de solug¢3o numerica dos pro -
blemas com modelos seccionalmente suaves, dispoe-se de maior fle

xibilidade na modelagem de meios inomogeneos.
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Onda triangular de deslocamento no mate-

10.18:

Fig.
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10.5 Exemplos com o material II.2

Um modelo de inomogeneidade seccionalmente suave po
de ser obtido a partir do anterior (II.1). Trata-se de uma cama
da de transicao entre dois meios homogeneos. Uma aplicacgio inte-
ressante deste modelo & o "casamento de impedancias" na jungao
de dois materiais diferentes, com o objetivo de maximizar atrans
missao de sinal.

Para uma camada de espessura a , as expressoes de in
teresse para este modelo s3o identicas as do material II.1, a sa

ber, (10.10-14) para x<0 tendo-se, para x50, as expressoes

X
C
1

c(x)

— 2 . -
C = c Al T(x)

; X(t) =c 1t
1 1

(10.15)

n
o
L
-
1]
-
1
o

A{x)

0 estabelecimento de um modelo de transi¢ao que mini
mize a reflexao de onda € um problema interessante que pode ser
investigado com a simulacao numerica ora apresentada. 0 modelo
apresentado acima ja revela carateristicas interessantes neste
sentido. Como mostram as figuras 10.20-21, apds a reflexao ini
cial, reduzida, a energia capturada pela transigao e emitida len
tamente, com efeitos de eco. Para efeito de comparagao, note-se
que numa transigao brusca haveria reflexdo de 33% da onda inci =
dente. Tais efeitos de reverberacdao tambem estdo presentes no
material II.1, sendo claramente notados quando se desenvolve ]

estudo detalhado do comportamento das fungoes de Riemann.
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wt|w

-2 ]

Fig.10.20: Funcoes de Riemann para o material II.2 e o ar-
gumento (-.I,to,-.l,O); transicao mole~duro (c /c0= 2)
1

¢l

Fig. 10.21: Solugao WKB e influencia da reflexdo para ondas
de tensao e deslocamento no material I11.2. t=0,2.
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APENDICE

Programa de computacao para problemas de valor inicial em meio

infinito.

Para a solugao do problema de Cauchy apresentado na
sec.6, pelo método de Riemann, usando as técnicas numericas des
critas nas secs.8 e 9, foi desenvolvido um programa em linguagem
Fortran, listado, em parte, no final deste Apendice.

Foram implementadas as condigoes iniciais de desloca
mento ou tensdo, na forma de pulso concentrado retangular, trian
gular ou parabolico, para os quatro tipos de material descritos
na sec.10, com velocidade inicial nula, podendo-se obter como re
sultado as formas da onda para determinados instantes ou as cur
vas deslocamento vs. tempo e tensao vs. tempo para pontos especi
ficados.

Na solugao das equagoes integrais, os pontos de in-
terpolacao no subdominio {i,2), ver sec.8, podem ser 9(n=3) ou
16(n=4), sendo dispostos pelo critério de Radau. A quadratura nu
mérica da equacgdo integral e feita, nos elementos (i,%) onde o
nicleo & continuo, usando o esquema (8.19); nos elementos com des
continuidade, a integral (8.23) e calculada com o uso de sub-ele
mentos retangulares e triangulares, como ilustra a fig.8.6, com
quatro nos interiores distribuidos pelo criterio de Gauss-Legen-
dre, ver expressoes (8.24-29).

Obtida a fungao de Riemann, a solugao @ construida
por quadratura numérica dessa fungao com as condigoes iniciais ,

ao longo da reta £=n(t=0). Os procedimentos numéricos disponi-
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veis no programa sao: integragao por trapezios, Gauss-Legendre
com até 8 pontos interiores e Gauss-Lobatto com ate 4 pontos in
teriores em cada intervalo, cuja amplitude maxima H e especifi
cada. Mesmo sob a especificagao de um esquema de quadratura Gaus
siano, o programa adota a regra do trapezio para intervalos me
nores que H/10.

Nos pontos interiores de integragao, a fungao de Rie
mann pode ser calculada ou obtida por interpolagao dentro de um
elemento adicional cuja diagonal e o eixo t=0.

As subrotinas e fungoes do programa, cuja estrutura
€ ilustrada adiante, tem suas atribuigoes assim descritas(desta
cadas com * as listadas ao final do Apendice):

LEDOR: 1e dados; escreve preambulo com os dados
RADAU: preenche matrizes com coordenadas dos pontos de Radau e
coeficientes de integracao.
INPOLA? calcula matriz de interpolagaoc para os pontos interio-
res na diagonal de um elemento quadrado.
POLI? calcula o valor do polinomio de interpolag3ao de Lagrange.
COEFI: preenche vetores com coordenadas e coeficientes de inte
gragao de Gauss-Legendre.
LOBATO: preenche vetores com coordenadas e coeficientes de inte
gracao de Gauss-Lobatto.
RIEMANN? efetua a integracao numerica do produto da fungao deRie
mann e derivada normal pelas condigoes iniciais.
TAU: calcula o tempo de propagagao t(x).
UFUNC: estabelece o valor da condigao inicial em cada ponto x.
ALFA : calcula a deformagao A(x) da onda direta.

VPROP: fornece a velocidade de propagagao c(x).
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fornece a transformacao inversa X(t).

calcula a funcao de Riemann e suas derivadas de primeira
ordem, no dominio de dependencia de um ponto (xo,to).
divide o dominio de dependencia para a solugao numerica
levando em conta o processo especificado para a integra-
cao feita em RIEMANN, bem como a presenca de desconti -
nuidade no nucleo e nas condigoes iniciais.

reordena vetor de pontos de integragao, inserindo novos
pontos oriundos do refinamento da malha.

calcula os valores dos nucleos das equagoes integrais.
gera matriz de integragaoc para o elemento retangular sua
ve.

gera matriz de integra¢do para o elemento descontinuo tri
angular inferior (fig.8.6).

gera matriz de integracao para o elemento descontTnuot(i
angular superior,

resolve o sistema algebrico linear (i,2) pelo metodo de
Gauss-Choleski.

escreve e representa graficamente a solugao.

escreve, em varios niveis de op¢dao, os resultados inter-
mediarios, para exame e teste de convergencia de proces-
s0s numericos internos.

designagao reservada para uma subrotina que especifique
0s valores do carregamento f(x,t), permitindo resolveros
problemas de resposta forgada. A integra¢ao bidimensio-
nal da contribuigao de f e efetuada junto com a constru
¢ao da fungao de Riemann. 0 carregamento f deve ser con
tinuo nas variaveis x e t, para que este procedimento se

ja preciso.
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PRCPAGACAL DE TYDAS ZINDELUKR/IEVILACQUA 1977
5=CARTGES, UNIT=READER

6=IMPRES S, UMIT=PQINTER

DIMEMSION UXVIF{40CI),TIT(6)

COMMCN ISIG»IMAT,IFUNC

CCMMON VUCZ2)YsPRCPLLINI,UGSVESH

COMMON XIsXFsCHIA,CHIRSCHIO»ETAD

COMMON CHICB),PESC( 6);LQAJC(4,4);PRADQ(&):CIVT(S:lG)
COMMON CLlsC2,VXCBY»VY(18)YsPOX{4,8)sP0Y(4513)

COMMON LRy LWsMPTHNTTIALIB,IC,MNR,NS,IELJFD

COMMEON Z0IV/ DXoDTHUNIXC2),UNITC2) s XTELTIE,NXs HNT,HODDO

PROPAGACAC DA ONOA UFUNC NGO MEID

[MEINITO ~AC HOACGEHEC IMAT.

METODG NE RIEMANN: A ET INTEGRAL DE
VOLTERKA Ut OCORRE £' RESCLVIDA NUMERICA~
MENTE FPR QUADRATURA GAUSSTANA DE RADAU

LR=5%L%=6
READCLR, 1o INJOB, INIODSIE»JFO

FORMAT (4[5 ’

00 130 TJid=1,MNJCR
WEITE(L w233 1JC3,NJ0O8
FERMATCLl, 12X, 'J08 ',13.'/',13)

€ LEITURA 05 DADGS

Cwoxx

Cixew

CAtL LEODCR

C TRABALHO COM £S DADOS

Crxx

ITEN=1

IFCISIG.EQ.4)ITEN=

k=1
IFCISIG.ER.ILORVITEN.ZR.2)K=1)
TFOR=1+M0OC+2+R

IFCIMATLTLIY GO TC 1
PROP(2)=SJRT(L./PRCP(2))
PROGP(3)=PRLP(2)
PRCP(4)=3,141592653%
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PRCOP(2)=(PREP(2)~1, ¥/ {PRUP(Z)+1,)
PROP(SY==TAU(PRJIP(3))
PEOP{6)=-PRCP(S)
PROP(7I=FPRLP(S5) /100,
IFCIMAT ,EQ.a) PRCP(GE =0,
60 70 2 .
1 PRLP(5)=~190.
PRCP(H)} = 1(0.

Crex
c EXTREMOS NO PLAMO (SIAETA
2 XP=X1I

CHIA=TAU(XP)

AP=XF

CHIB=TAU(LP)
C ESCREVER € CONTEUDO DO COMYCHN (CPCIUNAL)
[FC(IELGELS5 )Y CALL ESCRITY
IF(H000.c2.1)G0 TC 12
Cxex
C PRCGIAMA PARA X VARIAVEL
Caxwn
DO & I=1,NTY
T=DT«(I~1)+T1E
DC 5 KT=1,6
TIT(ETYI=T
5 CONTINUE
R=T+CHIB
XFIM=XINV{R,®)
Nx={XF [r=XIE)/DX+3
I0G=1 _
I[IF(I.GT.1} GO TQ 11
IDC=INIDC
11 WRITECLW»32) T,10D0
30 FIRMATCLIHL,'TEMPC=',F15.7»%'A PARTIR DL PCNTGO',I9)
DO 3 J=100sNX
X=XIE+0¥X=(J=1)
UAVTF(J)=X
[FOITEN.EQ.2)ISIG=]
CHIC=TAULCX)+T
ETAO=CHIL=2.#%T
IFCIES GELLIIWRT TE(LW, 293T-, X, CHIL»ETAL
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29 FLRMAT(/2X, 'CALCULC NC TEMPO'>F10.5,'PCSICAG!»F10.557,"

22X, YCOGLRDENADAS CARATERISTICAS: CSI=',F10.5,'ETAS'F10.59)
Cxx CALCULD 04 KESPOSTA NUD OCMINIO CSISETA
CALL RIEMANCU,SUM
C ESCREVER § CONTEUDC DO COMMOMN (OPEIOMAL)
I[IF(IE.GE.6) CALL ESCRIT
Cx= CALCULC OA KESPLSTA EM X»T
[J=NX+)
CS5I=CHIQO
ETA=ETAD
AL=ALFACCSILETA)
UXVTF (I JI=U/AL
[JJ=2%xn 4+
UXVTFCTIJJdY=SU4/7aL
IJR=3shNY+}
UXYTFCOIJRK)=UXYTRCTI )+ UXVTFCI U
#RITE(LY,29)
29 FF<MAT(14A:'PGSICAD'n8¥;'ONDA NINETAT S X, "REFLEXQ'»T7 X
1*TLUTALY)
WRITECL W, 40) UXVTFLIY,UXVTIF (LI} URVTEC(T I »UXKVTF (LUK
4C FORAAT(LY, 6{2X,E14.7))
IFCITENLEQRLL1DIGO TG 9
Cxx CALCULLZ O TENSAC CORRISPCNDENTE
[SIG=2
CALL RIEMANCU,SUM)
[JL=4xNY+
UXYTFLTIJL)Y=U%AL
TJ4=528Y ¢+
UXYTFCEIM)=3SUM*AL
IJN=6+NX+J
UXYTFROTIINI=UXVTIFCIIL Y+ UXVTF (I M)
APITE(L WS UXYTF AT UL UXYTECTOHILUXYTF LTI )
S50 FORMATCIH+»THX»3C(2X,514.7))
8 CGHTTINUE
MzixITEN+]
CALL GR*FA(UXVTF,N(;V,TIT’IFDP)
4 CCNTIMUe
GC TC 1900

Crax
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C TEMPO VARTAVEL, POSICLES FIXKAS
Crxx
12 00 14 I=1sNX
A=XIE+Dax(I~1)
2C 15 KT=1,6
15 TIT{nT)=X
X=TAULCX)
TI =X=-CHI3=2«07T
MAUX=(TI-TIE}/DT
TIE=TIE +NAUX«DT
IDG=1
IF(I.GT,1) GG TO 186
IDC=INIDL
16 HWARITE(Lwebid) T, IDCG
60 FORMATCIML»'POSICAU='»F13.7>14 PAFTIR DO INSTANTE',IS)
NG 13 J=I0C,NT :
IFCITEN.EQG.2YISIC=1
T=TI +uTx(J=1)
UXVTF(JI=T
CHIG=X+T
ETAC=X~T
CALL RIEMANC(UsSUH)
[J=NT+y
C51=CHIQ
ETA=ETAC
AL=ALFACCLISETA)
UYYTF (I Y=U/AL
1JJ=2«T+)
UXVTF(xJJ)~SUW/4L
[dK=3+NT +J
UXYTFCOIdn)=UXYTE (I Y eUXVTE(IJS)
YRITE{LW,49)
49 FORMAT(14x," TEHYPD ', 8%, '0MDA DIRETA',SX, "REFLEXGT»7X»
1PTO7ALY)
WRITEC(LR, 40 UXVTFCII L UXVTF (I D L UXVTF (LU »UXVTF I UKD
IFCITENLEQ.LIGE TG 18
I1SIG=2
CALL RIEMAXCU,SUHMY
[JL=a=NT+
UXYTFCOTJLY=USAL
TdM=5S+NT+)
UXVTFOIIM)=SUuM/ AL
[UN=6*NT+)
UXYTF (TD0=UXYTE (T UL ) e XY TR LT SY)
ARITECLY O3 IUXVYTFRLTIJL)»UXVITFCTIIMIL,UXVYTIFC(IIN)
18 CCNTINUE
M=Zx I TEM+]
CALL GRAFACUXVTFNT»M>TIT,IFGR)
14 CCNTINUE
100 CONTINUE
STCP .
END
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SUBRCOUTINE INPCLA

DIMENSION PX{4)»PY(4),V(4)

CCMMON ISIG,IMAT,IFUNC

COMMON YU(2),PROPC10),UC,VOsH,AU2(6)
COMMCN CHL(B)»PESD(8)»AC4,56),UCL),CINTL(S,16)
CCMMEN £1,C2,VX(8),VY(18),P0X{4s8)sP0Y(4,18)
COMMCN LRy LWsNPINTLIA»TIB,ICsNRsNS,IESJFO
nao 2 1=1,NR :
veIy=u(l)

CSTABELECER COEFICIENTES GAUSS

N=NR

IF(IA.EQ.L) GO TO &

CALL CCGEFI

GG 10 5

CALL LCBATO

IF(IC.EQ.1) RETURN

COEFICIENTES DE INTERPCLACAG

00 15 I=1,18

Y=(CHICI+[AX+1.)/2.

X=1.,~Y

DO 10 J=1,HMR

PACIISPOLICX, M, 4,V)
OY{JI=POLICY,N»JsV)

CONTINUE

00 15 J=1,NR

IP=NR=(J=1)

00 15 M=1,NR

TALFASIP#}

CINTCILTALFA)=PX(J)I*PY(M)

CONTINUE ‘

RETURN

END

FUNCTIGN POLI(XsNsJsU)

DIMENSICN U(4)

POLI=1.

DA 10 I=1,N

TF(ILEQ.J) GO TO 10 _
PCLI = PQLI*{X=UCI/(UCII=UCTII)
CONTINLE

RETURM

END
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SUBROUTINE COTRI

JTAENSION V(&)

COMMCN TAUCZYAUX(SZ),U(L),AU2(020)
COMMEN C1,C2,K{3),Y(L13),P0AC4,3Y,PCY(4,13)
COMMOY LRy LW MPINT,IA,I2,ICsNTsNS,»IE
C2=1.53773592692/2.

C1l=1.=C2

Ci=C1l#+?

Ca=C1i~C?2

CS=C2*=2

YETOR QE RADAU V

2C 9 [=1,58

VOII=u(T1)

A=NR

ABCISSAS (TRIANGULG INFERICR)

=3

J0 12 I=1.NR

X{r+12=C1 ~ UYCD

{{k+2)=C2 « JL])

IFCI.E0.1y GO YD .10
XCrRel)=X(r+l)+C2»UllI=1)
X{K+2)=X {8 +2)+C1«U(I=1)

K=K+

YALCGRES DLS POLINCHMIGS NAS ABTCISSAS
90 12 I[=1,N8

IC 12 J=1,K

AGACI, I =POLTICXCJIsNsI-V)
CRUOEMADAS

k=3

UP:{J. )

06 2% I=i,nR

[IF{I.EQ.1) GO TO 15
HI=UC(I=1)-UP

YCR+1)=C 1+ +#1P
YOR+2)=C2«H [+ UP

=K +2

UP=U(i=1)

HI=U(i)-ue

Y(r+1}=UpPe C3 +4]

Y{R+2)=UP+ Ch =H]

Y{R+3)}=UP+ £5 «HI

K=t +3 '

VALORES DLS PCLIMNCMILS NAS CRDINADAS
ng 22 I=i,MNR .
L 22 J=lsK

POV LI, D) =rQLICY (D) N, 1Y)
SETURHN

END
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SUBRCUTINE RIEMANCU,SUM) .

DIMENSION W(7ST¥»0w{752),21(7S1), P75}

COMNON TISIG,IMAT,IFUNC

COMMON VU(2),PROPULIGI,UG»VCH

COMMON Y1eX2,CHIA,CHIBLCHIC,ETAD

COMMOCN CHICBIL,PESCUR)»Z7A00 4,4 )»PRADGCAY S CINT(S, lb)
COMYGN CleC2,¥X(8), VY13 ),PLX(4,3),PRYL4,13)
COMMON LR, LW, NPIHNT,IA»IB»ICNR,NSHIELJFC

ESTA SUSRUTINA PERMITE € CALCULD DA FCORMA OA UNDA
U NG PCMTu (CHIG,ETAC)IIAS VARTAVEIS CHI CCORRESCOUNDEM
AGS POANTQL DE IHTECGRACAG JYE GAUSS(TA=G)ITU LCBATTG
(T14=1)s CULM IB POGNTOS THTZRICRES. QUANDL I8 =,4
INTEGRACAL E FEITA PGR TRAPEZIOS, 0 QUE TAMBEM (CCORRFE
NCS INTERVALGS HUITO PEQUENGS

*rr

FRENTES D& ONDA

%t w

U=

SUM=9.

IF(JFCL.GE. L)Y GO Ta 55

{=CHIC

CALL UFUNL (X, Xs 1)

U=sUsdaBeVUull)

K=ETAD

CALL UFUNLCX, Xsld

U=U+d . 5»vUC(1)

A SOLUCAD ATE AJUI CONTEM APENAS A CNDA DIRETA.

L & .

DETLR”:'IACAU A0 INTERVALT REAL DE INTEGRACAC,

* Wk

XI=CHIA

AF=CHI3

IF(ETAS.Ge . CHIR2) RETUAN

[F(CHIC, L. CATA) RETURN

IF(CHIC.LT.CHIR)Y XF=CHIC

IFCETAC.GT.CHIA) XI=cTAC

Y

FUNCAG OE RIEHMANN

x® K

CALL VOLTHACU,SUM, XI»XE, WeCk,PL,IP,NP)
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IFCJF0.GE. 1) R TURN
IFCICLGE 1) WRITEC(LW,SIINPL{PICI)»h(I),DRCTDI>T=1,NP)

FCRMAT(/5%x,13,* PONTCS DE INTEGRACAG',»10Xs 'RIEMANN'» X,
LIDERIVADAS Y » 33/ 12%» 3{2X-F15.7) )

[=t 5 J=1

[FCI3.ER.:) GG G 32

* W

INTECRACAD POR GAUSS 0U LO3ATTO

[ &

Kk=1B+2

IFCI.GELNP)Y GO TO 45
JIFCILEQLIPCYY)Y GO TO 25
HI=PI{I+Iu+1)=~PI(])
IFCIALEN.LY Gf. TR 15
*xx

GAUSS

'S X

30 13 IJ=1,18

X=PICI+T 4

CALL UFURNC{X»rXs2)
SUM=SUMF(RCTI+T)«VUC2)=YULLI*OW( T+ T ) )*PESACTJ) i1/ 4,
[=1+IB+1

GG TG S

&

LCBATTS

X xr

[=1-1

DG 22 IJd=1,KK

(=PI(I+T 4}

CALL UFUNCCOXsXs2)

SUY=SUM+ (n{T+I4)=vU2)=VULL)=DW (T +TIJIIPESTIINI=HI/ G,
I=1+KK

GO TC ¢

INTEGRACAL PARA PASSH PEQUENO(TRAPEZIC ISULADG)
K=0

J=Jd+1

HI=PI(I+1)=-PI( D)

X=PI(I)

CALL UFUNCL{Xsx,2)
SUM=SUME(W{T)aVU(Z)~VULL1)I«DW(TI)I*HI/ 4.
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IF(K.ES.1) GO TG 5
K=1

I=1+1

50 T0 26

i ¥

TRAPEZID

x kW

X=PIC(I)

CALL UFUNC({Xs¥s2)

189

SUM=SUM+ (WL =VUL23~VU(L ) =0k (1)) (PIC2)=-PIC(1)) /4.

[F(NP.ERL.Z) GO TC
K=NP=1

90 35 I=2-k
X=PI(I)

CALL UFUNCUX,X,2)
SUMsSUM+ (W (T VU2
X=PI{(HP)

CALL UFUNL{X»X»2)
SUHM=3UHH (e (NP IV UL
RETURN

END

4C

)=VUCLIADWL I M)A (PICI+1)=PI(I~1))/6,

2I=VUCD) «DKENP)) ) * (PLI(NPI=PICNP~10) /4.,
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SUARCUTINE VOULTRACZ,SUA» L1, X2s5s00sPI,IP,NP)
JIMENSION WI750),0K(79%),P1(753),18(750)
FTHENSICON HXOSO M) HT IR ) » AXC8L )2 AT (ALY, V1)
DIMENSTION KHATCL16, 16, YC 16, VILLBY, WI(3LO0 ) ,NRI(Z027)
JIMEHSION WLC4)sDRLCA),DUC (LRI DHEC(LAR)
DIFENSION JEMAYC 16,156, DEMAT(LS+16)

COMMCM TSIG,IMAT,IFUSNC

COMMON VULZ21,P(Ll0)»UC»VESH

COMMON XA, XB,CHIA,CHIC.CHIC,ETALD

COCMMEN CHICA)Y»PESGUR )AL, 5),H{4a),CINT(5,16)
COMMON ClsE2,VXCB),VY(L8),PRX{5,8)>P0Y(4,18)
CCMMON LR>Un s NPINT»TA,TIB{CoNR,NSL,IE»JF(

“xw

PREPARAR PARA DIVIDIR NCY¥INIG

L& B

Y(1}¥=CHIQ

V(2)=ETAG

Y(3¥=P(5)

Yia)=P(5)

V(5)=X1

Vv(5)=¥x2

IF(IFUNC.HEL2)Y CO TG 3

IM=(XA+X8)/2.

(M=TAUC{M)

[FCCXH=1 ) (X¥=X2) )25, 3,3

NX=7

V7 )=4v

GO T 4

ANX=6

ww

DIYISALD Du DEOHINIC

* %X

CALL DITRE(VAAYS AT > NXsNT,I1,17.1P,NP,FI)
PREPARACAL DOGS ACUMULADCRES £ RESULTADCS
HOMOGENECGS PASSOS DE INTEGRACAD

NMa X=X

TE{NTLOT JZ) NMAX=NT

NO=NMAX*NR '

D0 5 [=1,NP

W(ii=1.
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OWeIYy=4.
CONTINUE
7C 6 I=1,n0
WItI)=1.
IWI(I )=,
CONT INUE
D0 7 I=1,nMAX
HYXC D) =AX(I+1Y=3X{])
HT(I)=AT(I+1)=AT (D)
CONTINUE
IF(IE-GT.Z)WRITE(LW;533)(V(I)91=1}7)111’12!NP!WX2NTr
LCIPLId,»T=1,0P)
FG?HAT(/ZXJ.DITQI‘l?(2<!rlo-5)’/!2X1'INDICES'!S(Zx!I3)!/
L2Xs VINICIAISZI2C /2%, 15(2%»12)) .
IF(IE.GT.Z)HRITE(LHpQQQ)(AK(I);HX(I);I=1rNX)
FORMATC/2X» 'PONTL/PASST X123 0/54,4(F10.5,24F17.555%)))
IFCIECT.2INRITECL WSS9 ) (AT(I)»HTCI)ATI=1,NT)
FOAMAT( 224 "PONTT/PASST Tit,8(/5Y,4(Fll.5,2XF12.5,5%)))
IFCIt*I2 T 00AND L IFL.EQ.F ) RETURN
OREPARA® [NTEGFACAQD
yA=1. 5 NAI=NX-1; NTLI=NT=1
[FA=0 5 DA=0.
IFCIPCLY W NS L ADLTIALET.2IGE TO 10
IFCA3SCATCL)~X1).CGTe 1.E=363 GG TO 10
DG 9 I=t,ndl
AC 9 J=1.6R
XTd=AX{Id+UCJIsHXLI)D)
DAZDA+AINR, )= AKERCAT I, XLy 2HX(] )
ANLINRI=DA
VARREDUPA DE INTEGRACASL
90 220 L=1sNT1L
HL=0T(L)
TL=ATC(L)
FAIXA MOGRTA?
[FLAGSITL=YXi).LE. 1.€=36) GG TO 15
IF{TL=X1312+15,2C
[Fra=1
G0 10 22
IFA=G
[W=]



2¢

22

26
16

31

192

[iP=1
HO1Y=K I(NAL=NR)
INCLI=IWILNXI*NR)Y = JIwlL CAR)
IFCICLEN.uIHXT=NX1+1
VX1=NX1=1
ITRA=) .
IFCIPUITIP) W EQ IWLAND, IC.FR.OIITRA=]
IFCITRALEG.1.AN) L ITRO.EQ . JINXI=NLL=-1
IFCITRACEG e AND L ITRO LT LINXI= X141

ITRG=1TRA

INICTIALIZAR A DTREITA 2a FAIXA
DO 25 [=1,A8R
WL(T)=1.
!)g‘-‘L(I)=J.‘c

VA=1.
VARREDUZA HURIZLANTAL

[F(HXLEQa0IGE TO 237
DC 137 T=LsNNX1

XI=AX(I)

IX=NR=(T=1)

HMI=HXC(T1)

VERIFICAR PLSICAC DO ELEMENTD
PREENCHER CSOEFICIENTES DE INTEGRACAD
ETa=2,+P(5)~XI
[F(ABS(TL=CTA)~1.E=26331,481,26
IFCTL=STA)Z G315 32

[EL=2

“GC-TO 40

1EL=1

CALL MATRACXMAT,HI HL,XTI,TLL,0EMAXSDEHAT)
G0 T4 4°

STA=2«P(p)-X%1
IFCABRSCETA=TLYI=L1,E-08)34 34,27
IFCETA=TLY3 3,34, 35

TEL=2

GO TO 49

IElL=-1

CALL MATRICXMAT,HI HL, XI,TL,DFE4AXDEMAT)
GC TG 4

[EL=0
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CALL MAJUACXMAT,HILHL, XTI, TL,OFMAX,DEMAT)
VETOR IHOEPENDEMTE

(SCLUCAD, PARA I€£L=2)

ConTINUE

[F(IE.GE W2 IWRITI(L®,222)1LsHIAHL

FORIMAT(2 X, "ELEMENTO ' » I3, 2X»7LAD0S ", 2(2X,F15,7))
[IFCIE.LFEL3) GO TC 74

WRITECLY 111X COXHATIRL»2)»E221oNS)KLI=15HS)
FCRAAT(S5 X, 'MATRIZ DG ELEMENTO's 90/ F(2%X,F19.5)1))
20 75 J=1,NR

TJ=I%X+J

DC 75 M=1,HR

TALFA=NC *»i 1) +H

VICIALFADI=WLOMI+RWICIS)I=VA

IRCCIALFAY=DRICTI D)

DWECIALF A)=DhL(H)

IFCIEL.NEL2Z)Y GO TO 75

YCIALFAY=VIC(TIALFA)D

CONTIMUE

IF(IEL.Ed.2) GO T8 97

RESCLUCAD DGS SISTEMA LINEAR

N=NS

CALL REGA(XHAT,VI»Y,N)

CALCULG DAS DERIVADAS PUR IHTEGRACAG

DG 43 IALFA=1,NS
A0 #o [QET=1,0NE
DWCCTALFAISORCETALFAD#IEMAX(IALFA-TRETI«Y(IBET)
IWECLALFAY=DWECTALFAY#DEMATCIALFASIBETY+Y([BET)
CCNTINUYE
TRANSCRICAD 0OCS RESULTAQQS
VA= [(TX+8R)
DA=DWL{NR)
IF(IE.CT.2MWRITECLN,ILYLY(J),J=1,0S)
FORMAT{SX, " SOLUCAC NO CLEHENTD' ,4(/5(2X»F10. 5}))
IFCIE.GTa2IWRITELLW,, 32y CaI(INe sl LU)»d=1,NRD

FORMAT(S X, 'CONDE CGE“ DE CONTORNG '»2(/72(5X,2(2X,710.21)1))

30 35 J=1l.NR
[J=1X+J
TALFA=J= N
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wICLJI=Y(IALF )
AWICIJI=IwC(TALFA)
TALFA=NO={NR=-11+J
WLEJ)=YCIALFA)
IWLCJ)=NWLCIALFA)
CONTINUE

IFLUFL.GELLD CALL FORCACZ,SUM» Y, HI»HL,XI»TL)

CCNTINLE

IFCIFALEQLTIGD TG 200
IFCIPCIIPY.EQ.TW)Y GG TO 115
IFCIC.EQ.L.CRLIBLEGLIIGL T 125

CINTERPGLALAC

0C 110 I=1l,IB

Ih=Ibk+l: w(IWI=F,

OW{IiW)=",

0C 110 TALFA=1,NS

WCIW)=CINTCL, TALFAIXYCTALFAY#NCTIHW)
AW(Iw)=CInTC I, TALFAY-(DWCCTALFA)=DN
CCNTIMUE

GO TO 125

[IP=1]P+1

Tw=IWw+l

W(Ih)=wI (I {+NR)

Nl IWI=IWICIX+NRI=DHLINR)

GG TC 279

IFCIX.EQ.G)Y GO TO 209

[h=Thtl

A lIHIEWTICIX)

OW(IW)=DHICIX)=D4A

L CONTINLE

VERIFICAR YALGCR FINAL
IF(IN.CR.NP) GE TC 210

CDA=H.

WP I=1.

OC 225 L=1.NT1L

DC 2395 4=1,KR
TLH=AT(L Y+ UCHI>HT(L)
DA=DA+ACHR, MY e XERERCAZ,TLM*HT{L)
CNTINLE

JW(NPY=DA

RETURH

END

ECTALFADI+DR (W)
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SUBRGU
DIMENS
JIMENS
CGMMGN
CLHMEN
CoMMOH
ComMON
COMMEN
CCMMCN
DIVIDE

* ¥
PREP AR
LI 4
J=M:s K
M=2 3
HX(1)=
HYCL)=
A6=2.+
A1=A7-
AZ=AG=
AT=A6-
AL=AT -
A5=4A7

* %k

195

TINE DITRICV,HY»HY »MsoNT1,I2,12,NP,PI)

ICN VOL™M)LAX(AI0)» HY (A2 ), VXL (RAC),VX2CaT)»VYTI(A30)
ITH ¥YY2(B830),1P(750),PIL(75C)

TSIG» IHMAT, IFUNC

VYULZ ), PRUPCLOGIAUC »Y¥CH

XA»XBrCHIA,(HIZ3,CHIC,ETAD
CHICB),PZSL(3),CRANC 4,4 ),PRADCLG),CINT (5,169
Cl,C2,¥X{81»¥Y(181,PLX{4,R)sPY(4,18)

LR3slw, NPIMNT»IA»TR»IC,NReNSHIE, JFLE

O PDCOKMINIO DE NDEPENDENCIA

AC AL

x:o
N=2
VOLYP HX(231=V{(5)
Yezy b oHY(2)=V(5)
VO3r: AT=2.xV(4)
v{5) -
vil)
v(5)
vil)

“¥(2)

NEFINICAG 0C 20 4INID

* Wk
IFCAl
fl=1 -
12=1
GO 70
IFCAZ~
[1==1
I2=-1
G0 TH

~viz2)i3l1,1,2

17
V(BI) L33

L7

[FCAZ=V(2)15,5,6

I[i=1

GC TG 9

[1=0
IF CUF
[F{al~

C.6Ta0) uf} TG 9

V(2))Y9,9,7
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HY(1)=A2

[F A=V (5)+1.E=36)9,9,0
HY(1)=V{5)
[FCA4=-¥C0e)I11,13510D
[2=-1

G0 T8 14

[2=2

IF{JFC.GT.0Y GG TG 14
TF{AS~V(L)Y12,14,14
HX(13=A5
[FCAS=V(B)=1.=26)13s14s10
HX(1)=V(B)

x W

INCLUSAD DAS DESCONTINUIDADES

* A

2C 16 [=3.4

TFCIY D) =HX (M) )= (V=AY INDI)ILS 1518

X=v(I)

CALL INSEn{X»,HXsH)
CALL INSER{XsHY»N)
CONTINLE

XMA=HAC(1 ) XMI=HX(M)
THA=HY (1) YMI=HY(1)
[F(I1=1I2157,18,29
IFCJFS.CT.2) GO TG 57
Gr 1o 69

L 3

CICLO NE INTERSECOES
it o .

20 19 I=1,H
VXLCDY=HXLT)
VX2(I)=HX(TD)

D0 20 I=1»N
VYL(T)=UYLT)

VY2 (Td=HY(1)

NY=# 3 HY=H ;5 Tu=l
K¥1=1

KX2=%1s KYl=1

KYe=1

JXL=NK? JX2=NX
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JYI=NY ¢ JY2=NY

RETA @it

IN=0 :
IFC(I1.NELC) GO TO 35
IF(JUX2.LT.KX2) GO TG 39
IN=1 '

00 23 I=Kx2sJX2
X=a6=V¥X2(1)

T=v¥X2(I)=X
[F(T)23+28,25
TFCOX=YI)*(X=Y1A) )26, 28,29
JYl=JV1+1

VYL(JY1) =K

[FCUH=XMI ) {~XHA 327,288,228
JX1=JK1+1

VX10JX13¥=X

CCNTINUE

KX2=1

[FCJY2.LT.KY2) GO TO 35
IN=1

AC 34 I=KYZ,JY?2

A=46=-vY2 (1)

T=X=vY2(I1)

[FCT)Y345 36,31
IFCC={MIIe(X-XMA) )22, 34,34
JX1=2JK1+1

VX10JX1)=x
IFCCA=YHM )« (X=Y"1A) )33, 34,34
JYl=JyYl+1 '
VYLOJYL) =y

CONTINLE

Kye=1

RETA R2

FFCI2.NE W 3G0 TG 45
IFCJ(LLLT.KXL)Y GG TC 49
IN=1

NG 39 I=KX1l.,JX1

f=A7=vX1LD)

T=VX1CI)=x

“IF(F Y39, 39, %0



OO

36

37

38

19

40

41
42

46
47

48
49
50

198

JTFC(X=Y"I)=2(=Y{AY 375,239,139
JY2=JY2+1

¥yY20JY2) =X
IF{OX=XHMI e {(X=XHA))23,39,59
JX2=Jx2+1

VX2 (JX2)=X

CONTINUE

KX1=I]

IFCUYL.LT.KY1) GO TO 45
[M=1

N 44 I=KY{,JdY1

X=A7=-VYYL1(I)

T=X=¥YY1{1}

IFCT)Yab, 446,41
[FCCX=XMI) 2 {X=XMA)IGZ» Hb b 4
JX2=JX2+1

YX2(JXZ)=X
TFCCX=YMI )= (X=YHAI Y4 244 544
JYZ2=4dY2+1

vYz{Jyz2y=X

CONTINUE

nYl=1

IFCINJER.LY GE TO 22

rrw

INSERCAD UGS NOVOS VALORES X
tyk

IFCIUXLLLELHNX) 0 TL 47
J=NX+] :

N0 a6 I=J4sJX1

X=¥x1{1)

CALL INSER{X,HYXsM)

CONTINUE

IF(JX2.LE.NX) GO TO 49
JeNX+!

05 43 I=JsJX2

X=VX2(1I)

CALL INSER(X,HX,M)

CCNTINUE

IF(M.LE.757)Y GO 1O S1
WRITE(LW,,23)IUsH
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sTop

LR X I

INSERCADN DCS NCGVYES VALORES Y
k¥ x

IFCJYLI.LELNY) GC TGO 53
J=NY+ 1 .

0C 52 TI=J,JY1

X=¥Y1(I)

CALL INSERCYX,HY,N)
CONTINUE

[FCJY2.LELNY) GO TO S5
J=NY+]

‘00 54 I=J,JY2

A=VY2(L)

CALL INSER{X,»HY»N)
CruTInuL
[FINJLE.755) oC TC 57
ARITECLNIIOXYTIUSN
Stoup

x % ¥

REFIMAMENTG DA MALHA
+* ¥ ¥

1=2

*

R ¢

k¥

NX=13

-IC-59 I=2,M

59
60

61

X=HX(II=-HA(I~-1)
L=A35CX/H}
IF(L.ES«y) GO TC 59
NG 59 d=1.L

NY=N{+1

VXLOHO) =AX{ L=+ (JUxXY/7(L+1)
COMNTINUE

IF{NL.LLE. ) GO TO 62
of 6l I=1,4X%
X=VyX1([)

CALL INSER(X,HYX,M)
CCNTINUE



gl

loNeNy]

62

65

66 .

7¢

71
7e
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[FIM.GTL750) 60 TCO 53
IF{IULNELEY GO TU 83
NY=0

NG 65 I=2#N
X=HY(I)=HY(I-1)
L=335(x/H)

IF(L.EG.0) €O TO 65
G 65 J=i.L

NY=nNY+1

VYLONY ) )=HY (T =1)+CJx Y /(L +1)
CCNTINUE

[FCNY.LE.GY GO TG 68
OC 67 T=1,NY

X=yY1([?

CALL IASERCXsHYsN)
CLNTINLE

[FIN.GY.750) GO TO 56
IFCIUVLEN.2) GO TO 76
RETURN

L& i 4

+REDIVISAL PARA INTEGRAL OE
LB

NP=Q

IFCIBWNE W) GU TGO 73
nc 71 I=1,H
K=H{(M=T+1)

[F(X.GT. V(%)) GO TC 72
NP=NP+1

PT(NP)=Y

CONTINUE

RETURN

x &

PCNTOS INTERIORES

LR =]

NX=0

10=3

NA=D

MMi=M=-1

[I=1

A€ 52 I=1,MM1

LINHA
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SC TO (74,753,111

74 NP=NP+1 '
PIONP)Y=HX(H=1+1)

75 X=X (M=T)=HX(M=I1+1)
IFCHX(M=[) GCT.V(B)YI =2
[FUX~d/10+.)7BsT6,78

76 60 TG (77,821,111

77 NA=NA+]L
IP{NA)=NP
G T 32

78 Y=(HX(M=Ir1)+HX(M=1))/2,
X=xX/2.
IFCIC.ED.CLANDJTITLER.2)Y GO TG 32
OC 81 J=t»18
P=Y+CHICJ+IA) =X
IFCIC.EQ.)Y GO TO 79
NY=NX+1
YXL(NX)=P

79 GO TC (RJ»31),T1

3C ¥P=NP+]

PI(NP)=P
1 CONTINUE

8¢ CONTINUE
[F{II.£0,2)16G0 TO 60
NP=HP+
PICN?)=HX(1)

GO Td s"

8% [FCICWEN.) RETURN
NY=D
DC 39 I=2.N
X=nY(I)=HYC(I=1)
IF(X=H/12.)85:,85,8h

84 X=X/2.
Y=(HY{I)+1Y(I=-1))/2.
dC 85 J=1.,18
NY=HNY+]

YYLONY I=sY+CHICJ+TAY«Y

585 CONTINUE
GO TG 66

9C FORMAT({'YEACESSO EM X:',I3,¥/',12,'PONTCSY)

100 FORMAT('EXCESSR EM Y, I 2,8/, 3,'PONTCLY)
£ND '
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SUSROUTINE MAQUACXMAT,HIHL, {I-TL,DEMAX,DEHMAT)
DIMENSIGN XMATCL6,16),D0EMAXL16,16),DEMAT(16,15)

CCMMON I5iGsIHAT,IFUNC
COMMEN VUC2),PREPCLLI) UL VCLH
COMHUCH XA»X9,CHIA,CHIB,CHIG,ETALC

COMMCN CHICB)PESC(3)Y»A0a,4),UC4),CINT(5,16)
CLUMEY C1lsC2,VXL{3Y,¥YLL1B),PCX4,8),P0Y(4,13)

COMMON LR,LW,NPINT,» T4, 18,ICoNR,NE»1E-JF0
AREA=HIFHL

D0 5¢ IR=1.MR

AIR=XI ¢ (IR )2 Y]

"DC 59 LS=1,HNR

TLS=TL+UCLS }wdL

IBETA=4N«{IR=1)+L5S

L= XXER(XInsTLS)

DL 50 J=1,H4R

JC S50 ¥=1,8R

TALFA=NRw(J=1)+4

AMATCIALFA» IBETA)==AC(J, IRI*A{M,LS3)«X+AREA

MATRIZ PARA DERIVADA EM (5]

IF(J.NELLRY GO TO 14

NEMAXCIALFA>IBETAY =AML Sy =X+l

60 T3 1S

NEMAXCTALFALIZETA)Y=G.

MATRIZ PARA CERIVADA EM ETA

TFIMJMELLS) GG TO 22
EVAT(IALFA,IBETAb—A(J IR *#X«H]
GC TC 5S¢
DEMATCIALFA,ISETA)=Y.

CONTINUE

N0 55 I=1sN8

AMAT (I, T)=XMATCILIN+L,

CCNTINUE

RETURY

ZND
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ITA=IRE+]IS
DERIVADAS
DXCIFA,ITA)=.
DT(IFA.TITAI=D,
IF{IR.NC. )Y GG TC 15
DXCIFA,TTAISIXRS«POY (IS, 1Y~1 3+ Xk6«PCY(IS,1Y )
* eYLA/Z.
[F(M.EG. L) GG T2 15
NYCTIEA,ITaYs DXCIFAL,ITAYE OXCIFA-1,1ITA)
19 IFCIS.NE M) LG TO 16 ,
ODTUIFAP [ TA )=~ {XRT7+PTLCIR,IX=1)+XKB+PIXLIR,IX )
® *{L A2, ¢ DTCIFA=HR,ITAD
MATRIZ NC SISTEMACI.L)
16 BOIFA,ITAY=C(XR1+ 20X T, =1 Y e XhI+PCX{TRL,TXI)*»POYCIS
11 =)l An2aPOXCIR,IY=1 ) +XK&xPHXCIR,IXYIr POYCIS,IY ) )
- ZARY A4,
BOIFA,ITAY= 2{IFA,ITA)+ BCIFA~-KE,TTA)
IF(M.E6.1) GO TC 2C
Iat=1TFa=1
ROTFA,ITAY= BCIFA»ITAY+ BLIALLITAY ~BL{IAL-AR,ITAH)
2¢ CONTINUE
TRIANGULUS
25 IY=5%J=3
Yi=Y{IY=1l)eul+TL
¥Y2=Y(IY)«r{ «+TL
Y3=Y{IY+rl)wyil +T0L
Yoz X{IX=1 )« +TL
Yo=X{ILYwril ¢TL
IFA=TAL+ U
Ah1=XKERL{AL,Y 1)
CE2={REFLALsYS)
SE3=)r ER{42,Y2)
AE4=XRER(X2,Y2)
AES=YXKER{%DsYu)
XEAR=KRE22(LN,Y¥3)
YLA={UC(J)=UPY=HL
AREA=YLA=iL A .
a0 30 IR=1,57
IRE=NZe{ In=-1)
DG X3 IS=1,04R
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SUGRDUTING MATRTA(A»4I o4l s ATl TL-DX,0T7)
DIMENSICH Fllosilorsd4{los»1E),3T016,16)
COMHMTN Tala, IMAT,THUNG
COMMEN VUL2)1ePROPCLZ ISP UL, VLo H
COVYON YA, XH,CHIA,(HIG,CHIC,ETAL
COMMON CHIC3Y»PLSC(3),A006, 43,/ {4),CINT(S,15)
COMMON CLlsC2pX(A ) YULSI,PLX(Ls3)sPIY U, LAY
COMMON LRoLunsM2INT I AST2,ICHR,NE»IE» JF G
FNTEGRA ELEMENTS TrRIANGULAR IHFERICR
aC 33 J=Lil,M8
[X=2+« )}
L1=T+A0I=1)+HI
X2=XI+X(1L)*H]
(O=xI+LCJ)+HI
TAL=NR~(J=1)
ue=i,
IF(J.ES LY GO T4 25
RETANOLLUS
JMi=J-1
XLA==(UCI)~U(J=1})~HI
A0 290 M=1.dM1
[FA=TaL+H
[Y=5«H4
Y1=Y{IY~13xeL +#TL
f2=Y{IY 1 xnl *TL
YO=UC4)eHL +TL
AKI=XKEP{xX1,Y1)
AR Z2=dREQ(AL,Y2)
XKI=XKER(XZ»Y1)
A a=XrE2(x2,Y2)
NKS=XrRER (WD, Y1)
(RHE=XKLR(X),Y2)
XET=XKEZ(nl YD}
AR3=XKER{x2,YD)
YLA={U(M)=UP) «HL
AREA=XLA=YLA
UP=U(M)
ne 23 IR=1,xNR
BN+ In=1)
nC 29 IS=1.MR
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ITA=IBE+]S
FERIVAZAS
DXCIFA.TTAY=Y,
DT(IFA-T TAY=2,
IFCIRNY LU GO TO 27
DACIFA, ITAY=CXNKRDPULLTIS T X=1 )+ KRB«POXLIS,IXYIxYLA/L
IFCJ.ECL L) GG TO 27
DXCIFA,ITAY= OXUIFA,ITA)+DX{IFA=-L,TITA)
SUIFAL, TTAY=((X¥LePOY (RS, TY L) R22PRYUIS,TYX)I*C1ePOYCIR
TUATRIZ DU SISEEMA(LSL)

TrIX= 1)+ LA 3oPLY(TIS eI Y IeXKaaPOYLTISHIY+1))x02«BPLY(IR,IX))

2eAE A 4.

IFCJ.ES.L) S0 T 23
SCIFA,ITA)=2C0IFA, ITAYL2CTIFA-L,TTA)
IF(J.Sashn) GO TO 27
JMi=utl

SLEMENTOS CJUL LS

I8 34 M= auisNR
IFG=TAL+H
')‘((irL.-Tfﬂ)-'}KfIrr\r{TJ;
ITCIE3,1TaX=0

SOIFCs I7al=nlIFALITA)
CONTINUF

20 25 I=1,4%
B{I»l)=(I,1j¢l.
CouTINUE

RETUAN

END
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