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SUMÃRIO 

Estabelecem-se as equaçoes para os problemas unidimen 

sionais de propagação de ondas de deslocamento e tensão em meios 

elãsticos inomogêneos. O método de Riemann-Green é examinado e 

sua aplicação ao problema de valor inicial é desenvolvida. Com a 

solução numérica das equações integrais resultantes, a função de 

Riemann é construida, para meios suaves e seccionalmente suaves, 

apresentando-se vãrios exemplos de materiais e formas de onda. 

A possibilidade de se incluir condições de contorno e considera­

da, obtendo-se a solução para o meio semi-infinito. 
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ABSTRACT 

The governing equations for one-dimensional displac~ 

ment and stress waves in non-homogeneous elastic media are de 

rived. The use of Riemann-Green's method is suggested and ap­

plied to the initial value problem. Upon numerical solution of 

the resulting integral equations, the Riemann function for 

smooth and sectionally-smooth media is constructed, several exam­

ples of materials and wave shapes being shown. The possible in 

clusion of boundary conditions is considered and the solution 

for semi-infinite media is obtained. 
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CAPÍTULO I 

INTRODUCÃO 
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]. ONDAS EM MEIOS INOMOG[NEOS 

1.1. Problemas de propagaçao. 

A presente escassez de métodos matemãticos e procedi 

mentos numéricos diretamente aplicãveis a problemas de propag~ 

çao de ondas não se deve, certamente, a que tais problemas se­

jam pouco frequentes. De fato, quase todos os movimentos da ma 

téria envolvem a propagação de ondas, jã que, para qualquer ma 

terial real (não rígido), os esforços aplicados a uma dada Pº! 

çao se propagam para as partes vizinhas com velocidade finita. 

Uma hipÕtese simplificadora, implfcita em muitos 

trabalhos, é aplicãvel quando a escala de tempo em que ocorrem 

mudanças importantes nas condições dinâmicas (e.g. a intensida 

de de uma ação externa) é muito maior que o tempo em que as on 

das percorrem todo o domínio de interesse. Tal situação e deli 

beradamente provocada, por exemplo, no ensaio mecãnico de mate 

riais, onde a curva tensão x deformação é obtida cóm pequena v~ 

locidade de deformação. Para corpos de prova longos e deforma­

çoes rãpidas, não se poderia determinar as propriedades do mate 
1 , 2 

rial sem o recurso a uma anãlise de propagação Ainda sob 

tal hipÕtese, vãrios processos industriais de conformação, apa­

rentemente rãpidos, são analisados com modelos quase-estãticos. 

Embora de difícil tratamento, os problemas de prop~ 

gaçao de ondas sao inevitãveis na abordagem de certos fenômenos 

naturais, tais como os sismos e a circulação sanguínea, e num 
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grande numero de processos tecnologicamente importantes, corno as 

deformações por impacto, os transientes hidráulicos, as ondas e 

letrornagnêticas e acústicas na atmosfera, a prospecção geológi­

ca, a ultrasonografia, etc. 

A maioria dos resultados conhecidos para problemas de 

propagaçao concerne problemas lineares, em meios homogêneos e 

configurações geornêtricas simples. 

A não-linearidade e a dificuldade mais importante, 

pois descarta grande parte dos instrumentos de análise rnaternáti 

ca disponiveis. Assim, embora se estude o comportamento dinârni 
!, .. '5 

co de materiais , as equações constitutivas não lineares sao 

de dificil aplicação, exceto em alguns casos quase-lineares, em 

que se pode transformar o problema em um linear, pela transfor-
_ 6, 7 

mação da hodografa 
6 

O rnêtodo das caracter1sticas , que sera 

abordado adiante (sec. 3 ), ê o Único atê hoje extensamente us! 

do na solução nurnêrica de problemas não-lineares de propagação. 

Corno consequência da falta de rnêtodos anal1ticos, muitos probl! 
8,9 

mas não-lineares impõem o recurso a estimativas e experimentos 

1.2. Meios inornogêneos. 

A modelagem matemática de um meio inornogêneo consis­

te, essencialmente, na adoção de padrães simples para a variação 

espacial dos parâmetros constitutivos. A adequação do modelo d! 

pende largamente do tipo de meio e problema de propagação inves­

tigado. 

Flutuações espaciais e temporais das propriedades me 
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dias sao observãveis em todo meio real. Tal inomogeneidade alea 
_ 1 O _ _ 

toria e um fator importante em certos fenomenos, como o espa -

lhamento e a atenuação de ondas acústicas e eletromagnêticas, es 
1 1 

pecialmente no caso de fluidos sujeitos a turbulencia 

O tipo de inomogeneidade que serã aqui estudado, con 

siste na variação macroscÕpica das propriedades mêdias_de um ma 

terial. Superposta ã inomogeneidade aleatõria, essa inomogenei­

dade regular ê frequentemente encontrada. Enquanto em meios fl~ 
l 2 

idos, como a atmosfera e o mar, os gradientes de propriedades 

ocorrem pela presença atual de campos não uniformes de temper~ 

tura e pressão, os meios sÕlidos, alem de tais efeitos atuais,p~ 

dem apresentar inomogeneidade regular permanente, como um efeito 

"cristalizado" de sua histõria de formação. Tal ê o caso , por 
1 3 

exemplo, dos solos e de certos tecidos biolÕgicos, como os os 
l ~ 

SOS 

As ligas metâlicas têm seu comportamento diretamen­

te ligado ã estrutura granular microscõpica, moldada ao longo de 

sua histõria têrmica, química e mecânica. Assim, a não-uniforml 

dade de um processo pode provocar inomogeneidade regular num cor 

po metâlico. Um exemplo interessante ê a produção de um corpo l 

nomogeneo por um processo dinâmico de deformação plâstica
8 

(fig. 

1.1.): um projêtil, originalmente homogêneo, deforma-se ao coli 

dir com um obstãculo. Sofrendo encruamento não-uniforme, o mate 

rial do projêtil ê agora inomogêneo , quanto ao comportamento 

plâstico. 
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Figura 1. 1.: Encruamento dinâmico 
(a) projétil inicialmente homogêneo 
(b) no impacto, cada região sofre deformação 

diferente 
(c) corpo inomogêneo extraido do projétil 

E 

Do ponto de vista das aplicações prâticas e também 

quanto ao tipo de problema matemãtico que colocam, os problemas 

de propagação de ondas em meios inomogêneos podem ser divididos 

em duas categorias: os problemas de simulação , em que se procu-

ra a resposta de um meio conhecido a uma excitação dada, e os 

problemas de identificação , em que se busca determinar o perfil 

das propriedades do meio, dada a excitação e registrada a respo~ 

ta. 

Embora os problemas de identificação tenham importa~ 

tes aplicações (diagnóstico medico por sonografia, prospecção ge~ 
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lÕgica, controle de qualidade) e, formalmente, pareçam atê mais 

simples - porque reduzem a equações diferenciais de ordem infe­

rior, em que as incõgnitas sao os coeficientes das equaçoes de 

onda - sua real utilidade estã vinculada ã possibilidade de se 

construir a solução conhecendo-se a resposta do meio apenas em 

certo número de pontos (microfones, sondas, transdutores). Com 

tal restrição, os problemas de identificação se tornam bem mais 

complexos, envolvendo certo grau de indeterminação. 

A figura 1.2 . mostra uma ultrasonografia do ventre 

de uma gestante, que possibilitou avaliar a idade do feto pela 

dimensão da cabeça. Observemos que, apesar de parecer a imagem 

de uma ãrea, ê na realidade um conjunto de manchas, com as quais 

o especialista "interpola" visualmente a imagem completa. A exe 

cução matemãtica de tal leitura constituiria a solução aproxim! 

da para o problema de identificação. 

Figura 1.2.: Ultrasonografia do ventre de uma gestante. 
A seta indica a cabeça do feto. 
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O desenvolvimento de tais procedimentos numéricos es 

tã intimamente ligado ã solução dos problemas de simulação den 

tro dum contexto de fórmulas de representação, nas quais a solu 

çao e expressa como um funcional das propriedades do meio e das 

condições de excitação, sendo esses dois fatores claramente se 

parados. Assim, um metodo de simulação totalmente numérico, em 

que as condições iniciais e de contorno e os carregamentos de­

vam ser incorporados desde o inicio, fornece pouca visão das ca 

racterísticas prÕprias do material. 

l .3. Aspectos geométricos. 

Em problemas envolvendo interfaces, a complexidade 

geométrica de tais contornos pode trazer um obstãculo importa~ 

te ã anãlise. Quando tal complexidade e irremovível, tem-se ob 

tido soluções com a simplificação das características da onda. 

Tal e o caso da onda plana, modelo apropriado para um pequeno 

trecho de superfície esferica, com os correspondentes metodos \1..€!! 

métricos, amplamente utilizados em acústica arquitetônica e Õti 

ca. 

Para a consideração simultanea de complexidade ge~ 

métrica e inomogeneidade material, ve-se algum futuro no metodo 

dos elementos finitos. A maior dificuldade na aplicação de tal 

metodo a problemas hiperbÕlicos surge do fato de que nestes pr~ 

blemas e possível a propagação de superfícies de descontinuida 

de, cujo posicionamento no interior de elementos seria difícil. 

Alem disso, tais superfícies trazem complicações a formulação 
_ - , 1 5 

das equaçoes validas para cada elemento . 



7 

Um recurso comum de simplificação geométrica é a con 

sideração de modelos dotados de certa simetria, o que conduz a 

problemas uni e bi-dimensionais. Do ponto de vista da transmis 

são de sinais, tais modelos têm comportamento diferente dos tri 

dimensionais, o que pode trazer certa dificuldade no tratamento 

do problema de identificação de meios inomogêneos. Neste senti­

do, os modelos uni-dimensionais podem trazer mais vantagem que 

os bi-dimensionais, como serã visto a seguir. 

Considere-se o problema de valor inicial para a pr~ 

pagaçao da perturbação u(~,t) em Rn, dado pela eguaçao da onda 

u -c 2 ,;, 2 u=D tt n 
n x e: R , t>O 

com as condições iniciais 

onde ,;, 2 

n 

u(~,O) = <P(~) 
n 

X e: R 

él u e o Laplaciano n-dimensional e ut = 
él t 

( l. l ) 

( l • 2) 

Para n=l, é fãcil verificar que (l.l) admite aso 

lução geral 

u(x,t) = F(x-ct) + G(x+ct) ( l . 3 ) 
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o que indica a possibilidade de propagaçao de ondas sem distor 

çao. De fato, com as condições iniciais (1.2), obtêm-se a so 

lução de d'Alembert 

u(x,t) = : [4>(x-ct) + 4>(x+ct) + ~ lx+ct w(s)ds] 

x-ct 

( 1 • 4) 

Observa-se da solução acima que a condição inicial 

de deslocamento se propaga inalterada, enquanto hã dispersão da 

condição inicial de velocidade: o valor u(x,t) depende de 1j, em 

todo o intervalo (x-ct, x+ct), e de 4> apenas nos extremos desse 

intervalo. 

As soluções tridimensionais apresentam aproprie-

dade de manter a nitidez da perturbação inicial, tanto em <j) c~ 

mo em 1/1 De fato, para os problemas de radiação esférica (ver 

D6] , cap.111), pode-se utilizar soluções do tipo 

u(R,t) = F(R-ct) 

R 

+ G(R+ct) 

R 

( 1. 5) 

e a solução u(~,t) do problema de Cauchy (1.1-2) para n~3 im 

par envolve os valores de 4> e 1j, apenas na superficie esférica 

de raio ct , com centro em x. 

A propriedade de nitidez observada acima, chamada 

principio deHuyghens, não ê satisfeita pelas soluções para n 
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par. Em particular, para n=2, nao ê possivel construir solu­

çoes progressivas tais como (1.3) e (1.5) e a solução u(~,t) 
1 6 

do problema de valor inicial depende dos valores de <P e w em 

todo o disco de raio ct, com centro em x. 

Do exposto acima, conclui-se que os modelos unidi -

mensionais podem ser utilizados com vantagem no estudo de prop~ 

gação de ondas em meios inomogêneos, ao menos no caso de veloci 

dade inicial nula, em que a distorção apresentada pelas ondas 

de tensão e deslocamento poderá ser diretamente associada ã ino 

mogeneidade. A simplicidade matemática e essa facilidade de i 

dentificação tornam os modelos unidimensionais convenientes eu 

teis. 

1.4. Vantagens do mêtodo de Riemann. 

A maior parte deste trabalho será dedicada a cons -

trução de soluções para o problema de valor inicial de propaga­

ção de ondas unidimensionais u(x,t) em um meio elástico inomo­

geneo. Tal problema ê descrito por uma equaçao diferencial li 

near hiperbÕlica, sucintamente descrita por 

L [u] = f ( x, t) X e: (-00,00), t>t 
o 

e pelas condições iniciais 

u(x,t) = <P(x) o 
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ou, de forma mais compacta, com U= (u,ut) 

Em vista do que foi exposto no §1.2 , ê desejável e~ 

tabelecer um procedimento cuja parte analítica consista em uma 

solução formal que separe claramente as caraterísticas do mate 

rial inomogêneo das condições iniciais e esforços aplicados. A 

lém disso, o trabalho numérico requerido para a efetiva constru­

çao de soluções particulares deve ser simplificado. 

Para esclarecer melhor as vantagens especificas do 

método que serã proposto, convêm citar dois métodos importantes, 

usualmente empregados em problemas de propagação. 

Na efetiva construção numérica de soluções, sao uti­

lizados métodos de di6e4ença4 6inita4 , geralmente sobre uma ma 

lha carateristica (ver sec. 3), no plano xt. Atualmente, tais 

métodos são os mais econõmicos e precisos, tendo sido estendidos 
1 7 

a mais dimensões espaciais Para a integração da equação dif~ 

rencial, requer-se o uso das condições iniciais e dos carregame~ 

tos. Isto significa que uma visão geral do efeito da inomogenel 

dade sobre a onda é obtida somente por indução, a partir de um 

certo numero de experimentos numéricos. 

A análi4e e4peet4al é outro método muito utilizado 

em problemas lineares de dinâmica de meios continuas. Neste me 
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todo, a variãvel tempo ê eliminada pelo uso da transformação de 

Fourier. Isto corresponde a se admitir, com os coeficientes de 

L independentes do tempo, a existência de soluções periódicas 

do tipo u(x,t) = F(x) exp (iwt), onde w ê a frequência angu -

lar. Embora se tenha obtido resultados importantes com esse ti 
_ 12.,13,18 _ 

pode analise , e evidente a difi~uldade de construir nume 

ricamente a solução para condições iniciais e esforços não pe -

riÓdicos, o que envolveria a inversão numêrica da transformação 

de Fourier. Por outro lado, existe evidencia matemãtica de que 

a resposta de um meio inomogêneo ã excitação periódica nao e , 

em geral, periódica, o que põe em questão a validade da decomp~ 

sição espectral, na anãlise de meios continuamente inomogêneos. 

Este fato serã apresentado com mais detalhes na sec. 3. 

A possibilidade de se obter uma representação expli 

cita para a solução u(x,t), em termos dos dados U(t ) e f(x,t), 
- o 

ê assegurada pelo fato de que a solução, sendo um funcional li 

near continuo dos dados, pode ser representada por uma integr~ 

ção (ver [16] ,pgs. 453 e 672). Isto significa que, dado o PO.!!. 

to (x,t), existe um intervalo I e um "dominio de dependencia"íl, 

tais que u(x,t) pode ser representada por uma expressão da for 

ma 

u(x,t) K f dA 
2 

Para equaçoes hiperbólicas, a primeira de tais re 

presentações foi obtida por Riemann e serã aqui utilizada. Nes-
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sa representação, os nucleos K e K sao derivados de uma uni-
-1 2 

ca função de transferência W(x,t,;,t
0
), a função de Riemann. Co 

mo sera mostrado na sec.4, esta abordagem é estreitamente rela­

cionada com o método das funções de Green, amplamente utilizado 

em problemas eliticos e parabólicos. Para meios inomogêneos su~ 

ves e seccionalmente suaves, ie, aqueles cujos parâmetros cons­

titutivos possuem derivadas espaciais atê a segunda ordem em 

quase todos os pontos, a formulação clâssica de Riemann pode ser 

aplicada sem o recurso a teoria das distribuições, bâsica para 

a abordagem pelas funções de Green. 

Apesar de sua elegancia e clareza, o método de Rie 

mann nao tem sido empregado na construção de soluções e sim,pri~ 

cipalmente, como uma prova construtiva de sua existência. A ex 

plicação parece ser a dificuldade na obtenção da função de Rie 

mann. Os vârios métodos jâ encontrados para essa construção fo 

ram relatados por COPS0N[20J. Dentre esses o que parece mais a 

dequado ao tratamento numérico envolve a solução de uma equaçao 

integral, num dominio bidimensional. A resolução numérica des 

sa equação integral parece exigir um esquema de interpolação gl~ 

bal, num dominio cuja ârea cresce com o quadrado de (t-t ). Com 
o 

isso, pode parecer que o método tem limitações quanto ao espaço 

de memória requerido. Isto ê obviamente falso, porque, sendo~ 

quivalente a uma equação diferencial hiperbólica, a equação in 

tegral pode ser resolvida por um processo numérico que se "pro­

paga" dentro do dominio. De fato, como serâ observado ao se es 

tabelecer o procedimento numérico, a interpolação seccional p~ 

ra dominios grandes conduz a sistemas de equações algébricas li 

neares com grande desacoplamento entre as incógnitas, obtendo­

se matrizes globais quase-triangulares. Assim, a construção n~ 

mêrica da função de Riemann se reduz ã resolução de uma sequên-
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eia de sistemas algébricos lineares de baixa ordem. O processo, 

portanto, não tem limitações de memõria e sim de tempo de comp~ 

tação. 

A efetiva construção numérica das soluções para al 

guns exemplos mostrarã que a função de Riemann é um instrumento 

interessante para esta classe de problemas, com a vantagem de 

conter toda a informação quanto ãs caraterísticas propagatõrias 

do meio inomogêneo. 
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2. EQUAÇÃO DA ONDA. 

O método de solução exposto neste trabalho será apl1 

cado ao problema de propagação de ondas planas em meios elãsti -

cos estratificados. r conveniente estabelecer inicialmente as 

equações dinâmicas para um meio elâstico inomogêneo. 

2.1. Deslocamento e deformação. 

Um corpo contínuo C é observado por um sistema de re 

ferência no espaço, na configuração K, ver fig. 2.1. O movimen­

to de C no referencial Ré, portanto, a sequência temporal de 

configurações K(t). 

x' 

X 

2 

R 

Fig.2.1.: Deslocamento de um corpo contínuo entre duas con 
figurações. 
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Para um corpo sõlido, ê util tomar-se tambêm uma 

configuração de referência K , geralmente uma configuração fac 
o -

21 _ 
tivel e, mais comumente para materiais elasticos, a configura-

ção natural, indeformada. Sobre a configuração de referência, 

define-se um sistema de coordenadas yi , adequado a geometria 

do sÕlido. 

os vetores 

Se a posição de referência de uma particula X ê r , 
-o 

a. = ar / ay i 
-1 -o constituem uma base natural de refe -

rência. O tensor mêtrico dessa configuração serã 

= a. 
-1 

a. 
-J 

Na configuração deformada K(t), sendo b. 
-1 

os veto 
22 

res da base natural do sistema deformado , tem-se a mêtrica 

hlºJº = b .• b. -1 -J 

Sendo ~(t) a posição da particula X, o deslocamen 

to de X no instante t ê dado por 

u = 

onde ai 

r - r 
-o 

i w b. = 
-1 

e bi sao as bases duais, satisfazendo 



A deformação de C 

1 6 

ai . ~j = bi b . -j = ô~ 
J 

entre K e K(t) e definida pelo tensor E, com 
o 

Pode-se mostrar que, em termos dos componentes do deslocamento 

na base de referência, a deformação e 

k =u .. +u .. +u.uk. 1,J J,1 ,, ,J 

onde u. . é a derivada covariante em relação a yi (ver [22] ). J , , 

Considerando pequenas as deformações, o tensor deformação E se 

rã aproximado por e, dado pela expressão linear 

u. . + u . . , ,J J ,, ( 2 . 1 ) 

e a deformação volumétrica, tr~ço do tensor deformação, sera 

e= e~= , ( 2. 2) 
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A hipótese de pequenas deformações permite confundir 

as coordenadas deformadas com as de referência, com a conseque~ 

te linearização das expressões, nas coordenadas de referência,p~ 

ra as derivadas espaciais efetuadas na configuração atual. 

2.2. Equação dinâmica. 

A equaçao constitutiva de Cauchy para um sÕlido elãs 
_ 23 

tico linear isotropico , relaciona a tensão cr com a deforma-

çao e por 

À!Hi ~ + 2µ e~ 
J J 

(2.3) 

onde À eµ sao os parâmetros constitutivos de Lamé, cuja relação 

com os mÕdulos de Young e Poisson é 

Ev 
À=------

(l+v)(l-2v) 
µ = 

E 
(2.4) 

2 ( l +v) 

A forma diferencial do balanço da quantidade de mo­

vimento linear em um meio continuo é descrita pela equação dinâ 

mica de Cauchy 

div cr + f = O (2.5) 



ou, em componentes 

ij 
(J • 

,J 
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+ 

onde ! = p(~ - ~), sendo p a massa especifica local do meio, p~ 

o resultante das forças de corpo e ~ a aceleração. 

Para um sÕlido inomogêneo, admite-se a variação esp~ 

cial dos parâmetros materiais. Assim, substituindo (2.3) em 

(2.5), obtém-se a equação de movimento para um meio elástico ino 

mogeneo: 

a e a À k 
(Ã+µ) + e + 2ei 

ay i a y i 
kj 

µg u. . k + f. = o , ,J , 

ou, com o Laplaciano definido por v2 u. , kj - g u .. k, tem-se 
, 'J 

(Ã+µ) ~ + µV 2 u. + e ay, , 
a À --.- + ay, 

2e
1
~ aµ + f

1
• = o 

ã7 

2.3. Ondas de dilatação e distorção. 

( 2. 6) 

O sistema de equaçoes diferenciais (2.6) ê de tipo 

hiperbÕlico e o caráter propagatõrio de suas soluções ê bem co 
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nhecido. Tomando, para ilustração, o caso do material homogêneo 
2~ 

pode-se mostrar que existem dois tipos de solução, desacopla-

dos, que se propagam com velocidades diferentes. Utiliza-se p~ 

ra o deslocamento u a representação de Helmholtz 

u = grad $ + rot ~ 

com a restrição div p= O. Considerando, por simplicidade, a au 

sência de forças de corpo, a representação acima, substituída em 

(2.6), conduz a 

equaçao que pode ser satisfeita se$ e 2 forem soluções das e 

quaçoes 

onde 

c 2 = l±1l! 
L p 

c 2 = g_ 
T 

p 
( 2. 7) 
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Tem-se, portanto, dois tipos de onda, propagando-se 

as velocidades cL e cT. A onda$ transporta dilatações, jã 

que 

e = u .. 
l 'l 

= cp •. 
'l l 

enquanto a onda ~ transporta distorções equivolumétricas, pois 

div 1/1 = O. 

2.4. Meios estratificados. 

O modelo mais simples para um meio inomogéneo e o 

meio estratificado seccionalmente homogêneo, em que as inter­

faces onde o material sofre variação de propriedades são super­

fícies concentricas, ie, o material é homogêneo em camadas de 

espessura uniforme. 

Do ponto de vista prãtico, serao considerados meios 

estratificados aqueles em que se pode estabelecer um sistema de 

coordenadas tal que as propriedades do material variam com uma 

coordenada apenas. Os meios estratificados mais comuns, porta~ 

to, têm camadas planas, cilíndricas ou esféricas. 

Enquanto o meio estratificado seccionalmente homo 

geneo encontra diversas aplicações, como em sismologia, prospe~ 

ção geológica, isolamento acüstico e dinâmica de compÕsitos, ou 

tros problemas requerem que se admita a variação continua de p~ 
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râmetros materiais. Serã designado por meio estratificado con­

tínuo, um meio em que as propriedades variam continuamente, admi 

tindo-se que os gradientes de todas as propriedades materiais S! 

jam paralelos em cada ponto. Neste caso, ê possível, ao menos 

localmente, estabelecer um sistema de coordenadas na configura -

çao de referência, tal que as propriedades do material sô variam 

com uma coordenada, seja y 1 • o paralelismo dos gradientes nao 

ê uma hipôtese muito restritiva, considerando um dado evento co 

mo gerador da inomogeneidade. Tomando, por exemplo, um meio uni 

forme submetido a um campo de temperaturas, tem-se um exemplo de 
25 

material inomogêneo contínuo 

Para um solido elástico inomogêneo com estratifica­

çao contínua e diferenciãvel na coordenada y 1
, a equação (2.6) 

terã os componentes 

(À+µ) a e 
ay' 

+e 1-l.. + 
ôy 1 

( À+µ)~+ µV 2 u. + f. = O 
1 1 

2e 12 + f 
1 1 
ay' 

= o (2.8) 

i = 2,3 

Os problemas unidimensionais para o sistema acima, 

reduzem-no ainda mais, conduzindo a equações e condições de con 

torno simples. Três casos unidimensionais podem ser considera­

dos: tensão longitudinal, deslocamento longitudinal e cisalha -

mento, exemplificados a seguir. 
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2.5. Exemplo: ondas axisimétricas. 

Considere-se, inicialmente, uma cavidade cilindrica 

longa, em um meio estratificado segundo a coordenada radial r. 

No caso de simetria axial de deslocamento e deformações, as e 

quaçoes (2.8) se reduzem ao sistema desacoplado 

a
2

u.,. a (au.,. + u"' ) 
P --" = µ ( r ) ---"'- _:t. ( 2. 9) 

at 2 ar ar r 

= 
[
E*(r) ( aur + .'.'..!:_)J-

a r a r r 
p a u 

2....!:. ~ 
r dr 

(2.10) 

a t 2 

onde 

E(l-v) 
E*= À+ 2µ = (2.11) 

(l+v)(l-2v) 

Assim, com o deslocamento longitudinal u
2
=0, tem-se 

dois problemas unidimensionais desacoplados: a onda de cisalha -

mento (2.9) e a onda de dilatação (2. 10), propagando-se com 

as velocidades cT e cL, respectivamente. O caso de ondas unidi 

mensionais de tensão, que poderia ser obtido em uma placa fina, 

não serã aqui discutido. t semelhante ao problema de ondas lon 

gitudinais em barras finas, examinado adiante. 
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2.6. Ondas planas. 

Em um meio homogêneo, a equaçao dinâmica para uma pe~ 

turbação representada pela intensidade P(~,t), sera a equaçao 

da onda: 

p - c2172p = o 
tt 

(2.12) 

Uma onda plana ê uma solução da equaçao da onda tal 

que, a cada instante, P seja constante em cada elemento de uma 

familia de planos paralelos. Se (n , n , n) são os componentes 
1 2 3 

cartesianos do vetor n unitârio normal â onda,~ define a dire 

ção de propagação da onda e a equação de tais planos serã 

n x + n y + n z = d 
1 2 3 

e, para qualquer forma de onda F(~). a função 

P(~,t) = F(d±ct) = F(r.n±ct) 

e solução de (2.12). 

Uma forma particularmente util de onda plana ê a on 

da harmônica com a forma F(~) = ~(w) exp (iw~/c), ie, a onda 



24 

com a qual se pode estudar aspectos importantes de propagaçao de 

ondas monocromáticas (com um Único componente em frequência) em 

meios estratificados (ver [12] e [13]). 

Os três casos de onda plana serao considerados,toma~ 

do-se, por simplicidade, a onda paralela ao plano yz(x 2 x 3
). Num 

meio transversalmente ilimitado, pode-se ter uma onda longitudl 

nal de deslocamento, com u = u = O, que serã chamada onda plana 
2 3 

de dilatação, com u = u(x,t) satisfazendo o primeiro componente 
1 

de (2.8) que, no caso homogêneo não-forçado, se reduz a 

(2.13) 

Assim, as ondas acima se propagam a velocidade cl' definida em 

(2.7). 

Considere-se agora o caso de uma barra fina, submeti 

da a tensões longitudinais (na direção x). Com as tensões nor 

mais transversais cr e cr nulas (quanto a esta simplificação ver 
22 33 

[28]), obtem-se da equação constitutiva (2.3): 

e = e = À -"'--- e = -v e 
2 2 3 3 l 1 l 1 

2(À+µ) 
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resultando, na direçio x, a "lei de Hooke": 

µ(3Ã+2µ) 
e = E e 

1 1 1 1 
À + µ 

enquanto no caso de dilataçio tinha-se 

a = (Ã+2µ) e = E* e 
1 1 1 1 1 1 

Para a barra fina, portanto, tem-se ondas unidimen­

sionais de tensio. No caso homogêneo nio-forçado, a tensio 

cr(x,t) e o deslocamento u(x,t) satisfazem equações idênticas 

(2.14) 

onde c 2 = E/p. 

No terceiro tipo de onda plana, tem-se os desloca­

mentos ortogonais ã direçio de propagaçio, por exemplo 

u(x,t) = v(x,t)~y + w(x,t)~
2 

n = n - -x 
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e, com as tensões dadas por 

a = µv 
2 l X 

obtém-se, no caso homogêneo, as equaçoes 

(2.15) 

onde cT é a velocidade de propagaçao das ondas de cisalhamento, 

obtida em (2.7). 

As equaçoes completas para as ondas unidimensionais 

de dilatação e tensão em meios inomogêneos podem ser obtidas 

como casos particulares de (2.8), mas serão estabelecidas mais 

adiante por uma anãlise unidimensional. 

2.7. Condições de contorno. Reflexão. 

o problema de Cauchy para a equação(2.6) e, usual -
mente, o problema de valor inicial 

L [~] = f r E R 3 

' 
t>O 

~(!:,O) = ~o(!:) 

r E R 3 (2.16) 

~t(!:,O) = V ( !: ) 
o 
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~ 1 6 
Este problema tem solução unica em um ponto P (r ,t ), se 

o -o o os 

coeficientes de L forem contínuos em n(P
0
), o dominio de depe~ 

dência do ponto Po. A construção de soluções para materiais ino 

mogeneos, em que as derivadas dos parâmetros materiais não sejam 

contínuas,epara corpos limitados, requer que se acrescente a 

(2.16) condições de contorno ou de interface adequadas. 

As fronteiras espaciais para o problema de propaga -

çao de ondas são, portanto, as superfícies onde os parâmetros m! 

teriais, ou seus gradientes, sofrem descontinuidade. Dois casos 

extremos são os contornos rígido e livre onde, respectivamente , 

prevalecem as condições 

~(!:,t) = o 

r e: E, t >O (2.17) 

~(~,t) = o 

enquanto no caso geral impõe-se a continuidade de tensões e des 

locamentos (ou velocidades) através das interfaces. 
12.,13 

O procedimento usual para a construção de solu 

çoes para a propagaçao de ondas planas em meios seccionalmente 

homogêneos, nao requer a obtenção de uma solução geral. Ã solu 

ção direta de (2.16) são superpostos os efeitos do contorno de 

cada região homogênea, sob a forma de ondas refletidas e refrata 

das. O significado dessa divisão poderã ser melhor compreendido 

quando o problema for tratado no plano das variãveis carateristi 

cas (sec.3). t interessante agrupar as derivadas de segunda or 

dem da equação (2.6), inclusive ~tt' no operador de onda com ve 

locidade variãvel' o r~J' ficando a equação na forma 
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L[~] - O[~] + D [~]= f 

ou O[~] = f - D [~] (2.18) 

onde os coeficientes de D sao as derivadas espaciais das pro­

priedades do meio. 

Para meios seccionalmente homogêneos, o termo D e 

nulo no interior das regiões homogêneas, reduzindo-se a fontes 

concentradas no contorno. A forma acima indica a possibilidade 

de se construir as soluções por superposição, considerando a on 

da direta a excitar o termo D, dando origem ã onda refletida so 

bre o meio de origem e ã refratada, sobre a região vizinha. 

Em meios inomogêneos contínuos, com variação lenta 

de parâmetros constitutivos, a equação (2.18) sugere o uso de um 

método de perturbações. A primeira aproximação, assim obtida, e 
12,2~ 

conhecida como a solução WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin), fo~ 

nece uma onda submetida ã refração contínua, mas não inclui o e 

feito de reflexão. 

2.8. Ondas planas em meio estratificado plano. 

Por suas inúmeras aplicações, os modelos seccional -

mente homogêneos planos têm sido bastante estudados. Com o uso 

de ondas planas, têm sido estudados os coeficientes de refração 

e reflexão de diversos tipos de interface. 
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No estudo da incidência de ondas planas sobre inter­

faces planas (ver [12], por exemplo), observa-se que, enquanto no 

interior de um meio homogêneo as ondas longitudinais e de cis~ha 

mento são desacopladas, um tipo de onda pode gerar o outro,na i~ 

terface. Isto ê facilmente entendido se o deslocamento cisalhante 

for decomposto, com um componente (v) paralelo ã interface( ver 

fig. 2.2). Em geologia, dã-se ãs ondas v e w os nomes de cisalha 

mento horizontal e vertical, respectivamente. 

x' 

Fig. 2.2 

x' 

I / 
--1! ---- ---

er·-·-·-" __L_ . - . - . ..:.a-. 

Onda plana na camada n de um meio estratificado 
seccionalmente homogêneo, incidindo com o ângulo 
de incidência e sobre a camada n+l. 

x• 
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Note-se que, exceto para a incidência normal,e = O , 

o deslocamento de dilatação u tem componente tangencial ã in -

terface e o deslocamento de cisalhamento vertical w tem compo­

nente normal a essa interface. Conclui-se que, exceto para incl 

ciência normal, os problemas de cisalhamento (vertical) e dilata-
- -çao sao acoplados nas interfaces das camadas. 

Uma importante consequência do que se observou acima 

e que, num meio continuamente inomogêneo, as ondas de cisalhame~ 

to e dilatação são acopladas em todos os pontos. No caso espe­

cial de ondas planas em meio estratificado contínuo plano, esse 

acoplamento se restringe ãs ondas de cisalhamento vertical e di 

latação, obtendo-se problemas unidimensionais desacoplados somen 

te no caso de incidência normal. 

2.9. Ondas em barras inomogêneas. 

As ondas longitudinais mostradas no §2.6 como casos 

particulares da equação dinâmica geral (2.6), serão englobadas 

numa única forma de equação, que pode ser obtida por meio de uma 

abordagem mais simples, a partir de uma equação constitutiva uni 

dimensional 

a = y E 

onde a e a tensão longitudinal ,E a deformação e y a rigidez elis 

tica. 

Considere-se uma barra de eixo retilíneo, com seçao 
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transversal variável A(x), cujos parâmetros materiais p e y p~ 

dem variar com x. Obtem-se a equação dinâmica unidimensional es 

tabelecendo-se o balanço de quantidade de movimento linear para 

o movimento médio de um elemento da barra. Se u(x,t) ê o deslo­

camento em relação â configuração indeformada e cr a tensão de en 

genharia, ie, a tensão referida ã seção indeformada, tem-se 

( pA dx)utt = -crA + (cr+ CJ<dx)(A+A'dx) + p(x,t)dx 

onde p(x,t) ê um carregamento axial externo. Resulta dai a e 

quação dinâmica 

A' putt = cr + crx + p(x,t)/A (2.19) 
A 

Pode-se agora introduzir na equaçao acima a equaçao 

constitutiva, em que, para pequenas deformações, se toma e:= ux , 

obtendo-se 

(t'+ :l) ( t)/A P utt = A Y yux + yuxx + p x' 

ou, definindo c 2 :y/p, chega-se finalmente a equaçao de onda 

(2.20) 
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onde f = p/pA 

Com algumas formas especiais de A(x), p(x) e y(x),fo 

ram obtidas soluções exatas para problemas de valor inicial e de 

contorno (meio semi-infinito) para a equação acima. Ver especia.!_ 

mente as referências [2], [25], [26], [27]. 

Observe-se que, considerando y = E, o módulo de Young 

ou y= E* dado em (2.10), obtém-se as ondas longitudinais de ten 

são ou deformação, respectivamente. No primeiro caso, tem-se e 

fetivamente o limite de barras finas, ie, despreza-se os efeitos 

de inercia lateral, considerando nulas as tensões laterais. Esta 
2 7,28 

seria a primeira aproximação em uma análise bidimensional . No 

segundo caso, considera-se o limite oposto, do meio transversal­

mente ilimitado, abandonando-se o termo A'/A. Esta ê também a 

equaçao aplicável para deslocamentos e tensões no eixo da barra. 

Frequentemente, e util o estudo da propagaçao de on 

das em termos da tensão a. A obtenção da equaçao para a tensão 

decorre da derivação de (2.19) em relação a x, resultando: 

A' (- -
A 

-
p' A• , J )a + p(~) a= g(x,t) 
p X pA 

(2.21) 

onde 

g(x,t) = pc 2 a (E....) 
a X pA 
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3. VARIÃVEIS CARATERÍSTICAS. 

3.1. Sistema Carateristico. 

O conceito de variáveis carateristicas é muito Útil 

no tratamento de problemas de propagação, especialmente no caso 

de problemas transientes, ie , problemas de valor inicial não-fo! 

çados. Como será visto a seguir, além de fornecer uma forma de 

equaçao mais adequada ã integração. a formulação do problema de 

propagaçao em termos das variáveis carateristicas permite anteci 

par várias propriedades de sua solução. 

Para equações a duas variáveis independentes, tais c~ 

mo (2.20-21), o problema geral de Cauchy consiste em se conhe -

cer, ao longo de uma curva r do plano xt , o valor da variável 

dependente e de sua derivada normal a curva. Tais problemas são 

geralmente denominados problemas de valor inicial, mas reserva­

mos esta denominação para o caso especial (2.16) em quer é a li 

nha t = t
0 

e os dados de Cauchy, para a equaçao (2.20) por exem 

plo, são u(x,t 0 ) e ut(x,t 0 ). 

Um modo de se abordar o conceito de carateristicas 

(ver [16] , Cap.V) consiste na verificação da existência de cur 

vas r tais que, com a equação diferencial e os dados de Cauchy , 

nao seja possível determinar univocamente as derivadas de ordem 

superior normais ã curva. Tais curvas são denominadas curvas ca 

rateristicas e o problema de Cauchy correspondente não tem solu 

ção Ünica. Podemos interpretar que a solução se propaga ao lon 

godas curvas carateristicas, sendo assim impossível estender os 

dados sobre uma dessas curvas a sua vizinhança. 
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Equações de propagaçao, como (2.20-21), possuem duas 

familias independentes de curvas caraterísticas e por esse cri 

têrio são denominadas equações hiperbÕlicas. A determinação das 

caraterísticas será aqui estabelecida inicialmente por uma abor-

dagem mais simples e esclarecedora que a indicada acima e que 

consiste (ver [6] , Cap. II e [22] ) no estudo de um sistema de 

equaçoes de primeira ordem, obtido diretamente da equação consti 

tutiva (2.18) e da equação dinâmica (2.19). 

O carater hiperbÕlico das equações e, consequenteme~ 

te, as propriedades mais notáveis de suas soluções, ê determina­

do pelos coeficientes das derivadas de ordem mais alta. No pr! 

sente trabalho, não será abordado o problema de propagação de on 

das em barras finas com seção variável. Esta restrição, sem di 

minuir a generalidade dos conceitos apresentados, permitirá que 

se trabalhe com equações mais simples. 

Com a restrição acima e considerando, por ora, o ca 

so não-forçado, obtém-se sistemas simples equivalentes a (2.20 -

21 ) . Pode-se tomar como vari ãvei s dependentes cr = y u 
X 

e V = 

ou v e E= ux, ou ainda combinações dessas variáveis. Para cr e 

v, tem-se o sistema mais compacto 

pv = cr t X 
( 3. l ) 

que pode ser escrito na forma matricial 

~~X+ T ~t = O ( 3. 2) 
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onde 

Busca-se direções carateristicas no plano xt,ao lon 

godas quais o sistema (3.2) fique desacoplado nas variãveis in 

dependentes, ie, forneça uma relação entre as derivadas de cr e 

v numa mesma direção. O sistema (3.2), hiperbÕlico, tem em ca 

da ponto duas direções carateristicas, cujas curvas integrais PQ 

dem ser interpretadas como curvas coordenadas de uma transforma­

çao de variãveis independentes 

E; = E;(x,t) 

Tl = n(x,t) ( 3. 3) 

com o Jacobiano 

( 3. 4) 

diferente de zero em todos os pontos. De fato, aplicando a trans 

formação genêrica (3.3) ao sistema (3.2), encontra-se 
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e, supondo que ~x = dt; O em todos os pontos, tem-se, sobre as 
~t dx 

curvas 11= cte 

(X+ dx T)~ W = O 
- X-~ 

dt -

e, analogamente para as curvas~= cte. 

As curvas em que os sistemas acima têm solução nao­

trivial satisfazem ã condição 

ie 

det (~ + dx !) = O 
dt -

dx -y 
dt 

det = 

1 dx 
-p-

dt 

o 
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obtendo-se 

~=±0 =±c(x) 
dt ~ p 

( 3. 5) 

Assim, sobre cada curva caraterística (ver fig.3.1), 

o sistema (3.2) e reduzido a uma Única equação diferencial ordi 

nãria. A variãvel independente dessa equação pode ser x,t ou a 

variãvel caraterística que não e constante ao longo da curva.Po 

de-se tambem escrever simplesmente o sistema na forma diferen­

cial. Escolhendo arbitrariamente os sinais em (3.5), tem-se 

dx c(x) = 
+ cte dt ( 3. 6) c : n = 

(J ç; = p CV/',; ( dcr = pcdv) 

dx -c(x) = 
dt -c : ç; = cte ( 3. 7) 

(J = -pcv ( dcr = -pcdv) 
n n 
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t 

A X 

Fig.3.1: Curvas caraterísticas no plano xt. Mostra-se tambêm 
o domínio de dependência para a solução no ponto 

P(F;B' nA). 

O sistema caraterístico revela algumas das proprie­

dades mais importantes das equações hiperbólicas: 

i) ao longo das caraterísticas, (2.20-21) sao oper~ 

dores diferenciais interiores. Assim, atravês da 

caraterística $ = cte, a derivada exterior u$$ 

pode sofrer descontinuidade. Num sentido genera-

lizado, tambêm u$ e mesmo u podem sofrer tais 

descontinuidades, ãs quais se aplicam equações s~ 

melhantes a (3.6-7), como sera visto no §3.3. 

ii) condições iniciais no segmento AB(fig.3.1) dete! 

minam a solução em todo o dominio ABP. Em parti­

cular, a solução no ponto P depende apenas das 

condições iniciais em AB e do carregamento exter 
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no no dominio ABP, denominado domínio de depen -

dência de P(íl(P)). 

Como citado na sec. l, um mêtodo numérico amplamente 

utilizado na solução de problemas hiperbÕlicos consiste na divi 

são da região de interesse do plano xt em uma malha carateris­

tica, onde o sistema (3.6-7) é integrado aproximadamente. A for 

ma mais rudimentar de tal aproximação e dada pelas equações a 

diferenças finitas 

+ c : t:,x = ci'lt i'lcr = pci'lv 

-c : t.x = -ci'I t i'lcr = -pci'lv 

O método é especialmente util em problemas nao li-

neares, quando não se dispõe de recursos analiticos. 

3.2. Variáveis carateristicas e forma normal. 

Para estabelecer uma transformação (3.3) compatível 

com (3.5), ie , com 

= = 

f; t 

1 

c(x) 



pode-se escolher a forma 
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f; = ,(x) +t 

n = ,(x) -t 
(3.8) 

onde ,(x) serão tempo de propagaçao de uma perturbação, da ori 

gem até a posição x, dado por 

,(x) . r 
o 

dy 

c(y) 

(3.9) 

A transformação (3 .8) e regular. De fato ,como c(x)>O, 

o Jacobiano (3.4), a saber 

1 1 
c(x) 

J(x) det 2 = = 

1 c(x) 
-1 

c (x) 

é não-nulo e finito em todos os pontos. A transformação inversa 

serã definida por 

X = X(f;+n) = 
2 

X(,) (3.10) 
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(3.10) 

Com a variável x deformada pela transformação(3.9), 

a fig. 3.2 mostra os elementos do problema de valor inicial no 

plano das variáveis caraterísticas sn. Observa-se que, para 

qualquer forma de c(x), as curvas caraterísticas no plano sn são 

as retas coordenadas. Cumpre notar, tambem, que a transformação 

(3.8) adotada aqui para a definição das variáveis caraterísticas 

nao e unica; quaisquer funções monótonas a(s) e B(n) podem ser 

adotadas como variáveis caraterísticas. 

A 

lj2 t 

Fig. 3.2: Eixos x e te domínio de dependencia íl(P) no pl~ 
no das variáveis caraterísticas. 

A forma assumida por (2.20-21) quando u e cr sao toma 

dos como funções das variáveis caraterísticas e denominada forma 

normal. Partindo da equação geral de 2~ ordem 
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e com o uso da transformação (3.8), e.g. 

-
1-(ui:;+u ) 

c(x) n 

obtem-se a forma normal 

Com a restrição de que a seçao transversal e constan 

te ou flimitada, as equaçoes (2.20-21) assumem a forma simples 

utt - c 2 (u + Y' u ) = f(x,t) (3.11) 
XX X y 

0 tt - c
2

( 0 xx - p, ) 
- (J X 

= g(x,t) (3.12) 
p 

onde para uma barra de seçao transversal A e um carregamento 

externo p(x,t), tem-se 

f(x,t) = __e_ 
pA 

g(x,t) = ~ .l...{l) (3.13) 
A a x P 
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Para um meio transversalmente ilimitado, elimina-se A das ex 

pressoes acima e p(x,t) e o carregamento por unidade de volume 

do meio. 

No caso da equaçao (3.11), para as ondas de desloca­

mento, tem-se, assim, os coeficientes: 

A = -c 2 (x) B = O e = 1 H = - ~·u - f(x,t) 
p X 

e os coeficientes da equaçao transformada serao então 

-
A = B = 

-
H = 

onde 

-f(t;,n) = f[x(t;,n) ,t(t;,nl] 

Com as variãveis caraterísticas f;,n definidas por 

(3.8), obtém-se a forma normal 

ucn + l K (-~·!..!l.)(u + u ) = ã(t;,n) 
s 4U2 f; n 

(3.14) 
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onde 

e 

l -a= f e o coeficiente 
-Ku' expressando a inomogeneidade, 

com 

4 

K (x) 
u 

R (i;+n) = R (T) = K (X(T)) 
u 2 u u 

= ...J..' -
pc 

' c' c'=c(2-+-)= 
P c 

l i__(pc) = 
p dx 

c i__ln(pc)(3.15) 
dx 

Observa-se que o parâmetro material importante na d~ 

terminação do comportamento inomogêneo ê a impedância acústica 

Z = pc. No caso homogêneo e não-forçado, a equação normal(3.14) 

se reduz a 

ção geral 

ou 

ui;n = O, que pode ser integrada, obtendo-se a solu 

u(i;,n) = F(i;) + G(n) 

u(x,t) = F(~ + t) + G{~ - t) 
c c 

Para a equaçao (3.12), governando as ondas de tensão 

pode-se aplicar procedimento anâlogo ao desenvolvido acima. Ob­

tém-se a forma normal 

º~n+ ! R (i;+n)(o~+o) = b(i;,n) 
', 4ª2 sn 

(3.16) 



onde 

b(E;,n) = 
1 g(E;,n) 
4 
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= 
1 g[x(i=;,n),t(i=;,n)] 
4 

O coeficiente K tambem envolve a variação da imp~ 
a 

dância acústica. Neste caso, tem-se 

onde 

K (X) a 

K (~) = K (T) = K (X(T)) 
cr 2 cr a 

' c' = -c(.lL + - ) = 
P c 

c!... lln 
dx L 

2 d ( 1 ) pC --
dx pC 

(3.17) 

A forma simples das equaçoes (3.14-16) e o fato de 

se obter, no plano E;n,uma malha carateristica retilínea ortogo -

nal, trazem grande vantagem â formulação de métodos analitico-nu 

mericos, como o metodo de Riemann, que serã desenvolvido nas pr~ 

ximas seções. No restante desta seção, serão destacados alguns 

aspectos importantes da propagação de ondas em meios inomogêneos 

cuja observação e facilitada pela formulação carateristica. 

3.3 Propagação de descontinuidades 

As equaçoes carateristicas (3.6-7) podem ser aplic~ 
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das a uma frente de onda descontinua, ie, uma superfície que se 

propaga no interior do corpo contínuo, através da qual a tensão 

e a velocidade das particulas são descontínuas. Embora não des 

creva toda a solução, a condição a ser obtida pela integração 

das equações caraterísticas ao longo da frente de onda contem a 

solução exata nessa superfície e uma primeira aproximação para a 

solução atrãs dela. 

Em problemas não-lineares, a condição de propagaçao 

de descontinuidades e especialmente útil quando se estuda uma on 

da simples, ie, uma onda incidindo sobre um meio inicialmente em 

repouso. Em problemas lineares, formas de onda complexas podem 

ser decompostas em ondas simples, devido ã propriedade de supe! 

posição. 

Para fixar ideias, a fig. 3.3 mostra a malha carate 

rística para a integração de uma onda retangular de tensões num 
_2 

meio semi-infinito com y(x) = y x 
o 

Para uma barra paraboloi-

dal, com seçao transversal A(x) = A x e massa especifica cans­
o 

tante p = p , uma solução exata para a resposta indicia] ,ie, a 
o 

condição de contorno cr(l ,t) = H(t), onde H e o degrau unitário, 
27 

foi obtida por GORDON e SANDAY • A onda retangular mostrada na 

fig. 3.3, correspondendo ã condição de contorno cr(l ,t) = 

= o [H(t-t ) - H(t-t )], e facilmente obtida pela superposição de 
O O 1 

soluções indiciais transladadas, resultando em 

X 

[H ( t- t - , ) - H ( t- t - , )] 
O 1 

(3.18) cr(x,t) = 

onde 

,(x) = (x 2 - 1 )/2 



47 

t 

2 X 

Fig.3.3: Faixa caraterística para um pulso retangular, num 
material com c(x) = :..n. Meio semi-infinito,x~l. 

X 

Com relação ãs regiões do plano xt indicadas na 

fig. 3.3, pode-se indicar o seguinte comportamento para a solu 

ção simples acima: 

- os pontos da região I estão em repouso, nao sendo 

atingidos pela onda. 

- o salto de tensão sofrido pelos pontos da frente 

de onda dianteira, dependem exclusivamente de sua 

posição x, podendo-se escrever 

[o] (x) = 1 [cr] (1) = ªo 
X X 
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onde o simbolo [cr] indica o valor da descontinuida 

de em cr através da frente de onda. 

- os pontos da região II estão sendo percorridos P! 

la onda de tensão. Para este exemplo simples, a 

tensão nesses pontos também depende apenas de sua 

posição, como indica a solução (3.18). 

- o salto em tensão através da frente de onda post! 

rior ê obtido diretamente do salto inicial nessa 

mesma frente, como 

[cr](x) = 1 [cr](l) = 
X X 

- os pontos da região III, jã varridos pela onda, es 

tão novamente em repouso. 

Um aspecto interessante da solução acima e que a e 

nergia da onda se mantêm dentro da faixa principal II, definida 

pelas caraterísticas dianteira e posterior. A reflexão continua 

da onda, que preencheria a região III com uma "cauda" da onda 

principal, não ocorre neste caso, porque a variação da impedân­

cia acústica do material ê compensada por uma variação oposta da 

seção transversal. De fato, a impedância total da barra, que p~ 

de ser definida por Z = pcA, ê constante para o exemplo citado. 

Um comportamento mais geral ê exemplificado por ou­

tro caso para o qual existe solução exata. Para a barra parabo-
6,!; 

loidal do exemplo anterior, com Y(x) = y x a solução índi-
o 

27 
cial obtida por GORDON e SANDAY e 

cr(x,t) 
6/5 

= X H(t-,) exp(-
3 _9/5 _11/5 _7/5 

(t-,)){(2X -X - X ) 
5 
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7/5 11 /5 11/5 
[ .. - [ - -sin K(t-T)J + (x -x ) cos K(t-T)J + x } (3.19) 

onde K = {37s e 

T(X) = 
5 2/5 

( X -1 ) 
2 

A solução para a onda retangular de tensões pode ser 

obtida por superposição de translações no tempo da solução indi­

cia] (3.19). Evitando escrever a longa expressão dai resultan­

te, pode-se antecipar algumas de suas propriedades observando d1 

retamente a solução indicial (3.19). Embora a forma das curvas 

carateristicas seja diferente, o aspecto geral da faixa de onda 

principal (ver fig.3.4) ê semelhante ao mostrado na fig.3.3.Qua~ 

to ã solução, a única semelhança reside na região I, cujos pontos 

estão em repouso, não atingidos ainda pela onda. Na frente de 

onda dianteira, tem-se t = T+t
0

• Assim, o salto na tensão atra 

vês dessa frente, correspondendo ao valor da tensão logo apôs sua 

passagem, ê função exclusiva da posição x, a saber 

[ J - 1/5 r. J - 1/5 o (x) = x Lº (1) = ºo x 

Na frente de onda posterior , o salto na tensão pode também ser 

escrito como função exclusiva da posição. Este salto, no entan­

to, não anula a tensão atrãs da onda, na região III. Assim, pa~ 

te da energia da onda ê refletida pela inomogeneidade e a onda 
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deixa uma "cauda" apos sua passagem. 

t 

G. 
t, 

1 2 3 5 X 

Fig. 3.4: Faixa caraterística para um pulso retangular, num 
3/S 

material com c(x) = c x , x ~ 1 
o 

Como o processo de reflexão atinge todos os pontos~ 

trãs da frente de onda dianteira, a solução no interior da fai­

xa principal II não é função apenas da posição: ã onda direta,r~ 

fratada, que corresponde ã solução exata apenas na frente de on 

da dianteira, se superpõe o efeito de reflexão contínua da onda. 

Para a propagação de ondas de tensão em barras inomo 

geneas com seçao variãvel, pode-se observar dos exemplos citados 

acima, que os fenômenos de refração e reflexão são governados, 

respectivamente, pelos parâmetros pc/A e pcA. De fato, para a 

barra inomogênea do primeiro exemplo tem-se 
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e para o segundo exemplo 

pCA = P c A 
o o o 

pcA 
8/5 

= p c A x o o o 

Assim, tendo em vista as propriedades das soluções encontradas 

para os dois exemplos, vê-se a onda direta, refratada, ê determl 

nada pelo valor de pc/A, enquanto a ocorrência de reflexão es 

tâ de alguma forma ligada ã variação de pcA. A posição algo in 

cômoda da seção transversal nos dois parãmetros pode ser evi-

tada se, em lugar da tensão, se trabalha com a força F = crA. Nos 

problemas que serão aqui tratados, a seção transversal nao va 

ria ou é ilimitada e tanto a reflexão quanto a refração serao de 

terminadas pela impedância mecânica Z = pc do meio. 

A onda direta, primeira aproximação para a solução t~ 

tal, é denominada solução WKB(Wentzel-Kramers-Brillouin) e cor 

responde ã solução exata para os saltos através de frentes de o~ 

da descontínua. A expressao para a propagaçao dessas desconti -

nuidades serâ obtida a seguir, pela integração do sistema carate 

rístico (3.6-7). 

Considere-se uma onda no sentido x crescente, com u 

ma frente de onda descontínua, C+(fig. 3.5). Sobre a frente des 

contínua, os valores de cr e v são indefinidos, mas de ambos os 

lados, numa vizinhança arbitrariamente prÕxima de e+, é satisfei 

ta a equação caraterística (3.6). + + - -Se (cr ,v ) e (cr ,v ) sao os 
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limites de (cr,v) quando se aproxima e+ a montante e jusante, res 

pectivamente, tem-se então 

dcr = Pc dv 

Os saltos em tensão e velocidade trazidos pela frente de onda des 

contínua, definidos por 

[cr] + =cr -cr [v} + 
= V - V 

satisfazem, em vista das equaçoes acima, a relação 

d[cr] = pc d[v] (3.20) 

ao longo de e+. Por outro lado, em cada ponto, e+ intercepta u 

ma caraterística e-, ao longo da qual o e v devem satisfazer 

(3.7). Os saltos[o] e [v] devem então satisfazer uma forma inte 

grada dessa equação. Num sentido generalizado, [o] pode ser co~ 

siderado como a integral de dcr entre P' e P'', ao longo de C-,no 

limite (P' ~ P +P"), o mesmo ocorrendo com [v] . Se pc ê contí­

nuo em P, tem-se então 

[cr] = -pc [v] (3.21) 
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A expressao acima pode ser obtida por um balanço de 

quantidade de movimento, referido como balanço de Hugoniot (ver 

[21]). Acompanhando e+, observa-se que um elemento material, de 

seção transversal unitãria e comprimento dx = c(x)dt, recebe a 

impulsão - ~]dt(a ê positivo na tração), dai resultando a varia­

çao p[v]dx na quantidade de movimento. Segue-se (3.21). 

t 

X 

Fig. 3.5: Frente de onda descontinua e+, emanada de x = x0 

Se o meio ê inomogêneo, com Z(x) = p(x) c(x), pode­

se obter o efeito de refração contínua da frente de onda. Divi 

dindo (3.20) por (3.21), obtem-se 

d [a] 

[a] 

que, integrada, resulta em 

= 
d [v] 

- --
[v] 

[a] [v] = [a]
0 

[v]
0 

(3.22) 
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onde [cr] e [v] sao os valores de [cr] e [vJ em um ponto inicial o o 

x Com a relação acima e utilizando novamente (3.21), obtém-se 
o 

ou então 

[cr] 

[cr] o 

[v] 
= 

[v] 

= 

o = 

[v] 
o 

[v] 

Z [v] 

Z [v] 
o o 

·[ 
o 

onde Z = pc e a impedãncia acústica. 

(3.23) 

Na sec. 5 sera visto que o efeito de distorção da 

onda por refração contínua, descrito pela relação acima, permitl 

rã obter uma forma notãvel (auto-adjunta) para a equaçao normal 

(3.11), mediante a transformação de variãvel dependente 

onde À (x) = 
u 

U(x,t) = 

\~ 

~ Z (O) 

À (x) u(x,t) 
u 
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3.4 Reflexão e refração de onda em descontinuidade material. 

Os materiais cujas propriedades sofrem, em algumas 

superficies, descontinuidades finitas, serão denominados~ -

cionalmente contínuos. Se tais descontinuidades são as Ünicas 

variações sofridas pelos parâmetros constitutivos, o material 

sera denominado seccionalmente homogêneo. Nesses materiais,uma 

onda que atinge a superficie de descontinuidade sofre refle­

xão e refração concentrada, ie, ê alterada de um valor finito 

ao passar pela descontinuidade. 

A fig. 3.6 ilustra, em um meio seccionalmente homo 

geneo unidimensional, o impacto, sobre o ponto x de desconti 
o 

nuidade material, de uma onda incidente de tensão o1, origina~ 

do a onda transmitida (refratada)oT e a onda refletida ºR· As 

impedâncias acústicas ã direita e ã esquerda de x = x
0 

sao 

z = PC 1 

t 

x=x o 

PC 1 

x=x+ 
o 

Fig.3.6: Ondas incidente, refletida e transmitida na inter 

face de dois materiais. 
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Tensões, deslocamentos e velocidades devem ser con-

tínuos atravês da reta (não-carateristica) x = x Isto decorre 
o 

da exigência de equil1brio e continuidade do meio. A continuida 

de de tensões implica 

(3.24) 

Com o uso da forma finita (3.21) de (3.7) para ºRede uma for 

ma finita correspondente de (3.6) para ºr e ºT' a continuidade 

de velocidades leva a 

(3.25) 

Em geral, a relação acima so se aplica ãs frentes de 

onda descontínua. Nos meios seccionalmente homogêneos, em que 

não hã outra causa para deformação da onda, (3.25) pode ser apl! 

cada a toda a onda. A solução do sistema (3.24-25) serã 

2 z+ 
ºT = ºr (3.26) 

- + z + z 

z+ - z 
ºR = ºr (3.27) 

z + z+ 
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As expressoes acima permitem solucionar a propagaçao 

de ondas em meios seccionalmente homogêneos. A solução WKB pode 

ser obtida a partir de (3.27), considerando o meio continuamente 

inomogêneo como o limite de um meio finamente laminado (ver[l2), 

§15). De fato, observando que, por (3.24) 

obtém-se de (3.27) a expressao diferencial 

da = dZ a 

22 

cuja integração conduz a (3.23). 

3.5 Não-periodicidade das soluções. 

Como citado na sec.l, o método mais amplamente utill 

zado na abordagem de problemas lineares de propagaçao em siste­

mas complexos baseia-se na anãlise de Fourier, com a qual se ob 

têm padrões arbitrãrios de onda pela superposição de ondas harmõ 

nicas da forma indicada no §2.6. Este enfoque corresponde a hi 

pÓtese de que a resposta do sistema ã excitação periódica com 

frequência w, ê também periódica no tempo, com a mesma frequên-
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eia w. Se as condições iniciais nao sao nulas, tal periodicid~ 

de se verificaria, garante a hipótese, para um tempo suficiente­

mente grande de excitação periódica. 

Com a hipótese de periodicidade no tempo, esta variã 

vel e eliminada obtendo-se, para a descrição da onda monocromãti 

ca, uma equaçao espacial elítica. Apesar de atraente, este enf~ 

que pode não conduzir ã solução correta dos problemas de propag~ 

çao em meios inomogêneos, como foi mostrado por GUNZBURGER e 
l 9 

KLEINSTEIN Nesse trabalho, os autores analisam o sistema hi 

perbÓlico 

o l 

-b(x)J [ : l 
X 

+ IA (X) 

lc (x) 

B(x)J[cf>J= 
D(x) 1/J 

f(x,t) 

(3.28) 

onde a excitação f(x,t), no caso geral e no caso particular de 

meio semi-infinito excitado no contorno x = O são, respectiva -

mente 

f(x,t) = [ m(x) ]eiwt 

n(x) 

f(x ,t) = [ C1 ô(x) ]e iwt 

e cS(x) 
2 

-
Definindo os coeficientes B e C , que surgem na for 

ma carateristica das equações (3.28), por 
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Bb = B(a+b) Ca = C(a+b) (3.29) 

pode-se resumir os resultados de [19] como: 

1) Se B e C nao sao idênticamente nulos, as soluções 

nao serao, em geral, periódicas. 

riÕdica. 

2) Se B e ê são identicamente nulos, a solução e p~ 

O sistema de equaçoes (3.1), reescrito na forma 

o - pc 2 v = O 
t X 

o -
X 

= o 

pode ser transformado em um sistema da forma (3.28), com a defi­

nição de novas variãveis dependentes 

<1> - o - pcv 

1/J - O+ pCV 

Observe-se que, dependendo do sentido de propagaçao, uma das va 

riãveis acima avalia a diferença entre a solução exata e a solu 

ção WKB, dada por o±pcv=cte.Obtêm-se com facilidade o sistema sa 
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tisfeito por $ e w, que, no caso não-forçado, e 

+ c' (x) 
2 [ :: : l [:] d 

sendo a periodicidade da resposta comandada pelos coeficientes 

B=-C=c'(x) 

4 

Convém citar aqui mais um resultado interessante ob 

tido em [19] : se os coeficientes B e C são nulos fora de uma re 

gião compacta, a solução é periÕdica. Assim, uma onda monocroma 

tica que passa por uma inclusão inomogênea num meio homogêneo,p~ 

de sofrer alterações apenas em fase e amplitude. 



CAPÍTULO II 

MÉTODO DE SOLUCAO 
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4. OPERADORES ADJUNTOS E FUNÇÕES DE GREEN. 

4. 1. Soluções fundamentais. 

A solução sistemãtica de problemas para um dado sis 

tema linear pode ser reduzida a mera tarefa computacional quando 

se possui uma solução fundamental, mediante a qual se possa re 

presentar todas as soluções para uma certa classe de problemas. 

Quando se quer investigar as caraterísticas de um sistema e com 

parar diversos sistemas, a solução de um problema específico p~ 

de ser útil, mas uma solução fundamental, que contêm a resposta 

do sistema, e um padrão mais completo para anãlise e comparaçao. 

Sujeita a condições de contorno adequadas ã classe 

de problemas em estudo, tal solução fundamental ê usualmente de 

nominada função de Green para a classe. Nas equações de evolu­

ção, as condições iniciais podem ser tomadas como condições de 

contorno num domínio espaço-tempo, e o caráter especial da varii 

vel temporal permite uma variedade de abordagens formalmente di 

ferentes. 

No caso especifico do problema de Cauchy para a equ~ 

çao unidimensional de propagação de ondas, a função de Green ca~ 

sal correspondente ê idêntica, no interior do dominio de depen -

dência de um ponto (x ,t ), a uma função auxiliar utilizada por 
o o 

Riemann para obter sua fÕrmula de representação. Isto será mos 

trado no final desta seçao. Embora o tratamento clãssico de Rie 

mann seja suficiente para o escopo deste trabalho, a extensão do 

estudo a domínios bi e tridimensionais e formas arbitrãrias dei 

nomogeneidade, se possível, exigirá o recurso ã formulação moder 

na, especialmente ao conceito de funções generalizadas. 
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O objetivo desta seçao e desenvolver o metodo de Rie 

mann, apontando, paralelamente, as linhas gerais para o desenvo! 

vimento do metodo das funções de Green. A dualidade entre oper~ 

dores lineares serã tomada como ponto de partida. Este aspecto 

serã melhor observado tomando-se inicialmente o exemplo dos ope­

radores algebricos lineares. 

4.2. Operadores algebricos. 

t interessante considerar os elementos do espaço eu 

clideano En como funções de valor real sobre o conjunto de Ín 

dices N = {1,2, ••• ,n} . Para isso, sendo u um elemento de En 

considere-se a representação 

n 
u = l 

i = l 
u . ô. 

l -1 

onde ô. , ( i =l, ... ,n), sao os vetores da base canõni ca de En. O 
-1 

valor da função ~ no ponto i sera ui= ~(i). 

Com esse enfoque, cada elemento u E En define um 

funcional linear contínuo U sobre n -E , atraves do produto inter 

no: 

n 

U[~] _ <U,V> = irl uivi ( 4. l ) 
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Em particular, os n funcionais 61 tem sua "açio" sobre um ele 

mento v E En dada por 

6 . [V] = < Ô • , V> = V 
1
. 

1 - -1 -
( 4 • 2 ) 

Um operador algébrico A, sobre n E , pode ser repre-

sentado, em relaçio ã base canônica,por uma matriz ªtj" O ope­

rador A*, adjunto de A, é definido pela propriedade 

<Au ,v> = <U ,A*v> u,v E En ( 4. 3) 

e pode ser representado pela matriz transposta a~.= a ... 
1 J J 1 

Uma sistemática para a solução de problemas da forma 

A~= f recorre ã construção do operador 

rador existe, a solução sera u = A-
1
f. 

são as soluções dos n problemas 

_l 
inverso A . Se tal 

As colunas ~i de 

A 2t = ~i , i=l,2, ... ,n 

op~ 
-1 

A 

O operador inverso -1 
A , com matriz g .. 

1 J 
será denominado função 

de Green para o operador A. Estendendo as matrizes a 

adotada para as funções n 
~· v E E , tem-se 

~ ( i ) = 
n 

l 
j = 1 

2(t,j)!(j) 

notação 
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Observa-se que o vetor ("função de influência") g. indica a con -, 
tribuição de f. para os diversos componentes de u . 

1 -
Outra expressao para a solução, obtida com o uso do 

operador adjunto A*' servi rã como introdução ao tratamento a 

ser dado aos operadores diferenciais. Consideremos como solu­

çao para o problema Au = f, o elemento u E En tal que 

ou, com (4.3) 

Sejam 

<AU 'V> = <f 'V > 

g~ 
-1 

as soluções dos n 

A* g~ = ô. 
-1 -1 

i=l, ... ,n 

Então, em virtude de (4.2), tem-se 

ou 

problemas 



~ ( i ) = 
n 
I 

j = 1 
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n 
!!~(jJ f(j) = I 

1 j = 1 
g* (j,i)f(j) 

Os vetores g~ 
-1 

, linhas da matriz de - 1 A , indicam a contribui -

ção dos vários 

no ponto i). 

componentes de f para o componente ui ( solução 

Note-se a simetria entre a função de Green e sua 

adjunta, a saber 

g(i,j) = g*(j,i) 

que também sera observada nas funções de Green de variãvel contí 

nua. 

4.3. Operadores diferenciais. 

O conceito de operadores adjuntos sera fundamental 

para o desenvolvimento do método de Riemann e das funções de 

Green. Como se observa na definição (4.3) para operadores algé­

bricos adjuntos, requer-se instituição de um funcional bilinear 

sobre os espaços de funções envolvidos pelos operadores diferen­

ciais. Pode-se, no entanto, aceitar uma definição formal, que 

cumprirã sua função de dualidade dependendo do funcional bili -

near a ser instituído. 
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Seja L um operador diferencial linear de ordem m, s~ 

bre um dado conjunto de funções n 
u(~), v(~), ~ e: R. o adjunto 

formal de L é o operador L* tal que, para quaisquer u,v 

vl [u] - ul* [v] = div ~(u ,v) (4.4) 

onde J e um vetor n-dimensional de operadores diferenciais bili 

neares de ordem m-1. 

O exemplo de interesse para o presente trabalho é o 

do operador de 2~ ordem em R2
, que pode ser escrito na forma 

L [u] - Au + 2Bu + Cu + Ou 
XX XY yy X 

+ Eu + Hu y 

Pela definição (4.4), com J = (M,N), deve-se ter 

V L [u] - u L * [v J = 
3M 

3 X 

Expandido os termos de vl [u] , tem-se 

+ U! 
ay 

(4.5) 



ou, alternativamente 

Bvu xy 

e os demais termos 

Dvu 
X 

Evu 
y 

Huv 
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= (Dvu)x - u(Dv)x 

= (Evu)Y - u(Ev)Y 

= Huv 

Reunindo-se os termos sublinhados nas expressoes a 

cima tem-se ul* [v] com 

( 4. 6) 

L*[v] _ (Av)xx + 2(Bv)xy + (Cv)yy - (Dv)x - (Ev)y + Hv 

e os componentes (M,N) de ~(u,v), a menos de um vetor(~.-~) 
'iJ y 'iJ X 
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de divergência nula, sao 

M = Avux - u(Av)x + Bvuy - u(Bv)y + Duv ( 4. 7) 

N = Bvux - u(Bv)x + Cvuy - u(Cv)y + Euv (4.8) 

4.4. Soluções estritas e o teorema de Green. 

Uma solução estrita, ou clãssica, para a equaçao di 

ferencial de ordem m 

L [u] = f em D cRn (4.9) 

ê uma função u(~), m-diferenciãvel, com as derivadas de ordem m 

ao menos seccionalmente continuas, que satisfaz a equaçao em to 

do ponto x E D. Com essa definição clãssica, os carregamentos 

f admissTveis se restringem ã classe das funções seccionalmente 

continuas. 

Tomando (4.4) como ponto de partida, busca-se obter 

uma forma de definição semelhante a (4.3), ie, uma relação gl~ 

balde dualidade. Com os campos U, das soluções, e F, dos car 

regamentos, fortemente restritos como acima, ê possível, para d~ 

minios limitados íl e D, estabelecer em UXF uma forma bilinear con 
:, t,nua, definida por 
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(4.10) 

onde dw é o elemento de volume em Rn. Se íl e convexo, o teo 

rema de Green, a saber 

V dw = f ~-~ dS 
a n 

pode ser aplicado ã definição (4.4), fornecendo, com o funcional 

definido em (4.10): 

< v,L[u]>íl - < u,L*[vJ>n = B(u,v) (4.11) 

onde a forma bilinear B, envolvendo os valores de u,v e suas de 

rivadas até a ordem m-1 no contorno e 

B(u,v) = r ~(u,v).~ dS 
i a n 

(4.12) 

Nas expressoes acima, n e o vetor unitário normal exterior a íl 

e dS o elemento de arco em ôíl. 
a Para o caso do operador de 2. ordem (4.5), tem-se 

( 

B(u,v) = t -Ndx + Mdy 
ôíl 

(4.13) 
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O método de Riemann utiliza estritamente a relação 

(4.11). Para o método das funções de Green, requer-se o concei­

to de solução generalizada, abordado a seguir. 

4.5. Soluções Generalizadas. Distribuições. 

Como observado na seçao 3, as equaçoes hiperbÕlicas 

admitem soluções com descontinuidades através de curvas carate -

risticas. Tais soluções devem satisfazer a equação diferencial 

e eventuais condições de contorno em cada um dos subdomfnios se 

parados pela carateristica de descontinuidade e os valores da 

descontinuidade ao longo da curva carateristica sao governados 

pela equação carateristica correspondente (ver §3.3). 

Um primeiro exemplo de tais soluções descontínuas e 

fornecido pelas soluções para o problema de Cauchy com condições 

iniciais seccionalmente diferenciáveis ou seccionalmente contí­

nuas, tais como as ondas triangulares e retangulares, respectiv~ 

mente. Qualquer método adequado ã construção de soluções estri 

tas pode ser aplicado, nos subdomínios separados pelas carateri~ 

ticas de descontinuidade. A correspondente ampliação do campo U 

das soluções admissíveis pode ser entendida como a inclusão em U 

de 1 imites fracos de sequências de soluções estritas (ver [16] cap. 

VI, Apêndice). 

A caraterização rigorosa das soluções generalizadas 

fundamenta-se na teoria das distribuições (ver [16], [30]e [31]). 

Além de incluir os problemas generalizados de valor inicial e 
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xemplificados acima e problemas com condições de contorno desco~ 

tínuas (como o exemplo de §3.3), estende-se também o campo F dos 

carregamentos, admitindo-se entidades tais como as derivadas de 

funções seccionalmente contínuas. 

A ampliação dos campos U e F, que permitirã a cons­

trução de soluções fundamentais para os operadores diferenciais 

lineares, baseia-se na caraterização das funções fe:T=>UUF como 

funcionais lineares contínuos sobre um conjunto.l) de funções tes 

.!!, suficientemente restrito, ou, como em (4.10), na definição 

de um funcional bilinear contínuo sobre TxJ). Para funções tes 

Cr d e suporte compacto em 
s 

te são tomadas as funções de classe 

Rn . 
, 1 e, as funções r-diferenciãveis (com as derivadas de ordem 

r ao menos seccionalmente contínuas) que sao identicamente nulas 

fora de algum subdomínio limitado de Rn. Para se incluir todas 

as soluções generalizadas de uma equação de ordem m, deve-se ter 

ri. m. Com isto, <j>e:b ê nula no contorno de seu suporte, bem como 

suas derivadas atê a ordem m-1. 

Com as restrições acima, qualquer função f localmen 

te integrãvel define um funcional (distribuição) sobre b por 

< f,<P > = J f<j> dw 
Rn 

(4.14) 

O delta de Oirac e a distribuição ô~(~) tal que 

Note-se a semelhança entre a açao desta função ideal e a dos ve 
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tores da base canônica de Rn, cf. (4.2). 

Constitui do o funcional, operações como a diferencia 

ção,inaceitãveis para muitas das funções admitidas em T, podem 

ser interpretadas por sua açao sobre as funções teste. Para um 

operador diferencial linear L, tal ação é definida por 

< L [u] , .p > = <U, L * [.p] > 

onde L* é o adjunto formal de L, definido em (4.4). Observe-se 

que, para funções u E e: obtém-se a expressão acima através do 

teorema de Green (4.11), dado que <P e suas derivadas até a or 

dem m-1 sao nulas no contorno. 

Uma solução generalizada (fraca) para a equaçao 

L [u] = f em Rn, onde f E T, serã uma distribuição u E T tal que 

< u,L*[<P] > = < f,.p > (4.15) 

Uma solução fundamental para o operador L sera uma 

distribuição E(~,~), dependendo de~ como parâmetro, solução 9! 

neralizada de 

L[E] = o~(~) 

Duas soluções fundamentais diferem por uma solução do proble~a homogêneo 
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L~] = O. Condições de contorno especlficas selecionam a solu­

ção fundamental adequada a uma classe de problemas. Esta sera 

denominada função de Green para a classe. Para a construção de 

soluções via função de Green, utiliza-se a propriedade de supe~ 

posição de soluções. Como exemplo, considere-se uma função f(~) 

integrável num domínio nc Rn, e a distribuição definida pela 

combinação linear 

u(~) = jn g(~,§) f(§) dw~ 

Essa distribuição é solução generalizada de L[u] = f em n.De f~ 

to, como g(~,§) é solução generalizada de L[g] = ó~(~),tem-se, 

tendo em vista a definição (4.15): 

<J ó~(~)f(~)dw~,(j>>=<f(~) ,(j>>, ij) e:.D(íl) 
n - -

A solução assim obtida pode satisfazer condições h~ 

mogeneas no contorno de n, se g(~.~) for a solução fundamental 

satisfazendo identicas condições homogêneas para todo~ na fro.!:!_ 

teira de n e todo ~ em n. Problemas com condições iniciais e 

de contorno inomogêneas podem ser homogeneizados com a adição de 

termos adequados ã excitação f, mas é comum o desenvolvimento de 

uma forma de solução específica para cada tipo de problema. 

Nas equaçoes de evolução em que é separável a vari~ 

vel temporal, o operador linear L pode ser escrito na forma 
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L - + A (4.16) 

onde A ê um operador linear espacial. Na hipótese de estaciona­

riedade do sistema (não envelhecimento), os coeficientes ªk sao 

constantes, o que permite a translação das soluções fundamentais 

para t=O: 

E(x,t,~,t) = E(x,t-t .~. O)::E(x,~,T) 
- - o - o -

Uma solução fundamental causal para o operador L da 

do por (4.16) ê uma distribuição C(.~,§,t) , solução generaliza­

da de 

L [C] = ô~ (x) ô(t) 
'> - ' 

C _ O t<O 

E importante observar que C e, equivalentemente, solução de pr~ 

blema de valor inicial 

L [C] = O t>O 
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( e +) = a e ( ~ '~ ' o+) = e~·~·º - ~ = 

at 

m-2 a 
m-2 at 

+ (~,f·º ) = o 

Em dominios espaciais sem fronteiras, impõe-se ainda 

ã solução causal condições de limitação no infinito - como a con 

dição de radiação de Sommerfeld, no caso hiperbólico - obtendo -

se a função de Green de espaço livre, adequada ã solução de pr~ 

blemas de valor inicial com o operador L. 

Para problemas com condições de contorno espaciais , 

pode-se seguir o procedimento indicado acima, ie, impor ã solu­

ção fundamental condições de contorno adequadas, ou, equivalent! 

mente, substituir a excitação impulsiva por condições de contor 

no impulsivas (fontes concentradas no contorno). 

Um paralelo entre a função de Green e o mêtodo de so 

lução comentado no §4.2 e, em particular, a conexao entre a fun 

ção de Green e a função de Riemann, são possíveis sempre que 

(4.11) for vãlida, no sentido das distribuições. As integrações 

(4.10) e (4.12) são consideradas como combinações lineares de 

uma familia de distribuições, ie , em <U,V>íl e em B(u,v) um dos 

operandos, digamos u(~), ê uma distribuição e o outro ê uma fa 

milia v(x,,) de distribuições. Em cada ponto,, o par (u,v)per - - - -
tence ao subconjunto UxF de T2 e a igualdade presente em (4.11) 

ê entendida como 

<<L [u] ,v>íl,<P> - <<u ,L* [vJ 1/ ,<P> = <B(u ,v) ,<P> Vq, Eb (íl) 
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Para a obtenção da solução de L ~] = f num domínio 

íl limitado, como o domínio de dependência para a equação da on 

da, considere-se a função de Green adjunta g*(x,~). solução de 

L*[g*]= ó~(J:)• Com o uso de (4.11), tem-se 

<9 * , L 1-u] > n - <u , ô ( X ) > = B ( u , g *) 
L:" ~-íl 

obtendo-se a solução 

u(~) = <g*(:,f),f(:)>íl - B(u(x), g*(x,~)) ~ E íl 

com 

<g* ,f>íl - B(u ,g*) = O ~ t íl 

4.6. Função de Green para a equaçao da onda. 

Exemplifica-se o procedimento acima com o 

unidimensional de propagação de ondas em meio homogêneo 

u(x,O) = ip(x) 

(4.18) 

problema 

(4.19) 
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cuja solução, para f = O ê dada pela expressao de D'Alembert(l .4) 

A função de Green causal 

ma acima satisfaz 

L [g] = 

g = o 

ou o problema equivalente 

L [9] = O 

g(x,t,x ,t ) para o probl~ 
o o 

t ,! t 
o 

t < t 
o 

t > t 
o 

g(x,t ,x ,t ) = O o o o 

g 1' = ô t X
0 t=t 

o 

(X) 

Aplicando formalmente a solução (1.4), obtêm-se 

g(x,t,x ,t ) = 
o o 

l 

2c 
H(R(x ,t )) o o 

onde H(R) e a função de Heaviside de R, com valor 

H(x,t) = 
(x,t) E R 

(x,t) i R 
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e a região R e o cone de ondas progressivo, compreendido pelas 

caraterísticas e+ e C emanando de (x ,t ) no sentido t > t 
o o o 

{fig. 4.la). 

A função de Green g ia função irradiação de(x ,t ), o o 

indicando o efeito do pulso de velocidade inicial. A função de 

Green causal adjunta g* satisfaz a mesma equaçao imposta a 

g (L=L*), com a troca de (x,t) por (x ,t ) e g*:O, t > t , obten o o o 

do-se a solução 

g*(x,t,x ,t) = 
o o 

1 

2c 
H ( R') 

onde W e o cone de ondas retr6grado (ver fig. 4.lb). 

t 

a b 

Fig.4.1: Cones de onda pelo ponto (x ,t) 
o o 

a) progressivo - dominio de influência 

X 

de(x,t) o o 

b) retrógrado - dominio de dependência de(x ,t) o o 
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Para a solução de (4.19), aplica-se (4.18) a uma re 

gião conveniente, tendo-se a expressao 

(4.20) 

onde, por (4.7), (4.8) e (4.13), 

dx - c 2 (g*u - ug*) dt 
X X 

a região 

Adotando o domínio n = (MNPf(ver fig.4.2), exterior 

R'íl(t>O), inclue-se em nas linhas de descontinuidade 

de g* e o 2Q termo de (4.20) fornece 

<u, ê ê > = u(x ,t) 
x 0 t 0 n o o 

t 

p 

M N X 

Fig. 4.2: Dominio n para a solução via função de Green 

A integral de contorno pode ser dividida em três porçoes, 
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Como g*= O 

dt = O e 
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B = I + I + I 
1 2 3 

rN+ 

e I = 
JM+ 

; I = ; I = 
1 2 3 

+ + + + em N P e P M , tem-se I = I = O. 
2 3 

i:: 
Para I , 

1 

Observando que, entre x = (x - ct ) 
o o 

+ e x = ( x +c t ) , g * 
o o 

duas descontinuidades, a saber 

em M g* g* l 
6 (x) = -c = t X 2 X -ct o o 

em N g* = c g* l 
6 (x) = t X 2 X +ct o o 

tem-se 

sofre 

obtem-se finalmente a expressao para a solução de (4.19) como 

u(x ,t ) = .!.[4>(x -ct ) + 4>(x +ct )] + o o 2 o o o o 

(4.21) 

l 

J
xo+ctºw(x) dx 

2c 
X -ct o o 
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1 + -
2c 

JJ,/(x,t) dx dt 

4.7. Função de Riemann para a equaçao da onda. 

Para obter a solução acima por um processo clãssico, 

tome-se para região n onde se estabelece a relação (4.20) o inte 

rior de - - -MNP (íl = M N P ). Tal região nao contêm as linhas de 

descontinuidade de g* e o 2Q termo de (4.20) se reduz a 

Por outro lado, em I
1

, gt =0 e 

I = -
1 

1 

2c J
xo+ctol/J(X) dx 

X -Ct o o 

Jã em I e I , g* = - 1 , obtendo-se 
2 3 2c 

I = u(P) - u(N) 
2 

I = u(P) - u(M) 
3 

a esta reinterpretação de (4.20) conduz a mesma expressão(4.21) 

para u(x ,t ) = u(P). 
o o 

Observa-se então que, como somente os valores contí 

nuos de g* foram usados, não se requer o conceito de 

ideais. A função de Riemann w(x,t,x ,t ), solução do 
o o 

soluções 

problema 
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caraterístico 

L*[w] = o em R' 

1 e+: x-ct X ct w - em = -
2c o o 

-e : x+ct = X + ct o o 

e idêntica a g* no interior de R', representando igualmente bem 

a solução fundamental e nao contendo, necessãriamente, as descon 

tinuidades presentes em g*. 

A construção de funções de Riemann normalizadas, com 

w(x
0
,t

0
,x

0
,t

0
) = 1, para o problema de propagação de ondas em 

meios inomogêneos serã vista a seguir. 
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5. O MrTODO DE RIEMANN. 

5.1. A função de Riemann. 

Como se pretendeu esclarecer com a discussão acima, 

pode-se desenvolver um método semi-analitico de solução, baseado 

numa fÕrmula de representação ou solução geral, recorrendo exclu 

sivamente a um tratamento matemãtico clãssico. Observe-se tam 

bem que, dadas as definições (3.15-17) para os coeficientes K 
u 

e K das equaçoes de onda(3.14-16), requer-se que a 
(J 

impedância 

Z(x) seja contínua e diferenciãvel em todos os pontos do domínio 

espacial do problema de propagação considerado. Cada descontin~ 

dade em Z ou sua derivada impõe a divisão do domfnio, com a ado 

ção de condições de contorno adequadas (V.§3.4) para os subdomí­

nios. 

A primeira solução geral do problema de Cauchy para 

uma ampla classe de equações hiperbÕlicas foi apresentada por 
3 2 3 3 

RIEMANN e posteriormente generalizada por DARBOUX , aplican -

do-se a qualquer equação hiperbÕlica linear em duas variãveis. 

Se L e um operador hiperbÕlico linear, a transforma 

çao para as variãveis carateristicas (~,n), ver sec.3, leva L a 

forma normal 

( 5 . 1 ) 

onde D, E, H sao funções de (~,n). Como exemplo, tome-se a equ~ 

ção (2.20) para as ondas de deslocamento, cuja forma normal(3.14) 

pode ser reescrita como 

L [uJ=2ur + lR (~)(ur+u ) = 2ã(~.n) 
... ri 2 u 2 <, ri 

( 5. 2) 
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* O operador adjunto L sera, tendo em vista (4.6) 

* L [v] = 2v - 2(Dv)~ - 2(Ev) + Hv 
l;n s n 

( 5. 3) 

ou, no caso especifico da equaçao (5.2) 

* L [v] 
1 _, -

= 2v - -(K + 2K)(v~+ vn) l;n 4 s 
( 5. 4) 

Se íl e um domínio limitado do plano (i;,n), a propri~ 

* dade (4.4) do operador L permite obter, com o teorema de Green, 

a relação (4.11) que, neste caso, assume a forma 

/ 

ri (vL[u] - * ul [v] )ds = J [M COS(!:!,/;) + N COS(!:!,n)]ds 
J íl an 

= L- Ndi;+ Mdn 

onde, por (4.7) e (4.8) 

M - vun - uvn + 2Duv = (uv)n 

N - vul; - uvl; + 2Euv = (uv)I; 

2u(vn- Dv) 

2u(vl;- Ev) 

( 5. 5) 

( 5. 6) 

Seja dado um problema de Cauchy para L [u] = f: sobre 

uma curvar suave n =À(/;) (ver fig.5.1) tem-se os dados, que d~ 

vem se restringir a duas ccmbinações linearmente independentes 

deu, ui;, e un - usualmente ulr e ~1 . De fato, se/;= \(t) e 
ª!:! r 

n= À (t) sao equaçoes paramêtricas de r, tem-se 
2 
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Portanto, uma terceira condição nada acrescentaria aos dados. 

'l 
p -----------

'1· ~==.:.:e.=,.,,,.,="'i P 

1 

1 

"' 

Fig.5.1: Domínio de dependência para a solução em P 

O domínio de dependência para a solução u(P)=u(t; ,11) o o 

e a região íl limitada pelos segmentos de caraterísticas PB e PA 

e o segmento AB da curva de dados f(ver fig.5.1). A integral de 

contorno em (5.5) serã desdobrada em 

+ I + I 
2 3 

Em AP tem-se dn=O, obtendo-se 

[' 
(t 

)'" I = - N dt; = uv + 2 et u(v,-Ev)d;; ( 5 . 7 ) 

'º 
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Analogamente em PB, onde ds=O, tem-se 

(5.8) 

Observando a primeira parcela nas expressoes (5.7) e 

(5.8) acima, vê-se que e possível obter uma fórmula para a repr~ 

sentação para a solução u(s ,n ), envolvendo os valores de u(cr,n\ 
o o d 

e u(s
0

,B) se para v for tomada a função de Riemann w(scr~'s,n), 

solução do problema caraterístico: 

* L [w] = o ( s, n) 

w - Dw = o s = so n 
w -

F, 
Ew = o n = no 

normalizado com w(s ,n ,s ,n ) = w(P,P) = l o o o o 

e: íl 

(PB) ( 5. 9) 

(AP) 

As condições de contorno impostas acima sobre w po-

dem ser escritas como 

= exp [ln D ( s ,cr)dcr] 
n o 

o (5.10) 

rs 
= exp[j E(cr,n

0
)dcr] 

so 

Para completar a fórmula de representação, expande-se a parcela 

I 
3 

da integral de contorno, obtendo-se 

I = JB [(wç; - 2 Ew) u [ r - w u s I r] d s + 
3 

A (5.11) 

+ [wu j -
n r 

(w - 2Dw)u[ ]dn 
n r 
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Assim, (5.5) fornece uma representação para a solu­

çao do problema de Cauchy, na forma 

(5.12) 

Duas propriedades da função de Riemann, de fácil de 

monstração,serão úteis no decorrer deste trabalho. 

Pl: Se w(I; ,n ,s,n) e a função de Riemann para o operador L, 
o o 

e se uma transformação de variáveis independentes 

T:(1;,n) +(r,s) leva La[, então woT = w, ie, se 

(r ,s ) = T{I; ,n) e (r,s) = T(s,n) então o o o o 

w(r ,s ,r,s) = w{I; ,n ,s,n) o o o o 

Assim, no caso da transformação definida por (3.8), teremos 

(5.13) 

P2: Se a variável dependente sofre a transformação 

u(l;,n) = A(s,n) U(l;,n) (5.14) 

e se W(I; ,n ,s,n) e a função de Riemann para o operador 
o o 

diferencial transformado correspondente, então 

= A(s,n) (5.15) 
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5.2. Construção da função de Riemann. 

Dentre os diversos métodos para a construção da fun 
20 

çao de Riemann (ver COPSON ), parece adequado ao tratamento nu 

merico reduzir(5.9) a uma equaçao integral equivalente. Isto p~ 

de ser feito facilmente com o uso da propriedade P.2 enunciada~ 

cima, se for encontrada uma deformação A(l;,n) tal que, em lugar 

de (5.10), se tenha as condições de contorno normalizadas 

W(i=; ,n ,I; ,n) - W(I; ,n ,l;,n ) = 1 o o o o o o 
(5.16) 

Isto equivale a se exigir que, na equaçao transformada[~]= F , 

os coeficientes E e Õ sejam identicamente nulos, ie, que o oper~ 

dor [ seja auto-adjunto ([*= [). Nesse caso, o problema (5.9) e 
transformado na equação 

-* L [w] = w 1; n + H ( 1; , n ) w = o 

com as condições de contorno (5.16). A solução de tal problema 

transformado e obviamente equivalente a solução para a 

integral de Volterra, de 2~ espécie 

W(f; ,n ,1;,n) = l - li; ln H(r,s)W(i; ,n ,r,s)ds dr o o o o 
l;o no 

equaçao 

As condições de contorno (5.16) devem corresponder 

as (5.10) pela transformação (5.15). Deste ponto de vista, as 

condições sobre A(l;,n) são: 
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A(;
0

,n) exp[ln D(;
0

,cr)dcr] = A(;
0

,n
0

) 

no 

A(;,n
0

) exp[l; E(cr,n
0

)dcr] = A(;
0

,n
0

) 

;o 

(5.17) 

Outra forma dessas condições e obtida pela imposição 

de que o operador transformado [ deve ser auto-adjunto. Partin­

do da transformação (5.14) e diferenciando sucessivamente, tem­

se 

u = A U + A U 
n n n 

e o operador (5.1) e levado a 

[ [u] = 2AU;n + 2(DA + An)U; + 2(EA + A;)Un + 

+ 2(A;n + DA;+ EAn + t HA)U 

Agora, observando-se a expressão(4.6) para o operador adjunto, 

ve-se que [ e auto-adjunto se e sómente se 

A +DA= O 
n 

A; + EA = O 
(5.18) 

A condição de integrabilidade para o sistema acima e 

obtida diferenciando (5.18a) e (5.18b) em relação a; e a n, res­

pectivamente, resultando em 

(DA);= (EA) 
n 



ou, com Ase Ande (5.18), vem 
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= E 
n 

(5.19) 

Tomando condições de contorno nas retas t;=t; e n=n , 
o o 

integramos (5.18), obtendo as soluções: 

A (s,n) = A(t; ,n) exp 
2 O 

[-ln D(t;,r)dr] 
no 

[-ls E(r,n)dr] 

t;o 

Exigindo que A satisfaça(5.18b), tem-se 
1 

ou , apos simplificações 

[E(s.n) - ln Ds(t;,r)dr]A(s,n
0

) = -At;(s,n
0

) 

no 

e, com a condição de integrabilidade (5.19): 

que, integrada em t;, fornece 

= A(t; ,n ) exp [-li; E(r,n )dr] 
o o o 

'º 

( 5. 20) 

(5.21) 

De modo anãlogo, exigindo que A satisfaça(5.l8b),che 
2 -
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rn 

A(s
0

,n) =A(s
0

,n
0

) exp [-J D(s
0
,r)dr] 

no 

(5.22) 

Assim, com as condições (5.21-22) inseridas em (5.20), 

as soluções A e A podem ser escritas como 
2 

- [ln D(s,r)dr + 

Jn 
i=;º 

[/ E(r,n)dr 

i=;o 

Apesar das diferenças entre as duas expressoes aci­

ma, as condições de contorno (5.17) e o sistema de equações(5.18), 

satisfeitos por ambas as soluções implicam, como e fácil mostrar, 

que A= A. Uma fÕrmula conveniente para a transformação A(s,n) 
1 2 

pode ser, então, a expressão simetrizada 

A(s ,n) = 1 [A (s,n) + A (s,n)J 
2 1 2 

No caso particular da equaçao (5.2), tem-se 

=.!.K(T) 
4 u 

A condição de integrabilidade (5.19) e satisfeita, pois (Ku) = 
i=; 

s-n = cte., caraterísticas = ( Ru l 
n 

= K'/2 e ao longo das retas 
u 

para o sistema (5.18), integra-se a equação ordinária 
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A(s,nl = 
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1 1 --2 A + - K A= O 4 u 

A(s ,n ) exp o o 
[-)' .!. R (r)dr] 

2 u 
,: o 

sendo A(s,n) função apenas de x(s,n). De fato, tomando a defi­

nição(3.15) 

= c(x) d 
dx 

[tn(pc)J 

e lembrando que, por (3.9), dT = dx/c(x), tem-se 

Assim, tomando como referência um ponto arbitrário x
0

, com a 

normalização A(s ,n ) = l, obtém-se, finalmente 
o o 

A(s,nl = Ã(x) = 
p(x)c(x) 

(5.24) 

Como foi indicado no §3.3, a função acima descreve o 

efeito de refração de onda causado pela inomogeneidade do meio. 

Assim, a solução para a equação Usn= O corresponde ã solução WKB, 

considerando apenas a onda refratada. A forma especifica das e 

quações correspondentes ã transformação(5.14)serã vista a seguir. 
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6. MEIO INFINITO. 

6.1. Solução do problema de Cauchy. 

O procedimento delineado nas seçoes anteriores sera 

agora aplicado ã solução do problema de valor inicial para a pr~ 

pagação de ondas de deslocamento ou tensão em meios elásticos i 

nomogeneos. t conveniente rescrever as equações e condições P! 

ra tal problema, na forma original, normal e auto-adjunta, o que 

será feito sucintamente. 

O problema de valor inicial para a equação(3.ll)ê 

1 
u - C 2 ( U + r_ U ) = f ( X , t), X E: R , t> 0 tt XX X 

u(x,O) = U (X) 
o 

V (X) 
o 

y 

X E R ( 6 • l ) 

e o correspondente problema de valor inicial para as ondas de 

tensão [equação (3.12)] será 

cr - c2 (cr - 2'.cr) = g(x,t) x E R, t>O tt XX p X 

cr(x,0) = cr (x) 
o 

X E: R ( 6. 2) 

Com a definição (3.9) para o tempo de propagaçao e a 

transformação (3.8) das variáveis x,t para as variáveis carate -

risticas ç;, n as equaçoes e condições acima passam, no domínio 

carateristico,para as formas normais 
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Ucn + .:!.. K (s+n)(u + u) = a(s,n) 
~ 4 u 2 s n 

s-n>D 

u(E;,s) = ü (s) 
o 

s e: R 

e 

ªcn + .:!..R (s+n)(cr +cr l = b(s,nl 
~ 4 cr 2 

s n>O 

s e: R 

w ( s) 
o 

onde Ku e Kcr sao dadas por (3.15-17), e tem-se ainda 

a(s,n) = 
1 f[x(s,n),t(s,nl] 
4 

b(s,nl = 
1 g[x(s,n),t(s,nl] 
4 

ü (sl = u (X(sll o o 

( 6. 3) 

( 6 • 4 ) 

onde X e a transformação inversa T-l(s), definida em (3.10a). A 

correspondencia entre as demais condições e identica a indicada 
-acima para u

0
• 

Para levar (6.3a) e (6.4a) para a forma auto-adjunta, 

aplica-se a transformação de variável dependente (5.14) que, em 

vista do estabelecido no §5.2, serã escrita: 

U(s,nl 
-1 

= A (s,nl u (s,n) ( 6. 5) 

T(s,nl = A(s,n) cr (s,n) 
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A(f;,n) = exp 
J

f;+n 
1 -r-[ -- K ( T) dT] 
2 u 

o 

À(X) \~ 

= ~ p(X) C-(~) 

Diferenciando a transformação (6.5), tem-se 

1 
U = -(u 

n A n 

R 
+ _!!. u) 

4 

1 
- u + 
A n 

R 
_!!. u 
4 

u = l[u + l R (u~+u )] + L(R 2+2R' )U 
f;n A f;n 4 u s n 16 u u 

( 6. 7) 

(6.8) 

e analogamente para (6.6), obtendo-se as equaçoes a condições 

uf;n 
- _l F (~)U = A(F;,n) F;-n>O 

16 u 2 

U(f;,f;) = Q) ( f; ) 

f; E IR ( 6 • 9 ) 

[Uf;-UJ(F; ,f;) = 1/J(I';) 

e 

T - _l F (f;+n)T = B(f;,n) F;-n>O 
F;n 16 ° 2 

T(f;,f;) = µ(f;) 

f; E IR (6.10) 

[Tf;-Tnj(F;,1';) = V ( f; ) 
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onde 

F ( J;.:!:.n) = i< 2 +2 R' = K2 +2cK' 1 
(6.11) 

u 2 u u 
x=x(1:!:..n) 

2 

F ( J;.:!:.n) = R2 +2i<' = K2 -2cK'I (6.12) 
cr 2 cr cr 

lx=X(é;+n) 
2 

cf>(é;) 
1 - 1 

uº'x=X(é;) 
= - u (é;) = -

A o À 
(6.13) 

1j, ( é;) .!. vo(é;) 1 = = 
- V 1 A À o x=X(é;) 

µ (é;) = AÕ-
0

(s) = ÀO 1 o 
lx=X(s) (6.14) 

\) ( s) = Aw
0

(s) = ÀW 

lx=X(é;) 
o 

Como se viu na sec.5, as soluções para os problemas 

Fig.6.1: Domínio de dependência para a solução no ponto é;{é;
0

,n
0

) 
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de valor inicial (6.9-10) podem ser representadas para quaisquer 

valores da função de excitação (A ou B) e das condições iniciais, 

pela fórmula de representação (5.12), recorrendo-se ã solução de 

um problema carateristico, Único para toda essa classe de probl~ 

mas. A solução num ponto P{I; ,n) (ver fig.6. 1) dependerã dos 
o o 

valores iniciais no segmento (n ,/; )da reta r: I; =n e dos valo o o o o 

res da função de excitação no interior do domínio de dependência 

íl. 

Para a solução no ponto P, as funções de Riemann 

Wu - W(1;
0

,n
0

,1;,n) e 

çoes 

W = V(/; ,n ,1;,n) devem satisfazer ãs equa-
cr o o 

w - 1 F w o (6.15) = l;n 16 u 

V - 1 F V o (6.16) = l;n 1 6 rJ 

com as condições de contorno normalizadas 

V(i;,n,1;,n)=l o o o 

A forma simples das equaçoes e condições acima perm! 

te que se reduza o problema da obtenção das funções de Riemann ã 

solução de uma forma simples da equação integral de Volterra de 

2ª - . b . espec,e, asa er 

W{1;
0

,n
0

,1;,n) 1 + 
1 = 
1 6 li; Jrn Fu(~)W(I; ,n ,r,s)dr ds (6.17) 

I; n 2 o o 
o o 

V(1;
0

,n
0

,l;,n) 1 1 = + 
16 l

i; ln r+s F (~)V(i; ,n ,r,s)dr ds (6.18) 
cr 2 o o 

/;o no 
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t importante notar que, nessa forma simples de equa­

çao integral, o núcleo F não depende dos extremos de integração. 

Este fato tornarã simples e econômica a solução numérica das e 

quações acima, que serã desenvolvida na sec.8. Seguindo, para as 

equações (6.9) e (6.10), o procedimento desenvolvido na sec.5 p~ 

ra a equação (5.1) obtem-se as fórmulas de representação: 

das wt = ws 

fso 
+ ~ j {w(s) W(s

0
,n

0
,s,sl -

no 

lf B(s,n) 

/ íl 

rso 
+ .!. j {v(s) V(s ,n ,s,sl -

2 o o 
no 

-µ(s)[Vc - V ](s ,n ,s,s)}ds 
" n o o 

W(s ,n ,s,n)ds dn o o 

(6.19) 

V(s ,n ,s,n)ds dn o o 

( 6. 20 ) 

Conhecidas as funções de Riemann W e V, suas deriva-

- w e vt = vs - V podem ser calculadas por 
n n 

Ws(s
0

,n
0

,s,n) = _1 ln F (s+s) W(s ,n ,E;,s)ds 
16 u 2 o o 

no ( 6. 21 ) 

Wn(E;o ,no ,i=; ,n) 
1 ls F (r+n) W(i=; ,n ,r,n)dr = 
16 u 2 o o 

E;º 

ln Vs(E;o,no,E;,n) 
1 i=;+s (6.22a) = F (-) V ( E; , n , E; , s) d s 
1 6 a 2 o o 

no 
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(6.22b) 

6.2. Aspecto da solução para um pulso. 

Os exemplos de onda mais interessantes para a carat~ 

rização da resposta de meios inomogêneos consistem em pulsos inl 

cialmente concentrados de tensão ou deslocamento. Neste caso, 

considera-se nulas a função de excitação e a condição inicial de 

velocidade. A condição inicial de deslocamento ou tensão ê uma 

forma de onda de suporte compacto, e.g. u
0

(x) = O se xt(xi ,xf). 

Duas vantagens importantes favorecem esse tipo de e 

xemplo. Em virtude do suporte compacto das condições iniciais,as 

integrais simples que ocorrem em (6.19-20) tem sua amplitude li­

mitada a, no mãximo, o intervalo (f,i ,f,f)' ver fig.6.2. Por ou 

tro lado, a conveniência de se considerar condições iniciais de 

velocidade nula reside no fato, apontado no §1.3, de que as con 

dições iniciais de velocidade se dispersem, mesmo em meios homo­

gêneos. De fato, como para meios homogêneos Fu = Fcr = O, tem-se 

de (6.17-18), W =V= 1 e, obviamente, w. = Wn = V = V = O. As ., f, n -
sim, a condição inicial de velocidade apresenta, mesmo para meios 

homogêneos, uma contribuição integral - portanto dispersiva em 

termos de forma - o que não ocorre com a condição inicial de des 

locamento ou tensão. 

Exemplos específicos de pulsos em alguns materiais 

serao apresentados na sec.10. Por ora, ê possível antecipar, p~ 

lo exame das expressões (6.19-20), o aspecto geral das soluções. 

A condição inicial cp(f,) (ouµ(E;)) ê nula fora do segmento IF da 
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reta t = O(~=n), ver fig. 6.2. O semiplano t>O e dividido nas 

regiões mostradas para as quais se tem: 

~egiÕe4 1 e 5:tempo anterior ao da passagem da perturbação: 

prevalecem as condições iniciais. 

~egiio 2: onda principal C+(x crescente): o termo•~) ou 
o 

µ(n
0

) e não-nulo; a carateristica FC+ e a frente 

+ de onda C ; para os pontos da frente de onda tem-

se 

u(x,t) 

o(x,t) 

'1 

\~ 

~~ 

1 

Fig.6.2: Regiões atingidas por um pulso inicial de tensão 

ou deslocamento. 
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4egião 4: onda principal C (x decrescente); o termo$(; )ou 
o 

µ(~
0

) e não-nulo. A caraterística IC- e a frente 

de onda C-; para os pontos dessa frente, tem-se 

u(x,t) = 

o(x,t) = 

U ( X • ) 
O 1 

2 

O ( X • ) 
o 1 

2 

pC (X.) 
1 

pc(x) 

4egião 2n4:ondas superpostas; ambos os termos $(~
0

) e $(n
0

) 

ouµ(~) eµ(n) são não-nulos. Nesse período in.:!_ 
o o 

cial, o pulso estã se dividindo nas duas ondas 

principais descritas acima. 

4egião 3: tempo posterior ao da passagem da onda principal; 

tanto$(;) (ouµ(;)) quanto $(n ) (ou µ(n)) são o o o o 
nulos. O termo integral na fórmula de representa-

ção, presente em 2 U 3 U 4, manifesta-se aqui iso 

ladamente. Resultando da reflexão contínua da on 

da, o ruido presente nessa região ocorre em quase 

todo meio inomogêneo (ver §3.3). 
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7. MEIO SEMI-INFINITO. 

O método de Riemann, associado a procedimentos nu 

méricos para a resolução de equações integrais, é também apll 

cãvel a problemas de valor de contorno. Essa possibilidade se 

rã aqui ilustrada com o problema da propagação de ondas em um 

semi-espaço inomogéneo. 

Como foi exposto nas seçoes anteriores, o problema 

unidimensional de propagação de ondas de deslocamento pode ser 

descrito pela equação transformada 

u - ~1 F (ç+n)u = A(ç,n) 
çn 16 u 2 

( 7 • 1 ) 

Para esta equaçao, mostrou-se na seçao anterior a solução do 

problema de Cauchy, com as condições iniciais 

( 7. 2) 

Admita-se, agora, uma condição adicional, sobre a 

fronteira x=O do semi-espaço elãstico, representada no plano 

caraterístico como uma terceira condição de contorno, sobre a 

reta n = -ç , na forma geral 

(7. 3) 
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No caso particular em que u(O,t) e prescrito, tem-se b=O e a 

condição de Neumann: 

U(~;~) = p(~) = u(O,~) (7.4) 

já que t = (~-n)/2 e À(O) = 1, por convençao. O caso a=O cor 

responde a condição de Dirichlet 

( 7. 5) 

que nao tem significado frsico notável, exceto quando o meio 

ê homogêneo no contorno. De fato, observada a transformação de 

variável dependente (6.5), tem-se 

= A ( u ~ +u ) + 1 R U u ., n 2 u 

e, dado que 

a condição (7.5) corresponde a 

d 

= dx pcl x=O 
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Assim, se K = O, tem-se a correspondência direta e~ 
o 

tre a condição de Dirichlet (7.5) e a condição de tensão pres-

crita no contorno, a saber 

r ( i=;) = cu(O,E;)= 
o X 

1 o(O,E;) ( 7. 6) 

Em geral, ã condição de tensão prescrita em x=O corresponde a 

condição de contorno 

1 
o (o' E;) ( 7. 7) 

O domínio do problema no plano carateristico, mos 

trado na fig. 7.1, é limitado pelo contorno r = riurc. Sobre ri 

valem as condições iniciais (7.2) e sobre rc a condição de 

contorno (7.3). Observando o domínio de dependência íl , para 

a solução em um ponto P(E;,n ) , nota-se que as carateristicas da 
o o 

família C-(E;= cte.) interceptam o contorno r em dois pontos. A 

aparente superabundância de condições implica a necessidade de 

uma condição de compatibilidade entre os dados sobre r. e r . 
1 c 

Essa condição pode ser encarada como a propagaçao, ao longo da 

carateristica e+: n= O,da condição de compatibilidade na inter 

cessao r. n r , o ponto o. 
1 c 

si na 1 de n
0 

casos: 

O envolvimento da condição de contorno depende do 

Pode-se dividir o processo de solução em três 
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Fig.7.1: Domínio para o 
de dependência 

problema semi-infinito e domínio 
para o caso I(n >0) 

o 

I) Reg~ão nao a6etada pelo conto~no:n >O; 
o 

t>,: (x) = jx ds 
c(s) 

o 

Tais pontos (ver fig. 7.1) nao sao afetados pela 

presença do contorno. A solução pode ser construida no domí­

nio de dependência: P (E; ,n ) B(f; ,f; ) A(n ,n ) , obtendo-se o o o o o o o 
com a função de Riemann, a solução (6.19), a saber 

= l {$(E; ) + $(n) + 
2 o o lnº 

E; [~(E;)W(E;
0

,n
0

,E;,1;) 

0 (7.8) 



106 

- rj A(~,n) W(~ ,n .~.n) ds dn 
o o 

n 

II) Região aóetada pelo conto~no:n <0 
o 

t<,(x) 

-A solução pelo método de Riemann no domínio n 

P BOA (ver fig. 7.2) envolve a integração da equação de Volter 
o 

ra em dominios nos quais o nucleo F 
u tem descontinuidades in 

tratãveis sem o recurso a funções generalizadas, o que não o 

corre com o domínio n: P AB'. ApÕs a determinação da solu­
o 

ção em AB', utilizando a relação de compatibilidade em OP' , é 

possível determinar U(~ ,n ). 
o o 

Fig.7.2: Domínios de dependência para o caso II 

Partindo da forma (5.5) do teorema de Green,com o 

domínio acima indicado, onde se tem 
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p A : cos(~,1;) = o cos(~,n) = 1 ; ds=dl;;W - l ; w 1;= o o 
B'P : cos(~,1;) = l cos(n,n) = o ; ds=dn;W - l w - o 

o n 
AB' : cos(~,1;) = cos(n,n) = - 2/2 

obtem-se, com o procedimento indicado no §5.l e parametrizando 

as integrais de linha com a variâvel i:;: 

U((
0

,o
0

J • ~ (U(<,,-<,1 • U(-0 0 ,00 ) - ,Jj AWd<do 

íl 

r 

I; o 

+ { W ( 1; , n , I; , -1; ) [U ~ + U ] ( 1; , -1; ) -o o ~ n 
J -n 

o 

Para as condições padrão de tensões e deslocamen­

tos prescritos em x=O adota-se a notação 

p(I;) - U(l;,-1;) = u(O,I;) 
(7.10) 

q ( I;) (1;,-1;}= 1 o(O ,1;) 

Somando e subtraindo l K U as parcelas do integrando de (7.9), 
2 o 

obtem-se a representação para a solução 

:l{p(I;)+ 
2 o 1 

é;º 

p(-no) + [q(l;)W(c;o,no,c;,-c;) -

-n o 



108 

- p(E;) [W~+~I -l2 K W](E; ,n ,E;, -E;)]dE;} -., n o o o 

ll: "''" 
(7.11) 

Sobre o contorno AB' , apenas uma das condições p 

ou q ,ou uma combinação linear (7.3), é conhecida. A completa 

solução depende pois de uma condição adicional de compatibill 

dade, desenvolvida a seguir. 

III) F~ontel~a de compatlbllldade:n = O 
o 

t = T(X) 

Pode-se expressar a solução 

em ambos os domínios de dependéncia n e 

para o ponto P (n , O) 
o o 

n (ver fig.7.3), com 

as expressões (7.8) e (7.11), respectivamente. 

o 

Fig. 7.3: Domínios de dependência para a 
teira de compatibilidade, caso 

solução na fron­
III(n = O). 

o 

A solução obtida por íl(P BO), como limite de (7.8), 
o 
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e: 

U+(ç) _ U(ç ,O+)= l {~(ç) +~(O)+ jº [w(ç)W{ç ,0,ç,ç) + o o 2 o o 
ço 

+ ,iq[w,-w,l(<,.o,,,q],"- Jt,w '"' (7.12) 

Por outro lado, obtem-se a solução U 

mo o caso limite de (7.11): 

pelo domínio íl{P OB'),co 
o -

= l {p(ço) + p(O) + 
2 

(7.13) 

Estritamente, e inaceitãvel qualquer descontinuid~ 

de no deslocamento, mesmo através de uma curva carateristica 

Resulta dai a condição forte de compatibilidade 

que deve ocorrer para qualquer ç. Portanto 
o 

[U] ( ç) - O 

o 

(7.14) 

o que impõe as condições iniciais e de contorno a condição de 

compatibilidade 

~(O)= p(O) = u(O,O) 
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Modelos idealizados para ondas de deslocamento can 

grandes deformações concentradas podem ser acolhidos no contex 

to das soluções generalizadas, como exposto na sec.4. Nesse ca 

so, a condição acima é relaxada e se o salto inicial é: 

[u] ( o ) = .p (o) - p ( o J 

tem-se, como em (3.23) 

[U] ( f;) = 
P c o o [U](O) = Àu(x)[U](O) (7.15) 

pc(x) 

onde X= X(f;) 
- 1 

= T (f;) 

Assim, com a solução (7.12) e a 

(7.15), tem-se construida a solução U-(f;). 

condição (7.14) ou 

A representação 

(7.13) fornece então uma equação integral, de 1~ espécie para 

q(~) ou de 2~ espécie para p(f;), completando, com a condição 

de contorno (13.3), as condições de Cauchy sobre rc. A forma 

geral da equaçao integral de compatibilidade e 

p(O + [ [q(,)W{C,0,,,-,) - p{c) [W,+W
0

- fK
0

W] {C,0,,,-,))d, 

=A(~)(</> -p ) + .P(E;) + jf;{w(r)W(f;,O,r,r) + u o o 

+ O{c) [w,-W
0
] {C ,O,, ,,))d: + 2 [j j/{, ,s )W{C ,O,, ,s )d, ds 

JJílA(r,s)W(f;,0,r,s) drds] _ B(f;) (7.16) 
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Observe-se que, apos a solução (numérica) da equ! 

çao integral (6.17), o sistema (7.3), (7.16) pode ter solução 

numérica pela quadratura gaussiana da equação acima. Os alg~ 

ritmos para este problema não serão aqui desenvolvidos, mas o 

tratamento numérico dado ao problema do meio infinito, report! 

do nas seções seguintes, pode ser facilmente estendido para a 

inclusão de condições de contorno. 

t interessante citar aqui as formas simples da e 

quaçao (7.16) em dois importantes casos particulares de condi 

çoes de contorno: 

Caso 1 : extremidade fixa. 

Neste caso, tem-se p(~) = O e (7.16) fornece, pa­

ra q(~). a equação integral de 1~ espécie 

r~ 

j q(r)W(~.O,r,-r)dr = B(~) 

o 

(7.17) 

Assim, no caso nao forçado, A_ O, e com velocidade inicial nu 

la, obtêm-se 

l'q{,)W(C,0,,,-,)d, • O{C) + 

o 

r ,C,) [w,-,.,](e.o,,,,)d, • ,u•c,) 
o (7.18) 

e a representação (7.11) fornece a solução num ponto (~ ,-n) o o 
como 

(7.19) 
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Caso 2: extremidade livre. 

Este caso corresponde a tensão nula no contorno,ou, 

com (7.lOb), q(~)=º· A equação (7.16) se reduz aqui ã equação 

integral de 2~ especie 

r~ 

p(~) -

J 

p ( r ) [w ~ + W - l K WJ ( ~ , O , r , - r) dr = B ( ~ ) 
" 11 2 o 

o 

(7.20) 

obtendo-se expressoes igualmente simples para a solução(7.ll). 



CAPÍTULO III 

IMPLEMENTAÇÃO NUMÉRICA 
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8. FUNÇÃO DE RIEMANN PARA MATERIAIS SUAVES E SECCIONALMENTE SUA 

VES. 

8.1. Tipos de material inomogêneo. 

Do ponto de vista matemãtico, os diversos modelos de 

meio inomogêneo serão aqui classificados segundo sua suavidade 

de variação. Observe-se que o coeficiente do termo que represe~ 

ta o efeito da inomogeneidade contêm a primeira derivada espa-

cial dos parâmetros materiais, no caso da equação de onda (6.1-

2) ou de sua forma normal (6.3-4), figurando a derivada segunda 

na equação auto-adjunta (6.9-10). Assim, os coeficientes de ta 

is equaçoes podem ser desde funções suaves atê funções generali­

zadas. 

A seguinte classificação pode ser adotada, segundo a 

suavidade e continuidade da impedância acústica Z(x) = pc(x) 

I. Material ~uave: Z, Z', Z'' continuos (fig. 8.la) 

II. Material ~ecclonalmente ~uave: Z e Z' contínuos. Z'' tem um 

número finito de descontinuidades finitas (fig.8Jb). 

III.Material ~ecclonalmente dlóe~enclâvel: Z contínuo. Z'tem um 

número finito de descontinuidades finitas(fig.8.lc). 

IV. Material ~ecclonalmente continuo: Z tem um numero finito de 

descontinuidades finitas (fig. 8.ld). 

O procedimento numêrico a ser desenvolvido a seguir 

ê adequado aos tipos I e II de material. Para a solução com o 

mêtodo de Riemann, de problemas com materiais dos tipos III e IV, 
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impõe-se, estritamente, a divisão do domínio espacial de solu­

çao pelas superfícies de descontinuidade material, ou a amplia -

çao do tratamento para se incluir coeficientes generalizados. 

z z 

X x. X, 
( a) ( b) 

z z 

~ 
x. X x. X 

( e ) ( d ) 

Fig. 8.1: Tipos de material inomogêneo. (a): tipo I. (b),(c), 
(d): tipos II, III e IV, respectivamente, mostrando­
se uma descontinuidade em x=x . 

o 

8.2 O método iterativo. 

A função de Riemann pode ser construida pela solução 

de um caso simples da equação integral de Volterra, em duas di 

mensoes. A forma geral de tal equação e 
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no domínio retangular R:{~ E(~6 €),nE(n
0

,n)} 

No presente estudo de propagação de ondas, o núcleo 

H = F(r+s), definido em (6.11-12), independe do extremo de inte-
2 

gração (~,n) e ainda se tem À(~.n) = 1. Para os materiais sua 

ves e seccionalmente suaves (tipos I e II), o núcleo H ê quadra­

do-integrável no domínio limitado R. Nesses casos, estendendo -

se resultados conhecidos para a equação de Volterra de 2~ espé­

cie num domínio unidimensional (ver [)sJ ) , estabelece-se a con 

vergênci a {W } -+ W, numa norma dependente do tipo de material ,do 
n 

mêtodo iterativo (Picard), com a lei de formação 

podendo-se tomar 

Este 

a expressao 

= À(~,n) + Ir~ j" H(~,n,r,s)W (~ ,n ,r,s)ds dr n o o 
~o "o 

w = À. o 

mêtodo ê equivalente a se obter a solução com 

onde o núcleo resolvente H ê a soma de uma sêrie de núcleos ite 

rados {H} com a fÕrmula de recorrência 
n 
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H = H(~.n,r,s) 
1 

Hn+l (~,n,r,s) = j~ jrn H(~.n. x,y) Hn(x,y,r,s)dy dx 

~o no 

Esta Última formulação é mais adequada quando, para 

um dado núcleo, se tem uma variedade de condições de contorno 

Para formas especiais do núcleo H, o método iterati 

vo pode conduzir ã solução (exata) da equação integral, como e 

mostrado no exemplo clâssico a seguir. No entanto, o método ite 

rativo é inconveniente como base para procedimentos numéricos 

pois envolve grande número de quadraturas em todo o domínio R. 

8.3. Exemplo de solução iterada: material I.l 

O exemplo mais simples de material inomogêneo a ser 

estudado (sec.10) ê o material suave linearmente inomogêneo(I.l), 

com densidade constante p e velocidade de propagação 
o 

c(x) = 

= c (l+ax). Neste caso, o núcleo da equação integral é F = F = 
o u o 

= (c
0

a) 2 , uma constante positiva. Assim, fazendo H = 8 2 /4,tem-

se 
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,, r 
w 1 

52 t, ,:· dr 1 
52 

[(s-s 0 ) (n-n 0)] = + - = + -
1 4 4 

r '" w 1 
B2 ,,L, [l B2 

(r -f; )(s - n )]ds dr = + - + - = 
2 4 4 o o 

1 
B2 

(s-s)(n-n)+ 
B2 2 (s-so)2 (n-no) 2 

= + - (-) 
4 o o 4 2 2 

2 
( k ! ) 

Portanto 

a, 

l 
k=O 

Para o problema de valor inicial (ver fig.6.1), tem-se s < s e 
o 

n >n , i e 
o 

i~(s -s)(n-n )
1 

o o 

donde 
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(8.2) 

8.4 Solução numérica da equaçao integral. 

A solução numérica das equaçoes integrais (6.17-18), 

para a construção das funções de Riemann serã aqui desenvolvida 

tomando-se como ponto de partida os esquemas propostos por de 
3 6 

HOOG e WEISS para o caso unidimensional. Esses "métodos impl1 

citos de Runge-Kutta", bem como os métodos de diferenças finitas 
3 7 

expostos em outro trabalho dos mesmos autores , podem também 

ser aplicados ã solução da equação integral (7.16) para a propa­

gação de ondas em meio semi-infinito. 

Os esquemas numéricos propostos se baseiam na quadr! 

tura exata de esquemas de interpolação para o integrando HW, re 

duzindo a equação integral a um sistema de equações algébricas li 

neares para os valores aproximados de W em pontos conveniente -

mente distribuídos. Inicialmente, considere-se a equação unidi­

mensional 

y(t) • ,(t) • 1:K(t,s) y(s)ds ( 8. 3) 

com o nÜcleo K bem comportado em O~ s f t ~ t. O domínio 

(0,t) serã dividido, uniformemente por simplicidade, em 
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t .. , J 
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i=l, ... ,M ; j=l, ... ,n 

t. = (i-l)h ; h = t 

M+l 
Qíu < u < ... <u = 1 

1 2 n , 

Para cada t .. , (8.3) fornece 
, J 

't. 
= À(t .. ) + j 1K(t .. ,s) y(s)ds , J , J 

o 
j 
ti j 

+ K(t .. ,s) , J 

ti 

y(s)ds 

A exposição serã simplificada adotando-se o caso em 

que o núcleo K não depende do extremo de integração, ou seja , 

K(t,s) _ H(s), o que ocorre nas equações de propagação. 

O esquema de interpolação pode ser desenvolvido a 

partir do polinômio de grau n 

w(x) = (x-u )(x-u ) ... (x-u ) 
1 2 n 

A interpolação por polinômios de grau n-1 de uma função f(x) no 

intervalo (0,1), baseada nos pontos ui pode ser escrita como 



n 
f(x} - l f(ui) 

i = 1 

1 20 

11. (x) = 
l 

n 
'f.11.(x) 
l l l 

i=l 

onde 11.(x) e o polinômio de Lagrange de grau n-1, dado por 
l 

( ) w(x) 
1T i X = ----'::..-""-'-'-'---

( x - ui) w' (ui) 

Com os pesos de integração definidos pelas integrais 

exatas 

ªjk - [;,c,1 dx 

(8.4) 

' 1 

ªk - jo11k(x) dx = ªnk 

tem-se, paras E(ti ,tin= ti+l), as fórmulas de quadratura 

r\+1 

j f(s)ds 

t. 

'I, h 
n 

l 
k=l 

l 
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l
\j 

f{s)ds "'h 

ti 

n 

l 
k=l 

O primeiro esquema proposto por de HOOG e WEISS -e 

n i-1 
Yij = À(tij) + h L 

.2.= l k= l 
l ªjkH(tik)yik 

k=l 

onde O esquema acima corresponde a 

do integrando H(s) y(s), para 

n 
Hy ( s ) "' L 

k=l 

s-t 
H(t.2.k) Y.2.k uk(~-.2.) 

h 

(8.5) 

interpolação 

A análise de convergência para este esquema numêrico 

indica que a mais alta ordem de convergência (2n-l) ê obtida qua~ 
3 8 

do os pontos ui são os pontos de Radau Se for necessário 

tomar u = O, os pontos de Lobatto garantem a convergência de or 
1 

dem 2n-2. 

Outro esquema proposto em [36] se aplica aos casos 

em que o núcleo K(t,s) ê mal comportado para S>t, utilizando 
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para a integral no intervalo (t.,t .. ) o esquema 
1 1J 

l
\j 

f(s )ds '\, h uj 

t. 
1 

n 

l 
k=l 

que evita utilizar valores do núcleo em pontos posteriores ao ex 

tremo de integração e dispensa o uso dos pesos parciais de inte­

graçao ajk" Para este método, a terceira parcela de (8.5) toma 

a forma 

n 
huj }: ªk H(ti+ujukh) 

k=l 

n 
l YirTir(uj- uk) 

r=l 
(8.6) 

t importante notar que nos esquemas acima enunciados, 

efetua-se a quadratura exata de uma função que interpola o inte 

grando Hy, o que é inconveniente no caso de núcleos seccional -

mente contínuos. Para fixar idéias, considere-se a representa­

ção aproximada das integrais, em xe(O,l), do produto f(x)g(x), 

onde g(x) é uma função conhecida. Aproximando f(x) pela inter 

polação 

n 
f(x) '\, }: 

i = l 

n 
l 

i = l 

f.TI.(X) 
1 1 



tem-se 

uk 

j f{<}g(,)d, ' 

o 

n 

l 
i=l 

123 

n , e. f. 
l 1 1 

i = l 

M~smo com g(x) conhecido, pode ser inconveniente a 

valiar C. de forma fechada. A vantagem desta formulação resi 
1 

de na possibilidade de se efetuar esta segunda quadratura por 

meio de um esquema numérico adequado ao comportamento de g(x). 

Seja, por exemplo, a interpolação 

p 
g(x) = }: gjtj(x) 

j = l 

Nesse caso 

Em particular, quando g(x) ê interpolado pelos mesmos polinõ -

mias n. empregados para f, tem-se 
1 

onde 

uk 

J

' f(x)g(x)dx '\, 

o 

n 

l 
i = l 

n k l f.g.a .. 
1 J 1 J 

j = l 

(8.7) 
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ru k 

a~j - J 1ri (x)1rj (x)dx 

o 

(8.8) 

8.5 Esquemas numéricos para a equaçao bidimensional. 

O produto de esquemas de interpolação unidimensio 

nais e as correspondentes fórmulas de quadratura, ou o uso de 

fórmulas de quadratura especificas para regiões bidimensionais, 

permitem a extensão do tratamento numérico proposto no § ant! 

rior ã equação (8.1) que, fixado o ponto paramétrico (E; ,n) , 
o o 

pode ser escrita 

(8.9) 

O domínio R: {E;c(~.!';
0

); nc(n
0
ii)} e dividido na ma 

lha, nao necessariamente uniforme 

E;º = E; > E; > E; > ... > E;M > E;M+l = E; 
1 2 3 

(8.10) 

no = n < n < n < ... < nN < nN+l = n 
1 2 3 

com os passos 

i = l , ••• , M 
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j = l, ••• ,N 

O esquema de interpolação seccional, para um dado 

conjunto O < u < u < ••• < un = 1, tem para coordenadas nodais 
1 2 

os valores 

;ij = ;
1
. + u.h. 

J 1 

Assim, a interpolação de uma função f(;,n) no elemento (i ,t)da 

malha ê 

onde 

ordens 

se tem 

to nas 

n n 
f(;,n)"' l l f ..• 

1 J ,,m 
j=l m=l 

;-;. 
1T. (--1) 

J h, 
1 

n-n t 1T (--) 
m k 

t 

(8.11) 

Não se inclui ri a possibilidade de interpolações de 

diferentes em ; e n ' pois nos problemas de propagaçao 

H(r,s) = F(r+s) 
' 

nao havendo diferença de comportame.!!_ 
2 

direções ; e n 

Todos os esquemas numêricos desenvolvidos a seguir 

se aplicam a mesma malha (8.10), resultando em sistemas de e 

quações algébricas lineares para as M.N. n 2 incógnitas W .. , 
1 J ,,m 

Com o primeiro esquema de HOOG e WEISS, o sistema global obti 
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do e 

i -1 n t=l n 
w .. = l + a a w H h k 

1 J tm l 2 l l r s prqs prqs p q 

onde 

p=l r=l q=l s=l 

i-1 n n 
+ l 2 2 ªrªms wpris Hpris hp ki 

p=l r=l s=l 

1-l n n 
+ l 2 2 ª j rªs wirqs Hirqs h; kq 

q=l r=l s=l 

n n 
+ 2 2 ªjrªmswirts Hiris h; ki 

r=l S=] 

e sao os mesmos definidos em (8.4). 

ll 

/ ~ 

1 / (i. l) , 

/ 
/ 4 2 

l\o / 3 1 

/ 
" -

5o 

Fig. 8.2: Domínio R para a solução W(~
0

,n
0

,~,n), com o 

desdobramento de Wijtm· 

(8.12) 
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A aparente complexidade e elevada dimensão do sis­

tema acima é contornada observando-se que hã um acoplamento se 

quencial entre os subgrupos (i ,t) de n2 equações. Este fato p~ 

de ser observado desdobrando-se a equação (8.9) nas regiões 

a 4, mostradas na fig. 8.2. 

Tomando a equaçao (8.9) na sua forma mais simples 

(6.17-18), tem-se 

(8.13) 

que pode ser desdobrada em 

integrais cujos domínios sao, respectivamente, 1,2,3 e 4 (Fig. 

8.2.). Assim, reinterpretando (8.12) em cada integral, obtém -

se 
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ou seja 

(8.14) 

= W ( i - 1 ) n tm + W i j ( t- 1 ) m - W ( i - 1 ) n ( 1-1 ) n 

A equaçao acima mostra que, da longa expressão(8.12), 

apenas o Último termo, correspondente ã integral no interior do 

domínio (i ,t), deve ser retido. A região 1 U 2 u 3 (fig.8.2) ê 

o"dominio de dependência" para a solução no ponto ij1m; a so 

lução dos M.N. sistemas lineares a n2 incÕgnitas pode ser efe­

tuada em diversas sequências, como ilustra a fig. 8.3. 

~, 1) 

(1, 1) 

1 

1 

• 1 

(2, 1 ) 
(3,1 ) 
(4, 1 ) 

~ 
4 

(1,2) 
(1,3) 
(1,4) 

~ 4 

( 1,2 ) 1--if-+-+--l-­

( 2,1 ) 1---t+-+-

- 3 

( 2,2) 

(6,1) ( 3,2) 
(4,2) 

( 6,1) 
(1,2) (5,2) 

(6,2) 

~ 7 (1,3) 13 

(2,2 ~ 
(2,3 

(2,1 ) (2,4) 
(3, 1 ) 

5 
(3,2) 

10 

4 8 

Fig.8.3: Sequências poss1veis na solução de (8.14) 

a) 

b) 

e) 
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Designando o sistema 1 inear (i ,J1.) por 

( i , J1,) 
= B 

(l 
a,S = l, ... ,n 2 (8.15) 

tem-se, em correspondência com (8.14), a redução de índices 

a= n(j-1) + m 

S = n(r-1) + s 

Ã integral presente em (8.14) sera aplicado um es­

quema de quadratura adequado ã forma do núcleo H, baseando-se 

nos valores nodais de W. Tais esquemas numéricos podem ser re 

presentados pela fórmula geral 

n n 
'I, l l 

r=l s=l 

e (8.14) fica aproximada pelo (i ,J1.)-ésimo sistema 1 inear 

n 

l 
r= 1 s = 1 

jm 

cirJ1.swirJ1.s = 

= W ( i -1 ) n J1.m W i j ( J1.- l ) n - W ( i -1 ) n ( J1.- l ) n 

(8.16) 

(8.17) 

Assim, tendo em vista a correspondência acima definida (jm-a, 

rs ++ S), a matriz dos coeficientes do sistema (i ,J1.) é 

(8.18) 



1 30 

Para o primeiro esquema numérico, (8.12) e substitui 

da pela sequência de equações da forma (8.15), com 

jm 
Cirts = ªjrªms Hirts hi kt (8.19) 

O segundo esquema proposto por de HOOG e WEISS , re 

querendo os valores do núcleo apenas para s ~ sij' 

tendido ao caso bidimensional com 

n .s n , ê es tm 

jm n n 

Ci r ts = u.u h.k. 
J m 1 ,., l l a a H(s.+U u.h.,n +u U k ). pq 1 PJl t qmt 

p=l f=l 

.rr (upu.)rr (u u) 
r J s q m 

(8.20) 

Como observado no §8.4., os métodos de solução apro­

ximada propostos acima utilizam fórmulas de quadratura baseadas 

na interpolação do integrando HW. Como sugerido naquele para -

grafo, pode-se estabelecer processos de quadratura mais adequ2. 

dos ã forma do núcleo H, desde que se separe a interpolação de 

W da fórmula de quadratura para HW. Mantendo para W a interpo­

lação seccional (8.11), a saber 

W(s,nl ~ 
n n 

l l 
r= 1 s = 1 

,-,. 
Tr (--,) 

r h. 
1 

(s,nl E R(i ,tl 

tem-se, para a integral (8.16), os coeficientes de quadratura 

(8.21) 
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Quando H(~ ,n) e contínua no retângulo (i ,J!.), pode-se 

considerar tambem para H a interpolação (8.11), resultando, como 

sugerido por (8.7) 

n n 

l l 
p=l q=l 

m 
a sq H. • , p .. q (8.22) 

8.6. Tratamento numerico para materiais seccionalmente sua­

ves (II). 

Nos exemplos mais simples de materiais dos tipos II 

a IV, as descontinuidades do núcleo das equações integrais(6.17-

18) ocorrem em apenas uma ou duas retas ~+n = cte(x=cte.), co! 

respondendo, respectivamente, â transição súbita entre dois mate 

riais suaves ou â presença duma camada inomogenea. o segun~o C! 

so, mais geral, serã aqui tratado, para os materiais seccional­

mente suaves (tipo II). 

Para os materiais do 

equaçoes integrais, definidos em 

tipo II, os núcleos F e F das u (J 

(6.11-12) são funções seccional 

mente contínuas da variâvel espacial x, sofrendo descontinuida -

des em linhas não carateristicas, como mostra a fig. 8.4. Estab~ 

lecendo-se a malha (8.10) de modo que as linhas de descontinui­

dade sejam diagonais de quadrados da malha, qualquer dos esque­

mas numéricos descritos anteriormente pode ser aplicado aos de 

mais elementos. 

Nos elementos em que o núcleo e descontínuo, a inte! 

pol ação suave, com H assumindo, sobre a diagonal, o valor ~ me 
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dio da descontinuidade, e a aplicação dos esquemas de quadratu­

ra (8.19,20,22), não conduz a resultados numéricos satisfat5rios. 

obrigatória 

refinamento 

Fig. 8.4: Malha de integração para um material com 

duas descontinuidades. 

Torna-se necessário, para a quadratura numérica de (8.21), um me 

todo adequado ao caráter descontínuo de H, baseado nas regiões 

triangulares determinadas pelas linhas de descontinuidade. O do 

mÍnio da integral (8.21), nos elementos (i ,l) em que ê problemi 

tica, é mostrado na fig. 8.5. 

j = m 
( i , 1) j< m 

(i , 1) ( i , I ) 

Fig.8.5: Domínio da integral (B.21). 
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vê-se que tal domínio contém dois triângulos,canmais 

um retângulo, se j F m. O integrando de (8.21) é contínuo em 

qualquer ponto interior a essas regiões. Cada triângulo pode ser 

mapeado no triângulo de ârea 1/2, com vírtices (0,0), (O,l) e 

(1,0), num plano xy , para o qual se constroem fórmulas de qua­

dratura. 

O procedimento adotado neste trabalho consiste no 

"produto cônico" de fórmulas de quadratura unidimensional, que 

recorre ao mapeamento afim do triângulo em um quadrado. Deve-se 

avaliar 

1 • 1·1·-, f(,,y)dy ,, 

o o 

Efetuando a transformação 

U = X 

com a inversa 

X = U 

e o Jacobiano 

J = 1 -u 

V = ....1._ 
l -x 

0-:;x<l 

y=v(l-u), O~u<l 

obtém-se, para a integral I, a representação 

com 
j 

1 z 

I = lim r f(u,v)(l-u)du dv 
Z-+-1 

oJo 
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f ( U , V ) = f [u , V ( 1 -U ) ] 

A integração numêrica, agora em um retângulo, pode se 

guir qualquer mêtodo adequado, fornecendo 

onde X q ' xt 

tivos pesos. 

q = l, ... ,p, 

I"' l Aqt f[xq,xt(l-xq)](l-xq) 
q,t 

e: ( O , 1 ) sao os pontos de integração e A qt 
Tomando, por exemplo os pontos de Radau 

tem-se 

os respeE_ 

X = uq ' q 

A contribuição do elemento 1 (fig. 8.5), e estabele­

cida pela correspondência 

(O ,O) +-+ 

(0,1) +-+ 

( 1 , O) (i=; .• ,n,.) 
1 J "'J 

j >m 

(C ,n,) 
1 m "' 

obtendo-se, para j=m a parcela 

I . = 
IJ I ~ 

q=l t=l 

-11 [(1-x )u.]11 [xt(l-x )u.](1-x) r q J s q J q ( 8. 23 ) 



135 

De modo similar, a contribuição do triângulo 2 e a parcela 

I . = 
2J 

p p 

I I 
q=l t=l 

2 

A t(u.h.) H[t;.+x u.h.,n,.-xt(l-x )u.k,J. q Jl 1qJl,-J qJ,, 

• 11 ( X U • ) 11 [1 -X t ( ] - X ) U • ] (] - X ) 
r q J s q J q (8.24) 

Assim, tem-se, para j=m 

para j<m 

e para j>m 

jm 
C., =I.+I._ , r ,-s 1 J 2J 

jm 
e. 

1 r ts 

jm 
e. 

1 r ts 

jj 

= cirts + \.im 

mm 

= cirts + I3jm 

jj 

ci r ts 

(8.25) 

onde a integral I . , no retângulo 3 (fig. 8.5), pode ser avalia 
3Jm -

da pelo mesmo processo aplicado ã imagem retangular do triângu-

lo, obtendo-se, para j>m 

p p 

I 3jm"' (uj-um)umhikt 2 I AqtH[t;im+xq(uj-um)hi ,nt+xtumkt] 
q=l t=l 

.11 [u +x (u .-u )]11 (xtu ) (8.26) r m q J m s m 

e para j<m 
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I
3
jm ~ (um-uj)ujhiki l 

q=l 
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p 

l A tH[é;.+x u.h.,n,.+xt(u -u.)k.] 
q 1 q J 1 "J m J ,, 

t=l 

A fig. 8.6 ilustra a divisão de um elemento, com a 

adoção de n=4 pontos de Radau e p=2 pontos de Gauss-Lebesgue p~ 

ra a interpolação de W e a integração acima descrita, respecti­

vamente. Os valores n=J e n=4 foram empregados, com p=2 , na e 

laboração dos exemplos apresentados na sec. 10. 

~ 
~ 

" 
Y15 ~ 
Y14 ~ 
Y10 

Yg 

Ys 
Y4 

X 

1 

' 

~ 
" " 

.... 
"1"""< 
' 

y 

Ya 
Y7 
Y5-. U1 

J Y1,2,3 

Fig.8.6: Elemento triangular para materiais do tipo II. 
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9. SOLUÇÃO NUMtRICA DO PROBLEMA DE CAUCHY. 

9.1. Divisão do dom1nio de dependência e integral de linha. 

A solução para o problema de valor inicial sera de 

terminada pela expressão (6.19) ou (6.20), o que requer a esco­

lha de um processo de quadratura para a integral de linha prese~ 

te nessa expressão. O numero e a posição dos pontos (;,;) em 

que se deve determinar a função de Riemann W(;
0

,n
0
,;,;) e sua 

derivada Wt = W;- Wn, depende do mêtodo de quadratura emprega­

do, da precisão requerida e da eventual presença de descontinui 

dades nas condições iniciais. 

Para cada um dos pontos P., a determinação de 
1 

W(P ,P.) requer o estabelecimento, no domínio retangular R
1
., de 

O 1 

uma malha (8.10). Dado o aspecto sequencial da construção numêrj_ 

ca de W, ilustrado na fig. 8.3, ê evidente a economia computa­

cional conseguida pelo estabelecimento de malha Ünica em todo o 

domínio de dependência do ponto P (~ ,n ). Como ilustra a fig. o o o 
9.1, a obtenção da função de Riemann no ponto de integração Pi+l 

envolve a solução da equação integral (8.9) em um domínio R. 1 1+ 

cuja malha ê compatível com a do domínio Ri. 

Como jã se dispõe da solução no subdomínio Ri+l n Ri, 

a construção de W(P
0

, Pi+ll requer a integração numêrica ape -

nas em uma pequena faixa adicional. 

Observa-se que, com a integral de linha parametriza­

da pela variãvel ; como em (6.19-20) , os passos para essa inte 

da integração numêrica da função de - -graçao serao os mesmos h. 
1 

Riemann. Ainda ê importante notar que, dada a "reflexão" da ma 
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R-
' 

(a} (b) 

Fig. 9.1: Malha Única sobre o domínio de dependência do pon 

to P • 
o 

1 

(a) condições iniciais nao nulas em todo o domínio an(~) 

(b) condições iniciais se anulando em parte do contorno 

an(P ) 
o 

lha na reta inicial ~ = n, tem-se a igualdade entre os passos hi 

e k1 envolvidos na integral de linha, sendo os demais arbitrã -

rios. O estabelecimento da malha (8.10) deve, portanto, atender 

ao espaçamento de pontos requerido pelo processo de quadratura~ 

dotado para a integral de linha. Para materiais suaves (tipo I) 

e condições iniciais tambem suaves, isto pode ser conseguido p~ 

la geração de malha adequada , ou pela estensão da solução de 

Riemann para t < O, obtendo-se pontos adicionais em t = O pela 

interpolação no interior dos quadrados da malha com diagonal t=O 

(fig. 9.2). 
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't 

Fig.9.2: Obtenção de pontos no intervalo (P., P. 1) por inter 
l l + 

polação. 

No caso de núcleos seccionalmente contínuos (II), a 

divisão do domínio de dependência deve manter as linhas de des -

continuidade em diagonais de quadrados da malha, como observado 

no §8.6. Impõe-se assim,uma divisão inicial obrigatõria, segul 

da do refinamento da malha (fig. 9.3). 

Outro aspecto importante na geraçao da malha obriga­

tória refere-se ã presença de descontinuidades na condição ini­

cial de deslocamento ou tensão. Tais descontinuidades nao sao 

suavizadas na propagação, como foi visto no §3.3. Para que o 

processo numérico não suavize as descontinuidades iniciais, e 

necessãrio incluir as caraterísticas emanando dos pontos de des 

continuidade na divisão obrigatória. 
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--- obrigatória 

refinamento 

Fig. 9.3: Malha em todo o domínio para material tipo II, 
com duas descontinuidades. 

O maior inconveniente criado pela presença da divi­

sao obrigatória é a impossibilidade de fixar passos de integra -

çao arbitrários. Pode-se, no entanto, refinar a malha obrigató­

ria para obter uma distribuição de pontos adequada a qualquer p~ 

cesso de quadratura que envolva pontos distribuídos de forma si 

métrica, nos intervalos da malha obrigatória. A simetria e con­

veniente, dado que cada redivisão pode originar uma série de di 

visões, por reflexão na reta ç = n e intercessão com as linhas de 

descontinuidade material. Os pontos necessários a integração 

por trapézios ou pelos processos de Gauss-Legendre e Gauss-Loba-
3 8 

tto , podem ser assim obtidos. O refinamento da malha pode ser 

trocado ou combinado com a obtenção de pontos adicionais pela 

interpolação na solução de Riemann estendida a t<O. A fig. 9.4 

ilustra essas duas possibilidades. 
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(a) 

'1 

F 

.,..... 7 1"'-.,..... .,..... ,,.... 
/ ~ / / 

D / ' I / I'\ 

1/'/ !"'-
,// 1"'-

1/ 
I'\. 

"" 
7 ( b ) 

Fig. 9.4: obtenção de pontos de integração especificados no 
interior de malha arbitrãria 

(a) com refinamento da malha 

(b) com interpolação em elementos adicionais. 
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9.2 Diferenciação numérica da função de Riemann. 

Como se observou no §1.4 e pode ser confirmado anali 

sando os termos das fórmulas de representação (6.19-20), o efei­

to da inomogeneidade do meio sobre a forma de uma onda e mais 

claramente destacado quando se tem condições iniciais de veloci­

dade nula. Tomando (6.19) como exemplo, isto reduzirã a inte -

gral a ser avaliada ao termo 

Dos diversos procedimentos possíveis para o cãlculo 

das derivadas W , o mais econômico e impreciso 
Tl 

consiste 

na diferenciação da função interpolante no Último 

(M,N), da malha. Essa função interpolante e 

W(t; •Tl ,f;,Tl) '\, 
o o 

n n 
l l 

j=l m=l 

que, diferenciada, fornece 

w '\, _, n n 
l l i=; 

hM j =l m=l 

l n n 
w '\, l l Tl 

kN j =l m=l 

i=;-i=; Tl-Tl 
n.(--M)n (--N) ; 

J h m k 
M N 

i=;-i=;M n-nN 
' •• (-)w (-) 
J hM m kN 

i=;-i=; n-n 
•• (--M)n' (--N) 

J hM m kN 

retângulo , 

(f;,T1)e: R(M,N) 

WMjNm 

WMjNm 
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Em particular, para limites coincidindo com uma reta n= nNq 

~ = ~Mp , tem-se, respectivamente 

n 
l 

j = 1 

n 

l 
m=l 

ou 

Esquemas certamente mais precisos recorrem a constru 

çao das derivadas pela integração numêrica das equações (6.21) 

ou (6.22). Novamente neste caso, a economia, computacional re 

quer a compatibilização entre os diversos pontos em que se deve 

obter a função de Riemann W(ou V), necessária para a determina­

ção das derivadas pelas fÕrmulas (6.21-22). A opção adotada p~ 

ra a confecção dos exemplos da sec.10 utiliza a malha única em 

todo o domfnio de dependência, estabelecida no§ anterior. 

Assim, os esquemas unidimensionais de quadratura nu 

mêrica cujo produto foi empregado para a solução numêrica das e 

quações integrais (6.17-18) são simultaneamente utilizados para 

a quadratura de (6.21-22). Essa simultaneidade e especialmente 

util no caso dos materiais seccionalmente suaves, em que o inte 

grando de (6.21-22) ê descontínuo em diagonais de quadrados da 

malha. A fina divisão desses quadrados, ilustrada na fig. 8.6 , 

ê aproveitada na integração numêrica de W~ e Wn , evitando-se 

assim o erro resultante da suavização do integrando. 
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10. EXEMPLOS. 

10.1. Materiais e condições iniciais. 

Com o procedimento numérico sugerido nas seçoes ante 

riores, foi elaborado um programa de computação digital, em lin 

guagem FORTRAN(ver Apêndice), permitindo solucionar os problemas 

de valor inicial (6.1-2) para condições iniciais arbitrãrias e 

qualquer modelo suave ou seccionalmente suave de material inomo­

geneo. 

A melhor identificação dos efeitos da inomogeneidade 

é obtida com formas de onda retilineas (retangular, triangular, 

trapezoidal) e velocidade inicial nula (ver §1.3). As ondas trian 

gular de deslocamentos e retangular de tensões serão aqui empre­

gadas,ã excessão de um exemplo(fig. 10.5), em que se mostra a pr~ 

pagaçao de um pulso parabólico de deslocamento e as tensões cor 

respondentes. 

Nos modelos de material inomogêneo escolhidos para 

os exemplos que seguem, permitiu-se apenas a variação espacial da 

constante elãstica y(x), mantendo-se constante a massa especifl 

ca p(X)= p. A variação da impedância acústica Z(x) = p(x)c(x) 
o 

fica assim exclusivamente ligada ã da velocidade de propagaçao. 

Os exemplos com materiais suaves (fig.10.1), jâ apr! 

sentados em [34] , são: 

1.1 Variação linear de c(x) 

I.l Variação quadrãtica de c(x) 

enquanto os exemplos seccionalmente suaves (ver §8.l)consistem 

em vãrios casos dos tipos bãsicos: 
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e 

11.2 

Fig. 10.l Tipos básicos para os exemplos 

de inomogeneidade. 

II.l Camada inomogênea (obstãculo)cosenoidal. 

II.2 Camada de transição cosenoidal. 

10. 2. Exemplos para o material I. l 

X 

Neste modelo, a velocidade de propagaçao varia linear 

mente, na forma 

c(x) = c ( l + ax ) , 
o 

a>O , x> 
l 

a 

O ''tempo de propagação", definido em (3.9), sera 

T ( X ) 
_iL 
c(y) 

= l 

c a 
o 

tn ( l +ax) 

(10.l) 

(10.2) 
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o que leva o ponto x = -1/a a - 00 , na escala de tempo, mantendo 

assim c>O em todo o domínio de influência das condições iniciais. 

Dado um pulso inicial, i.e. uma condição inicial de 

suporte compacto, a reflexão do semi-pulso que se propaga na di 

reção C- não influirá muito sobre a cauda refletida do semi-pul­

so e+. A deformação da frente de onda C+,devida ã refração, ê g~ 

vernada por À(x), definido em (6.7) como 

= 1 (10.3) 
p(x)c(x) l+ax 

As funções de Riemann W e V sao as soluções das equ~ 

çoes integrais (6.17-18), respectivamente, cujos núcleos são da 

dos pelas expressões (6.11-12), reduzindo-se, no caso P=P , a 
o 

2 
F ( x) = ( c') + 2 c c" u 

(10.4) 
2 

F (x) = ( c ' ) - 2 c c" 
(J 

obtendo-se, para o presente modelo 

Como foi mostrado no §8.3, as equaçoes integrais(6.17-18) tem , 

neste caso, a solução exata 

= J [ coa 1 (1; -1;) (n-n )'] 
o 2 ~ o o 
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com a qual se verificou a convergência e precisão do método nu­

mérico, com resultados muito satisfatórios, possivelmente melh~ 

res que num caso geral, jã que aqui a interpolação do nücl eo e 

exata. Também a interpolação da própria função de Riemann é ba~ 

tante precisa, bastando notar que, em toda a faixa de valores do 

argumento envolvida na construção dos exemplos aqui citados, a 

diferença entre 

nece inferior a 

J (X) 
o 

e o polinômio de 2Q grau: l - x 2 /4 perma-

10- 2. 

A fig. 10.2 ilustra o comportamento das funções de 

Riemann, nas variáveis dependentes e independentes originais u,o, 

x e t. Em virtude de (5.15) e das transformações (6.5-6), tais 

funções são dadas por 

w 

.4 

.3 

.2 

.1 

-.1 

wt 
V 

1.7 

3 

1.5 wt,vt 

2 

1.3 

1 .1 

o .1 

-1 

Fig. 10.2: Funções de Riemann w e v e derivadas wt e vt 

para ex= 15 e o argumento (.5,t ,0,0). 
o 

vt 

14 

12 

10 
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w(x ,t ,x,t) = À(X) W(F;
0

,n
0

,F;,n) o o À (x 
O

) 
(10.5) 

À(X
0

) 
v(x ,t ,x,t) = V(F,;

0
,n

0
,F;,n) o o À (x) 

r interessante notar que, dada a igualdade F = F 
u [J 

ambas as derivadas Wt e Vt tem o mesmo sinal (positivo para t
0
-t 

pequeno). Das fórmulas de representação (6.19-20), conclui-seque 

as ondas refletidas de tensão e deslocamento têm, ambas, sinal 

contrário ao da onda incidente, como se vê nas figs.10.3-4. Tal 

comportamento, que ocorre sempre que l2cc"l<(c') 2 ,ê surpreende! 

te. De fato, com base na análise da reflexão de onda em descon 

tinuidades (ver §3.4), espera-se que, no caso da incidência so 

bre um obstáculo de maior impedáncia, a onda refletida de ten 

sao tenha o mesmo sinal que a incidente, ocorrendo o contrário 

com a de deslocamento. 

Na classe de modelos do tipo c(x) 

tais como os citados no §3.3(ver figs.3.3-4), 

= c x k , com x > l , 
o 

a reflexão de mes 

mo sinal para u e aocorre quando 0<k<2, não havendo reflexão se 

k=O(material homogêneo). Para k=2, ê nula a reflexão da tensão. 

As figuras 10.3-5 ilustram algumas formas de onda no 

presente caso. Note-se a amplificação da onda de tensão com a 

raiz quadrada da impedância, já prevista na solução WKB, ocorren 

do o inverso com o deslocamento. O suporte de todos os pulsos 

cresce a medida que a velocidade de propagaçao aumenta. Na fig. 

10.5, ê tambêm mostrada a onda de tensão correspondente a um pu.!_ 

so parabólico de deslocamento, notando-se que a onda refletida 

tem sua tensão praticamente nula, devido aos efeitos contrários 

dos trechos positivo e negativo da tensão incidente. 
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u 

1. X 

Fig.10.3: Onda triangular de deslocamento no material I.l 

v .125 
.15 

~ .075 

\/' 
.1 

e= 1+15x2 

.5 1. X 

Fig. 10.4: Onda retangular de tensões no material I.l 



u 

1 50 

15 

l ~: 100 

.05 

,1 

.s 

Fig. 10.5: Onda parabólica de deslocamento e respectivas 

tensões no ma teria 1 I. 1 

X 
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10.3 Exemplos com o material I.2 

O segundo modelo suave e dado pela distribuição deve 

locidades de propagação 

c(x) = c ( 1 +ax 2 ) 
o 

resultando no tempo de propagaçao 

a > O 

T(X) = 1 

clã 
arctg ( /ãx) 

• 

com a inversão X(T) = t g ( C /ãT) //ã • A deformação 
o 

da devida ã variação da impedância serã descrita 

À(X) 
y2 

sec(c lãT) = (l+ax 2
) = 

o 

(10.6) 

(10.7) 

na frente de on 

por 

(10.8) 

A diferença mais notãvel entre este modelo e o ante 

rior ocorre na reflexão de ondas. Os núcleos F e F , definidos 
u CJ 

em (10.4), são, no presente caso 

F = 4 c 2 
u o 

(1 o. 9) 

F = -4 c 2 a 
CJ o 

notando-se que a reflexão da tensão tem agora o mesmo sinal da 

onda incidente. Observa-se também em (10.9) que o valor absoluto 

da reflexão é sempre menor para a tensão que para o deslocamento. Is 

to não serã notado nos exemplos aqui ilustrados, jã que, nas va 

riãveis originais u e a , também a reflexão é afetada pela defor 
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Wt V Vt w wt 

5 

.3 6 

.2 3 4 

., 2 

.2 to 

-., -10 

-.2 - 20 

-.3 - 30 

Fig.10.6: Funções de Riemann w e v e derivadas wt e vt 

para a= 25 e o argumento (.5,t ,0,0). 
o 

maçao Ã. O comportamento das funções de Riemann e suas derivadas 

ê ilustrado na fig.10.6. Em particular para a função V, ê fãcil­

mente obtida como solução exata uma função de Bessel, correspon­

dente a solução (8.2) para argumento negativo. 

As figuras 10.7-9 ilustram a propagação de algumas 

formas de onda. Um aspecto importante a ressaltar, vãlido paratq_ 

dos os exemplos desta seção, ê que a forma inicial da onda (t=O) 

e a metade do valor inicial imposto ao problema de Cauchy. No pr~ 

sente material isto implica que o que se ve nas figuras como uma 

"cauda" de reflexão ê, de fato, a superposição das caudas dos 

pulsos e+ e C-(não mostrado). Isto poderia ser evitado com a 

construção de um modelo seccionalmente suave, com c(x) = 

x<O e c(x) dado por (10.6) para x>O. 

c para 
o 

Outro aspecto interessante, ilustrado especialmente 

pela fig. 10.7, decorre imediatamente de (10.9): a reflexão deu 

ma onda (de tensão ou de deslocamento) tem o mesmo sinal, quer 
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t = o . 

. os 

225 

1. X 

b 

Fig.10.7: Onda triangular de deslocamentos no material 

1. 2.a = 25, c = 1 
o 

a) no sentido de impedância decrescente 

b) no sentido de impedância crescente 
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Fig. 10.8 Onda retangular de tensões no material I.2 

t :.05 e= 1 +25x2 

• l 
.15 

.225 

. 5 1 • X 

Fig. 10.9: Onda retangular de deslocamentos no material I.2 
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se propague no sentido de impedância crescente ou decrescente. 

Os passos de integração adotados para a elaboração 

dos exemplos desta seção foram determinados em testes de conver­

gincia~ com o critirio de que o mâximo erro não fosse vis{vel na 

escala da representação grãfica. A tabela 10.1 exemplifica tais 

testes. 

Posição h = . 5 h = .25 

calculado interpolado calculado interpolado 

o -.06487 -.06653 -.06616 -.06678 

.05 -.06538 -.06708 -.06691 -.06743 

. 2 -.06882 -.07008 -.06987 -.07046 

.25 -.05771 -.05807 -.06014 -.06112 

.3 -.03969 -.03957 -.04241 -.04327 

.35 -.02282 -.02264 -.02443 -.02493 

. 4 -.01229 -.01214 -.01298 -.01320 

.45 -.00583 -.00573 -.00583 -.00582 

Tab. 10.1 : Valores do deslocamento refletido,no tempo 
t=0.2, para um pulso triangular inicial de amplitude 1. 

Os valores da tabela acima foram calculados com n=3 

pontos de Radau na construção da função de Riemann e p=2 pontos 

interiores de Lobatto na integral de linha, calculados ou inter­

polados entre os extremos dos intervalos (ver secs.8 e 9). 
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10.4 Exemplos com o material II.1 

O desenvolvimento de técnicas numéricas adequadas 

ao tratamento de meios seccionalmente suaves (ver sec.8) permi­

tiu maior flexibilidade na modelagem de meios inomogéneos. O e 

xemplo mais interessante de tal classe de modelos ê uma camada i 

nomogênea, descrita pela velocidade de propagaçao 

c(x) = 

c 
o 

, 1 X 1 ~a 

C (l+aCOS :!!2:.) 
m a 

, 1 X 1 < a 

onde, sendo c = c(O)(ver fig.10.1), se tem 
l 

a = 
c -c 

l o 

c +c 
1 O 

c 
o 

1-a 
= 

c +c 
l o 

2 

(10.10) 

O tempo de propagaçao a partir de x=O , definido em 

(3.9), tem, para o presente modelo, a expressao 

T(X) = 

2a 

c rrÀ 
o o 

arctg [-1 tg(rrx)J, lxl < a 
À 2a 

o 

x+sa + sa 
c c À 

, lxl ~ a 
o o o 

onde s - x/lxl = T/,TI e À
0 

- ~ 

(10.11) 
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com a inversão 

~ arctg [À tg(cº
11

' À )~, 1,1 < ª 
o 2 o À 11 a c

0 0 

X(,)= (10.12) 

-~(1-À i]. 1,1:;. 
À o co o 

a 

c À o o 

A deformação da frente de onda, no caso de uma onda 

oriunda da região homogênea, sõ existirã dentro da região ino 

mogenea. Convencionou-se, no entanto, referir todas as frentes 

ao ponto x=O, resultando daí 

À o 1 X 1 :;. a 

À(x)= (10.13) 

1 + acos( 11 x) a 
1 X 1 < a 

1 + a 

Quanto aos núcleos das equaçoes integrais que de -

terminam as funções de Riemann, estes são nulos para a região 

homogênea (lxl <a), tendo, no interior do obstãculo, as expres­

soes 

F F2 [sen 2
(

11
ax) - 2cos 2 (

11 x) - 2 
COS (

11
aX)] = u a a 

(10.14) 

F F2 [se n 2 ( 
11
ax ) + 2cos 2 (11 x) 2 1T X ] = + - cos (-;) cr a a 

onde F = c a11/a(l-a) , sofrendo os núcleos descontinuidades nas 
o 

retas~+ n=±2a/c À o o 
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As expressoes (10.14) indicam que o comportamento 

do obstãculo quanto a reflexão de ondas de tensão e deslocamen 

to ê diferente em cada uma de suas subcamadas de espessura a/4. 

Os exemplos apresentados a seguir se restringirão ãs carateristi 

cas globais de reflexão, mais interessantes do ponto de vista da 

identificação de inomogeneidade. 

A figura 10.10 mostra o comportamento das funções de 

Riemann para um obstãculo duro (c /c = 2). Para condições ini-
1 O 

ciais não-nulas na região homogênea X<-a, o argumento(-a,t ,-a,O) 
o 

descreve a onda refletida e o argumento (a,t ,-a,0) descreve a 
o 

influência da reflexão sobre a onda transmitida. Nota-se que a 

perturbação da onda de deslocamentos ê negativa na reflexão e p~ 

sitiva na transmissão, ocorrendo o contrário com uma onda de ten 

soes. 

3 

w 
V 

•• 

\ 

e ..... _-.#, 

RW 

1. ~ --
.5 

\ 
•1 \ 

... --~ .. ~ 

·3 

\ 
\ 
\ 
\ / 
\ I ,., 

Fig. 10.10: Funções de Riemann w e v e derivadas wt e vt' p~ 

ra o material II.1 (c /c =2; e =1; a=.1), com os argume.!! 
l o o 

tos (-.1,t ,-.1,0) e (.l,t ,-.1,0) 
o o 
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Um primeiro exemplo para o comportamento descrito a 

cima e fornecido pela passagem de uma onda triangular, de ampli­

tude unitãria e comprimento a. Tal perturbação pode ser gerada 

por uma condição inicial de deslocamento, na forma de um pulso 

triangular de amplitude 2, com suporte (-2a,-a), por exemplo.AS! 

mi-onda que se propaga na direção C pode ser eliminada do estu 

do, pois não sofre reflexão. 

A figura 10.11 mostra a histõria de deslocamento do 

ponto x =-2a. Observa-se a passagem de dois pulsos refletidos,de 

sinais alternados, seguidos de uma cauda de pequeno conteúdo ene! 

gético. Não se pode ainda estabelecer a relação entre a onda re 

fletida e as caraterísticas do obstãculo, mas é forçoso observar 

que a duração dos pulsos refletidos é bastante prÕxima ao tempo 

de dupla travessia (eco) do obstãculo, dado por T = 4a/c
0

Ã0 , p~ 

dendo-se conjeturar também a existência de uma relação simples e~ 

tre as caraterísticas do-obstãculo e a amplitude dos pulsos refie 

tidos (prÕxima a.14, no presente exemplo). 

u 

t· T 

.5 

-., 

Fig.10.11: Onda triangular de deslocamento incidente e refle­
tida no material II.l(obstãculo duro, c /c = 2) 

1 O 

t 
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Os exemplos apresentados nas figs. 10.13-19 fornecem 

mais elementos para a compreensão do comportamento do presente 

modelo. A fig. 10.12 ilustra parte de um teste de convergência , 

mostrando-se o primeiro pulso refletido da onda triangular de de! 

locamento, em função da posição (ver fig. 10.13) para o instante 

t = .3. Com base nos testes de convergência, todos os exemplos 

a seguir foram construidos com n=3 pontos de Radau e p=2 pontos 

interiores de Lobatto (ver secs.8 e 9) em passos sempre inferio­

res a .1. 

As figs. 10.13-14 ilustra os instantes iniciais da 

propagaçao de um pulso triangular de deslocamentos e um retangu­

lar de tensões, respectivamente, através do obstãculo duro, com 

c /c = 2. Os aspectos mais importantes são notados nas ondas re 
1 O 

fletidas, destacando-se a inversão de sinal, que ocorre apenas na 

onda de deslocamento. Observando a forma da onda de tensão, des­

tacada para t = .35, note-se também um pulso negativo,superposto 

em parte ã onda transmitida. 

Nos demais exemplos, efetuam-se algumas variações nos 

parãmetros dos exemplos acima. Para uma onda retangular muito lon 

ga (fig.10.15), não se observa muito grande diferença nos prime! 

ros pulsos (refletido e transmitido), em relação aos obtidos com 

a onda media do primeiro exemplo. Destaca-se, nesta figura, a dl 

ferença entre a forma da onda e a solução WKB, notando-se grande 

diferença na energia acumulada no obstãculo. 

O efeito de um obstãculo mais duro (c /c = 4) e mos 
1 o 

trado nas figs.10.16-17. Neste caso especial, o tempo de traves-

sia do obstãculo é igual ao período da onda, notando-se mesmo 

grande semelhança entre a forma da onda principal quando inteira 

mente contida no obstãculo ( t = .1) e a forma da cauda de refle-

xão contida no obstãculo, apõs um intervalo de dupla travessia 
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Fig. 10.12: Teste de convergência. Trecho inicial da for 

ma de onda para t=.3 (onda triangular de deslocamen 

to. c /c = 2) 
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(t = .3). Observe-se tambêm o encurtamento e aumento de amplit~ 

de do pulso refletido, devidos ao menor tempo de travessia emai~ 

impedância do obstâculo. A maior tendência ã ondulação na cauda 

refletida é atribuida ã relação entre o tempo de travessia e op~ 

ríodo da onda incidente. 

As figs. 10.18-19, em que se mostra a propagaçao dos 

pulsos através de um obstáculo mole (c /c = 1/2) reproduzem tam-
1 O 

bem, principalmente no primeiro pulso refletido, as caraterísti 

cas de inomogeneidade: nota-se a inversão do sentido das ondasre 

fletidas, o seu alongamento correspondente ao maior tempo de tra 

vessia do obstáculo e sua menor amplitude, devida ao pequeno va 

lor da impedância acústica no interior da inomogeneidade. 

Embora ainda se possam obter resultados analíticos 

para os problemas de identificação, as informações que se podem 

retirar de uma criteriosa variação de parâmetros nos problemas 

de simulação podem ser valiosas, como se pretendeu ilustrar nes 

tes exemplos. Com a possibilidade de solução numérica dos pro -

blemas com modelos seccionalmente suaves, dispõe-se de maior fle 

xibilidade na modelagem de meios inomogêneos. 
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10.5 Exemplos com o material II.2 

Um modelo de inomogeneidade seccionalmente suave p~ 

de ser obtido a partir do anterior (II.1). Trata-se de uma cama 

da de t~an~~~ão entre dois meios homogêneos. Uma aplicação inte-

ressante deste modelo ê o "casamento de impedãncias" na junção 

de dois materiais diferentes, com o objetivo de maximizar atrans 

missão de sinal. 

Para uma camada de espessura a, as expressoes de in 

teresse para este modelo são idênticas is do material II.1, a sa 

ber, (10. 10-14) para x<O tendo-se, para x~O. as expressoes 

c(x) À2 T(X) 
X 

X ( T) - c = c = - = c T 
1 o o c 1 

1 

(10.15) 
Ã(x) - 1 F - F - o u o 

O estabelecimento de um modelo de transição que mini 

mize a reflexão de onda ê um problema interessante que pode ser 

investigado com a simulação numêrica ora apresentada. O modelo 

apresentado acima jã revela caraterTsticas interessantes neste 

sentido. Como mostram as figuras 10.20-21, apôs a reflexão ini 

cial, reduzida, a energia capturada pela transição ê emitida len 

tamente, com efeitos de eco. Para efeito de comparação, note-se 

que numa transição brusca haveria reflexão de 33% da onda inci -

dente. Tais efeitos de reverberação tambêm estão presentes no 

material II.1, sendo claramente notados quando se desenvolve o 

estudo detalhado do comportamento das funções de Riemann. 
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APtNDICE 

Programa de computação para problemas de valor inicial em meio 

infinito. 

Para a solução do problema de Cauchy apresentado na 

sec.6, pelo método de Riemann, usando as técnicas numéricas des 

critas nas secs.8 e 9, foi desenvolvido um programa em linguagem 

Fortran, listado, em parte, no final deste Apêndice. 

Foram implementadas as condições iniciais de desloca 

mento ou tensão, na forma de pulso concentrado retangular, tria~ 

gular ou parabólico, para os quatro tipos de material descritos 

na sec.10, com velocidade inicial nula, podendo-se obter como re 

sultado as formas da onda para determinados instantes ou as cur 

vas deslocamento vs. tempo e tensão vs. tempo para pontos especi 

ficados. 

Na solução das equaçoes integrais, os pontos de in­

terpolação no subdomínio (i,i), ver sec.8, podem ser 9(n=3) ou 

l6(n=4), sendo dispostos pelo critério de Radau. A quadratura nu 

mérica da equação integral é feita, nos elementos (i,i) onde o 

núcleo é continuo, usando o esquema (8. 19); nos elementos com des 

continuidade, a integral (8.23) é calculada com o uso de sub-ele 

mentos retangulares e triangulares, como ilustra a fig.8.6, com 

quatro nõs interiores distribuídos pelo critério de Gauss-Legen­

dre, ver expressões (8.24-29). 

Obtida a função de Riemann, a solução é construida 

por quadratura numérica dessa função com as condições iniciais , 

ao longo da reta ~=n(t=O). Os procedimentos numéricos disponí-
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veis no programa sao: integração por trapêzios, Gauss-Legendre 

com atê 8 pontos interiores e Gauss-Lobatto com atê 4 pontos i~ 

teriores em cada intervalo, cuja amplitude mãxima H e especifi 

cada. Mesmo sob a especificação de um esquema de quadratura Gaus 

siano, o programa adota a regra do trapêzio para intervalos me 

nores que H/10. 

Nos pontos interiores de integração, a função de Rie 

mann pode ser calculada ou obtida por interpolação dentro de um 

elemento adicional cuja diagonal ê o eixo t=O. 

As subrotinas e funções do programa, cuja estrutura 

e ilustrada adiante, têm suas atribuições assim descritas(dest~ 

cadas com* as listadas ao final do Apêndice): 

LEDOR: lê dados; escreve preãmbulo com os dados 

RADAU: preenche matrizes com coordenadas dos pontos de Radau e 

coeficientes de integração. 

* INPOLA: calcula matriz de interpolação para os pontos interio-

res na diagonal de um elemento quadrado. 

* POLI: calcula o valor do polinômio de interpolação de Lagrange. 

COEFI: preenche vetores com coordenadas e coeficientes de inte 

gração de Gauss-Legendre. 

LOBATO: preenche vetores com coordenadas e coeficientes de inte 

gração de Gauss-Lobatto. 

* RIEMANN: efetua a integração numêrica do produto da função de Ri~ 

mann e derivada normal pelas condições iniciais. 

TAU: calcula o tempo de propagaçao T(x). 

UFUNC: estabelece o valor da condição inicial em cada ponto x. 

ALFA: calcula a deformação Ã(x) da onda direta. 

VPROP: fornece a velocidade de propagação c(x). 
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XINV : fornece a transformação inversa X(T). 

* VOLTRA: calcula a função de Riemann e suas derivadas de primeira 

ordem, no domínio de dependência de um ponto (x ,t ). o o 

DITRif divide o domínio de dependência para a solução numêrica 

levando em conta o processo especificado para a integra­

ção feita em RIEMANN, bem como a presença de desconti -

nuidade no núcleo e nas condições iniciais. 

INSER: reordena vetor de pontos de integração, inserindo novos 

pontos oriundos do refinamento da malha. 

XKER: calcula os valores dos núcleos das equações integrais. 

* MAQUA: gera matriz de integração para o elemento retangular sua 

ve. 

* MATRI: gera matriz de integração para o elemento descontínuo tri 

angular inferior (fig.8.6). 

MATRA: gera matriz de integração para o elemento descontínuo tri 

angular superior. 

REGA resolve o sistema algébrico linear (i,i) pelo método de 

Gauss-Choleski. 

GRAFA: escreve e representa graficamente a solução. 

ESCRIT: escreve, em vãrios niveis de opção, os resultados inter­

mediârios, para exame e teste de convergência de proces­

sos numéricos internos. 

FORÇA: designação reservada para uma subrotina que especifique 

os valores do carregamento f(x,t), permitindo resolveros 

problemas de resposta forçada. A integração bidimensio­

nal da contribuição de f ê efetuada junto com a constru 

çao da função de Riemann. O carregamento f deve ser con 

tínuo nas variãveis x e t, para que este procedimento se 

ja preciso. 
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C PPCPAGAC AG DE f,'/DAS; Zl ~DE_LUK/.1EVILACQU.6 1977 
FILE 5=CARTGES, UN!f=READER 
FILE &=IMPRE~S; U~IT=P~!NTE1 

O!MENSinN UXVff(40C) J, fI T<&J 
CO~HC~ !SIG,IM~r.rFUNC 
C('IMCN VU(2 l, PRCPC 10 J, UO, VC,H 
ca~MC~ XI,XF,CHIA,r~l8,CHI0,ETAO 
C CM 11 G N C H l ( 5 J , P E S C ( •3 l , C R A,) C ( 4 , 4 l , PR A D O ( 4 ) , C I N T ( 5, 16 ) 
CC~MON Cl,C2,VX<e>,VYC15l,PGXC4,tll,POYC4,ldl 
CCMMON LR,L~,~Pl~T,IA,!8,IC,MR,NS,IE,JFO 
CO~MCN IJ!VI OX,DT,UNIX(2J,UNITCZJ,XIE,TIE,NX,NT,HODO 

C ?PGP~GACAC DA ONDA UFU~C NO MEIO 
e PIFINITO ,,,c ,j(.;ICGE•:Eo !M~ r. 
e METCDG nE R!E~ANN: A E~ I~TEGRAL DE 
C VCLTERRA QUE OCORRE E' PESCLV[gA NU~Eíl!CA-
C ME~TE PrR QUADRATURA GAUS5IAN- DE RADAU 
C'*** 

LR=S;L~=b 
R E A O ( L 'l, 1, •. l N J r, 'l, I ,, IDO, I E , J F O 

10 F0KMAT(4I'.Sl 
00 lJO !JLB=l,NJOE 

hPITE(LN,2~1IJC8,NJ08 
2 O FC R :1 A T C l cll , 1 •)X, 1 J G 3 ' , I 3 , ' / 1 .r 3 J 

e LEITURA ors DADOS 
C*** 

CALL LEOGR 

C TR,SAL~O COH GS DADOS 

ITE~=l 
! F ( IS I G • E,) • 4 l I T 01 = 2 
r,= 1 
I F < I S l G • t. fJ • 1 • C R • I TE N • é: Q • 2 l ~- = ,) 
!FOR=l+MG'l0+2+/\ 
!F(I~H.LT.3> GO TC l 
PRCP(3l=5JRT(l./PRCP(2ll 
P ,:, O PC 9 l =PR CP ( 2 l 
PRCP(41=3.1415926536 
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PRCPC2l=(PRCPC2l-l. >/Cf'RGPC2ltl. l 
PROPC5l=-TAUCP~OPl3ll 
PPQP(6)=-PRGP(Sl 
PROPC7l=PRCPC5l/1DO. 
!FC !MAT .E0.1+ l PR(P(6 >=0. 

GOTO 2 
1 PPfJP(Sl=-1')0. 

PRCPC6l = lCO. 

C EXTREMOS NO PLA~O L5I,ETA 
2 XP=XI 

CHIA=TAUCXP l 
XP= XF 
CHIB=TAlJCXP l 

C ESCREVER O CO~TEUDO 00 COM~C~ COPC!UNAL> 
IFC[E.GE.'>l CALL ESCR!T 

IFCMOOO.~.J.llGO TO 12 
(*•'*' 
C PRCG~A~A PARA X V4RIAVEL 
C*** 

DO 4 l=l, ,H 
T=OT•( I-1 l+T !E 

fJC 5 Kf=l,6 
TIT(Kfl=T 

5 CO'lTI'IUE 
R=T+CHitJ 
XFIM=XINVC'l,"> 
NX=CXFIM-XIE)/OX+J 
I i) G= 1 
!FCI.GT.ll GC TO 11 

IDC=!NIIJC 
11 i.RITECL~,3<)> T,!OIJ 
30 FCR~AT(1Hl, 1 TE~PC= 1 ,Fl5.7,'A PARTIR DC Pf'HG',IS> 

llO d J=!OO,NX 
X=XIE+OX•(J-1 l 
UXVíF(JJ=J( 
!F(!TEN.E0.2>ISIG=l 
CH!C= TAU( X l+T 
E TAO=CHIG-2.• T 
I F C E S, G E • 1 H, RI TE C L w, 2 Y >T, /-, C H l é , ETA G 
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29 FCRMAT(/Zt,'CALCULC 'lC fEMP0 1 ,FlQ.5,'PCS!CA0 1 ,Fl0.5,/, 1 

l=====================================================·,1~ 
22X,'CGCRDE~AD~S CA'1ATE1ISf!CAS: CS1= 1 ,Fl0.5,'ETA= 1 ,Fl0.5l 

C•• CALCULO DA KE~PO~TA NG uCM!N!O CSI,ETA 
CALL R!E'(.A'.HIJ,SU!ll 

e ESCREVER e CONTEUuO DO COMMO~ (OPCIONAL> 
!Fl!E.GE.6> CALL ESC~IT 

C•• CALCULO DA RE5PCSTA EM X,T 
!J=NX•J 
CSI=Ch!O 
ETA=ETAO 

.AL=ALFAC CSI,ETAl 
UXVTF([J l=U/AL 
!JJ=2•N.(+J 

UXVTFCIJJl=5U~/AL 
IJK=3•r,(tJ 
UXVTFC!JKJ=UXVTFCIJ>•UXVTF(!JJJ 
·,RI TE(Lt.;,!9 l 

3 9 F [~MA Te 1 q X , ' p os I e A e' • ,9 X. 1 o N,) A ') I :: ETA 1 • 5 X, ' K E F L E X o ' • 7 X. 
l'TIJTAL'l 

WRITE(Lo,t+Ol UXVTF(Jl,UXVTFC!Jl,UXVTFC!JJl,UXVTFC!JKl 
40 FC~MATC10X,4(2~,El4.7ll 

!F(!TfN.EQ.lJGO Tü 3 
C•• CALCULO J~ TE~SAC CORRESPC~OEllTE 

!SIG=2 
CALL RIEMAN(U,SU~) 

!JL=4•N~+J 
UX'/TFC!JL>=U•AL 
IJ·l=S•~Y•J 
UXVTF( [JMJ=SU,'l*AL 

IJN=ó•l·JX+J 
UXI/TF C!JNl=UXVTF CI JL l+UXV fF C !J~) 
~PI TE CU•,~·:, l U X V T F ( I J L l, U X'/ TF ( l J M l, U X V TF ( I J 'J l 

50 FC~MATC1Hh76.<,3(2X,!::14.7)) 
8 co,ITI NUE 

,..i=3*ITE~l+l 
CAL L G 'l A F A ( U X V T F, 1/ <, ~, T l T, l FOR l 

4 C[NTI•Ju~ 
GC TC 100 
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C TEMPO VARIAVEL, PGS[CLES FIXAS 

12 00 14 I=l,NX 
:(=XIE+OX • C I-1 l 

1C 15 KT=l,6 
15 TITC~.T>=X 

X=TAUC.0 
T I = X - C ld 3 • 3 • D T 

NAU X= C T I - f I E l /J T 
T IE=T IE+NAUX•DT 
IDO=l 
IF(I.GT.1> GOTO 16 
IOC=I~!DL 

16 ,i'lI TE(Lh,6•j > T, IDO 
61; FORMATC1!il, 1 POS1CAU=',F15.T,'~ PAFTIR 00 INSTANTE',I5l 

00 lJ J=IflC,NT 
I F C If U, • E Q • 2 l I S I G = 1 
T=T!r:«JT•CJ•l > 
UXVTF (J l=T 
CHIC=XtT 
ETAC=X-T 
CALL RIEHA~CU,SUH> 
IJ=f\T+J 
C5I=Crll0 
ETA=ETAÜ 

AL=ALFACC~I,ETA> 
UXVTF ( IJ l=U/AL 

lJJ=2 .. NT+J 
IJ X V TF C LJ J l = S U'-1 / .\ L 
[JK=3•~T+J 
UXVTFCIJ~l=UXVTfCIJltuXVTFCIJJ) 
,RI TC:(LW,49 l 

49 FCR~.HC14~,, TE··1PO 1 ,dX,'O'lDA DIRETA 1 ,SX,'REFLl:XG 1 ,7X, 
l'TOTAL'l 

w él l TE ( L h, s:'• l U X V T F C J l, U X V TF C l J l , U X V TF C l J J l , U X V T F ( I J K l 
!F(ITE~.EQ.llGC TO 18 
IS!G=Z 
CALL RiEMA~CU,SUHl 

[JL=4•~T+J 
UXVTFC IJLl=U/AL 
!J.'1=5+NT+J 
UXVTF(IJ~J=SU~/AL 

!J'>J=6•'JT+J 
lJ X V TF C IJ :n = U X'/ TF ( l J e. J • '.J X V í F ( l .J I l 
.; R l TE C L W , ·, 'j > U ( V T F ( ! J L J , U X V Tf C l J '.1 > , U X V T F ( I J N > 

18 CC'HI N\.JE 
~=3* I TE'·l+l 
CALL G~AFA(UXVTF,NT,Y,TIT,IFO~l 

11, CCNTUlU~ 
11)1) CONTI~UE 

S T GP 
ENO 
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SUBRDUTINE INPOLA 
OIMENSION PXC4l,PYC4l,VC4J 
CCMMON ISIG,IHAT,IFUNC 
CCMMON VUC2l,?f10P( 10 l,UO,VO,H,AU2Cól 
COHMCN CH1(8J,PES0(Sl,A(4,4l,UC4l,CINTC5,l6l 
CCMMO~ c1,c2. VXC8>,VY( 18 l,POXC4,8l,POY( 4,18) 
COHMCN LR,Lh,NPINT,IA,IB,IC,NR,NS,IE,JFO 
00 2 I=l,NR 

2 VCil=UC!J 
C ESTABELECER COEFICIENTES GAUSS 

N=NR 
IFCIA,EO,ll GOTO 4 
CALL CGEFI 
GO TO 5 

4 CALL LOBATO 
5 !FC IC.EQ,1 l RETURN 

C CO~FICIENTES DE INTERPCLACAO 
D015I=l,IB 
Y=CCHICI+IAl+l.l/2, 
X=t.-Y 
IJO 10 J=l,NR 
PXCJl=POLICX,M,J,Vl 
PY(Jl=PDLICY,N,J,VJ 

10 CONTINUE 
1)0 15 J=l,NR 
IP=NR*CJ-1 l 
00 15 M=l,N'l 
IALFA=IPHI 
e I N T ( I. r A LF A ) = p X( J ) * p y ( M ) 

15 CGNTIIIUE 
REfURN. 
ENJ 
FUNCTIGN POLICX,N,J,Ul 
Dl'1ENSI0N UC4l 
POLI=l, 
!JO 10 l=l, N 
IFll,EQ.JJ COTO 10 
POLI = POLI*CX-UCl)l/CU(Jl•U(Ill 

10 co:H INUE 
RETURN 
E ND 
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COMMGN IAU(3l,,\UX(53l,U(4J,AU2(8,)J 
CDMMCN Cl,C2,X(JJ,YC13l,PCX(4,:Jl,PCY(4,l'll 
C C ~ M C ~~ L R, L h , r,.~ PI N f , ! ~ , ! 8 , I C ,. "'!?,. :~ S , I E 
C2=1.5773~J2693/2. 
Cl=l.·CZ 
C3=Cl••2 
C4=Cl .. C2 
CS=CZ*•2 

C VETO~ JE RADAU V 
)C 5 I=!,:SR 

5 VC!J=UCil 
~=.',JR 

C •BCISSAS <TR!ANGULO INFERICRJ 
r, =0 
.)0 lJ I=l,i!R 
X ( K + l ) = C l .. IJ( ! l 
<CK+2l=C2 • IJC I> 
IF(!.Es.l) C,O TO.l(, 
X(K+IJ=X(~+ll•C2•U(!•ll 
X(K+2l=X(K+2l+Cl•UC!·ll 

1( K=K+Z 
C VALGRES DLS POLINCM!üS NAS ABCISSAS 

~O 12 I=l,N,~ 
,1C 12 J=l, K 

12 ºGHI,Jl=POLICX(JJ,N,l,V) 
C CRüE 'I AD~- S 

K=0 
UP=·J. 
'JG 20 I=l, NR 
!Fl!.E<l.ll COTO 15 
'il=UCI•! l·UP 
Y(K+ll•Cl•Y[+IJP 
Y(!l+Zl=C2•Hl+UP 
K =K +2 
UP=U(l•l) 

15 HI=UCIJ·UP 
YO.+ll=Ur'• C3 *'il 
YCK+2l=UP• C4 •HI 
Y(K+3J=UP+ CS •Hl 

20 K=K+3 
C V4LGRES DLS PCLINL~I~S NAS CRJENADAS 

QO 22 l=l,tl" 
)C 22 J=l,K 

22 ºOYCI,Jl=r'OLICY-CJJ,N,l,Vl 
RE TU Ri" 
E NO 
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SUBROUTINE RIEMA~CU,SUYJ. 
Ol~ENSION ~C75~>,ü~C75)1,P[C75)1,!PC75Cl 
COM~O~ IS!G,I~AT,IFUNC 
COMV.ON VUCZl,PROPCJC,>,UG,VC,11 
crMMO~ Xl,X2,C~!A,CttIB,CrlIC,ETAO 
CGMMCN CHIC61,P(SCl91,C~A0014,41,PQAOC(4>,CI~T<S,161 
e o~ .·1 e :i e 1, e 2. v x e ~ > , v Y e t d 1, P e x e 4 , 1 1, P o Y < 4, t õ > 
C r: i~ :-: C ~ L R, L w, N P [ IH, ! A , lü , I C , f; 'l, ~ S , 1 E , J FC . 

e E~ TA SU'1RGT !NA PER MI TE e CALC'/LO OA FCR~A OA C'JOA 
e u ilG PC'Hu (CHlli,ETAt:):As VAR!AVEIS CHI crRRES 0 GNDEM 
C AO$ PO~TO~ DE I1TEGR~c,c ][ G~USS1!A=0>:u LC9ATTO 
C l!A=ll, CL'-l Iíl t-'O'.HCS I'.!ERIC~[S, QUAMOt !B =O,A 
C INTEG~~CAC E FEITA PGR T~APEZIOS, Q QUE TAMBEM CCORPF 
e ~GS I~TEílVALGS ~urro PEQUE~OS 

e * * "* 
C FRE~TES OE CNqA 
e •** 

u :i) 

SU:1='). 
IFlJFC.GE.1 > GO Tú 5'> 
X=Cl-110 
CALL UFUilllX,X,11 
U=U+').S•VU(t> 
(=ETAG 
CALL UF'JNl(X,X,ll 
U=U+,),5*VU(l) 

C A :DLUCAO ATE AJUI C8~TEM APENAS A CNOA DI~ETA. 
e **s-
e OETER~I~ACAO on INTE~V~LC REAL OE INTEGRACAC. 
e **"* 

55 XI=CHIA 
XF=Crll3 
IFIETAO,G~.CH!~l RETURN 
!FICH!C.L~.Cd!Al REílJ',\ 
!FICHIC.LT.CH!íll XF=CH!C 
!F(ETAC.GT.CH!Al X!=ETAC 

e • .. * 
C FU~CAG ~E RIE~A\N 

e *** 
CALL VOI_ThAIIJ,SUf',XI,XF,W,Ci',PI,!P,'.l!Pl 



IFCJFO.GE..ll R[TURN 
IFC!E.GC:.ll ~RiíECL\;,Sl)~P,CPICil,hCIJ,DWCil,I=l,NP) 

50 FCRMAí(/SX,13,' PONTOS OE INTEGRACAO',lJX,'RIEMANN',<>X, 
1 ' O E R I V ,\ :1 A~ 1 , 3 ' ( / 1 2 X, 3 C ~ X , F 1 5 • 7 > l J 

I=l ; J=l 
IF([J.~0.~) GG .ro 30 

e ... *,, 
C INTEGRA(AO POR GAUS5 OU L09ATTO 

e "** 
Kr=l[J+2 

5 !FC !.GE. NP> GO TO 45 
IF<I.EQ.IP(Jll GOTO 25 
HI=PI< I+IU+l l•Pl( I l 
!F(IA.E0.Ll GG TG 15 

e *** 
C GAUSS 
e .. ** 

10 1: IJ=l, I!3 
X=PIC l+!Jl. 
CALL UFUN(CX,X,2l 

1 C S U ~ = S U ~ + C ~ ( l + I J l • V U C 2 l • V U C 1 l • qi, ( I + I J l >*?E é O C I J > • H II 4 • 
I=I•IB+l 
GC TG 5 

e ...... 
C LC:JATTG 

e ***' 
15 !=I·l 

DG 20 IJ=l,KK 
X=P[(I+!Jl 
C~LL UFIJNC( X, X,?) 

20 SU~=SUM•(~(I+!Jl•VU(Zl•VUC1l•1W(I+IJll•PES0(IJl•Hl/4. 
l=l+/':K 
GIJ TC 5 

e INíEG~ACAL PARA PASSO PEQUENO(TRAPEZIO rsrLAOO) 
25 K=r; 

J=J+l 
HI=PIC I+ll·PI< I> 

26 X=PI(Il 
C A L L Ll F U ,K ( X, X , 2 l 
S U N = S U ," + < 1, ( I l • V U C 2 l • V U C 1 >•D~ C I l l • H l/ 4. 



[F(K.E~.11 GOTO 5 
K =1 
I=I+l 
GO TO 26 

e **-fr 
C T'l.\PEZIO 
e -.** 

30 X=P[([J 
CALL UFU,K(X,X,21 
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S IJ:1 = S U ~ + C W ( 1 l • V ti C 2 l - V U ( 1 l • Q I< C 1 l l • C P [( 2 l -P I C 1 1 J / 4. 
[FCNP.EQ.2) GD TC 4C 
K=i1P-l 
DO 35 I=2,~, 
X=P[([J 
CALL IJFIJNC((,X,2J 

35 SU~=SUMt{h(IJ•VUCZJ-VU(ll•DW(Ill•IPI(Itll-P[(l-lll/b. 
4( X= PI Ui P 1 

CALL UF 1JNC(X,X,2) 
S I J ,~ = S U '1 t O, ( .~ P >.., V U ( 2 l - V 'J ( 1 l • D f: (r, P l J • ( P [( N P l - P I C 'I? - 1 l ) / 4 • 

45 'lEfURN 
ENO 
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S U ~ R OU TI N~ V C L T ~AC Z, S U 'h X-1 , X 2, \,,D~, P I , IP , N P l 
DI~E~SIQN \,(750>,0~l751J,PIC75•l,IPC75Cl 
JP:UlSIGi, '-JX(3'):•J,hTl8)G>,AXC~)~l,AT(aç,:J,VCl:•J 
OI"IENSION ~MATC16,16l,Y(l6l,VIC16l,WIC3C:•~l,íJ;.IC30}':I 
0[:'.[t/SI'iN liL(4l,DhL(4J,D~C(l&l,O:;EClF,J 
ílIFU1Sif1N JEHAX(16,16l,OEMATC15,lól 
cr~HCN ISIG,IHAT,IFU~C 
CO,..MGN VUt2J,P(c0l,UO,VC,H 
COHHON XA,XO,CH!A,CH!S,CHIC,ETAC 
e e M H e r,.; e H i e ~ i • 0 ~ s o t e 1 , ~ e 4 • 4 > , 1.1( 4 > , e r N rc s ,1 & > 
CO:,!MO~ Cl,C2,VX(8l,VY(lôl,POXC4,~l,POYC4,1Ell 
CCMHGN LR,Lh,NPINT,IA,I8,!C,NR,NS,IE,JFG 

e •** 
C PREPARAR PARA OIVIOIR 1C~INIO 

e **"" 
VCll=CHIO 
VCZl=ETAG 
1/13 l=P(S J 
l/(4)=P(<j) 
VCSJ=Xl 
1/(6)=/.2 
IFCIFUNC.~E.21 CC TG 3 
<M=C XA•XBJ/2. 
~~=TAUCH!J 
[FC(XH-'(ll*(X'1-X2l l2, 3,3 

2 NX=7 
V< 7 l=.<~ 

··GOTO 4 
3 \X=& 

e • ** 
C DIVISA( o~ DC~l1IL 

e * *" 
4 CALL DITRICI/, V,AT,NX,.~Tdl, r:'• IP,NP,Fll 

C PREP,RACA( DGS ~CUMULA1CRES E ~ESULTAOGS 
C HCMUGE~EG~ PASSOS OE I~TEG~AC~O 

Nl!AX=NX 
!F(Nf.GT,hXJ N~AX=NT 
NC=i'IMAX*Nn 
00 5 I=l,NP 
W(I l=l. 



fJW( I >=O. 
5 CG11TINU[ 

~C 6 I=l,NO 
WI<I>=l. 
)W[(IJ=1. 

6 CONT !NIJE 
OC 7 I=l,1'MAX 
HX(!l=AX(I+ll-AX(!) 
YT<I>=Hll+l>-H<I > 

7 CC'ITINUE 

1 91 

I F ( I E • G T. 2 > W R I TE C L ,1 , 3 3 j > C V C I > , I = 1 , 7 l , ! 1 , I 2 , N P , '• X , 'J í , 
l(IPlI>,!=l,"JPl 

3 3 3 F O 'l 11A í( / 2 X, 'D l T '< I ' , 7 ( 2 X, F 1 O. 5 l, / , 2 X, 1 I N fJ ICE é; 1 , 5 ( 2 X, I 3 l , / 
1 2 X , 1 I 'l I C IA l S : 1 2 C / 2 X, 1 5 C 2 X , I 3 l ) l 

I F C I E • G T • 2 > • R I T C: l L \i , 1+ 4 4 > C A '( C I > , •1 X C I > , I = 1 , N X l 
1,44 F0RMAíC/2X, 1 Pf,)!Tl'/P.~SS2 x:•,B(/5X,4(F1C.5,2X,F1:.s,5X))) 

I F ( I E • G T • 2 l ,,, R I TE C L ', , 5 5 5 > C A T C I l , H T C I l , ~ = 1 , ~ T l 
555 FO~HAT(/ZK,'Pf~Tí/PASSQ T: 1 ,~C/5X,4(FlC.5,2X,Fl~.5,5Xl)l 

IF(ll•I2.~r.o.A~O.JFD.EQ.J) RETURN 
C 0 PEPARAº INTEGPACAO 

1/A=L ; N,(1::,JJ(-i; NTl=NT-1 
IFA=Q ; OA=C;. 
IF<IºCll.~~.1.4'10.IA.E1.01GG TO lG 
IFCAaSC~T(ll-Xll.Gí. 1.E-J61 GC TO lC 

8 DO 9 I =l ,:\Xl 
,JC 9 J=l,l'<R 
XIJ=AXCI l+IJCJ l*HX( I > 

9 0A=DA+ACNR,Jl•XKERIXIJ,Xll•HX(I1 
'J',;L( '.JR l=DA 

C VARREOLºA DE !NfEGRACAC 
lC 00 2)0 L=l,NTl 

HL=HHL l 
fl=AT<LJ 

C FAIXA ,GRTA? 
!FlAiiSCTL-X11 .L~, 1.E-·)61 GC TC 15 
!FCTL-Xl ll2d5,2C 

12 !FA=l 
GOTO 22 

15 IF~=C, 
I \, = l 



192 

!IP=l 
,Hl )=kl(~Al•NRJ 
1W(ll=J~ll~X1•'1Rl - )~l(~Rl 
!F(!C.E~.0lNXl=NX1+1 

2C 'IXt=NXl-1 
ITRA=,) 
!FCIP(!l~>.EQ.!~.A~D.!C.EO.;JifRA=l 
l F l I TR A. E (l • t. ~ )l) • I TR O • E Q • .J Hi X 1 =~X 1 - 1 
!FCITR~.E~.~.ANO.ITRC.~D.llNXl=HXl•l 

IfRC=ITRA 
C INICIAL!Z"R A OiijEITA JA FAIXA 

22 ,DO 25 != 1, NR 
WU!l=l. 

25 'll·:L( I >='.'. 
VA=l. 

C VA~REDU"A 'H,R!ZUITAL 
[Fl!iXi .[1,1.') lGC TO 2:>J 
D C 1 :, -; I = t, N X 1 
X!=AX(ll 
IX=N'.hC!-1 l 
Hl=HX(l> 

C VERIFICAR PGSICAC OC ELE~fNTJ 
C PREE~C~~R CSEFICIENTES DE l~fEGRACAG 

ETA=Z.•D(:,)-X! 
[F(ABS(TL-ETAJ-t.E-06131,Jl,26 

26 !FCTL-~TAl30,31,32 
3G IEL=2 

·G(} TO 4(\ 

31 !EL=l 
CALL MATRA(XHAT,Hl,HL,X!,TL,OEMAX,OEHATJ 
GO TO 4"· 

32 ~TA=2•P(ól-Xl 
IF(A85(ETA-TL>-l.E-06l34,34,27 

27 !F(ETA•TLJ33,34,35 
33 !EL=2 

GO TO 1,'l 

34 IEL=-1 
CALL M~TRI(XHAT,Y!,HL,C!,TL,DE~AX,DEMAT) 
GC TO 4~ 

35 IEL=O 
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CALL MA·1U,;( XMAT,YI,HL, X!,JL,O~MAX,OEMATl 
C VETOR I~DlPE:J~[jT[ 
C (SOLUCAr, PARA IEL=2) 

4C CONTINUE 
I F ( I t. ,~~ . Z l •RI E C L W, 2 Z ~ l l,: L, H I, '1 L 

222 FO~HATC2X, 1 ELEMENTO',I~,cX, 1 L\•)OS',2C2X,>15,7ll 
IFCIE.U:.3) GO TC 74 
WRITE(LW,lllJ(CXMATC"l,~2>,~2=1,NSl,Kl=l,NSl 

111 F e:~ ... , A r { 5 X, 1 MA T RI z D e E L e, E N To 1 , 9 { / , 9( 2 X , F 1 o • 5 )} ) 
74 ')0 75 J=l,NR 

I J= I üJ 
'OC 75 ~=l,'·IR 
I A L F ,\ = :i" • l J -1 l t t~ 
V l ( IA L F A l = ',; U M l t W I ( I J l -V A 
OkCC:ALFAl=OWICIJl 
OWEIIALíAl=OhLC~J 
IFIIEL,NE,2> GOTO 75 
Y ( ! A LF .\ l = V l C IA LF ,\ l 

75 C nNT UIU~ 
IFI IEL,Ecl,2 l GC TO 91 

C RESCLUC~G DOS SISTEHA LINEAR 
N=NS 
CALL REGAIXHAT,VI,Y,Nl 

C CALCULO DAS DERIVADAS POR INTEGRACAD 
e 

00 <J,} li\LFA=t,NS 
DO ?0 I'lET=l,11~ 
1) IIC ( I ALFA l = O ~C (I AL F ~- l t 1 E~ A X C I ALFA , I R E T 1 * Y ( I 8 E T l 
·) W E C l 1\ L F A l = O n E ( l ALFA l t 1) E ~ ~ T( I \ L F A, I BE T> .. Y ( I 8 E T l 

80 CC·~Tl'iUE 
C TRANSCRlCAO 1)0S RESULT,oos 

9C V~=,,[C!X+f:'ll 
OA=OwLC'rnl 

l F C I E • G T • 2 l II R I T E C L 'N , ? t l C Y C J l , J = 1 , il S J 
91 Fr:RMA TCSX,' SQLIJCAC 1.0 ':L!::{ENTf11 ,4U5C2X,Fl0.5l) l 

I F C I E • G T • ~ > il R l T E C L W , 9 ' l C ·., I C l X• J l , 1- L C J 1 , J = l , 'J R l 
92 FC~MA TCSX, 1 CGNílICOES Df: CCNTOrt.~G ',2 ( /2C 5X, 2C2X,r10. ~ l l l l 

oo 95 J=1,rrn 
!J=IXtJ 
IALFA=J•,fr: 



~l(IJ>=Y(!ALFU 
') IH ( I J l = J ~ C C l A L F A ) 
IALFA=NQ•l~~-t)+J 
\.il<J>=Y( !ALFA l 
J~L(JJ='lWl( !ALFA J 

95 co:H [NU[ 
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[F(JFG.GE,ll CALL FDRc,cz,SUH,Y,HI,HL,XI,TL) 
100 CC'lTIN~E 

IF( IF A .(Q, 1 )GO JQ zo,) 
!FC!PC!IPJ,EQ,!Wl GO TO 115 
IFC!C,Efl,t,CR,Itl,EQ,·:JGl, TO lZ'c 

C • I NTERPGLALAO 
00 110 !=l,IB 
!k=Iw+1: \,(!Wl='), 
QW(ilil=~. 
OC 110 IALFA=l,NS 
\d I h ) = e I IH ( I, I ~ L F A ) • y ( IA L F A ) t w ( I w ) 
,J h C I ~ l =C ! r; T C I, IA L F A J • ( 111 C ( IA LF .-\ J - Oh E C IA L F A J l +O', ( I W l 

110 CC~T:NUE 
GOTO 125 

115 !IP=IIP+l 
12c Iw=I'•+t 

~C[,l='•I(l(+NRl 
'l '• (IH J ='l W I C l X+ N1 l - l)fJ L( 'lR l 
Go rc 200 

125 !F<IX,E~.~l GOTO 200 
I~=Ih+l 
,C[Wl=WI(IX> 
OI<( l',;J=~WI( IO-'JA 

20G CGNJINLE 
C VERIFICAR VALOR FINAL 

!F(IW.~íl.~P> GC TC 210 
.IJA=O, 
~('IPl=l, 
,)e z,:,5 L=l,NTl 
o e 2 :is ,1 = 1 , •rn 
J L '·l = A f C L > + U C ·1 l • rl f( L) 

205 CC'Hli<LE 
·J\,;Cl1Pl=DA 

210 qE TURl·I 
E NO 



1 95 

S IJ B R OU T ! Nf: D I T 'l I < V, 'i X, '1 Y , .M, N, ! 1 , I 2, I O , I< P, P I ) 
~ i V. EN S I O N V ( l ~ l , H X < ~ ] 0 J , 'l t < '3 0' l , V q ( 5 ,)(' J , V X 2 ( tl ~ ., l , V Y1 ( • ) O l 
01ME~S!~N VY218J0l,IP(750l,PI<750l 
CO~MC.~ !SIG, r,1~r. IFUNC 
C[11~C~ VUl2 l,P'18P( li} l,UL,VC,H 
CG~~ON XA,XB,CHIA,CHI3,CH!C,ETAO 
COMMO'l rHr<e>,PC:SL('.ll,C"AOC(4,,l,PflADC(4),ClNTC5,Hd 
CG·~MCN Cl,C2,'IX(,9l,I/Y(ltll,PGXC4,.'ll,Pf•YC4,18l 
CCHMCN L~,L~,~PINT,I,,IP,!C,Nq,NS,!E,JFC 

C DIVIDE C ODMl~IQ DE OEPE~0ENC[A 
e ,. .... * 
C i'REP~RACAL 
e * ... * 

J=M, K:<=,J 
!'.=2 : N= 2 
HX< l l=V< 1>: HH2l=VC5) 
HYC! l=l/(Zl ; HY<Zl=VC6l 
A6=2 ... VC3>; A7=2.•VC4l 
A l=A7-VC 5> 
A2=A6-V( l l 
A3=A6-VC 5) 
A.4=A7-VC l l 
A5=A7-V(2l 

e *** 
C l)EFIN!CAG 00 JGHNIO 
e *""* 

IFCA1-V{2)}1,l,2 
1 Il=l 

I2=1 
GO TO 17 

2 IF( AZ-VC 6> > 4,3,3 
3 11=-l 

I2=-l 
GO TG t7 

4 IFCA3-VC2»5,5,6 
s r t= 1 

GC TO 9 
6 ! 1 = O 

IF(JFO.GT.ü l 1.,1) TO 9 
IF<A2-VC2> l<J, ?,7 



e 
e 
e 

e 
e 
e 

7 

8 
9 

1 e, 

11 

12 

13 

l 4 

15 

16 

17 
29 

18 

19 

2 O 

HY<l>=A2 
[FCA2-VC5)+1.E-J619,9,~ 
HY(1J=V(5l 
[ F C A 4 - '/ C 6 > l 11 , 1 ~ , 1 O 
I 2=-1 
GOTO 14 
[2=0 
IFCJFQ.GT.Ol GOTO 14 
[FCA5-V(llll2,14,14 

196 

rlXC l l=A5 
[FCA5-V(6l-1.é-)6ll3,14,14 
HX<l l=V< ól ..... 
INCLUSAO OAS DESCONT!NU!OAQES ...... 
')( 16 [=3,J 
[ F ( ( V C I l - H X ( M > l • C V C I > - 1 Y ( N l l 1 1 5 , 1 5 , 1 ó 

X=VC [ l 
CALL IN"(dX,rlX,M) 
C~.LL I\SEK( X,<-iY,.1l'l 
CO\TINLE 
XMA=rlX(l J; XMI=•HOIJ 
YMA=rlY('J); YM!=HY(l) 
IFCI1•I2l57,l~,29 
!FIJFG.GT.O> GO TC 57 
G r T G 69 

CICLO OE INTEP,~ECOES .... 
í'JC 19 I=l,M 
VXlC!l=HX\Il 
VX2(Il=HX1Il 
;J(' 20 I=l,'J 
VY!(l l='IYI! l 
VYZ(ll='iY\l l 
~X=M; 11Y=/j; !U=l 

21 ~Xl=i 
KXZ=U KYl=l 
KY2=1 
JX!=N,; JX2=NX 



JYl=NY ; JYZ=NY 
e ~E r A íH 

22 I N=O 
!F(It.NE.Gl GO ro 35 
IFCJX2.Lf.KX2l GO TG 30 
IN=l 
DO 2<1 l=Kx2,JX2 
X=.~6-VX2(I l 
T=VX2l!l-X 
IFC T >2il, 2ti, 25 
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25 IFCC x-v·11 )*( X-Y::AJ )26, 2a ,28 
26 JYl=JY!tl 

·vn lJYt >=x 
[FC ( X-(!fI J .. C X-:('IA l )27, 28 ,28 

27 JXl=JXl+l 
VX!(JXtl=X 

Zê CCNTINIJE 
KXZ=I 

3C IFCJY2.LT.KY2l GOTO 35 
I N= 1 
,JC 34 l=KY2,JY2 
X=~6-I/Y2 (I l 
T=X-VY2C I l 
IFCTl34,34,31 

31 IFCCX-<'1Il•CX-X~All32, 34,34 
32 JXl=JXl•l 

VXlCJXtl=ll 
I FC l X- Y 'H l * C X-Y'1 A l l 3 3, 3 1,, 3 4 

33 JYl=JYl+l 
VYl(JYll=ll 

34 CO~TINCE 
~ Y 2 = I 

C RETA R2 
35 !FCI2.N~ •. ~)GO TC 45 

!FCJH.LT.KXll GG TO 40 
IN=l 
00 39 l=KXl,JXl 
x=~7-VXl CI> 
T=VXlC!l-ll 

·!F(f)39,39,36 
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36 IF<CX-Y'Hl,.CX-Y:1All37,39,l9 
37 JY2=JY2+1 

VY2CJY2l=X 
l F < C X - X 'H l * C X - X '1,\ l l 3 'l, ~ 9 , 5 9 

38 JX2=JX2+1 
VX2CJX2J=1' 

39 CONTINUE 
K Xl= I 

40 IFCJY!.LT.KY!J GOTO 45 
!N=l 
1)0 44 I=KY1,JY1 
X=A7-VYl(!J 
T=X-VYl( Il 
IFCTJ44,44,4l 

4 1 l F ( ( X- X M l l d X - X>,1 ,\ J l 4 2, 4 4 , 4 4 
42 JX2=JX2+1 

VX2(JX2l=X 
l F < < X - Y 'H J * < X - Y: 1 A l l 4 3 , 4 4 , 4 4 

43 JY2=JY2+1 
VY2(JY2J=X 

44 CGNfINUE 
~ Yl = I 

45 !F(IN.E~.ll GC TO 22 
e * *.,, 
C !NSE~CAO CGS "IOVOS VALO~ES X 
e * * .. 

!FCJX!.LE.NXJ ~O TC 47 
J=NX+l 
~ r, 4 6 r = J, J x 1 
X=VXl( Il 

46 CONTINU': 
47 !FCJX2.LE.~X> GO TO 49 

J="IX+l 
1)1J 4:l I=J,JX2 
X=VX2CIJ 
CALL INSE~C~.~X.~l 

48 CCHnlUE 
49 !FCM.LE.750> GOTO 51 
50 hRI TECL',J,;1) >IU,M 



1 99 

STOP 
e ••• 
e INSE'lCAf1 ocs NCVOS VALIJRES y 
e .... 

51 IFCJYl.LE.'JYJ GC TO 53 
J=NY+l 
OG 52 I=J,JYl 
X=VYt<Il 
C ALL I~SEii(X,HY,NJ 

52 Cf.'H ! ,,UE 
53 !FC JYZ.LE. 'JYJ GO TO 55 

J=NY+t 
1) o 54 [=J, JY2 
X=VY2< I J 
CALL I~SERCX,HY,NJ 

54 e r11 r r rrn[ 
55 !FC N.LE. 75GJ GC T C- 57 
SE ~~ITECLN,lJOJ!U,N 

STliP 
e .... 
e REF l'l.~ PE .H O DA /.fAL HA 
e .... 

57 I IJ= 2 
e •• 
e EM X 
e ... 

NX=O 
~e 59 !=2., M 
X=rlX(I J-,H cr-t) 
L=A3S(.UrlJ 
!F(L.EG.,)) e.o TC 59 
D e 59 J=l,L 
NY=t'l<+t 
VXl('.J:< J=riX( I-1 l t (J•X l/(L tl J 

59 CG'iT I NUE 
60 IFCNX.LE.:J GO TO 62 

on 61 I=l,'IX 
X=VXl( Il 
CALL I~~ER( X, HX, MJ 

6 1 CCNT!Nt;E 



IFIM.GT.750J GO TG 51 
62 !F(!U,NE.21 GO TU 83 

~ Y= O 
0G 65 !=2,'I 
(=HYC I J-HYC I- lJ 
L=\tJSIJ</HJ 
!F(L.EQ.Ol CD TO 65 
QG 65 J=l,L 

200 

>JY=NY+l 
VYl<NYl=HYCI-ll+CJ•Xl/CL+ll 

65 CC'H INUE 
66.IFINY,LE,Gl GOTO 68 

DG 67 [,,t,'JY 
X=VYl(Il 
CALL !~SEkCX,HY,Nl 

67 CCNfINLE 
!F<N.GT,750> GOTO 56 

6e !FCIU,E~.21 GOTO 70 
69 RETURN 

e " ... • 
C •RED!V!SAG PARA !NTEG~AL OE LINHA 
e • ** 

7(': :-JP=O 
IFCIB.~[ • .,J Gll TG 73 
,)(' 71 !=1,fl 
(=HXC~-I+l > 
!FCX.GT.Vl5ll GO T( 72 
NP=NP+l 
PI('JP):I( 

71 CONTINUE 
72 clETURN 

e ir** 
C PCNTOS !NTE2IORES 
e • *., 

7~ NX=O 
!U=3 
~A=O 

I I = l 
'l(; d2 [= 1, ,1111 



se ro U4,75>,rr 
74 ~P=NP+t 

PI ( NP )=IH( '.1-I t 1) 
75 X=HX(M-! J-dX( ,~-I+l) 

!F(HXl~-IJ,GT,VC6llI!=2 
[FCX-d/10, > 76, 7-5, 78 

76 GC TO (77,82>,II 
77 ~A=NA+l 

!P(NA)='IP 
G8 TO .g~ 

78 Y=<HX(M-I•l l+HX(M-!l )/~. 
X=X/2, 
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IF<IC,E'l,G,A'IO,II,f<),2l GOTO 82 
oc tll J= l,I 'l 
P=Y+CH!{Jt!Al*X 
!F( rc. ED,,) l GO TO 7') 

~X=NX+l 
VXl(NXl=P 

7') GC TC (Rú,ôl l, II 
8C ~P='.,P+l 

P!()JP):P 
81 CO'Jíil'<UE 
il2 CC'Hli'IU': 

!F(II.E0.2lGO TO 60 
\P=NPtl 
P!OJP)='lX( l l 
GG TO 6" 

83 IFCIC,E0.~l RETURN 
"f Y=G 
OC 55 !=2, N 
X=HY(l J-HY(!-tl 
!FCX-H/10,)H5,~5,84 

84 X=X/2, 
Y=IHY([l+~YCI-lll/2, 
')C 85 J=t,IB 
~Y=IJY+l 
VYlC~Yl=Y+CHICJ+!Al•X 

65 CONTI,~UE 
GO TG 66 

9(, FOR:lAT('E,<CESSO i::M X:',!3, 1 / 1 .13,'POI\/TC!S'> 

lCG FORMATC'EXCESSO EM Y:'.I3, 1 / 1 ,l3, 1 P0'lTC~1 l 
E IID 
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SIJ'JROUTI Nl MAQU\ ( X~A T,HI ,HL, (I, fL,DlMAX,DcilAT l 
OIHENSIGN XMAf(16,16l,JEMAXll6,16l,DE~-T(t6,161 
CC~MON ISiG,IHAT,IFU~C 
COMHC!; VU<2>,PROPC1C·>,UO,VC,H 
cr~MC!i XA,X9,CYIA,CHI3,CYI0,ETAC 
CO~MCN CH[(8),P.i:~0(8l,AC4,4l,U(4l,CINTC5,16l 
e r. :1 :-1 e,, e 1 , e 2 , v x < 3 > , v Y e t t, > , P e x e ', , B > , P o Y e 4 , 1 3 > 
CCMMC~ Lq,Lh,NPI~T,!,,IB,IC,NQ,NS,IE,JFO 
lRt:A=H[ 7 lll 
00 50 IR=!, NR 
XI1,=XI+ll(L1 >*4I 

'UC 5,) LS=l, NR 
TLS=TL+U(LSJH]L 
IBETA=~?•(IR-tl+LS 
X=gER(Xlr,, TLSl 
o e 5 o J = 1, ,rn 
QC 50 ~=t,NR 
I .~LFA=~R•tJ-1 J+·~ 
X" A f ( I ALFA, IB ETA l = - 1\ < J, I ~ l • A ( ·~, L S l •X• AR E A 

e MATRIZ PAíl~ DERIVADA E~ csr 
IF<J.NE. [Rl GO TO lCJ 
8 EM A X C I \ L f A, IB E T A l =A< )1 , L S l •X• 'll 
GO TO 15 

lt QE~AXCIALFA,IRETAl=D. 
C ~AT~!Z PANA DEq!VADA EH ETA 

15 !FCM.'IE.LSl GD TG 2J 
JE~AT<I,LFA,IBETAl=ACJ,IR>•X•YI 

G e r e so 
20 OUIA T< lft.LF A.I9Ef A l =G. 
50 CO'·!TINUE 

00 55 I=l,~S 
x~,r(I,Il=X~AT(I,Il+l. 

55 CC>IT INU<: 
25 RF:TUR~ 

;: N t) 



!H=IBE+IS 
C OERIVAIJAS 

DXC IFA, ITAl•j. 
OT(!FA,!f,U•J. 

Jr(!•,.Nc.Jl GG TC 15 

203 

D X C ! r A, I TA > = C X K 5 .. ~ C Y C l S , ! Y- 1 l + X H, .. PC Y C I S, l Y l l 

" •YLA/2. 
[F(:1,EG.l) GC f'; 15 
~X<[fA,[T.\l= O<C!FA,!T.\lt OXC!FA-1,!TAl 

15 IFCIS.~~.~> GG TC 16 
D T ( l F A, I TA l =- ( X K 7 •PC~ C I R, I X - 1 l t xr; 8 •P l X ( [ R, í X l l 

• * < l A / 2 • + i) T( I f ,~ - '·I q , ! T ;\ l 
e ~ATRIZ ~e S!ST~~A(l,Ll 

16 8( IFA,[TA)=((X~l•"OX( I~,rx-1 )+Xf,!*PCX(I·,,!Xl)•PQY{IS 
1,ll•l)+(Xl\2*PGXC[R,IX-ll+.XK4*PDX(!q,[Xll• PCYC!S,!Yll* 
2t.~t-A/·1.+. 

'l(!Fl"!TAJ= 'H!FA,If1\l+ H<IFA-!iR,ITAl 
!FC~.EG.ll GO TS 20 
!Al=[FA-1 
;J([F~.,!T.\l= 3C!FA,lfAl+ 8C!Al,!TAl •B(!Al--',R,!Tli) 

2(• CONT l\l.ff 
C TR[A%LLUS 

25 !Y=5•J-3 
Yl•Y(!Y•!J•HL+TL 
Y2=Y( IYJ •>il +Tl 
'f3=Y{ I Y+l l*tll+TL 
Y4=H!X-ll*HL+TL 
Y'.i=X{!O•dldl 
IF.\=[AL+J 
Ol=H,E 8 (><!,Yl) 
XK2=X~EPl>l,Y2l 
.H3=Xi'Cfl(•2,Y2l 
,n=Xt,E"C~é',Y~ l 
üS=XKE'lUJ,Y<.l 
xn,= KKE" ( :(í)' y 'i) 

YL~=(U(J)-JP)~HL 
lflEA=YLA•tlA. 
'Jf 3(• I~=l, :-;~ 
! 'E = ', :'. • C 1', - 1 l 
Dr: 3:) IS=i,iJR 
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S U 'l R ~ ;J f l lk ~ A T R !. ( r, , 'I l , -1 L , 1, I , T L , D , , O T l 
)l~E1~lílN 311~,l6l,Jill6,!6J,0fC16,16l 
e e'~ 11 r~ 1~ I s l ~l, I ~., A r , ! ~- IJ \j e 
e e '1 ·-: e N v u < ~ 1 , P ~ 2 P e L i , u lú v e , >1 
cr·~c:J XA,XR,(M!A,(HI1,CHIC,ET\C 
e e ,, 1-1 e ·, e r1 r e -i i • p. ~ s e e d i , A e 4 , :. i , , , e 4 J , e r N r e s , 1 s i 
e e .,, ~ o :·J e 1 , e ! , x e i > , Y t 1 " i , P 1. x t 4 , 1 > , f' r--1 u., L ~ > 
e r I.A ,J e~ L íl , L ~. , \: Q I N T , I !, , I s , I e , ~! ~ , n s , ! E , j F G 

C PlfE:'.,~,\ ELE'·,E:Hé; fi<!A:,',UL.\R I JFERICH 
1) r. 3 .J J = ! , ~i e.: 
!X=2•J 
Xl='<I+,<U-ll•Hl 
X2=Xl+X( !O•HI 
XO=Xl+L( JJ•rll 
HL=~fl•CJ-1 J 
LJP=i), 

!FCJ.E~.ll GO TC 25 
C REfA:1,.,LlüS 

JMl=J-1 
XLA=-(U(JJ-U(J-IIJ•H[ 
-JC 20 M= l, JMl 
!FA=!AL•M 
!Y=5•:-I 
f1 = Y <l Y- 1 J • 11 L + T L 
l2=YC!Yl,c1L+TL 
Y O= U ( "! J • H L + T L 
XK!=XKEºUt,Yll 
üZ=X~.E~C~l,Y2l 
~K l=XKEP (\2, Y 11 
xr.~=Xf.E"CxZ,Y21 
~K5=Xr,E"l>,O,Yl l 
(Kó=XK['l(X),Y?.l 
X K 7 = XK,: ': ( >. 1 , Y íl l 
,K~=XKê'l02,YDl 
YL~=CU('·I J-UPJ •1-1~ 
,\F;[A=iLA"YI_A 
UP=UCMJ 
nr 2J I~=l, ~,R 
lclE=N:l•(I1,-lJ 
') C' 2 •J I S = l , .'IR 



IT A= l IJE+ Ió 
e )Efn V AO~ s 

OX(!FA,IT.~ J=I. 

D T C I F t\,, I TA > =·). 

ItCIR.~ç.JJ GC TO 27 
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O ( ( I F A , I T ~ } = ( '(K 5 • P ,; J. ( l S , ! X - l l + X r; ó• P O X ( l S , l X l l • Y LA / 2 • 
ff(J.E1~.lJ GOTO 27 

DX(IFA,lTAl= OX(lFA,IT.~l•D,:(iFê.-1,Inl 
27 3C!FA,ITAJ=((X~1•PCYCIS,IY-ll+Xti2•PCY(l~,TYll•C!•?OX(IH 

e · 0 ,11Rrz f\G srsrc:·.q<J,L> 
1 , l X - 1 l t ( ;(, 3 *f' ( Y ( l $ , l Y l+ X K 4 • D G Y( l S , l Y + 1 ) l • C 2 "'f' l· X ( l R , ! X l l 
Z•A~EA/1;. 

IFtJ.E:.1> G.C PJ 28 
5 ( I F -~, IT .\l = J ( I F A , I H lt H l F A - 1 , I TA J 

2 C I F ( J • ~ ,~ • r~ r; > G C T fJ 7 
·"' 

J!',l=J• 1 
e =:u:;;E~rrs ·1uL~-s 

-1c 3<~, ~=-J!-~1,'Jq 
IFG= IAL+M 
') '( ( í FC,' L\ l =9 X (Ir A, I T ), l 
1T( IFJ,IT;..>=:,. 
'iC I F ê , l T ,\ J = t1 ( l F A , l Ti, J 

3(' CC,\Tl!i!Jf" 
1f 35 í=l,'IS 
9(l,!)=~(!,!)t1. 

35 c~~··,Tr~1u~ 
qET u:n 
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• 
PARA· 

O opinar 

O providenciar 
O encaminhar 

O elaborar 

O conferir 

O despachar 

O comentar 

O arquivar 

O assinar 

O aprovar 

O julgar 

O comparecer 

O responder 

O devolver 

O circular 

O anexar 

COPPE/UFRJ 

DATA 

O conforme nosso entendimento 

O conforme seu pedido 
O recado com __________ _ 

O não deixou recado 
O comunicar-se com _______ _ 

O sõ para informação 

Ü URGENTE 

Ü VICE VERSO 




