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Resumo da Tese Apresentada à COPPE/UFRJ como parte dos requisi­

tos necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências 

CM.Se.) 

UM MODELO SIMPLES PARA A REPRESENTAÇÃO DO COMPORTAMENTO 

NÃO-LINEAR DE ESTRUTURAS DE SUPERFfCIE 

Lauro Henrique Mello Chueiri 

fevereiro de 1985 

Orientador: Nelson Francisco Favilla Ebecken 

Programa: Engenharia Civil 

Neste trabalho, aplica-se o Método dos Elementos Finitos 

a análise do comportamento não-linear geométrico e físico de es 

truturas de superfície delgadas. 

Na análise de não-linearidade geométrica, aplica-se a 

formulação derivada das equações de von Kármán específica para 

problemas de grandes deflexões e pequenas deformações. 

Para consideração de não-linearidade física, utiliza-se 

uma formulação simplificada, baseada no critério de von Mises, 

que representa o comportamento elasto-plástico a partir doses 

forças da superfície média da estrutura. 

Os resultados de exemplos numéricos, comparaçoes com ou­

tros modelos e conclusões são apresentados. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial 

fulfillrnent of the requirernents for the degree of Master of 

Science (M;Sc.) 

A SIMPLE APPROACH TO THE NON-LINEAR 

ANALYSIS OF SHELL STRUCTURES 

Lauro Henrique Mello Chueiri 

February, 1985 

,: Chairrnan: Nelson Francisco Favilla Ebecken 

Departrnent: Civil Engineering 

In this work, the forrnulation of the large deflection 

behaviour of elastic-plastic shells is given and nurnerical 

solutions are obtained using the finite elernent rnethod. 

A rnodification is used for von Mises's approxirnate yield 

criterion for thin shells. This rnodification includes the 

strain hardening effects and rnakes the yield criterion more 

suitable for use in the collapse analysis of thin steel plates 

and shells under buckling loads. 

Ilustrative exarnples are included and the results are 

cornpared with the results of other forrnulations. 
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I - I NTRODUCÃO 

A aplicação do Método dos Elementos Finitos na solução 

de problemas não lineares tem despertado grande interesse na e~ 

genharia. Ao longo dos Últimos anos, diversas aproximações vêm 

sendo desenvolvidas, dando-se maior ênfase à avaliação de nao­

linearidade física e geométrica em estruturas laminares. 

Na análise dessas estruturas, basicamente, são emprega­

dos elementos planos na discretização de forma facetada, eleme~ 

tos curvos, ou elementos isoparamétricos derivados a partir de 

teorias tridimensionais [ 1]. A implementação de modelos que 

avaliam o comportamento nao linear, através desses 

tem sido objeto de diversas pesquisas. 

elementos, 

Particularmente, o uso de elementos finitos isoparamétrt 

cos para grandes deformações e plasticidade, primeiramente apr~ 

sentado por NAYAK [ 2 l, está atualmente consagrado. Também os 

elementos finitos degenerados de elementos tridimensionais, por 

não apresentarem restrições com relação a teorias tridimensio­

nais, são largamente aplicados em análise de cascas delgadas e 

moderadamente espessas [ 3 ] , [ 4 ] . 

A análise de não-linearidade, porem, acarreta um grande 

esforço computacional e, muitas vezes, conduz a dificuldades de 
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formulações. Isso justifica a ampla utilização de elementos pla 

nos encontrados na literatura, apesar de suas limitações. 

A partir de um elemento extremamente simples, porem efi­

ciente na análise linear, desenvolve-se nesse trabalho a imple­

mentação de não-linearidade geométrica e física aplicadas a es­

truturas laminares delgadas. 

O elemento é triangular plano, com tr~s pontos nodais, e 

formado pela superposição dos comportamentos de membrana e de 

flexão. Para isso, associa-se o elemento mais simples para ana 

lise de estado plano de tensão, onde os deslocamentos variam li 

nearmente sobre o elemento (conhecido na literatura como TRIM3), 

ao elemento não conforme, de flexão de placas (T9), desenvolvi­

do por Holand e Bell. 

No Capítulo II, determinam-se as matrizes de rigidez des 

se elemento, para a análise linear, bem como as matrizes de mas 

sa consistentes e discretas para a análise dinâmica. 

No terceiro capítulo, desenvolve-se uma formulação de 

grandes deflexões para estruturas delgadas, baseada nas equa­

ções de von Kármán. A escolha da integração numérica, para pr~ 

blemas não lineares, e também incluída. 

O desenvolvimento do elemento para consideração de nao­

linearidade física está no Capítulo IV. Partindo da superfície 

de escoamento de Ilyushin, faz-se o estudo do comportamento ela~ 

to-plástico utilizando-se uma solução a partir de determinação 

dos esforços na superfície média da estrutura; considera-se, t~ 

bém, nesse estudo, a possibilidade de endurecimento do materiaL 

Conclui-se o capítulo com a determinação das matrizes para o 
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efeito em conjunto das duas não-linearidades. 

O Capítulo V mostra os resultados de análises e compara­

çoes com outras formulações. As conclusões sobre o estudo efe­

tuado, estão no Último capítulo. 

Os procedimentos automáticos foram programados, para a 

análise isolada de não-linearidades física e geométrica, em lin 

guagem ALGOL para implementação no sistema LORANE-NL [ 5 ]. 
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II - O ELEMENTO TRIANGULAR PLANO PARA ANÁLISE LINEAR 

O elmento triangular plano e formado pela associação do 

elemento de estado plano de tensões com o elemento de flexão de 

placas tn]. No sistema local, portanto, o elemento possui cinco 

incógnitas por nó CU, V, W, ex, ey), sendo que no sistema glo­

bal, genericamente possui seis incógnitas nodais CU, V, W, ex, 

ey, ez). 

11.1 -· SISTEMA DE REFERrNCIA 

Os eixos X, Y e Z formam o sistema global, que represen­

ta as coordenadas nodais da estrutura, conforme Figura CII.1). 

O sistema local formado pelos eixos x, y e z, tem origem 

no no 1 do elemento, sendo o eixo x paralelo ao segmento 2-3 

com sentido de 2 para 3; o eixo z e normal ao plano do elemen­

to, e tem o mesmo sentido do vetor rotação correspondente ã se­

qu;ncia 1-2-3. O triedo x o y z e direto. 
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z 
z 

® 

y 

Figura Il.1 

Sendo os vetores de coordenadas nodais nos sistemas gl~ 

bale local, respectivamente: 

X. x. 
l 

X- ; Y. ex. ; Y· -l l -l l 

z. z. 
l l 

pode-se escrever a relação: 

x. 
-l 

com l ; 

1 ' 2' 3, 

(II. 1) 

onde ~
1

contém as coordenadas do no 1 no sistema global e L e a 

matriz de transformação dada por: 
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L = [0 ~y ~z] (II.2) 

sendo ~JS, ~y e ~z os vetores que contém os cossenos diretores de 

ox, oy e oz, respectivamente. 

Introduzindo a notação X .. = X. 
-lJ -1 

j = 1, 2, 3, então: 

1 
.6c = -- • ~3 2 

X. , com i = 1 , 2 , 3 e 
-J 

(II.3) 

onde d 23 e o comprimento do lado 2-3 e e dado por: 

(II .4) 

Como oz e perpendicular ao plano do elemento, tem-se: 

.e.z = 
1 

2A 
0

~32A~12 

onde A e a areado triângulo. 

Portanto, o vetor .f.z sera: 

1 f'" z12 - z, 2 Y,,l 
.e.z x12 - x, 2 ª,X-f, z,, j 

x,2 Y12 - Y,2 X12 

O vetor ~y e determinado por: 

(II.S) 

(II. 6) 

(II.?) 
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e tem módulo unitário, pois lz e lx já sao unitários. 

~ -1 T d Como~ e ortogonal, tem-se que~ = ~ e, portanto, e 

(II.1), determinam-se as coordenadas no sistema local, através 

de: 

~i = L T • C~i - ~1) (II.8) 

11.2 - FORMAÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO 

O elemento está sujeito, simultaneamente, a um estado de 

membrana e de flexão. No sistema local, tem-se os deslocamen­

tos nodais: 

º~ r .. , -l 

ef;. C}, l o. = , sendo = ex. , para l = 1 , 2, 3 
-l -l l 

v. 
l 

l ey. 
-l l 

(II. 9) 

esquematizados na Figura (II.2). 



onde 

® 

z 

I 
I 

A3 t 
-- I ----..(p A 

' 2 A1 . ' 

' ' ' 

8 

@ 
Figura IT.2 

O campo de deslocamento assumido sera: 

E; 1 ' E; 2 e E; 3 sao as coordenadas naturais 

A1 A2 A, 
E; 1 = ' E; 2 =--e E; 3 = 

A A A 

(II.10) 

definidas por: 

com as areas A1 , A2 e A3 mostradas na Fig. (II.2) para um ponto 

P qualquer. 

As coordenadas de um ponto qualquer serao então defini-
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das por 1; 1 , 1; 2 e 1; 3 , que podem ser facilmente relacionadas as 

coordenadas locais (x, y), através de: 

X E; 1 

y = Y2 Ys (II.11) 

1 1 1 1 

ou, por inversão, tem-se: 

E; 1 Y2s X32 Cx2 Ys - X3 Y2 

rx 1 1 
E:2 =-- Y31 X13 (X3 Y1 - X1 y 3) . f J 

(II.12) 
2A 

E; 3 12 X21 Cx1 Y2 - X2 Y1l 

onde x .. = x. - x. e Y·. = Y· - y .• 
lJ l J 1-J l J 

As relações entre as derivadas serao dadas por: 

3 3 
x1;:i yl3 

31;1 3x 

= (II.13) 

l* 
3 

X Y2s 23 
3Y 

ou 

3 3 

3x 31;1 

= J-~ (II.14) 

3 3 

3y 3/;2 
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sendo 

Y23 y31 
1 

J-1 = (II.15) 
2A 

X32 X13 

a inversa da matriz Jacobiana. 

As integrais de area para polinômios em .coordenadas na­

turais do tipo: 

sao calculadas por: 

m! n'! p! 
I = 2A -------

Cm + n + p + 2)! 
, com dA = ZA d/; 1 d/; 2 • (II.16) 

MATRIZ DE RIGIDEZ PARA O ESTADO PLANO DE TENSÃO 

Como foi visto em (II.10), o campo de deslocamento para 

o estado plano de tensão é dado por: 

o o 

o o 

o 

I; 3 

M o. 
-l 

(II.17) 

As deformações E sao expressas em função dos deslocamen­

tos nodais através de: 
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au 

ax 

av 
º~ E = = B1 

ay -l 
(II.18) 

au av 
--+--

ay ax 

com 

o Y31 o o 

B1 = O o (II.19) 

Portanto, a matriz de rigidez do elemento e avaliada pe­

la seguinte integral: 

!5m = fv ~1T • D Bl • dV (II. 20) 

onde D e a matriz de relação entre tensões e deformações, que 

para materiais isótropos, tem a forma: 

1 V o 

E 
D = V o (II. 21) 

1-v2 

1-V 
o o 

2 

Como as matrizes têm elementos constantes, e sendo "t" a 

espessura de um elemento, a equação (II.20) resulta em: 
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Km= B1T D B1 •A• t 

MATRIZ DE RIGIDEZ PARA FLEXÃO DE PLACAS 

Os deslocamentos nodais para flexão de placas, 

a equaçao (II. 9) , sao a componente W, e as rotações 8x 

aw 
ey = - ax· 

(II. 22) 

conforme 

=~e ay 

Podem-se relacionar então, os momentos fletores as cur­

vaturas, através de: 

m = DB k (II. 23) 

sendo: 

a2w 
Mx 

ax2 

a2w 
m = My k = 

ay2 
(II. 24) 

a2w 
Mz - 2 ~ 

ax ay 

e como os momentos sao decorrentes da integração das tensões ao 

longo da espessura do elemento, obtém-se: 

t' 
DB = -- D 

12 
(II.25) 

Com a equaçao (II.14), e possível uma relação entre as 

derivadas segundas em relação a x e y, com as coordenadas natu­

rais s1 , s2 , através de: 
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ª2 ª2 
--

ax2 ax ay 
_1 

= J 

ª2 32 

ax ay ay2 

(II. 26) 

O cálculo do vetor k é efetuado através do vetor kn de 

curvaturas, em relação as coordenadas naturais, definido por: 

kn = (II.27) 

- 2----

e tendo em vista (II. 26) . Obtém-se,, então: 

k = T kn (II.28) 

sendo a matriz!, dada por: 

2 
Y23 

2 
Y31 2 Y31 Y23 

1 
T 2 = x32 

4A
2 

2 
x1, 2 X1 3 X3 2 

2 X32 Y23 2 X13 Y31 2 (X13 Y23 + X32 y31) 

(II.29) 

O deslocamento W da equaçao (II.10), pode ser escrito em 
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forma matricial, como: 

(II.30) 

onde~ contém as funções de interpolação, e~ é o vetor de de~ 

locamentos generalizados, expresso pelas constantes da equaçao 

(II.10). 

Desta forma, relaciona-se o vetor kn aos 

generalizados, com: 

deslocamentos 

(II.31) 

sendo: 

o o o o o 2 2 E, 2 - 2 E,2 6 CE,1-E,,) 

F = o o o o 2 o 2 E,l - 6 CE,2-E,3) 2 E,1 

o o o -1 1 1 2 CE,1-E,2) - 2 (2 E,2 - E,3) 2 (2 E,l -E,3) 

(II.32) 

Levando (II. 31) na equaçao (II.28), determina-se o vetor 

de curvatura em função dos deslocamentos generalizados: 

(II.33) 

Deve-se agora obter os deslocamentos generalizados em 

função dos deslocamentos nodais do elemento. De (II.30), cons­

troi-se o vetor ~n, que contém W e as derivadas de W em relação 

a E, 1 e E,2: 
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w 

aw 
on = -- = <jm • Cl (II.34) 

a1;1 

aw 

a1;2 

onde: 

o -1 -1;2 (-1;1 +i;,) 

o 1 -1 (-i;f+2 /;1 /;2) ••• 

(II.35) 

Particularizando a equaçao (II.34) para os pontos nodais, 

tem-se: 

com i 1 ,2 ,3 , 

onde, on. contém os vetores on nos pontos nodais, e ~o 
- l. 

os valores de tn também para esses pontos. 

De (II.36), obtém-se: 

-1 
a= ~o an. 

- l. 
comi= 1, 2, 3 

(II.36) 

contém 

(II.37) 
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Através da equaçao (II.13}, e possível escrever: 

1 o o w 

aw 
on. 
- l 

= o x13 Y13 (II.38) 
ax 
aw o x2, y 2 3 
ay i 

e como: 

w 1 o o 

aw 
l = o o -1 , para l = 1, 2, 3, (II.39) 

ax -l 

aw 
o 1 o 

ay 
l 

substituindo (II.39) e (II.38) em (II.37), obtém-se a matriz U 

que relaciona os deslocamentos generalizados aos deslocamentos 

nodais (vide referência [ 7 ] ) : 

a = U o~ , para 1 = 1,2,3. 
-l 

Levando (II.40) em (II.33), tem-se 

k = T F U o~ 
-l 

ou seja: 

k = B2 / 
-l 

(II .40) 

(II.41) 

(II .42) 
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chegando-se então a matriz BZ que relaciona a curvatura aos des 

locarnentos nodais: 

BZ = T F U (II.43) 

Portanto, corno já foi feita a integração ao longo da es­

pessura do elemento, a matriz de rigidez será: 

Kf = f BZT • DB• B2 • dA 
A - -

(II.44) 

SUPERPOSIÇÃO DOS EFEITOS DE MEMBRANA E FLEXÃO 

Após a determinação da matriz Km devido ao estado plano 

de tensões, e a matriz ~f para flexão de placas, pode-se compor 

as duas matrizes para a determinação da matriz de rigidez K do 

elemento. 

Para o estado de membrana pode-se escrever: 

Fx 

= Km li 
-l 

parai= 1, 2, 3 , (II.45) 

Fy i 

e, para flexão de placas, tem-se: 

Fz 

= Kf o~ 
-l 

para 1 = 1, 2, 3, (II .46) 

My l 
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onde 

Fz 

Mx 

My l 

sao os vetores que contém as forças nodais equivalentes. 

As equaçoes (II.45) e (II.46) sao reescritas, dividindo 

as matrizes Km e Kf em nove submatrizes, equivalentes a i=1 ,2,3: 

~l 
m 

~12 ~3 

Fx u 

= t,11 t,12 t,13 (II.47) 

Fy V 
l l 

K1!11 
m 

~32 ~ 

e 

f 
~11 

f 
~12 

f 
~13 

Fz w 

Mx f f f ex (II.48) = ~21 ~22 ~23 

My 
l 

ey 
l 

f 
~31 

f 
~3 2 

f 
~33 

Para o elemento, os deslocamentos nodais no sistema glo­

bal, genericamente, são: 
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u. 
1 

v. 
1 

w. 
1 

Ô· 
-1 

= para 1 = 1 , 2, 3. (II .49) 

ex. 
1 

ey. 
1 

ez. 
1 

Desta forma, a matriz de rigidez do elemento K sera com--
posta pelas submatrizes de Km e ~f, ordenadas segundo os deslo--
camentos o. ; 

-1 
segue-se então que: 

m 
~11 o 

~2 o ~3 o 

o Kf o 
-11 

Kf 
-12 

o Kf 
1 3 

o o o 

ti1 o 
~2 

o ti1 o (II. 50) -21 -23 K = f f f o ~21 o ~22 o ~2 3 

o o o 

~l o ~2 o ~3 o 

o f 
~31 o f 

~32 o f 
~33 

o o o 

11,3 - TRANSFORMACÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO &..EMENTO 

Denotando-se por ~i o vetor que contém as forças nodais 

equivalentes, sendo 6. os deslocamentos nodais do elemento e K 
-1 

a matriz de rigidez do elemento, conforme (II.50), no sistema 
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local tem-se: 

F. = K • 6. , com 1 = 1, 2, 3 . 
-l -l 

(II. 51) 

Pode-se obter a transformação da matriz de rigidez para 

o sistema global, através da mudança de coordenadas dos desloca 

mentas e forças equivalentes. Se Ré a matriz que relaciona os 

deslocamentos de um nó no sistema global com os mesmos desloca­

mentos no sistema local, tem-se: 

8. = R 6. 
-l -l 

(II. 52) 

onde t\. e 6. sao os vetores deslocamentos nos respectivos siste 
-l -l 

mas, para o nó i (i = 1, 2, 3), e 

L o 

R = 

o L 

onde L e a matriz de transformação dada por (II.2). 

com: 

Logo, para os três nos do elemento, tem-se 

6-=MT•o­
-l -l 

MT 

comi= 1, 2, 3 , 

(II. 53) 

(II.54) 

(II.55) 
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Sendo MT uma matriz de rotação, e, portanto ortogonal, 

segue-se que MT-
1 

= MTT; logo da equação (II.54), pode-se deter 

minar 

T 
6. = MT 6. 
-l - -l 

comi= 1, 2, 3. (II.56) 

Substituindo (II. 56) em (II. 51), tem-se: 

f. = K MTT 6. 
-l -l 

comi= 1, 2, 3. (II.57) 

Pré-multiplicando (II.57) por MT, vem: 

MT f. = MT K·MTT 6. 
- -l -l 

Comi=1,2,3. (II.58) 

A equaçao (II.58) é a mesma relação dada em (II.51), em 

relação ao novo referencial, ou seja: 

f. = KG 
-l 

õ. , com i = 1., 2 , 3 , 
-l 

(II. 59) 

onde F. e o vetor de forças nodais equivalentes e KG e a ma-
-i 

triz de rigidez do elemento no sistema global, os quais são da-

dos por: 

F. = MT F. 
-l -l 

comi= 1, 2, 3, (II 60) 

KG = MT K MTT (II. 61) 

Deve-se observar que no sistema local a matriz K do ele­

mento é singular, uma vez que os termos relativos à rotação 8z 
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sao nulos. Na matriz !G, obtida através da equaçao (II.61), 

essa singularidade é eliminada, a não ser que na discretização 

da estrutura, exista algum no planar. Nesses casos, atribui-se 

valor unitário ao elemento da diagonal da matriz KG, equivalen­

te à rotação ez do nó planar respectivo. 

II,4 - MATRIZ DE MASSA DO ELEMENTO 

MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE 

O mesmo procedimento da montagem da matriz de rigidez PQ 

de ser utilizado na formação da matriz de massa do elemento. 

Determinam-se as matrizes de massa consistente para o 

efeito de membrana e flexão isoladamente; 

A matriz de massa consistente do elemento e calculada 

por: 

M --trNT N dA µ • ' (II.62) 
JA -

onde~ é a matriz que relaciona os deslocamentos internos no 

elemento, com os deslocamentos nodais, e~ é a matriz de inér­

cia, dada por: 

(II.63) 
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sendo p a massa específica e ix e iy os raios de giração. 

MATRIZ DE MASSA PARA O ESTADO PLANO DE TENSÃO 

Como foi visto na equaçao (11.17), a matriz N para o es­

tado plano é dada por: 

~l o o o 

N = (II.64) 

o o o 

Substituindo (II.63) e (II.64) na equaçao (II.62), porem 

nao considerando os termos relativos à inércia de rotação ix 2 e 

iy 2 da matriz~' obtém-se a matriz de massa para o estado plano 

de tensão: 

1 

o 1 simétrica 

Apt 1/2 o 1 
M = (II.65) -m 6 o 1/2 o 

1/2 o 1/2 o 

o 1/2 o 1/2 o 1 

MATRIZ DE MASSA PARA FLEXÃO DE PLACAS 

Para flexão de placas, precisa-se determinar a matriz~, 

que relaciona o deslocamento W e suas derivadas, com os desloca 

mentas nodais, através da relação: 
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w 

aw 
º~ = N 

ax -1 
(II.66) 

aw 

ay 

Da equaçao (II.14), pode-se escrever: 

' w w 

aw aw 
= e > (II. 67) 

ax ai:;1 
aw aw 

ay ' ô/;2 

onde: 

2A o o 

1 
e = o Y2, Yn (II.68) 

2A 

o · x32 x1, J 

e, tendo em vista (II.34), tem-se que: 

w 

aw 
= ~n. C! 

ô/; 1 
-

aw 

31;2 



logo, obtém-se: 

w 

aw 

ax 

aw 

ay 
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Substituindo a equaçao (II.40) em (II.69), 

que: 

w 

aw F 
= 8 • q>: • u o. , 

ax -n -l 

aw 

ay 

que determina a matriz N: 

(II.69) 

conclui-se 

(II.70) 

(II. 71) 

Com procedimento análogo, substituindo-se (II.71) em 

(II.62), obtém-se a matriz de massa para flexão de placas: 

µ•8•<j,)dAJ•U 
-n 

(II.72) 

Porém, como sao desprezados os termos relativos a inér­

cia de rotação da matriz~. a equaçao (II.72) resulta em: 
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(II. 73) 

onde~ é dada em (II.30). 

Pode-se determinar, inicialmente, a matriz de massa M 
-Cl 

em relaçio aos deslocamentos generalizados, através da relaçio: 

(II. 74) 

ou seja: 

1 

1 1 2 

1 1 simétrica 2 2 

1 1 1 1 
5 5 To 15 

A•pt 1 1 1 1 1 
~ = -- • To 5 5 30 15 6 

1 1 1 1 1 1 
5 To 5 30 30 15 

1 1 o o 1 1 1 
- 30 30 210 - 210 140 

o 1 1 1 o 1 1 1 
- 30 30 - 210 210 - 420 140 

1 o 1 1 1 o 1 1 1 
30 - 30 210 - 210 - 420 - 420 140 

Portanto, tendo e~ vista (II.74) e (II.73), conclui-se 

que: 

T 
~f = l:' • ~ u (II.75) 
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A formação da matriz de massa do elemento, com a superp~ 

sição dos efeitos de membrana e flexão, é feita de maneira aná­

loga à matriz de rigidez, bem como a transformação da matriz p~ 

ra o sistema global. 

MATRIZ DE MASSA DISCRETA 

Na análise dinâmica de estruturas, uma outra alternativa 

e a utilização de matrizes de massa discreta. 

Existem alguns procedimentos para a composição de matriz 

diagonal agrupada a partir da matriz consistente, levando tam­

bém em consideração parcelas de massa associadas aos graus de 

liberdade relativos às rotações, conforme referências [ 8] e 

[ 9 ] • 

No presente trabalho, optou-se pelo procedimento propos­

to por KEY [9], na formação da matriz discreta. 

Os termos relativos aos graus de liberdade translacio-

nais recebem parcelas iguais de massa, sendo essas parcelas re­

sultantes da soma dos elementos da matriz consistente, associa­

dos ao respectivo grau de liberdade. 

Para os elementos correspondentes às rotações ex, Sy e 

Sz, faz-se também somatória análoga, porém, multiplica-se ore­

sultado por um coeficiente Ky, de forma· a representar melhor as 

parcelas de massa associadas às rotações, conforme o problema 

analisado tenha predominância no efeito de membrana ou flexão. 

Esse coeficiente, nos procedimentos desenvolvidos neste traba­

lho, pode ser ·fornecido pelo usuário. Quando não e atribuído 

valor para Ky, obtém-se a matriz discreta na forma mais sim-
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ples, com a massa total distribuída apenas pelos graus de liber 

dade relativos às translações U, V e W. 
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III - NÃO-LINEARIDADE GEOMÉTRICA 

111.1 - PROBLEMAS NÃO LINEARES 

Seja~ o vetor que define as coordenadas cartesianas de 

um ponto P de um corpo no estado inicial. Se este ponto sofre 

um deslocamento~' medido em relação ao mesmo sistema fixo de 

referência, as novas coordenadas de P passam a ser definidas p~ 

lo vetor~. dado por: 

X=X+L\ (III.1) 

Como foi visto anteriormente, pode-se expressar os deslo 

camentos de um ponto qualquer no interior de um elemento, a pa~ 

tir dos deslocamentos nodais, através de: 

LI = N o 

onde N contém as funções de interpolação e o os 

nodais. 

(III.2) 

deslocamentos 

Baseando-se no "modelo de deslocamentos", a condição de 

equilíbrio é obtida pela aplicação do Princípio dos Trabalhos 
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Virtuais, ou seja: 

(III.3) 

sendo R o vetor das forças nodais equivalentes às forças nodais 

externas e F o vetor das forças nodais internas ou reativas. 

Portanto~ corresponde às forças nodais desequilibradas 

e deve ser reduzido a uma tolerância desejada. 

Chamando de w. o trabalho das forças internas, tem-se: 
l 

(III.4) 

Através de relações entre deformações e deslocamentos, e possí­

vel escrever a relação: 

E = B o 

cuja diferenciação em relação a o vale: 

ds = B' do 

Levando (III.6) em (III.4), obtém-se: 

e portanto: 

do f CoT • B' 
= V 

F = J B'T •o• dV 
V -

do) • dV 

(III. 5) 

(III. 6) 

(III. 7) 

(III.8) 
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Como~ e~ dependem dos deslocamentos ~. a expressao 

(III.3) representa um sistema de equações não lineares. Neste 

capítulo, bem como no Capítulo IV, desenvolve-se a formulação 

para análise não linear provenientes de grandes deflexões (não 

linearidade geométrica) e plasticidade do material (não lineari 

dade física). 

111.2 - FORMULAÇÃO DE GRANDES DEFLEXÕES 

No estudo de estruturas laminares delgadas, podem-se in­

troduzir simplificações na teoria tridimensional, reduzindo-se 

o problema ao estudo bidimensional, bastando, portanto, a deter 

mirração dos deslocamentos da superfície média para se ter o com 

portamento de toda a estrutura. 

Para isso, adota-se a hipótese de Kirchhoff para placas 

delgadas, segundo a qual, as retas normais à superfície média 

permanecem normais após a deformação, além de não sofrerem ex-

tensibilidade. Sendo adotado um sistema cartesiano x, y e z 

com origem no plano da superfície média do elemento, e com o 

eixo z normal a esse plano, analiticamente essa hipótese é resu 

mida em: 

Yxz = o 

Yyz o (III.9) 

E = o z 
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ressaltando-se, assim, que as deformações por cisalhamentotrans 

versal são desprezadas. 

E possível então, determinar os deslocamentos de um pon­

to qualquer da placa, a partir dos deslocamentos corresponden­

tes na superfície média U0 , V0 e W0 , através de: 

u = uo - z ~--
ax 

aw
0 

V= V0 - z --­
ay 

w = wo 

(III.10) 

Na análise de não-linearidade geométrica, descrita nesse 

capítulo, supoe-se que os materiais têm comportamento elástico­

linear, o que é válido para grande parte dos materiais utiliza­

dos, já que o estudo está restrito a pequenas deformações. 

A formulação adotada é proposta por von Kármán, que con­

sidera grandes rotações, bem maiores que as deformações, porem 

desprezíveis em relação à unidade, ou seja: 

aw aw 
e--«1. 

ax ay 

Tendo em vista, ainda, que as rotações relativas dos ele 

mentos em torno do eixo z sao muito menores que em torno de x e 

y, já que as placas sao estruturas rígidas no seu plano, as de­

formações podem ser expressas por: 
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E = = EM + z • k (III.11) 

sendo que EM contém as deformações provenientes do estado plano 

de tensões, considerando porém os termos correspondentes às ro­

tações da superfície média. Portanto o vetor EM é formado pela 

associação de ~M,o, que contém as parcelas infinitesimais des­

sas deformações, e ~M,L, que insere as parcelas não lineares de 

vida às mudanças na geometria da estrutura. Portanto: 

(III.12) 

onde: 

2 

au (~) 
ax ax 

EM,0 
av ML ( :: J = E ' =- (III.13) 
ay 2 

au av aw aw 
2 • 

--+ ax ay ay ax 

O vetor k contém as deformações por flexão, expressas p~ 

las curvaturas da superfície média, já definido em (II.24): 



k = 

- 2--­
ax ay 
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( 

E necessário relacionar as deformações aos deslocamentos 

nodais. Partindo da equação (III.2), e lembrando que o vetor 

M F deslocamento é composto pelos vetores a. e a. , rela ti vos aos 
-l -l 

efeitos de membrana e flexão, conforme (II.9), tem-se: 

rJ:1 o t: 
-l -l 

u = (III.14) 

o N~ l 
-l -l 

Chega-se, então, as deformações: 

EM,0 
= B1 t: 

-l 

EM,L BS - l (III.15) 
2 -1 

k = BZ l 
-1 

com B1 e B} já determinadas através das equaçoes (II.19) e 

(II.43), bastando, portanto, o cálculo da matriz B_S, não linea~ 

já que é função dos deslocamentos. Para tal, é conveniente re­

escrever o vetor EM,L na forma: 
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r aw 
o 

ax 
aw 

ML aw ax 1 
E ' ;- o ; A DW 

2 ay 2 
aw 

aw aw ay 

ay ax 

Diferenciando (III.16), obtém:.se: 

(dA DW + A d DW) ; A d DW 
2 

O vetor DW e obtido em função dos deslocamentos 

o~ através de: 
-l ' 

DW; G i 
-l 

(III.16) 

(III.17) 

nodais 

(III.18) 

onde a matriz G contém as derivadas de N~ em relação a x 
-l e y' 

já calculadas em (II.70). 

A diferenciação de (III.18) conduz a 

dDW;G di 
-l 

que, quando substituída em (III.17), fornece: 

d EM,L ; A G d o~ 
-l 

Como, de (III.15), pode-se escrever 

d EM,L; BS d i 
-l 

(III.19) 

(III.20) 

(III. 21) 
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então, comparando (III.20) com (III.21), chega-se a: 

(III. 22) 

DETERMINAÇÃO DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE 

Denotando-se por ~T' a matriz de rigidez tangente, que 

relaciona incrementes de força com incrementes de deslocamentos, 

ou seja, 

dF =~.do (III.23) 

através de diferenciação da equaçao (III.8) em relação 

aos deslocamentos~. obtém-se: 

dF = Iv (B'T do+ dB'T o) dV (III. 24) 

e, tendo em vista que~· relaciona incrementes de deformações 

com incrementes de deslocamentos, conforme (III.6), pode-se es­

crever, a partir da equação (III.15): 

dEM,0 = B1 df-1 - -l 

dEM,L = BS dl (III. 25) 
-l 

dk = B2 dl 
-l 

ou: 
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d/ B1 BS d61'.1 
-l 

ds = = (III. 26) 

dk o B2 di 
-l 

logo, tem-se: 

B1 BS 

B' = (III. 27) 

o B2 

Costuma-se representar a matriz B' como a soma da matriz 

Bº linear com a matriz ~1 , que contém a parcela não linear: 

= l
fB

0 

__ 1 
B' = Bº + B1 

o o BS 

+ (III. 28) 

B2 O o 

Como Bº nao depende dos deslocamentos, a diferencial de 

B' será função apenas de ~1 ; então, vem: 

(III. 29) 

Com a notação: 

wx 

:~] T' = (III.30) 

Txy 

e sendo cr o vetor que contém as tensões, e possível escrever: 
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clAT O=T' dDW (III. 31) 

obtendo-se, então, por substituição de (III.19) em (III.31): 

G•dl 
- -1 

(III.32) 

Logo, a segunda parcela de d~ na equaçao (III.24), tendo 

em vista (III.29) e (III.32), será: 

G dl 
- -1 

(III. 33) 

A primeira parcela de d~ pode ser determinada em função 

dos deslocamentos, recorrendo-se à relação entre tensões e de­

formações: 

do = D' dE (III.34) 

que através da substituição de (III.6), transforma-se em: 

do= D' B' do (III. 35) 

Então: 

B 'T dc, = B 'T D ' B' do (III. 36) 

Substituindo (III.33) e (III.36) em (III.24), vem: 

dF = [ fv CB'T • D' • B' + GT T' G) av J do (III.37) 

Quando se trabalha com elemento plano, como foi visto no 
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capítulo anterior, é interessante integrar as tensões ao longo 

da espessura do elemento, para obtenção dos esforços normais, 

momentos fletores e de torção, por unidade de comprimento; por­

tanto: 

Nx = Jt/2 cr 

-t/2 X 

J
t/2 

Mx = o 
-t/2 X 

• dz Ny = Jt/Z o • dz 
-t/2 Y 

Nxy = Jt/Z T • dz 
-t/2 xy 

• z • dz My = Jt/Z o • z • dz 
-t/2 Y 

Mxy = Jt/2 
-t/2 

(III. 38) 

T • Z • dz 
xy 

(III.39) 

Assim, as relações constitutivas ficam expressas através dos 

esforços: 

n = 

m = 

Nx 

Ny 

Nxy 

Mx: 

My 

Mx:y 

=IM M 
E 

= DB k 

onde a matriz DB foi definida na equaçao (II.25), e: 

(III.40) 

(III.41) 

(III .42) 

Pode-se, então, compor o vetor~. através de (III.4~ e 

(III.41): 



n DM o 

m o DB 

40 

.• 
M 

E 

k 

e, portanto, a matriz D' que aparece em (III.34) sera: 

DM o 

D'= 

o DB 

(III.43) 

(III.44) 

A integração da matriz T', ao longo da espessura, forne-

ce: 

Nx Nxy 

M' = (III.45) 

Nxy Ny 

consegue-se, assim, reduzir a integração da equaçao (III.37) em 

uma integral de área. Levando (III.27) e (III.44) em (III.37) 

e tendo em vista (III.45), segue-se que: 

t( 
B1T o DM o B1 BS o o 

)dA 
do~ 
-l 

dF = + 

BST BzI T dl o DB o BZ o G •M' •G 
-l 

(III .46) 

Comparando-se (III.46) com (III.23), e desenvolvendo as 

operaçoes dos termos contidos na integral, chega-se a matriz 
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T B1 •DM•B1 T B1 •DM•BS - - -
• dA 

T 
BS • Jl,IJ•B1 BZT• DB •BZ+BST•DM•BS+GT •M' •G - - -----

(III .4 7) 

Pode-se representar a matriz !r como a soma de duas ma-

trizes: 

(III.48) 

onde 

T B1 •DM•B1 o 

1= 
JA 

• dA (III .49) 

o T 
BZ •DB•BZ -

e a parte linear da matriz !T• já calculada no Capítulo II, e 

o T 
B1 •DM·BS 

~ = J 
A 

• dA (III. 50) 

T 
BS •DM•B1 T T BS •Jl,IJ•BS+G •M'•G 

e a parcela não linear de ;T. 

DETERMINAÇÃO DO VETOR DAS FORÇAS NODAIS INTERNAS 

O vetor F das forças nodais internas, conforme (III.8): 

~ = fv ~,T. º. dV 
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é também determinado, a partir da integração ao longo da espes­

sura, em função dos esforços contidos em n e~. calculados atra 

vés de (III.43). Ou seja: 

(III. 51) 

Substituindo-se (II. 27) em (III. 51) , tem-se: 

o n 

(III. 52) 

m 

que resulta em: 

n 

• dA 
(III.53) 

111.3 - INTEGRAÇÃO NUMÉRICA 

Na análise de não-linearidade geométrica ou física, um 

fator importante e a escolha do método de integração para o cál 

culo de matrizes envolvidas nas formulações. 

No presente trabalho, como as integrais envolvem coorde­

nadas naturais, utiliza-se a integração numérica específica pa­

ra elementos triangulares, desenvolvida por HAMMER' (15], e suger2,_ 
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da nas referências [ 1 ] e [ 16]. 

Verificou-se, a partir da resolução de exemplos numéri­

cos, que com três pontos de integração (localizados na metade 

dos lados do triãngulo) consegue-se convergência, porém para so 

lução incorreta, em alguns casos. 

Por esse motivo, escolheu-se quatro pontos de integraçã~ 

indicados na Figura (III.1), bem como os respectivos pesos. Com 

quatro pontos de integração, obtém-se integração exata de um p~ 

linômio cúbico em coordenadas naturais. 

ponto coordenadas peso 

a 1/3; 1/3; 1/3 -27/48 

b 0,6;0,2 ;0,2 

} e 0,2;0,6 ;0,2 25/48 

d 0,2; O, 2 ;0,6 

Figura TIL I 

Algumas críticas foram feitas a esse procedimento, prin-

cipalmente pelo peso negativo correspondente ao ponto central 

do triângulo, sugerindo alternativamente a integração com sete 

pontos (localizados nos nós, na metade dos lados e baricentro). 

Naturalmente, consegue-se o mesmo resultado, porem exigindo um 

esforço computacional muito maior que o caso utilizado. 

LANNOY [16]procura desfazer essas críticas, mostrando que 

a integração com quatro pontos pode ser perfeitamente aplicada. 
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Além disso, na análise de problemas elasto-plásticos, a locali­

zação dos pontos no interior do elemento, parece ser urna esco­

lha mais adequada. 
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IV - NÃO-LINEARIDADE FÍSICA 

O objetivo básico desse capítulo e a determinação das 

leis constitutivas, as quais definem as matrizes que relacionam 

tensões e deformações, que são utilizadas no Método dos Elemen­

tos Finitos, na aplicação da teoria da plasticidade. 

A discretização de superfícies com o uso de elementos 

planos requer, no entanto, além dos conceitos básicos da teoria, 

a introdução de modelos elasto-plásticos que forneçam uma boa 

aproximação do comportamento plástico dos materiais, avaliando 

as matrizes nos pontos de integração dos elementos localizados 

na superfície média. 

Algumas leis básicas, as quais governam o comportamento 

elasto-plástico dos materiais, devem ser introduzidas neste ca­

pítulo, sem a pretensão de se apresentar a teoria clássica da 

plasticidade. 

IV,l - TEORIA MATEMÁTICA DA PLASTICIDADE 

O objetivo da teoria da plasticidade é a reterminação de 

relações entre tensões e deformações, para materiais que apre-
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sentam resposta elasto-plástica. Na Figura (IV.1) é 

uma possível curva "tensão-deformação" de um ensaio 

para um material com estas características. 

(í 

descarregamento 

Figura IV.I 

mostrada 

uniaxial, 

Basicamente, o comportamento plástico é caracterizado 

por uma deformação irreversível s , após atingida a tensão de 
p 

escoamento ªy· Esta deformação, que é considerada independente 

do tempo de aplicação do carregamento, e mantida desde que cer­

to nível de tensão tenha sido alcançado. 

Observa-se, na figura, que inicialmente há um trecho elás 

tico, seguido por um escoamento, podendo haver endurecimento do 

do material (6t4ain ha4dening ou wo4k ha4dening), quando as ten 

sões crescem muito menos com as deformações, do que no regime 
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elástico. Além disso, o descarregamento e linear, permanecen­

do a parcela Ep. 

Para se ter uma teoria que modele esse comportamento, d~ 

vem ser obtidas relações explícitas entre tensão e deformação, 

para a fase elástica do material e para a fase após o escoamen­

to, onde as deformações são compostas por componentes elásticas 

e plásticas. Deve-se ter também o critério de escoamento, que 

indica o nível de tensão para o qual começa o escoamento plástl 

co do material. 

Antes do escoamento as relações constitutivas sao expre~ 

sas por equações lineares, desenvolvidas no Capítulo II. 

SUPERFfCIES DE ESCOAMENTO 

Para um estado complexo de tensão, um critério de escoa­

mento determina as condições que caracterizam a transição entre 

o regime elástico e plástico, e genericamente e escrito na for­

ma: 

FC~, k) = f(o) - Y(k) = O , (IV.1) 

onde f(o) é função do estado de tensão atual~, e Y(k) é função 

do material, podendo ser avaliada experimentalmente. A função 

Y(k), no caso de endurecimento do material, será função de um 

parâmetro k, e portanto, dependerá do nível de deformação plás­

tica. 

Todo critério de escoamento definido pela função F, gera 

uma superfície no espaço de tensões, conhecida como superfície 

de escoamento. 
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Após o escoamento inicial, o comportamento do material 

pode ser caracterizado por um endurecimento, havendo então um 

aumento do limite elástico, de tal maneira que o nível de ten­

sao para o qual ocorre uma deformação plástica adicional depen­

de do grau da deformação atual. Assim, a superfície de escoa­

mento irá variar a cada estágio de deformações plásticas, gerag 

do superfícies subseqüentes, conhecidas por superfícies de car­

regamento. 

Alguns modelos que descrevem o tipo de endurecimento do 

material, são mostrados na Figura (IV.2).· 

superfície inicial Oj 

(lj 

carregamento 

"-superfície subsequente 

( a ) COMPOFjTAMENTO 
ISOTROPICO 

(b)COMPORTAMENTO 
CINEMÁTICO 

(e) PERFEITAMENTE 
PLÁSTICO 

Figura IV.2 
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Se há expansao uniforme da superfície em torno da origem, 

com a superfície subseqüente mantendo a forma e orientação da 

inicial, o modelo é dito isotrópico (Figura (IV.2.a)). Quando 

as superfícies subseqüentes mantêm dimensão e forma, mas trans­

ladam como corpo rígido, no espaço de tensões, o endurecimento 

é dito cinemático (Figura (IV.2.b)). 

Um modelo plástico-perfeito e apresentado na 

(IV.2.c), sendo a superfície fixa. 

Figura 

O desenvolvimento progressivo da superfície de escoame~ 

to e representado relacionando-se a função de escoamento do ma­

terial Y(k) com a deformação plástica, através do parâmetro k 

de endurecimento. Existem duas hipóteses quanto a definição 

desse parâmetro; a primeira, conhecida como wo~~ ha~dening, de-

fine k como função do trabalho plástico Wp, acumulado 

as deformações, isto é, 

dE: 
-P 

durante 

(IV. 2) 

onde d,:; é a parcela plástica das deformações, ocorridas duran­
-P 

te um incremento de deformação. 

A segunda hipótese admite que o parâmetro k seja função 

da deformação plástica equivalente Ep' definida por 

d"i: 
p 

Esse procedimento e chamado de ~~~ain ha~dening. 

(IV.3) 

Recorrendo à equaçao (IV.1), e tendo em vista a possibi-

lidade de endurecimento para um estado multiaxial de tensões, 
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observa-se que, se f < Y(k) tem-se ainda um comportamento elá~ 

tico. Quando f = Y(k), tem início o escoamento plástico dom~ 

terial, e uma mudança incremental na função de escoamento, de­

vido a um incremento de tensão,é dada por 

df = 
af 

ªº 
do 

nesse caso, pode-se ter: 

(IV. 4) 

1) descarregamento elástico, quando df < O, e então o 

ponto retorna para dentro da superfície de escoamento; 

2) carregamento plástico, se df > O, e o material tem 

comportamento plástico com endurecimento, permanecendo o ponto 

de tensão na superfície subseqüente; 

3) carregamento neutro, que ocorre em materiais perfeit~ 

mente plásticos, quando df = O, ficando o ponto na 

inicial, que é fixa. 

superfície 

E possível mostrar, ainda, que para materiais estáveis, 

como conseqüência da lei associativa de escoamento e da irrever 

sibilidade do trabalho plástico, tanto a superfície inicial de 

escoamento, como todas as superfícies subseqüentes, devem ser 

convexas. [20], [21], [22]. 

RELAÇOES CONSTITUTIVAS 

Partindo de que a condição de plasticidade e atingida, 

isto e F = O, deformações plásticas ocorrem, e o incremento de 

deformação atual será: 

dE = dE + dE -e -p (IV. S) 
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onde dE e dE sao os incrementas de deformações elásticas e 
-e -P 

plásticas, respectivamente. 

O incremento de deformações elásticas e dado por 

do (IV. 6) 

sendo Q, a matriz das constantes elásticas do material. 

A lei associativa de escoamento plástico define que os 

incrementas de deformações plásticas, são proporcionais ao gra­

diente da função de carregamento, ou seja, 

dE = dÀ • 
-p 

af 

ªº ' 
(IV. 7) 

onde dÀ, é uma constante a ser determinada. Essa relação é co-

nhecida como condição de normalidade, já que af 

ªº 
e um vetor de 

direção normal à superfície de escoamento, no ponto de 

considerado (Figura (IV.3)). 

tensão 

Portanto, o incremento total de deformação sera expresso 

por 

af 
do+ dÀ • (IV. 8) 

ªº 
que apos a determinação da constante dÀ, e conhecimento da fun­

çao de escoamento, resulta na relação incremental entre tensão 

e deformação, através da matriz elasto-plástica D , na forma: -ep 

do = D_ 
-ep ds (IV. 9) 
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Fig. IV3_ CONDIÇÃO DE 

F ( <Jj ,Oi , k ) 

<Tj(E,) 

NORMALIDADE 

CRITERIO DE ESCOAMENTO DE VON MISES 

Vários estudos foram feitos, para a obtenção dos crité­

rios de escoamento, associados aos diversos materiais. Vale des 

tacar que os critérios de von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e 

DrNcker-Prager, têm recebido especial atenção e atualmente sao 

largamente aplicados, principalmente através de métodos numéri­

cos. 

Os dois primeiros critérios apresentam boa concordância 
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com os resultados obtidos experimentalmente para materiais dúc­

teis, enquanto os outros dois são aplicados à materiais frágeis 

e solos. 

No presente trabalho, o estudo é baseado no critério de 

von Mises, para materiais com endurecimento isotrópico. Nesse 

caso, as duas hipóteses apresentadas quanto ao endurecimento do 

material sao equivalentes [22]. 

Fisicamente, um critério de escoamento é independente da 

orientação do sistema de coordenadas empregado, sendo convenien 

te expressá-lo em função de três invariantes de tensões J 1 , J, 

e J,. 

Von Mises sugeriu que o material começa a se deformar 

plasticamente, quando o segundo invariante de tensões desviató­

rias J, atinge um valor crítico. Analiticamente o critério e 

expresso por 

1 
J, = --

3 
• a' y ' 

(IV.10) 

onde ªy e a tensão de escoamento do material para o estado unia 

xial. 

O segundo invariante de tensões desviatórias, vale: 

J, 

ou seja, 

1 

6 

2 

• [(o 1 - 0 2 ) 2 + (0 2 - 0,) 2 + (a, - o
1

)2] , (IV. 11) 

• (S 2 + S2 + S 2 ) + T 2 + T 2 + T 2 
X y Z xy yz ZX 

(IV.12) 



onde 

com 

sz = o o z rn 

ºm = 

0x + 0y + ºz 

3 
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Reescrevendo a equaçao (IV.10) na forma: 

(IV.13) 

(IV.14) 

define-se então o corno a tensão efetiva ou tensão equivalente, 

que quando atinge a tensão de escoamento do material, indica o 

início do escoamento. 

Existem duas interpretações físicas para o critério de 

von Mises. A primeira, sugerida por Nadai, e que o escoamento 

tem início quando a tensão de cisalharnento octaédrica atinge 

certo valor crítico. Essa tensão ocorre no plano octaédrico, 

cuja direção normal é igualmente inclinada, em relação aos ei­

xos principais, e vale: 

'oct = / 3 · J 2 
(IV.15) 
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A interpretação de Hencky para o critério, é que o . ~ 

ini-

cio do escoamento ocorre quando a energia de distorção elástica 

desenvolvida, alcança um valor crítico. Esse valor e igual a 

energia de distorção do material, quando este e submetido a en­

saio de tração simples. 

Observa-se que, no critério, as tensões hidrostáticas nao 

provocam escoamento, pois essas tensões não interferem na ener­

gia de distorção. Observações experimentais indicam que as de-

formações plásticas de metais realmente independem de 

hidrostáticas. 

tensões 

Como conseqüência disso, a superfície definida pela equ~ 

çao (IV.10), quando representada no espaço de tensões princi-

pais, corresponde a um cilindro com eixo na direção igualmente 

inclinada com os eixos do sistema, e raio igual a~· ºy (Fi 

gura (IV .4)) . 

O endurecimento isotrópico do material dá origem a novas 

superfícies, expandidas e concêntricas em relação a 

que podem ser representadas -través da projeção 

1!(01 + º2 + o3 = O). 

no 

inicial, 

plano 

A lei de endurecimento do material Y(k) e expressa em 

termos da tensão equivalente o e da deformação plástica equiva­

lente E , através de: 
p 

(IV.16) 
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plano TT--~.-
(Oj +~+~=O) 

/ 
superfície subsequente--.a{ 

1 
1 

/ 

/ 
/ 

plano 1r 

-- -........ 

' ' \ 

superfície inicial---+--..\ 

\ 

' / '- / 
..__ __ 

\ 
\ 
1 

1 
/ 

Fig.l\/.4_NTERPRETAÇÃO GEOMÉTRICA DO CRITÉRIO DE VON MISES 

Para definição da função H, recorre-se ã curva "tensão­

deformação" do ensaio uniaxial (Figura (IV. 1)). O comportamen­

to, inicialmente elástico, é caracterizado pelo módulo de elas­

ticidade do material E. Superada a tensão de escoamento ºY' a 

resposta é definida através do módulo tangente elasto-plástico 

ET, que representa a variação da tangente à curva, dado por 

do 
Er=-

ds 
(IV. 1 7) 
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No caso uniaxial, tem-se que o 1 = o e 0 2 = o, = O; logo, 

a tensão equivalente ê igual a o, sendo a deformação plástica 

equivalente igual ã respectiva deformação Ep. 

Diferenciando, então, a equaçao (IV.16), vem: 

dD 
= H' (E ) 

dE:°P 
p 

ou seja, 

do 

A deformação plástica e dada por: 

que,quando substituída em (IV.19), resulta 

do 
H' = ----- = -~--~--

dE dEe 

do do 

Como o módulo elástico E, é expresso por 

do 
E= ---

e tendo em vista a equaçao (IV.17), obtêm-se 

1 
H' =-~--~-1 1 

isto e, 

(IV.18) 

(IV.19) 

(IV.20) 

(IV. 21) 

(IV.22) 

(IV.23) 
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(IV.24) 
~ 

1---
E 

Assim, a função H' pode ser determinada experimentalmen-

te, através do ensaio uniaxial do material, e como será visto 

posteriormente, necessita-se de H', e não da função H, na formu 

lação matricial. 

IV.2 - CRITÉRIOS DE ESCOAMENTO PARA CASCAS DELGADAS 

Para cascas de pequena espessura, simplificações ~ão in­

troduzidas quando se adotam as hipóteses deKirchhoff-Love. Como 

foi visto no Capítulo III, as tensões de cisalhamento transver­

sais Tzx e Tyz' bem como a tensão normal ºz• podem ser despre­

zadas. Nesse caso, o critério de von Mises (equação (IV.10}), 

sera expresso por: 

(02 + 0 2 

X y 

ou seja, 

02 y 
• (0 2 + 0 2 

X y 

(IV.25) 

OX Oy + 3 T~) = 1 , (IV.26) 

Nessa forma, o critério pode ser aplicado diretamente a 

cascas de pequena espessura, mas para obtenção das matrizes en­

volvidas na formulação, .é necessária a integração em todo ovo­

lume dos elementos utilizados na discretização da casca. Como 

em um elemento genérico, para um nível qualquer de carga, a 
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plastificação nao atinge necessariamente todo o elemento, a in­

tegração requer uma separação da região elástica e plástica. 

Já que a plastificação começa nas faces da superfície da 

casca, expandindo-se para a região interna, geralmente a inte­

graçao numérica através da espessura é feita por camadas, conse 

guindo-se assim, representar a propagação da plastificação, atra 

vés do escoamento dessas camadas. 

Quando, no entanto, utilizam-se elementos planos, e con­

veniente escrever o critério de escoamento em função dos esfor­

ços resultantes da integração das tensões ao longo da espessu­

ra, definidos nas equações (III.38) e (III.39). 

A primeira aproximação do critério de von Mises, em ter­

mos dos esforços por unidade de comprimento, foi proposta por 

Ilyushin em 1948. [23], [24], [25]. 

SUPERF!CIE DE ESCOAMENTO DE ILYUSHIN 

Através da teoria das deformações, Ilyushin derivou uma 

superfície de escoamento baseada no critério de von Mises para 

materiais elasto-plásticos perfeitos, em função dos 

tes dos esforços, que são dados por: 

N = N2 + N2 - N N + 3 N2 

X y X y xy 

M = M2 + M2 - M M + 3 M2 
X y"'xy xy 

MN = N M 
X X 

1 
+NM--NM y y 2 X y 

1 
- -N M 

2 y X 
+3N M 

xy xy 

invarian-

(IV.27) 
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Para isso, utilizou três formas quadráticas nao dimensio 

nais, expressas por: 

sendo: 

N, = 

M, = 

= 

c1y 

N 

NZ 
o 

. 

ºy 
. 

4 

t 

t2 

ou por meio de relações paramétricas da forma: 

~ = f 2 (q,' µ) 

Qtrn = f, (q,, µ) 

Os dois parâmetros q, eµ correspondem a: 

(IV.28) 

(IV.29) 

(IV.30) 



e. 
l2 

<P = --

µ = 

e. 
ll 

e. io 

e. 
ll 
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(IV.31) 

onde ei 1 é a deformação equivalente ei na face superior da su­

perfície da casca, e e. , a deformação equivalente na face infe 
l2 

rior; eio e o mínimo valor de ei. Ilyushin escreveu dois con-

juntos separados das funções f 1 , f 2 e f,, para o uso com a equ~ 

çao (IV.30). Para o primeiro conjunto, que indica predominân­

cia da flexão, e. ocorre dentro da espessura da casca; para o 
lO 

segundo, quando há predominância do estado plano de 

ei
0 

ocorre fora da casca. 

tensões, 

Em situações de predominância do efeito de flexão, e par­

tindo de que toda a secção atingiu o escoamento, Ilyushin sim­

plificou a equação (IV.30), eliminando os parâmetros <P eµ, o 

que resultou na superfície aproximada 

1 

~ 
Qtm = 1 

que, com a substituição das equaçoes (IV.28) e (IV.29), 

ser escrita como 

N 16 M 4 Q MN 
FI + + = 1 

02 t2 IJ2 t4 ~ IJ2 t3 
'I y y 

onde Q e o sinal do termo MN, ou seja: 

MN 
Q = 

IMNI 

(IV.32) 

pode 

(IV.33) 

(IV. 34) 
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Outros autores apresentaram superfícies alternativas apr~ 

ximadas, utilizando as formas quadráticas Qt, Qm e Qtm' 

aproximações foram comparadas por ROBINSON [23], que 

Essas 

concluí 

ser a superfície de Ilyushin a melhor aproximação linear no es­

paço definido por Qt' Qm e Qtm' 

SUPERFfCIE DE ESCOAMENTO DE CRISFIELD 

A superfície de Ilyushin representa uma boa aproximação 

quando o efeito de flexão é predominante, já que, nesses casos, 

é grande a curvatura plástica equivalente, a qual é representa­

da por kp e definida de modo análogo à equação (IV.3): 

(IV.35) 

Isto indica que a superfície apresenta bom comportamento 

nas seçoes totalmente plastificadas, onde o momento tende para 

o valor M0 (equação (IV.29)), enquanto a curvatura plástica equi 

valente tende para valores infinitos. 

Quando uma das fibras extremas atinge o escoamento, tem­

se kp = O, e pode-se definir uma superfície inicial de escoameg 

to. Nesse caso, as tensões ao longo da espessura da secção es­

tão ainda no regime elástico, sendo calculadas através de: 

N 6 M 
X X 

ªx =--± 
t ti 

N 6 M 
a = _)'_ ± 
y t t2 

N 6 M 
= 

xy ± xy 
'i'.xy 

t ti 
(IV. 36) 
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Essa superfície inicial de escoamento é obtida através 

da substituição de (IV.36) no critério de von Mises (IV.26): 

9 

4 

CRISFIELD [25] 

(IV.37) 

propos, então, uma modificação na super-

fície de Ilyushin, visando obter melhor aproximação para valo­

res pequenos de k. Para isso, desenvolveu uma superfície ex­p 

pressa por 

(IV.38) 

onde kp deve ser tal que Fc seja igual a superfície inicial F1 , 

para kp = O, e igual a F1 , para Kp + 00 

De modo a atender essas condições,. Crisfield sugeriu a 

simples substituição do momento uniaxial plástico M0 , pelo mo­

mento Me, onde Me segue a curva "momento-curvatura" para o caso 

uniaxial. Isto é, o momento Me, varia do valor M1, dado por 

(IV.39) 

que corresponde ao escoamento da primeira fibra na secçao, até 

o valor M0 quando toda a secção já atingiu o escoamento. 

O momento Me é relacionado a M0 , através de: 

(IV.40) 

onde a função a é obtida a partir da curva "momento-curvatura" 

e da curvatura plástica equivalente 
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1 

3 
• exp 
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4 E • t 

(--3 -
ºy 

Assim, com a substituição de Me por M0 ~;nas 

(IV.28) e (IV.32), e obtida a superfície de Crisfield 

~ 1 
FC = Qt +--+ IQtJnl = 1 

a' C! '3 

ou 

N 16 M 4 ,~ MN 
F = + + = 1 e 

rr2 t2 a' º' t4 C! '3 CJy tj "Y y 

Observa-se que, quando kp -,. 00 tem-se Cl = 1 ' e 

cie F e coincide com FI. Porém, se kp = o' tem-se Cl = 

nesse caso Fc assume o valor: 

(IV.41) 

equaçoes 

(IV.42) 

(IV .43) 

a superf_! 

2 
e' 

3 

(IV.44) 

haverá então uma diferença no coeficiente do termo Qtm' em rel~ 

ção a F1 • Essa diferença acarreta um retardamento no início do 

escoamento das fibras extremas, quando se utiliza a superfície 

de Crisfield, mas consegue-se uma melhor aproximação para valo­

res intermediários de Kp. 

De modo a melhorar o comportamento inicial de escoamen­

to, EIDSHEIM [26] apresentou uma modificação na equação (IV.43), 

introduzindo um parãmetro b, dado por 

(IV.45) 

ficando Fc, na forma 
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N 16 M 
---+-----+------=1 

02 t2 
y 0'. 2 0 2 t 4 

y 

(IV.46) 

SUPERF!CIE DE CRISFIELD PARA MATERIAIS COM ENDURECIMENTO 

Tanto a formulação de Ilyushin, como a aproximação de 

Crisfield, foram desenvolvidas para materiais elasto-plásticos 

perfeitos. 

Utilizando a equaçao (IV.46), EIDSHEIM [26] desenvolveu 

uma formulação, considerando o endurecimento isotrópico do ma­

terial. Seguindo a hipótese de wo~R ha~dening, Eidsheim adotou 

uma curva uniaxial "tensão-deformação" particular, .onde a ten-

- -sao, apos o escoamento inicial, tende assintoticamente para um 

valor limite 0 1 = 2 • ºy· Esta formulação foi aplicada em al­

guns casos de solicitação por flexão e deformação axial em vi­

gas. 

No presente trabalho, adota-se a superfície original de 

Crisfield para materiais que apresentam a curva "tensão-deforma 

ção" da Figura (IV.S), já que esta superfície representa uma 

boa aproximação, mesmo quando as seções não estão 

plastificadas. 

Como o módulo tangente elasto-plástico é 

totalmente 

constante, a 

função H' definida na equação (IV.24) também o é e, nesse caso, 

após ser atingida a tensão ºy• a tensão equivalente, será ex­

pressa por 

(IV.47) 

onde, para materiais elasto-plásticos perfeitos, H' sera nula. 
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Figura IV.5 

Reescrevendo a equaçao (IV.43), como 

( 
N 16 M 
-+---+ 

t 2 a 2 t" 
(IV.48) 

é possível introduzir o conceito de tensão equivalente, defini­

da pela lado esquerdo da equaçao (IV.48), ou seja: 

o = ( 
t

N
2 

+ __ 16_M_ + _4_<1_MN-)1 ;2 

a 2 t" a /3 t3 
(IV.49) 

Com a substituição da tensão ºy pela função de endureci-

menta H (equação (IV.16)), que nesse caso será 

deformações e curvaturas plásticas, isto é, 

a superfície de escoamento sera dada por 

F = o(n, m, ~) - H(~, ~) = O 

dependente das 

(IV.50) 

(IV. 51) 
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onde nem, sao os vetores que contém os esforços por 

de comprimento, definidos em (III.40) e (III.41). 

IV.3 - DETERMINAÇÃO DAS MATRIZES ELASTO-PLÁSTICAS 

A partir da equaçao (IV.51), pode-se escrever 

dF = o 
' 

ou seja, 

da= cJH 

e, então, tem-se que 

ílo 
dm+--

:JH 
dE + -- • dk 

unidade 

(IV. 52) 

(IV.53) 

dE 
-P 

-p ílk -p 
-p 

(IV. 54) 

Denotando por 

~n = f :: } 
í ªºt Fm=t-

- :im 
(IV. 55) 

obtem-se, a partir da equaçao (IV.49), que: 
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1 t::}'" 2 b 

Fn = -- • 
t2 13 t 3 

2 b 

. { ::} ' 
16 

Fm = -
C< /3 t' ª' t" 

Indicando por: 

1 
a=-­

t' 

2 b 
b =----

ª 13" t' 

16 
c =---

ª' t" 

i ::J 
. { :} 

(IV.56) 

(IV.57) 

e utilizando-se os invariantes de esforços definidos em (IV.27), 

determinam-se explicitamente os vetores Fn e Fm em função dos 

esforços: 

a(2N - N) + b(2 M - M) 
X y X y 

Fn = a(2 N - N) + b(Z M - M) y X y X 

(IV.58) 
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b(2 N - N) + c(2 M - M) 
X y X y 

Fm = b(2 N - N) + c(2 M - M) 
y X y X 

+ c(6 ~) 

(IV.58) 

A derivada da tensão equivalente, em relação a curvatura 

plástica equivalente, é obtida através da função a, isto é, 

vem: 

--=--·--
ak p 

ªº ªª Denotando-se -- e ---

4 <1 MN 32 M 
VA = - -----

4 
vc =-

9 

Logo, 

E • t 

o 
y 

-- = VA • VC 

(IV.59) 

por VA e VC, respectivamente, 

E • t ) 
·-·kp 

o 
y 

(IV.60) 

(IV.61) 

(IV.62) 

A curvatura plástica equivalente pode ser calculada pela 

somatória dos incrementos de curvatura, ou seja, 

(IV. 63) 

onde 
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dk' = ~ (dk 2 + dk
2 

+ dk O dk + 
p 3 Px Py Px Py 

dk 2 

~) (IV.64) 

A partir da condição de normalidade, pode-se escrever: 

ds =dÀ•Fn 
-P 

que, com a substituição da equaçao (IV.58) e com a 

de (IV. 64) , resulta em 

onde 

VB = 2 vb 2 N + c 2 • M + 2 • b • c • MN 

Substituindo-se as equaçoes (IV.55), (IV.62) e 

em (IV.54), obtém-se 

(IV.65) 

utilização 

(IV. 66) 

(IV.67) 

(IV.66) 

Fh dn + Ffu 
oH 

dm + VA • VB • VC • dÀ = -­
as -p 

aH 
dE +-­-p -~ (IV.68) 

ou, equivalentemente, 

Fh T dn + Fm dm + VA • VB • VC • dÀ 

Logo, o coeficiente dÀ e dado por 

aH aH 
•dÀ•Fn+--•dÀ•Fm 

ak 
-P 

(IV. 69) 
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Fl • cln + Fili • clm 
dÀ = (IV. 70) 

3H 3H 
Fn + Fm - VA • VB • VC 

as -p a~p 

De acordo com as equaçoes (III.40) e (III.41), os incre­

mentas dn e d~, são escritos na forma: 

(IV. 71) 

sendo d~t e d~t' os incrementas totais de deformação e curvatu­

ra, respectivamente, ou seja, 

d~t = d~e + d~p 

dk=dk+dk 
-t -e -P 

(IV. 72) 

Recorrendo-se a equaçao (IV.65), chega-se as equaçoes 

cln =D~• {d~t - dÀ • Fn} 

clm = DB • {dk - dÀ • Fm} -t 

que, quando substituídas em (IV.69), fornecem 

(IV.73) 

dÀ • [i + J - (VA • VB • VC) + H1 + H2 ] = Fl IM• ds + FI DB • dk 
-t -t 

(IV. 74) 



onde: 

e 

l 

j = FI 

aH 
H1 = 

oE 
-P 

aH 
H, =--

72 

Fn 

DB Fm 

(IV. 75) 

Fn 

Fm 

(IV.76) 

Dessa forma, obtém-se dÀ em função dos incrementas totais de de 

formação: 

1 
dÀ = --------------

1 + j - (VA • VB • VC) + H1 + H2 

IJM. dE + FI DB. dk} -t -t 

(IV.77) 

Para se determinar H1 e H2 , utiliza-se o conceito de tra 

balho plástico, definido pela equação 

dWP = t • o 
T T 

dÊ:p=n •dE +m -P -~ (IV.78) 

assim, o incremento de deformação plástica equivalente, dEP' e 

dado por 

1 
dEP = ---- • {nT 

t • o 

T dE + m • dk} 
-p -p 

(IV.79) 
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ou, tendo em vista (IV.65), por 

T 
Fn + m Fm} (IV.80) 

E possível, ainda, escrever as derivadas da função H em 

relação às deformações plásticas: 

3H 3H 3Ep aw 1 T 
= 

p 
= H' . n (IV. 81) 

3EP awP OE -
ª'=P t a 

-p 

e 

3H 3H 3Ep aw 1 T 
= 

p = H' . m (IV.82) 
a~p 3E awP a~p t • a 

p 

onde H' e calculada através da equaçao (IV.24). 

Substituindo-se, então, as equaçoes (IV. 81) e (IV.82) em 

(IV.76), obtém-se: 

H' T 
H1 = n Fn 

t • ª 

H' 
H, = ---

t • a 
(IV.83) 

Recorrendo-se à condição de normalidade e ao coeficiente 

dÀ, dado em (IV.77), as equações (IV.65) resultam em: 
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1 

1 + J - (VA • VB • VC) + H1 + H2 

11v1 • ds + Ffu 
-t 

DB•dk}•F1 
-t 

dk ; ---------------
-p 

1 + J - (VA • VB • VC) + H1 + H
2 

Usando-se as notações 

Ln ;fn FÀ 

obtém-se: 

1 
ds ; ----------------p 

1 + J - (VA • VB • VC) + H1 + H2 

1 

1 + j - (VA · VB • VC) + H1 + H2 

{F~ 

{Ln 

11vl•ds +Ffu -t 

DM•ds +Lnm 
-t 

(IV.84) 

(IV.85) 

DB • dk} 
-t 

(IV. 86) 

A substituição de (IV.86) em (IV.71), conduz às relações 

entre os incrementos de esforços e deformações, as quais são da 

das por: 

Fr 
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dn = DM • {dE - {Ln DM - - -t j (VA • VB • VC) + H1 + H2 
l + -

+ 1nm • DB • dk } } 
-t 

1 {rlm clm = DB . {dk - DM -t i + j (VA • VB • VC) + H1 + H
2 -

+ Lm DB • d~t}} 

Essas relações podem ser escritas na forma: 

clm = DEFT • ds + DF • dk 
- - -t -t 

ou 

.{
d~t} 

= ~ep 

d~t ' 

onde ~ep é a matriz elasto-plástica, conforme equaçao 

formada pelas matrizes da equação (IV.88), ou seja, 

D~J 
DF - -

• dE + -t 

• ds + 
-t 

(IV.87) 

(IV.88) 

(IV.89) 

(IV.9), 

(IV.90) 
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DE = DM • [I - --------------
1 + j - 0/A • VB • VC) + H1 + H2 

Ln DM] 

DEF = 

[I - ------------- • Lm 
i + J - (VA • VB • VC) + H1 + H2 

1 

DB] 

DM 1nm DB 
1 + J - (VA • VB • VC) + H1 + H

2 

sendo !, a matriz identidade (3x3). 

IV.4 - EQUAÇÕES ELASTO-PLÁSTICAS PARA GRANDES DEFLEXÕES 

(IV. 91) 

A formulação de grandes deflexões em estruturas de super­

fície, com materiais que têm comportamento elasto-plâstico, po­

de ser obtida com a combinação das equações desenvolvidas nos 

Capítulos III e IV. 

Para a combinação de não-linearidade geométrica e física, 

e necessária a determinação da matriz de rigidez tangente e 

do vetor das forças nodais internas, utilizando, porém, as rela 

çoes elasto-plásticas entre esforços e deformações. 

MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE 

Como foi visto no Capítulo III, a matriz de rigidez tan-
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gente relaciona incrementas de força e deslocamento, 

equação (III.23): 

d.F = 1ST • do 

conforme 

De acordo com a equaçao (III.37), tal matriz e calcula­

da, no regime elástico, por 

B' + GT T' G) dv (IV.92) 

A matriz B' é dada em (III.27), porem D' deve ser substi 

tuída pela matriz ºep, já que após a integração ao longo da es­

pessura, a matriz !r resulta da integração da área do elemento, 

e as relações constitutivas ficam em função dos esforços (equa­

ção (IV.89)). Assim, a matriz !r, será expressa por 

~I • l ( 
'A 

sendo 

o DE DEF B1 BS o 

:..J). ~' + 

BST DF o BZ o 
~ 

(IV.93) 

Desenvolvendo (IV.93), obtém-se, finalmente, a matriz K · 
-T 

i<.. K~ 
-11 -10 

K. K 
-10 -O <:J 

(IV.94) 
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~ii ; J A ()l_,r • D_E • B1) • dA 

K 
-00 

DF B2 + BST DE BS + BZT BS + 

+ BST DEF BZ + GT M' G) • dA 

(IV.95) 

VETOR DE FORÇAS NODAIS INTERNAS 

O vetor de forças nodais internas ê calculado através 

das mesmas equações desenvolvidas no Capítulo III, ou seja, 

que, apos a integração ao longo da espessura, resulta em 

n 

})· dA 

m 

Note-se ,que os esforços podem estar no regime plástico e, por­

tanto, são determinados a partir das relações elasto-plâsticas. 
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V - RESULTADOS DE ANÁLISES 

Neste capítulo, apresentam-se os resultados numéricos 

obtidos através da análise com o elemento desenvolvido de al­

guns exemplos. Esses resultados sao comparados com as soluções 

apresentadas por diversos autores. 

Nas quatro primeiras análises, obtém-se a resposta de e~ 

truturas de superfície sujeitas a cargas estáticas. Primeira-

mente, faz-se o estudo de não-linearidade geométrica de uma cas 

ca esférica e uma placa. 

A seguir, é apresentada a análise elasto-plástica de 

uma casca cilíndrica e de uma calota esférica, respectivamente. 

No quinto exemplo, determinam-se as freqüências naturais 

de uma viga engastada, onde procura-se comparar os resultados 

obtidos utilizando-se as matrizes de massa consistentes, com as 

matrizes agrupadas. Verifica-se, ainda, nesse exemplo, o efei­

to do termo da matriz de massa associado aos graus de liberdade 

de rotação. 

Finalmente, faz-se a análise dinãmica de uma placa sim­

plesmente apoiada de material elasto-plástico perfeito. 

Os resultados e comparaçoes estão a seguir. 
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V.l - ANÁLISE ESTÁTICA 

a) Não-linearidade geométrica 

CASCA ESFERICA SIMPLESMENTE APOIADA 

A casca esférica de projeção quadrada no plano horizon­

tal, simplesmente apoiada nos bordos, está sujeita a uma carga 

concentrada vertical no centro, conforme Figura (V.1). 

Devido ã simetria, analisou-se apenas uma quarta 

da estrutura, utilizando-se uma malha de (4x4). Apesar 

parte 

dessa 

malha não ser muito refinada, obteve-se uma solução próxima das 

de outros autores. 

A Figura (V.1) indica a variação do deslocamento do pon­

to central da casca em relação a carga, para a análise efetuada 

e para a solução apresentada por esses autores. 

LEICESTER (29] obteve a resposta com uma solução analí­

tica através de séries, enquanto MATSUI [30], bem como BERGAN 

[31), utilizaram o método dos Elementos Finitos, porém com for 

mulações diferentes. Esse problema também foi analisado por 

DHATT (32] e por BATHE (33] com soluções semelhantes. 

Neste estudo, o método adotado para a resolução do siste 

ma de equações não lineares foi o de Newton-Raphson, com tole­

rância fixada em 1%. A partir do terceiro incremento de carga 

utilizou-se controle de deslocamento, com incrementos iguais de 

25 mm, como pode-se observar na Tabela (V.1). Consegue-se, as­

sim, traçar a curva da Figura (V.1), mesmo com a perda de rigi­

dez da casca. 
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Tabela (V .1) 

P(KN) W(mm) 

1 O. 1 2. 54 

20. 27.47 

30. 50.34 

4 1 . 2 9 75.34 

47.62 - 100.34 

51. 17 - 125.34 

52.37 - 150.34 

50.63 - 175.34 

47.23 - 200.34 

44.93 - 225.34 

47.82 - 250.34 

58.54 - 275.34 
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PLACA APOIADA SUJEITA À CARGA EM SEU PLANO 

O objetivo deste estudo é a análise do comportamento pos 

flambagem de uma placa simplesmente apoiada. 

As características geométricas e propriedades elásticas 

do material, bem como a malha utilizada na discretização, ffitão 

indicadas na Figura (V.2). 

Considera-se que os apoios impedem os deslocamentos 

transversais, porem deixam livres os deslocamentos no plano da 

placa. 

Um carregamento axial de compressao uniformemente distri 

buído é aplicado ao longo de duas extremidades. Entretanto, 

para a determinação da curva que mostra a variação dos desloca­

mentos com a carga axial, uma pequena força vertical é aplicada 

no ponto central da placa. 

Esse procedimento foi proposto por ARGYRIS [34], de mo­

do a avaliar a singularidade para a carga crítica. Essa força 

vertical é proporcional ao carregamento axial, atingindo ova­

lor máximo igual a 0,2 N, quando esse alcança três vezes o va­

lor crítico. 

A Tabela (V.2) apresenta os deslocamentos longitudinais 

de um ponto da borda e os deslocamentos transversais do ponto 

central da placa, para alguns níveis de carga. 

Os resultados obtidos sao comparados com a solução da re 

ferência [34], através da Figura (V.3), que indica os desloca­

mentos verticais do ponto central da placa, em função da carga. 

Nesse gráfico, a carga crítica que serve de referência, 
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é dada por TIMOSHENKO [35], e resulta em uma tensão normal crí 

tica igual a 19.20 MPa. 

a 

Figura V.2 

Tabela (V.2) 

P1 (N/mm) W1 (mm)x 1 o 2 

1 7 . 5 1 . 1 2 

26.25 2.88 

35.0 14.82 

43.75 84.45 

61 . 2 5 160.19 

78.75 210.99 

96.25 252.04 

a =203,2mm 
t = o/100 

E =70 GPo 

\1 =0.33 

V 
2 

(mm) X 

1. 13 

1 . 6 9 

2.27 

3. 1 5 

5. 1 5 

7. 1 8 

9.24 

1 o 2 
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b) Não-linearidade física 

CASCA CILINDRICA APOIADA EM DIAFRAGMAS 

A casca cilíndrica com propriedades físicas e dimens6es 

geométricas apresentada na Figura (V.4), é submetida a um carre 

gamento distribuído uniforme vertical. O material da casca e 

elasto-plástico perfeito e, devido ã simetria, foi analisada 

apenas uma quarta parte da estrutura com uma malha (4x5). 

Este problema foi estudado por diversos autores, sendo 

que DUPUIS [36], bem como BÃCKLUND [37], levaram em conside­

ração apenas a não-linearidade do material. 

BERGAN [31] e ARGYRI S [ 3 8] apresentam solução do pr~ 

blema levando em consideração, também, o efeito de não-lineari­

dade geométrica. Porém, como pode-se notar na Figura (V.5), 

onde aparece o deslocamento vertical do ponto .central na borda 

livre (ponto B) em função da carga, o efeito de não-linearidade 

geométrica nao e significativo na solução do problema. 

No presente estudo, utilizou-se o método de Newton-Ra-

phson, porém sem atualizar a matriz de rigidez, conseguindo-se, 

portanto, considerável economia de tempo de processamento. 

Verifica-se, em cada iteração, apenas o vetor de forças 

nodais equivalentes, o que acarreta um número maior de itera­

çoes para se atingir a convergência em um determinado incremen-

to de carga. Isso, todavia, é recompensado, já que calcula-se 

a matriz de rigidez tangente apenas na primeira iteração, sendo 

essa, a matriz de rigidez linear da estrutura. 

Na Figura (V.6), mostra-se a progressao da plasticidade 
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nos pontos de integração em função de alguns níveis de carga. 

Procura-se comparar essa progressão com os resultados da refe­

rincia [37], apresentados na Figura {V.7); nessa figura, os nu 

meros indicados em cada elemento representam a quantidade de ca 

madas plastificadas nos pontos de integração numérica. 

O modelo utilizado por BACKLUND [37] segue o critério 

de von Mises, e cada elemento e dividido em dez camadas parale-

las à superfície média, de modo a levar em conta o 

parcial ao longo da espessura da casca. 

escoamento 

No elemento desenvolvido, o estudo é reduzido à superfí­

cie média, mas verifica-se que há conformidade entre as regiões 

que atingiram a plasticidade. 
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CALOTA ESFERICA ENGASTADA 

Este exemplo tem como objetivo verificar o comportamento 

da superfície de escoamento desenvolvida no presente estudo e, 

para isso, comparam-se os resultados obtidos com elementos que 

empr~garn outras formulaç6es. 

A calota esférica engastada sujeita a uma carga uniforme 

vertical, é analisada utilizando-se a malha indicada na Figura 

(V.8). A plasticidade do material da casca obedece o critério 

de escoamento de von Mises, sendo apresentada uma solução supo~ 

do o material elasto-plistico perfeito, e uma segunda, conside 

rando o endurecimento do material após a plastificação. 

Na Figura (V.9) mostra-se a variação do deslocamento cen 

tral em função da carga, para os dois casos. Os resultados sao 

comparados com as soluç6es obtidas por LANDAU [39], onde :, a 

casca foi analisada com elementos Axi-simétricos e com elemen­

tos Tri-dimensionais degenerados. 

As diferenças verificadas nas soluç6es sao aceitiveis, 

ji que as formulaç6es são diferentes; tanto o elemento degener~ 

do, corno o axi-simétrico, apresentam integração ao longo da es­

pessura, ao passo que o elemento desenvolvido possui pontos de 

integração apenas na superfície. 

Além disso, o método para a solução do sistema adotado 

pelos autores foi o incremental, com incrementos de carga de 

2,5 psi. Neste estudo, adota-se. Newton-Raphson com incrementos 

variiveis, não havendo necessidade de atualizar a matriz de ri­

gidez. 

Consegue-se, assim, uma solução satisfatória, com um tem 
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pode processamento relativamente reduzido. 

A seguir, estão indicados, na Figura (V.10), os pontos 

plastificados da superfície, bem como a configuração deformada, 

para um nível de carga igual a 61,95 psi. 

Finalmente, a Figura (V.11) apresenta a variaçao do mo­

mento fletor ~ ao longo da casca, para o mesmo nível de·carga, 

nos casos elistico e elasto-plistico perfeito. 

Na Tabela (V.3) comparam-se as tensões em alguns pontos 

de integração, com o elemento tri-dimensional degenerado. Nes 

se caso, como no presente estudo, não se sabe precisamente como 

variam as tensões ao longo da espessura da casca de um ponto 

plastificado; no ponto próximo ao centro da casca, onde se com­

param as tensões para a carga p = 57,5 psi, pode-se supor que 

toda a secção relativa a esse ponto tenha atingido a plastific~ 

çao. 
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Tabela (V.3) - Tensões na face superior dos pontos de 

integração próximos ao centro da casca 

em psi 

p; 40 psi 

Elemento estudado 8052. 

Elemento tri-dimensional degenerado 8157. 

p; 57.5 psi 

Elemento estudado - 10480. 

Elemento tri-dimensional degenerado 9326. 

V.2 - ANÁLISE DINÂMICA 

a) freqüências naturais 

VIGA ENGASTADA EM UMA EXTREMIDADE 

8205. 

8157. 

- 10723. 

- 10724 

+ 84. 

+ 94. 

T xy 

+ 295. 

+ 357 

A finalidade desse estudo e a comparação das freqüências 

naturais de uma viga, calculadas com matriz de massa consisten­

te, e matrizes diagonais agrupadas que levam em consideraçãouma 

parcela da inércia de rotação. 

Calculam-se as primeiras freqüências naturais de uma vi­

ga de secção retangular engastada em uma das extremidades. As 

características geométricas, bem como os dados relativos ao ma­

terial da viga, são apresentados na Figura (V.12). 
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Esse exemplo foi resolvido por SURANA [40], que utili-

zou diversas malhas e espessuras diferentes para a viga, porém 

com um elemento tridimensional de casca com 16 nós. 

No presente estudo, utilizaram-se as malhas I e II repre 

sentadas na Figura (V.12), com a espessura da viga igual a 0.55 

polegadas. 

As quatro primeiras freqüências naturais sao apresenta­

das na Tabela (V.4), para a malha I, sendo que, para as matri­

zes agrupadas, faz-se a variação do coeficiente "Ky'', que mul t2-_ 

plica a soma das parcelas de rotação da matriz consistente, re­

lativas ao grau de liberdade associado. Nas duas Últimas colu-

nas estão os valores da ref. [ 40] para matrizes de massa con-

sistente e discreta, com uma malha de dois elementos tri-dimen­

sionais de casca. 

Na Tabela (V.5) tem-se as oito primeiras freqüências na­

turais para a malha II, comparadas com as soluções de uma malha 

com oito elementos tri-dimensionais da referência [40]. 

Observa-se que os valores obtidos para as diversas matri 

zes agrupadas não apresentam diferença significativa, tendo em 

vista que a viga possui pequena espessura. 
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Tabela (V.4) - Freqüências naturais (c.p.s.) - Malha I 

Freqüências Discreta Ref. [ 4 O J 
Naturais Consistente 

K =0. Ky=0.45 Ky=O. 75 Ky=1.0 consistente discreta y 

1 72.84 70.3 70.3 70.3 70.3 72.3 69.6 

2 483.3 437.5 436.8 436.4 436. 1 476.8 395.6 

o 

3 594.8 485.4 484.7 484. 1 483.7 SOS.O 442.6 

4 780.6 761. 3 761.3 761.3 761. 3 563.3 483.0 



Tabela (V.5) - Freqüências naturais (c.p.s.) - Malha II 

Freqüências Discreta 

Naturais Consistente 
Ky=O. Ky=1.0 

1 71 . 8 71 . 3 71 . 3 

2 457.0 445.2 444.8 

3 583.0 549.6 549.0 

4 584.6 580.6 580.6 

5 1319.3 1264.5 1 261. 9 

6 1811.7 1698.2 1695.4 

7 .'2690.5 2554.3 2554.0 

8 2932.2 2822.0 2822.0 

Ref. 

consistente 

71 . 5 

447.4 

492.9 

550.9 

1281.5 

1702.1 

2698.6 

3031.0 

[40) 

discreta 

7 O. 8 

4 31 . 3 

487.6 

514.5 

1180.1 

1579. 2 

2234.2 

2746.3 

C) 

N 
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b) Não-linearidade física 

PLACA ELASTO-PLÁSTICA SIMPLESMENTE APOIADA 

A análise dinâmica de uma placa quadrada elasto-plásti­

ca perfeita apoiada nas extremidades, é feita utilizando-se ma 

trizes de massa discretas e consistentes. As 

do material, bem como a geometria da placa e o 

estão na Figura (V.13). 

características 

carregamento, 

Este problema foi resolvido por LIU e LIN [41] os quais 

utilizaram a teoria das pequenas deformações, e por HUGHES (42], 

que considerou também não-linearidade geométrica. 

A resposta dinâmica para o elemento desenvolvido, utili­

zando matrizes de massa consistentes com quarenta intervalos de 

tempo, praticamente coincide com a solução através de matrizes 

de massa discretas para oitenta intervalos de tempo. 

Na análise com as matrizes de massa consistentes, o máxi 

mo deslocamento vertical do ponto central da placa corresponde 
-1 . -4 a 2.86x1Q 1n, para t = 7.58x10 6, enquanto que, com matri-

zes discretas, o valor máximo é de 2.87x10- 1 in para o mesmo 

tempo. Nos dois casos, utiliza-se o método de integração de 

Newmark, atualizando-se a matriz de rigidez (não se verificando 

o equilíbrio em cada intervalo de tempo). 

A solução obtida está indicada na Figura (V.14), que mo~ 

tra a variação do deslocamento central da placa com o tempo, a 

qual é comparada aos resultados das referências [41] e [42]. 

Observa-se que, nessa análise, o deslocamento máximo al­

cança um valor maior e ocorre para um tempo superior do que as 
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outras soluções. Isso pode ser conseqüência de um relativo atra 

sona plastificação dos pontos de integração, decorrente da su­

perfície de escoamento aproximada que se utiliza na formulação. 

Duas outras soluções análogas as anteriores foram obti­

das, desta feita, verificando-se o equilíbrio a cada intervalo 

de tempo .. Entretanto, esse procedimento exige grande esforço 

computacional, acarretando um alto tempo de processamento. 

Quando, no entanto, nao se atualiza a matriz de rigidez, 

mesmo verificando o equilíbrio podem ocorrer problemas de con­

vergência. Utilizando-se, por exemplo, quarenta intervalos de 

tempo e atualizando a matriz de rigidez a cada cinco 

los, nao se consegue a convergência já nos primeiros 

los. 

interva­

interva-

Mesmo com oitenta intervalar de tempo, com matrizes con­

sistentes de massa, contudo sem atualizar a matriz de rigidez, 

a solução é obtida até o tempo de 4.46x10-
4 

~. não convergindo 

para o intervalo posterior. 
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VI - CONCLUSÕES 

Procurou-se examinar nesse trabalho o desempenho de uma 

formulação símples para análise não-linear de estruturas de su­

perfície. 

Estudou-se problemas de não-linearidade geométrica atra­

ves das equações de von Kármán, utilizando-se uma regra de inte 

gração numérica adequada, para garantir a convergência das solu 

çÕes de uma ampla classe de problemas práticos. 

O tratamento da plasticidade a partir dos esforços é ain 

da assunto que merece pesquisa, e deve representar um caminho a 

ser seguido, já que reduz significativamente o esforço computa­

cional na solução de problemas da engenharia. 

Partindo-se então de um elemento simples, nao conforme, 

desenvolveu-se um critério, que pode também considerar a possi-

bilidade de endurecimento do material, através de 

apenas ao longo da superfície. 

integração 

Esta formulação mostra-se eficiente quando comparada com 

teorias tridimensionais, as quais empregam o critério de von 

Mises em todo o domínio. Atualmente está sendo utilizada na so 

lução de problemas mais complexos, como, por exemplo, na análi­

se de resistência Última de juntas tubulares [46]. 
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Os procedimentos empregados estão implementados no siste 

ma LORANE-NL com possibilidade de análises estáticas, com con­

trole de deslocamentos e cargas, e análises dinâmicas, utiliza~ 

do integração direta (implícita e explícita), como também supeE 

posição modal. 

Dessa forma, pretende-se dar continuidade a pesquisa 

efetuando-se estudos de problemas de impacto, e adequando-se 

esse modelo para o tratamento de estruturas de concreto armado. 
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