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Neste trabalho, aplica-se o Metodo dos Elementos Finitos
d analise do comportamento nio-linear geométrico e fisico de es

truturas de superficie delgadas.

Na analise de ndo-linearidade geométrica, aplica-se a
formulacao derivada das equacdes de von Karmian especifica para

problemas de grandes deflexoOes e pequenas deformacoes.

Para consideracao de nao-linearidade fisica, utiliza-se
uma formulac¢do simplificada, baseada no critério de von Mises,
que representa o comportamento elasto-plastico a partir dos es
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tros modelos e conclusoes sao apresentados.
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[ - INTRODUCAQ

A aplicacdo do Método dos Elementos Finitos na solucao
de problemas nao lineares tem despertado grande interesse na en
genharia. Ao longo dos Ultimos anos, diversas aproximagoes vém
sendo desenvolvidas, dando-se maior énfase a avaliacdo de ndo-

linearidade fisica e geométrica em estruturas laminares.

Na analise dessas estruturas, basicamente, sdo emprega-
dos elementos planos na discretizacao de forma facetada, elemen
tos curvos, ou elementos isoparametricos derivados a partir de
teorias tridimensionais f11. A implementacao de modelos que
avaliam o comportamento ndo linear, através desses e¢lementos,

tem sido objeto de diversas pesqulsas.

Particularmente, o uso de elementos finitos isoparamétri
cos para grandes deformacdes e plasticidade, primeiramente apre
sentado por NAYAK [ 21, esta atualmente consagrado. Também os
elementos finitos degenerados de elementos tridimensionais, por
nao apresentarem restrigoes com relacao a teorias tridimensio-
nais, sao largamente aplicados em andlise de cascas delgadas e

moderadamente espessas [ 3], [4].

A analise de ndo-linearidade, porem, acarreta um grande

esforco computacional e, muitas vezes, conduz a dificuldades de



formulagoes. Isso justifica a ampla utilizacdo de elementos pla

nos encontrados na literatura, apesar de suas limitacoes.

A partir de um elemento extremamente simples, porem efi-
ciente na analise linear, desenvolve-se nesse trabalho a imple-
mentacdo de ndo-linearidade geométrica e fisica aplicadas a es-

truturas laminares delgadas.

0 elemento € triangular plano, com trés pontos nodais, e
formado pela superposicao dos comportamentos de membrana e de
flexao. Para isso, associa-se o elemento mais simples para ana
lise de estado plano de tensao, onde os deslocamentos variam 1i
nearmente sobre o elemento (conhecido na literatura como TRIM3),
ao elemento nao conforme, de flexdo de placas (T9), desenvolvi-

do por Holand e Bell.

No Capitulo II, determinam-se as matrizes de rigidez des
se elemento, para a analise linear, bem como as matrizes de mas

sa consistentes e discretas para a analise dinadmica.

No terceiro capitule, desenvolve-se uma formulacao de
grandes deflexoes para estruturas delgadas, baseada nas  equa-
¢oes de von Karman. A escolha da integracdo numérica, para pro

blemas ndo lineares, & tambeém incluida.

0 desenvolvimento do elemento para consideracdo de ndo-
linearidade fisica esta no Capitulo IV. Partindo da superficie
de escoamento de Ilyushin, faz-se o estudo do comportamento elas
to-plastico utilizando-se uma solucdo a partir de determinacio
dos esforgos na superficie media da estrutura; considera-se, tam
bem, nesse estudo, a possibilidade de endurecimeﬁto do material

Conclui-se o capitulo com a determinacdo das matrizes para 0



efeito em conjunto das duas nao-linearidades.

O Capitulo V mostra os resultados de analises e compara-
coes com outras formulagoes. As conclusoes sobre o estudo efe-

tuado, estdo no ultimo capitulo.

Os procedimentos automaticos foram programados, para a
analise isolada de ndo-linearidades fisica e geométrica, em lin

guagem ALGOL para implementacao no sistema LORANE-NL [ 5 ].



IT - 0 ELEMENTO TRIANGULAR PLANO PARA ANALISE LINEAR

0 elmento triangular planc € formado pela associacdo do
elemento de estado plano de tensoes com o elemento de flexao de
placas [7]. No sistema local, portanto, o elemento possui cinco
incognitas por no (U, V, W, 6x, 6y), sendo que no sistema glo-
bal, genericamente possui seis incognitas nodais (U, V, W, 0x,

by, 6z).

I1.1 - SISTEMA DE REFERENCIA

Os eixos X, Y e Z formam o sistema global, que represen-

ta as coordenadas nodais da estrutura, conforme Figura (II.1).

0 sistema local formado pelos eixos x, y € z, tem origem
no né 1 do elemento, sendo o eixo X paralelo ao segmento 2-3
com sentido de 2 para 3; o eixo z & normal ao plano do elemen-
to, e tem o mesmo sentido do vetor rotagdo correspondente a se-

quéncia 1-2-3. O triedo x o y z & direto.



X Figura ILI

Sendo os vetores de coordenadas nodais nos sistemas glo

bal e local, respectivamente:

X =X, +Lvx; (II.1)

onde X contem as coordenadas do no 1 no sistema global e L &€ a

matriz de transformacao dada por:



L = [&x Ly £z] (II1.2)

sendo £%, Ly e¢ £z 0s vetores que contém os cossenos diretores de

0X, 0oy e oz, respectivamente,

Introduzindo a notacao ¥i' = Xi - Ej’ comi= 1, 2, 3 e
j =1, 2, 3, entao:
1
o= —— - X, (11.3)
d, s

onde d,, € o comprimento do lado 2-3 e & dado por:

dyy = //¥£2 * Xy, = “{st)z + (Y3,)° + (Z3,)° (11.4)

Como oz € perpendicular ac plano do eclemento, tem-se:

1

‘gz=—'§32h§12 ’ (I1.5)
2A

onde A € a area do tridngulo.

Portanto, o vetor £z sera:

/
Yaz le - Zaz le
1
Lz = —ZK_< Lyp Xyp = Xyp Zyy (I1.6)
X3 Yy5 = Yy, Xyo

\

0 vetor &y € determinado por:

Ly = Lz & &x (11.7)



e tem modulo unitario, pois £z e £x ja sdo unitarios.

Como L € ortogonal, tem-se que L™ = ET e, portanto, de

(II.1), determinam-se as coordenadas no sistema local, através
de:

x. =L - qi - X)) (I1.8)

I11.2 - FORMACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

O elemento esta sujeito, simultaneamente, a um estado de
membrana e de flexaoc. No sistema local, tem-se os deslocamen-

tos nodais:

M (
85 Wi
U.
i
M F ]
§1 =< > , sendo (-S—l = e §1 = < exi , para 1 = 1, 2, 3
vy
F
6. Oy
b |
\ /7 \ '

(II.9}

esquematizados na Figura (II.2).



Figura IL.2

0 campo de deslocamento assumido sera:

U=C, & +C, &, + C; £

V=C £ +C; & + Cs &

W=C &g +C & +Cy &, +Cyy & &, +Cyy By 653 +Cy, £, E5 +

C,, (€, €2 - €, €2) + Cy, (£, £2 - £, E2) + Cys (£, E2 - &, ED)
(II.10)

onde &,, £, e L, sao as coordenadas naturais definidas por:

com as areas A,, A, e A; mostradas na Fig. (II.2) para um ponto

P qualquer.

As coordenadas de um ponto qualquer serao entao defini-



das por &,, &, e £3, que podem ser facilmente relacionadas as

coordenadas locais (x, y), atraves de:

(x ) X, x,  x] gﬂ

(Y ) = v vsl g 2y (II.11)
1 1 1 1

NS - J kgsf

ou, por inversao, tem-se:
N - AN
€1 Y23 X3, (X, ¥3 - X3 ¥aJ] x
1
(&, > =— Va1 Xy &Kayi-xp ¥ o {y) o, (I1.12)
2A
(3 Y12 X1 X1 ¥y2 - X2 Y].JJ 1
\ "/ N/
onde X5 = X3 "~ X5 € Y55 = Y5 - Y
As relacoes entre as derivadas serdao dadas por:
X134 Y13
3k, oX
( ) = { \ (11.13)
d 3
X8 Yo
[ %, _ RN
ou
SEPE PR
3 3z,
( > - g‘f< y (I1.14)
3 3
\ 9y [ 9%z
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sendo

Y23 Y31

-1

Py
]

(IT.15)

a inversa da matriz Jacobiana.

As integrais de area para polindmios em .coordenadas na-

turais do tipo:
1=J ey g5 £5 da
A

sdao calculadas por:

m! nt p! :
I=2A , com dA = ZA dE, dE,° (I1.16)
(m+n+p+ 2)

MATRIZ DE RIGIDEZ PARA O ESTADO PLANO DE TENSAO

Como foi visto em (II.10), o campo de deslocamento para

o estado plano de tensdo & dado por:

te
"

I
O

(IT1.17)
V 0 El 0 Ez 0 53

As deformagoes € sdo expressas em funcdo dos deslocamen-

tos nodais atraveées de:
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ax

aVv
>= B1 53_1;1 , (I11.18)

m
I
P

oy

ou oV
-+

com

333 0 Y31 0 Yip 0 ]
Bl =0 x,, 0 x5 0 xo1 (II.19)
{532 Y23 X135 Va1 Xo1 Yia_

Portanto, a matriz de rigidez do elemento € avaliada pe-

la seguinte integral:

Km:J Bt D« Bl . av (11.20)
n = | D - B

onde D e a matriz de relacdo entre tensoes e deformagoes, que

para materiais isotropos, tem a forma:

1 v 0 ]
E
D = o v 1 0 (I1.21)
- 1-v2
1-v
0 0
L. 2_

Como as matrizes tém elementos constantes, e sendo '"t" a

espessura de um elemento, a equacao (II.20) resulta em:
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Km=B1"+D-Bl-A-t (II.22)

MATRIZ DE RIGIDEZ PARA FLEXAC DE PLACAS

Os deslocamentos nodais para flexdo de placas, conforme

a equagao (II.9), sdo a componente W, e as rotacdes 6x = gg e
oW
By = - X

Podem-se relacionar entao, os momentos fletores as cur-

vaturas, atraves de:

m = D~ . 15 (I1.23)
sendo:
/W \
/Mx _
ax?
W
m ={ My ; k=( - ) (11.24)
o 3y
3w
\MZ - 2 —
\ X 3y /

e como 0s momentos sao decorrentes da integracdo das tensdes ao

longo da espessura do elemento, obtém-se:

B =——D (I1.25)

Com a equagao (II.14), € possivel uma relacdo entre as

derivadas segundas em relacdo a x e y, com as coordenadas natu-

rais £ , £,, através de:
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g 3 BN 3 7
ax’ ax dy ag3 3k, 3,
=1 -
_ g . ({ 1)T
th 3 3’ 3*
| ax ay ay* | | B, 93¢, 2g2 |
(I1.26)
0 calculo do vetor k e efetuado atraves do vetor kn de
curvaturas, em relacao as coordenadas naturais, definido por:
/W \
2l
%W
m={¢ - > (1I.27)
-~ agg
3%W
[ R
Ve B,
e tendo em vista (II.26). Obtém-se,entdo:
k=T¢-k , (I1.28)
sendo a matriz T, dada por:
—Y§3 y§1 2 Y31 Yas 1
1 ' 2 2
T= A2 * o %32 X33 2 X3 X3,
| 2 X3, Y23 2 X33 V31 2 (X135 Yas + X32 Ya1) _
(IT1.29)

0 deslocamento W da

equacao (II.

10), pode ser escrito em
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forma matricial, como:

V=

=¢ra , (I1.30)

onde ¢ contém as funcgdes de interpolacao, e o eé o vetor de des

locamentos generalizados, expresso pelas constantes da equagao

(IT.10).

Desta forma, relaciona-se o vetor kn aos deslocamentos

generalizados, com:

kn=F-a, (I1.31)
sendo:

0 0 0 00 2 2¢, -2&, 6 (£;:-£,)
F={0 0 0 0 2 0 -2¢g - 6 (£2-%3) 28

o 0 0 -1 1 1 2 (8,-8,) -2 (28&,-8) 2(2¢&-8&)

(I1.32)

Levando (II.31) na equagao (II.28), determina-se o vetor

de curvatura em funcao dos deslocamentos generalizados:

L
1l
1]
1
L]
1R

(IT1.33)

Deve-se agora obter os deslocamentos generalizados em
funcao dos deslocamentos nodais do elemento. De (II.30), cons-
troi-se o vetor dn, que contém W e as derivadas de W em relacio

a &, e E,:
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£, &,
(_gl +£3 )

=&

(g, £2-£, £3)

(-£i+4 &y £3-ED)

(-£§+2 ga El)

(II.34)

(B E3- £8%) =»»

(£2-2 &, £,)

(-E%+2 E1 £2) *o»

(I1.35)

Particularizando a equacao (II.34) para os pontos nodais,

W)
aW
dn = > = hn . (i »
2 %,
awW
08,
onde:
£, & & £1 &2 &3 &3
¢n = |1 0 -1 £, -,
o1 -1 g (-E,+E3)
(£, 3-8, £2)
(£2-2 &, £))
(g5-4 &, E3+E3)
tem-se:
fny = ¢o+a , comi=1,2,3 ;
onde, én, contém os vetores én nos pontos

os valores de ¢ também para esses pontos.
n p P

De (II.36), obtém-se:

nodais, e ¢,

(IT.36)

contém

(II.37)
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Através da equacdo (II.13), € possivel escrever:

1 0 0 ] W
3
sny =[ 0 x, vy, |- > , (II.38)
ax
W
0 XZS YZS —
L 9y
| )i
€ comoe:
WYy T1 0 0]
aW .
{ ? =0 o -1|.6 ,parai-=1, 2,3, (I1.39)
ax L
oW
— 0 1 0 |
/4

substituindo (II.39) e (II.38) em (1I.37), obtém-se a matriz U

que relaciona os deslocamentos generalizados aos deslocamentos
nodais (vide referéncia [ 7 ]):
, para i = 1,2,3. (I1.40)

a=U-34;

Levando (II.40) em (II.33), tem-se

k=T-FE-U-¢ (11.41)
ou seja:
F
k=B2-4¢; (11.42)
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chegando-se entao a matriz B2 que relaciona a curvatura aos des

locamentos nodais:

s
I
13
'
1=

(I1.43)

Portanto, como ja foi feita a integracao ao longo da es-

pessura do elemento, a matriz de rigidez sera:

Kf = f BZ" - DB+ B2 - dA (I1.44)
A 2
SUPERPOSICAO DOS EFEITOS DE MEMBRANA E FLEXAO

Apos a determinacdo da matriz Km devido ao estado plano
de tensoes, e a matriz Kf para flexdo de placas, pode-se compor
as duas matrizes para a determinacao da matriz de rigidez K do

elemento.

Para o estado de membrana pode-se escrever:

Fx

para i =1, 2, 3 , (I1.45)

Fy i
e, para flexao de placas, tem-se:

Fz

para i = 1, 2, 3, (I1.46)

LMY
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onde

Fyi { M
NE

sdo os vetores que contém as forcas nodais equivalentes.

As equacoes (II.45) e (II.46) sdo reescritas, dividindo

as matrizes Km e Kf em nove submatrizes, equivalentes a i=1,2,3:

m —
K K1z K15
Fx U

= Kgll Kglz 15213 * (11.47)

K, KL K
Fz W
Mg ) = Iffl Igfz 1_(1;3 - { Bx (I1.48)
Myl %14

—I..(.::-!El Iffz ,f'a‘_

Para o elemento, os deslocamentos nodais no sistema glo-

bal, genericamente, s3o:
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= < > , para i =1, 2, 3. (I1.49)
0x.
i

eyi

K Bzi/

Desta forma, a matriz de rigidez do elemento K serda com-
posta pelas submatrizes de Km e Kf, ordenadas segundo os deslo-

camentos §.; segue-se entdao que:

Ky 0 K, 0 Kis 0 ]
0 K, 0 X, 0 K,

0 0 0

X - K1 g K, » % K. g (I1.50)

Q ].521 Q ~22 Q I523

0 0 0
G 0 K2 0 K3, 0
0 K 0 K5, 0 K,

L 0 0 0_

[1.3 - TRANSFORMACAC DA MATRIZ DE RIGIDEZ DO ELEMENTO

Denotando-se por E; o vetor que contém as forgas nodais

equivalentes, sendo §i 0s deslocamentos nodais do elemento e K

a matriz de rigidez do elemento, conforme (I1.50), no sistema
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local tem-se:

, 3. (I1.51)

Pode-se obter a transformacao da matriz de rigidez para
o sistema global, através da mudanca de coordenadas dos desloca
mentos e forgas equivalentes. Se R € a matriz que relaciona os
deslocamentos de um nd no sistema global com os mesmos desloca-

mentes no sistema local, tem-se:

(IT.52)

onde Ei e 61 sao os vetores deslocamentos nos respectivos siste

mas, para o ndo i (i = 1, 2, 3), e

(R
1<

R = (I1.53)

1o
=

onde L € a matriz de transformacdo dada por (II.2).

Logo, para os trés nds do elemento, tem-se

§i=]\{1’.§i , comi=1,2,3, (IT1.54)
com:
R0 o
MT = Q B 9 (ITI.S55)

o
=)
1
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Sendo MT uma matriz de rotagao, e, portanto ortogonal,
segue-se que MT_l = M?T; logo da equacao (II.54), pode-se deter

minar

s, =MI' -3, , comi=1,2,3. (I1.56)

Substituindo (II.56) em (II.51), tem-se:

Fi=1§-MTT-§i , comi=1,2,3. (I1.57)

Pré-multiplicando (11.57) por MT, vem:

M E; = NT - KT

*3, , comi=1,2,3. (II.58)

A equacdao (II.58) & a mesma relacdo dada em (II.51), em

relacao ao novo referencial, ou seja:

F. = KG - ?&7 , comi=1,2,3, (I1.59)
onde Ei e o vetor de forgas nodais equivalentes e KG é a ma-

triz de rigidez do elemento no sistema global, os quais sdo da-

dos por:
F, =M -F , comi=1,2,3, (II. 60)
G=M - K-+ M (I1.61)

Deve-se observar que no sistema local a matriz K do ele-

mento € singular, uma vez que os termos relativos i rotacdo 6z
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sao nulos. Na matriz KG, obtida através da equacdo (II.61),
essa singularidade € eliminada, a ndo ser que na discretizacdo
da estrutura, exista algum nd planar. Nesses casos, atribui-se
valor unitario ao elemento da diagonal da matriz KG, equivalen-

te a rotacdo 6z do nd planar respectivo.

I[T.4 - MATRIZ DE MASSA DO ELEMENTO

MATRIZ DE MASSA CONSISTENTE
O mesmo procedimento da montagem da matriz de rigidez po
de ser utilizado na formacao da matriz de massa do elemento.

Determinam-se as matrizes de massa consistente para 0

efeito de membrana e flexao isoladamente.

A matriz de massa consistente do elemento e calculada
por:
T
M=t [ e ue+N-dA, (I1.62)
- ia - o
onde N € a matriz que relaciona os deslocamentos internos no

elemento, com os deslocamentos nodais, e y € a matriz de inér-

cia, dada por:

p 0 0
p=|0 ix* 0 , (I1.63)
0 0 iy?
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sendo p a massa especifica e ix e iy os raios de giragdo.

MATRIZ DE MASSA PARA O ESTADO PLANO DE TENSAO

Como foi visto na equagao (II.17), a matriz N para o es-

tado plano € dada por:

N = . (IT.64)

Substituindo (II.63) e (II.64) na equagao (II.62), porem
nao considerando os termos relativos a inércia de rotacao ix? e
iy® da matriz p, obtém-se a matriz de massa para o estado plano

de tensao:

0 1 simétrica

= . . (II.65)

MATRIZ DE MASSA PARA FLEXAO DE PLACAS

Para flexao de placas, precisa-se determinar a matriz N,
que relaciona o deslocamento W e suas derivadas, com os desloca

mentos nodais, através da relacdo:
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\
/ W
oW F
{ > =N-s; (11.66)
9x -7
oW
\ oY
Da equacao (II.14), pode-se escrever:
/ W'\ ( W)
oW oW
> =0 - , (I1.67)
ox 9E,
W oW
\3}’/ LSEZ)
onde:
a0 0 |
1
8 = 24 0 Y23 Ya (I1.68)
_0 Xy, XlB_J

e, tendo em vista (I1.34), tem-se que:

W

oW
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logo, obtém-se:

(—) =8¢ 0 (11.69)

aW

Y

Substituindo a equacao (II.40) em (I1I1.69), conclui-se

que:

W

i U,

X

(II.70)

oW

\ 8y /

que determina a matriz N:

N=08-¢, U (I1.71)
Com procedimento analogo, substituindo-se (II.71) em
(I1.62), obtem-se a matriz de massa para flexao de placas:
Me =t - ul . [ J (¢T gl . ue6-¢)di]-U (I1.72)
~ _ A N - s N -
Porém, como sdo desprezados os termos relativos a inér-

cia de rotagdo da matriz p, a equacdo (II.72) resulta em:
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@f=p-t-~T-[J(gT-@dA]-g, (11.73)
A

onde ¢ & dada em (II.30).

Pode-se determinar, inicialmente, a matriz de massa M,

em relacao aos deslocamentos generalizados, através da relacdo:

Mﬁ:pt-f(@T-g)dA, (11.74)
A
ou seja:
- -
1
- 1
%% %} 1 simétrica
R T T |
5 5 10 15
Dk I T U IR IR
~0 6 10 5 5 30 15
L O . 1 €1
5 10 5 30 30 15
T S I T
30 30 210 210 140
0 -4 1 __1 0 ] L
30 30 210 210 420 140
X 0 J 1 __1 0 - LI
30 T30 210 210 420 ~ 420 140 _

Portanto, tendo em vista (I1.74) e (II.73), conclui-se

que:

- U ' (IT1.75)
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A formagdo da matriz de massa do elemento, com a superpo
sicdo dos efeitos de membrana e flexdo, & feita de maneira ana-
loga a matriz de rigidez, bem como a transformacdo da matriz pa

ra o sistema global.
MATRIZ DE MASSA DISCRETA

Na analise dindmica de estruturas, uma outra alternativa

€ a utilizacdo de matrizes de massa discreta.

Existem alguns procedimentos para a composicdo de matriz
diagonal agrupada a partir da matriz consistente, levando tam-
bem em consideracdo parcelas de massa associadas aos graus de

liberdade relativos as rotacoes, conforme referéncias [ 8 ] €

[9].

No presente trabalho, optou-se pelo procedimento propos-

to por KEY |9], na formacao da matriz discreta.

Os termos relativos aos graus de liberdade translacio-
nails recebem parcelas iguais de massa, sendo essas parcelas re-
sultantes da soma dos elementos da matriz consistente, associa-

dos ao respectivo grau de liberdade.

Para os elementos correspondentes as rotacdes 0x, 8y - e
6z, faz-se também somatdria andloga, porém, multiplica-se o re-
sultado por um coeficiente Ky, de forma a representar melhor as
parcelas de massa associadas as rotacgdes, conforme o problema
analisado tenha predominancia no efeito de membrana ou flexdo.
Esse coeficiente, nos procedimentos desenvolvidos neste traba-
lho, pode ser fornecido pelo usuério.‘ Quando ndo & atribuido

valor para Ky, obtém-se¢ a matriz discreta na forma mais sim-
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ples, com a massa total distribuida apenas pelos graus de liber

dade relativos as translagbes U, V e W.
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111 - NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

ITI.1 ~ PROBLEMAS NAO LINEARES

Seja X o vetor que define as coordenadas cartesianas de
um ponto P de um corpo no estado inicial. Se este ponto sofre
um deslocamento A, medido em relagao ao mesmo sistema fixo de
referencia, as novas coordenadas de P passam a ser definidas pe

lo vetor X, dado por:

(ITI.1)

t 5]
0
b e
+
t >

Como foi visto anteriormente, pode-se expressar os deslo
camentos de um ponto qualquer no interior de um elemento, a par

tir dos deslocamentos nodais, atraves de:

(ITI.2)

g
I
-
1 O

onde N contém as funcdes de interpolacgdo e ¢ os deslocamentos

nodais.

Baseando-se no "modelo de deslocamentos', a condicao de

equilibrio € obtida pela aplicacdo do Principio dos Trabalhos
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Virtuais, ou seja:
UJ:B—E:O’ (III1.3)

sendo R o vetor das forcas nodais equivalentes ds forcas nodais

externas e F o vetor das forcgas nodais internas ou reativas.

Portanto ¥ corresponde as forgas nodais desequilibradas

e deve ser reduzido a uma tolerancia desejada.

Chamando de W. o trabalho das forgcas internas, tem-se:
T
W. = + dd = f o +de - dv. (ITI.4)
- Vv

Através de relacdes entre deformacdes e deslocamentos, & possi-

vel e;crever a relacao:
e=B-s5 , (II1.5)
cuja diferenciacdo em relacdo a § vale:
de = B' - d§ (I11.6)
Levando (I11.6) em (III.4), obtém-se:

FT - dd = J (UT « B" - d§) - dV (III.7)
- z v o

F = J B' « o . 4V (III.8)
< v - ~
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Como R e F dependem dos deslocamentos §, a expressao
(III.3) representa um sistema de equacoes nao lineares. Neste
capitulo, bem como no Capitulo IV, desenvolve-se a formulagao
para analise ndo linear provenientes de grandes deflexdes (ndo
linearidade geométrica) e plasticidade do material (ndo lineari

dade fisica).

I11.2 - FORMULACAO DE GRANDES DEFLEXOES

No estudo de estruturas laminares delgadas, podem-se in-
troduzir simplificacoes na teoria tridimensional, reduzindo-se
o problema ao estudo bidimensional, bastando, portanto, a deter
minacdo dos deslocamentos da superficie media para se ter o com

portamento de toda a estrutura.

Para isso, adota-se a hipotese de Kirchhoff para placas
delgadas, segundo a qual, as retas normais a superficie media
permanecem normais apds a deformacdo, além de nio sofrerem ex-
tensibilidade. Sendo adotado um sistema cartesiano x, y e z
com origem no plano da superficie média do elemento, e com )
eixo z normal a esse plano, analiticamente essa hipdtese € resu

mida em:

XZ

sz =0 (ITI.9)
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ressaltando-se, assim, que as deformacdes por cisalhamento trans

versal sao desprezadas.

E possivel entao, determinar os deslocamentos de um pon-
to qualquer da placa, a partir dos deslocamentos corresponden-

tes na superficie média U,, V, e W,, através de:

W,
U=1U, -z

9X

W .
V=V, -2 —" (IT1.10)

3y
W=Ww

Na analise de ndo-linearidade geométrica, descrita nesse
capitulo, supGe-se que os materiais tém comportamento elastico-
linear, o que € valido para grande parte dos materiais utiliza-

dos, ja que o estudo estd restrito a pequenas deformacoes.

A formulagao adotada € proposta por von Karmian, que con-
sidera grandes rotacoes, bem maiores que as deformacdes, porém

despreziveis em relacdo & unidade, ou seja:.

oW oW

<< ]
ax ay
Tendo em vista, ainda, que as rotacdes relativas dos ele
mentos em torno do eixo z sao muito menores que em torno de x e
¥y, ja que as placas sdo estruturas rigidas no seu plano, as de-

formagcoes podem ser expressas por:
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/Ex\

E=§€)">=E+Z.1§’ (ITI.11)

Txy

sendo que M contem as deformacdes provenientes do estado plano

de tensdes, considerando porém os termos correspondentes as ro-

tacdes da superficie média. Portanto o vetor e & formado pela

M, 0

associacao de ¢ , que contém as parcelas infinitesimais des-

~ M,L . ~ .
sas deformacoes, e ¢ ’ ', que insere as parcelas ndo lineares de

vido as mudangas na geometria da estrutura. Portanto:
Mo MO ML (111.12)
onde:
) W / ( oW )2 \
ax oX
v . W 2
M0 _ { >; ML (_.__) ) (II1.13)
- 3y - 3y
3 oV , . oW
+
\ 3y 3%/ \ ox ay

0 vetor k contém as deformacdes por flexao, expressas pe

las curvaturas da superficie média, ja definido em (II.24):
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/ 32| N
ax2
oW

K = < - \
X oy

azW
I S
L x 3y

E necessario relacionar as deformactes aos deslocamentos

nodais. Partindo da equacao (III.2), e lembrando que o vetor

M F

deslocamento € composto pelos vetores §; € &i- relativos aos

efeitos de membrana e flexao, conforme (II.9), tem-se:

0
- - 21

U - . (I11.14)
0 N F
- ~1 1

SR TR e
z ~ -
ML F
S + BS « 6, (III.15)
~ 2 - ~1
k =B2:6
- S |
com Bl e B2 ja determinadas através das equacgdes (I1.19) e

(IT1.43), bastando, portanto, o calculo da matriz BS, ndo linear,

ja que €& funcdo dos deslocamentos. Para tal, & conveniente re-

M,L

escrever o vetor € na forma:
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[ oW 7
0
ax
(oW )
ML 1 oW 9x 1
£ = e e 0 S < >=.—-—-A-DW (I11.16)
N 2 oy 2 -7
oW
aW W \ 3y
| 3y X |
Diferenciando (III.16), obtém-se:
ML ]
de’>” = — (dA « DW + A - dDW) = A - d DW (II1.17)
= ) - RN = - 2
0 vetor Dw ¢ obtido em funcao dos deslocamentos nodais
§§, atraves de:

DW =G - ¢ (ITII.18)

t

. - . F -
onde a matriz G contem as derivadas de Ni em relacao a x e vy,

ja calculadas em (II.70).

A diferenciacao de (111.18) conduz a

d Dy =G-dg; (I11.19)
que, quando substituida em (III.17), fornece:

e R (IT1.20)

Como, de (III.15), pode-se escrever

a el oBs - asl (I11.21)
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entao, comparando (I11.20) com (III.21), chega-se a:

ey
-H
ey
[N o]

(111.22)

DETERMINACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Denotando-se por K, a matriz de rigidez tangente, que

relacliona incrementos de forga com incrementos de deslocamentos,

ou seja,
dF = Ky« ds (I1I1.23)
através de diferenciacao da equacdo (III.8) em relagao

aos deslocamentos &, obtém-se:

dF:J BT« do+ dB'L - o) AV (I1I.24)
o 0 + dB'" .o

e, tendo em vista que B' relaciona incrementos de deformacoes
com incrementos de deslocamentos, conforme (IIl.6), pode-se es-

crever, a partir da equacdo (III.15):

a0 g1, ddbf

ac™l - Bs . ael (IT1.25)
dk =B2.ds

ou:
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ae’ Bl BS asy
de = = . (ITI.26)
dk 0 B2 as;
logo, tem-se:
Bl 8
B' = (I11.27)
0 B2

Costuma-se representar a matriz B' como a soma da matriz

. . L - ~ .
B’ linear com a matriz B~, que contém a parcela ndo linear:

B 0 0 BS

B! =]§°+§ = + (II1.28)

o
V]
o
o

Como B ndo depende dos deslocamentos, a diferencial de

- - L =
B' sera funcao apenas de B~ ; entao, vem:

dB’T = dB_T = QT . d&T (IT11.29)

T - , (III.30)

e sendo 0 o vetor que contém as tensdes, & possivel escrever:
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T-g:p - d DW (III.31)

1

obtendo-se, entao, por substituicao de (III.19) em (III.31):

Al - =T - Gds] (111.32)

Logo, a segunda parcela de dF na equagdao (III.24), tendo

em vista (III.29) e (II1.32), sera:

dB' - 0o = g « T' =« G d6S. (II1.33)
A primeira parcela de dF pode ser determinada em funcdo

dos deslocamentos, recorrendo-se a relacdo entre tensoces e de-

formacoes:

do = Q‘ - de (I11.34)

dg = Q' . %' . d§ (I1IT.35)
Entao:
BT +do=B'" D' «B - ds (111.36)

Substituindo (III.33) e (III1.36) em (III.24), vem:

dF=[J(B'T-D'-B’+GT-T'-G)dV]-ch (I1I.37)
v D G G §

Quando se trabalha com elemento plano, como foi visto no
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capitulo anterior, € interessante integrar as tensdes ao longo
da espessura do elemento, para obtencao dos esforgos normais,
momentos fletores e de torgdo, por unidade de comprimento; por-

tanto:

g +»dz ; Ny =

Jt/z Jt/Z Jt/z
-t/2 %

(IIT.38)

t/2 t/2 t/2
J o +z+dz ; My = J o ez +dz ; Mxy = J T =z +dz

Mx
-t/2 XY

(ITI.39)

Assim, as relacOes constitutivas ficam expressas atraves dos

esforcos:
Nx
M
n = Ny =DM - € (I11.40)
Nxy
Mx
m= (My )-DB-k (I11.41)
Mxy
onde a matriz Dﬁ foi definida na equagdao (II.25), e:
M=t+-D (I11.42)

Pode-se, entdo, compor o vetor o, através de (III.40) e

(III.41):
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e
2
o

g: = ‘. (III.43)

=]
=
&
oy

e, portanto, a matriz D' que aparece em (III.34) sera:

=

D' - (III.44)

A integracao da matriz T', ao longo da espessura, forne-

ce:

M' = . (III1.45)

consegue-se, assim, reduzir a integracao da equacgdo (III.37) em
uma integral de area. Levando (III.27) e (III.44) em (III.37)

e tendo em vista (III.45), segue-se que:

B oo of B oBs|jo o sy
T T R A
Mpst  B2T| o oBl o B2| o cleMreG ast
| [- S I R B I B E i
(I111.46)

Comparando-se (III.46)} com (III.23), e desenvolvendo as

operacoes dos termos contidos na integral, chega-se a matriz

Kot
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B17.DM-B1 B1'-DM-BS

BZT-DB-B2+BS'I|-D]\/IoBS+GT-IVI'-G_J
\___ — fd —~ il o~ —~ - Ll -~ -—

(IIT.47)

Pode-se representar a matriz K, como a soma de duas ma-

trizes:
Kp = K3+ K7 (I11.48)
onde
BT D-B] 0
5% _ . dA (ITI1.49)
A 0 B2’ -DB- B2
€ a parte linear da matriz Krs ja calculada no Capitulo II, e
0 81 DB
K = J . dA (II1.50)
flestowenr asTooeBsigTa e

€ a parcela ndo linear de Kp-

DETERMINACAO DO VETOR DAS FORCAS NODAIS INTERNAS

0 vetor F das forcas nodais internas, conforme (III.8):
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¢ também determinado, a partir da integracdo ao longo da espes-
sura, em funcdo dos esforcos contidos em n e m, calculados atra

ves de (IT1.43). Ou seja:

F = J (B'T . ) dA (III.51)
- A

BT 0| [n
E = J . - dA , (IIT1.52)
AM gt gt m
que resulta em:
/
fo_ n N
F= J » dA (111.53)
A
BS *n + Bir- m
-~ - - -/

IT11.3 - INTEGRACAO NUMERICA

Na analise de ndo-linearidade geométrica ou fisica, um
fator importante € a escolha do metodo de integracdo para o cil

culo de matrizes envolvidas nas formulacoes.

No presente trabalho, como as integrais envolvem coorde-
nadas naturais, utiliza-se a integracdo numérica especifica pa-

ra elementos triangulares, desenvolvida por HAMMER [15], e sugeri
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da nas referéncias [ 1] e¢ [16].

Verificou-se, a partir da resolucao de exemplos numéri-
cos, que com trés pontos de integracdo (localizados na metade
dos lados do triangulo) consegue-se convergéncia, porém para so

lucao incorreta, em alguns casos.

Por esse motivo, escolheu-se quatro pontos de integracdo,
indicados na Figura (III.1), bem como os respectivos pesos. Com
quatro pontos de integracdo, obtem-se integracdo exata de um po

linomio cubico em coordenadas naturais.

ponto coordenadas peso
a 1/3;1/3,1/3 -27/48
b 0,6;0,2 ;0,2
c 0,2;0,6 ;0,2 25/48
d 0,2;0,2 ;06
d
Figura IIL.|

Algumas criticas foram feitas a esse procedimento, prin-
cipalmente pelo peso negativo correspondente ao ponto central
do triangulo, sugerindo alternativamente a integragiorcom sete
pontos (localizados nos nds, na metade dos lados e baricentro).
Naturalmente, consegue-se o mesmo resultado, porém exigindo um

esforco computacional muito maior que o caso utilizado.

LANNOY [16] procura desfazer essas criticas, mostrando que

a integracao com quatro pontos pode ser perfeitamente aplicada.



Além disso, na analise de problemas elasto-plasticos, a locali-
zacdo dos pontos no interior do elemento, parece ser uma esco-

lha mais adequada.
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IV - NAO-LINEARIDADE FISICA

0 objetivo basico desse capitulo € a determinacdo das
leis constitutivas, as quais definem as matrizes que relacionam
tensoes e deformacdes, que sao utilizadas no Método dos Elemen-

tos Finitos, na aplicacao da teoria da plasticidade.

A discretizacdo de superficies com o uso de elementos
planos requer, no entanto, além dos conceitos basicos da teoria,
a introducao de modelos elasto-plasticos que fornecam uma boa
aproximacdo do comportamento plastico dos materiais, avaliando
as matrizes nos pontos de integracao dos elementos localizados

na superficie média.

Algumas leis basicas, as quais governam o comportamento
elasto-plastico dos materiais, devem ser introduzidas neste ca-
pitulo, sem a pretensdo de se apresentar a teoria clidssica da

plasticidade.

IV.1 - TEORIA MATEMATICA DA PLASTICIDADE

O objetivo da teoria da plasticidade € a dterminacdo de

relacoes entre tensdes e deformagbes, para materiais que apre-
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sentam resposta elasto-plastica. Na Figura (IV.1) € mostrada
uma possivel curva '"tensdo-deformacao' de um énsaio uniaxial,

para um material com estas caracteristicas.

T /
dr /
d€p
(| e
d€
Ty
descarregamento
£ >
Ep [
Figura IV.I
Basicamente, o comportamento plastico & caracterizado

por uma deformacdo irreversivel Ep’ apos atingida a tensdo de
escoamento Oy - Esta deformacdo, que € considerada independente
do tempo de aplicacdo do carregamento, € mantida desde que cer-

to nivel de tensao tenha sido alcancado.

Observa-se, na figura, que inicialmente ha um trecho elds
tico, seguido por um escoamento, podendo haver endurecimento do
do material (4tradin hardending ou work handening), quando as ten

soes crescem muito menos com as deformacoes, do que no reginme
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elastico, Alem disso, o descarregamento & linear, permanecen-

do a parcela Ep.

Para se ter uma teoria que modele esse comportamento, de
vem ser obtidas relagOes explicitas entre tensdo e deformacao,
para a fase elastica do material e para a fase ap0s o escoamen-
to, onde as deformacles sdo compostas por componentes elasticas
e plasticas. Deve-se ter também o critério de escoamento, que
indica o nivel de tensdo para o qual comeca o escoamento plasti

co do material.

Antes do escoamento as relacoes constitutivas sao expres

sas por equacoes lineares, desenvolvidas no Capitulo II.
SUPERFICIES DE ESCOAMENTO

Para um estado complexo de tensdo, um critério de escoa-
mento determina as condicoes que caracterizam a transicao entre
o regime elastico e plastico, ¢ genericamente € escrito na for-

ma:
Flo, k) = f(o) - Y(k) =0, (Iv.1)

onde f(o) e funcao do estado de tensdo atual g, e Y(k) e funcdo
do material, podendo ser avaliada experimentalmente. A funcao
Y(k), no caso de endurecimento do material, sera funcdo de um
parametro k, e portanto, dependera do nivel de deformacdo plas-

tica.

Todo critério de escoamento definido pela funcdo F, gera
uma superficie no espago de tensdes, conhecida como superficie

de escoamento.
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Apds o escoamento inicial, o comportamento do material
pode ser caracterizado por um endurecimento, havendo entic um
aumento do limite elastico, de tal maneira que o nivel de ten-
sao para o qual ocorre uma deformacdo plastica adicional depen-
de do grau da deformacao atual. Assim, a superficie de escoa-
mento ira variar a cada estagio de deformacdes plasticas, geran
do superficies subseqlientes, conhecidas por superficies de car-

regamento.

Alguns modelos que descrevem o tipo de endurecimento do

material, sao mostrados na Figura (IV.2).

(l'

superficie % ' carregamento
> {a ) COMPORTAMENTO

&j T |SOTROPICO

\superficie subsequente

A

superficie inicial carregamento
% /superftcle subsequente
{b) COMPORTAMENTO

% CINEMATICO

N

/superfl'cie fixa

/// %/ > (¢) PERFEITAMENTE
5)}77 // (i PLASTICO |

Fiqura V.2
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Se ha expansdo uniforme da superficie em torno da origem
com a superficie subseqliente mantendo a forma e orientagdo da
inicial, o modelo € dito isotropico (Figura (IV.Z2.a)). Quando
as superficies subseqlientes mantém dimensdo e forma, mas trans-
ladam como corpo rigidc, no espago de tensdes, o endurecimento

& dito cinemdtico (Figura (IV.2.b)).

Um modelo plastico-perfeito & apresentado na Figura

(IV.2.c¢), sendo a superficie fixa.

0 desenvolvimento progressivo da superficie de escoamen
to & representado relacionando-se a funcdo de escoamento do ma-
terial Y(k) com a deformagdo plastica, através do pardmetro k
de endurecimento. Existem duas hipoteses quanto a definigao
desse parametro; a primeira, conhecida como woak hardening, de-
fine k como funcado do trabalho plastico Wp, acumulado durante

as deformacdes, isto €,

k=W_= J gT . dgp , (IV.2)

onde dEp € a parcela plastica das deformacdes, ocorridas duran-

te um incremento de deformacao.
A segunda hipotese admite que o parametro k seja funcdo
da deformacdo plastica equivalente Ep’ definida por

K = T =Jd€p' (IV.3)

Esse procedimento € chamado de sfrain hardending.

Recorrendo a equacdo (IV.1), e tendo em vista a possibi-

lidade de endurecimento para um estado multiaxial de tensoes,
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observa-se que, se f < Y(k) tem-se ainda um comportamento elas
tico. Quando f = Y(k), tem inicio o escoamento plastico do ma
terial, e uma mudanca incremental na funcdo de escoamento, de-

vido a um incremento de tensdo, & dada por

df = + do 3 (IV.4)

nesse caso, pode-se ter:

1) descarregamento elastico, quando df < 0, e entdo o}

ponto retorna para dentro da superficie de escoamento;

2) carregamento plastico, se df > 0, e o material tem
comportamento plastico com endurecimento, permanecendo o ponto

de tensao na superficie subseqiiente; -

3) carregamento neutro, que ocorre em materiais perfeita
mente plasticos, quando df = 0, ficando o ponto na superficie

inicial, que € fixa.

E possivel mostrar, ainda, que para materiais estdveis,
como conseqiiencia da lei associativa de escoamento e da irrever
sibilidade do trabalho plastico, tanto a superficie inicial de

escoamento, como todas as superficies subseqgiientes, devem ser

convexas. (201, [21], [2Z].
RELACOES CONSTITUTIVAS

Partindo de que a condi¢do de plasticidade & atingida,
isto & F = 0, deformacdes pldsticas ocorrem, e o incremento de

deformacao atual sera:

de = de_ + de . : (IV.5)
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onde dee e de. sao os incrementos de deformacdes elasticas e

plasticas, respectivamente.

0 incremento de deformacées elasticas € dado por
de, =D - do , (IV.6)

sendo D, a matriz das constantes elasticas do material.

A lei associativa de escoamento plastico define que 0s
incrementos de deformacoes plasticas, sdo proporcionais ao gra-
diente da funcao de carregamento, ou seja,

of

de = dx -« , (IV.7)
P do

onde dAi, ¢ uma constante a ser determinada. Essa relacdo & co-

e um vetor de

aof
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direcdo normal 3 superficie de escoamento, no ponto de tensdo

nhecida como condic¢dao de normalidade, ja que

considerado (Figura (IV.3)).

Portanto, o incremento total de deformacgao serd eXpresso

por

I
de =D - dg + di - R (IV.8&)
que apos a determinacdo da constante di, e conhecimento da fun-
¢ao de escoamento, resulta na relacao incremental entre tensao

e deformacdo, através da matriz elasto-plastica Dep’ na forma:

do =D« de (IV.9)
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>

Fig.IV3_ CONDICAO DE NORMALIDADE

CRITERIO DE ESCOAMENTO DE VON MISES

varios estudos foram feitos, para a obtencdo dos crité-
rios de escoamento, associados aos diversos materiais. Vale des
tacar que 0s critérios de von Mises, Tresca, Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager, tém recebido especial atencdo e atualmente sdo
largamente aplicados, principalmente através de métodos numéri-

COs.

Os dois primeiros critérios apresentam boa concordincia
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com os resultados obtidos experimentalmente para materiais duc-
teis, enquanto os outros dois sdo aplicados a materiais frageis

e solos.

No presente trabalho, o estudo & baseado no critério de
von Mises, para materiais com endurecimento isotropico. Nesse
caso, as duas hipoteses apresentadas quanto ao endurecimento do

material saoc equivalentes [22].

Fisicamente, um critério de escoamento & independente da
orientagdo do sistema de coordenadas empregado, sendo convenien
te expressa-lo em funcdo de trés invariantes de tensdes J,, J

2

e J..

3

Von Mises sugeriu que o material comega a se deformar
plasticamente, quando o segundo invariante de tensdes desviato-
rias J, atinge um valor critico. Analiticamente o critério &

exXpresso por

1

Jo=— 9% (IV.10)
3
onde Oy € a tensdo de escoamento do material para o estado unia
xial.
0 segundo invariante de tensdes desviatorias, vale:
1
J, = « [{oy - 0,02 + (0, - 0.2 + (0, - 6.)2] , (IV.11)
ou seja,
.
J, = . (S;+S;+S;)+T;Cy+’r;z+'r%x s (IV.12)

2
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onde

S =0 -0

X X mn

S =0 -0

Y Y m

SZ= 0, - 0.

(IV.13)

com

o 0X4-ay4-o

m 3

Reescrevendo a equacao (IV.10) na forma:

— 1/2

o = /g_ J,} = Oy (IV.14)

define-se entdo ¢ como a tensdo efetiva ou tensdo equivalente,
que quando atinge a tensao de escoamento do material, indica o

inicio do escoamento.

Existem duas interpretacdes fisicas para o critério de
von Mises. A primeira, sugerida por Nadai, € que o escoamento
tem inicio quando a tensdo de cisalhamento octaédrica atinge
certo valor critico. Essa tensdo ocorre no plano octaédrico,
cuja direcdo normal & igualmente inclinada, em relacdo aos ei-

X0s principails, e vale:

S
T =/ - J, (IV.15)

oct 3
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A interpretacdo de Hencky para o critério, € que o ini-
cio do escoamento ocorre quando a energia de distorgdo elastica
desenvolvida, alcanca um valor critico. Esse valor € igual a
energia de distorcdo do material, quando este & submetido a en-

saio de tracdo simples.

Observa-se que, no critério, as tensdes hidrostaticas ndo
provocam escoamento, pois essas tensdes ndo interferem na ener-
gia de distorgﬁq. Observagoes experimentais indicam que as de-
formagGes plasticas de metais realmente independem de tensoes

hidrostaticas.

Como conseqliéncia disso, a superficie definida pela equa
cao (IV.10), quando representada no espa¢o de tensoes princi-
pais, corresponde a um cilindro com eixo na direcao igualmente
inclinada com os eixos do sistema, e raio igual a /—%— . oy_(Ei

gura (IV.4)).

0 endurecimento isotropico do material da origem a novas

superficies, expandidas e concéntricas em relagdo d inicial,
que podem ser representadas através da projecdo no plano
n(c, + 0, + g, = 0).

A lei de endurecimento do material Y(k) € expressa em

termos da tensdo equivalente ¢ e da deformagdo plastica equiva-

lente Ep, atraves de:

.G = H (Ep) (IV.TG)
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plano T
(07 +03+03 =0)

superficie subsequente —f
[
l
t

superficie inicial

Fig.IV4_INTERPRETAGAO GEOMETRICA DO CRITERIO DE VON MISES

Para definicdo da funcdo H, recorre-se a curva ''tensdo-
deformacao'" do ensaio uniaxial (Figura (IV.1)). O comportamen-
to, inicialmente elastico, € caracterizado pelo modulo de elas-
ticidade do material E. Superada a tensac de escoamento Oys &
resposta & definida através do mddulo tangente elasto-plastico
E;, que representa a variacao da tangente a curva, dado por

do

= ’ (IV.17)
ET _de .
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No caso uniaxial, tem-se que ¢, = ¢ e 0, = ¢, = 0; logo,

a tensado equivalente € igual a ¢, sendo a deformacdo  plastica

equivalente igual a respectiva deformacdo Ep

Diferenciando, entao, a equacao (IV.16), vem:

do _
=H' (e) (IV.
de P
p
ou seja,
do
H' () = (IV.
p de
P

A deformacdo plastica € dada por:

de . = de - dee s (IV.

p

que, quando substituida em (IV.19), resulta

do 1

)
n

- de de
de - dee _
do do

Como o modulo elastico E, & expresso por

e

do

E = R (IV.
dee

e tendo em vista a equacdo (IV.17), obtém-se
1
1
H' = 1 1 , (IV.
ET E

= . | (IV.

18)

19)

20)

21)

22)

23)
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ET

o (IV.24)
L

E

1

Assim, a funcdc H' pode ser determinada experimentalmen-
te, através do ensaio uniaxial do material, e como sera visto
posteriormente, necessita-se de H', e nao da funcao H, na formu

lacao matricial.

IV.2 - CRITERIOS DE ESCOAMENTO PARA CASCAS DELGADAS

Para cascas de pequena espessura, simplificacoes sao in-
troduzidas quando se adotam as hipoteses de Kirchhoff-Love. Como
foi visto no Capitulo III, as tensGes de cisalhamento transver-

sais T e

7% L bem como a tensao normal ¢,, podem ser despre-

zadas. Nesse caso, o critéerio de von Mises (equagdo (IV.10)),

Sera expresso por:

(0; + 0; - 0, Uy + 3 Tiy) =0 |, (IV.25)
ou seja,
1
- . (0; + 0; - o, Uy + 3 Téy) =1. (IV.26)
Y

Nessa forma, o criterio pode ser aplicado diretamente a
cascas de pequena espessura, mas para obtencdo das matrizes en-
volvidas na formulacdo, € necessaria a integracdo em todo o vo-
lume dos elementos utilizados na discretizacdo da casca. Como

em um elemento genérico, para um nivel qualquer de carga, a
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plastificacdo ndo atinge necessariamente todo o elemento, a in-

tegracdo requer uma separacdo da regido elastica e plastica.

Ja que a plastificacdo comeca nas faces da superficie da
casca, expandindo-se para a regiao interna, geralmente a inte-
gragao numérica atraveés da espessura € feita por camadas, conse
guindo-se assim, representar a propagac¢ao da plastificacdo, atra

ves do escoamento dessas camadas.

Quando, no entanto, utilizam-se elementos planos, € con-
veniente escrever o critério de escoamento em funcao dos esfor-
cos resultantes da integracao das tensoes ao longo da espessu-

ra, definidos nas equagoes (III.38) e (IIi.SQ).

A primeira aproximacdo do critério de von Mises, em ter-
mos dos esforcos por unidade de comprimento, foi proposta por

Ilyushin em 1948. [23]1, [24], [25].
SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE ILYUSHIN

Atraveés da teoria das deformacdes, Ilyushin derivou uma
superficie de escoamento baseada no critério de von Mises para
materiais elasto-plasticos perfeitos, em fungdo dos invarian-

tes dos esforcos, que sao dados por:

T 2

N =P§:+ N; —P&:Ny +:5Niy

M =h§:+ M;-—V& My-+3 M;y

. 1 1

MN==NX MX + N M —-jg—Nk My —-7;—N& MX + 3N M

(IV.27)
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Para isso, utilizou trés formas quadraticas ndo dimensio

nais, expressas por:

N
Qt =
NG
M
M3
MN
Qem = ,
MM e N,
(Iv.28)
sendo:
N, = oy t
o, * %2
M, = — ,
4
(Iv.29)
ou por meio de relacdes paramétricas da forma:
Qt = fl (¢; U)
Q]Tl = fz (¢‘, ]J)
th = f3 (¢: W)
(IV.30)

Os dois parametros ¢ e u correspondem a:
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eiz
P =
e.
11
eio
H = ’
€51

(IV.31)

onde e, € a deformacdo equivalente e; na face superior da su-

perficie da casca, ¢ e¢.

ij,» @ deformacao equivalente na face infe

rior; e,

1D_é o minimo valor de e, . Ilyushin escreveu dois con-

juntos separados das fungoes f,, £, e f,, para o uso com a equa
cao (IV.30). Para o primeiro conjunto, que indica predominan-

cia da flexao, e.

j, ocorre dentro da espessura da casca; para o

segundo, quando hd predomindncia do estado plano de tensoes,

e., ocorre fora da casca.

Em situacoes de predominancia do efeito de flexdo, e par-
tindo de que toda a seccdo atingiu o escoaments, Ilyushin sim-
plificou a equacao (IV.30), eliminando os parametros ¢ e u, 0

que resultou na superficie aproximada

i

Fr=Qu+Q,+ 2 Up | =1 (1V.32)
3
que, com a substituic¢ao das equagoes (IV.28) e (IV.29), pode
ser escrita como
N 16 M 4 5 MN
FI - + " o+ = 1 N (IV.33)
o% 2 o t* V3 o 3

onde 4 € o sinal do termo MN, ou seja:

5

(IV.34)

E
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Qutros autores apresentaram superficies alternativas apro
ximadas, utilizando as formas quadraticas Qt’ Qm e th. Essas
aproximacoes foram comparadas por ROBINSON [23], que concluil
ser a superficie de Ilyushin a melhor aproximacdo linear no es-

paco definido por Qt’ Qm e th.

SUPERFICIE DE ESCOAMENTO DE CRISFIELD

A superficie de Ilyushin representa uma boa aproximacao
quando o efeito de flexdo € predominante, ja que, nesses casos,
¢ grande a curvatura plastica equivalente, a qual & representa-

da por Ep e definida de modo andlogo a equacao (IV.3):
K - J ax (1V.33)

Isto indica que a superficie apresenta bom comportamento
nas secoes totalmente plastificadas, onde o momento tende para
o valor M, (equacao (IV.29)), enquanto a curvatura plastica equi

valente tende para valores infinitos.

Quando uma das fibras extremas atinge o escoamento, tem-
se ?ﬁ = 0, e pode-se definir uma superficie inicial de escoamen
to. Nesse caso, as tensoes ao longo da espessura da seccdo es-

t3o ainda no regime elastico, sendo calculadas através de:

NX 6 MX
o, = +
X -
N 6 M
g = g Y
Yot t2
N 6 M
e, = -2 4 XY
}\y t tz

(IV.36)
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Essa superficie inicial de escoamento € obtida  atraves

da substituicdao de (IV.36) no critério de von Mises (IV.26):

9

n Qo+ 3 |Ql =1 (IV.37)

CRISFIELD [25] propds, entao, uma modificacao na super-
ficie de Ilyushin, visando obter melhor aproximagdo para valo-
res pequenos de k_. Para isso, desenvolveu uma superficie ex-

pressa por
Fo Q> Qs Qe Tc'p) =1, . (IV.38)

onde Ep deve ser tal que F_ seja igual & superficie inicial F,,

X =0 igual a F., k. + o,
para k, , e igual a Fy, para o

De modo a atender essas condig¢oes, Crisfield sugeriu a
simples substituicdo do momento uniaxial plastico M,, pelo mo-
mento MC, onde MC segue a curva "momento-curvatura' para o caso
uniaxial. Isto &, o momento MC, varia do valor M:, dado por

oy t2
M = — (IV.39)
6
que corresponde ao escoamento da primeira fibra na secgdo, atée

o valor M, quando toda a secgdo ja atingiu o escoamento.

0 momento M. e relacionado a My, através de:
M. = a(Ep) <M, (Iv.40)

onde a funcdo o € obtida a partir da curva ''momento-curvatura"

e da curvatura plastica equivalente
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4 E -t _

a =1 - * exp (-————-—-—-—-—-—u-kp) (IV.41)
3 Oy

Assim, com a substituigao de MC por M, "snas . equagoes

(IV.28) e (IV.32), € obtida a superficie de Crisfield

Fo=Q+ + Qpl =71 (IV.42)

o2 o /g
ou
N 16 M 4 5 MWN
FC = + + — =1 (IV.43)
0% t2 a? of t" a V3 0% t3

Observa-se que, quando Fﬁ + w, tem-se & = 1, e a superfl

cie F_ coincide com F,. Porém, se k_ = 0, tem-se a = —g—, e,
c I p 3
nesse caso PC assume o valor:
9 3
(FC]EP=0 = Q + _4_Qm + . Q| =1 (Iv.44)

havera entdo uma diferenca no coeficiente do termo_th, em rela
cao a F;. Essa diferenca acarreta um retardamento no inicio do
escoamento das fibras extremas, quando se utiliza a superficie
de Crisfield, mas consegue-se uma melhor aproximagd@o para valo-

res intermediarios de Ep.

De modo a melhorar o comportamento inicial de escoamen-
to, EIDSHEIM [26] apresentou uma modificacao na equacdo (TV.43),

introduzindo um parametro b, dado por

1
b=1- (3 --———J [1-ak)] , (IV.45)
/g P

ficando PC, na forma
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N 16 M 4 5 WN
+ + — =1 (IV.46)
o{; t2 o2 0\} t* b vz ag t3

SUPERFICIE DE CRISFIELD PARA MATERIAIS COM ENDURECIMENTO

Tanto a formulacdo de Ilyushin, como a aproximacdo de
Crisfield, foram desenvolvidas para materiais elasto-plasticos

perfeitos.

Utilizando a equacao (IV.46), EIDSHEIM [26] desenvolveu
uma formulagdo, considerando o endurecimento isotropico do ma-
terial. Seguindo a hipotese de wonk hardening, Eidsheim adotou
uma curva uniaxial "tensao-deformacdo" particular, onde a ten-
sdo, ap0s o escoamento inicial, tende assintoticamente para um

valor limite o = 2 -0 Esta formula¢ao foi aplicada em al-

v’
guns casos de solicitacao por flexdo e deformacgao axial em vi-

gas.

No presente trabalho, adota-se a superficie original de

Crisfield para materiais que apresentam a curva ''tensdo-deforma

cdo" da Figura (IV.5), ja que esta superficie representa uma
boa aproximacao, mesmo quando as segoes nao estdo totalmente
plastificadas.

Como o modulo tangente elasto-plastico € constante, a
funcao H' definida na equacdo (IV.24) também o € e, nesse caso,
apos ser atingida a tensdo Oy, @ tensao equivaleﬁte, sera ex-

pressa por
(IV.47)

onde, para materiais elasto-plasticos perfeitos, H' sera nula.
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=1

Figura IV.5

Reescrevendo a equacao (IV.43), como

=G (IV.48)

+ +

(N 16 M 4ém)1/2
t2 a? t* a /3 t3

Y

€ possivel introduzir o conceito de temnsdo equivalente, defini-

da pela lado esquerdo da equagao (IV.48)}, ou seja:

(1v.49)

a = + +

( N 16 M 4 4 MN )1/2
t2 a2 tt a V3 t3

Com a substituicao da tensao oy pela funcdo de endureci-
mento H (equacdo (IV.16)), que nesse caso sera dependente das

deformacdes e curvaturas plasticas, isto &,

H=fg,, k) (IV.50)

a superficie de escoamento sera dada por

F =5, m, _kp) —H(F:p, ]%‘J =0 , (IV.51)
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onde n e m, sdo os vetores que contém os esforcos por unidade

de comprimento, definidos em (III.40) e (III.41).

IV.3 - DETERMINACAO DAS MATRIZES ELASTO-PLASTICAS

A partir da equacao (IV.51}, pode-se escrever

dF = 0 (IV.52)

ou seja,
do=di , ' (IV.53)

e, entao, tem-se que

{

a5 |7 30 | 30 B oH oH
. dn+ + dm + - dk_ = o de_ + + dk
an ~ | om - 9K p %, P 3k K

~ p ~ ~P
(1V.54)
Denotando por
30
Fn =
= n
[ o
Fm = {—— :
- om
(IV.55)

obtem-se, a partir da equacao (IV.49), que:



2 5 oN 16 oM
Fm = — . + .
" a V3 t3 on a? t* am
(IV.56)
Indicando por:
1
ad =
t2
2 5
b=s—uo-—
a V3 t3
16
C =
az tt
(IV.57)

e utilizando-se os invariantes de esforgos definidos em (IV.27),

determinam-se explicitamente os vetores Fn e Fm em funcao dos

esforcos:
/
a2 - N) + bz M - M) }

Fn ={ a(2 Ny - Nx) + b(2 My - Mx)

La(ﬁ ny) + b(6 Mxy)
(IV.58)
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(b2 N -N) +cZM -M))
x "y PR

Bm=( b2 N, - N + @M - M)

\b(6 ny) + c(6 MXY) )

(IV.58)

A derivada da tensao equivalente, em relacdo a curvatura

plastica equivalente, € obtida através da funcao a, isto €,

Elej o0 an
- = f = . (IV.59)
ok oo ak
p p
3o o
Denotando-se e —— por VA e V(C, respectivamente,
da ok
vem: L
4 5 MN 32 M
VA = - - (IV.60)
az 3 t5 o tf
4 E+t 4 E-t _
VC = . * exp (- . + k ) (IV.61)
9 g 3 a P
y y
Logo,
ag
— = VA - VC (IV.62)
3k
p

A curvatura plastica equivalente pode ser calculada pela

somatoria dos incrementos de curvatura, ou seja,

Ep =z d‘Rp , (IV.63)

onde
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4 dk’>
KX = — (dkz dx’ dk - dk —Eﬂ-) IV.64
5 : B + Dy + Py Dy + p ( )

A partir da condigao de normalidade, pode-se escrever:

[aly
W)
I

di - Fn

jal
o~
e
%1

(IV.65)

que, com a substituicao da equacdo (IV.58) e com a utilizacao

de (IV.64), resulta em
dRﬁ =VB - dx , (IV.66)

onde

VB-2 +h2 eNec2eMa2ebec-MW |, (1V.67)

Substituindo-se as equacoes (IV.55), (IV.62) e (IV.66)

em (IV.54), obtém-se

Fh + dn + Fh - dn+VA « VB - VC - di =

. dgp (IvV.68)

ou, equivalentemente,

. . 3l oH
Fh - dn + Fi - dm + VA + VB » VC » dX - . d\ - Fn + . d\ - Fm
R 3 - sk -
| p “p
(IV.69)

Logo, o coeficiente dA & dado por



FITl-dn+FIE'dm
a = ~ ~ - (1V.70)
3H 3H
. Fn + « Fm-VA + VB  VC
3 - K -
p o

De acordo com as equacoes (II11.40) e (III.41), os incre-

mentos dn e dm, sdo escritos na forma:

dn = DM - {dEt - dEp}

an - DB - (dk, - di)

(IvV.71)

sendo det e dgt, 0s 1ncrementos totais de deformacao e curvatu-

ra, respectivamente, ou seja,

fa¥)
™
|
ol
™

+ de

~t e -p
dlft_d‘l_(e+d1§p

(IV.72}

Recorrendo-se a equacdo (IV.65), chega-se as equacgdes

5

DM - {dEt - dx En}

&

DB - {dgt - dh - Em}

(IV.73)
que, quando substituidas em (IV.569), fornecem

dh - [i+3 - (VA-VB«VC) +H +HJ] = Fh

T
© DM - de + B+ DB - dk

(IV.74)
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onde:
i = ég- Qﬁ- En
j o<BR-DB-En
(IV.75)
e
aH
H, = - Fn
JE
-p
aH
H, = * Fm
ok -
P (IV.76)

Dessa forma, obtém-se di em fungdo dos incrementos totais de de
formacao:
1

dr = - (Fh - DM - de_ s Bh - DB - dkJ
i+j-(VA-VB . VC + H, + H, - - - - - -

(Iv.77)

Para se determinar H, e H,, utiliza-se o conceito de tra

z2?

balho plastico, definido pela equagdo
— — T
dW_ =t » 0o » de_ = n - de_ + me dgp : (IV.78)

assim, o incremento de deformacdo plastica equivalente, dEb, €

dado por

de = e {nl . e, + m . a} (1V.79)
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ou, tendo em vista (IV.65), por

di

de = —— ' - Fn+nml - En} . (IV.80)
p teo - - - -

E possivel, ainda, escrever as derivadas da funcdo H em

relacdo as deformacbes pliasticas:

oH oH €. oW 1 T
= — e p . p = H' . E—— " Il ( IV . 8 1 )
3 W 3 t . -
T T T °
e
3H aH 3 oW 1
- P . P__pg  _ mT , (IV.82)
k oW ok t - -
% p % ?

onde H' & calculada atraves da equacdo (IV.24),.

Substituindo-se, entaoc, as equacgoes (IV.81) e (IV.82) em

(IV.76), obtém-se:

H|
Hl= _'HT'PH
teo - -

Hl
H, - — ' - Fm
t +0 - -

(IV.83)

Recorrendo-se a condicdo de normalidade e ao coeficiente

dr, dado em (IV.77), as equacgoes (IV.65) resultam em:
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1 |
de = - (A - DM - de, + En - DB - dk,} - B
P i j - (VA-VB-VO) + 1, + 1, S -

1

dk = — + {Eh - DM - de, + Fh - DB - di} - B
P i+ - @A+ VB-VO +H, +H, - o -
(IV.84)
Usando-se as notacoes
In = @1- EE
[n - fm - G
ln = Fn - B0,
(IV.85)
obtem-se:
1
de_ = . {%n < DM - dgt + Lom + DB - dgt}

P i 4§ - (VA-VB VO +H +H,

1

&, _ -{LEm-DM-det+Lm~DB-dkt}
P L - A-VB-VO) +H +H - -t T E TS

(IV.86)

A substituicao de (IV.86) em (IV.71), conduz as relacgdes
entre os incrementos de esforgos e deformacoes, as quais sao da

das por:
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1
dn = DM - {de, - ~{ln + DM - de, +
- i+j- (VA-VB-VC) +H +H, - )

+I:‘]m'D_B.dl.St}}

1
dm = DB + {dk, - + {Um + DM + de, +
- - - 14+j-~OA-VB-VC) +H, +H, - - -
+Im - DB - d]ft}}
(Iv.87)
Essas relacdes podem ser escritas na forma:
dn = DE - dEt + DEF - dgt
T
dm = DEF" - dgt + DF - dEt ,
(IV.88)
ou
dn de,
= er -
dn g
(Iv.89)
onde Dep ¢ a matriz elasto-plastica, conforme equagdo (Iv.9),
formada pelas matrizes da equagao (IV.88), ou seja,
DE DEF
]Eep = , (IV.90)
T

DEF DF
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com:

1

DE =DM - [I - + In + DM]
- N - i+j-(VA-VB«VC) +H, +H, - -
1
DF =DB - [I - « Lm » DB]
- - - i+j-(VA-VB«VC) +Hy +H, ~ -
1
DEF = - DM - Lnm - DB

i4+3j-(VA-VB+VC + Hi + H,

(IV.91)

sendo I, a matriz identidade (3x3).

IV.4 - EQUACOES ELASTO-PLASTICAS PARA GRANDES DEFLEXOES

A formulagdo de grandes deflexdes em estruturas de super-
ficie, com materiais que tém comportamento elasto-plastico, po-
de ser obtida com a combinacao das equacdes desenvolvidas nos

Capitulos III e IV.

Para a combinagdo de nao-linearidade geométrica e fisica,
€ necessaria a determinagao da matriz de rigidez tangente e
do vetor das forgas nodais internas, utilizando, porém, as rela

cGes elasto-plasticas entre esforcos e deformacgées.
MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Como foi visto no Capitulo III, a matriz de rigidez tan-
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gente relaciona incrementos de forga e deslocamento, conforme

equacao (III.23):
& =X - A

De acordo com a equacdo (III.37), tal matriz € calcula-

da, no regime elastico, por

I_€T=J(]§'T-Q‘-§'+§T-"{‘-§) dv (1V.92)

v
A matriz B! € dada em (III.27), poreém D' deve ser substi
tuida pela matriz Dep, ja que apos a integragdo ao longo da es-
pessura, a matriz Ky resulta da integracdo da area do elemento,
e as relacoes constitutivas ficam em funcao dos esforcos (equa-

¢gao (IV.89)). Assim, a matriz K Serd expressa por

P
81 0] [DE DEF] [B1  BS 0 ]
K = . . + - A,
st om2l| pee" o] o B2 VI
(1v.93)

Desenvolvendo (IV.93), obtém-se, finalmente, a matricz Kf

K. . KL
~ii ~i0

Kp = ;
gio goc

(IV.94)

sendo
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T
I.Sii = JA @;I . D~E . BJ) . dA

K < J 827 « DF « B2 + BS!
, (B2 ¢ DF - B2 B

- - DE - BS + BgT - DEF' - BS +

+BS' «DEF -+ B2+ G M -G - dr

K;, = J s’ - DE « B1 + B2 - DEF' « B1) - dA
o e - . e . i
(IV.95)
VETOR DE FORCAS NODAIS INTERNAS
0 vetor de forcas nodais internas e calculado atraves

das mesmas cquacgoOes desenvolvidas no Capitulo III, ou seja,

que, apos a integracdo ao longo da espessura, resulta em

o
=]

7
1=
+ .
=
(a9}
=

Note-se ,que os esforcos podem estar no regime plastico e, por-

tanto, sdo determinados a partir das relagdes elasto-plasticas.
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V - RESULTADOS DE ANALISES

Neste capitulo, apresentam-se os resultados numericos
obtidos através da analise com o elemento desenvolvido de al-
guns exemplos. Esses resultados sdo comparados com as solugdes

apresentadas por diversos autores.

Nas quatro primeiras analises, obtém-se a resposta de es
truturas de superficie sujeitas a cargas estaticas. Primeira-
mente, faz-se o estudo de ndo-linearidade geométrica de uma cas

ca esférica e uma placa.

A seguir, & apresentada a andlise elasto-pldstica de

uma casca cilindrica e de uma calota esférica, respectivamente.

No quinto exemplo, determinam-se as freqliéncias naturais
de uma viga engastada, onde procura-se comparar os resultados
obtidos utilizando-se as matrizes de massa consistentes, com as
matrizes agrupadas. Verifica-se, ainda, nesse exemplo, o efei-
to do termo da matriz de massa associado aos graus de liberdade

de rotacio.

Finalmente, faz-se a analise dindmica de uma placa sim-

plesmente apoiada de material elasto-plastico perfeito.

Os resultados e comparagoes estac a seguir.
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V.1 - ANALISE ESTATICA

a) Ndo-linearidade geométrica

CASCA ESFERICA SIMPLESMENTE APOIADA

A casca esfeérica de projecdo quadrada no plano horizon-
tal, simplesmente apoiada nos bordos, esta sujeita a uma carga

concentrada vertical no centro, conforme Figura (V.1).

Devido a simetria, analisou-se apenas uma quarta parte
da estrutura, utilizando-se uma malha de (4x4). Apesar dessa
malha nao ser muito refinada, obteve-se uma solucdo proxima das

de outros autores.

A Figura (V.1) indica a variacdo do deslocamento do pon-
to central da casca em relacdo a carga, para a analise efetuada

e para a solucao apresentada por esses autores.

LEICESTER {29] obteve a resposta com uma solucdo anali-
tica atraves de séries, enquanto MATSUI [30], bem como BERGAN
[31], utilizaram o método dos Elementos Finitos, porém com for
mulacoes diferentes. Esse problema também foi analisado por

DHATT [32] e por BATHE [33] com solucdes semelhantes.

Neste estudo, o mctodo adotado para a resolucao do siste
ma de equac¢oes nao lineares foi o de Newton-Raphson, com tole-
rancia fixada em 1%. A partir do terceiro incremento de carga
utilizou-se controle de deslocamento, com incrementos iguais de
25 mm, como pode-se observar na Tabela (V.1). Consegue-se, as-
sim, tracar a curva da Figura (V.1), mesmo com a perda de rigi-

dez da casca.
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Tabela (V.1)

P (KN} W (mm)
10. - 12.54
20. - 27.47
30. - 50.34
41.29 - 75.34
47 .62 - 100.34
51.17 - 125.34
52.37 - 150.34
50.63 A - 175.34
47.23 - 200.34
44,93 - 225.34
47 .82 - 250.34

58.54 - 275.34
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PLACA APOIADA SUJEITA A CARGA EM SEU PLANO

0 objetivo deste estudo € a analise do comportamento poés

flambagem de uma placa simplesmente apoiada.

As caracteristicas geométricas e propriedades elasticas
do material, bem como a malha utilizada na discretizacgao, etao

indicadas na Figura (V.2).

Considera-se que os apolos 1lmpedem 0s deslocamentos
transversais, porém deixam livres os deslocamentos no plano da

placa.

Um carregamento axial de compressao uniformemente distri
buido & aplicado ao longo de duas extremidades. Entretanto,
para a determinagao da curva que mostra a variacao dos desloca-
mentos com a carga axial, uma pequena forca vertical € aplicada

no ponto central da placa.

Esse procedimento foi proposto por ARGYRIS [34], de mo-
do a avaliar a singularidade para a carga critica. Essa forca
vertical & proporcional ao carregamento axial, atingindo o va-
lor maximo igual a 0,2 N, quando esse alcanga trés vezes o va-

lor critico.

A Tabela (V.2) apresenta os deslocamentos longitudinais
de um ponto da borda e os deslocamentos transversais do ‘ponto

central da placa, para alguns niveis de carga.

Os resultados obtidos sao comparados com a solucdo da re
feréncia [34], atraveées da Figura (V.3), que indica os desloca-

mentos verticais do ponto central da placa, em funcao da carga.

Nesse grafico, a carga critica que serve de referéncia,
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é dada por TIMOSHENKO [35], e resulta em uma tensdo normal cri

tica igual a 19.20 MPa.

L ZALZF NN
LZAZ7Z\NNNY,

NNANNEZZZ 7
NNNNLAZ 2T

/ a / a =203,2mm
4 - t =a/l00
E=70 GPq
v =033
Figura V.2
Tabela (V.2)
PL(N/mm) W; (mm)x 102 V,(mm) x 102
17.5 1.12 1.13
26.25 2.88 1.69
35.0 14.82 2.27
43.75 84.45 3.15
61.25 160.19 5.15
78.75 210.99 7.18
96.25 252.04 9.24
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b) Nio-linearidade fisica

CASCA CILINDRICA APOIADA EM DIAFRAGMAS

A casca cilindrica com propriedades fisicas e dimensdes
geométricas apresentada na Figura (V.4), € submetida a um carre
gamento distribuido uniforme vertical. O material da casca &
elasto-plastico perfeito e, devido a simetria, foi analisada

apenas uma quarta parte da estrutura com uma malha (4x5).

Este problema foi estudado por diversos autores, sendo
que DUPUIS [36], bem como BACKLUND [37], 1levaram em conside-

ragao apenas a nao-linearidade do material.

BERGAN [31] e ARGYRIS [38] apresentam‘solugéo do pro
blema levando em consideragdo, também, o efeito de ndo-lineari-
dade geométrica. Porém, como pode-se notar na Figura (V.5),
‘onde aparece o deslocamento vertical do ponto central na borda
livre (ponto B) em funcdo da carga, o efeito de.néb-linearidade

geométrica ndo €& significativo na solugdo do problema.

No presente estudo, utilizou-se o método de  Newton-Ra-
phson, porém sem atualizar a matriz de rigidez, conseguindo-se,

portanto, consideravel economia de tempo de processamento.

Verifica-se, em cada iteragao, apenas o vetor de forgas
nodais equivalentes, o que acarreta um numero maior de itera-
coes para se atingir a convergencia em um determinado incremen-
to de carga. Isso, todavia, € recompensado, ja que caicula—se
a matriz de rigide; tangente apenas na primeira iteracao,. sendo

essa, a matriz de rigidez linear da estrutura,

Na Figura (V.6), mostra-se a progressdo da plasticidade
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nos pontos de integracdo em funcdo de alguns niveis de carga.
?rocura—se comparar essa progressiao com os resultados da refe-
rencia {37}, apresentados na Figura (V.7); nessa figura, os nu
meros indicados em cada elemento fepresentam a quantidade de ca

madas plastificadas nos pontos de integracdo numeérica.

0 modelo utilizado por BACKLUND [37] segue o critério
de von Mises, e cada elemento € dividido em dez camadas parale-
las a superficie média, de modo a levar em conta o escoamento

parcial ao longo da espessura da casca.

No elemento desenvolvido, o estudo € reduzido a superfi-
cie média, mas verifica-se que ha conformidade entre as regides

que atingiram a plasticidade.
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CALOTA ESFERICA ENGASTADA

Este exemplo tem como objetivo verificar o comportamento
da superficie de escoamento desenvolvida no presente estudo e,
para isso, comparam-se os resultados obtidos com elementos que

empregam outras formulacoes.

A calota esférica engastada sujeita a uma carga uniforme
vertical, € analisada utilizando-se a malha indicada na Figura
(V.8). A plasticidade do material da casca obedece o critério
de escoamento de von Mises, sendo apresentada uma solucao supon
do o material elasto-plastico perfeito, e .uma segunda, conside

rando o endurecimento do material apds a plastificacdo.

Na Figura (V.9) mostra-se a variacao do deslocamento cen
tral em funcdo da carga, para.os dols casos. Os resultados sdo
comparados com as solucoes obtidas por ﬁANDAU [39], onde .. a
casca foi analisada com elementos Axi-simé€tricos e com elemen-

tos Tri-dimensionais degenerados.

As diferencas Verificadas nas solucgoes 550 aceitaveis,
ja que as formulag6esrséo diferentes; tanfo 0 elemento degenera
do; como o axi-simétrico, apresentam integracdo ao longo da es-
pessura, ao passo que o elemento desenvolvido possui pontos de

integracdo apenas na superficie.

Além disso; o método para a solugao do sistema adotado
pelos aUtéres fol o incremental, com incrementos de carga de
2,5 psi. Neste estudo, adota-se Newton-Raphson com incrementos
_Variévéis, nao havendo necessidade de atualizar a matriz de ri-

gidez.

Consegue-se, assim, uma solucgdo satisfatoria, com um tem
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po de processamento relativamente reduzido.

A seguir, estao indicados, na Figura (V.10), os pontos
plastificados da superficie, bem como a configuracdo deformada,

para um nivel de carga igual a 61,95 psi.

Finalmente, a Figura (V.11) apresenta a variacao do mo-
mento fletor M, @0 longo da casca, para o mesmo nivel de -carga,

nos casos elastico. e elasto-plastico perfeito.

Na Tabela (V.3) comparam-se as tensoes em alguns pontos
de integracao, com o elemento tri-dimensional degenerado. Nes
se caso, como no presente estudo, nao se sabe precisamente como
variam as tensoes ao longo da espessura da casca de um ponto
plastificado; no ponto proximo ao centro da casca, onde se com-
param as tensoes para a carga p = 57,5 psi, pode-se supor gue
toda a secgdo relativa a esse ponto tenha atingido a plastifica

cdo.
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Tabela (V.3) - Tensoes na face superior dos pontos de

integracdo proximos .ao centro da casca

em péi
p = 40 psi o oy Ty
Elemento estudado - - 805Z. - 8205. + 84.
Elemento tri-dimensional degenerado - B157. - 8157. + 9.
p = 57.5 psi Oy Gy Txy
Elemento estudado - 10480. - 10725. + 295,
Elemento tri-dimensional degenerado - 9326. - 10724 + 357

V.2 - ANALISE DINAMICA

a) Freqliéncias naturais

VIGA ENGASTADA EM. UMA EXTREMIDADE

A finalidade desse estudo € a comparacdo das freqiiéncias
naturals de uma viga, calculadas com matriz de massa consisten-
te, e matrizes diagonais agrupadas que levam em consideracaouma

parcela da inércia de rotacao.

Calculam-se as primeiras freqiéncias naturais de uma vi-
ga de seccao retangular engastada em uma das extremidades. As
caracteristicas geométricas, bem como os dados relativos ao ma-

terial da viga, sao apresentados na Figura (V.12).
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Esse exemplo foi resolvido por SURANA [40], que utili-
zou diversas malhas ¢ espessuras diferentes para a viga, poreém

com um elemento tridimensional de casca com 16 nos.

No presente estudo, utilizaram-se as malhas I e Il repre
sentadas na Figura (V.12), com a espessura da viga igual a 0.55

polegadas.

As quatro primeiras frequencias naturais sao apresenta-
das na Tabela (V.4), para a malha I, sendo que, para as matri-
zes agrupadas, faz-se a variagao do coeficiente ”Ky", que multi
plica a soma das parcelas de rotacdo da matriz consistente, re-
lativas ao grau de liberdade associado. Nas duas Ultimas colu-
nas estao os valores da ref. [40] para matrizes de massa con-
sistente e discfeta, com ﬁma malha de dois elementos tri-dimen-

sionais de casca.

Na Tabela (V.5) tem-se as oito primeiras freqiiencias na-
turais para a malha II, comparadas com as solucoes de uma malha

com oito elementos tri-dimensicnais da referéncia [40].

Observa-se que os valores obtidos para as diversas matri
zes agrupadas nao apresentam diferenca significativa, tendo em

vista que a viga possul pequena espessura.
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Tabela (V.4) - Freqliéencias naturais (c.p.s.) - Malha I

Freqliéncias - _ Discreta Ref. [40]
Naturais consistents Ky=0' Ky=0'45 Ey:O.?S Ky=1.0 consistente discreta
1 72.84 70.3 70.3 ~70.3 70.3 72.3 69.6
2 483.3 437.5 436.8 436.4 436.1 476.8 395.6
3 594.8 485.4 484.7 484.1 483.7 505.0 442.6
4 786.6 761.3 761.3 761.3 761.3 563.3 483.0

Lol




Tabela (V.5) - Freqiiéncias naturais (c.p.s.) - Malha II

Fregliencias Discreta Ref. [40]
Naturais Consistente _ . .
Ky:O. Ky=1.0 consistente discreta

1 71.8 71.3 71.3 71.5 70.8
2 457.0 445.2 444.,8 447 .4 431.3
3 583.0 549.6 549.0 492.9 487.6
4 584.6 580.6 580.6 550.9 514.5
5 1319.3 1264.5 1261.9 1281.5 | 1180.1
6 1811.7 1698.2 1695.4 1702.1 1579.2
7 S2690.5 2554.3 2554.0 2698.6 2234,2
8 2932.2 2822.0 2822.0 3031.0 2746.3

Z01
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b) Nao-linearidade fisica

PLACA ELASTO-PLASTICA SIMPLESMENTE APOIADA

A analise dindmica de uma placa quadrada elasto-plasti-
ca perfeita apoiada nas extremidades, & feita utilizando-se ma
trizes de massa discretas e consistentes. As caracteristicas
do material, bem como a geometria da placa e o carregamento,

estao na Figura (V.13).

Este problema foi resolvido por LIU e LIN [41] os quais
utilizaram a teoria das pequenas deformacoes, e por HUGHES [42],

que considerou também ndo-linearidade geométrica.

A resposta dinamica para o elemento desenvolvido, utili-
zando matrizes de massa consistentes com quarenta intervalos de
tempo, praticamente coincide com a solugdo através de matrizes

de massa discretas para oitenta intervalos de tempo.

Na analise com as matrizes de massa consistentes, o méxi

mo deslocamento vertical do ponto central da placa corresponde

a 2.86x1071_in, para t 7.58x10°" 4, enquanto que, com matri-
zes discretas, o valor maximo € de 2.87x10"" in para 0 mesmo
tempo. Nos dois casos, utiliza-se o metodo de integracao de

Newmark, atualizando-se a matriz de rigidez (ndo se verificando

0o equilibrio em cada intervalo de tempo).

A solucdo obtida esta indicada na Figura (V.14), que mos
tra a variacao do deslocamento central da placa com o tempo, a

qual €& comparada aos resultados das referéncias [41] e [42].

Observa-se que, nessa analise, o deslocamento maximo al-

canca um valor maior € ocorre para um tempo superior do que as
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outras solucoes. Isso pode ser conseqiiencia de um relativo atra
so na plastificagao dos pontos de integracdo, decorrente da su-

perficie de escoamento aproximada que se utiliza na formulacido.

Duas outras solucdes analogas as anteriores foram obti-
das, desta feita, verificando-se o equilibrio a cada intervalo
de tempo. - Entretanto, esse procedimento exige grande esforgo

computacional, acarretando um alto tempo de processamento.

Quando, no entanto, nao se atualiza a matriz de rigidez,
mesmo verificando o equilibrio podem ocorrer problemas de con-
vefgéncia. Utilizando-se, por exemplo, quarenta intervalos de
tempo e atualizando a matriz de rigidez a cada cinco interva-
los, nao se consegue a convergencia ja nos primeiros interva-

los.

Mesmo com oitenta intervalor de tempo, com matrizes con-
sistentes de massa, contudo sem atualizar a matriz de rigidez,
L

a solugdo & obtida até o tempo de 4.46x10° 4, ndo convergindo

para o intervalo posterior.
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VI - CONCLUSOES

Procurou-se examinar nesse trabalho o desempenho de wuma
formulagao simples para analise ndo-linear de estruturas de su-

perficie.

Estudou-se problemas de nao-linearidade geométrica atra-
vés das equagbes de von Karmian, utilizando-se uma regra de inte
gragdo numérica adequada, para garantir a convergéncia das solu

cdes de uma ampla classe de problemas praticos.

O tratamento da plasticidade a partir dos esforcos €& ain
da assunto que merece pesquisa, e deve representar um caminho a
ser seguido, ja que reduz significativamente o esforco computa-

cional na solucao de problemas da engenharia.

Partindo-se entdo de um elemento simples, ndo conforme,
desenvolveu-se um critério, que pode também considerar a possi-
bilidade de endurecimento do material, atraves de integracao

- -
apenas ao longo da superficie.

Esta formulacdo mostra-se eficiente quando comparada com
teorias tridimensionais, as quais empregam o critério de von
Mises em todo o dominio. Atualmente esta sendo utilizada na so
lucao de problemas mais complexos, como, por exemplo, na andli-

se de resisténcia Ultima de juntas tubulares [46].
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Os procedimentos empregados estao implementados no siste
ma LORANE-NL com possibilidade de analises estaticas, com con-
trole de deslocamentos e cargas, e analises dinamicas, utilizan
do integracao direta (implicita e explicita), como também super

posicao modal.

Dessa forma, pretende-se dar continuidade a pesquisa
efetuando-se estudos de problemas de impacto, e adequando-se

esse modelo para o tratamento de estruturas de concreto armado.
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