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APLICACAO DO METODO DA SUPERPOSICAQ MODAL

NA ANALISE ESTATICA NAO LINEAR DE ESTRUTURAS

Joagquim Eduardo Mota

Dezembro de 1986

Orientador: Edison.Castro Prates de Lima

Programa: Engenharia Civil

0 metodo .da superposigac modal tem sido .utilizado co
mo um procedimento .eficiente para andlise estatica ndo linear ge
ométrica de estruturas esbeltas com comportamento pré-critico fra

camente ndo linear.

Neste trabalho apresenta-se uma extensao deste méto-
do, que permite a sua aplicacao em outras classes de problemas .
nao lineares, e também a consideracao de ndo linearidade fisica

representada por molas nao lineares aplicadas na estrutura.

No caso de problemas que nao se enguadram na catego--
ria de fracamente nac lineares, a solugdoc modal & corrigida por
um processo. baseado em atualizagdes do .sistema de coordenadas e
no conceito. de matriz de rigidez tangente. Para a.consideragdo
da.ndo linearidade fisica, utiliza-se a técnica das pseudo-for -
cas, sendo as. equagoes modais nao lineares resultantes resolvi -

das pelo método iterativo .de Newton-Raphson.

0 trabalho- inclui. a. dedugac das equacdes de equili -
brio, considerac¢des sobre a implementagao computacional do méto-

do e a analise de alguns exemplos de aplicagao.
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APPLICATION OF THE MODE SUPERPOSITION METHOD IN

NONLINEAR STATIC ANALYSIS OF STRUCTURES

Joaquim Eduardo .Mota

December; 1986

Chairman: Edison Castro Prates de Lima

Department: Civil Engineering

The linear buckling mode superpositon method has
been utilized as an efficient procedure for geometric nonlinear
static analysis of thin-type structures with a mild nonlinear

pre-buckling behaviour.

This work presents a modal method extension where

both geometric and physical nonlinearities are considered.

For problems which the mild nonlinearity condition is
not satisfied, the modal solution is corrected by a procedure
based on updating of the coordinate system and on tangent stiff-

ness concept.

The physical nonlinearities are represented by non-
linear springs, and the resultant modal nonlinear equation are
solved by the pseudo-force technique associated with a Newton-

Raphson iteration scheme.

The work includes the derivations of the equilibrium
equations, considerations about a scftware implementation, and

analysis of sime application examples.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

Na analise estrutural pelo método dos elementos fi-—
nitos, verificamos uma grande diferenca, em termos de esforcgo
computacional,entre uma analise estatica linear envolvendo fun-
damentalmente a solugao de um sistema de equacbes lineares, e
uma analise nao liﬁear utilizando métodos incrementais-iterati-

vOos.

Na pratica, esta grande diferenca tem desestimulado
a utilizacdo da analise nao linear, sobretudo no desenvolvimen-
to de projetos quando.varias hipoteses de carregamento ~devem

ser examinadas.

Constata-se, contudo, que certas classes de proble-
mas nao lineares,. podem ter uma solugdo satisfatdria, atravésde
métodos alternativos que exigem um esforgo computacioconal nao

muito superior ao de. uma analise linear convencional.

Um exemplo destes métodos alternativos é o apresen-
tado por NAGY (3), para analise estatica nao linear geometrica
de estruturas esbeltas com comportamento pré-critico fracamente

nao linear.

Basicamente, o método utiliza uma equagdo naoc line-
ar de equilibrio simplificada, e obtém a resposta pré-critica da
estrutura através de uma transformacdo de coordenadas, que uti-

liza como base 0s modos de flambagem linear da estrutura.



Recentemente, MEDEIROS (5) mostrou que & possivel se
obter o mesmo nivel de.preciséo:da solucao dada pelo método mo-
dal classico, utilizando; como alternativa & base modal, um con
junto de vetores gerados por um processo nao iterativo Dbaseado
no algoritmo de Lanczos, Desta forma;'diminuiu—seHO'custo do

método modal, tornandoc ainda mais atrativa a sua utilizacao.

Uma outra vantagem do método modal & que ele fornece
alguns parametros de controle que permitem uma avaliacao da qua

lidade da solucao obtida.

Neste trabalho, apresenta-se uma extensao do metodo
modal, que permite a sua aplicagao em outras classes de proble-
mas nao lineares, e também a consideracdo de nao linearidade fi

sica representada por molas nao. lineares aplicadas na estrutura.

No caso de problemas que nao podem ser analisados co
mo fracamente nao 1ineares; a solucdo modal é corrigida atraves
- de uﬁ processo baseado em atualizagaes do sistema de coordena -
das e no conceito de matriz de rigidez tangente. Para a consi-
deragéo de nao linearidade fisica; utiliza-se a tecnica das pseu
do-forcas, sendo as equagées modais nao linearés resultantes re

solvidas pelo metodo iterativo de Newton-Raphson.

0 desenvolvimento das equagées de equilibrio em coor
denadas fisicas é feito no Capitulo II. O Capitulo IIT trata da
obtengéo e solugéo das equacées.modaié. No Capituloc IV sao a-
presentados os aspectos gerais de uma implementa¢ao computacio-
nal do metodo, seguido do desenvolvimento de elementos para es-
truturas reticuladas. O Capitulo V é reservado para analise de
alguns exemplos aplicativos; e o Capitulo VI para as conclusoes

finais do trabalho.



- CAPITULO .II

FORMULAGAO DAS -EQUACOES NAO LINEARES DE EQUILIBRIO
II.1 - INTRODUGAO

A questdo fundamental tratada na analise nao line-
ar & a da expressdo da condicdo de equilibrio de um corpo levan

do em conta a sua configuragao deformada.

0 estudo geral deste problema, sem- restricoes im -
postas aos deslocamentos e as deformagdes, €& feito na mecanica

do continuo (1).

Neste capitulo, abordaremos apenas os aspectos ne-

cessarios para o desenvolvimento. deste trabalho.

Inicialmente serao apresentados os conceitos de re
ferencial Lagrangeano e o de tensores energéticamente conjuga -

dos.

Estabelece-se a seguir, o principio dos trabalhos
virtuais em termos dos tensores de Picla-Kirchhoff e de Green -

Lagrange.

A partir de considerag¢des sobre a ordem de grande-
za dos deslocamentos e deformacdes, define-se a classe de pro -

blemas que iremos resolver.

0 Método dos Elementos Finitos (MEF) & entao apli-
cado para discretizagdo do continuo, obtendo-se a equacao matri

cial ndo linear de equilibrio.



Neste ponto, desenvolve-se uma equacaoc simplifica-
da para solucao de problemas com comportamento pré-critico fra-

camente nao linear.

A equacac simplificada é examinada quanto a sua u-

tilizagao em outras classes de problemas.

Por fim, fazemos uma extensido ‘da equacdo ndo line-
ar simplificada para consideracao de molas nao ‘lineares aplica-

das na estrutura.

II.2 - FORMULAGAO LAGRANGEANA

Considere o movimento de um corpo genérico, defini
do no sistema cartesiano‘(xl,xz,XB) de referéncia,como mostra a

figura II.1.

Todas as variaveis, estaticas e cinematicas, sao

medidas em relagd3o a este referencial que & mantido fixo.

Um ponto P genérico, no interior do corpo, tem

na configuracgao inicial (t = 0) as coordenadas (oxl,o

o}
xzr X3);pé
ra-a configuragdo deformada (t=ft) as novas coordenadas sao da-
das por
L E ) t .
x: = Ox, + tu. (IT.1)

onde uy & o deslocamento de P na direcao 1i.



t &t
P("i,xz,xs)

P(%%y,"2, %3 )

CONFIGURACAO
DEFORMA DA

CONFIGURAGAO

Xy INICIAL

Fig. II.1-Referencial Lagrangeano

O estudo do movimento e feito portanto acompanhan
do os deslocamentos de tcodas as particulas do corpo. Isto ca-
racteriza a descricao Lagrangeana que se contrapde a Euleriana
onde o movimento & estudado em regices fixas do continuo deno-

minadas volumes de controle.

A condigao de equilibrio do corpo para a configu-
ragao no tempo t pode ser expressa pelo principio dos traba

lhos virtuais.

Seja Sui uma variagao virtual das componentes
cartesianas do campo de deslocamento da configuragdoc deforma -
da. O trabalho virtual das forc¢as internas é& igual ao traba -

lho virtual das forcas externas. Em notac¢do tensorial temos:



i E. |
JE Ti (Seij dav = ©OW (I1.2)
\%
onde
tTij - componentes cartesianas do- tensor de tensdes de
Cauchy definidas na configuracao deformada.
Seij - variacao virtual das componentes cartesianas do
) tensor de deformacdes infinitesimais. E dado
pela expressao
96u, . 0du. .
Seij=%" . —1 (I1.3)
' 3 tx, 0 tx,
J 1
W - trabalho. virtual das for¢as externas. Correspon

de a expressao

| £B . £, .| EA £
SW = [E £ 691 QV + {_ £ Su; “da (IT.4)
v tg

B ~
cnde fi e f? sac as forcas de massa e de super

ficie que atuam no corpo.

A dificuldade_fundamental.na:aplicagao:direta da e
quacao (II.2) & gue a configuracdo-do corpo em' £ & desconheci-
da. Esta e, alias, a principal diferenga se coﬁpararmos com a
analise linear onde nao se considera a mudanca de configuracdo

devido a hipotese de pequenos deslocamentos.

Qutro problema & que as tensées de Cauchy sao sem-
pre orientadas pelo referencial fixo (Xl'XZ'X3)' nao acompa. -
nhando a particula. Assim, para uma rotag¢ao rigida do corpo ,
és tensoes de Cauchy se modificam sem: que tenha havido deforma-

cao; cria-se, portanto, uma dificuldade para o estabelecimento



de relagdes constitutivas.

4 forma de contornar estes problemas, causados pe-
la mudanca de configuracao, € transformar a equagao (II.2) em
outra equivalente onde a integral seja definida sobre o volume

da configuragao. indeformada.

Dois novos. tensores sao entao definidos.. O 29 ten
sor de tensdes de Piola-Kirchhoff e o tensor de deformagoes de

Green-lLagrange.

0 29 tensor. de Picla-Kirchhoff .se relaciona com o

de Cauchy pela expressao.

o~
o 9y
te . _ _P O t 0 . O - i
i % T t®,m Tmn 55,0 ¢ w7 E (II.5)
. -_.m
o
onde EE' representa a razaoc entre a densidade de massa da con
p
figuracdo inicial e a da configuracac deformada.
O tensor de Green-Lagrange € dado por
£ 1t ot ot t.
E.. = = - R S & . ; IT.6
ij 2 (Oul,g * Ouj,l ng,l qu’j) ( )

“

Para grandes deformacoes, estes tensores tém pouco
significado fisice. Pode-se. demonstrar que .eles nao se modifi-
cam para movimentos rigidos do.corpo. A propriedade mais impor
tante destes .tensores & que eles sao'energicamente conjugados

Isto significa que

tSij ) tEij' = trabalho virtual das forgas internas na
configuracao deformada por unidade de vo
lume indeformado {I1.7)

onde



Eij - variacao virtual das componentes cartesianas
do. tensor de deformagéo'de“Green—Lagrange
Utilizando (II.7), temos que
- S F ' T ot
' Es.. 8 te.. Qv = J Yr,. de,, AV = 6W (II.8)
o ij ij £ ij i3
v v

Admitindo-se que as forcas externas sado independen
tes da deformacao, o trabalho virtual por elas realizado pode

também ser calculado na -configuracio indeformada.

p £ Sy, Cdaa (IT1.9)

_ i B av i .
SW = . ; o0ny vV + . 1 i
v A

Para o desenvolvimento do MEF e mals conveniente

escrever a equagao -{II.8) em forma matricial como

J Gg?g‘ Ode: SW : {(I1.10)
oV
onde
T
e” = [Ell €59 €33 2612 2513 2523] (Ir.11)
sT = [S,. S.. Sus S.. S.. S..] (I1.12)
- 11 “22 “32 12 713 “23 *

II.3 - FORMULACAQ. LAGRANGEANA DE PEQUENAS ROTACOES

Na obtengao da equacao (IT.10) sao utilizados ape
nas o conceito de meio continuo e a hipdtese de equilibrio. Ne
ﬁhuma limitagao & imposta: acs deslocamentos e deformagdes. a
equagéo (II.10} e portanto geral, permitindo gue se analise to

do tipo de nao linearidade.



Estabeleceremos agora as hipoteses que definirdo a

classe de problemas. gque resolveremos.

Admiteuse,rem primeiro’ lugar, gque os materiais da
estrutura trabalham em regime elastico. A hipdtese de peguenas
deformacdes (e<<l) & entdo. naturalmente adotada, ji que para a
maioria dos materiais a hipotese de regime elastico implica que

- . - - 3 - ]
as deformagoes. sejam da ordem de 10 no maximo.

Uma conseguéncia importante & que nestas condigdes
0s tensores de Green-Lagrange e o 29 de Piola-Kirchhoff adqui -
rem significado fisico, sendo as suas componentes--identificadas

com as deformagoes e tensoes de ‘uso'na engenharia.

A relagao constitutiva {tens3o-deformacidoc) & entido
estabelecida adotando-se a hipotese de proporcienalidade ou lei

de Hooke generalizada.
S =Ec¢ (IT.13)

onde E & a matriz elastica

(1-v} simgtrica
Y . (1-y)
E _E Y y {1-v) (II.14)
- {1+v) (1-2vy) 1-2v
0 0 0 ==
2 1-2v
0 0 0 0 —L
2 1
0 0 o o0 0 A
2
sendo
E -~ Modulo de Elasticidade Longitudinal
Yy - Coeficiente de Poisson

Do. ponto de vista fisico ou+de material, o compor-

tamento. da estrutura é portanto elistico linear.
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A hipotese de peguenas deformagﬁes naoc & todavia
suficiente para linearizar as- rela¢des deformacao-deslocamen -
to@

- Observando.-a equagao (II.6), a linearidade geomé-
trica s6 se verifica.guando todos os produtos - dos gradientes
de deslocamentos .puderem ser desprezados na presenca deste, ou

seja

. ' (I1.15)
S O B S B

!

Demonstra-se na teoria:da Elasticidade:nao Linear
(2), que a condicgao (II.lS}-(iinearidade geometrica) & satis -
feita quando o quadrade dos deslocamentos ‘angulares (rotacgdes)
forem despreziveis-na"preseﬁga dasideformagées*(alongamentos re

lativos e distorgodes).

Designando g rotacdes poer 6 , identificamos en-~ -
tao trés_situagaes:
a) Rotagdes "muito. pequenas" (6 da ordem de €).
Neste caso ©? sera desprezivel em presenca.de & (ja -que
para.pequenas.deformagées (e<<1) temes £2<< g} e o proble-
ma. pode ser analisado pela teoria linear.
Para que ‘a2 condigao de linearidade fisica.nfio seja violada
temos que 6 < 0,001 rad ou 6 < 0,06?
Nesta faixa podemos fazer

6 = sen 6 Z tg ©

b) Rotagbes "pequenas" (6% & da ordem de ¢)
Os termos nao lineares na relacao deformagac-deslocamentos
ndo podem ser mais-desprezados.

Devido ao limite eladstico temos 6% < 0,001
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8 < 0,03 rad ou 6 < 2°

Ainda se pode fazer 6 = sen 6 = tg 6

Porém devemos considerar cos 8 = 1 - 82/2,

A solucao da equagdo (II.10) adotando esta hipotese, & chama

da de teoria simplificada de segunda ordem ou. formulagac La-

grangeana de pequenas rotacoes.

c} Rotacdes "grandes" (A ordem de grandeza de e pode ser esti
mada por 6%)
Pelo limite eldstico temos 8% < 0,001

6 < 0,18 rad ou 8 < 10°

Corresponde ao caso-onde a teoria completa deve ser utiliza-

da, ja que grandes deslocamentos: sdo verificados.

‘Nossa analise ndo linear geométrica utilizara en -
tao a hipotese de pequenas rotagbes. Mals adiante mostraremos
que através de uma atualizacdo do referencial Lagrangeano, po -
de-se usar a teoria simplificada de 22 ordem para analise de

grandes :deslocamentos.

IT.4 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS — MATRIZES DE RIGIDEZ SECAN
TE E TANGENTE

Utilizaremos agora o método dos elementos finitos
para discretizacao dauequagéo (IT.10). O continuo & entao di-
vidido em regidces (elementos finitos) onde se defiﬁem um deter
minado numero de pontos denominados pontos nodais. Para cada
elemento o campo de deslocamento €& obtido pela. interpolacao dos

-deslocamentos dos pontos nodais. "Matricialmente temos

~
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onde
u - vetor dos deslocamentos ‘no elemento
¢ . - matriz das fungdes de interpolacaoc
r - vetor dos deslocamentos dos .pontos nodais
Usando (II.16), o campo-de deformagac é dado por
€ = B)r + Byr (II.17)

onde BO € funcgao apenas de ¢ e representa a“parte linear da

-~ -

~ ~

relacdo deformacio-deslocamentso. @ A matriZ"Bl~ é funcaoc de ¢

e r e fornece a parcela nao linear ‘da deformacgao.

Pode-se demonstrar que B; @ linear em r ou se-
ja
Bylrjlry = Bylrylr, (II.18)

A-variagao &t¢ e dada entdo por

e = [By + By(r)18zr + By(ér)r = [B_+2B;(r)lér  (II.19)

Substituindo. (II.13),{II.17) e {II.19) am (II.10), temos

: T .
J [B,+2B; (r)] E[B_+B; (r)]rPdv = R | (II.20)
oy '

onde R dado por

T.B %av . T OE o
R = ¢T ~Ffi av + [ ¢ £ dA (IT.21)
N oy ~ T oA o
€ o vetor das forcas nodais cinematicamente equivalentes no. -
sentido de que elas realizam o mesmo trabalho que as forcgas

B. A
£, e £ para.o. campo de deslocamento dado por (II.16).

A equacdo (II.20) & a relagac ndo linear entre as

forcas nodais e os deslocamentos nodais.
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Fazendo
K, = J gg"E“go ®4v - MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA
%y. - LINEAR (II.22)

_ T s} ' T o
gg gg(gL) + gg{qg) = 2 Jo B] E go av + 2JO B1EB, av
e v V.o (11.23)

- MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA :

T o
5{ = JO %O E %l av {IT1.24)
v
a equagao (II.20) pode ser escrita como
[If‘e + I.Sg + If,ﬁ].l:= E{_s]_::= R {II.25)
onde KS & a matriz de rigidez secante relacionando forgas e
deslocamentos levando..em: conta. a configuragao deformada.
Diferenciando a equac¢do (II.25) em relagaoc a r ob
temos
3R BKS )
— = Es t Ay £ Ee + Eg + Qﬁe = gt (II.26)
or -
onde
_ T 0 : T - T o)
K, = 4 J B) EB, dV + 2 J B, EBy + B EB "dV (I1.27)
% | %

A soma Kt € a matriz de rigidez tangente e re -

presenta a taxa instantanea de variacao das forgas internas em

relacdo a uma variacao -dos . .deslocamentos.
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II.5 - PROBLEMAS COM COMPORTAMENTO PRE-CRITICO FRACAMENTE NAO .
LINEAR '

Para a solucdao da equag¢ao nao linear de equilibrio
(I1.25) podem ser empregados os métodos incrementais-iterativos

de usc ja tradicional na analise ndo linear.

0 elevado esforgo computacional verificado nas im-
plementacdes destes métodos. classicos levou ao desenvolvimento
de processos mais eficientes e adaptados as condigOes especifi-

cas da classe de problema a ser’ resolvida.

Um exemplo-destes métodos intermediarios € o apre-
sentado por NAGY (3) para a solucao de problemas com comporta -

mento pré-critico fracamente nao linear.

Neste caso, o metodo desenvolve uma equacac de e -
gquilibrio particular, correspondendo a uma simplificagao . em
(II.25), e utiliza como incognita o desvio da solugdo linear do

problema.

A grande vantagem do método € ‘que a equacdo .obtida
admite uma solucdo simples ndo incremental-iterativa para uma

familia de carregamento do tipo #R. 1

Um outro aspecto importante & a constatacao de gue
grande parte dos problemas nao lineares, situados na categoria
de pequenas rotagdes, também satisfazem as-condigées de compor-
tamento pré-critico.- fracamente nao linear, e-portanto,teém  uma

solucao satisfatéria pela equacao-simplificada.

Neste item apresentaremos a conceituacido de proble

ma com comportamento pre-critico fracamente nao linear seguida
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do desenvolvimento da equagao nao linear de equilibrio simpli-

ficada para analise desta classe de problemas.

IT.5.1 - Flambagem Linear

Admitamos que exista uma familia de carregamento

do tipo lgl. gue lineariza a equagao (II.25) para uma faixa de

valores de i de nosso. interesse.

Isto significa que os-termos nao-lineares em (II.25)

podem ser neste caso desprezados, ou seja

Agl = K A.El >> [A,gg(giL) +-§£(AE )] kE : (I1.28)

Como a eguacao {(II.25) & nao linear, verificare -
mos a possibilidade de existénciade uma outra solugao para o

carregamento ARl .

‘Considera-se entaoc que'a nova solucao seja do ti-

jsle;

I = Ary + Ar (I1.30)

onde Ar é uma perturbacdo -infinitesimal da solugdo linear.

Substituindeo (IT.30) em (II.25) e desprezando os

termeos de ordem superior em.- Ar obtemos

(R, + MKg(g1)] Ar = 0 (II.31)
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De (II.31), fica claro que as solugdes diferentes

de Ary s6 podem existir se
det [ge + hgg(glL)] = 0 ‘ : (II1.32)

O anulamento do determinante em (II.32) so & veri
ficado para valores discretos de X correspondentes aos auto-

valores do problema

X = —gg(gl )X & ) ' (I1.33)

L

Para uma estrutura com n graus de liberdade, te
mos que A €& uma matriz diagonal composta dos "n autovalores

de (II.33) e X é uma matriz n x n formada pelos. autoveto -

res correspondentes.

A interpretag¢ao - desta solucgdo é queia estrutura
respondera linearmente para o intervalo 0§A<hl. Em A:Al a
curva forga-deslocamento sofre uma bifurcacac admitindo também

a solucao do tipo

+ €X

Xy (IT.34)

r = Ary

onde € & um parametro indeterminado.
O ponto de bifurcacdao é denominado também de pon-

to critico ou ponto de flambagem e pode corresponder a uma situagao

de equilibrio instavel da estrutura.

Os valores Ai -sa0'os fatores que determinam as

~

cargas criticas e os vetores Xy sao os correspondentes modos

de flambagem.

Devido. ao comportamento pré-critico linear da es-
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trutura, este. problema & conhecido como‘flambagem'linear.

II1.5.2 - Comportamento. Pré-Critico Fracamente Nao ‘Linear

A flambagem linear & uma situag$O'idea1 que na pré
tica dificilmente ocorre devido a existéncia’de pequenas imper-
feigOes na geometria inicial da estrutura ou'nas cargas aplica-
das. Estas perturbagées causam um afastamento-da solUgéo line-

ar antes de X atingir o valor critico Al.

Este afastamento da solucao linear depende do grau
das imperfeicbes na estrutu;a e da sensibilidade desta com rela
cao a estas imperfeicgOes. Diz-se entdo gue a estrutura apresen

ta um comportamento pré-critico fracamente 'ndo-linear.

Consideremos agora que a estrutura seja submetida
a um carregamento AR, proximo de -lRl ; podendo ser escrito co
mo

AR = AR

R Ry + AAR (I1.35)

Devemos -entender que AR &' o.carregamento real da
estrutura e VAer € um carregamento ideal, proximo de AR , e

que satisfaz as condigOes do problema de flambagem linear.

Admite-se como em (II.30} gque a solucaoc para o car

regamento AR seja do tipo

r = Agl + QF (II.36)

com Ar pequeno -gquando comparado com ALy -

Apbs a substituicdo de (II.36) em (II.25) e despre

zando os termos de ordem superior em Ar , obtemos
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K, + .}&Ifg,(glL)]A; = M_R_ (II.37)
De (II.36) temos que

Ar = r - hf]_ (II.38)

Por outro lado, podemos também escrever  a solucdo

hao. linear como

r = AEL + : (I1.39)

onde Arp € a solugao linear para o carregamento AR e rn e o

afastamento desta solucdo devido .34 ndolinearidade geométrica.
Substituindo (II.39) em (II.38) temos que
Ar = Ar. + r_ - Ar (I1.40)

- ~L ~D ~1

Desenvolvendo (II.37) utilizando o valor'de Ar

dado por (II.40),cobtemos

2 : . 82 _
Ise,(AEL-AE ) + Kr. + A Ifg(glL)fL + Mfg(glL‘)ED - XK (o ):E‘ = D\A.'R

~e-D ~g
| (I1.41)
De (II.35) podemos escrever
MR = AR - ARy = K rp - KAry = K (r-iry) (1I.42)

Além disto, como ‘ARl satisfaz as‘'condigdes do

problema de flambagem linear, o termo AngtdlL)El pode ser
desprezado em presenca de Agefl'
2
A ggtglL)El <<.A§e51 : (I1.43)

Levando em conta (II.42) e (II.43), a equacao (II.41)

simplifica-se para
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RBeIp * M Egloyp)ry * Mgloyy)zp = 0 (11.44)

O Gnico problema para utilizacido“da equacgdo (II.44)
€ que nao conhecemos o carregamento Rgl e portanto a matriz

gg(clL) nao pode ser obtida. Este. fato pode ser contornado con

siderando que devido a proximidade de Ag e‘ihgl' temos = que
9 = gL = §?ofﬁ e, desta forma, podemOS'substltulr gg(glL)

por K ﬁgL).

A equacaoc de equilibrio simplificada para proble -

mas fracamente nao -lineares corresponde entdo a

o

Kr. . + Ang(c )r. + MK_(o.)r (IT.45)

~e-D ~g ' ~L° <L ~g ~L" <D =

Esta equagao sera valida para o intervalo A _SA<Ag L
onde Al_ e 114 sao -os primeiros autovalores negativo e positi
vo,respectivamente,do problema de autovalor(II.33). Se os au-

tovalores forem todos positivos, o intervalo de validade da e-
quagao (II.45) sera {fw,ll+);‘em'caso contrario, para autovalo-

res negativos, teremos (Al_,%W).

Devemos enfatizar que a equagéo (II.45) & apenas ‘u
ma aproximacao da .equa¢do hao linear completa-(II.25) e & vali-
da somente para problemas com comportamento pré-critico fraca -
mente nao linear.

Mais. tarde estabeleceremos um parametro‘de contro-
le obtido através de-nbrmas.especiais dos vetores A{l e Ar

que nos permitira avaliar a qualidade da solucao fornecida pela

equacgao (II.45).
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I1.6 - EXTENSAO PARA OUTRAS CLASSES DE PROBLEMAS NAO LINEARES

No item anterior vimos que a equacao (II.45) pode ser
utilizada  no lugar da equacao (II.25) nos casos de proble

mas com comportamento pré-critico fracamente nao linear.

Para problemas gue nao estao proximos de uma situa-
cao de flambagem linear, a solucdo fornecida pela equacdo (II.45)
deve ser vista apenas como uma solugao intermediaria entre a so

lucao linear e a nao linear exata.

De- fato, considerando. apenas os dois primeiros ter-

mos em (II.25), obtemos a equacao intermediaria
[k, + xgl0)]x = @ (12.46)

Como nos desenvolvimentos anteriores, a solucado r

para o carregamento AR sera dada por

+ T . (I1.47)

r= Ary + I,

onde irx e a resposta linear para o carregamento AR; ou se -

~L
Jja '
K, Arp = AR (IT.48)
Substituindo (I1.47) em (II.46}, cbtemos a equagao
ge(A£L+ED)-+ gg(AgL)(AEL+§D) + gg(Qg)(AEL+ED) = AR (11.49)
onde
Ag, = E B Arp (I1.50)

Ac = E B, (AEL+ED)‘+ E B, Ip (II.51)

Observando a equacao (II.49), podemos identificar



21

duas situacoes particulares.

Suponhamos, -em. primeiro lugar, gue tenhamos a vali-

dade de

| |I§g (A_O) (AE.L

)| << ||§g({ga(AEL+§D)|| <« || O || (11.52)
para o intervalo de- A de nosso interesse.

A notacdo adotada em (II.52) significa que cada ele
mento do vetor do lado esquerdo. & desprezivel quando comparado

com o elemento correspondente do vetor: do lado direito.

Levando em conta (II.48) e (II.52), temos que a e-

guacgao (II.49) resume-se a

ou seja, r, = 0 ,indicando que a resposta linear & satisfatd -

D

ria.
Uma segunda situacgdo corresponde a“consideracdoc ape

nas da primeira parte da desigualdade (IT.52), o que nos leva a
[ |I_§g(A-_o) (Arp+rp) || << | |15g(AgL] (Arp+zp) || (II.54)
Neste. caso, a equagdo -(II.49) simplifica-se para

o, . | _
geED + A gg(gL)EL + Agg(gL)ED =0 (II1.55)

gue é idéntica a equacao (II.45) obtida para problemas fracamen

te ndo lineares.

A medida que a condigao (II.54) vai deixando de ser
cumprida, a solucdo dada pela eguacdo (II.55) vai se afastando

da solucdo ndo linear exata, fornecendo portanto, como ja havi-
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amos adiantado, uma solug¢ac intermediaria.

Esta solucdo intermediaria se constitui uma opgao
interessante sobretudo para analise de problemas, como os de e
levadq; numero de graus de liberdade e sujeito a varias combi
nacoes de carregamento, onde a analise nao linear convencional
é normalmente rejeitada, a nivel de projeto, devido ao seu ele

vado custo.

A utilizagao'da equagéof(II.SSJ, nestas circunstan
cias, deve .entao ser entendida como uma- substituicdo da anali-
se linear.

Ainda para estes casos, pode-se obter uma corregac da so

lucio dada por (II1.55) através de atualizagoes de referencial.

Considere, por exemplo, que se - deseja fazer uma a-

- tualizacdo de referencial em A = Ap.

o~

Com os deslocamentos r_ , ‘obtidos para o nivel kp,

obtém-se entac a matriz .de rigidez tangente gl dada por (I1.26).

As coordenadas nodais' sdao entao atualizadas para a

nova configuracdo da estrutura.

Calcula-se a soluqéo linear
K. r. =R | (II.56)
e com. r obtemes a matriz gé(gL) .

A equacao -que fornecera os deslocamentos a partir de

r.p sera dada entao por
Coea 1 ' 1 3
r, + A gg(gL)gL + A gg(gL)gD =0 (I1.57)

A= A - A _ (IT.58)
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Os deslocamentos totais correspondem entaoc a

r= r_ + Ar. + r

=p -L D (II.59)

Dos itens (II.5) e (II.6) podemos concluir que a a-
nalise estrutural utilizando a equacdo (II.55) se apresenta co-
mc um procedimento alternativo-a analise linear, incorporando as

seguintes vantagens:

- Para os casos de comportamento pré-critico fracamente nao li-
near, a solucdo dada & uma’ aproximacdo bastante satisfatoéria

da solucdo nio linear completa.

- Nos demais problemas, a:equaééo (IT.55) oferece uma solugaome
lhor gque a linear, podendo-se obter uma-estimativa da solugéo_
ndao linear. Obtém-se assim, uma analise intermediaria entre
a linear e a,néoulinear exata, com'um custo muitc inferior ac

desta QGltima.

II.7 - ANALISE DE ESTRUTURAS COM VINCULAC@ES REPRESENTADAS POR
MOLAS NAO LINEARES

Neste item estabeleceremos uma extensao da equacdo
(IT.55) que permite incluir os efeitos’ de molas'nao lineares 1i

gadas na estrutura.

A nova eguacae sera desenvolvida usando a técnica das

- pseudo-forgas.

Apresentaremos, inicialmente; a aplicacao do método

das pseudo-forg¢as em um problema com um grau 'de liberdade.

Considere o problema da determinacac do deslocamen=

to sofrido por uma mola ‘M representada na figura II.Z guando
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a mesma & solicitada por uma forca R

D T T T T T 77T T 77

Figura II.2 - Mola Nao Linear

A relacao forg¢a-deslocamento de M & dada pela fun

cao F{r) nao linear em 1 .
A eqﬁagéo de equilibrio e, portanto
F(r) = R (I1.60)

Supondo que a mola tivesse uma rigidez constante de

valor K, a curva forcga-deslocamento corresponde a reta F=Kr

Na figura II.3 sao apresentadas as curvas supondo

comportamento linear e nao linear,

21 )
Fr)| Kr /N(r)

Figura II.3 - Curvas Forcga - Deslocamento
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Seja entao N(r} a funcdo que fornece a diferenga

entre as duas curvas. Temos entao
N(r) = Kr - F(r} (IT.61)

Obtendo F(r) em (II.6l) e substituindo em (II.60),

obtemos
Kr = R + N(r) . (I1.62)

A .idéia & tratar amola como se ela tivesse uma ri-

gidez f{ixa e a forga externa como uma funcao do deslocamento.
A forga N{r) ficticia €& denominada de pseudo-forga.

Dentro do espirito-da equacdo (II.55), vamos consi-

derar que a solucao linear rL.<dada'por

R
o= % {IT.63)
tenha sido determinada.

Substituinde r em (Ii.62) por rL+rNL temos

KrNL = N(r) | {(II1.64)

que € uma equacaoc em termos do desvio da solucdo linear.

A aplicacao do procedimento acima na formulacio ma-

tricial nos leva a equacao

. 5 . _
IjeED + A I.Sg(gL)EL + )\I.{.g(gL)'ED - IS(E) (II.65)

onde as matrizes Ko e Kgr'séo obtidas supondo. rigidez constan-
teé para as molas nao- lineares ligadas na estrutura. O vetor

g{r) & o vetor das pseudo-forcgas,

O desvio r

£n é dado agora pela soma da parcela r

D1
devido a nao linearidade geometrica com a parcela Iy, devido

as molas ndo lineares.
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Fazendo entao

In = Ipy * Ipy (II.66)
e substituindo em (II.65), obtemos o seguinte sistema de equa -

coes

L, . )
KIpy + A gg(gL)fL + Agg(gL)Enl = 0 (I1.67)
KoIpy + kgg(gL)gDz = N(r) {II.68)

Obtidas as parcelas e Inpe © deslocamento fi -

In1

nal sera dado por

R

= AEL + Inp ¢t EDZ {(IT.69)

0O tipo de mola gue consideraremos em nossas anali -
-ses apresenta uma. curva forca-deslocamento dada por trechos 1li-

neares.

Na figura II.4 ilustra-se o caso de uma mola nao 1i

near genéerica.

Os wvalores *Ki sao os coeficientes angulares ou de

rigidez da mola para cada trecho.

Admite-se também que a relacgado forca-deslocamento

seja impar, significando que
F(-r) = =F(r) (IT.70)

Na utilizac¢ao do método das pseudo-forgas tomaremos

a-rigidez constante K sempre maior que Ki , ou seja

K > Ki >0 {r1I.71)
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Fir) | K

w2

|
|
|
l
|
I
|

- l———-—

I l’z '3 r Py r

Figura II.4 - Curva Forga-Deslocamento

A curva representando as pseudo-forgas para a mola

genérica da figura II.5 sera entao

Nir)

Figura II.5 - Pseudo-Forga
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CAPITULO 1III

METODO DA SUPERPOSICAQ MCDAL

ITIT.1 - INTRODUGAO

As equacgoes para andlise nao linear (II.67) e (IL.68),
desenvolvidas no capitulo anterior, sao definidas no espago R"

utilizando a sua base candnica.

Teoricamente qualquer outra base R" pode também ser

utilizada para representagao destas equagoes.

Baseado neste p;incipio, o Método da Superposigac Mo-
dal (MSM) efetua uma transformagaQ de coordenadas representando
as equagdes (II.67) e (I1.68) em uma nova base formada pelos au
tovetores de problema (II.33), ou seja, os modos de flambagem da

estrutura.

Veremos, neste capitulo, gue esta mudanga € particu -
larmente eficiente, no sentido de que apenas poucos vetores da
nova base serao necessarios para uma boa representagao da solu-

cao.

Como alternativa a base modal, faremos uso da base
Lanczos-Ritz que & uma aproximacao da base modal obtida por um
processo nao iterativo e que permite a selegao dos vetores ou
modos de flambagem mais significativds para o calculo da solu -

cao.
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III.2 - FORMULACAO DA FEQUACAO MODAL PARA A ANALISE NAO LINEAR
GEOMETRICA

Representando os vetores r_e r_ da equacdo (II.43)

~L~ <D
na base modal, temos que
Iy, = X ¢ e (ITI.1)

onde o e B sao os vetores contendorrespectivamente as coorde

nadas de EL e rD na base modal.

A resposta nao linear r pode ser escrita entdo co
mo

r = Ar. + r. = xxg-+.§§ = X(Aa+B) = X¥ (II1.3)

Substituindo (III.1) e (III.2) em { II. 45 ) e pré-

multiplicando toda equacaoc por gT , Obtemos

T

K'KXB + A'X'K (97 %o + MK K (g)%X8 = 0 (1T1.4)
Pelas propriedades dos autovetores, temos que

T

XKX = I e _ (II1.5)

T -1

X'Kylop )X = —A (III.6)

-1

Ig - ATATTe - AATE - 0 (T71.7)

Resolvendo para B encontramos

-1 Azg'lg (I11.8)

= (I-MD

ou
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_ (A/Ai)
B, = — ——~ kui (II1.9)
(1-A/Ai)

As coordenadas da resposta ndao linear na base modal

correspondem entdo a

. /)

Y. = Ao, + B, = Aa, + ———— A, (ITI1.10}
i i i i (1-1/1.) i

i
- Observando. a equagao (III.10), concluimos que para
valores de (A/Ai) muito menores que a unidade (.fL << 1) te-

i
mos que Aai >> Bi ., © portanto, a‘contribuicao do autovetor

Xi para a representagao da parcela nao linear Ip pode ser

desprezada.

Como os autovalores 'Ai. estdo em ordem crescente,
80 precisaremos dos p primeiros autovetores se considerarmos

que f% << 1 para i > p.
i

Para os problemas usuais, os autovalores ki estao

suficientemente afastados para'que na pratica se tenha p << n.

Na obtencdo da resposta ndo linear r, o método u-

tiliza entdo a expressao
r = Ar, + E B, X, ' (III.11)

Para se avaliar o grau de nadoc linearidade do proble
ma, devemos comparar os vetores Ar e-)\rl através de uma nor-

. - : n
ma conveniente definida no espago R .

- A norma adotada sera a raiz gquadrada da energia ar-
mazenada na estrutura supondo que~os deslocamentos Ar e Arl
sao solucgbes lineares.

Assim. teremos
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|laz|| = [ 5 sr"g o] e (III.13)
|Iazg ] = Al% £T k1,12 (II1.13)

Explicitaremos agora os vetores Ar e lrl em termos

de suas coordenadas na base modal.

Designando por §p a submatriz de X gque considera

somente os primeiros p vetores e Xn4p: a submatriz complemen

tar formada pelos n-p vetores restantes, podemos escrever

r; = gn-p gn-p e (ITI.14)
q; = tp + lrz = §p(§p + Xgp) (ITI.15)
com
ol = [0, o] (III.16)
%p 1rGpr - P ' .
ol = [o o o] e (ITII.17)
~n-p ptlf "p+2’ """ n bl
8T = [B,6,, .- 8] (I11.18)
~p l' 2' L p -

Calculando as normas de Ar e Arl , temos entao

l

2 211/2
Hf_\.r||—[ B+Au)x X(B+)\a)-|l/2 Ar1§( L |
2" 2 § 1-A/N
... (III.19)

_ T 1/2 _ 1/2
A A X K X =
[y || = A5 o % b Xnp o Znp Pnpl % zla] (III.20)

A condigao para comportamento pré-critico fracamente

ndao linear & dada entao por
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1% n
I % ( 1—;bx. )2 0l IV < Zl o2 12 (III.21)
1 p+

NAGY (3) propoe em seu trabalho uma forma simplifica
da para analise da condigao (III.21), verificando a sua valida-

de para X =+ 0.

Como estamos interessados em um controle mais rigoro
so da solugéo, utilizaremos diretamente a condigéo (IITI.21) e
calcularemos a relagao ++%%lﬁ para A assumindo os valores

0,1 Ay, 0,2x,,...,0,9X

1 1

0 lado esquerda da equacao (III.21) pode ser obtido,

ja que os valores de o, para 1i<p sao calculados por

s, = XT R (III.22)
i 212

O lade direito de (III.21) corresponde a /£-|[El[l e

serd obtido pela expressao

Lolggll = A A2 = gyl 12 (111.23)

i

com
2 1 T
e |1® =5 R ¢ e (III.24)
P
1 2
x|l =5 1 of . (III.25)
1 P
| [ar|]
Os valores de TT———TT servem para avaliar, dentro
Arl

do intervalo de validade A , até onde & possivel manter a hipd

tese de comportamento fracamente nao linear.
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IITI.3 - FORMULAGCAO DA EQUACAO MODAL PARA ANALISE DA NAO LINEA-
RIDADE FISICA LOCALIZADA - SOLUGAO PELO METODO DE NEW-
TON-RAPHSON

Projetaremos agora a equagao (II1.68) na base modal X.

Seja entac ¢ o vetor que contém as coordenadas mo -

dais de no -

Substituindo r

Ipy em (II.68) e pré-multiplicando to

da a eguagao por §T , Obtemos

I¢ -~ kg'lg = x'N(r) (III.26)

Diferentemente do caso da equagao modal para andlise
nac linear geométrica, nao podemos agora garantir que apenasos
p primeiros modos de flambagem sejam suficientes para uma boa

representagac de ( II.68 ) na base modal.

£ possivel que outros modos de flambagem associados
a autovalores superiores a AP sejam necessarios para que a

solucao obtida com a base truncada seja satisfatoria.

A questao da selegao dos modos de flambagem importan

tes para a solugao de (II.68) sera discutida no item seguinte.

Vamos considerar, por enquanto, gue se tenha selecio
nado g modos de flambagem, nao necessariamente os q primei

ros, mas os suficientes para uma boa representagao da solugao
tp2

Agrupando estes vetores na matriz g (nxqg) e repre-

sentando a equagao (II.68) nesta base, teremos
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- -=1_ -
- AL ¢ = Y(r) (I11.27)
onde
Iy, =X ¢ , (III.28)
-1
X K (gL) X = —-A e (ITIT.29)
-T -—
X'N{(r) = y(r) (III.30)
A expressao (III.27) representa o conjunto de q e-
quacoes
Ai-k _ _
(—— ) ¢, = Y. () i=1l,q (IT1.31)
X, 1 1=
i

A solucgaoc dessas eguagles nao lineares serd obtida a

través do método iterativo de Newton-Raphson.

Neste método, a solugao & obtida pela determinagao do

"zero" das fungoes f;, dadas por

=) 3,
xs

AT
1

£,= ;) - i=1,q (III.32)

Expandindo as fungoes f, em série de Taylor e re -

tendo apenas os termos da primeira ordem, obtemos

£.(¢ + 89) = E£.(§) + —=—— A}, i (III.33)

Supondo que ¢ + qﬁ = @* e que @* anula as fun -

oes f. , podemos escrever gue
¢ i P q

AG . (II1.34)
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Seja entao ¢O. uma aproximagao inicial para 6* .

Utilizando (III. 34) e substituindo ¢ por. @0 ; pode
mos calcular q@ e assim obteremos
3T = 3° + 4% (IT1.35)
que é uma melhor aproximagdo para §*

O método de Newton-Raphson utilizarid entao a expres

sao recursiva

afi(§) n _n-1
- - A¢. = fl(g? ) i=l,q (III.36)
3¢J _ _n-1 J j=1,q
=3
com
PRI R v e (III.37)
3% =0 (III.38)
0 lado esquerdo de (III.36) & calculado diferencian-
.do a equacgao (III.32). Temos entao que
3E, () _n 3%, (r) -
i N ) 835
¢ =_-I= 9 -1
5 133 i et
..... (III.39)
—
onde 0 se i # j
Ki3 = | X;-x (ITT.40)
—— se 1i=j
A,
i
3, (r)
0 termo —— pode ser dado por
30.
j n-1
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= = — X i=l,q  (III.41)
Como
Iy =7KrLk + Ch1k + ¢l Xkl S{ITIT.42)
temos que
ark _
— = X . . {III.43)
3. k3
J
Utilizando (III.30), podemos escrever
3y, (x) _p ON(x) - -
— = X, = X . K (IIT.44)
i 9r ki "k
or . n-1 k _.n-1
k= =1

onde K, & o valor da tangente 3 curva [N{r,)-r, | no ponto

E claro que Kk sO existe para os valores de k¥ cor

respondentes aos graus de liberdade com molas nao lineares.

Substituindo (III.43) e (III.44) em (III.4l), obtemos

Bai(g) -
T — = K Xpi g

(III.45)

2. _
J E=En 1

Escrevendo a expressao recursiva (III.36) em forma ma

tricial, temocs

_n- i, _n-1
K+ k53 D] 25 = £G ) (ITT.46)

onde K & uma matriz diagonal (gxqg) cujos elementos sao dados

pela expressao (III.40).

A matriz K* & completa (gxg) e & fungao do vetor ¢.
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De (III.45) vemos que a matriz K* corresponde a ex
pressao

K*(¢) = - ngg (ITI.47)

onde g & uma matriz diagonal (nxn) cujos termos dependem de §

e correspondem aos valores de K, definidos anteriormente.

O processo iterativo sO serad interrompido quando os
valores de fi (i=l,q) estiverem suficientemente proximos de

zero, ou seja, dentro de uma tolerancia pré-estabelecida.

0O tipo de convergéncia do método de Newton-Raphsonpa
ra o caso da equacao (III.46) pode ser visualizado pela anali-

se do problema da mola nao linear M do item (II.7).

Tomando como aproximacao inicial a resposta linear da
mola, teremos entao a seguinte representagao grafica para o pro

cesso iterativo.

Fir) )
S/ I
1
l
|
|
I
l

Figura III.l - Esquema de Iteragao do MNR- Sistema cam 1 grau de li
berdade
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III.4 - GERAGAO DA BASE PARA TRANSFORMACAO DE COORDENADAS - BA-
SE DE LANCZOS-RITZ

A utilizacao do Método de Superposigac Modal nos le-

va sempre a duas guestoes fundamentais.

A primeira & a escolha do algoritmo para a geracgao da
base de transformagdo de coordenadas; e a segunda & a determina

cao do numero de vetores necessarios para esta nova base.

Os primeiros trabalhos, gue tratavam da anidlise nao
linear geométrica pelo MSM, utilizavam uma base formada pelos p
primeiros modos de flambagem, calculados de forma exata, atra -
vés de métodos como o da iteragao inversa e o da itera¢ao  por

subespaco.

Devido ao carater iterativo destes métodos, a etapa
de geracgao da base modal, ou seja, o calculo dos modos de flam-
bagem, sempre exigiu um grande esforgo computacional, penalizan

do assim o metodo modal.

MEDEIROS (5) apresentou em seu trabalho a utilizacao

de uma base alternativa 3 base modal.

A nova base, denominada de Lanczos-Ritz, €& uma apro-

ximagao da base modal e & obtida por um processo nao iterativo.

Basicamente, o procedimento utiliza a analise de
Rayleigh-Ritz com os vetores de Ritz gerados pelo algoritmo de

Lanczos.

Seja, por exemplo, a geracao de m vetores de Lanc-

zos—Ritz.
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Inicialmente, adota-se um vetor zp , que sera toma
do como vetor de partida para a geracac da seguéncia de Krilov

que & dada por

-1 -1 2 -1 m
[ypr (K™ Kglop)lyy + Ky Kylap)) gpree s (RS Kolop)) xé]

.. (III.48)

Os vetores sdao obtidos sequencialmente e sao K, - or

tonormalizados em relacao aos precedentes através da técnica de

Gram—Schimidt.

O conjunto de vetores obtidos sao chamados de veto -

res de Lanczos e sao armazenados na matriz .

t

Procura-se entao, agora, a melhor aproximagao possi-
vel para os m primeiros modos de flambagem dentro do subespa-

¢o gerado pelos vetores de Lanczos.

Este procedimento & uma analise de Rayleigh-Ritz e

se inicia pela projecao das matrizes K, e -K_(o.) na base de

~e ~g ~L
Lanczos.
R =¥ K ¥ =1 (III.49)
-~ o~ ~e A . - .
E (0.) = T [-K_(0.)]7F (III.50)
Rglon) = I UBgtop) 1] :

Com as novas matrizes de ordem (pxp), resolve-se o

problema de autovalor e autovetor

—_ _ i *
R, 2 = K (g,)2h (111.51)

Os autovalores encontrados sao aproximagoes para oOs
autovalores do problema original, e a base

X* = ¥z (I11.52)
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contera aproximacgoes para os m primeiros modos de flambagem.

O aspecto mais importante do método de Lanczos-Ritz é

seu carater seletivo.

Os vetores gerados sao aproximagoes dos modos de flam

bagem que nao sao ortogonais a ¥p

Isto significa que se tomarmos rny Como vetor de
partida, teremos que o subespaco gerado pela base de Lanczos -
Ritz & uma aproximagao do subespago gerado pelo modos de flamba-
gem com maior fator de participagao no calculo da parcela nao

linear rnl °

Para a solucao dos problemas com nao linearidade geo-
métrica e com molas ndo lineares serac geradas duas bases do ti-

po Lanczos-Ritz.

A base para o calculo da parcela devido 3 n3o lineari
dade geométrica sera gerada tomando como vetor de partida uma a-

que sera a solugdo linear r..

proximagcao de r r

D1’

e r. & com relagao

E claro que a proximidade de rny © I

- . ~ n ~ . = :
as suas direcoes em R~ e nao devido as suas magnitudes.

Para esta base, serao calculados .p vetores, confor-

me ja vimos no item {(III.2).

Para o calculo da parcela r,, devido & nao linearida
de fisica, sera gerada uma base de Lanczos-Ritz com um vetor de
partida que corresponde a solugao linear da estrutura para um

carregamento constituido por .cargas unitarias nos graus de liber

dade onde existem molas nao lineares.
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Designando por f o vetor de carga definido acima e

por Yp o vetor de partida, temos entao que
Ke ¥p = £ (III.53)

A avaliagao da qualidade desta base pode ser feita pe
lo calculo dos fatores de participagdao de cada vetor na repre -

sentagac de £ .

Os fatores de participacgao sao obtidos pela expres -

sao

1 Hh
>l

Lh [

trh [
LR
e

— , (III.54)

A soma destes fatores deve garantir que pelo menos

90% de f ©possa ser representado pela base.

Para implementacao da geragao da base de Lanczos-Ritz

podemos empregar o seguinte esquema:

1. Para obtencac do primeiro vetor El , temos

I - Vetor de Partida
v. = - - Normalizacao
Zl Bl Xp 1 &
_ T 1/2
By = (gp Ko gp)

2. Para obtencdo dos demais vetores de Lanczos.

i=2, ,
* = - o — - %*.
Ke ¥7 gg(gL)Zi-l Calcula-se y%
= v * - - 1= j -
Gj Xj Be Y3 Calcula-se para j=1,...,i-1
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B

= C
g% y(1-1) T
oo e
D SN
i B Y3
— 1/2
i = it R vE)
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3. Analise de Rayleigh-Ritz cu

j=1,...,m

Eg(gL)

Montagem de §g(gL).
Ortogonalizagao

Normalizagao

Ortogonalizagao

Montagem da tltima co

luna de gg(gL)

Problema de autovalor
e autovetor de ordem
(mxm) . Solugao pelo
método de Jacobi.

Calculo final dos ve-

tores de Lanczos-Ritz
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CAPITULO IV

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL
IV.1l - INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentaremos inicialmente os passos
gerais para uma implementag¢do computacional da analise nao line

ar pelo metodo modal,

Sera feito, em seguida, o desenvolvimento das matri -
zes de rigidez secante e tangente para os elementos de estrutu-

ras reticuladas.

IV.2 - IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO METODO MODAL

As principais etapas. a serem programadas para uma im-

plementacdo computacional do método modal correspondem a:

{1} Montagem da matriz de rigidez elastica linear Ke e do ve

tor de carga R .

(2) Introducao dos dados relativos as molas nao lineares e a -
juste na matriz K, para utilizagdo da técnica das pseu -

do-forgas.

{3) Fatoracao da matriz K, e calculo da resposta linear Lr-

(4) Montagem da matriz de rigidez geométrica Kg(oL).

(5) Geracdo da base de Lanczos-Ritz (X*), para analise nao li-

near geomeétrica.



(6)

(7)

(8)

(9)

{10)

(11)

(12)
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Verificagdo do grau de nao linearidade geométrica através
do calculo das normas |Tkr1|1 e ||Ar]|, conforme o item

(IT1.2).

Geracdo da base de Lanczos-Ritz (X#* , para analise nio 1i

near fisica, de acordo com o item (III.4).

Calculo dos fatores de participacdo de (X*) na representa

cac do vetor de carga £

Calculo da parcela - , conforme a equacao (III.1ll}.

o1

Calculo da parcela -rbzmutilizandO"o método de Newton-

Raphson, segundo o désenvolvimento feito no item (III.3).
Calculo de Esforgos e Impressdao de Resultados. .

Atualizacao de Referencial
Calculo da matriz de rigidez tangente

. Atualizacao de Coordenadas Nodais

Uma vez desenvolvidas, as etapas acima permitem que

se efetue as seguintes analises:

ANALISE ESTATICA LINEAR

" Etapas (1}, (3), (11).

- FLAMBAGEM T.INEAR

Etapas: (1),(3),(4),(5).

~ ANALISE ESTATICA NAO LINEAR GEOMETRICA

Etapas: (1),(3),(4),(5),(6),(9),(11),(12).

-~ ANALISE ESTATICA NAO LINEAR FISICA E GEOMETRICA
Etapas: (1),...,§(12). '
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A etapa (12), Atualizacao de Referencial, como ja foi
~dito no item (II.7), constitui uma opcao para‘OS‘éaSOS em qﬁe
se deseja uma correcao para a solucgdo ndo linear fornecida pela
equacao simplificada (1II.45), desenvolvida em relagao a configu

racao inicial.

‘0 ponto principal do esquema de atualizacdo é o calcu

lo da matriz de rigidez inicial *Kt ‘para a nova configuracao.

Em nossa implementacdo foram:utilizadas duas formula-

coes,

Em uma priméira formulagdo, ‘que chamamos do tipo A ,

-a matriz K

& €& calculada pela expressao {II.26).

Como serd visto no item segquinte, adotaremos a hipote
se de pequenas rotacles (teoria simplificada de 22 ordem) para
o desenvolvimento das parcelas da matriz de rigidez tangente.Co
mo consequéncia, sera feita uma atualizagéo:de-coordenadas no-
dais de forma que entre duaS'atualizagéeS'consecutivas de refe-
rencial, possa ser considerada valida a hipdtese de pequenas ro

tagoes.

Seja entdao-a atualizac¢ao de referencial para uma es -

trutura na configuragdo deformada i .

1. Recupera-se a matriz de rigidez tangente tomada na ultima a
i-1
£ -

configuracdao i-1l.

tualizagao K As coordenadas nodais sao ainda as da
Caso seja a primeira atualizagao (i=1l), teremos:

i1 o |
Ry " = Ky = K (IV.1)
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e as coordenadas nodais sao as fornecidas inicialmente.

2. Com os deslocamentos entre a configuragao i e a i-1, ou
seja, Aui , claculam-se as outras duas parcelas da matriz

de rigidez tangente:

i i
gg(g) e QKe (IV.2)

Temos entdo que para a configuracdo i , a matriz de rigi -

dez inicial sera dada por:

i i-1 - i i
K. = K + Ko (9)F + AR (IV.3)

3. Resolve-se entao o problema linear

i i _
Ky I, = R (IV.4)

4, Atualizam-se as coordenadas nodais para a configuragao 1i.

5. Com as novas coordenadas e com a solucdo linear, calcula-se
a matriz de rigidez geométrica gg(gL)i gue sera utilizada
para a solu¢do do novo problema de autovalor que fornecera
as cargas criticas e -0os modos de flambagem para a estrutura

deformada.

~g 'L = {\ {IV.5)

Sera entao gerada uma nova base de Lanczos-Ritz com a
proximacoes dos modos de flambagem do problema (IV.5) que sera

utilizada para o desacoplamento da equagaoc (II.57).

A segunda formulacao, do tipo B , difere da primeira
no calculo damatriz de rigidez tangente, e segue o seguinte es-

quema:
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l. Com as coordenadas nodais ainda na configuragdo i-1l, e com

, , . i . .
0s deslocamentos incrementais Au~ , calcula-se a matriz

K (gL)l, com -¢. = E @O'QP% . Esta matriz €& adicionada &
soma acumulada
l—_]. ]
5 = _): Ifg(‘fL) (IV.6)
j=1
obtendo-se, portanto:
K. = K_(0.}% + S (IV.7)

~g = =g -L

2. Atualizam-se as coordenadas nodals para a configuracao 1i .
Com as novas coordenadas, calcula-se a matriz de rigidez e-
- . . i
lastica linear Ko -

A matriz de rigidez inicial para a atualizacdo. i sera dada

pela soma

K. = K +Kl (Iv.8)

Os demais itens sdo idénticos aos apresentados para a

formulacao tipo A .

Em nossa implementacao, os esforcos nos elementos sao
obtidos atraves da equagao (II.25). Utilizam-se, portanto, oS
deslocamentos totais com as matrizes calculadas em relacao ao

referencial inicial.
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IV.3 - MATRIZES DE RIGIDEZ SECANTE E TANGENTE PARA ELEMENTOS DE
"ESTRUTURAS RETICULADAS

IVv.3.1l - Introdugao

Utilizando as hipoteses da teoria simplificada de 2@
ordem, serao explicitadas, neste item, as matrizes de rigidez se

cante e tangente para elementos-'de estruturas reticuladas.

Examinam-se, em primeiro lugar, os elementos de treli
¢a € de portico definidos no plano. Em seguida, os resultados

sao extendidos para o caso tridimensional.

IV.3.2 - Elementos Reticulados

Os elementos reticulados séorutilizados na discreti-
zagao de estruturas constituidas de barras. WNa figura .l ve
mos um elemento reticulado genérico, determinado pelos pontos no
dais A e B, e os sistemas de referéencia (X,Y,Z) da estrutura e

(x,y,2)}) do elemento.

As barras representadas por estes elementos sdo de ei
%0 reto na direc3c x e secao transversal constante de area A.
Os eixos y e z s30 08 eixos principais 'de inercia, sendo Iy

e IZ os momentos de inercia a eles referidos.

A Unica componente de deformagdo que serd considerada
-nestes elementos € a na direcaoc 'x , ou seja, €. + Como con-
sequéncia, a matriz elastica. E reduz-se ao mddulo de elastici-

dade E do material.



Figura IV.l - Elemento Reticulado Genérico

Para cada elemento seguiremos o seguinte procedimento:

define-se o campo de deslocamento

estabelece-se a relacac campo de deslocamento - deslocamentos
nodais atraves da matriz de interpolacgao

obtém-se as matrizes go e @l que fornecem a relacao deforma
cao - deslocamentos

calculam-se as parcelas da matriz de rigidez secante utilizan
do as expressoes da formulagao Lagrangeana e escreve-se a re-—
lagdao nao linear forgas nodais - deslocamentos nodais

deriva-se a relacgao forcas nodais - deslocamentos nodais ob -

tendo-se as parcelas da matriz de rigidez tangente.

Todas as matrizes e operagoOes serdc referidas ao sis-

tema local (x,vy.,z).
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IV.3.3 - Elemento de Trelica Plana
Este elemento se desloca no plano xy sem sofrer fle
xad, como & apresentado na figura IV.2.

: »
As funcgoes de interpolacac sao lineares e a relagao

campo de deslocamento - deslocamentos nodais é dada por

[ ’-ﬂ X X ] ()
1;1 =ﬁ ?= (1):5 = . r2’_ (IV.B)
r
P-x X 3
v 0 ~ 0 =
~ S — £ %_ Lr€

Figura IV.2 ~ Elementc de Trelicga Plana

Pela teoria nao linear completa;, a componente € ex da

deformacao seria

2

Ju}

3v, 2
ou (3§ i (IV.10)
X

=N

m
1}
|z

XX

Considerando a hipotese de pequenas deformacdes, o]

termo (%%)2 pode ser desprezado na presenga de du

ax
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As parcelas linear e nao linear da deformacdo corres-

pondem entdo a ¢ _ e €1 com

o)
au ,
€6 = Ix e (IV.1l1)
1l,9v, 2
€, = 5(32) (IV.lE)

‘As matrizes B_ e B sao obtidas de forma a satisfa-

f'e) .~1

Zzerem as relac¢oes

€ = B.r e (IV.13)

Usando (IV.9), (Iv.1ll) e (IV.12), obtemos

1 1
B = [- 7 0 7 0] e . (IV.15)
B, = L [0 (r,s-xr,) 0O (r,-r.)] (IV 16)
~1 2 2 "4 4 "2 :
2L
Devido a peguena rotagio, temos que
r,-r
8 =z tg 6 = 4£ 2 (IV.17)
e a matriz gl pode ser -reescrita. como
B oL
=1 7 22 [0 -8 0 @] (Iv.18)
Substituindo (IV.1l5) em (IV.13) e (IV.18) em (IV.14),
obtemos

£ = % (r3—rl) e (IV.19)
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£, = 5 B

A matriz de rigidez elastica é
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L T
ge = EA [ @O §0 dx
0
cujo resultado nor fornece
-1 1 0
K, = %% (-1010] = Z2 0
simétri
ca

-1
0
1

lo o o o |

(Iv.20)

obtida pela solugac de

(IvV.21)

(Iv.22)

As parcelas gg(gL) e gg(Ac) da matriz de rigidez

geométrica sado dadas por
£ T
gg(gL) = 2EA Jo @l @O dx e (IV.23)
£ T
K _{Ag) = 2EA B B, dx (IV.24)
~g - o -1 <1
Efetuadas as integrag¢des e os produtos matriciais, te
nos 0o 0 0 0
0 -8 0
EA
Kg9) =F 1o o o o e (IV.25)
- 0 0 0
0 0o 0o 0]
2 2
K_(A0) = 2B 0 0 -8 (IV.26)
AR B 0 0
simetri-
ca 62
Observando que
Srl 8r3 €5 :
T T 7 T 9% = (Eprry) (1v.27)

a parcela linear gg(gL)

pode ser substituida por
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0 0 0
_ EA € 0 -¢
simétri .

ca o}

Somando (IV.26) e (IV.28), obtemos a matriz de rigi -

dez geométrica

PR 0
Enleqr 3 1 -1
Ks0) = simétri 0 0 (Iv.29)
ca

De (IV.19) e (IV.20) temos que a forga normal N que

atua na barra &

N = EA(eo+el) = EA(e, + =) (IV.30)

Substituindo (IV.30) em (IV.29), obtemos

FE 0 0 0
N 1 0 -1 =
K = = = N K IvV.31
Ry(9) = 7 ) . g ( )
simetri
ca 1

onde Rg é denominada a parte intrinseca da matriz de rigidez

geometrica, iqualandc-se a. esta quando N=1.

A ultima parcela da matriz de rigidez secante corres-

¢ T
K, = EA I B, By dx (IV.32)

cujo resultado nos leva a
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_ _
0 0 -1
K, = %%9 ¢ 0 0 (IV.33)
~ 0 -1 0
O 0 0

Alternativamente o .termo X,r na relacao forgas no -

dais - deslocamentos ncdais pode ser substituido por

EA8?

K£§ = 5 m {IV.34)

~

onde f_1"

m = 0 (IV.35)

A relacao forga-deslocamento, para o elemento de tre-.

liga plana e dada por

m = R (IV.36)

Derivando (IV.36), obtemos

drR = K, (o,r)dr = gedr; Nggdr_+ RgrdN + EAmBAO (IV.37)

A parcela AK da matriz de rigidez tangente, neste

caso, pode ser obtida da expressao

MK dr = K _rdn + EAmOAS6 (Iv.38)
Fazendo
0
-1
1

" podemos construir as seguintes relagoes
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i nn_T = K (IV.40)
P " ~g
0 = % nTg (IV.41)
a0 = 7 n'dr | - (IV.42)
I A
Eo = z I_n E {(Iv.43)
1 7 '
deo =7 W dr (IV.44)
del = 6d6 = f% QTEQTgr A (Tv.45)
O termo dN , levando. em conta. (IV.40)-{IV.45),sera
dN = %? TTgr + %% QTEETgr (IV.46)
Substituindo (IV.41l) e (IV.46) em (IV.38), obtemos
" EA = T T 1. T T1 T
AR, = 7 [ggg(@ + r’ 7 nn ) + mr 7 on ] (Iv.47)
ou devido a {IV.40)
EA 5 _ T T= = __ T= |
qge = [gggg + mr fg + K rr’x 1 (IVv.48)

=g~ "g

gque € uma expressdoc para AKe somente em .funcdo de K_, me r.

As duas primeiras matrizes em (IV.48).s3o a transpos-—
ta uma da outra e ao se somarem conservam a simetria do conjun-

to.

A caracteristica mais importante de (IV.48) & a sua

generalidade para elementos reticulados como mostra VENANCIO (8).
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Este fato sera observado a seguir quando discutiremos o elemen-

to portico plano.,

IV.3.4 - Elemento de Portico Plano

O elemento de portico plano representa uma barra sub-
metida a flexao no plano xy. As fungoes de interpolagac  sao
obtidas através da egquacdo diferencial da teoria de vigas .onde

as condigdes de contorno s3o os deslocamentos nodais.

Na figura IV.3 temos a representacao dos deslocamen -

tos nodais considerados.

Y,V i

¢

rs |f5
3 |

A LALL R

|
.

=
x,u

Figura IV.3 - Elemento de Pértico Plano

O campo de deslocamento & estabelecido pela relacio

u = = ¢r (IV.49)

com
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I |
' ' : t t
1-h; t =yh, _. ! -yh i h, {-yh, | —yh
. 2 i i |
¢ = | -—-=- ﬁ_____15_1____§L§_f__}__%___£L§__r___§L§ (IV.50)
| H !
0 ¢ by o} By 2O b by kg
) | ] | !
e
X _ 3x? 2x’ ~ 2x? x?
h]_ -7 ! h2 =1 - 7z + 73 : h3 = X - 7 + 7T
_ 3x? 2x? _x? x? N dh
By =g - P Bsrp o7 i By TaEx

Devido 3 flexdo, o deslocamento u ndo & mais cons -
tante para uma secao. transversal, como se observa na 12 linha da
matriz de interpolacdo. Adota-se uma variagao linear em y ;con

sequéncia da hipotese. de secao- plana da teoria de vigas.

Definindo u, como o valor - de u para y=0, temos

que
w=u -y (IV.52)

e a deformagdao & sera dada por

au 2

_ - _ o 3%v 1,3v
£ = 80 + El = H_ - Y W) + E(E) (IV.53)

WEN (9) observa .que o desenvolvimento deste elemento
utilizando (IV.53) nos leva a valores.excessivamente altos para

rigidez ndo linear. Este fato o motivou.a formular a hipotese

de que a parcela %{%%)2 deveria ser substituida pela sua mé -

£z

. 1 av, 2
dia dada por 37 J §§) dx

(
o
Sobre esta questao, VENANCIO (8) considera nao haver

- hipdtese adicional nenhuma ao se. tomar o valer médio. A substi
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tuicdo decorre de um .ajuste em (IV.53) para satisfazer a condi-
¢ao prioritaria de equilibrio da barra. De fato, a forga nor -
mal N sendo constante em toda a barra obriga que a deformacio

causada por esta também seja constante.

Temos entio

au

o _ 3?%v s dv, 2
3% Y 3% 27

5;) dax (IV.54)

£
£ = {
o

A parcela linear €5 sera dividida em duas partes, u

ma devido.a flexao €Ep © outra EoN causada pela forca nor -
mal.
Suo
EON = W (IV.55)
. 3’ v (IV.56)
oF = T ¥ 3x?

Substituindo o campo de deslocamento em (IV.54), pode

mos escrever

_ 1 T .
€N = ?oNE =7g0r ; (IV.57)
oF = Bor L e (IV.58)
1 T =
ep = Br=gpr Ejx (1v.59)
r b
onde -1
0
0 g
m = 3 1 ; (IV.60)
0
0
. J
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1 1
By = -3 0 0 7 0 0] (IV.61)
Bop = [0 97 9, 0 -g9; dgj5] (IV.62)
by
gl = 72 (l—Zhl)
g, = 3 (2-3n)) (1V.63)
2y
1 T+
By =2x ¥ % (IV.64)
0 0 0 0 0 0
Lo 1 o - & L
_ 5 10 5L 10
Ky = 28 4 _ 1.t (IV.65)
15 T 10 T 30
0 0 0
simetrica 6 1
5 - 10
24
15

A matriz de rigidez elastica corresponde ao calculo de

o T '
X, _.[, B, E B, av (IV.66)
v
com
90 = QON + ?OF (IV.67)
A solugdo de (IV.68) nos leva a
ge = EeN M EeF (Iv.68)

com
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T
Koy = Jv. goNE 1_30N av e (IV.69)
Ife}? = Jv ].?.’OFE: E_st av (IV.70)
0 0 0 0 0
12 6 0o . 12 6
AR X3 23 i
4 6 2
7 0 - % (IV.71)
Kp = EI
- 0 0 0
simetrica %% - f;
4
£
1 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0
_ EA (IV.72)
ﬁéN Tk 1 0 0
simétrica 0 0
0

0 eixo 2. sendo baricéntrico, acarreta o anulamento

das outras parcelas de (IV.68), ja que neste caso temos

J vy da = 0 (IV.73)
‘A

Obteremos agora a matriz de rigidez geométrica substi

tuindo as matrizes Bo e @1 em (II.23).

Calculando o termo gg(GL)g,temos

. 1 = —
gg(gL)g = JV 7 ggEE ?oN r dv = EASONKgE {IV.74)
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gque nos leva a

Bolop) = BAe k.  (1v.75)
ou

Kglog) =1, gg (1V.76)
fazendo

N, = EAe o (Iv.77)

0 termo nao linear Kg(Ac)r é dado por

[ lzmel Tz - EAC.R 1
Eg(Qp)g = Jv 7 ggEE 57 r ggE dv = EAElggE” {Iv.78)
e portanto
K _(Ag) = Ene.K : IV.79
X (89) 1% { ;
ou
K_(& = N,K IV.80
-g( _G) 1%g (IV )
fazendo
N, = EAg, (IV.81)
Somando (IV.78) e (IV.80), temos que
K = NEK .82
Ky (o) Kg (Iv.82)
com
N = NJ + Ny (Iv.83)

-~

Finalmente, © .termo Kﬂr corresponde a

T

. ' T
K, r = f B E B,r dV = J B
L= v--oN o v -

E,dv = EATEl = NlT

«...{IV.84)

1 -
NE 22 L Eqg
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Observando que o termo Ke r pode ser feito igual a
NOT , temos que a relagao forga-deslocamento para o elemento de

portico & dada por

EeFE + NEgE + Nm = R (IV.85)

Derivando (IV.85), temos

QB = th; = 5 qu + NKgdr + mdN + KgrdN (IV.86)

Usando (IV.57), (IV.59), (Iv.74),. (Iv.8l) e (IV.83),
temos

an = 22 m'ar + ETEg dr] (IV.87)
Substituindo (IV.87) em (IV.86), obtemos

R, = Kep + MK+ 7 [m' + Ry R+ §g¥¥ gg] (1Iv.88)
Observando que

2o’ =k (IV.89)

temos que a matriz de rigidez tangente & dada por

Ky = Kgp + Koy + MK, *T (R + m'R & xr'K ] (IV.90)

A parcela AKé corresponde, neste caso a

%% (R rm® + mr R_ + R _rrig ] (IV.91)

AR =
~e ~g~~ == Tg T 2gxi g

gue & idéntica a expressao obtida-em. (IV.48), comprovando a sua

generalidade para elementos reticulados-tratados pela teoria sim
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plificada de 22 ordem.

IV.3.5 - Elemento de Treliga Espacial

Este elemento constitul uma extensao do elemento de
treliga plana. . Acrescenta-se um deslocamento transversal na di

regdo do eixo 2z em cada um dos nos.

Dois angulos 61 e 6, sdao entdo . definidos como
r.-r r_-r
6, = —2 e b, = =3 (IV.92)
£ £
Teremos agora as deformagoes dadas por
€ = l(r -r,) e e, = l(82+82) (IV.93)
o} £'74 71 1 271 72 '

Isto nos leva, através de um desenvolvimento analogo

ao feito no.item (IV.3.3), as seguintes matrizes

1 -1 0 0
0 0
0 0
EA
K, = & 0 0 (IV.94)
simétrica 0 0
e O—
0 0 0 0 0 0o |
1/2 0 -1/& 0
= 1/¢ 0 -1/% (IV.95)
~d 0 0
simétrica 1/2 0
L_ 1/£
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As expressCes (IV.30).e (IV.48) sdo idénticas, se con

siderarmos :

2 _ 2 2
6 = 87 + 8, (IV.98)
T
m-=([-1 0 0 1 0 0] (Iv.99)
IV.3.6 - Elemento de Portico Espacial

Considerando o elemento de portice espacial como uma
extensdo do elemento de portico plano, teremos entdo que a de-

formagao sera dada por

3u £
B 0 - d?v 3iw- 1 dvyz = 3w, 2
fxx 3% " Y 3% T %3x * 3L Jo Gx) * lgx) dx (Iv.98)

Levando .em .contaa torg¢ao, as.matrizes para o elemen-

to de portico espacial serao

[ 2 o 0 0 0-a 0 0 0 0 O
b 0 0 g 0-b 0 0 0 g
¢ 0-h 0 0 0 -=c 0-<-h O
d 00 0 0 0-d4 0 O
~e - e 0 0 0 h 0 i o0 (IV.99)
£ 0-g 0 0 0 7
a 0 0 0 0 0
b 0 0 0 -g
simetrica ¢ 0 h O
a 0 o
e O
£
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com
4ET
EA
a = T f = —-——E
l2EIz 6EIz
b == A L
12ET 6ETI (IV.100)
Cc = 4 h = Yy
£ £2
Sy 2ELy
d = T 1l = E -
4EIY 2ET
0 0 0 0 0 0 O 0 0
a d 0-a 0 0 0 4
a -d 0 0 0 -a 0-4 0
0O o 0 0o 0 0 O
c 00 0 a0 e 0 (IV.101)
¢c 0 -4 0 0 0 e
Rg = O 0 0 .0 0 O
a 0 0 0 -d
simétrica a 0 d 0
-=b 0 0
c 0
c
com
-8 - L
a =357 d =73
I, 2 (IV.102)
b= e=-33
o = 24
T 15

A matriz Age pode ser obtida substituindo (IV.101)
em (IV.%91), fazendo
m’ _ (1 0o 0o 0 0 0 1 0 0 0 0 0] (IV.103)
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CAPITULO V

EXEMPLOS DE APLICACAOD

V.l - INTRODUCAO

Neste capitulo sao. apresentados alguns exemplos de
problemas nao lineares onde o método modal foi utilizado. Os
resultados sdao comparados com os obtidos por outros métodos de
analise nao linear,.principalmente com método iterativo de New -

ton-Raphson (M.N.R.).

Procura-se também interpretar os parametros de con-
trole do método modal, e utiliza-los para a definigao de uma

estratégia a ser seguida na solucdo de cada problema.

V.2 - ANALISE DOS PARAMETROS DE CONTROLE

Diante de um problema a ser resolvido pelo método
modal, recomenda-se que seja feita, incialmente, uma analise com
pelo menos quatro vetores de Lanczos-Ritz. Isto significa to-

mar para uma primeira analise p > 4.

Deve-se observar o afastamento entre as cargas cri-

ticas e os valores de « para cada vetor.

Admitindo-se gue se deseje efetuar uma analise ate
o nivel X = A* , a condigéo para que o numero de vetores da ba
se seja satisfatério & dada, de acordo com o item III.2, pel&
condigao:

Ax
p%l

) << 1 (Vv.2.1)
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Pode-se adotar, por exemplo

Ak
A
p

< 0,01 . (v.2.2),

Mesmo nos casos onde a condigao (V.2.2) seja satis-

feita, deve-se examinar também os valores de o .

Quando os oy , i=1,p ; tiverem valores em modu
lo nao muito'afastados, temos uma situagéo onde todos os vetores
téem uma boa participagéo na resposta. Neste caso; por segurancga,
pode-se aumentar o nimero de vetores para verificar se existem a
inda outros modos com boa participacéo-que néo foram incluidos na

primeira analise.

No caso de alguns vetores possuirem o  com valores
muito ipferiores aos demais, significa que estes vetores, embora
satisfazendo a condigéo {(Vv.2.2), tém baixa participagao na res -
posta. Pode-se entéo, nesta situagéo, reduzir o numeré de veto

res.

A analise da qualidade da solucdo e do comportamen-

to da estrutura & feita através da relagdo ||[ar|| / ||rx,||. &

1!
pratica tem demonstrado que os. valores obtidos sao em muitos ca-
sos bastante conservadores. Considera-se que um valor até 1,0
representa uma situagao onde. a solugéo modal & satisfatoria. A
partir deste valor deve-se corrigir a.solugao modal e a atualiza

cao de referencial & indicada. Elevados valores da relacao

|lar|| / [lAr{|| denunciam uma flambagem ndo linear.

No caso da presenga de molas nao lineares, deve-se
ainda observar os fatores de participacgdo definidos no capitulo

anterior.
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V.3 - EXEMPLO 1° - VIGA COLUNA

Como primeiro exemplo analisa-se a viga coluna sim-
plesmente apoiada representada na figura (v.3.l1}). A viga é dis
cretizada por quatro elementos.de poOrtico plano e & submetida a

trés situagdes de carregamento.

Estes casos foram estudados por MEDEIROS (5), porém
sem molas nao.lineares. Foli verificada entdo uma acentuada con
cordancia entre a solugac modal e a solugao analitica obtida pe

la teoria da viga coluna exposta em TIMOSHENKO (10).

Nosso principal objetivo neste exemplo foi comparar
novamente estas duas solugdes no caso em gue se considera uma
mola nao linear atuando como apoic intermediario na viga. Va-

riou-se a carackteristica da mola e seu posicionamento na viga.

As,rela¢5es-forga—deslocamento das molas témbém sao
apresentadas na figura (Vv.3.1}). Temos entéo a mola Ml nao
muito rigida, terminando.em um trecho com rigidez constante, e
a mola Mz,mgis rigida gue a mola Ml' porém apresentando uma
rigidezrnula no.ultimo trecho. Para a aplicacdo .da técnica das
pseudo-forgas deve-se escelher uma rigidez constante para cada

uma destas molas.

No primeiro caso, considerou-se a mola Ml como de
rigidez constante .e igual a 8.000 kgf/cm. Foram encontrados en
tdo os seguintes valores criticos de A e de o, para uma anali

se com gquatro vetores de Lanczos-Ritz .
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EXEMPLO -1 VIGA COLUNA

CASO1I Q
! 2 3 4 9
A M, Wi
Y S BV S
! L E=2,130% gt /cm®
CASO I 'Q .
* Jz= 1958 ¢cm
ﬁ)rg ,;Mz f ;é—_ P A= 473 cme
1L L/4 1[ L/4 % L= 400 cm
CASO IL 10 Q= Ax10 kgt
P= X\ x100kgt
WZX .,f,yMz A P
J L/4 LA |
i l
) F(kgt)
ra—— ——
émq
2504 1 i
|
s 10 5
Mola M Mola M2

Figura (V.3.1)
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VETOR A o
1 0,3184E+04 | 0,1590E+00
2 0,2367E+05 | -0,2103E-01
3 0,8029E+05 | 0,5836E-02
L 4 0,1021E+11 | 0,2007E+00

Tabela (V.3.1l) - .Valores Criticos de A
Caso I

Os valores criticos de X para os vetores gerados

para a nao-linearidade fisica sao apresentados na tabela (v.3.2).

VETOR h) PARTICIPACAQ
1 0,3184E+04 46,5
2 0,2367E+05 38,5
3 0,7924E+05 13,0
4 0,2043E+06 1,9

Tabela (V.3.2)

Observa-se QUe o .numero de vetores utilizados ja &
satisfatorio. Para este caso, a base para o tratamento da néo
linearidade fisica & praticamente idéntica a utilizada para a
analise nao linear geométrica. Isto ocorre devido a coincidén-

cia nas posicbes da carga Q e da mola M, .

Nos casos II e III considerou-se a mola M, com rigi

dez constante e igual a 25.000 kgf/cm. Nas tabelas (V.3.3) e
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(V.3.4) sao apresentados os valores criticos de A e os parame

tros de controle obtidos para o caso II.

VETOR A o
1 0,6595E+04 0,8920E-01
2 0,1855E+05 -0,4558E-01
3 0,3966E+05 0,5750E-02
4 0,7086E+09 0,2007E+00

Tabela (V.3.3)

VETOR X PARTICIPACAOD
1 0,6595E+04 -7,1
2 0,1854E+05 17,6
3 0,2764E+05 71,3
4 0,1063E+05 18,2

Tabela (v.3.4)

Neste caso o.numero de vetores da base também pode
ser considerado satisfatorio. Devido a mudanca de posigéo da
mola, observa-se que nao existe mais a coincidéncia entre os
vetores com maior participacdo na parcela nao linear geométrica

e 0s com maior participagao na parcela .nao linear fisica.

Os valores criticos de ) para o caso III (tiran -
te) sao os mesmos para o caso II, porém com .sinal negativo. Os
valores de o e dos fatores de participagao também s3o iguais

em modulo.
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Tomou-se como referéncia para os trés casos o valor
AO = 2,537,66 que corresponde ao valor critico de A conside-

rando a .viga sem a mola nao linear.

Nas tabelas (V.3.5), (V.3.6) e (V.3.7) sao apresen-
tados alguns resultados das trés situagdes analisadas. As ana-
lises foram todas feitas .com quatro vetores e nao se registrou

nenhum caso com mais de tres iteracodes.

Devemos ressaltar que devido a tecnica das pseudo -
forcas, as estruturas com..molas nao lineares tém seus parametros
de controle obtidos supondo uma rigidez constante para as molas.
Este fato deve ser. entdo levado em conta principalmente na pre-
visdo da carga de flambagem nac linear. As relagées H4F|b41lElH

devem ser interpretadas ainda com mais cautela.

Os resultados indicam uma flambagem a partir do ni-
vel 0,7 AO tanto no caso I .como no caso IX. Na figura (vV.3.2)

temos o grafico .da.relacgao .forga-deslocamento para o caso I.
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DESLOCAMENTO VERTI-

MOMENTO FLETOR NO 3

:: CAL NO 3 (cm) fkgf X m)
Yo VG-COL MODAL VG COL MODAL
0,1 0,7739 0,7739 2,347 2,347
0,2 1,7069 1,7069- 5,088 . 5,088
0,3 2,8546 2,8544 . 8,359 8,359
0,4 4,3015 4,3011 12,366 12,366
0,5 6,0789 © 6,0778 17,146 17,146
0,6 8,3515 8,3488 23,096 23,094
0,7 12,1457 12,1370 32,910 32,897
0,8 20,4844 20,4560 54,339 54,283
0,9 42,1900 42,0580 109,477 109,190
A, = 2537,66
Tabela V.3.5 - Exemplo i - Caso 1
N DESLOCAMENTO VERTI- MOMENTO FLETOR NO 3
- CAL NO 2 (cm) (kgf x m)
"o VG-COL MODAL VG-COL MODAL
0,1 0,2047 0,2047 1,578 1,578
0,2 0,3171 0,3171 2,955 2,955
0,3 0,4754 0,4754 4,523 4,523
0,4 0,8419 0,8419 6,788 6,788
0,5 2,0361 2,0356 11,724 11,723
, 4,0426 4,0406 19,505 19,501
, 7,3990 7,3926 32,138 32,122
, 14,1365 14,1130 56,909 - 56,841
, 34,4527 34,3080 130,397 129,930
A, = 2537,66

Tabela V.3.6 - Exemplo 1 - Caso 2
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DESLOCAMENTO VERTICAL MOMENTO FLETOR NO 3
ji NO 2 (cm) (kgf x m)
}\o VG-COL MODAL VG-COL MODAL
0,1 0,1921 0,1921 1.485,65 1.485,70
0,2 0,2885 0,2885 2.667,22 2.667,20
0,3 0,3766 0,3766 3.788,75 3.788,80
0,4 0,5128 0,5128 4.996,02 4.996,10
0,5 0,6817 0,6816 6.246,35 6.246,50
0,6 0,8804 .0,8803 7.530,34 7.530,70
0,7 1,1079 1,0804 8.843,59 8.779,30
0,8 1,3479 1,2627 10.147,00 9.950,10
0,9 1,5623 1,4300 11.354,00 | 11.053,00
A\, = - 2537,66

Tabela V.3.7 — Exemplo 1 - Caso 3
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V.4 — EXEMPLO 2 - PORTICO PLANO

Analisa-se agora o portico plano representado na fi

gura (v.4.1).

Em um primeiro caso, considera-se apenas a existén-
cia de duas molas ndo lineares restringindo o deslocamento hori-

zontal dos nos 6 e 9.

A analise modal foi feita com quatro vetores de
Lanczos-Ritz. A base para analise nao linear geometrica forne -

ceu os seguintes parametros de controle.

VETOR A R
1 0,1000E+02 0,8802E+00
2 0,1961E+02 -0,3426E+00
3 0,3023E+02 . 0,1699E+00
4 0,3834E+06 ~ 0,1077E+01

Tabela (v.4.1)

Pelo espacamento.entre as cargas criticas e pelos
valores de o conclui-se que nao se deve reduzir o niilmero de

vetores,

Os valores da relagao |[Ar[] / [[Xx ]| sdo apre -

sentados na tabela (V.4.2).
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EXEMPLO-2 PORTICO PLANO

P P P
\ 1 _
31 32 33 E = 10.000
A= 10
a— Iz = 0.1
Molo M
g
S
L d Jb J-
Q= Ax 0.879
7 8 of (M Pr Ax879
4 5 & M
() (1 e o
EI'!'ITR 2 ] ré'r-n —_-i"-"—
5 l 5
1

Figura (v.4.1}
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A Plarl [ /7 [ 1acy [
1 0,98
2 1,09
3 1,24
4 1,43
5 1,70
6 2,10
7 2,78
8 4,13
9 8,19

Tabela (V.4.2)

Observa-se que & um problema com significativa ndo
linearidade geométrica com uma flambagem ndo linear estimada pa

ra ocorrer entre os niveis =8 e XA=9

Os parametros da base para nao linearidade fisica

540
VETOR X PARTICIPACAO (%)
1 0,1001E+02 - -1,7
2. 0,2170E+02 9,8
3 0,3180E+02 41,0
4 0,1046E+03 50,9

Tabela (V.4.3)

A soma dos fatores de participacgao apresentados na

tabela (V.4.3) indica que a base & satisfatodria.
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Na tabela (V.4.4) sao apresentados o deslocamento
horizontal no topo e no nd 9. Estes valores sdao comparados com
os obtidos pelo método de Newton-Raphson {(MNR). Na figura (v.4.2)
temos a curva representando o deslocamento horizontal no topo pa

ra os diversos niveis de X .

No segundo caso examinado, dobrou-se a carga hori -
zontal Q (Q = A x 1,785), e considerou-se a atuacdo de dez mo -
las n3o lineares do tipo M , aplicadas nos cinco primeiros niveis

da estrutura, conforme & mostrado na figura (v.4.3).

5X5

M F

M 13 14 15
M"V

M
g-w.,

M

Y A Y *

Figura (v.4.3)
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(2}

ANALISE NAO LINEAR PELO M. N.R.

ANALISE NAO LINEAR MODAL

Figura

(Vv.4.2)

o -
o
o
'y
c

— Deslocamento Horizontal nd 33 - Caso I

08
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f DESLOCAMENTO HORIZONTAL (DESLOCAMENTO HORIZONTAL
NGO 33 NG 9
A
MODAL M.N.R. MODAL M.N.R.

1 | 0,428 0,427 0,053 0,053
2 | 0,957 0,953 0,113 0,113
3 | 1,626 1,616 0,184 0,182
4 | 2,507 2,483 0,268 0,265
5 | 3,723 3,670 0,373 0,367
6 | 5,520 5,400 0,513 0,502
7 | 8,477 8,165 0,717 0,697
8 |14,311 13,165 1,070 1,025
5 |31,608 - 2,002 -

Tabela (V.4.4)

Procedeu-se também a uma analise modal com quatro -
res. A base para analise nao . linear geométrica forneceu os se-

guintes parametros:

VETOR A o
1 0,1027E+02 0,1639E+01
2 0,2130E+02 -0,6507E+00
3 0,3055E+02 0,4740E+00
4 0,8538E+05. -0,1081E+01

(Tabela (V.4.5)

Os valores da relacgdo ||ar|]| / |[AEl|| foram pa-

ra este caso:
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A |lax || 7 11acy !l
1 1,86
2 2,06
3 2,33
4 2,68
5 3,18
6 3,92
7 5,17
8 7,67
9 15,22

Tabela (V.4.6)

Temos entao um problema com um grau de nac lineari
dade superior ao do primeiro caso. Pode-se prever uma flamba -

gem ndo linear a partir do nivel X = 7.

A base para o tratamento da nao linearidade fisica

forneceu os seguintes parametros:

VETOR | X PARTICIPACAO (%)
1 0,1027E+02 -6,6
2 0,2276E+02 -3,6
3 0,3183E+02 71,0
4 0,8892E+03 39,0

Tabela (Vv.4.7)
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Como se observa, os quatro vetores sdo também sufi

cientes para este caso.

Na tabela (V.4.8) sao apresentados o deslocamento
horizontal no topo e no no 9 fornecidos pelo método modal e pe-

lo método de Newton-Raphson.

DESLOCAMENTO HORIZONTAL | DESLOCAMENTO HORIZONTAL
3 NO 33 : NO 9

MODAL M.N.R. MODAL M.N.R.
1 0,774 0,773 0,080 0,079
2 1,743 1,734 0,175 1,173
3 2,986 2,961 0,290 0,286
4 4,614 4,547 0,428 0,419
5 6,843 6,686 0,596 0,581
6 | 10,099 9,679 0,811 0,785
7 | 15,353 | 14,113 1,109 1,061
8 | 25,396 - 1,593 - -
9 | 52,896 - 2,717 -

Tabela (V.4.8}

Nos dois casos analisados, verifica-se uma boa con
cordancia entre os resultados fornecidos pelo método modal e pe

lo método de Newton-Raphson para uma faixa de X dentro da fa-

se pré-critica.
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V.5 - EXEMPLO 3 - ARCO CIRCULAR

O terceiro exemplo & o arco circular representado na
figura (v.5.1). A estrutura & discretizada por 80 elementos de
portico plano e & submetida a um carregamento simétrico com im -

perfeigdes nos nos 19, 20 e 21.

Este tipo de estrutura, quando submetido a um carrega
mento simétrico, tem seu comportamento governado pelo parametro
K =R0?/h, onde h & a espessura do arco. Para K > 5,024 o
arco flambarad com o modo antissimétrico; em caso contrario, tere
mos uma flambagem com o modo simetrico. Em ambos os casos, o)
arco apresenta algum grau de nao linearidade antes da carga atin
gir seu valor critico. Quanto menor for o valor de K mais se-

vero sera o comportamento ni3o linear pré-critico.

Para o arco analisado temos K = 40,22 (h=6,816 cm) ,
0 que significa uma situacéo de pequena néo,linearidade, admitin
do-se um carregamento perfeitamente simétrico. No entanto, a
imperfeigao no carregamento ativa o priméiro modo de flambagem e
produz significativos efeitos ndo liﬁeares para niveis de carga

bem abaixo da carga critica.

Na tabela (V.5.1) sao apresentados os valores criti -

cos do parametro de carga X e Os seus respectivos o .

Verifica-se que ndo & aconselhavel diminuir o namero

de vetores neste caso.
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EXEMPLO - 3 ARCO CIRCULAR

21

R=1000 cm

B=1/86

A= 2,056 cmz

I2- 7,986 cm4

E = IO(.3 kgt /t:m2

NOS Py
2,3,.. 18,22,. 80 -1,0
19, 21 - 1.5
20 -2,0

Figura (v.5.1)
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VETOR A a
1 0,7707E+01 0,4973E+00
2 0,1262E+02 | -0,2226E+00
3 0,2537E+02 0,2471E+00
4 0,5851E+02 | =0,2560E+00
5 0,2221E+04 | 0,1758E+01
Tabela (V.5.1) - Valores criticos de A
A andlise da relacdo ||Ar|| / Ilkrl|| revelou que a

solucao pelo método modal sem atualizacdes € satisfatdria até o

nivel correspondente a 0,6 da primeira carga critica.

Na tabela (Vv.5.2}) analisa-se o deslocamento vertical
do no 41 para os niveis de carga variando desde 0,1 até 0,9 da
carga critica. As analises modais sao feitas com 5 vetores e
sao comparadas com os resultados obtidos pelo método iterativo
de Newton-Raphson. O0s niveis onde foram feitas as atualizacodes
sao identificados por linhas tracejadas na tabela. O grafico

da figura (V.5.2) ilustra o efeito das atualizacgdes.

Observou-se que as atualizagdes do tipo A corrigi-
ram a solucdo modal, porém a do tipo B apresentou melhores re

sultados aproximando-se mais rapidamente da solugdo exata.

Na tabela (V.5.3) considera-se os deslocamentos ver-.

tical e horizontal do nd 21.



TIFO

3 DE ANALISE ERROS (%)
PV P— Iy 2) (3) (4) (5
MODAT, MODAL~A MODAL~B MODATL~B MODAL~B M.N.R (1) (2) {3) (4) (5)
0-ATLZ 1-ATLZ 1-ATLZ 2-ATLZ 3-ATLZ
0,1 | 0,085 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 0,087 o,0} 0,0} 0,0/ 0,0{ 0,0
0,2 | 0,169 0,179 0,179 0,179 0,179 0,179 0,181 -,1¢-1,1}-1,1|-11|-1,1
0,3 | 0,254 0,278 0,278 0,278 | 0,278 | 0,278 _ | 0,283 -1,8-1,8}-1,8(-1,8(|-1,8
0,4 | 0,338 0,385 0,385 0,385 -_6,-3—9?) _____ 5,_595—" 0,396 -2,8-2,81-2,8(-1,5|-L,5
0,5 | 0,423 0,502 | 0,502 | | 0,502 | 0,514 0,514 0,528 -4,9-4,9|1-4,9-2,7]|-2,7
0,6 | 0,507 0,632 | 0,645 | (-)-,—6_5-5:1———-__(1,_6_5@__m“6:6—71_-_- 0,691 -8,5|-6,7 |-4,8|-5,1]-2,9
0,7 { 0,592 0,779 0,814 0,849 __(;:8;6‘——-_9LE16§__ﬁ 0,925 -16 |-12 |-8,2|-5,9|-6,7
0,8 | 0,676 0,949 1,021 1,112 1,180 “172_5_2-—— 1',402 -32 (=27 |-21 |-16 |-11
0,9 | 0,761 1,150 1,305 1,606 1,832 2,180 4,867 -76 |(~-73 |-67 |-62 | -55
Tabela (V.5.2) - Deslocamento vertical nd 41 (cm)
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DESLOCAMENTO HORIZONTAL DESLOCAMENTO VERTICAL
A {cm) (cm)
"1 MODAL MODAL M.N.R MODAL MODAL M.N.R
C-ATLZ 3-ATLZ 0-ATLZ 3-ATLZ
0,1 0,046 0,046 0,046 0,145 0,145 0,145
0,2 0,102 0,102 0,102 0,317 0,317 0,318
0,3 | 0,173 0,173 | 0,173 | 0,526 | 0,526 _| 0,529
0,4 0,266 | 0,267 | 0,267 0,793 "—5;;6--" 0,800
0,5 0,395 | 0,396 | 0,397 1,115 | 1,160 1,168
0,6 0,587 ‘“—57355“‘ 0,594 1,072 —-_17;66__— 1,711
0,7 0,907 | 0,921 | 0,926 2,518 | 2,586 2,621
0,8 1,549 | 1,610 | 1,625 4,180 | 4,246 | 4,539
0,9 3,494 3,869 4,614 9,168 10,466 13,360
Tabela (V.5.3) - Deslocamentos né 21 (cm)

06



91

V.6 - EXEMPLO 4 - PORTICO PLANO

Examina-se agora a eficacia do processo de atuali
zagoes em um caso onde a estrutura tem um comportamento mais

rigido do que o apresentado pela andlise modal.

A estrutura corresponde ao mesmo portico plano a-

nalisado no exemplo 2, porém sem as molas nao lineares. Trata-

se de uma situagao de flambagem linear que & perturbada pela
presenca da carga horizontal Q . LIMA (4) estudou este caso
fazendo variar a relagcac (/P . Observou-se gue para valores in

feriores a 0,05 de Q/P, a estrutura apresenta um comportamento
pré-critico moderadamente nao linear, sendo desprezivel a dife-
renca entre a solugdo exata e a fornecida pelo método modal sem

atualizacgoes.

Nesta analise considera-se a relagéo o/P=0,1 e

utiliza-se o mesmo carregamentco apresentado na figura (V.4.1).

A tabela (V.6.1) mostra os valores criticos de
A seus respectivos o para uma analise com cinco vetores.
VETOR A o
1 0,1000E+02 0,8817E+00
2 0,1939E+02 -0,3319E+00
3 0,2569E+02 0,1698E+00
4 0,3894E+02 -0,8891E-01
5 0,1508E+07 | . 0,1077E+01

Tabela (V.6.1) - Valores criticos de A
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Devido a proximidade entre as cargas criticas e
entre os valores de o , todas as analises modais serao feitas

com cinco vetores.

Na tabela (V.6.2) sao apresentados os valores da .
relagao ||ar|] / |[|Ar;[l para os niveis de carga estudados. Po
de-se ter entao uma idéia da gualidade da solugac modal e do cam

portamento da estrutura.

A [Taxl | / 11z, |
1 0,9832
2 1,0961
3 1,2409
4 1,4335
5 | 1,7027
6 2,1066
7 2,7808
8 _ 4,1335
9 8,2092
Tabela (V.6.2) - Controle da nao linearida-

de geométrica

Teoricamente podemos confiar na resposta modal a-
té Xx=2 ; a partir deste valor a solucao modal pode ndo ser uma
aproximagao satisfatdria da solugao exata. Observa-se também u

ma flambagem entre os niveis A=7 e A=9.

A tabela (V.6.3) apresenta o deslocamento horizon

tal do ndé 33 para as diversas andlises efetuadas. Os erros sao
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obtidos em relagao a solucao dada pelo método de Newton-Raphson.
E feita também uma analise de custos considerando o valor da

unidade de servi¢o computaciocnal (USC) igual a Cz$1,00.

Conclui-se claramente que as atualizac¢oes dotipo
A nao apresentaram bons resultados para esta situacao. As a-
tualizagoes do tipo B , ao contradrio, apresentaram resultados
que convergiram para a solugao exata com o aumento do nimero de

atualizacoes.

A analise dos custos ainda apresenta uma vantagem
significativa para o metodo modal, mesmo com atualizagaes, em

comparac¢ac com o método iterativo de Newton-Raphson.

O grafico da figura (V.6.1) apresenta o desloca -
mento horizontal do nd 33 obtido por algumas daé analises efetu

adas.



J

TIPO DE ANALISE . ERROS (%)

* LINEAR (1) (2) (3) L (4) (5) M.N.R (L) | (23] 3) [ (4)| (5)

MODAL MODAL-A | MODAI~A| MODAL-B| MODAL-B

0-ATLZ 1-ATLZ | 2-ATLZ | 1-ATLZ | 2-ATLZ
1 0,390 0,428 0,428 0,428 | 0,428 | 0,428 0,427 0,2 0,2| 0,2 0,2] 0,2
2 0,776 0,957 0,957 0,957 | 0,957 | 0,957 0,953 0,4] 0,4| 0,41 0,4] 0,4
| 3 1,163 1,629 1,629 | 1,629 | 1,629 | 1,629 _| 1,613 1,0 1,0} 1,0} 1,0 1,0
4 1,551 2,512 2,512 _5:216_- 2,512 2:;;6_‘- 2,482 1,2{-2,9| 2,9] 1,2| 0,3
S“-_---1}940 3,732 | 3,732 _| 3,450 | 3,732_| 3,690 3,665 1,81 1,8(-5,9] 1,8| 0,7
6 2,330 5,536 '“ZTEIE"*_ng;g_ “ETZES'“ 5,440 _| 5,383 2,8| -14(-8,8| 1,4 1,1
7 2,720 8,503 5,721 _ETEES’“ 8,220 -“QTIEE--“ 8,102 4,9| -29{ -25|1,5| 0,3
3 3,100 14,360 7,165 7,640 (13,44 (13,050 [12,296 17 | -42| -38| 9,3| 6,1
9 3,490 31,740 9,121 9,800 |[27,14 |25,090 [23,329 36 | -61|] -58]| 16 7,5

i
CUSTO CZ$ 16,32 34,57 51,55 (34,52 49,34 192,6
Tabela (V.6.3) - Deslocamento horizontal nd 33

43
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V.7 - EXEMPLO 5 - CASCA RETICULADA

A casca reticulada representada na figqura (V.7.1)
foi analisada por RODRIGO (1l) através de varios métodos incre
mentais-iterativos. Trata-se de uma estrutura com comportamen

to fortemente naoc linear.

Examina-se o deslocamento vertical do nd 1 durante

a aplicagao de vinte incrementos de carga.

Inicialmente foi feita uma anadlise sem atualizagGes
com gquatro vetores de Lanczos-Ritz. A tabela (V.7.1) apresen-

ta os valores criticos de A e o0s respectivos o

VETOR A _ o

i 0,9674E+02 0,501E+00

2 ~0,4459E+02 | -0,469E-02

3 0,8507E+03 | -0,399R-01

4 0,3764E+04 | -0,168E+00
Tabela (V.7.1) - Valores criticos de A

O que se pode observar & que o segundo e terceiro
vetores, embora com cargas criticas nao muito afastadas da pri
meira, possuem baixos valores para o. Isto indica que a ana-
lise pode ser feita com um numero ainda menor de vetores. De
fato, ao se analisar a estrutura com apenas dois vetores, obte
ve-se o0s mesmos resultados da analise com guatro ou mais veto
res. Os dois vetores gerados tiveram seus valores de A apro

ximando-se de A; e », da analise com quatro vetores, confir-
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EXEMPLO - 5

CASCA RETICULADA

2 PLANO OE

SIMETRIA

108 kgt /om?

1,0 c:m2

>
ir

p: kx15,75 kgt

1 —
- -
2 cm

L ‘L“Qt‘:“_‘—-—-_._____
2 p—
6, 216 cm
_ ! ! T
L 25cm L 23 cm !‘
. 1— ll

(Figura V.7.1)
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mando assim que estes sao os vetores de maior participacaoc na
resposta. Os valores de A criticos para a andlise com dois

vetores sao apresentados na tabela (V.7.2).

VETOR A S o

1 0,9675E+02 0,501E+00

2 0,3299E+04. | =-0,173E+400
Tabela (V.7.2) - Valores criticos de X

Apesar'deste poder de selecao do algoritmo de Lanczos-
Ritz e do§ . bons resultados obtidos para este caso com apenas
dois-vetores, dgve—se agir com prudéncia na escolha do nuamero de
vetores. E possivel que os deslocamentos de outras partes da es
trutura exijam um nﬁmero maior de vetores para a sua representa-

¢ao.

Os valores da relagdo ||Ar|| / ||Ar;|| comegaram cam
3,2 para o nivel O,l‘Al apresentando um salto para valores da
ordem de 5,0E+06 a partir do nivel 0,4 ;. Isto denuncia o ca-
rater fortemente nao linear do problema e uma flambagem por pon-
'to limite entre os niveié 0,2 X e 0'4‘Al' Comec © valor maximo
de ) sera vinte, nossa anidlise se restringira até o nivel cor-

respondente a 0,21 A;.

A tabela (V.7.3) apresenta os resultados obtidos pe-
las analises efetuadas. As anadlises modais sdo feitas com dois
vetores de Lanczos-Ritz. As atualizagoes apresentaram pratica -
mgnte 0§ mesmos resultades tanto para o tipo A como para o tipo
B. Os erros sao calculados em relagao ao método de Newton —Raphson

(M.N.R.), e para os custos considerou-se que a unidade de servi-
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¢o computacional (USC) correspondesse ao valor de Cz$1,00.

No grafico da figura (V.7.2) pode-se observar a e-

ficacia do processo de atualizagao para este caso.



BESEAE e o
0-ATLZ 2-ATLZ 6—-ATLZ 9-ATLZ | MENTAL (1) (2} (3) (4) (5)

1 0,0357 0,0364 0,0364 0,0364 0,0364 }0,0353 0,0359 1,4 1,4 1,4 1,4 -1,7

4 00,0714 0,0741 0,0741 0,0741 0,0741 10,0729 0,0741 0,0 0,0 0,0 0,0 -1,6

6 0,1071 0,1134 0,1134 0,1134 0,1154 |0,1131 0,1152 -1,6 | -1,6 | -1,6 0,2 -1,8

8 0,1427 0,1543 0,1543 0,1543 | 0,1587 |0,1564 0,1597 -3,4 | ~-3,4 { -3,4 | -0,6 -2,1
10 0,1784 0,1969 0,2025 0,2025 0,2072 |0,2038 0,2086 ~-5,6 | =2,9 { -2,9 | 0,7 -2,3
12 0,2141 0,2413 0,2539 0,2539 0,261 |0,2562 0,2635 -8,4 —3,6 -3,6 | -0,9 -2,8
14 0,2498 0,2877 0, 3086 0,3142 0,3223 | 0,3157 0,3266 -12 -5,5 1| -3,8 | -1,3 -3,3
16 0,2855 0,3362 0,3673 0,3804 0,3944 | 0,3853 0,4028 -16 -8,8 | -5,6 | -2,1 -4,3
17 0,3033 0,3613 0,4077 0,4222 0,4378 | 0,4257 0,4490 -19 -9,2 | -6,0 | -2,5 -5,2
18 0,3212 0,3870 0,4513 0,4703 0,4882 | 0,4717 0,5044 -23 -11 -6,8 | -3,2 -6,5
19 0,3390 0,4133 0,4987 ___9L§g§g__==2£§§ggr_ 0,5259 0,5777 -28 -14 -8,5 | —4,7 -9,0
20 0, 3569 0,4402 0,5504 0,6054 0,6365 0,5936 0,7312 -40 =25 -17 -13 -19
CUSTO 8,69 26,14 54,41 | 80,45 |[104,57 | 202,41

Tabela (V.7.3) - Deslocamento Vertical do nd 1 (cm)

00T
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capiTULO VI

CONCLUSOES

Nos exemplos analisados, constatou-se que a extensao
do método modal para consideragao de molas ndao lineares aplica-
das na estrutura, apresentou resultados plenamente satisfatodrios.
Embora tenha-se utilizado um processo .iterativo para a determi-
nacdo da parcela do deslocamento devido a ndo linearidade fisi-
ca, a analise modal com base de Lanczos-Ritz permitiu a diminui
gao do numero de equagées; preservando assim o baixo custo da
analise que & uma das principais caracteristicas do método mo-

dal.

Molas nac lineares sao utilizadas na pratica princi-
palmente para a representacdo da interac¢ado solo-estrutura; es -
tes problemas tém entao agora a possibilidade de também serem

analisados pelo metodo modal.

A técnica empregada para correcao da solugdao modal ,
atraves de atualizagées de referencial e do calculo da matriz de
rigidez tangente, também mostrou-se eficiente. Desta forma con
seguiu-se ampliar a classe de problemas nao lineares que podem

ser solucionados pelo método modal.

A idéia fundamental é aﬁresentar o metodo modal como
um substituto da analise linear convencional. Com um custo ndo
muito superior ao da analise linear, o método modal & capaz de
fornecer, em muitos casos; uma boa aproximagéo da solucao nao
linear exata. Além disto; o método fornece ao usuiarioc alguns pa

rametros de controle gue permitem ndo s0 obter informagdes so-
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bre o comportamento da estrutura, como também avaliar a qualida

de da solucao obtida.

Assim sendo; ¢ baixo custo; as informacgOes sobre o
comportamento da estrutura; e a solugao satisfatdoria para proble
mas néo lineares de interesse prético; tornam atrativa a utiliza
géo do metodo modal sobretudo na fase de desenvolvimento de um

projeto.

Neste trabalho apenas foram analisadas estruturas re-
ticuladas, porém a analise estatica ndo linear de placas e cas -
cas pode também ser efetuada utilizando a formulacdo do método

modal.

Finalmente, considera-se importante que um nimero mai
or de exemplos sejam analisados para se adquirir uma maior expe-
riéncia na aplicagao do método modal, procurando definir melhor
a fronteira da classe de problemas por ele solucionados e também
dar uma interpretagéo ainda mais completa dos parametros de con-

trole.
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