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Resumo da Tese Apresentada ã COPPE/UFRJ como parte dos requisi­
tos necessãrios para a obtenção do grau de Mestre em Ciências 

(M.Sc.) 

MONITORAÇ/10 DE SISTEMAS MECIINICOS PELA 

ASSINATURA DECRESCIMENTO ALEATÕRIO 

Celso Di Domênico 

Novembro/84 

Orientador: Jules G. Slama 

Programa: ENGENHARIA MECI\NICA 

Estuda-se a aplicabilidade da ''Função Decrescime~ 
to Aleat6rio'' na detecção de falhas em sistemas mecânicos linea 
res e a sensibilidade desta função ã variação de parâmetros de 
medição, tais como: posição do aceler6metro, faixa de freqüência, 
nivel de seleção, numero de amostras, etc. 

Utiliza-se um sistema continuo viga engastada -1_:i_ 
vre com excitação na extremidade, desenvolvendo-se o estudo te6-
rico segundo as teorias de Euler e de Timoshenko, com variação 
dos parâmetros massa-mola na extremidade livre da viga, analisan 
do-se assim a sensibilidade te6rica dos primeiros modos naturais. 

Apresenta-se a fundamentação te6rica da função De 
crescimento Aleat6rio, para sistemas a um grau de liberdade e P! 
ra sistemas cont,nuos. 

Finalmente determinam-se experimentalmente,para o 
sistema viga engastada-livre com excitador na extremidade, Assi 
naturas Decrescimento Aleat6rio que indicam o nivel de seleção, 
numero e tamanho de amostras ea sensibilidade a variação de fa­
lhas, alêm de aferir a repetibilidade destas assinaturas. 
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Abstract of Thesis presented to COPPE/UFRJ as partial 
fulfillement of the requirements for the degree of Master 

of Science (M.Sc.) 

Chairman: 

MECHANICAL SYSTEMS MONITORING BY 

RANDOM DECREMENT FUNCTION 

Celso Oi Domênico 

November/1984 

Jules G. Slama 
Department: Mechanical Engineering 

The appl i cabi li ty of the "Random Decrement Function" 
to the detection of failures in linear mechanical systems is 
studied together with its sensitivity to the variations of 
measurement parameter such as, accelerometer position, frequency 
range, threshold level, number of samples. 

A continuous system consisting of a cantilever 
beam excited at its end has been studied. The sensitivity of 
the first natural modes under variation of the spring-mass 
characteristics at the end, is obtained, using Euler and 
Timoshenko theories. 

The theorectical basis for the Randon Decrement 
Function is presented to single degree of freedom and continuous 
systems. 

Experimental ly obta i ned Random Oecrement Signatures 
for the cantilever beam excited at the end indicate the 
convenient threshold level, number and size of samples, the 
sensitivity to failures, and also verify the repeatability of 
these signatures. 
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CAPITULO I - INTRODUCAO 

]. l - POSICIONAMENTO DO TRABALHO 

Uma das preocupaçoes da engenharia depois da con~ 

trução de um sistema, ê com a possibilidade de previsão de modi~ 

ficações importantes, como a ocorrência de falhas e variações es 

truturais. 

Podem ser adotadas virias têcnicas para monitorar 

a evolução do sistema. no tempo. A escolha de uma destas têcni­

cas, depende de fatores como: o custo, o nivel de informação que 

se quer do sistema, a velocidade de aquisição da informação, etc. 

No caso de estruturas metálicas, alguns tipos de 

trincas tornam-se realmente grandes e visiveis antes mesmo de. 

ocorrerem sêrias perturbações no comportamento do sistema. Po-

rêm outros tipos de trincas podem causar falhas catastróficas ou 

levar a reparos custosos, apõs ultrapassar um tamanho critico, o 

qual ê bastante pequeno para escapar a detecções mais comuns. 

A Assinatura Decrescimento Aleatõrio ( 'RANDOMDEC) 

foi proposta por COLE [1] e [5 ], como têcnica de monitora­

çao para detecção de falhas. Esta Assinatura pode ser utilizada 

para dar uma informação global da estrutura quanto as variações 

estruturais,como aparecimento de falhas e enfraquecimento, assim 

como para identificar. propriedades estruturais de que o amorteci 

mento e o melhor exemplo. 
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I.2 MONITORAÇ~O E ASSINATURAS 

Para um sistema excitado .com forças aleatõrias am­

bientais as vibrações resultantes são também aleatõrias, e deste 

modo não pode ser usada diretamente como assinatura. 

O problema de dar sentido (interpreta{ão) a si~ 

nais aleatõrios tem sido explorado com ~rande profundidade na 

teoria das telecomuni~ações. Uma .das assinaturas mais comuns e 

a densidade espectral de potência.que ê a composição em frequê~ 

eia da potência transportada pelo sistema. Esta assinatura teri 

picos que correspondem as frequências naturais dos modos da es­

trutura, cujas larguras· estão relacionadas com os amortecimentos 

modais da estrutura. Esta têcnica tem sido usada para obter fr! 

quências naturais e amortecimentos dos mais baixos modos estru­

turais. Pequenas falhas tem pouco ou nenhum efeito sobre estes 

baixos modos estruturais, assim esta informação não e muito usa­

da para detecção de falhas. Se a densidade espectral de potên­

cia for estendida para a faixa de frequências acústicas, onde e 

esperada um maior efeito.de falha, os picos ficam muito prõximos 
1 

(relativamente) um dos outros e alguns picos espurios surgem. A~ 

sim a detecção de alguma mudança para uma esperada falha torna­

se extremamente dificil. 

Outra assinatura que pode ser extraida da respos­

ta aleatõria do sistema ê a chamada ''Decrescimento Aleatõrio. Pa 

ra obter esta assinatura necessita-se efetuar os passos següin­

tes: 
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Filtrar o sinal aleatõrio no tempo, numa faixa de frequência 

determinada. 

Tomar trechos do sinal obtido, a partir de um nivel de refe­

rência determinado,com derivadas positivas. e negativas alter­

nadamente. 

Fazer a mêdia aritmêtica destas amostras. 

Obtem-se assim a Assinatura Decrescimento Aleatõ­

rio que tem o mesmo tamanho das amostras e foi interpretada como 

a curva de vibração livre da estrutura, com valor inicial y
0

, no 

ponto medido, no caso de um sistema a um grau de liberdade. 

I.3 ASSINATURA DECRESC.IMENTO ALEATÕRIO (RANDOMDEC) 

A obtenção da Assinatura Decrescimento Aleatõrio 

ê bastante simples. O registro do sinal no tempo ê dividido em 

segmentos iguais de comprimento tal que sejam suficientes para 

que pelo menos 2 ciclos da menor frequência analisada esteja pri 

sente. Cada um destes segmentos deve ter a mesma amplitude ini­

cial y
0 

e derivadas iniciais positivas e negativas alternadamen­

te. Feita a mêdia .destes segmentos tem-se. a. assinatura Decresci 

menta Aleatõrio plotada na variãvel dependente y como função do 

tempo. 

Como referência pode-se citar que a Assinatura 

Decrescimento Aleatõrio de um sinal "Ruido Branco Gaussiano" e 

zero exceto para o inicio que tem amplitude y
0 

{Fig. I.l-a), que 

pode ser interpretado como uma função de autocorrelação do Ruido 

Branco. Outra referência ê o sinal da resposta amortecida para 
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um sistema de um único grau de liberdade, excitado com Ruido 

A 1 ea tõ-Branco Gaussiano, que tem como assinatura Decrescimento 

rio uma onda cosseno amortecida, .que ê semelhante a curva decres 

cente da vibração. livre de um oscilador sujeito a um deslocamen­

to inicial y (Fig. I.1-b). 

Y. 

t' 
,.... ________ _ 

a) Ass. Dec. Aleat. do sinal 

Ruido Branco Gaussiano 

Y. 

t' +--+---+--4---1--4---1-.... 

b) Ass. Dec. Aleat. do sistema com 

Um Grau de liberdade 

FIG. l.1-aeb 

Normalmente o sinal no tempo ê filtrado para cer­

tas faixas de frequência, para que seja mais fãcil a detecção da 

falha atravês da variação da assinatura. Deve-se usar um fil-

tro passa-alta para eliminar as baixas frequências que possuem 

grandes amplitudes e que poderiam mascarar ou minimizar os efei 

tos de pequenas falhas sobre a assinatura e um filtro passa-bai­

xa para eliminar os ruidos de alta frequência. Assim tem-se um 

filtro passa-banda que deverã cercar um ou mais picos do espec-

tro da resposta do sistema. No fundo, neste caso, o sistema e 

constituido pela estrutura metãlica mais o filtro. Quando o 

filtro ê de faixa estreita em relação a densidade espectral de 
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potência da vibração da estrutura, pode-se 

RANDOMDEC vai ser caracterfstica do filtro. 

considerar que o 

Outro parãmetro a ser escolhido ê a amplitude in! 

cial y
0 

da assinatura. Não se deve escolher valores muito bai­

xos ou muito altos, a menos que propriedades dependentes da am­

plitude estejam sendo estudadas, visto que, para um baixo nfvel 

a razao sinal-rufdo decresce, o que leva a produzir asjinaturas 

distorcidas, ou então fazer um nGmero muito grande de medias que 

leve estes rufdos a se anularem. Por outro lado, valores muito 

altos de y
0 

requerem mais tempo de coleta de dados, pois ocor­

rem cada vez menos picos de grande amplitude quanto maior for o 

nfvel y
0

• A variação das assinaturas com o nfvel foi investiga­

da e comprovou-se que a forma das assinaturas, em relação ao nf­

vel, no caso de sistemas lineares, fica a mesma com pequenas va­

riações nas amplitudes, quando estas assinaturas são .comparadas 

numa mesma escala. Isto verifica o resultado te6rico da indepe~ 

ciência entre a forma da assinatura e o nfvel de seleção, no caso 

de sistemas lineares. 

O tamanho da assinatura {~T) e também uma variã­

vel. Variações na Assinatura devido a uma falha podem ocorrer lo 

go no infcio desta ou ap6s vãrios ciclos. Como estas variações 

sao pequenas no começo das assinaturas, o comprimento da assina­

tura deverã ter vãrios ciclos, de modo que todos os modos natu­

rais na faixa de frequência estudada, tenham sofrido algum amor­

tecimento. Segundo COLE l=l] este comprimento estaria situado 

em torno de 10 ciclos da frequência dominante na faixa filtrada. 
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O numero de amostras, usadas na mêdia para se ob­

ter a assinatura ê outra variãvel a ser determinada. Assim para 

cada nTvel (y
0

) escolhido tem-se um nQ de amostras necessãrias 

para que a repetibilidade das assinaturas seja. assegurada e que 

a variação entre estas seja significativamente menor que a varia 

ção devido a.uma pequena falha. 
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CAPITULO II - ESTUDO DA SENSIBILIDADE DE SISTEMAS MECÃNICOS Ã 

VARIAÇÃO DE PARÃMETROS 

II.1 - VARIAÇÃO DOS PARÃMETROS DE UM SISTEMA 

Em muitos sistemas reais, pode acontecer a varia­

çao de um ou mais parâmetros simultaneamente ou não, no tempo. 

Assim e de interesse que se faça a monitoração deste sistema pa­

ra acompanhar esta variação de parâmetros. 

Estudando a variação das freqüências e modos natu 

rais pode-se avaliar a evolução do sistema quanto a variação dos 

seus parãmetros. 

Com a evolução dos parâmetros do sistema, este p~ 

de entrar em regiões de funcionamento qualitativamente deficien 

te, como por exemplo, nTvel de resposta excessivo ate destruição 

do sistema no caso de fundações de maquinas. 

Estudou-se o comportamento dos modos de vibrações 

e das freqüências de resonância para uma viga engastada com mas­

sa e mola na extremidade, que e o modelo escolhido para o estudo 

experimental. 

II.2 - VIGA ENGASTADA - LIVRE COM MASSA E MOLA CONCENTRADAS NA 

EXTREMIDADE 

O estudo do comportamento do sistema viga engast~ 

da-livre com excitador na extremidade livre, foi escolhido por 
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ser um dos sistemas contTnuos simples mais conhecido e mais estu 

dado. Assim tem-se um sistema viga engastada com massa e mola 

(do excitador) concentradas na extremidade. 

Foi resolvido primeiramente o problema com a viga 

de Euler e depois com a viga de Timoshenko que deu a precisão de 

um e outro mêtodo, jã que a viga de Timoshenko leva em considera 

ção os efeitos de Inêrcia de rotação e deformação de cisalhamen­

to da viga, alêm de considerar os momentos de flexão e .cisal.ha­

ment-0, em que se baseia a Teoria da viga de Euler. A viga de Ti 

moshenko representa melhor o sistema em altas frequências. 

II.2.1 -Viga de Euler 

O problema de autovalores da viga de Euler pode 

ser descrito pela equação 

onde: 

E I 
a 2y 

ax 2 

( E I a 2 Y) = 

ax 2 

= momento a flexão 

[3] 

E = mõdulo de Elasticidade Longitudinal da viga 

I = momento de Inêrcia da area transv. da viga 

(2.l.l) 

x = Posição do elemento da viga em relação a extremidade 
engastada. 
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y(x,t) = deslocamento y do elemento da viga a distância x da ex 

tremidade,no instante t. 

m = massa por unidade de comprimento da viga 

w = 21Tf-->- freqüência natural'de flexão (radial) da viga 

No caio de EI(rigidez a flexão) ser constante pa­

ra toda viga, tem-se: 

a4y 
E! - m w2 y = O 

ax 4 

tomando y 4 = 
m w2 

como w2y 

EI 

= - a2y 
at 2 

, tem-se 

a4y a2y 
E! + m = O 

ax 4 at 2 

m w2 

E! 
= o (2.1.2) 

(2.1.3) 

(2.1.4) 

As condições de contorno para Viga Engastada Li­

vre com massa e mola na extremidade, são: 
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y(O,t) = o 

X = o 
a y(O,t) o = 

ax 

(2 .. l.5) 

~y(L,t) 
ax 2 = o 

X = L · as J 02 - y ( L, t) = M - y ( L, t) + Km y ( L, t) 
ax 3 at 2 

Força Cortante Força Inercia Força da Mola 
onde: 

M = massa concentrada na extremidade da viga 

Km = constante da mola na extremidade da viga 

Usando variâveis adimensionais (Apendice A) 

-
X = 

T = 

'±' 3 = 

X 'j_ - e y = 
L L 

t 
~I 

L2 

K La 
m 
E! 

M 

Lm 

(coeficiente de rigidez) 

(coeficiente de massa) 
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Então as equaçoes 2.1.4 e 2.1.5 ficam: 

a4 y{x,f) + a2 y(x,TJ = 0 
ax" a 1'2 

(2.1.6) 

y(x(O), T{t)) = o 

X = 0 

a y(x(O), T{t)) = O 

d X (X) 
(2.1.7) 

a2 Y(x(L) T(t)) = 0 

ax(x) 2 

X = L 

_as_ y(x(L), T(t))='!\ a2 y(x(L), T{t))+'l1s y(x{L), T(t)) 

ax(x) s aT2(t) 

Usando método de Separação de Variãveis 

sendo y(x(x), T(t)) = X(x(x)) T(T{t)) (2. 1.8) 

sub s ti tu i n d o 2 . l . 8 em 2 . l . 6 , tem - se : 

X 
1111 

• T + X . T 11 = O 

X 1111 T" 
= - - ;;;; kt+ (2.1.9) 

X T 

de 2.1.9 tem-se X"" - k4 X = O (2.1.10) 
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a eq. 2.1.10 tem solução da forma: 

J = + k 
eJx 

-

x(x(x)) = com (2.1.11) 

J = + i k -

+ kx 
como e = cosh kx + senh kx 

+ ikx -
kx i kx e = cos + sen 

Logo 2 . 1 . 1 1 tem a forma : 

X(x{x)) = C1sen kx(x)+C2 cos kx{x)+Cs senh kx(x)+C4coshkx(x) 

(2.1.12) 

Substituindo 2.1.12 nas condições de contorno 

2 . 1 . 7 , tem - se : 

para 

para 

para 

para 

Y(x(O), T(t)) = o 

y(x(o),T(t))= o d 

élx{ X) 

_él_2 ~~y(x{L), T(t)) = O 
él X2 (X) 

-+ 

-+ 

(2.1.13) 

(2.1.14) 

-+ - e 1 sen k - C2 cos k + e 3 senh k + 

+ C4 cosh k = O 

(2.1.15) 

·_a'_ y(x(L), 

élx 3 {x) 

T ( t ) ) = '!' 4 él 2 y ( x ( L ) , T ( t ) ) + '!', y (x ( L) , T ( t) )-+ 

d T2 
( t) 

+ C1{(!1_-'!'4 k) senk+cosk}+C2 {(!1_-'!'4 k) cosk-senk} + 
k3 . k3 

(2.1.16) 
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+ C 3 {(.!.! - '!'4 k) senk - cosh k} + C4 {(.'!'..1- '!'4 k) cosh k - senh k} = O 
k3 k3 

Substituindo 2.1.13 e 2.1.14 em 2.1.15 e 2.1.16, 

tem-se: 

C3 {senk + senhk} + C4 {cosk + coshk} = O 

C 3 { cp ( senh k -senk) - ( cos h k + cos k) } + C4 { cp( cos h k - cos k ) - ( senh k -senk)} = O 

com cp 

Tem-se entio um sistema de equaçoes da forma: 

o 
= 

o 

para que C3 e C4 sejam diferentesde zero (soluçio nªo trivial), 

o determinante da matriz A .. tem que ser nulo. 
. l J 

Achando o determinante, tem-se: 
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Equação de autovalores para viga de Euler com Me~ 

.------------------------------------------------- 1 
1 

{ .'!'..l - '!\ k} (senk coshk - cosk senhk) + cosk coshk + 1 = O : 
k 3 · 1 

1 1 

•---v---------------------------------------------~ 

(2.1.17) 

Tomando as equaçoes 2.1.2 e 2.1.3, tem-se: 

a'y 
ax' 

- y'y = o 

Substituindo as variãveis adimensionais x = x y = l 

o'(y.L) = 

a(x.L)4 

Substituindo 2.1.8 

y' y. L 

L L 

L = y4 y. L 
L' 

a• X.{x(x) 

a i<(x)' 
T{T{t)) =y' L' X{x(x)).T(T(t)) X"" (x{x)) 

X(X(x)) 
= y'.L' 

Substituindo 2.1.9 

k' = y'.L', e om o d e 2 . 1 . 3 , y 4 = 
m w2 

, tem-se: 
E! 
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W = k 2 ~ 
m L 4 

2. 1. 8 como w = 2rrf 

r - - - - - - - - - - - - - - - - - -1 
1 1 

1 ~· : f = _,_ k2 ~: 

, 2 L 4 , 
, 'IT m -, 

2.1.19 

L------------------1 

Assim, tendo os valores de k que zeram a equaçao 

2.1.17 encontram-se as frequências naturais na eq. 2.1.19. 

II.2.2 Viga de Timoshenko[ 6 ] 

L 

~~.t) 



. l 7 . 

A deflexão total y(x,t) da Barra no ponto x con­

siste em 2 partes, uma causada pela flexão e outra pelo esforço 

cortante. Então a inclinação da curva de deflexão no ponto x, 

pode ser escrita 

ay(x,t) = f(x,t) + S(x,t) 
ax 

onde f(x,t) e o ângulo de rotação devido a flexão 

(2.2.l) 

S(x,t) e o ângulo de distorção devido ao esforço cortan 

te. 

A relação entre o momento fletor e a 

pela flexão e: 

M(x,t) = EI(x) a f(x,t) 
ax 

deformação 

(2.2.2) 

e a relação entre a força cortante e a deformação pela força cor 

tante ê: 

Q(x,t) = k'G A(x) S(x,t) (2.2.3) 

onde G = mõdulo de cisalhamento 

k' = Fator numêrico que depende da seçao transversal da viga 

A(x) = Area transversal da viga, na posição x 
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Para formular o problema de valores de contorno, 

usa-se o principio de Hamilton: 

J :wT :_ Variação Energia Cinética 

l u Variação Trabalho Virtual 

E chega-se para o caso A, I, J constantes com a 

seçao da viga 

EI a4y + m a2y 
[6] 

+ ~ a4y = o (2.2.4) 
ax 4 at 2 k'GA ílt 4 

onde 

E 

I 

X 

= 

= 

mõdulo de Elasticidade longitudinal da viga 

momento de Inércia da area transversal da viga 

Posição do elemento da viga em relação a extremidade 
engastada. 

y(x,t) = deslocamento y do elemento da viga a distância x da 

extremidade, no instante t. 

m = massa por unidade de comprimento da viga 

J = Momento de Inércia da massa da viga 

k' = Coeficiente adimensional (depende da forma da seçao 

transversal) 

G = MÕdulo de Elasticidade transversal da viga 

A = Area transversal da viga 



X 
X = 

L 
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'±' 2 = 
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Usando as variãveis adimensionais (Apêndice A) 

y = 'f_ 
L 

t T = 
L2 

K L 3 
m 

'I' 4 = 
M coeficientes de rigidez e massa 

EI 

J 

ml 2 

Lin 

coeficiente de Inercia de Rotação 

EI 
GA L2 

coeficiente de participação do cisalhamento 

Então a equaçao 2.2.4 fica: 

34 v 
..:.....L = o (2.2.5) 
af" 

Usando metodo de separaçao de variãveis 

y(x,f) = X(x) . T(T) (2.2.6) 

Sendo T da forma T = cos w T(t) 

Derivando 2.2.6 e substituindo em 2.2.5, tem-se: 
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X 1111 + 'Y2 2 { 'Y1 'Y2 ( 'l' 1 + - ) w X"+ 
k' k' 

se: 

Sendo a solução de X(x) da forma, X(x)=eªx, tem­

(2.2.7) 

ª4 + õj2 a 2 + { 

que tem solução: 

a = + 

'J' 1 'J' 2 

k' 
w4 -w 2 }=0 

2 

+ .'!12.) 
k' 

2 

Se tomarmos u -2 w , 

a = + 

2 

Seu> O, tem-se 

Seu< O, tem-se 

(2.2.8) 

(2.2.8.1) 

então (2.2.8.2) 

( 2. 2 .8 .3) 
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Assim para qualquer um dos casos, tem-se: 

a1 = Real positivo e a3 = Real negativo, tal que·,la1= -a3J 

e a2 = Imaginãrio positivo eª"= Imaginãrio negativo, tal que 

Logo X sera da forma: 

-a2X 
+ C" e 

tomando a 1 = [a1 1 e a2 = i [a2 [ 

Sabe-se 

cosh a1X 

cosh a1X 

cos a2X 

cos a2X 

que: 

+ senh Cl'.1X 

- senh a1X 

+ ; sen a2X 

i sen Cl'.2X 

= e 

= e 

= 

= 

Cl'.1X 

-a1X 

i a2 X 
e 

-ia2X 
e 

ia2X 
+ C2 e 

Substituindo em 2.2.9 

(2.2.9) 

+ C2 cos a2x + C2 i sen a2X + C" cos a2X - C" i sen a2x 
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fazendo C1+C3 = g l C2 + e, = 13 

C1-C3 = f2 ( e 2 - e, ) i = 1, 
tem-se 

(2.2.10) 

Sub s ti tu i n d o 2 . 2 . 1 O nas c o n d i ç õ e s de contorno ( 2. l. 7) 

para viga engastada livre com massa e mola na extremidade. 

para y(i(O), T(t)) = O + 

para 

para 

para 

a Y(i(O}, T(t))=O + 

âx( X) 

o i 2 (X) 

a3y(x{Ll, T(t)) ='11, 

oi 3 (X) 

(2.2.11) 

(2.2.12) 

(2.2.13) 

â 2 y(i(L), T(t)) + '11 3 y(i(L}, T(t)} + 

a T 2 
( t l 

+{1{ al senh 0'.1+('11, w2 -'l13}cosh ad+f2 for cosh 0'.1+('11, w2-'l13)senh ai} 

(2.2.14) 

+ 1, foj' sen 0'.2 + ('11, W2-'l13) CDS a2} + fd-ai CDS a2 + ('114 w2- 'l13}Sen 0'.2} = Ü 

Substituindo 2.2.11 e 2.2.12 em 2.2.13 e 2.2.14, 

tem-se: 
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+ i2 {ai cosh a1+a,a~ cosa2+('!', w2-'!'3)(senha1-~1 sena2) }=O 
Cl2 

Tem-se então um sistema de equaçoes da forma 

a 1 2 o 

= 

a 2 1 o 

Para que o sistema tenha solução nao trivial 

(f1 e 42 I O) b determinante da matriz Aij tem que ser nulo. 

Achando o determinante de auto-valores, tem-se: 

Equação da Viga de Timoshenko (Engastada-Livre) com Massa e Mola na 

Extremidade Livre 

a1 + a1 a'.1 + (alai - a'la2) sen h a1 sen a2 + 2 ala~ cosh ai cos a2 

( -2 2 2 ai + '!', w -'!'3){(a1 +a2) (sen h a1 cos a2 - cos h a, sen a,)} = O 
a2 

(2.2.15) 

Tomando a equaçao 2.2.6 e substituindo em 2.1.9, 

tem-se: 
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W 2 = k s W = k 2 

Substituindo em 2.1.19, tem-se: 

~------------------
f = -1 w1/EII 

2rr V ml 4 
(2.2.16) 

Assim, para um valor de w na equaçao 2.2.8 obtem­

se as 4 raizes a1, a2, a3, a4. Substituindo os valores de a e 

o w na eq.2.2.15 irâ se comprovar se esta equação fica nula e des 

ta maneira achar a respectiva frequência natural na eq. 2.1.19. 

Na determinação dos nos da viga para cada frequê~ 

eia natural, tem-se que pela separação de Variâveis. 

y(x,fJ = x (xl cos w T(t) 

Assim, quando w e a frequência de ressonância, os 
-

valores de x para y = O são os nos do modo. 

sendo 

Como 

X (x) = f 1 cosh a1 x + (2 senh a1x + t3 cos a2x + 44 sen a,x 

X = 
X 

L 
x varia de O a L + x varia de O a l 

e como das 2 primeiras condições de contorno (eq. 2.2.ll e 

2.2.12)~ 
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e ~ 4 = 

tem-se então 

Equação dos Nõs para determinada frequência w + a1 e a2 

1 1 
1 1 

1 " : i X(x) = fl {cosh a1 x - cos a2 xJ + (2 {senh a1x - ~ sen a2x } = O : 
1 CL2 l 
1 1 
1 1 

-------------------------------------------------------------------· 

(2.2.17) 

Assim os nos x sao determinados para X(x) = O e 
a dados pela 3- Cond. Cont. (2.2.13) e com as 2 prime1 

ras (2.2.ll e 2.2.12). 

- ( a1 senh a1 + a1a2 sen a2 

a1 cosh a1 +a~ cos a2 
(2.2.18) 
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II.3 - RESULTADOS TEÕRICOS E EXPERIMENTAIS 

Figura II. l - Viga Engastada-Livre com Excitador na Extremidade 

II. 3. l - Parâmetros do Sistema 

Mb = 1,09121 Kg Massa da barra 

Lb = l , 09 9 m Comprimento total da barra 

D = 0,0126 m Diâmetro da barra 

L = l , 009 m = Comprimento livre da barra 

Determinação Experimental do MÕdulo de Elasticidade Longitudinal 

da Barra 

Suspendeu-se a barra por 2 arames finos. Colocou 

se um microfone ligado a analisador Espectral, prõximo a uma das 

extremidades da barra e na outra extremidade provocou-se impac-
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tos com pequeno martelo. Desta forma obteu-se um ,espectro de 

frequências de ressonãncia longitudinal no Analisador Espettr~l 

e com ele a frequência natural longitudinal fl = 2270 HZ 

l como fl = 
T 

e T = e e= /T' 
o 

onde 

T = período 

Lb = comprimento total da barra 

C = velocidade de propagação do som na barra 

E = 

p = 

Modulo 

Mb 
= 

V 

assim tem-se 

de Elasticidade Longitudinal 

Mb 
= Densidade do material da barra 

E = = 2,021 X 10 6 kg f /m 2 

Determinação Experimental da Rigidez e Massa do Excitador(~, M )­
e 

Têcnica da massa adicional 

Alimentando-se o excitador com ruido Branco, e 
. 

achando-se o espectro de frequências com uso de analisador Espe~ 

tral para a resposta deste, obtem-se a frequência natural f1. Adj_ 

cionando-se uma massa ~M conhecida ã massa M do excitador, obtem 

se da mesma forma para o novo sistema a frequência natural f2. 



Assim tem-se 

l 

2n 

de 2.3.l e 2.3.2 tem-se 
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v :m' 
e 

l rç-i 
V~ 

K 
m 

K 
m 

Dividindo 2.3.3 por 2.3.4 

Me f1 f1 + LIM llM llM = = 1 + = 
f~ M' e 

M, 
e Me' 

invertendo as eq. 2.3.3 e 2.3.4 

= 

M 
e + llM 

= 

(2.3.1) 

(2.3.2) 

(2.3.3) 

(2.3.4) 

1 
1 

fl 
1 n - 1 

= ll M .. 1 Me 
fl 

1 

fí-f~ 1 
1 

1 1 1 ·--------------

(2.3.5) 

(2.3.6) 

(2.3.7) 



l 
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fazendo eq. 2.3.7 menos eq. 2.3.6, tem-se 

l l f1-f~ l 
f1 n 

/IM l 
= 

K = IIM.4n2 l fy.f~ l 
m f z f2 

l - 2 

(2.3.8) 

usando-se IIM = O, 242 Kg obteve-se o grãfi co de espectros de fre­

quência abaixo. 

-20dBVFS 5dBtcm 

' \ 
\ 

', 

Esoectros de frequência - atei. sobre o excitador 

Excitação com RB.· O à:Z.OKHz 

--------.... ,, 
---- .... , __ 

'-,_ .... 
...... -----',... ,-

' / ', ,.~--_...,, 
,/ 

Sem adição de massa 

Massa de 242 g sobre o excitador 

O à 200 Hz 12.5 Hztcm 
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lõgo das eq. 2.3.5 e 2.3.8 tem-se: 

K 
0,281 Kg e m = 16 Kgf/cm 

Massa total na extremidade da barra (M) 

onde Me= massa do elemento mõvel do excitador= 0,281 Kg 

ML = massa do elo de ligação da barra com o excitador = 

O, 1595 Kg 

assim M = O , 44 O 5 Kg 

Momento de Inercia da ãrea - I 

para seçao transversal circular, tem-se 

I = I = 0,1237235 cm" 
64 

Momento de Inêrcia da massa - J 

J = pl onde p = = 
- 3 = 7,963x10 Kg/cm 3 

- 3 
J = 0,9854626 x 10 Kg.cm 
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Massa da blrfl por unidade de Comprimerito - m 

m = m = 0,00993 Kg/cm 

Coeficiente ldimensional que depende da forma da seçao 

transversal - K' 

para seçao transversal circular 

onde 

K' = 6 (1 + v) 
7 + 6v 

v = coeficiente de Poisson 

[8] 

em tabela para Aço Inox Cr-Ni 8-18 v = 0,292 

assim k' = 0,88574 

M6dul~ de Elasticidade Transversal - G 

G = 
E 

2(1 +v) 
G = 7,8223 x 10 5 

Coeficientes adimensionais 11, 12, 11, 1~ 

Inércia Rotação J Coef. de de - 11 = 11 
ml 2 

Kgf/cm 2 

= 9,7452xl0 -· 
Coef. da Participação do 

12 EI 
12 2,5184 X 10- 5 

cisal hamerito - = = 
GA.L 2 



Coef. de Rigidez 

Coef. de Massa 
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- '!' 4 = 

Km.Li 

E I 

II.3.2 - Resultados Teõricos e Experimentais 

'!'3 = 65,723 

'!'4 = o ,4399 

Com as equaçoes, 2.2.8, 2.2.15, 2.2.16, 2.2.17 e 

2.2.18 atravês de mêtodo iterativo, com ajuda de computador acha~ 

se as frequências naturais transversais e os respectivos nõs pa­

ra vãrias combinações de '!'3 e '!'4 (massa e mola na extremidade da 

viga) que se encontram na tabela B.l do apêndice B. 

Para o caso especifico de '!'3 = 65,723 e '!'4 = 0,4399, 

que sao para a viga em estudo com massa e mola na extremidade{e~ 

citador) tem-se na tabela B.2 apêndice B a comparação entre as 

frequências naturais transversais e os respectivos nos obtidos 

pelo cãlculo teõrico da viga de Euler e Timoshenko e obtidos ex­

perimentalmente para viga sem alguma falha e com uma falha de 4% 

da ãrea transversal da viga ã 527mm do engastamento. 

II .3.3 - Conclusões 

Neste estudo da sensibilidade do sistema ã varia­

çao de parâmetros, conclue -se inicialmente dos resultados da ta 

bela B.l anexo B, que cada frequência natural da viga engastada 

com massa-mola variãvel na extremidade, varia dentro de uma cer­

ta faixa independente,de modo que onde inicia a faixa de varia-
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çao do 29 modo termina o do 19 modo, onde inicia a faixa do 39 

modo termina a do 29 modo, e assim sucessivamente. Pode-se vi­

sualizar este fato no grãfico II.3.3.l, que mostra para o 19 mo­

do a faixa de O ã 38 HZ, para o 29 modo 38 HZ ã 122,5 HZ para o 

39 modo 122,5 HZ a 253 HZ e assim por diante. 

Nota-se também na tabela B.l, anexo B,que a posi­

çao dos nos não ê constante para um mesmo modo natural, visto que 

ao se variar a massa e rigidez (o/4 e Ta) na extremidade da viga 

esta se mudando a condição de ~ontorno nesta extremidade. Esta 

condição de contorno irã tender ao tipo articulado, quando Ta e 

o/4 tenderem a valores grandes. 

Outro fato a ser apontado neste estudo, ê de que 

a maior sensibilidade frequencial do sistema ã variação dos par~ 

metros o/3 e o/4, e notada nos 19s. modos naturais, enquanto que 

os modos de frequências mais altas tem pouca ou nenhuma sensibi­

lidade a variação de Ta e o/4 ''usadas''; o/4 atê 100 (significa que 

a massa na extremidade ê 100 vezes a massa da viga) e Ta atê 

10.000 (significa que a rigidez na extremidade ê 10.000 vezes a 

rigidez da viga). Disto decorre que através da anãlise da fai­

xa de frequências poder-se-ã saber com que parâmetros o/ 3 e o/ 4 o 

sistema se encontra. 

Quanto a tabela B.2 anexo B observa-se inicialmen 

te que as frequências naturais transversais calculadas segundo 

a viga de Euler e a de Timoshenko tem os mesmos valores para os 

19s. modos naturais, mas existe uma diferença que irã crescer a 

medida que se compare os modos cada vez mais altos. Assim con­
i 
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firma-se que o resultado c1ãssico da viga de Euler deve ser uti­

lizado quando houver interesse apenas nas primeiras frequências 

naturais jã que se trata de um mêtodo com menores cãlculos em com 

paraçao com o mêtodo da viga de Timoshenko. 

Numa segunda observação sobre os resultados da ta 

bela B.2 anexo B, nota-se que as frequências naturais transver­

sais obtidas pelo mêtodo teórico segundo a viga de Timoshenko e 

as frequências naturais transversais obtidas experimentalmente , 

para a viga sem falha, tem pequenas diferenças (1 ã 5%) que se 

deve ao fato de que as condições de contorno teóricos (Engastado 

com massa e mola na extremidade) são impossiveis de se reprodu­

zir totalmente na prãtica, alêm de que todos os parâmetros do sis 

tema tem pequenos erros de medida (massa da viga, coeficiente de 

elasticidade da viga, rigidez e massa da extremidade, etc.). 

Numa terceira observação sobre a tabela B.2 ane­

xo B, nota-se que as frequências naturais transversais experime~ 

tais da viga, sem falha e com falha de 4% da ãrea transversal.tem 

pequena ou nenhuma variação, alêm do que os valores destas fre­

quências naturais são muito instãveis de uma medida para outra, 

sendo os valores ali mostrados uma mêdia sobre vãrias medidas.As 

sim conclue-se que a detecção de pequenas falhas atravês do es­

pectro das frequências de ressonância não apresenta uma confiabi 

lidade suficiente. 

O que se observa na evolução do sistema teóricoes 

tudado, com variação dos parâmetros massa e mola na extremidade 

da viga, ê o fenômeno de interação modal, mostrada nas curvas do 
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grãfico II.3.3.1, que consiste na proximidade (em frequência) de 

2 modos consecutivos. 

Mais interessante, no lugar de tratar extlu~iva-

ente da interação modal, serã discutir as possibilidades de se 

relacionar, variações estruturais com variações dos parâmetros. 

Tem-se que: 
6w 

t, K 
M=Mo 

e sao os coeficientes de sen­

K=Ko 

sibilidade das frequências de ressonância em relação a rigidez e 

a massa. 

Assim, nota-se que uma variação estrutural de ri­

gidez, por exemplo, altera o valor de T3 do sistema e ao tomar­

se a variação das frequências naturais em relação as frequências 

para o sistema inicial (com rigidez conhecida) obter-se-ã a nova 

rigidez, jã que cada modo natural tem boa sensibilidade ( grande 

variação de frequência com a variação de T3 ) para uma determina 

da faixa de T3. 

Para uma variação estrutural de Massa ocorreria 

fato similar. 
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F(Hz} FCHv 

150+------~--~---, 

3"-modo 
o 

10 e 100 

100 400 

4-'modo 
~odo 

50 200 10 e 100 

o/4: 
:#modo 

fuiodo 

GRAFICO II.3.3.1 - 5 primeiros modos naturais, suas variações 

frequênciais com ã variação de o/3 e o/4 

(Dados retirados da tabela B.l, anexo B) 
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CAPITULO III - ASSINATURA DECRESCIMENTO ALEATÕRIO (RANDOMDEC) 

II1. l - INTRODUÇIIO 

Um sistema mecânico pode ser submetido a solicita 

çoes de dois tipos: 

Autogeradas pelo seu funcionamento 

Geradas externamente. 

Usando a resposta do sistema a estas solicitações, 

pode-se detectar provãveis falhas. 

III.2 - DESCRIÇIIO DA FUNÇ/10 DECRESCIMENTO ALEATÕRIO 

A resposta de um sistema mecânico linear invarian 

te no tempo, pode ser escrita como superposição de uma parte for 

çada e uma parte livre 

(3.2.1) 

Conhecida esta resposta y(t) utiliza-se o segui~ 

te procedimento para obter a Assinatura Decrescimento Aleatõrio 

do sistema: 

10 - Fixa-se um nivel de seleção y
0 

29 - A cada passagem de y(t) por y , uma amostra y (t') de tama-. o . n 

nho t'max ê retirada, onde t' = t - tn ê a variãvel indepen-

d.ente. 
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3Q - Retira-se N amostras, sendo metade com tangente inicial(y 0 ) 

positiva e metade com tangente inicial (y
0

) negativa. 

49 - Faz-se a media sobre estas N amostras encontrando-se assim 

a Função Decrescimento Aleatõrio 

N 
I l 

FD.A. (t') = 
N n = l 

(3.2.2) 

Um exemplo para retirada de 4 amostras esta nas 

figuras III.2.1-a e III.2.1-b. 

Y(t) 

·- -- --- ------- ------- - -- e -- - - - - -- - ------- - --- -- - - - - - - - --

p . - 1. l t 

I { V \ ~ 

., 't') Yr( t') -
'2 tn 

v.o·> V (f') 
' 

t, tN 

Figura III.2.1-a - Trecho da resposta do sistema ã excitação ex­
terna, com fixação de nivel de seleção y e 
marcação de amostras com tangente inicial 0 posi 
tiva e negativa -
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Y1(r) Yn<n 

Yo Yo 

• . \' 
' 

.. ~ \' 

FDA~t') ,/ V V 
Yo 

t' 
Y,zt 

YN(t'l 

Vo Yo 

• r 1.. 1 t' 
' 

\ 
if V ; ' 

• 
il 

' 

Figura III.2.1-b - 4 Amostras retiradas do trecho da figura 
III.2.1-a, sendo 2 com tangentes iniciais po­

sitivas e 2 com tangentes iniciais negativas. 
A esquerda temos a media destas 4 amostras que 

ê a função Decrescimento Aleatõrio. 
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111.3 - FUNÇAO DECRESCIMENTO ALEATÕRIO PARA SISTEMAS COM UM 

GRAU DE LIBERDADE 

III.3.1- Resposta de um sistema a um grau de liberdade 

Seja o sistema de equaçao: 

m d2X + c dX + k X= f(t) 
dt 2 dt 

ou m ~ + c X+ k X = f(t) (3.3.l) 

onde m = massa; c = amortecimento; k = rigidez;f(t) = força 

externa 

dividindo 3.3.l por m, tem-se 

onde 

sendo 

2Ew o 
= 

i + 2Ew i + w 2 X = F(t) o o 

c e F(t) = 
m m 

E= coeficiente de amortecimento 

w
0 

= frequência radial natural não amortecida 

Aplicando transformada de Laplace em 3.3.2 

(3.3.2) 

{ s 2 X ( s ) - s X ( O ) - X ( O ) } + 2 Ew 
O 

{ s l<: ( s ) - X ( O ) } + w 
O 

2 X ( s ) = F ( s ) 
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s+2i;w 
X(s) =x(O) ----º-+ x(O) -----+ F(s) -----

s2+2i;w s-lúJ 2 s 2 +2i;w s +w 2 s 2+2ç;w s +w 2 

o o o o o o 

Assim tem-se: 

a) Resposta a um deslocamento inicial unitãrio 

-
F{s) = O 

1 ogo 

x ( s) = 

b) Resposta 

F ( s ) = o 

1 ogo 

x ( s l = 

X(O) = 1 

s + 21; w o 

a uma velocidade 

X (O) = o 

1 

s 2 + 2i;w s + w 2 
o o 

x(O) = O 

inicial unitãria 

x ( o) = 1 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

(3.3.5) 

Achando-se a transformada inversa de Laplace de 

3.3.3, tem-se 

X(t) = X(O) Rz{t) + X(O) Ri(t) + F{t) " R,(t) (3.3.6) 

onde: 



Ri(t) = U(t) 

- i;w t 
e o 
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e a resposta impulsiva do sistema (transf.inversa de 3.3.5) 

sendo U(t) = Função degrau de H~aviside definida como: 

____ 1.,_J _u (_t_) __ , t 

e R,(t) = 
d 

- R 1 ( t) + 2 i;w 
O 

R 1 ( t) 
dt 

III .3.2 - Caso de Excitação A 1 ea tõri a 

Da equaçao 3.3.6 tem-se 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

X(t) = X
0 

R2(t) +X'
0 

Ri(t) + ft F(t
0

) Ri(t-t
0

)dt 0 (3.3.9) 

o 

onde X
0 

= X(O) = X(t
0

) e 

Como a Função Decrescimento Aleatório ê uma me­

dia estatistica das amostras obtidas a partir do ponto em que X(t) 

passa por X
0

• Então de 3.3.9 tem-se: 
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E {X(t)} =E {X} R2 (t) +E {X'} Ri(t) + ft Ec{F(t 0 )} Ri(t-t 0 )dt 0 c c o . c o 
o 

onde 

E {X(t)} = E{X(t)/X(O) = X } = E{X /X(O}} => Media condiciona1 c o o 

Então 

No caso da função Decrescimento A1eatôrio tem-se 

E {X'}= O c o e 

A equaçao 3.3.10 representa a Função Decrescimen 

to A1eatôrio parl um sistema de um grau de liberdade. Nota-se 

que a equação 3.3.10 estã re1acionada diretamente com a resposta 

do sistema a um deslocamento inicia1 Y
0

• 

Substituindo-se as equaçoes 3.3.7 e 3.3.8 em 

3.3.10 tem-se: 

+ U(t) cos (w
0 

V1-ç; 2t) 

- ç;w t (ç; w u ( t )) 1 ~ 
e O O sen(w

0 
·V 1-f;2•t) + 

V,-~2. 

, r E, {F(t
0
))• R>(t-t0 ) dt

0 
( J. J. 11) 

o 
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Esta decomposição da função Decrescimento Aleatõ 

rio, permite fazer aparecer uma parte dependente unicamente do 

sistema e uma outra parte dependente das excitações. 

III.4 - FUNÇAO DECRESCIMENTO ALEATÕRIO PARA SISTEMAS CONT1NU0S 

III.4.1- Resposta de Sistemas Continuos 

Para uma grande classe de sistemas continuos, po-

de-se escrever a equação do movimento da forma: 

L~[y(~,t) J +C 
d y(~, t) 

32 
y(~,t) = F(~,t) (3.4.l) + p --

at a t 2 

onde: 

Lx = operador que age sobre as variáveis espaciais 

C = coeficiente de amortecimento 

y(~,t) = deslocamento do sistema no ponto x e instante t 

F(~,t) = Excitação (densidade de força) 

p = densidade do material do sistema 

Da mesma forma que para um grau de liberdade uti­

lisando a transformada de Laplace e depois a transformada inversa de 

Laplace, depois integrando no tempo e no dominio Vxo tem-se con­

forme referências [4] e [10] que: 
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Y(C, t) ª L Y{C 0 ,0) [ (C < O :, ) g {><, "o, t iJ dc0 

(3.4.2) 

onde: 

e e uma função de 

Green do sistema, definida como: 

g(~.~ 't) = u (t) 
-c.w.t n e , , 

I '11; C~l '!' i ~º l 
i=l '~1 c2 w-V 1-C~ 

1 1 

sen(wi V1-q' t) (3.4.3) 

onde: 

'!' i ( X ) autovetores do operador l L = 
X 

p 

Wi = frequências de ressonãncia 

ci = amortecimentos modais 

U(t) = Função degrau de Heaviside 
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III.4.2- Caso de Excitação Al eatõria 

Como a Função Decrescimo Aleatõrio ê uma media es 

tat1stica das amostras obtidas a partir do ponto em que X(t) pa~ 

sa por X
0

• Então de 3.4.2 tem-se que: 

F D.A 

F D.A 

= Ec{Y(_)(_,t)}=E{y(_)(_,t)/y(_)(_,0) =Y
0

} => Media 
Condicional 

= Ec{Y(_l<_,t)} = fv Ec{Y(_l<_o,D)}[ (C +p :tt) g(_l<_0o•t)J 

d V{~) 

(3.4.4) 

Como a função Decrescimento Aleatõrio tem seleção 

de n,vel inicial constante, logo y(_l<_0 ,D) = Y
0

• Então as medias a 

serem calculadas são medias condicionais. 

O cãlculo de medias condicionais necessita a de­

terminação de densidades de probabilidade condicional. 

No caso de excitação aleatõria Gaussiana, a res­

posta do sistema ê também aleatõria Gaussiana. 
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III.4.2.1-Densidade de Probabilidade Condicional 

Sabe-se que a Densidade de probabilidade de um par 

de variãveis aleatõrias Gaussianas ê: 

1 {Xi X~ z X1X2} 
~~~ - + - - r12--
2(1-r2) oi o~ · o1o2 e 

o 1 o 2 2TI V ( 1 - r 2
) ' 

[ 9] e [10] (3.4.5) 

onde: 

r 1 2 = e o coeficiente de correlação 
O l 02 

f12 = E { X1 .X2 } - E{Xi}.E{X2} e a Covariãricia 

01 = V E{(X1 - Y1 )
2} e o Desvio padrão de X1 

02 = \! E{(X 2 - Y2) 2} e o Desvio padrão de X2 

com Y1 = E{X i} 

X-2 = E{X2} 

como para variãveis Gaussianas centradas X1 = X2 = O 

Logo de 3.4.7 e 3.4.8, tem-se: 

(3.4.6) 

(3.4.7) 

(3.4.8) 
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(3.4.9) 

= V E{xn' e CJ2 = V E{Xl} i (3.4.10) 

De [ .9 J tem-se que 

e a ''Probabilidade Condicional'': 

Px X (x,,x2) dx 
1 2 1 (3.4.11) 

que para duas variãveis aleatórias Gaussianas, fica: 

{ --1--(x,-r.c!..!_x2) 2} 
- 2(1-r2) cr1 CJ2 

e (3.4.12) 

{(x-m) 2
} 

Como a forma clãssica e: Px(x) = 
1 e 2cr

2 
CJ VTrr1 . 

então de 3.4.12 tem-se: 



= X2 } = r :'..._!_ X2 = 
(j 2 

. 50. 

"Mêdi a Condicional" de X 1, 

para X2 = x2 

V { X1/X2 = X2 } = CJ1 (l - r 2) = "Variância" de Xi, 

para X2 = x, 

(3.4.13) 

(3.4.14) 

Pode-se assim encontrar um resultado importante 

que e o fato de existir proporcionalidade entre a mêdia condicio 

nal e o coeficiente de correlação (r). 

Por outro lado, de 3.4.13 e 3.4.14,eliminando r, 

tem-se: 

V { X1/X2 = X2 } = 

0'1 
l - = X2 } 

Isto mostra que a variância e mTnima para os valo­

res miximos da mêdia condicional, o que indica a maior repetib! 

lidade dos picos da função Decrescimento Aleatõrio. 
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Sendo X1 = X(t1) e X2 = X(t2) tem-se da equa-

çao 3.4.13. 

E { X(tr)/X(t,) 

No caso de Estacionalidade o(t1) = o(t2) 

então 

E { X(ti)/X(t2) = X2 } = r(t1, t2). X2 

Pode-se assim, medir o coeficiente de correla-

ção(r) entre dois instantes (ti e t2) num mesmo ponto do sistema 

atrav~s de m~dias condicionais, isto para o caso de 

Gaussiana estacionãria. 

III.4.3- Função Decrescimento Al eatõrio (Randomdec) 

Substituindo 3.4.13 em 3.4.4 tem-se: 

excitação 

a 
(C+p -) g(~.~o ,t} 

at 

(3.4.15) 
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A equaçao 3.4.15 ê a função Decrescimento Aleató­

rio no ponto x do sistema para o instante t, visto que: 

ryy(t 0 ,t) ê o coeficiente de Correlação entre os deslocamentos y 

do ponto x do sistema, entre os instantes t 0 e t. 

. 
r;y(t

0
,t) e o ''coeficiente de correlação'' entre as velocidades y 

e os deslocamentos y do ponto~ do sistema, entre os 

instantes t 0 e t respectivamente. 

oy(t) e oy(t
0

) sao os ''desvios Padrões'' dos deslocamentos y do 

ponto~ do sistema nos instantes te t 0 respecti­

vamente. 

III.5 - CONSIDERAÇÕES SOBRE PARÃMETROS DA FUNÇÃO DECRESCIMENTO 

ALEAT0RI0 

Para o caso em estudo no Capitulo I I , que e o sis 

tema viga engastada com massa e mola na extremidade livre, tem-

se que os autovetores '!' i (~) e '!' i (~º) da equaçao 3.4.3 ( Função de 

Green) sao dados pela equaçao 2.2.17 e as freqüências de resonan 

eia wi dadas pela equação 2.2.16 multiplicada por 2n. 

Sabe-se que com o aparecimento de uma falha no 

sistema, haverã mudança pequena das freqüências naturais wi e dos 

amortecimentos modais Ci, alem dos autovetores '!'i(~) e '!'i ~
0

-) 

que irão todos provocar uma variação maior na função de Green 

3.4.3, jã que esta, funciona como um somatório de efeitos em ca-
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da modo natural, e desta forma variar sensivelmente a forma da 

Assinatura Decrescimento Aleatõrio (eq. 3.4.15). 

Outros parâmetros da eq. 3.4. 15 que sao sensíveis 

ao aparecimento de falhas são: r (t ,t},r y·(t0 ,t), oy(t) e .yy o y 

Nota-se tambem atraves da equaçao 3.4.15 que a 

função Decrescimento Aleatõrio varia linearmente com y(~ 0 ,0) (Nl 

vel de seleção escolhido) e com o uso de y(~0 ,0) negativo irâ se 

inverter a Assinatura Decrescimento Aleatõrio em relação~ de ní­

vel y(~ 0 ,0) positivo. 

Tomando-se os tempos anteriores a t
0

, desprezan­

do-se a função Degrau de Heaviside em 3.4.3 e achando-se os valo 

res da Assinatura Decrescimento Aleatõrio (equação 3.4.15), irã 

se comprovar a simetria desta em relação ao eixo das amplitudes 

Finalmente, tendo em vista o fato de que a variân 

eia e mínima para os valores mãximos da media condicional, pod~ 

se então escolher a variação dos picos da Assinatura Decrescimen 

to Aleatõrio como parâmetro de detecção de falhas. 



CAPITULO IV 

RESULTADOS EXPERIMENTAIS 
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CAPITULO IV - RESULTADOS EXPERIMENTAIS 

IV .1 - INTRODUÇ/10 

Um dos objetivos deste trabalho e de se verificar 

a aplicabilidade da Assinatura Decrescimento A1eatõrio no contro 

ledo estado da estrutura, em particular controlar o aparecimen­

to de falhas. Por isto procurou-se obter resultados confiãveis, 

repetitivos e em particular minimizar os erros devido a variações 

na montagem. Como exemplo pode-se citar o fato de que, para a 

primeira viga usando faixa de freqüências mais baixas, usou-se o 

acelerõmetro apenas fixado com cêra ã viga, mas a medida que fo­

ram usadas faixas de freqüências mais altas (2~ e 3~ vigas) foi 

necessãrio o aperfeiçoamento da fixação do ace1erõmetro ( Grampo 

de pressão e parafusos ) jã que a repetibilidade da Assinatura 

Decrescimento Aleatõrio ao monta-desmonta nestas faixas de fre­

qüências mais altas tem maior sensibilidade a pequenas variações 

de posição do acelerõmetro. Estudou-se vãrias faixas de freqüê~ 

eia para se verificar em que faixa a Assinatura Decrescimento A­

leatõrio teria mais sensibilidade a pequenas falhas. 

Estudou-se tambem experimentalmente a variação da 

Assinatura Decrescimento Aleatõrio para vãrios niveis de seleção 

e para vãrios números de amostras. Determinou-se um nivel de se 

leção Õtimo (maior repetibilidade) para o numero de amostras mã­

ximo do Analisador Espectral e do Osciloscõpio Digital com memo 

ria que e de 256. Este nivel de seleção õtimo e tal que a varia 

çao da assinatura ã repetibilidade tem ordem de grandeza bem me­

nor que a variação da Assinatura ã pequenas fa1has (4% AT, onde 
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AT e a area transversal da viga). 

Tomou-se finalmente Assinaturas Decrescimento Alea 

tõrio para vârios pontos do sistema e para vârias falhas, com o 

intuito de sentir a variação e progressão da Assinatura com a fa 

lha e estuda~ a região de influência da falha sobre a Assinatura 

com a ajuda da posição do acelerõmetro. 

Como curiosidade, estudou-se a variação das Assi­

naturas com adição de pequenas massas. 

IV.2 - MONTAGEM EXPERIMENTAL 

IV.2.1 -Montagem Mecânica 

Na montagem mecânica procurou-se reproduzir as 

condições de contorno teõricas levadas em consideração no Capit~ 

lo II. Assim para que se pudesse ter a condição de contorno "En 

gastada" foi necessãrio prender uma extremidade da viga a um blo 

co de concreto, como se vê na foto da figura IV.2.1, enquanto que 

para que se tivesse a outra condição de contorno, "Massa e Mola", 

sem contudo limitar os movimentos de rotação e translação longi­

tudinal, o elo de ligação da massa do excitador com a viga teve 

sua construção e montagem como mostra a foto da figura IV.2.2. 
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A posição do acelerõmetro e sua fi xação que deu 

maior precisão de repetibilidade ao monta-desmonta, foi atraves 

de pequenos parafusos colados a barra como mostra a fig~ra IV.2.3. 

FIGURA IV.2.1 - Detalhe do Engastamento da Viga 

FIGURA IV.2.2 - Detalhe da extremidade onde hã o excitador com 

massa e mola 
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FIGURA IV.2.3 - Detalhe da Falha e fixação do Acelerômetro por 

pequenos parafusos 

Optou-se por uma falha ã 527 mm do engastamento, 

feita com serra de 0.6 mm que resultou em falha aberta (ver foto 

da figura IV.2.3), pois as falhas do tipo que ocorrem em trincas 

podem ter efeitos de não linearidade pela sua assimetria e sao 

muito mais difíceis de se fazer progredir controladamente, en­

quanto que a feita com serra e de fãcil medida. 

Tomou-se Assinaturas Decres cim ento Aleatõrio para 

falhas de 4, 8 , 16, 32 e 64 % da ãrea transversal da viga. 

IV .2.2 - Instrumentação 

Excitou-se o sistema viga engastada com massa e 

mola na extremidade livre, através de Ruido Branco de Oi 20 KHz 

(Ruido Gaussiano) gerado pelo "Noise Generator 11 Type 1405 da 
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B r u e 1 a n d Kj a e r ( B & K) ( F i g u r a IV . 2 . 5 ) que e a m p 1 i f i e a d o no 

"Power Amplifier" Model 2250 MB {Figura IV.2.6) e ê levado ao ex 

citador MB 100 {Figura IV.2.2). 

Através do acel erômetro modelo 8307 B & K 

IV.2.3) escolhido devido a sua pequeníssima massa e sua 

Figura 

grande 

faixa de resposta em freqüência (O ã 25 KHZ}, alem de suas boas 

sensibilidade de voltagem (0,216 mv/ms- 2) e sensibilidade de car 

ga (0.082 pc/ms- 2), obteu-se um sinal que pré-amplificado no "Vi 

bration Meter" B&K Type 2511 {Figura IV.2.6), filtrado no fil­

tro passa-faixa ''Krohn Hite'' Model 3202 {Figura IV.2.5) e anali­

sado no "Spectrum Analyzer" HP 3582 A (Figura lV.2.7) e/ou no"Dj_ 

gital Storage Oscilloscope Tektronix", Model 468 (Figura IV .. 2.8) 

deu a Assinatura Decrescimento Aleatõrio. 

Utilizou-se o "Spectrum Analyser'' e/ou o ''Digital 

Storage Oscilloscope Tektronix" pois sendo possivel obter as A;­

sinaturas Decrescimento Aleatõrio teve-se a vantagem de obter-se 

estas com grande rapidez ao contrãrio do que ocorreria com o uso 

de gravação do sinal do acelerômetro e posterior digitalização e 

analise em computador. Foi possivel obter as Assinaturas Decres 

cimento Aleatõrio nestes dois aparelhos pois o sinal proveniente 

do acelerômetro ê digitalizado e guardado em memõria, em amos-

tras inicializadas por um trigger interno que observa a polarid~ 

de e o nivel, e que darão uma media (A media destas amostras sob 

condições especiais do trigger constitue o ''RANDOMDEC''). 
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FIGURA IV.2.4 - Vista geral da Bancada Instrumental 

FIGURA IV.2.5 - Filtro Passa Banda ã esquerda inferior .Gerador 
de Ruido Branco ã direita inferior.Gerador Se­
noidal ã esquerda superior .Voltimetro ã direi­
ta superior . 
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FIGURA IV.2.6 - Pré-amplificador do sinal do acelerômetro, 
acima.Amplificador do sinal do Gerador de 
R.B., abaixo 

FIGURA IV . 2.7 - Analisador Espectral 
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FIGURA IV.2.8 - Osciloscõpio Digital com memõria 

Na figura IV.2.9 mostra -s e o esquema da montagem 

instrumental. 

r--- ----, 
l Sistema , l 
I Viga 

1 Engastada - 1 
Line 1 

Acelerômetro 

Pré-
Amplificador 

e 
MedidorCFM 

Excitador 
Mecânico 

Gerador 
Senoidal 

Filtro -~--

Voltímetro 
CRMS) 

Amplificador 

Analisador 

Espectral 

Osc,loscOpio 

Digital com 
Memória 

Gerador de : 
,___--1 Ruído Branco 

e Rosa 

PLOTTER 

Maquina 
Fotográfica 

(polaroide) 

FIGURA IV.2.9 - Esquema de Montagem 



. 6 3. 

CALIBRAÇÃO DOS INSTRUMENTOS: 

19) Ajustando-se o gerador de Ruido Branco e o Amplificador 

para dar uma media quadrãtica no sistema, de modo que e~ 

te ajuste seja sempre obtido para um RMS=800 mV do sinal 

do acelerômetro (prê-amplificado) medido no prê-amplifi­

cador/Medidor, sem uso de filtro. 

29) Selecionando-se uma faixa de freqüências no filtro (pas­

sa-banda) volta-se a ajustar a potência do amplificador 

do excitador, de modo que o RMS do sinal do acelerômetro 

apos o prê-amplificador (para filtro 22-30 KHz não utili 

zou-se o prê-amplificador pois este tem uma frequênciade 

corte da ordem de 15 KHz) e apôs o filtro (curvas dos fil 

tros na figura IV.2.10) seja igualmente 800 mV (para o 

caso de nao se usar o prê-amplificador + filtro 22-30 KHz 

+ RMS = 0.8 mV). 

Com estes 2 primeiros passos pode-se garantir que 

o sinal que se irã ter apôs o filtro terã sempre o mesmo RMS 

(800 mV, menos para filtro 22-30 KHz que não tem prê-amplifica -

dor e tem RMS=0.8 mV) para os diversos filtros passa-banda, posi 

çoes do acelerômetro, tamanho da falha e outros fatores de varia 

çoes que se escolher. A precisão destes sinais ê de+ 2% devido 

a precisão do medidor Vibration Meter B & K type 2511. 

39) Na calibração do nivel de disparo do ''trigger" (y
0

) esc~ 

lhido procede-se da seguinte forma: Usando-se o gerador 

senoidal numa freqüência contida na faixa de freqüência 
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em estudo, regula-se a amplitude deste sinal para que a 

voltagem pico a pico (VPP) seja igual a 2 vezes o nível 

y
0 

escolhido. Então este sinal senoidal ê usado para 

calibrar o nível do trigger do Analisador Espectral e do 

Osciloscõpio digital. 

49) No Osciloscõpio Digital ou Analisador Espectral escolhe 

se ainda o nQ de amostras no tempo a serem feitas (no m~ 

ximo 256, por imposição dos aparelhos) e o tamanho (tem­

po) das amostras (mínimo de 5 ms no Analisador Espectral 

e mfnimo de 0,2 µs no Osciloscõpio Digital tambêm por i~ 

posição dos aparelhos). Justamente devido a este tama­

nho mínimo de amostra do Analisador Espectral (5 ms) e 

que foi necessârio o uso do Osciloscõpio Digital para de 

terminar as Assinaturas para faixas de freqüências mais 

altas (amostras de 1 ms). 
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IV.3 - RESULTADOS 

Apresentar-se-ã os resultados numa ordem cronolõ­

gica, para que seja mais fãcil entender certas decisões e conclu 

soes. 

IV .3 .1 - Nível de Seleção, NQ e tamanho das Amostras 

-Inicialmente procurou-se determinar certos param~ 

tros fundamentais ou importantes da Assinatura Decrescimento Ale~ 

tõrio como o nível de seleção, número de amostras e tamanho das 

amostras. 

Procurou-se estudar a relação da variação relati 

va da Assinatura Decrescimento Aleatõrio com a variação destes p~ 

rãmetros, independentemente uns dos outros. 

O primeiro estudo, como se vê nas figuras IV.3.1 

ã IV.3.4,foi das variações relativas da Assinatura Decrescimento 

Aleatõrio quanto ao nível de seleção y
0 

para um número de amos­

tras mãximo de 256 do Analisador Espectral, e chegou-se a conclu 

sao de que quanto maior o nível de seleção menor serã a varia-

çao relativa da Assinatura Decrescimento Aleatõrio para este nú­

mero fixo de amostras tomadas, mas que maior ê o tempo de espera 

médio entre duas amostras consecutivas tomadas. Assim montou -

se o grãfico da figura IV.3.5 que dã as curvas da variação rela­

tiva mãxima da Assinatura Decrescimento Aleatõrio e do tempo de 

espera médio por amostra, para cada nível escolhido. Os níveis 

são função do RMS do Acelerômetro apõs o filtro (RMS=800 mV), ou 
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seja l, 2, 3 e 4 RMS. 

Considerou-se a variação relativa mãxima de cada 

nivel, como a variação mãxima de 5 Assinaturas Decrescimento Al ea 

tõrio nas mesmas condições (fig. IV.3.1 ã IV.3.4), relativas ao 

nivel usado (1, 2, 3 e 4 RMS sendo RMS = 800 mV). 

Nas figuras IV.3.1 a IV.3.4 tem-se as Assinaturas 

Decrescimento Aleatõria para Viga sem falha, Filtro l ã 10 KHz 

(Passa Banda), nQ de amostras igual ã 256 com niveis de l, 2, 3 

e 4 RMS respectivamente, e acelerõmetro a 532 mm do engastamento . 

. ·1 

.. J 

1 

.-·.ij! 
·_.--.. -~:·t:. 

FIGURA IV.3.1 - Nivel do trigger de l RMS (RMS=0.8 v) 
Tempo de espera mêdio por amostra; Os. 
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IV.3.2 - Nível de trigger de 2 RMS (RMS = 0.8v) 

Tempo de espera médio por amostra ;os 

JV.3.3 - N-ivel detriggerde3RMS (RMS=0.8v) 

Tempo de espera Médio por amostra= 0.027s 
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F I G U R A IV . 3 . 4 - Ni ve 1 de t ri gger de 4 RMS ( RMS = O. Bv) 

0,25 

RMSCRMS=O.BVJ 

5 

0.5 

10 

0.75 

15 

1.0 
Tempo de espera médio 

(Seg.) 

Variação da Ass. 
(% do nivel) 
20 

FIGURA IV.3.5 - Variação da Assin.Dec.Aleatõrio com o Nivel e 
Tempo de espera médio por amostra 
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Deste modo, através das curvas da figura IV.3.5 

obtem-se para um nível de 4 RMS uma variação mãxima, suficiente­

mente pequena {3,2%) com um tempo de espera não muito grande 

(707 ms). Para melhorar apenas um pouco esta variação, por exe~ 

plo para 2%, ter-se-ia que usar um nível y
0 

= 4,6 RMS e o tempo 

de espera médio seria muito maior (aproximadamente 10 segundos). 

Assim optou-se por um nível y
0 

= 4 RMS. 

O segundo parâmetro a ser especificado seria o nu 

mero de amostras, mas como os aparelhos através dos quais esta 

se obtendo as Assinaturas Decrescimento Aleatõrio tem um limite 

mãximo de 256 amostras, usar-se-ã esta capacidade mãxima. Como 

exemplo mostra-se a variação de 5 Assinaturas Decrescimento Alea 

tõrio para cada nümero de amostras tomadas (32, 64, 128), compa­

radas a Assinatura Decrescimento Aleatõrio com 256 amostras (fi­

guras IV.3.6, IV.3.7 e IV.3.8), tomadas da viga 1, sem falha,com 

filtro 1 ã 10 KHz e nível y
0 

= 4 RMS, com acelerõmetro ã 532 mm 

do engastamento da viga. 
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Finalmente, o tamanho das amostras (que vai ser o 

tamanho da prõpria Assinatura Decrescimento Aleatõrio) deve ser 

tal que se tenha~ em torno de 10 ciclos da freqüência predomina~ 

te na faixa considerada, e no minimo 2 ã 3 ciclos da menor fre­

qüência da faixa considerada (referência [1 J, [5]). Por 

exemplo, na faixa de 1 ã 10 KHz deve-se ter no minimo o tamanho 

das amostras de 2 ã 3 ms. 
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IV.3.2 -Assinaturas Decrescimento Aleatõrio 

Inicialmente mostra-se a repetibilidade da Assin~ 

tura Decrescimento Aleatõrio ao monta desmonta do acelerômetro e 

neste campo teve-se que aperfeiçoar a fixação do acelerômetro,jã 

que para faixas de freqüências mais altas, a variação da Assina­

tura Decrescimento Aleatõrio ao monta desmonta era cada vez maior. 

Assim tem-se a variação da Assinatura Decrescimento Aleatõrio ao 

monta-desmonta do acelerõmetro para faixas de frequências dife­

rentes e fixações diferentes, como mostram as figuras IV .3.9 .. a) 

b) e c). Nas figuras IV.3.10 a) b) e c) tem-se a variação de 5 

Assinaturas Decrescimento Aleatõrio nas mesmas condições sem des 

montar, para faixas de freqüências diferentes e fixações do ace­

lerõmetro diferentes. 

.. : ! ... ; 
:o.5 v1éni' 

::. . '.I . 

--- ~i ·: -----:-~ 

FIGURA 

t•> ............ , •. , 

. ; 
' l i 



FIGURA IV.3.9.b) 
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- Variação de 5 A.D.A. ao Monta-Des 
monta - Barra 3 - Sem Falha - FiT 
tro 22 a 30 .KHz . Nivel 41'1.S ( RMS -;-
0.8 mv) - 256 amostras.Acelerôme­
tro ã 532 mm do engastamento {fi­
xo parafuso). 

FIGURA IV. 3. 9. e) - Variação de 5 A.D.A. ao Monta Desmonta. Barra 4 - Falha 
60% At - Filtro 22 ã 30 KHz.Nivel 4 RMS {RMS = 0.8 mv). 
256 amostras.Acelerômetro ã 605 mm do engastamento {fi 
xo parafuso). -
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FIGURA IV .3.10.a) - Variação 5 A.D.A. sem desmontar. Barra 2 -
"".,-,q-. -.-:1,-;;,.,..,;,:""';; Seni falha - Filtro l ã 10 KHz.N'ível 4 RMS 

~riTNffm: (RMS = 0.8 v) - 256 amostras.Acelerômetro 
· '!!lH. : .H, ã 532 mm_ do engastamento (fixo com grampo 

.... .,,:,,.:.:·· de r ss o) : :ji:'f =e: Jf p e a . 

li ; ;(( -!iiitwnut LDH' )111 ·,:,. EíUHll llÍHiHl ~l ~! íf~'-lim1~'.~ i§tll1· 'iHHt:l~L 1''.) ;,,... •' ~\ ,., fh· .... ·"lt('., .... ., ' . f 1· <"T'. '""'" IT ~-' :.:. ,• .... :. ,, t,t I("" "" til 

. T"I'"+ . FIGURA 
.... "'I ,.. "1 10.s inWérti .. ··1· .... , .. 
~ --:: ::.:; : :::1:::::: 

IV.3.10.b} -Variação 5 A.D.A. sem desmontar.Barra 3 -
Seni falha - Filtro 22 ã 30 KHz.Nivel 4 RMS 
(RMS = 0.8 mv) - ·255 amostras.Acelerômetro 
ã 532 mm do engastamento (fixo com parafu­
so) 
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FIGURA IV.3.10.c) -Variação 
de s· A.D.A sem Desmontar o 
sistema - Barra 4 - Sem fa­
lha - Filtro 22 ã 30 KHz 
passa-banda - Nivel 4 RMS 
(RMS = 0.8 mvl - 256 amos­
tras - acelerometro ã 605mm 
do engastamento (fixo com 
parafuso). 

Verificou-se que a variação das Assinaturas com 

o aumento da falha (O, 8, 16, 32 e 64% da ãrea transversal da vi 

ga), nas barras onde a fixação do acelerômetro foi com cera ou 

grampo de pressão, não foi significativa,comparada à variação ob 

servada na repetibilidade da assinatura quando da seleção do ni­

vel 4 RMS (fig. IV.3.5), para faixas de freqüência 1 ã 10 KHz e 

8 ã 1 5 KHz. 

Jã com a fixação do acelerômetro com parafuso, a 

variação da assinatura com as mesmas falhas foi maior que a ob­

servada na da repetibilidade da assinatura (fig. IV.3.5) para ban 

da de filtro de 22 ã 30 KHz. Isto pode ser comprovado na figura 

IV.4.1 e IV.4.2 (Conclusões). 
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Como a escala de tempo no Analisador Espectral nao 

era boa para faixa de freqüência de 22 a 30 KHz, utilizou-se o 

Osciloscõpio Digital com memõria (fig. IV.2.8), onde foram obti­

das Assinaturas Decrescimento Aleatõrio para falhas de O, 8, 16, 

32 e 50% da irea transversal da viga na posição 527 mm do engas­

tamento, e para posições de acelerõmetro ã 255, 532, 542 e 655mm 

do engastamento. 

Nas figuras IV.3. 11 a IV.3.15 tem-se as Assinatu­

ras Decrescimento Aleatõrio para o acelerõmetro fixo ã 532 mm e 

nas figuras IV.3.16 a IV.3.19 a comparação destas Assinaturas com 

falhas de 8, 16, 32 e 50%comaAssinatura sem falha. As demais 

Assinaturas, para acelerõmetro fixo a 255, 542 e 655 mm, encon­

tram-se no Apêndite C. 

A excitação utilizada no sistema viga engastada com 

massa-mola (do excitador) foi de Ruido Branco O ã 20 KHz. 

A faixa de freqüência (filtro passa-faixa) foi de 

22 a 30 KHz. 

O nTvel de ''trigger" foi de 4 RMS. 

O n9 de amostras foi de 256. 

O RMS da Resposta do sistema,para a faixa de fil 

tro acima,foi de 0.8 mV. 
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1 
FIGURA IV.3.11 

tAssinatura Decrescimen 
to Aleatõrio para: 

Falha = 0% Ate 
Aceler. ã 532 mm 

FIGURA IV.3.12 
Assinatura Decrescimen 
to Aleatõrio para: 

IFalha = 8% At e 
Aceler. ã 532 mm 

FIGURA IV.3.13 
Assinatura Decrescimen 
to Aleatório para: 

Falha= 16% Ate 
Aceler. ã 532 mm 
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1 m Vldiv 

-- sem falha 

- ········· falha 8% At 

õT = 1 ms 

FIGURA IV . 3 . 14 
1 

!Assinatura Decrescime~ 
.to Aleatõrio para: 
1 
Falha = 32% Ate 

1
Aceler. ã 532 mm 

1 

FIGURA IV.3.15 
ss i natura Decrescimen 

to Aleatõrio para: 

50% Ate 
ã 532 mm 

FIGURA IV.3.16 
Comparação entre Assi­
naturas Decrescimento 
Aleatõrio com : 

Falhas de O e 8% At 
e Aceler. a 532 mm 
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-

-- sem falha 

--------- falha 16% At 

!À ,,!),, 
f 

A " r,. I\ fe. 11, 
. ' VJT! \; . 

v ' 
vv -V ~ 

l'IT=1ms 

-- sem falha 

-------- falha 32% At 

\ 

1 

FIGURA IV.3.17 
Comparação entre Assina 
turas Decrescimento 
Aleatõrio com: 

Falhas de O e 16% At 
e Aceler. a 532 mm 

FIGURA IV.3.18 
r, ;comparação entre Assina 

~-o-l-!--+-I--I-U---l-+--W-
1

-l---J~~,.~~hí~1(/Â~\~(~\r+.t+~~~4·~-p.;~tÁ-~'4.l~\~!4-4: turas Decrescimento V \J \; Vv ~ \J- Aleatõrio com: 

i 
e ,J 

1 m Vldiv-

' 

/ 
' 

LIT= 1 ms 

sem falha 

falha 50%At 

Í\ 

' ; Falhas de O e 32% At 
e Aceler. a 532 mm 

FIGURA IV.3.19 
Comparação entre Assina 
turas Decrescimento 

foj--l-/--UI-I--W--+-l-+l----l--1rl---W/--4--il--'l--,LIW/4-+:!rificdi--\4i-+-t+-I ; A l e a t õ r i o c o m : 

liT=1ms 

,, .Falhas de O e 50% At 
'e Aceler. a 532 mm 

1 
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IV .3.3 - Espectros de Freqüência e Variação das Freqüências 

Naturais com a Falha 

Vãrios espectros de freqüência sao aqui expostos 

com o intuito de se mostrar certos aspectos de conteudo energétl 

co de sinais usados para excitar o sistema, assim como sinais de 

resposta deste sistema a excitação por Ruido Branco. 

Na figura IV.3.20 tem-se: o espectro de freqüé~ 

cias do Ruido Branco (R.B.), que é um Ruido Gaussiano, tomado dl 

retamente do Gerador de R.B., usado para variar o campo de for­

ças do excitador eletromagnético acoplado a extremidade da viga; 

o espectro de freqüência da resposta do excitador eletromagnéti­

co (acoplado ao sistema viga engastada-livre) a este Ruido Bran­

co; e também o espectro de freqüências do sistema viga engastada 

livre com este excitador eletromagnêtico na extremidade da viga. 

Jã na figura IV.3.21 tem-se o efeito de filtro so 

bre o espectro de freqüências do sistema. Nota-se que o filtro 

passa-faixa 22 ã 30 KHz foi usado com o objetivo de eliminar pri~ 

cipalmente as freqüências de 5 ã 10 KHz jã que nesta faixa a con 

centração energética é bem maior do que na das frequências de 10 

ã 18 KHz. 

Na tabela da figura IV.3.22 encontram-se as fre­

qüências naturais para cada tipo de falha produzida na viga. 

Nota-se que a variação relativa destas freqüências 

e pequena ou quase nenhuma ao se levar em conta a banda do fil-
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Analise Esoectral do sinal do acel. a 532 mm do engast. sobre a viga, ao R.8. o à 20 KHz 

(Transf. de Fourier da Assin. Dec. Aleat.) 

~, , ,_ 

/ 1 

Barra 3 - N1vel de trigger 4 RMS 

- - - - - Sem filtro - RMS::; 8 m V 

Filtro passa faixa - 22 à 30 KHz 
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FIGURA IV.3.21 
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BANDA DO 

s BARRA FILTRO DO SEM FALHA FALHA FALHA FALHA FALHA 
NQ ANALISADOR FALHA 8% AT 16% AT 32% AT 50% AT 64% AT 

{Bw) o 
l 23 23 23 23 - l 8 
2 38 38 38 38 - 36 
3 l 23 l 23 l 23 l 23 - l 24 
'I 256 256 255 255 - 245 

0.8 Hz !:, 436 436 437 436 - 436 
b 660 659 658 652 - 630 
I 939 930 931 924 - 92 9 
8 l • 253 l . 256 l . 26 9 l . 24 6 - l . l 92 
9 l . 6 O 3 l . 6 04 l . 6 05 l . 60 l - l . 6 O O 

2 l o l . 999 l . 9 9 9 l . 9 98 l . 983 - l.937 
11 2. 4 2 2 2.430 2 .4 36 2. 41 2 - 2 . 41 2 
l 2 2. 91 7 2. 91 9 2. 91 9 2. 90 5 - 2.856 

2 Hz l 3 3. 44 5 3. 44 9 3.454 3. 440 - 3 .430 
l 4 3. 914 3.926 3.928 3.878 - 3.723 
l 5 4.592 4.598 4.603 4.587 - 4.573 
l 6 5. l 76 5. 184 5. l 90 5. 14 2 - 5.086 

4 l 7 5.862 5.882 5. 90 2 5.858 - 5.830 Hz l 8 6.492 6.504 6 . 51 6 6.444 6.404 -
l 9 7. 230 7. 246 7.266 7.246 - 7.238 

20 Hz 20 7. 950 7 . 990 8.020 7. 980 - 7.890 
21 8.800 8. 180 8.780 8.780 8.810 8.790 
22 9.560 9. 540 9.550 9.530 9. 4 90 9 .4 70 
23 l O. 4 50 l O. 4 50 10.430 10.430 l O. 4 30 l O. 3 90 
24 11 .300 11 . 280 11 . 26 O 11.240 11 . l 80 11.160 
25 12.230 12.210 l 2. 21 O l 2 . l 90 l 2. l 70 12.130 

20 Hz 26 l 3. 21 O l 3. l 90 l 3 . l 90 l 3. l 80 l 2. 940 l 2. 800 
3 27 14. l 20 14.100 14.100 14.080 14.060 14.020 

28 l 5. l 60 15.140 l 5. l 30 l 5. O 90 l 5. O 20 14.980 
29 16.140 16.140 16.120 16.100 16.060 16.040 
30 17.230 17.210 l 7. l 90 17 .170 17.090 16. 990 
31 l 8. 2 90 18.270 18.270 l 8. 2 50 18.290 18.270 
32 l 9. 3 90 l 9. 3 70 19.370 l 9. 3 50 - l 9. 280 
33 20.470 20.450 20.450 20.390 20.330 20.250 

Figura IV.3.22 - FreqU~ncias Naturais da viga engastada-livre P! 

ra vãrios tamanhos de falhas. 

Falha ã 527 mm do engastamento. 

Aceler5metro a 532 mm do engast. (RMS=O.~mV). 

Excitação do Sistema - R.B. O ã 20 KHz. 
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tro do Analisador Espectral {Bw), usada para cada faixa de fre­

qüências. 

Portanto a detecção de pequenas falhas estrutu -

rais no sistema atravês do estudo direto da variação das freqüê~ 

cias naturais, seria muito mais dif1cil. 

IV .3.4 - Variação da Assinatura Decrescimento Aleatõrio com a 

Adição de pequenas Massas e As!fnatura Decrescimento 

Aleatõrio Cruzada 

Procurou-se notar as variações da Função Decresci 

menta Aleatõrio ã adição de pequenas massas com o objetivo de ob 

ter novas informações sobre a sensibilidade desta Assinatura. 

Assim, ve-se na Figura IV.3.23 a comparaçao de 

AssinaturasDecrescimento Aleatõrio do sistema viga engastada-li­

vre com massa e mola (excitador) na extremidade livre, com a adi 

çao de pequena massa. Nota-se que esta adição de pequena massa 

trouxe uma considerãvel variação da Assinatura Decrescimento Alea 

tõrio. 
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Assinaturas Dec. Aleat. - Barra 1 sem falha 

Acel. à 532 mm do engast. 

RMS = o.a V 

Nivel = 4 RMS 

Filtro -1à10 KHz 

NQ de amostras= 2 5 6 

Sem massa 

Massa de 17.4g à 260 mm do engast 

Massa de 17.4 g à 655 mm do engast. 

ll.T = 3 mSeg 

FIGURA IV.3.23 

No caso das Assinaturas Decrescimento Aleatõrio 

Cruzada entre dois pontos do sistema, toma-se alguns exemplos p~ 

ra certas falhas e posições de acelerômetro, como se vê na figu­

ra IV.3.24. 

A Assinatura Decrescimento Aleatõrio Cruzada feita entre 

2 pontos fisicos do sistema, de certa forma representa ,uma correlação no tem 

po entre estes 2 pontos. 

A obtenção experimental das Assinaturas Decresci­

mento Aleatõrio Cruzada ê feita usando-se 2 acelerômetros nas 2 
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posições escolhidas. Estes sinais sao tratados no Analisador Es 

pectral em 2 canais diferentes, de forma que o "trigger'' ê disp! 

rado pelo nivel de um dos sinais e a partir de então o sinal de 

cada acelerõmetro ê armazenado separadamente. N vezes e feita 

esta operaçao e então tem-se a mêdia destes N trechos, que do 

ponto escolhido para disparo do trigger serã a Assinatura Decre~ 

cimento Aleatõrio e do outro ponto serã a Assinatura Decresci -

mento Aleatõrio Cruzada em relação ao ponto escolhido para disp! 

rodo trigger. Com isto tem-se a Assinatura Decrescimento Alea­

tõrio Cruzada dos pontos do sistema em relação ao ponto de apli­

caçao da força de excitação do sistema (extremidade livre-excit! 

dor). 
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Assin. Oec. Aleat Cruzada- Barra 2 - sem filtro 

Nível 4 RMS - RMS: 24mV 

N2 de amostras - 256 

-· - . _ Assin.Oec. Aleat.-Acel. na extremidade da barra 
sem falha 

-- sem falha 

Acel. â 532mm 

:·: ,: 
; ': i \ • • •• •• 

••o•••••·· sem falha 

-- falha•64~A1~ 527mm 

-- sem falha 

~ o 
i "i 1 \ ,/\. /\. . . . . I \ . 

. 1· . 1 
l.jl.Vv 

Acel. à 255 mm 

·•········· sem falha 

-- falha- 64q<,A1 ~ f,27 mm 

õ.T = 3 m Seg. 

FIGURA IV.3.24 
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IV.4 - ANALISE DOS RESULTADOS E SUGESTÕES 

Este estudo contêm resultados positivos relacion~ 

dos ã confiabilidade da anãlise da Assinatura Decrescimento Alea 

tõrio para detecção de falhas em estruturas mecânicas. 

A Assinatura Decrescimento Al eatõrio como esta mos 

trado no trabalho, ê uma mêdia condicional, e estã relacionada com 

a função de autocorrelação no caso de Ruidos Gaussianos. 

A interpretação física para a Assinatura Decresci 

menta Aleatõria ê relativamente simples. Para sistemas a 1 grau 

de liberdade a Assinatura Decrescimento Aleatõrio ê praticamente 

independente da força de excitação, enquanto isso infelizmente 

nao acontece para sistemas contínuos. Isto impede que resulta­

dos para modelos a 1 grau de liberdade, sejam usados para siste­

mas contínuos. Esta dependência entre a Assinatura Decrescimen­

to Aleatõrio e a força de excitação complica a interpretação dos 

resultados para sistemas contínuos. 

Os resultados experimentais da Assinatura Decres­

cimento Aleatõrio, indicam um melhor comportamento (sensibilida­

de ao aparecimento de falhas) desta Assinatura na faixa de altas 

freqüências,o que deixa supor que a estrutura do campo vibratõ­

rio em alta frequência leva a uma distribuição de função de auto 

correlação mais regular e menos dependente da distribuição dis 

forças de excitação. 

Em função dos resultados obtidos, pode-se dizer 
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que a Assinatura Decrescimento Aleatõrio ê mais eficiente na fai 

xa de altas freqüências. Existe uma região de influência da fa­

lha sobre a Assinatura Decrescimento Aleatõrio (Figura IV.4.1 ) 

que nos indica uma estratêgia de monitoração em vãrios pontos da 

estrutura e que apresenta o inconveniente de ser mais laboriosa, 

mas que possue a vantagem de dar indicação mais precisa sobre o 

tamanho e a posição da falha. A escolha dos pontos de medida nao 

são necessariamente os pontos onde as falhas podem ocorrer. A 

informação relacionada com as formas modais e os seus nodos, po­

de ser utilizada como guia na colocação dos acelerômetros (ê na­

tural não escolher pontos de baixa resposta vibratõria). 

Como pode-se ver na figura IV.4.1 a Mãxima Varia 

çao da Assinatura Decrescimento Aleatõrio com a falha, em função 

da posição do acelerômetro ( Assinaturas das figuras IV.3.11 a 

IV.3.19 e Assinaturas do Apêndice C), mostra a região de influên 

eia da falha sobre esta Assinatura, de acordo com o nivel vibra­

tõrio do sistema estudado (viga engastada-livre com massa e mo­

la na extremidade). Deste modo pode-se dizer que com a monitor~ 

gem de diversos pontos do sistema, através da Assinatura Decres­

cimento Aleatõrio, é possivel definir uma ãrea restrita de loca­

lização da falha, enquanto que o tamanho da falha poderã ser de­

finido de duas maneiras: 

a) através do valor da variação mãxima da Assinatura Decrescimen 

to Aleatõrio com a falha, para um determinado ponto monitora­

do (figura JV.4.1). 
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b} através da comparaçao da curva envolvente da Assinatura De­

crescimento Aleatõrio, obtida para esta falha, com as curvas 

envolventes das Assinaturas Decrescimento Aleatório para fa­

lhas de O, 8, 16, 32 e 50% da At, mostradas na figura IV.4.2. 

A figura IV.4.2 mostra a faixa de variação da cur 

va envolvente da Assinatura Decrescimento Aleatório sem falha (da 

figura IV.3.10.c) justaposta as curvas envolventes das Assinatu­

ras Decrescimento Aleatõrio com falhas de 8, 16, 32 e 50% da At 

(das figuras C.2 e C.5 do Apendice C) para acelerómetro a 605 mm 

do engastamento. 
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FIGURA IV.4.1 - Mãxima Variação da A.D.A. com a falha em função da pos1çao 
do acelerometro (das figuras IV.3.11 ã IV.3.19 e C.l ã 
C.25 do Ap~ndice C) 
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--- A. D. A. PARA FALHA OE 8 %At 

FAIXA DE VARIAÇÃO 'DA CURVA 
ENVOLVENTE DA A.O.A. SEM 
FALHA, 

FIGURA IV.4.2 - Faixas de Variação das curvas envolventes das A.D.A. com a 
falha para acelerômetro a 605 mm (das figuras C.2 ã C.5 do 
Apêndice C) 
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Desta forma pode-se afirmar que ê possível detec­

tar falhas em sistemas, atravês da monitoragem com a Assinatura 

Decrescimento Aleatõrio, assim como prever sua localização e ta­

manho com alguma margem de segurança, para que se possa tomar pr~ 

vidências no sentido de evitar quebra ou reparos de altos custos 

no sistema. 

Como sugestão para possíveis trabalhos futuros de 

continuação deste estudo, seria interessante: 

a) Estender a formalização matemãtica para o caso de excitações 

não-Gaussianas, considerando que a combinação de efeitos nao 

Gaussianos, pode tender a um resultado Gaussiano. 

b} Estender o trabalho realizado, para estruturas com modelo m~ 

temãtico tridimensional, em particular, aplicar a estruturas 

"off-shore''. 

c) Determinar melhor a influência sobre a A.D.A., da distãncia 

entre a falha e o acelerõmetro, definindo com mais exatidão, 

a região de influência, talvez para faixas de freqüências na 

turais do sistema mais altas ainda. 

d) Tentar representar a A.D.A. por uma soma de exponênciais e 

interpretar a sua ''Transformada de Fourier". 
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e) Testar o ''Croos-Randomdec" (A.D.A. Cruzada) para detecção de 

falhas, comparando sua sensibilidade a da A.D.A. Testar a 

A.D.A. Cruzada na identificação de sistemas mecânicos. 

f) Estudar a aplicabilidade da A.D.A. no caso de sistemas nao 

lineares. 



APtNDICE A 

ADIMENSIONALIZAÇAO 
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APtNDICE A - ADIMENSIONALIZACIIO 

Adimensionalização das equaçoes 2.1.4 e 2.2.4 com 

as condições de contorno 2.1.5. 

Escolhendo-se 3 variãveis que definam o sistema, 

montou-se o esquema: 

UNIDADES VARIIIVEJS VARIIIVEJS RESTANTES DAS EQUACOES 
ESCOLHIDAS 

BIISICAS EJ(a) L(b) m(c) (d)+ y X t J GA Km M 

distância(L) 3 1 -1 1 1 o 1 1 o o 

massa (M) 1 o 1 o o 1 1 1 1 1 

tempo(T) -2 o o o o 1 o -2 -2 o 

desta forma tem-se que resolver o sistema: 

3 1 - 1 a d 1 

1 o 1 b = d2 

-2 o o c d3 

1 1-y = f 1 d l l a : l •> 
Para X e y tem-se d2 = o logo, acha-se b = 

d 3 o c -1 [IJ L 



d 1 

Para t tem-se d2 

d3 

Para J tem-se 

= 

o 
o 
l 

l 

1 
o 

1 

Para GA tem-se d2 = l 

d 3 -2 

d1 Ü 

Para Km tem-se d2 = 1 

d 3 - 2 

d 1 ,~ Para M tem-se d2 = 
d 3 lº 

. 9 7. 

a 
l/2 

lego, acha-se b = c2 

c _1/2 

a O 

logo, acha-se b = -2 

c 

a -1 

logo, acha-se b = 2 

c O 

a -1 

logo, acha-se b = 3 

c O 

a o 
logo, acha-se b = -1 

e -1 

=> r= !:_{F 
L 2 m 

=> '!' ~ = GA . L 2 ou 
EI 

-,u] 
L.m 
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Desta forma temos os coeficientes de adimensiona-

lização: 

y, X' T 

11 = coeficiente de Inercia de Rotação 

12 = coeficiente de participação do cisalhamento 

1 3 = coeficiente de rigidez 

14 = coeficiente de massa 

As variãveis escolhidas EI, L, m sao :respettiva­

mente:Modulo de elasticidade longitudinal da viga vezes o Momen­

to de Inercia da ãrea transversal da viga, comprimento livre da 

viga e massa linear da viga. 

As variáveis restantes sao: 

y{x,t) = deslocamento y do elemento da viga a distância X da ex-

tremidade, no instante t 

J = Momento de inercia da massa da viga 

GA = Mõdulo de elasticidade transversal da viga vezes a area 

transversal da viga 

Km = Constante de rigidez da extremidade (excitador) 

M = Massa da extremidade (excitador) 



APtNDICE B 

TABELAS DE RESULTADOS, CAPITULO II 
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APÊNDICE B - TABELAS DE RESULTADOS, CAPITULO II 

Neste apêndice encontram-se as 20 primeiras fre­

qüências naturais transversais de ressonância da viga engastada 

livre estudada no Capitulo II, juntamente com as respectivas po­

sições de nõs. 

Na tabela B .1 tem-se as freqüências naturais tran~ 

versais de ressonância e os respectivos nõs encontrados teorica­

mente para vârias combinações de ~a e ~,,onde: 

sendo: 

K ; 

m 

L ; 

E ; 

I ; 

M ; 

m ; 

e 
EI Lm 

Rigidez da mola 

Timoshenko 

comprimento da 

+ coeficientes de Rigidez e 
massa do sistema 

na extremidade 1 i v re da viga 

viga 

de 

MÕdulo da Elasticidade longitudinal da viga 

Momento de Inêrcia da area transversal da viga 

Massa fixa na extremidade da viga 

massa por unidade de comprimento da viga 
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Na tabela B.2 tem-se a comparaçao entre as fre-

quências naturais transversais de ressonância e os respectivos 

nõs, otidos pelo cálculo teõrico da viga de Euler e Timoshenko e 

obtidos experimentalmente para a viga engastada-livre sem nenhu­

ma falha e com falha de 4% da área transversal da viga a 527 mm 

do engastamento (o que nos dâ x = 0.522); para o caso especifi 

co de ~3 = 65.723 e ~4 = 0,4399 que sao os coeficientes adimen­

sionais relativos ao excitador fixo ã extremidade livre da viga 

de modo que temos o sistema abaixo esquematizado. 



MOJO.S rlAT. i"-c 2.<1, 

% FRfQ. FRfQ. N'Ol>O:á 

% ()ê;:.;a:/L) 
NAT. NAT. 
(H•) ( H·' 2~ 

o 8.64 5'f.12 0.184 
fO i7H 56.45 0.768 

o ~----·-

wo 32.56 77.47 0.613 

1000 37.32 J.L6.09 0.572. ·- - . 
10000 37.82. 122.04 0.559 

o '(.2.9 '+7-54 0.841 
!O !4.7:J 48.67 0.830 

0.i i.00 :H.63 62.68 0.733 

!000 37.31 114.!8 o.577 

10000 37.82 1.22.08 0.559 

o 3.83 1!9.!11 0.353 

iO 7.95 39.99 o '352 
1.0 íOO 21.88 40.07 0.934-

woo 37.15 74.,t 0.684 -
J.0000 37.82 {2l-83 o.5S'3 

o i.33 38.JO 0.995 

!O .. g.17.. " li 
t- - ·- -- -

LO.O lOO 7-73 :18.H li 
e-

1000 21/.22 36.26 o.991 ~---· -
10000 :17.80 77.31 0.673 

o 0.43 37.90 i.000 ------1-- . ·--lO 0.88 li li 

100.0 lOO 2.49 " " woo 7. 77 li li 

lOOOO .24.53 37.91 0.999 

3~ 4-~ 
FI/EQ. NODOS cx~%/L) FREQ. ~ODO.S, (ó<= :r.,'L) FREQ. 
rUIT. rlAT- rlAT. 
( H,) 2~ 3'?: CH:o) 2~ 3; 4~ ( ff•) 

f5i.4- q.so4 0.868 2.%.5 0.359 0.645 0.905 489.4 
i52.3 o.503 o.866 296.9 " 0.64<- ,, 489.l --------U,o.lt o.490 o.844 300.8 0.356 0.640 0.899 492.0 -·· ----- .. -· - o.s1tz- -- - -~ 

223.9 0.415 o.7:J5 350.3 0.330 o.592 szo.s 
252.9 0-389 o.696 428.2 o.298 o.535 o. 772. 644. i 
!36.3 o.531 o.92f 271.5 0.375 0.673 0-953 453.9 -~ -~-~ ---~-
H6.5 0.530 0.920 271.6 " " Q.952. 4-51/.0 . .. -- ... ~~ - -· ·-
.i39.0 o.5Z6 o.so3 272-4 0.374 0.672. D.951 454-.3 
J90.4- o.f4B o. 785 285.l o.366 o.657 0.92.5 458.3 
252.6 o.389 0.636 421.3 o.3oo o.538 0.776 605.0 
12~.9 0.553 0.983 l58.0 - - -- --~ 0.38~ 0.6.90 0.991 433.0 

" li ,, 
" li " li " ··- f----· 

!25.0 " o.982 " " " " li ... --- ---·-- - ·---·- -
i26.2 o.551 D.914 258.2. li Q.689_ li li ----·- -->--
230.0 0.407 o.727 267.f 0.378 0.678 0.963 440.0 
i22.'3 0.55'/ o.998 255.9 0.386 0.612. 0.999 436.8 -·->--·- e--~--·--- . 

" " li " li li " 4~..§J ---t----~-- 1---- ----- f----·--·- -- -- - - -·~. 
" " " li IJ li " li 

" 
li " " " li " li li 1-- - • - - ·----·- --~-

1B.i " a,397 " " " " li 

1.22.7 0.558 i.00~ 255.7 li 0.693 i.000 4.36.6 
1---· - •. - - - --· -·---·-- -

li " li " 0.387 " " li . _._.. _ -

li " " " li li " li -->---··· t--·-- - -~ - . . -. --t-·· ~--·-~----
li " " " li li li li -· ---1--,-- ~- ··-·- .. --
li " li li ,, 

" li li 

TABELA - B.1 

5~ 
NOl)O.S (X• X/L) 

2~ ,~ 4~ 
0.2.79 0.500 o. 72.'+ 

,, li 0.123 - --
0.2.78 o.499 0.122. 
o .2. 71 o.485 o.701 

0.2.43 o.436 0.629 

0.290 0.519 0.151 

" " " r---·- ~ .-----· 

" " " 
0.289 O.S17 o. '148 
o.251 o.Jiso o.G5o 

0.295 o.s2a 0.76.J 
·--r-· ,, li li 

li li " -· 
li li li 

0.294 li " 
0.296 0.529 0.765 

li li " . 
li li ,, 
li li li ·--
" " li 

0.2.95 o.s30 li 

0.296 " li 

li " ,, 
-- ----, 

" li " 1----· 
li " li 

5~ 
o.S2.7 
0.92.G 

0.92-'t 
0.900 
0.022 
0-963 
o.968 

li 

o.962 
0.846 
0.995 

li 

li 

li 

Q.993 

!.000 

" 
li 

" 
" 
li 

li 

" 
li ,, 

o 
N 



MOZ'OS rlAí. 

"K % 
F/f.EQ. 
l'IAT. 
U+z) 2~ 

o 729.8 0.229 
iO 7~0.0 li 

o lOO 73:1.5 0.228 

woo 749 . .1 o.226 
10000 891/. 7 o.206 
0-iO 683.5 o.236' 

100 68:J.7 " 0.i 
1000 685.4 li 

f---'--,- ~. ~ 

wooo 74S.O D.226 

:1.0 0-!000 667.5 o.239 
wooo 667.8 ,, 

1.0.0 0-10000 1>65. 4 0.239 

iOO.O o 665 . .1 li 

!O·JOOOO " " 

6~ 7'?: 
No.nos e X:. %/L) i=IU.Q. tlO;)OS 

NAT. a~· 4~ 5~ 6~ rn .. J z~ "3 ': 4~ 
O.Í/09 0.591 0.774 0.940 i017.2 0.194 0.346 0.501 

li " 0.113 " j0!7.4 " li 0.500 

" li " o.939 10!0.4 li li " --r- e--. 
o.4o4 0.$83 0.764 0.928 .1030.3 0 . .192 0.345 o.497 
0.370 o.534 0.698 0.860 J.173.3 D . .180 0.322 o.466 
0.423 0.6JJ 0.7.99 o.977 959.8 0 . .199 0.357 o.515 

li li " " 959.9 li " " 
0.1122 0.610 o.798 o.976 S6D.8 ,, ,, 

" 
o.405 ti.S85 0.7Ç6 D.931 977,8 D.:l.97 o.354 o.511 
o.428 0.6:l.8 _0.808 0.997 -~- 943.J 0.20i o.360 o.520 

li li " 0.996 91/3.2 " " " 
o.429 ().6.1.9 0.8.1.0 .1..000 Sl/0.9 ,, 0,361 0.521 

" 
,, 

" " 940.7 li 0.360 0.520 -·---- -·-·-· 
" " li li li li 0.361 o.su 

TABELA_ 8.i (coNTiNUAi;:Ão) 

ex - ;c/L) 

5~ 6~ 

0.654 0.809 

" " 
" 0.808 

0.650 0.804 
o.609 0.752 
D.6'73 0.832 

" " 
li " 

0.667 D.825 
0.619 0.839 

,, 
" 

0.680 0.840 
,, li 

li " 

7~ 
0.949 

" 
o.94B 
o.943 
o.892 
0.983 

" 
o.982 
0.97j 

0.998 
li 

1.000 
,, 

" 

o 
w 



MOJ)O.S /'IAT, 8'1: 9~ 

w. lf/3 
F/tEQ, NOJ)OS (x,XIL) FR.EQ, NODOS (X= X/L) 
r,'Ar. r(AT. 
(H,) .2~ ;;• 4• 6~ 6~ 7; 8~ (Ha) 2~ 3~ 4~ 5~ 6~ 7~ 8~ 9~ 

o l35l.O o.J.60 0.301 o.4'54 0.567 0.100 o.934 o.955 {7~.4 o.!48 0.265 0.383 o.5oo 0.6J.8 o.7i35 0.953 0.961 
{O i35i 1__ " " " " " " " /.730.5 " " " " li " " li 

f--

o /.00 !35{ .9 " 0.:\00 " " " " " J.731.1. li li " " 
,, 1/ ' ô.960 

-
iOOO /.360.5 o.i67 o.299 o.l/32 o.565 0.698 0,831 o.952 !737.6 " " o.3gz o.499 0.617 D,7J4 o.862 o.959 -~ ---------

0~~4 :10000 l4Bi.2 o.16o 0:2S7 O.lii4 0,541 0.669 0.7!16 o.918 1830.2 o.zse o.372 0.1186 0.601 0.11.s o.83D o.937 

0-J.O i.282.4 0.112 0.309 o.445 o.582 0,71!3 o.856 o.98'1 1650.1 o.l51 o.272 o.392 0.513 0.635 o.753 0.874 o.9$o 
-·· ,_ .. ~--

100 1282.5 " " " 
,, 

" " " 1/ " " " li li ,, 
" " O.! ----- ~~-- 1-- ·---- --

!000 U83.0 " " " " " " " 1.65i.0 " " li li li li " o.989 

10000 U904 " 0.:100 o.444 o.S8D o.'lJ.6 0.85~ o.!382 1655.i li o.v11 li o.s12 o.6:1e o.7S2 0,873 o.987 

!.O 
0-iDOO 1265.J. 0.{73 0.:1.H o.l/48 0.586 o:rz4 0.862 o.998 1632.'.3 O.l.55 0.2.'13 0.39't o.51.5 0.636 0,'158 D-8'18 o.999 

!0000 1.2.65.2. ,, 
" " " " " " i63fO h " li " 1/ " 

,, 
" 

i.o.o 0-iOOOO !262.9 " " " o.567 " 0.863 L.Doo J.630.B " li " " 0.637 " ó.8'7S j.00() 

o L262.7 O.l.?4 " o.449 " o. 72.5 o.862. ,, í.630.6 o.l.52 li o.395 o.5i.6 " li " li 

fOO.O 
J.0-10000 ,, 0.!73 o.448 0,'124 o.963 0.153 0.39t 0.5i5 " " ,, " li li li li li 

TABELA - aJ (coNrittuA~Ão) 



rto3oJ ,wr. 10! 
o/i,. % FRf:G/. f'(01J05 ex : x./ '-) 

NAT. 
2.•. 3• 4~ 6~ 6~ 7~ 8~ 9, iO~ ( H•) 

o 2154. 7 0.i33 0.230 o.:H3 o.448 0.553 0.658 0.763 o.869 o.965 
iO 2154.8 " " " " " " li li li - -o iOO 2155.3 " li li " " li li li li 

iOOO 2160.4 " 0.237 o.3 42 o.4Ji.7 0.552 " 
,, o.868 o.964 

wooo 2229.9 0.!3i o.233 0.337 o.44o 0.543 o.64'7 o.'15o 0.854 o.91/9 
0-iOO 2063.8 0.!.36 0.243 o.350 o.4~8 0.565 0.673 0.780 0.888 o.99J 

O.i :!000 2064.i " " li " " 
,, li " li 

-· 
iOOOO 2066.6 li li li " " " 0.779 li 0.990 

1..0 0-10000 2045.B " 0.244 0.352 0.459 0.568 0.676 0.784 0.892 0.99.9 - -w.o 0-10000 2043.6 " " " 0.460 • " " " 1.000 

iOOO 
o 2013.4 li " " li li li " " li 

!0-WOOO li " li li " 
,, 

" " 0.89.3 " 
MODOS ftAI H~ 

~ lf-13 
FR6Q. NODOS (X= X/L.) 
riAT. 
CH~) 2~ 3~ 4~ 5~ 6~ 7~ 6~ 9~ 10• u~ 

o-10 2GZ3. i o.ao o.u.5 0.3JO o.Lias 0.500 o.595 0.691 0.786 o.aat o.968 

o 100 2623.6 li li li li " li 0.690 li li li 

woo 
f----- --

262.7. 7 li li li li li " li 0.785 li o.9&7 ·- ----- - f-.,. ·-
10000 2680.9 O.H9 0.2i3 0.306 o.401 0.495 o.589 0.683 0.777 0.012 0.958 
0-iOO 252{2 o.~23 0.2!9 0.31, o.111.4 0.510 0.60'1 o.705 0.802 0.899 o.993 

O.i 
- - - - . ~ 

iOOO 252/.3 ,, li li o.413 " " li ,, li li 
·-1- . 

10000 252.3.0 0.122 li " li li li li " li o.992 
LO 0-!0000 2502.8 O.i23 0.2QO 0-318 o.1/15 0.5J.3 0.6JO 0.101 0.805 o.!102 o.999 

fO.O 0-!0000 2500.1 li li " li " " " " 0.903 1.000 

iOO.O 0-10000 2500.5 li ,, li li " " 0.108 li li li 

TABELA - B.i (coNTiNUA1ú'io) 

o 
<J1 



MODOS ff.4í. :1.2~ 

~ ~ 
FREG. NODO$ (X= X/L) 
r,' A,'.;, 2~ 3~ 4" 5~ 6'}. 7~ 8~ 9• fO! H~ 12~ <H 

o -10 3!i.l4.6 o.HO 0.19G 0.283 0.'370 0.457 0.544 0.631 0.7i8 0.804 0.892 0.971 

o !OO 3135.0 0.109 li li " li " " " li " " 
!000 31.38 5 li li li li li 0.543 0.630 0.717 li 0.89i 0.970 

10000 3i80.4 li 0.!95 0.281 0.367 o. 1/54 0.540 0.626 0.11.2. o.798 0.885 o.964 
o-wo ::IOZi.7 o.Hi o.zoo 0.289 0.377 o.466 0.554 0.6~3 o. 731 o.azo 0.908 0.994 

0.1 1000 302!.8 li " li li li 1/ " " 1/ " li 
- .. wooo .3DZ3.0 " " " li o.465 li 0.642 " 0.819 " o.99:J 

1.0 0-10000 .300.3.2 O.H2. 0.2.01 li 0.378 O 467 0.556 0.645 0.133 0.82.2 0.9H o.999 
•o.o 0-l.0000 300.i.0 li ' 0.290 li li /J o. 731; li " i.OOo 

wo.o o 3000.8 li li 0.289 JI li ,, li 0.82.3 " li 
-<---

10-iOOOO li li li 02.90 li li /1 " o.azz " li 

Mo,os NltT. 13" 
lPi, lP, FREQ. r{QJJO.S ( X• :C./L) 

NAT. 
2~ 3~ 4• 5~ 6• 7~ 8~ s~ iO~ tH 12• i3' (Hzl 

o-iO 3688.3 O.!Oi 0.181 o.261 0.340 o.420 0500 o.581 0.661 0.740 0.820 0.901 0.973 

o 100 3688.6 " li li li " " " 
,, 

" " li li 
L~.··-· -- ~--

lOOO 3691.5 " L ___ . li " li li li 0.580 0.660_ li " o.!loo 1/ 
~-

iOOOO 3725.6 " O.i80 0.260 0.338 o.418 o. 496 0.578 0.657 0-737 0.816 o.896 0.968 

0.1 o-:tooo 3564.6 0.103 0.1.84 0.2.65 0.346 o.428 0.510 0.590 0.6 72. 0.754 O 835 o.916 0.995 
wooo 3565.5 li li " li " 1/ li " 0.753 li 1/ 0.994 

LO 0· iOOOO 3545.9 " O.i85 0.266 0.347 o.429 o.5H 0.592 C.6 74 o.756 o. 83'7 0.918 1.000 
!O.O 0-i.0000 3543.7 " " li 0.348 " " li " " 0.9~8 O 91.9 " --- - ' --------- -

100.0 o 3543.5 " o.!8~ li 0.347 " o. 51.0 li " 0.7SS 0.837 li li 

10-J.OOõi 
------- __ l., . - - - --

li " 0.!135 li 0.348 " 0.5J.i ,, li 0.156 o.938 " li 

TABELA - B.1 (CONTÍNlJAs;:Ão) 

o 

°' 



MODOS riAT. f4'; 
l/{, ~ 

FR€Q. NO:D05 (X= X/L) Nf+T, 
(H~) 2~ 3•, 4• 5~ 6~ 7~ a~ 9~ .10• 11• .i2~ 1~~ 1.4~ -

0-10 42.83.i 0.0:34 o. !.61 0.24! 0.315 0.389_ o.463 o.538 0.612 0.686 0.760 0.113~ o.soa o.915 --- r----------

o iOO 42.S3.4 " li " " " " " " " 11 0.1133 " " -- -~--
LOOO 4285.9 " " " 

,, " ,, 
" " 0.685 o. 759 li " " -- ---·-- f-c--- -- --10000 431.4.2 li " 0.2.40 o. 3i't 0.3 88 o.462 0.536 0.609 0.683 0.756 o.s:10 o.904 0-971 

O.i 0-iOOO 4148.7 0.096 0.171 0.246 0.'321 o.336 o.4 ri. 0.51/6 0.62. f 0.696 0.'772 0.8'+7 0.92.2 o.9.96 ~--

4!~9.4 10000 li " " " " " li " " li li " li 

!.O o-wooo 4!29.9 ,, li " " 
,, 0.472. 0.547 0.623 0.698 0.174 0.849 0.925 i,000 

!O.O 0-iOOOO 4!27.8 h li " li O.õ'37 " 0.548 " " li " li li 

!00.0 o 4.1.27.5 0.095 0.!70 " li li " li li 0,6.99 1/ 0.850 li li 

10-10000 li 0.096 0.!71 " li li li li li ,, " li li li 

MODOS f/AT. 1.5'!: 
l\14 lfl, 

FREQ. NODOS (X=:>CIL) rlAT. 
(f/~) 2~ :1• 4• 5~ 6~ 7'; 8'? 9~ iO• jg 12~ 13' .H~ 15~ 

0-iO 4918.0 0.086 o.156 o.2.25 0.293 0.363 o.432 0.500 0,569 o.636 0.108 0.176 o.845 0.914 0.97'! 
!OO 49!8.2 

--~----~-
o li li li " " li li li " li " li li " - •,, - -- ~-~ --~ 

iOOO 4.92.0.4 li " li " li " li li li li li 1/ li " ···--- ~- ··-·. ----- ---1----- t----- . -:-- t--·-- ""'.' - e 
!0000 4944. 3 O.OB7 li 0.224 ,, 0.362 0.430 o.499 0,568 0,637 o.'105 0.114 o.B43 o.912 0.974 
0-10_0 li773.0 0.088 o.156 o.228 Q.2~_8 --º·-ª§.ª o.436 0.508 Q.578 Q.648 0.7!8 0.188 o.858 0.91.B ().996 

0.1 LOOO 4773. 1. li li li li li li li li ,, /1 li " " " -- ~----·-- ---·- -- e - - - - - . --- -- - - --- -~· - - - -- -1-·-- -

i.0000 4773.6 li " li " li li li li " " " " li li 

i.0 o--wgo _ 4754.! 0.089 li " o.t99 º·-ª-~j o.439 o.sog o.579 o.61/9 0.120 0.790 0.860 0 . .930 J.000 ···-·-~---1------ 1-
J.0000 4754.2 " 1/ li li " li " li ,, " " li " " i0.0 0-JQQQQ 1'!52. o li " o.229 li li " " " 0.650 " " " 

,, li ---- -1--- ·---- i--- -- ·r ·-- -- i----~ --- - ---- --- ---- ----- ., -- i------

100.0 o 4 751..6 li 0.159 li li " li o.510 li /1 ,, 
" " " " ~--- -------- ~--- t----- - -- -- - ,- .. 

i0-!0001 li li o.t56 li " " " 0.509 li li " " " " " 

TABELA - /3.1 (COMTÍNUAÇ-AO) 



MOJ>O.:S l'IAT. 

~ ~ 
F/IEQ. 
t'IAT. 
(Hz) 2's 3~ 4~ 

0-!0 5591.3 0.082 o.J.46 0.21.0 

o iOO 553~.t " li " ·--
!000 5534.0 " " li 

10000 561.4.5 0.08i o.HS " 
0-100 5436.5 0.083 D.l48 0.2.!3 

Oi 1000 5436.6 " " " 
10000 51136.9 " " " 

LO 0-10000 54!7.6 li " o.2!4 
iOO O·lOOOO 5415.5 " " " 
100.0 o 51115.5 ,, " " 

10-10000 li " 
,, 

" 
MOJ,05 rfAT. 

'/{ Y{ FAt<i. 
NAT, 

2', 3''-: 4~ ( H-.) 5~ 
O- íO 6303.6 0.077 o.137__ º· !98 ,--D_,2.58 ----~-- -

o too 6303.8 " " " li 

1000 6,05.4 0.076 " " li --- --
10000 632.3.3 " " 0.197 " '""º- !00 6138.0 0.078 o.i39 0,20i 0,262 

O.i woo 6!38.i " " " li .. 
!0000 6i38.3 " " " li 

i.O 0-WOOO 6H.9.0 " " " ó.Z63 
iO.O 0-10000 6H7.0 " " " " 
iOOO o 6UG.7 " " li ,, 

iO·WOO " li " li " 

i6~ 
N0]0.5 (X= X/L) 

5'1. b~ 71 8~ 91!. 10~ H~ 

0.275 o.339 o.4o4 o.468 o.533 o.597 0.66.2 ---- ---
" " " li " 

,, li 

li li li " 
,, ,, 

" o.2.74 o.338 0.403 o.467 o.531 o.ss6 0.660 
0.279 o.345 0.409 o.475 o 541 0.606 Q.571 

li " " li " li ,, 
" " " " " " " 

0.280 " o.4!0 o. 476 ,, 0.607 0.673 

" li " li li " 
,, 

0.279 " o.411 " Q.542 0.608 ,, 
0.2.80 " o.410 li o.541 Q.607 li 

1. 7!. 
NO.D05 { X= X/L l 

6~ 7~ 8~ 9" 1.0• H~ 1z•. 
0.318 0.37!! o.44o 0.500 0.561 0.621 o. 682. 

" " " 
,, 

" " " ·- ---- ----· 
li " " " li " " 
" " o.439 0.499 0.560 li 0.681 

0.324 0.385 0-446 o.507 0.569 0.630 0.692. -- - ---- ----

" " li " li li li 

" " li li li li 0.691 

" li " 0.508 0.570 0.63! 0.693 

" li o.447 " li 0.632 li 

ó.32.3 " 
,, 0.509 li 0.6!,J " 

0.324 " li 0.508 " 0.632. " 

. .-
TABELA - 6.1 (CONTll'IUA~AO) 

f2', 1,H ..t4~ 
0.72(; 0.791 0.855 

,, li li -- f---,, 
" ,, 

0.124 o.769 0-853 
o.737 0.002 0.867 

" li " ,, ,, ,, 
o.738 0.804 0.869 

" ,, 0.810 

" " 0.869 
,, " 0.870 

13• 14• 15• 
0.743 0.003 o. 864-

" li /1 

li li li 

0.741. 0.801 0.863 
0.753 0.8J.5 0.816 ----- _____ ,. __ 

·-~"- -
" " li -
" 0.814 " 

0.754 0.81.5 0.877 

" 0.816 " 
0.755 li " 
0.754 " " 

L5; 

o.92.o 

" 
" 

0.9i8 
o.933 

" 
" 

0.93'4 
o.935 

" 
" 

16• 
o.924' 

li 

,, 
0.923 

0.93 8 ---.---
" 
" 

0.933 

" 
li 

li 

J.6~ 

o.9'18 
li 

" 
o.376 

o.997 

" 
0 . .39(; 
1.000 

" 
" 
" 

i7• 
0.979 

li 

li 

0.978 
o.997 

" 
" 

1.000 

" 
li 

li 

o 
00 



MO.DO.\ H~T. f B"' 
t ~ 

FR€Q. NODOS (X= ,c/L) 
HAT, 

4~ ( H~) 2.~ 3• 5~ 6~ 7'!: 8~ 9~ :1.0~ HI :1.2• :1.3•, i41 :1.5~ iG~ !7~ 18~ 
O·iO 70520 0.072 o.:1.29 o.186 0.2.U 0.301 0.358 o.415 0.472 0.52.9 o.586 0.643 0.700 0.757 0.815 0.872 0.928 0.985 ·-~-- ~--- F~~ 

o iOO 7052.i li LI li li li " li " LI " li " " " li li ,, 
~ --

!000 7053.6 li " " " " " li " li " li " " 0.814 " " " 
iOOOO 7069.3 li " li 0.243 0.300 0.357 o.-Hli " 0.528 o.5as 0.64Z 0.699 0.75{. O.Bí5 o.s10 li 0.984 

0.i 0-1000 6876.~ 0.014 D.!31 0.189 o.247 0.305 0.363 0.1120 O.Í/78 o.536 0.594 0.651 0.710 0.167 0.825 D.883 o.941 o.998 

J.0000 6876.6 li " " " " " .. " " " li li li " " " " 
LO O·iOOOO 6857.4 " li " " " 

,, o 421. " 0.537 li 0.6.53 li 0.169 0.826 0.884 0.9/;2 1.000 

10.0 0-10000 6655.3 li " li li /1 li " o.479 " " " ,, li li 0.885 ,, 
" 

i00.0 o 6855.í li li li li 
,, " li li li 0.595 li " 0.768 " " 0.943 " 

i0-{0000 ,, li li " li " li " " li o.594 li li 0.769 li " 0.94Z u 

MOJ)05 t1AT. 19~ 

~ li; FRfQ. NODOS (X e X//.) 
HAT. 

CHal 2"' 3~ 4"' 5~ 6~ 7~ s, s, w; iH i2~ i3~ .t4~ 15~ 16~ !7~ iB~ is; 
o- iO 7835.9 0.068 0.122 O.l76 o.230 o.284 0.338 0.392 o.446 0.500 0.555 0.609 0.663 0.71.6 0.770 0.82* 0.678 o.9:52 éJ.386 ---

o iOO 7B36.l " " " " 
,, ,, 

" " " " " " " " " " " " 
!000 7837.+ li " " " " " " " " 0.554 " .. " " " " 

,, 
" 

!0000 1851.3 li " " " " " " " " " 0.608 0.662 " " 
,, 

" " " 
O! 0-1000 7650.5 0.070 o.l24 o.J78 0.234 Q.288 0.343 0.397 o.45?. o.5o7 0.56f 0.6i6 0.67J 0.1Z6 0.180 0.83.5 0.889 0.94. 0.999 

1-'- -~--

!0000 7650.1 li // " 
,, li li • " " " " li " " " " li " 

iO 0-10000 763!.5 " " 0.!79 " li " 0.398 0.453 li 0.562. 0.611 0.672 li 0.78! 0.!/36 o.83! 0.945 1.000 

l.O o 0-!0000 7629.4 " ,, " " " • 1: ... u~~ (i ,, .. 
li 0.563 li " ,, 0.782 ,, 

" " li 

o 762.9.2 0.069 " " 0.233 " " " " 0.508 " " " li o.18t " li " li 
100.0 i.0-!0000 0.070 o.234 0.507 0.782 " li " " li " " li " " ,, ,, 

" li " 

TABELA - 6.1 (COHTÍNVA~AO) 

o 

'° 



MOJl05 t(AT. zo• 
lU l/1, 

FREQ. 1'10 .DOS ( X = X/L) 
IIAT-

( H,l 2~ .3~ 4-e. 5~ 6~ 7~ B~ 9~ 10; li"' i2.• t;i·, 14• i5~ J.61 17~ iB• !9• zo~ 
o 

0-10 8654.2 0.065 o.HG o.!68 o 2J.9 0.270 0.321 0.373 o4Z4 o.1/75 0.526 0.577 0.628 0.679 0.731 o.782. 0.833 0.084 0.935 o.S&. 

o LOO 8654.3 " li li " li li " " li li " " li li li " " " li ---
1000 9655.5 li li li " " ,, 

li ti o.414 li " li " " li " " li " 
!0000 8667.'.l li " " o 2J8 0.269 li 0.372 ,, /1 li " " " 0.730 0.781 " " " 0.'3BS 

O.i 0-1000 8459.i 0.066 O.H8 OJ69 0.221 o.~73 0.325 0.377 0.429 0.1/Bi 0.533 0.584 0.636 0.688 o.'140 0.792 0.843 0.895 0.947 0.939 
wooo 8459.2 " li li ti li li " li " li " li " li " 1/ " " " 

i. o o-wooo 8440.1 " " " li li li 0.378 " li ti 0.585 0.637 a6as 0.741 0.793 0.844 0.83€ o.948 1.000 

iO.O 0-íOOOO 8438.i " li li li " 0.326 li li li li li li " " 
,, • " li " o 8437.8 " " 0.170 O.ZZ2 o.2.74 " 0.3?7 li " li " " li li " o.81/5 " li li 

:LOO.O lO-J.0001 
. 

0.844· li " " O.l69 0.22,i o.z13 " 0.378 ,, ,, ti " " " 
,, ,, 

" " " 

. ,... 
TABELA - 8.i (coNTINVA~AO) 



MODOS , FREQ. NODOS ( x = :X:/L) 
1/IIT. METODO NAT. 

2~ 3~. 4~ 5~ 6~ 7~ {H~l 

' . E.ULER 23.t,G - - - - - -
TEOIIICD 

'íÍ/v\OSH. 23.4, - - - - - -
1~ f:XPERi - 5€!'11 FAL.HA 23.00 - - - - - -

t,,MtH,1l. 
~FAÃ-HA 4í: Ar --

(8"rR~ i) :ic. o.~za 23.00 - - - - - -
TlÓRICO 

f.VLf.R #.OS o.es~ - - - - -
2•, Tif'IIOS H. ~~.08 li - - - - -

ex PERi- 56-flll FAL.HA 38.00 0.99. - - - - -
fl,l\&NTAL ~A4;:·,,.,T 

--1-----

SAR/lili) ;t = 0.522 'ª·ºº o.935 - - - - -
TE.ÓAiCO 

E.VLE.f(. i27.8 0.5i7 ll965 - - - -
3~ Tif\/lOSH. 127. 7 ,, li - - - -

. ExPeRi- l:JEM F'ALH'I 2,.0 " 0.99j - - - -
MErlTJIL r:3 J./IA i % Ar 0.543 s,w111 il ;:.1'1. '2:Z 126.0 0.9'7 - - - -

E.UU.R 26!.2 o.383 0.6116 0.983 - - -
TEÓ/1.ÍCO t,-,- ,_ ~ 

4~ TiMO:iH. 260.7 li li li - - -
ExPeRi- ScEM F'"J'l~~"I 257-0 o.379 0.683 0.931 - - -
N'\E:l'IT~'- i--;:.AL#:.t4" % Ar 257.0 0.371" 0.6Bi o.983 i' ;.;;i_:0.1•1 

Tt:Ó11ico 
E.VLf:.11 4-43.1 O.Z9i- 0.527 o. '161. o.989 - --- ·- ·--~- -

5; TiMO:iH. #1.8 li li li li - -
EXl'E/'1/- $€M F',tL.HA 436.0 0.286 0.520 0.756 o.987 - -ME.riTAL 

F,4t.HA_ff Ar (8/IRRA !.) :icaO. 22 43,.0 li /1 f/ li - -
TEÓllico 

éULER ,73.6 0.238 0.112 '! 0.61.7 o.aor 0.993 -
6~ TiNI05H. 670.3 o.233 li li " 1/ -

E'J<Pf,R/- &E-M FAL.lfA 660.0 o.Z.H o.4U o.6H 0.804 o.~88 -M,NTltL 
F,Z~,J. f1__tlr o.992 (8A~~" l.) 660.0 /1 lf ,, 1/ -

Tt:Ó11ico EULf.R 952-~ 0.201 O.;J(!,0 o.519 0.67J O.íl.38 0.9% 
-··- t--···--

7; Tir-lOSH. 945-9 li li li " /1 // 
E.~l'titl- 5"...-\ FALHA 9ZS.O 0.!93 o:~52 0.5H 0.671 O.!l:S5 0.994 
Mé-NTAL. 
'81/RRI/ 1 F;~f-;/ '.:f -'f. {; Ri 928.0 li li li 0.675 0.836 0.998 

TABE.LA - 8.2 



MOI05 
MÉTOJ)O 

FllEi. NODOS (jé: X/L) 
/IAT. 11Q!; 2~ 3~ 4~ 5~ 6 !: 7~ ª"' 9~ 10~ H~ u~ .i3~ i~~ 

TEÓRico 
éUlé/? t7S.S 0.173 0.3i0 o.J;'{B 0.585 0.123 0.661 0.9% - - - - - -

1---' ·---
1%68.0 

. ~ --- ~~-· - ---•-· - .. -- >·-

8"' Tifl/lO{>H. li ,, 
" " " 

,, 
" - - - - - -

'-Xt'Eli- .SEM F4LHA 1zHo 0.166 0.305 o.442 0.582 0.118 0.858 0.996 - - - - - -MENr,u .. FA/.ff4·-q·yÃT .... ---- ~ -----
/IAW, f) ,i,. :0$,12 lt43.0 " 0.304 " 0.58J 0.120 " o.999 - - - - - -'= 

TEÓRiCo 
EUL~ J655.8 0.152 0.273 0.3S4 o.5i5 0.635 0.751 O.fJ78 ll.991 - - - - ->---·--·· - -

9~ r1NJO.SN. 163.5.8 li li " li " " li " - - - - -
E."J.PER.Í - 5EM t=ALHA 1,ot.o 0.145 o.267 0.38V o.511 0.631 O.'TS3 a.876 0 . .999 - - - - -
MEIV'TAL. PA,Hlf "1/_I'. ...,T ·- ·- - . -- - .. -- --·--1-- ~-
8AAAR i) ,t:0.$22 60f0 " 

,, 0.388 " 0.63% 0.755 li 1.000 - - - - -
TEOfiÍCO 

6UL6/? 2080.i 0.!36 0.243 0.351 0./159 o.567 0.675 0.783 o.8!11 0.998 - - - -
~ . 

10~ T/MOSN. 1.048.7 li " " " o.568 " li " " - - - -
E,Cf'f(I.Í - .SGM F,'1-/JIA 200+.o O.!H 0.2J8 a.34, o.455 0.562 0.6'11 o.1so o.88.9 0.99.9 - - - -
MENTA/.. '1.t:.H-1 ~>. 11, ~ ··- f-·-· 

1/,i,/A i) =".St2 l004.0 0.12, 0.237 li " o.563 0.673 o.782 0.89J j.OOO - - - -
T€ÓRiCo 

EULéK 2553.0 0.1ZJ o.UJ 0.311 0.414 0.512 0.,10 0.107 o.aos 0.901 o.9.98 - - --
u~ TIMD.5H. zso.n li a.220 li o.4J5 li li li " " li - - -

€*1.Pfll.i - SEM FAUIA ''*"·º O.H6 0.213 0.31J 0.1;09 0.507 0.606 0.10ft. 0.802 0.901 1.000 - - -MENT,\,t. ~,H;;·-i.i'X Ar --- - > --·-i-- -
(/IAUA i) i/. =0-522 '149.0 O.HS " " 0.1/10 o.soa 0.608 o.7o7 o.aos o.903 li - - - N 

redRico éULG-A 'fOT-/.3 o.HJ 0.200 O.Z09 0.378 o.467 0.555 0.6v/f 9.733 0.022 0.310 0.998 - -··-· ·-·-- -
li 1.2~ 

r/MO.SH, 3006.i o.1!2 /i.201 li " li li li " li li - -
E~PE1'i - .56"' FIILHA zs1,.o O.JOJ o.188 0.2~ 0.371 o.l/62 o.sso ô.69/ o. 72!1 0.820 o.911 >1 - -.-.,1fNTAL 

"FAi.llA/jf A-r o.3 74 Ó.6"2 -
(8MK/ti) -2..::0-S Z.916.0 0.103 O.J32 o.ta3 o.4-63 o.553 0.7J2 0.822 0 . .913 ;, 1 - -
TEÓIUCO 

€UL€Jf '6+4.Z O.J03_ o,16'1 0.265 0.34-1 o.429 0.511 0.592 0.673 0.7S5 o.B37 o.918 D.999 --
TIM!JSH. 3.5q8.8 " o.185 li li ,, li li li ,, 

" li " -13~ 6Xrt~i - SEM Flfl.HA ,4st.o 0.098 0.182 o.26f 0.3Y: o.426 0.508 li o.836 0.922 >1 " " -Mé,,/T/tl F.4LH,4 1 Y. Ar 
-

'/JAR!.A j) ·,,_,o.5ZZ H51.o 0.096 0.!76 o.t6Z 0.3'f4 0./129 o.5os o.591 0.614 O.TS6 0.838 1/ >i -
reo'.(ico EVi.6~ 4262.5 0.095 0.!11 0.2,, 0.321 0.396 o.471 O.Sf7 0.622 0.698 0.113 0.8li9 o.924 o.999 

14~ 
7/MO.SH. •132.8 0.09& ,, li li li o.412 " 0.623 " li " " li 

éXP6~/- St;M J:,4LHIJ 3980.C 0.089 a.16.i o.21tt 0.317 0.333 0.1/69 D.5"5 o.621 ô.69!. 0.773 o.B5J 0.927 ;, j 
MEr/TIIL FALHA ~X HT 

0.21/0 o.410 o.S4i 0.622 o.854 0.92!1 (l1M-fA J) ~- s0,522 igso.c 0.086 o.J.63 1).316 li o.70J 0.771 ;, J 

TABELA - 8.2 (CONTiNUAç.Âo) 



MOl>05 ' FleE!P. NOJJ05 ( X = X/L) 
rlAT. METOJ>O tv/lT. 

4-, 6", 7~ 8", 9~ 10", 11. ~ 12.'!: 13~ u~ 15' 16~ J.1,1 .18~ J.!J! 20~ (111) 2~ 3", 5~ 

reóúco €VLEle t929A 0.068 o.158 O.tZB 0.298 0.368 0./139 o.ias 0.579 0.649 o.71.9 o.789 0.860 0.'3i/O 0.999 - - - - --- l------ --L· -- L . --~-- ~-

J.5! T/MO.SH. •75J. J 0.089 u " o.299 0.369 " li " " " " " " " - - - - -
EX.PéfJ.I- SEM FALHA ~596.0 o.os~ o.155 o.us 0.296 0.368 0-43!1 o.so.s ,E:_S,§2 o.65e o.rt4 0.795 o.865 0.9"55 ,. :L - - - - -
M~rff/tl ":Z':.':.~d~/T"T - -~ 

,..._ 
(.81/MA f J =O.S b620.0 0.081 o.153 0.223 o.2!15 o.367 li li u " " • 0.867 o.938 :>-1 - - - - -
r6Ó~/CO 

€UlEA 5644-7 0.083 o.HB 0.213 D.273 o.34S o.410 0./{76 0.541 0.607 0.672 0.738 0.803 0.863 o.!J"5't 0.9!J3 - - - -- -- f- . ·---1-- - - .e -· ·-· - '-

16~ TIMO.SN. 5420.5 " li 0.2H " " li " " li 0.673 li " " " " - - - -
€}(!'€~/- i)EM F-1/LH"/ 5218.0 0.078 o.141 0.21.0 0.2.75 0.342 " o.478 o.sH 0.612 0.67J o.741 o.812 o.B7J 0.944 ">'i - - - -"'1€rlTAL FA'4'1H .,, /, l"fr 

.. ~- ~-
õ":344 (8 MI/li J ) X.• 0-522 SUB.O 0.077 o.11/2 0.211 o.277 li O.Í/'17 o.51/2 0.60!} 0.676 0.743 o.803 0.874 o.940 >i - - - -

TéÓ,(ICO 
tiVJ.GA 61/08.5 0.071 o.B9 o.zoo 0.262 0.3Z4 o.385 0.446 0.508 o.569 0.631. 0.693 o.rs4 D.815 o.877 0.931 1.000 - - -·--· ·-~-

i7~ 
riMo.SII. 6Je1.9 0.078 li 0.201 o.263 " " " " 0.570 " li " " li " li - - -

é><P€fJ.i- .SEM F-M.H/1 567Z.O 0.073 0.138 0.137 0.261 0.322 0.387 o.4so O.S/3 o.57'! 0.638 o.10E 0.161/ 0.828 0.8S3 0.953 ;,-1 - - -
r;'jNT..t~, -- Õ.947 F:IJPfA .'11 ,,, 590+.o 0.071 O.i.33 0.!95 0.260 0.321 0.306 o.44G. o.S09 0.5'f2 0.633 0.697 0.760 O.B24 0.807 ;,-i - -MM• -0.tS 

TçOl(ico 
6Ul. <:li!. 7U0.9 0.073 o.131 0.183 O.Z47 0.305 0.363 t._4~9 0.Í/78 0.536 a59V 0.65! 0.7:f.0 n.768 0.826 088• o.91/2. {000 - -._ 

~ -- . - ..... -
i8' 

nMOSf/. 6860.3 0.079 ,, li " li li o.lt2i " 0.537 li 0.653 " li " " " " - -
/El(ff,Ú. ~&VI P,H.N// ~5St.o o.067 0.128 0.186 o.246 0.306 0.3(.7 0.1126_ J!.487 o.54! 0.606 0.666 0.726 D.787 o.846 0.,06 0.962 ;,-1 - -

jMé-tfTA-L F:3'.H-f f/Ar -~ 
C4A,fHII J) 6554.0 li o.H4 O.J.85 o.Z44 0.,02 0.364 o.'12t o.i/82 0.541 0.599 o.659 0.120 0.778 o.837 0.896 ().95.5 >.1 - -_o.5 

w 

reo~ic.o €ULG/t. 8081.7 0.069 0.124 O.i78 D.233 0.288 0.'43 D.397 0.452 0.507 0.562 0.616 0.671 D.'126 0.781 0.036 0.891 ~.91/S 1.000 -
~ 

TIMO.SR. 7634.4 0.010 li 0.179 D234 1/ " o.398 0)/53 li li 1/ 0.672 li li ,, li li ,, -13• E)(~,f/· ~é-M PALHA 1/{SO.O 0.064 0).22 0.238 0.294 D.351 O.Í/07 O.J/65 0-522 0.578 0.636 0.693 0.749 0.801 0.06~ 0.92.3 0.97't ;,- .1 . " -
M~rtTl!-t. -~ 1---"-

.__ _____ 
~-~ 

(M~;r,fi/ qlNA -~'· '4r 71/58.C 0.063 o.tt5 o.11~ 0.232 o.ia+ o.345 o.4oo 0.9-59- 0.513 0.567 0.625 0.683 0.7:J1 0.796 0.8'1 0.908 0.962 >i -x.,o.,<ZZ 

1 réÓ,</c.O 
€UL.6t 8991..D 0.066 o.i.17 D.16~ 0.221 0.1.13 0.'325 0."377 o.f/.29 o.481. 0.533 o.584 0.636 0.688 0.741. 0.19:J o.eu 0.897 O.'J49 ·ººº ------=--1-- ---- --~--... -- L.___._ - -
T/NIO.Slf. ~443.0 " o.UB " " " " " " " " 0.585 0.637 0.689 " li 0.81/-4 " " " 20' 6)(/'6':/ - .SEM F-AUl/1 8050.0 0.061 o.J.14 0.:ZZ2. 0.278 0.'331 0.387 o.441 o.435 0.550 Q:_603 0.658 0.7i3 0.'166 'º'ª,.º m1. p.J22_ 0.973 >1 li 

MetYTA~ 11,4µ.1_.9?7 r . õii1 ----
o.4i1 

~-- - ,..___ - - -
UMMi} :ilaO, 8058.o 0.059 0.111 0.165 o.z.13 0.323 0.378 o.48, 0.537 0.589 o.6Y3 0.6!18 a.740 0.803 0.856' 0.909 0.960 >1 

TABELA - 8.2 (CONTiNUll~Ão)_ 
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AP[NDICE C - ASSINATURAS DECRESCIMENTO ALEATORIO 

FIGURA C. l 

1Assinatura Decrescimento 
_ A l eatõri o para: 

Falha::: 0% At 
Aceler. ã 605 ITl11 

FIGURA C.2 

Assinatura Decrescimento 
Al eatõrio para: 

Falha= 8% At 
Aceler. ã 605 mm 

FIGURA C.3 

Assinatura Decrescimento l Al eatõrio para: 

l F a 1 ha = l 6% A t 
Aceler. ã 605 ITl11 



. 116. 

-- sem falha 

------ falha 8 % At 

6T = 1 ms 

!FIGURA C .4 

Assinatura Decrescimento 

1Al eatõrio para: 
1 

Falha= 32% At 
jAceler. ã 605 mm 

FIGURA C .5 

Assinatura Decrescimento 
Aleatõrio para: 

Falha= 50% At 
Aceler. ã 605 mm 

FIGURA C.6 

Comparação entre Assina­
turas Decrescimento 
Aleatõrio com: 

Falhas de O e 8% 
Acelerômetro ã 605 mm 



1 mV A:iv. 

1 mV.ttiv. 

1 m V-ttiv. 

1 
1 
1 
1 
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-- sem falha 

------- falha 16% At 

AT=1 ms 

-- sem falha 

----- falha 32 % At 

AT=1 ms 

-- sem falha 

-- ----- falha 50 % At 

AT= 1 ms 

FIGURA C .7 

Comparação entre Assina­
turas Decrescimento 
Aleatõrio com: 

Falhas de O e 16% Ate 
Ace1er. ã 605 mm 

FIGURA C.8 

Comparação entre Assina­
turas Decrescimento 
Aleatõrio com: 

Falhas de O e 32% Ate 
Aceler . ã 605 nm 

FIGURA C.9 

Comparação entre Assina­
turas Decrescimento 

. . 
Aleatõrio com: 

Falhas de O e 50% Ate 
Aceler. ã 605 nvn 
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FIGURA C.10 

Assinatura Decrescimento 
jAleatõrio para: 

!Falha= 0% At 
' 
Aceler. ã 255 mm 

FIGURA C. 11 

Assinatura Decrescimento 
Aleatõrio para: 

Falha = 8% At 
Aceler. ã 255 mm 

FIGURA C .12 

Assinatura Decrescimento 
'Aleatõrio para : 

lFalha = ~6% At 
Aceler . a 255 11111 
1 
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1 mV ,t!iv. 

-- sem falha 

----- falha 32% At 

dT= 1ms 

FIGURA C.13 

Assinatura Decrescimento 
Al eatõrio para: 

Falha= 32% Ate 
Aceler. ã 255 mm 

FIGURA C. 14 

!Assinatura Decrescimento 
Aleatõrio para: 

1Falha = 50% At e 
Aceler. ã 255 mm 

FIGURA C.15 

Comparação entre Assina­
turas Decrescimento 
Aleatõrio com: 

Falhas de O e 32% At 
e Aceler. ã 255 mm 
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1 mV/dív. 

-- sem falha 
-- ---·· falha 50 % At 

FIGURA C.16 

Comparação entre Assina­

H>t+-1+1""'4-,1-+f-+~~-1t-11-+~-l-l+-'...+-l.....i.-~w~~ turas De cres e imento 

õT= 1 n:is 

Aleatõrio com: 

Falhas de O e 50% At 
e Aceler. ã 255 rrm 
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IFI GURA e. 17 

!Assinatura Dec~escimento 

I
A l eatõri o para: 

Falha= 0% At 
jAceler. ã 542 mm 

FIGURA C.18 

Assinatura Decrescimento 
1Al - . . 
1 eator,o para: 

Falha = 8% Ate 
Aceler. ã 542 nm 

FIGURA C.19 

Assinatura Decrescimento 
IAleatõrio para: 
1 . . 

f alha= 16% Ate 
ã 542 nm 
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1 mV,ttiv. 

-- sem falha 
- ···-· falha 8 % At 

,, ~ 
' Í\ !\ 

" ~ ~ 
,. r, r: M ~ 

"' 
~ 

--
w 

~, 1 1 ~ '. t ~ 

AT:1ms 

--

. 

FIGURA C .20 

!
Assinatura Decrescimento 
Aleatõrio para: 

Falha= 32% Ate 
ã 542 mm 

1 
FIGURA C. 21 

Assinatura Decrescimento 
'Aleatõrio para: 

Falha= 50% Ate 
ã 542 mm 

FIGURA C.22 

Comparação entre Assina-
. . 

turas Decrescimento 
Aleatório com: 

Falhas de O e 8% At 
e Aceler. ã 542 mm 

j 



. 

' 1 

1 

' 

1 m V .tliv. 

. 1 2 3. 

-- sem falha 
.......... falha 16% At 

FIGURA C.23 

Comparação entre Assinatu­
o,u...1-J.-1-1__,__1-1-.1-J.4,-1--1-+--l-l-++~-+-J-H1-1--1-++++-1-H1-+,H ras Decrescimento Aleatõ-

1 mV/div. 

LO 

'-"'-----= 

1, mV/div. 
' 

L 

A 
,, 
" " 

-
·v 

L 

' ' 

, ' 
\: ' ' ' rio com: 

LIT= 1 ms 

-

-- sem falha 
------· falha 32%At 

/ ~ /, 
1: 

1, 

' ' ' ' " ' '' ' : ,' '' 
' ' 

' 1 

t ' : ' 1 
\ ' ' ' ,, 

' 

-

LIT=1 ms 

.. 

-- sem falha 

--------- falha 50% At 

•1 

•, . . ' 1 

" ,, .~ 1\ (' i' 1 ti ,, 1 1 

d 1 : ~ ~\ ,:: ,,\ ,,\ ,: 
' \ ' \ 1: \ ': /: " ' '' ' 1 1 l 1 ! 1 1 1 1 /, '' 
' 1 / \ ( 1 1 ' \ ' 1 1 ': 
'' ' \ ! 1:; '1 ' ' 

' 
1 1 l ! ' ' '1 '' 1' 

' 1, 1 r ' " 1' ' '' '' '' ' 1•11 ~I ' 1' '' ' ~· ' ' i ijJ ' '' '' ' ' t ' ,, ,, 
1 ' ' .; ' 

' V 

. 
Ll'f :=1 ms 

' ' 

1 

t 

' 
1 

1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

Falhas de O e 16% Ate 
Aceler. ã 542 mm 

FIGURA C.24 

Comparação entre Assinatu­
ras Decrescimento Aleatõ­
rio com: 

Falhas de O e 32 % Ate 
Aceler. ã 542 mm 

FIGURA C.25 

Comparação entre Ass i natu-
ras Decrescimento Aleatõ-
rio com: 

Falhas de o e 50% At e 
. Aceler. a 542 mm 
1 
! 
i 
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