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Neste trabalho é apresentada a formulação completa do mé­

todo dos elementos de contorno para a solução de problemas de po 

tencial na qual corpos axissimétricos são sujeitos a condições de 

contorno arbitrárias. 

Nesta formulação, as variáveis de contorno sao desenvolvi 

das em série de Fourier, em função da coordenada angular. Isto 

permite que um problema tri-dimensional seja reduzido a uma se­

qüéncia de problemas uni-dimensionais. 

Além da formulação analítica, é apresentada a solução nu­

mérica utilizada para a implementação desta formulação. 

São apresentados os resultados de cinco aplicações que mo~ 

trama precisão do método, quando comparado com soluções obtidas 

de forma analítica. 
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This work presents a complete boundary element rnethod for 

the solution of potential problems in wich axisymrnetric bodies 

are subjected to arbitrary boundary conditions. In the 

formulation followed, the boundary variables are developed in 

Fourier series with respect to the angular coordinate. This 

permits that a three-dirnensional problem be reduced to a 

sequence of one-dirnensional problems. 

In addition to the analytical forrnulation, it is presented 

the nurnerical procedure used to implernent this forrnulation. 

Results for .five applications show the accuracy of the 

method when compared to analytical solutions. 



NOMENCLATURA 

A = matriz cheia, quadrada de orden N, formada pelos coefici 

entes das incógnitas. 

AO, ... ,AlO = valores dos coeficientes do polinômio da integral e 

líptica completa do primeiro tipo. 

a = raio da esfera. 

BO, ... ,BlO = valores dos coeficientes do polinômio da integral e 

c = 

C(P) = 

EK = 

EE = 

En = 

f = 

F 

líptica completa do primeiro tipo. 

velocidade de propagação da onda em um meio. 

coeficiente que é função do ponto de contorno. 

integral elíptica completa do primeiro tipo. 

integral elíptica completa do segundo tipo. 

seqüência de integrais elípticas completas. 

função contínua. 

vetor dos termos independentes que inclui a 

contribuição dos valores prescritos. 

campo vetorial continuamente diferenciável. 

FK = módulo da integral elíptica. 

FKL = módulo complementar da integral elíptica. 

G = matriz dos coeficientes da solução.fundamental. 

h = parâmetro que representa as propriedades de um meio na 

H = 

equação da difusão. 

matriz dos coeficientes da derivada da solução fundamen­

tal na direção normal. 

HHn = solução fundamental da equaçao de Laplace, angularmente 

independente, que é dada em função de integrais elípti­

cas completas. 
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HLn derivada da solução fundamental na direção normal, comre 

lação as coordenadas do ponto campo. 

i = vetor unitário. 

i = Índice. 

I = matriz identidade. 

INF = Índice que indica qual o termo da série de Fourier a ser 

utilizado. 

INDC índice relativo ao termo em cosseno na série de Fourier. 

INDS = índice relativo ao termo em seno na série de Fourier. 

j = vetor unitário. 

j = índice. 

l~I Jacobiano da transformação. 

K = vetor unitário. 

K = índice 

K = representa uma função de posição conhecida ou constante 

na equaçao de Poisson. 

KODE = código que indica o tipo de condição de contorno dos nos 

J/, = 

L = 

m = 

n { 
N = 

N = 

p = 

Q = 

do elemento. 

comprimento do elemento. 

número de pontos de inte.gração. 

índice. 

índice. 

normal. 

número de elementos de contorno. 

funções de interpolação. 

ponto fonte. 

ponto campo. 

q = au = derivada do potencial na direção normal. 
an 

q* = :lu* = derivada da solução fundamental na d.ireção normal. 
:ln 
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R = coordenada R dos pontos extremos dos elementos de contor 

no. 

RR = expressao definida no capítulo III. 

r(P,Q) = distância do ponto fonte até o ponto campo. 

RQ = coordenada R do ponto campo .. 

RP = coordenada R do ponto fonte. 

SA,SB = parâmetros do polinômio da integral elíptica completa 

do l<? tipo. 

SC,SD = parâmetros do polinômio da integral elíptica completa 

do 2<? tipo. 

T = temperatura. 

T' = gradiente de temperatura. 

t = tempo. 

u = potencial. 

u fluxo uniforme de velocidade no infinito. 

u*(P,Q) = solução fundamental. 

u = função harmônica (função que satisfaz a equaçao de 

V = { 
VP = 

Laplace) 

indica u ou q 

potencial elétrico 

valores das condições de contorno prescritas. 

VI = originalmente contém os coeficientes independentes e a­

pós a solução conterá os valores das incógnitas do siste 

ma. 

WK = fator de peso associado ao ponto K. 

WM = fator de peso associado ao ponto M. 

X 

y 

coordenada retangular. 

coordenada retangular. 

y = vetor formado pelos valores nodais incógnitos. 
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z = coordenada retangular. 

ZP = coordenada Z do ponto fonte. 

ZQ = coordenada Z do ponto campo. 

a = cosseno diretor relativo a RQ. 

8 = cosseno diretor relativo a ZQ. 

o(P,Q) = função generalizada delta de Dirac. 

E = erro de aproximação. 

{ ângulo. 

fluxo passando por uma esfera. 

e = ângulo. 

6P = ângulo relativo ao ponto fonte. 

8Q = ângulo relativo ao ponto campo. 

TI = 3.141592653589793238462643 •.. 

V = gradiente. 

v2 = Laplaciano. 

r = superfície do corpo. 

íl = corpo axissimétrico qualquer. 

n = coordenada intrínseca. 
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CAPITULO I 

INTRODUÇÃO 

Na procura de novas técnicas numéricas para a solução 

de problemas de engenharia, o método dos elementos de contorno 

(MEC) vem se consolidando como uma alternativa eficiente. 

Apesar do MEC ser um método de aplicação menos geral 

que o método dos elementos finitos (MEF), tem-se mostrado um me­

todo mais eficiente para certos tipos de problemas, especialme~ 

te em problemas de elasticidade que envolvem concentração de ten 

soes. O MEC é também bastante recomendado para a solução de prQ 

blemas que envolvem domínios infinitos ou semi-infinitos, tais 

como aplicações em hidráulica, mecânica dos solos, interação flui 

do-estrutura, solo-estrutura e outros. 

O objetivo deste trabalho é aplicar o MEC a problemas 

de potencial que envolvam geometria axissimétrica sujeita a con­

dições de contorno arbitrárias. Nesta formulação incluem-se prQ 

blemas de fluxo transversal sobre corpos axissimétricos com apl~ 

caçoes na indústria aeroespacial, bem como todas as aplicações 

que a teoria de campo possa abranger. 

A representação matemática dos problemas é feita pela 

equaçao de Laplace e o contorno é discretizado, utilizando-se e­

lementos com variação constante. 

Neste trabalho é apresentada a formulação completa pa­

ra este tipo de problema. 
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Um programa elaborado em linguagem Fortran foi desen­

volvido para os computadores Bourroughs B-6700 e B-6800 do Núcleo 

de Computação Eletrônica da Universidade Federal do Rio de Janei 

ro. 

A seguir comenta-se sucintamente os principais autores 

que têm trabalhado neste tipo de pesquisa. 

Um importante trabalho neste assunto foi desenvolvido 

por L.Wilson [ 1 1 que em 1965 publicou um artigo no qual utiliza­

va o MEF no cálculo de tensões e deslocamentos para sólidos elás 

ticos de revolução sujeitos a cargas axissimétricas ou não-axis~ 

simétricas, isto é, cargas arbitrárias. 

Nesse trabalho, Wilson inclui o estudo de estruturas com 

plexas considerando as propriedades dos materiais anisotrópicas 

e fazendo uso de princípios de energia; equaçoes de equilíbrio 

são formadas para a estrutura completa. 

Para o caso de cargas arbitrárias, os deslocamentos u, r 

uz e u
8 

de cada nó são expandidos em série de Fourier e admitin-

do as propriedades de ortogonalidade das funções trigonométricas, 

a análise é dividida em uma soma de análises bi-dimensionais. Es 

te trabalho pode ser considerado como a primeira publicação que 

trata de corpos de revolução sujeitos a cargas arbitrárias. 

Em 1967, Hess e Smith [ 2 1, utilizando o MEC, desenvol 

veram um trabalho para obter a solução de problemas de fluxo de 

potencial sobre corpos arbitrários com condições de contorno ti-
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po Neumann utilizando o método indireto para o cálculo do poten­

cial e da velocidade. 

M.Mayr [ 3 ), em 1976, desenvolve uma formulação para tr~ 

tar problemas de elasticidade axissimétrica utilizando o MEC.Nes 

se mesmo trabalho ele faz a extensão para condições de contorno 

arbitrárias, seguindo o mesmo caminho utilizado por Wilson com a 

utilização do MEF. 

Em 1979, F.J. Rizzo e D.J. Shippy [ 4
) fornecem os ele­

mentos necessários para a obtenção da solução pelo MEC para pro­

blemas de potencial e elasticidade para corpos axissimétricoscx:rn 

condições de contorno arbitrárias. 

Já em 1980, M. Mayr e outros [ 5
) publicam um procedi­

mento semi-analítico para o estudo de corpos elásticos axissimé­

tricos sujeitos a condições de contorno arbitrárias, com a utili 

zação do MEC. 

Nesse mesmo ano Shippy, Rizzo e Nigan [ 6
) desenvolvem uma 

formulação completa para problemas de elasticidade onde resulta­

dos numéricos para alguns exemplos estão incluídos. Paralelamen 

te, Shippy, Rizzo e Gupta [ 7
) fazem o mesmo desenvolvimento pa­

ra problemas governados pela equação de Laplace. 

No final deste trabalho, sao apresentados exemplos i­

lustrativos resolvidos que mostram a eficiência do MEC quando a­

plicado a problemas de potencial que envolvam geometria axissimé 

trica sujeita a condições de contorno arbitrárias. 
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CAPITULO II 

PROBLEMAS DE CAMPO E SUA APLICACÃO PELO MEC 
' 

II.l TEORIA DE CAMPO 

A teoria matemática que recebe o nome de teoria de cam 

po é aquela que usualmente é utilizada na pesquisa de métodos que 

predigam fenômenos naturais. 

Assim, imaginando uma região de um espaço V, na qual 

cada ponto é associado a um ou mais números que representam uma 

quantidade física, estes números podem ser especificados cerno tem 

peratura, pressão, densidade e intensidade de campo elétrico, en 

tre outros. 

A totalidade destes valores para cada tipo de quantid~ 

de física, constitui um campo físico, que por conseguinte são cha­

mados de: campo térmico, campo gravitacional e campo elétrico. 

Na teoria de campo, os problemas envolvem em um deter­

minado meio ou domínio, redes de fluxo, que são malhas compostas 

por linhas de fluxo (linhas tangentes em cada instante e em cada 

ponto ao vetor de velocidade nesse ponto) e linhas equipotenci­

ais que, em um meio isótropo e em regime permanente (ou seja, a­

quele cujas características em cada ponto não variam com o tem­

po), são ortogonais entre si. 

A extensa área de aplicações da teoria de campo pode 

ser inferida da seguinte lista: 
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a. movimento de fluidos 

cálculo de fluxo sobre aerofólios e outras obstruções, infil­

tração de fluidos através de um meio poroso. 

b. condução de calor 

determinação da distribuição de temperatura em sólidos em ge­

ral. 

c. elasticidade 

engenharia estrutural e problemas de vibração. 

d. difusão 

cálculo do aquecimento e esfriamento de metais, têmpera de vi 

dros e a difusão de fluidos. 

e. ondas acústicas 

projeto de alto falantes e microfones. 

f. ondas eletromagnéticas 

cálculo da propagação de ondas e antenas. 

g. eletrodinâmica 

determinação da resistência de condutores com forma irregular. 

h. eletroestática 

projeto de tubos de vácuo, microscópios de elétrons, oscilos­

cópios de raios catódicos e tubos de televisão. 
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i. magnetostática 

cálculo de geradores e motores 

j. alta-voltagem 

projeto de transformadores densos de alta-tensão, voltímetros 

eletro-estáticos e geradores de Van de Graaf. 

Na teoria de campo, muitas aplicações físicas sao uni­

ficadas pelo fato de poderem ser expressas em equaçoes diferen­

ciais parciais que contêm o Laplaciano. Assim, temos: 

- Equação de Laplace, V2 U = O (II.1) 

- Equação de Poisson, V2 U = -K (II.2) 

Equação da Difusão, v 2 u 1 au - = 
h2 at 

(II.3) 

Equação da Onda, v 2 u 1 a 2 u - = 
c2 ôt 2 

(II.4) 

onde Ué o potencial. 

Em problemas de eletricidade, Ué o potencial elétri-

co; em problemas de magnetismo, Ué o potencial magnético; em 

problemas térmicos, Ué a temperatura. 

Na equaçao de Poisson, K representa uma função de pos! 

çao conhecida ou constante. Os símbolos h 2 e C2 são parâmetros 

que representam as propriedades do meio. 
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Chamamos V2 0 ao operador de Laplace ou Laplaciano de 

uma função O, que em coordenadas retangulares assume a seguinte 

forma: 

v2 0 = 3 2 0 3 2 0 3 2 0 + + (II.5) 
3x 2 3y2 3z 2 

os problemas de campo na sua forma mais simples de apresentação 

são governados pela equação de Laplace. 

I 1.2 MÉTODOS DE RESOLUCÃO DA EQUACÃO DE LAPLACE , , 

Podemos resolver a equaçao de Laplace de diferentes ma 

neiras. 

Em geral, a solução mais satisfatória é a solução mate 

mática exata. Infelizmente, poucos são os casos em que é possí­

vel obter uma solução exata para problemas que se apresentam na 

prática, o que nos leva a recorrer a outros métodos como a solu­

ção gráfica, solução experimental ou aos métodos numéricos. 

No presente trabalho, recorreremos somente aos métodos 

numéricos, sendo que o método a ser utilizado é o método dos ele 

mentes de contorno (MEC). 

II. 3 CLASSIFICACÃO DAS SOLUCÕES , , 

t vantajoso classificar a equaçao de Laplace de acor­

do com o número de variáveis independentes. 
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Como tratamos com um espaço tridimensional (3-D), em 

geral o potencial é uma função das três variáveis, isto é: 

onde x 1 ,x 2 e x 3 sao três numeros que especificam um ponto no es­

paço. Eles representam as coordenadas retangulares x,y,z ou al­

guma forma de coordenadas curvilíneas. 

Em muitos casos, a simetria permite que o potencial~ 

sa ser expresso em termos de duas ou mesmo uma variável. 

Tais casos sao freqüentemente chamados de problemas bi 

dimensionais (2-D) e unidimensionais (1-D), indiferentemente ao 

fato que eles formam um espaço tridimensional. Entretanto, te­

mos que distinguir um campo cilíndrico de um campo axissimétri­

co. Um campo cilíndrico é definido como um campo no qual os co~ 

tornos são cilindros que se formam ao deslocarmos a base parale­

lamente a si mesma segundo uma direção perpendicular. 

Um campo axissimétrico ê definido como um campo no qual 

o contorno tem simetria com respeito a um eixo. 

No campo cilíndrico, o potencial é independente da dis 

táncia ao longo do cilindro e no campo axissimétrico, o poten­

cial e independente do ángulo circunferencial em relação ao ei­

xo. Em ambos casos, Ué uma função de duas variáveis, mas suas 

soluções são completamente diferentes. 
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Assim, ternos a seguinte classificação das soluções pa­

ra a equação de Laplace: 

Tipo (3-D) - caso geral, U = U(x 1 ,x2 ,x 3 ) 

Tipo (2-D) - caso campo cilíndrico, com potencial independente da 

distância ao longo do cilindro, U = U(x 1,x2) 

Tipo (2-D) - caso axissirnétrico, com potencial independente do 

ângulo circunferencial em relação ao eixo, 

U = U(x1,X2) 

Tipo (1-D) - caso campo cilíndrico no qual o potencial é função 

de urna variável, U = U(Xi) onde i=l,2 ou 3 

Tipo (1-D) - caso axissirnétrico, no qual o potencial 

de urna variável, U = U(Xi) 

e função 

O tipo (2-D) - caso campo cilíndrico, inclui todas as configura­

ções nas quais o comprimento é infinito na direção x 3 , com U in­

dependente de x 3 • Corno exemplo, consideremos um campo eletrostá 

tico sobre um condutor cilíndrico de comprimento infinito e se­

ção transversal uniforme (Fig. II.l.a). Qualquer seção paralela 

ao plano x 1 -x 2 será idéntica às demais, de tal maneira que pre­

cisamos representar somente o plano da Fig. (II.l.b). 

Um outro exemplo do tipo (2-D) - caso campo cilíndri­

co, é um cilindro finito sem fluxo nos extremos e com U indepen­

dentemente de Xa· Nestas condições podemos obter problemas de 
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campos elétricos e campos térmicos com isolamento perfeito no ex 

tremo das superfícies (Fig. II.1.c). 

X2 

XJ 

o ~+-~-+-~---Jl------<~XI 

( b) 

X2 

( e J 
XJ 

FIG.11-1 - o , b, e - CAMPOS CILINDRICOS 
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O tipo (2-D) - caso campo axissirnétrico, é aplicado a 

configurações que possuem simetria com respeito ao eixo, e urna 

distribuição de potencial que é também simétrica com respeito a 

este eixo. 

A Fig. {II.2) nos mostra um corpo tendo simetria axial. 

Se o potencial do corpo é independente do ângulo com respeito ao 

eixo de simetria, todas as seções a:mtendo os eixos são idénticas. 

De fato, urna seçao através da Figura (II.2) é a mesma 

que a seçao da Fig. (II.l.b). Contudo, o campo de distribuições 

é diferente nos dois casos: 

X3 

O_,!---- --- _,._ __ 
/ 1 

X2 
/ 

XI 

FIG. 11-2 - CAMPO AXISSIMÉTRICO 
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II. 4 SOLUCÃO FUNDAMENTAL , 

Obtemos uma solução que satisfaz a equaçao de Laplace, 

assumindo que uma fonte concentrada age num ponto P. Neste caso 

a equaçao que governa o problema é: 

V2 u* (P,Q) + o (P,Q) = o (II.6) 

onde 

u*(P,Q) é a solução fundamental que representa o potencial em Q 

para uma fonte unitária em P. 

o(P,Q) e a função generalizada delta de Dirac. 

A solução fundamental desta equaçao para um meio iso­

trópico tri-dimensional (3-D) é 

u* = 1 (II.7) 
4 TI r 

onde r = r(P,Q) é a distância do ponto fonte (P) até o ponto cam 

po (Q) • 

Neste trabalho utilizaremos r(P,Q) em coordenadas ci­

líndricas, assim, definimos o sistema de coordenadas cilíndricas 

na (Fig. II.3). 
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X3 

RQ 
Q (PONTO CAMPO) 

eo 
RP 

I P ( PONTO FONTE l 

1 1 

1 1 
8P IZP 1 20 

1 1 
1 1 
1 1 

XI 

FIG. 11-J - DEFINI.ÇÃO DO SISTEMA DE COORDENADAS CILÍNDRICAS 

em Coordenadas Retangulares 

r(P,Q) = 
1/ 

(x1 (Q)-x1 (P)) 2+ (X2 (Q)-x2 (P)) 2+(X3 (Q)-x3 (P)) 2) 2 

X2 

• (II.8) 

em Coordenadas Cilíndricas 

1; 
2 

r(P,Q) = [RP 2 +RQ 2 -2RP•RQ cos(6Q-6P)+(ZQ-ZP) 2 ) 

(*l) Ver Apêndice A 

(II.9) 

( * 1) 
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II. 5 EQUACÃO INTEGRAL , 

A seguir, s.erá apresentada a equaçao de Laplace, escri 

ta em forma integral. Para tanto, vejamos alguns conceitos bási 

cos que nos levam a tal forma. 

Primeiramente, vamos recordar o teorema do divergente, 

também conhecido na literatura corno teorema de Gauss. 

Seja íl urna região do espaço tridimensional (3-D) cujo 

bordo ré urna superfície fechada e diferenciável por partes. Se 

ja, também, F um campo vetorial continuamente diferenciável, de­

finido em íl e no seu bordo. Então, se n designa a normal unitá 

ria exterior a íl, 

l
0

(div F)díl • lr (F•nldr (II.10) 

dIV F = V•F onde V= 

Logo: 

(II.11) 

Em particular, seu eu* forem funções escalares duas 

vezes continuamente diferenciáveis em íl e no seu bordo, e se fi-
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zermos 

F = u (v'u*) 
au* i au* au* = u ( + ~- j + k 
dXt dX3 -

vemos que 

v'•F = u (v' 2 u*) + (v'u) • (v'u*) 

e que em (II.11) se torna 

(v'u*)] díl = r [u(?u*)·~ )dr 

J r 

que é conhecida como a primeira identidade de Green. 

(II.12) 

A segunda identidade de Green é obtida subtraindo de 

(II.12) uma identidade que corresponde à troca deu por u* nela 

mesma. 

Logo, 

L u (V'u•) -u• tv'ull dU • t I u (Vu•) -u• C,u)] •odr 

a qual escrevemos da seguinte forma 

1. (uv' 2 u*-u*'7 2 u)díl t (u au* ·- u* au ) ar (II.13) = 
an an 
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que é conhecida como a segunda identidade de Green 

Toma-se agora a equaçao (II.6) 

V2 u*(P,Q) + o(P,Ql = o 

onde o(P,Q) representa uma fonte de intensidade unitária. Defi­

ne-se a função generalizada delta de Dirac como: 

6 (P ,Q) = O , p f Q 

I
P+LI 

d9-(Q)= 

P-LI 

o(P,Q) d9-(Q)=l 

com a seguinte propriedade, 

o(P,Q) dv(Q)= JP+LI f{Q) o(P,Q) dv{Q) = f(P) 

P-LI 

onde f(Q) é uma função contínua. 

(II.14) 

(II.15) 

A função u satisfaz a equaçao de Laplace, logo aplicag 

do a segunda identidade de Green, vem: 

J 
2 2 J au* (P ,Q) n[u(Q) V u*(P,Q)-u*(P,Q)V u(Q)]dS1(Q) = r[u(Q) -~~- u*(P,Q) 

" an (Q) 

J,,[u{Q) (-6(P,Q))-O]dS1(Q)=f r[u{Q) au* (P ,Q) _ u* (P ,Q) 
cln(Q) 

au (Ql l ar (Ql 
an(Q) 

au {Q) lar (Q) 

an(Q) 



Assim, se P e íl, 

u (P) • ),[u•(P,Q) 
au(Q) 

an (Q) 

façamos 

q (Q) = au (Q) 

an(Q) 
e 
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3u*(P,Q) 

an (Q) 

q*(P,Q) 

u(Q) J dr (Q) 

= au*(P,Q) 

an (Q) 

Desta forma, a equaçao de Laplace, escrita como uma e­

quaçao integral, fica: 

u(P) • ),[u•(P,Q) q(Q) - q•(P,Q) u(Q))df(Q) (II.16) 

que é conhecida como a terceira identidade de Green. Onde P é 

um ponto interno da região e Q é um ponto do contorno. 

Entretanto, a equaçao (II.16) modifica-se se P e um 

ponto pertencente a um trecho suave do contorno para [ 8 ]: 

: u(P) • l,[u•(P,Q) q(Q) - q•(P,Q) u(Q))df(Q) (II.17) 

Portanto, generalizando-se conforme a posição do ponto 

fonte P, a equação integral da equação de Laplace pode ser escri 

ta da seguinte forma: 
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C(PJ u(PJ • (, (u• g - g• u )dr 

onde o C(P) assume os seguintes valores: 

C(P) = 1 se P e ponto interno 

C(P) = 1/2 se Pé ponto de contorno suave 

C(P) = O se Pé ponto externo 

(II.18) 

Quando Pé um ponto de contorno nao suave, C(P) depe:2_ 

de dos ângulos dos planos tangentes ao contorno em P. Por exem­

plo, no caso 2-D [ 17 ] 

C (P) = 1T + a l - 0:2 

21T 

onde o: 1 e o: 2 estão indicados na 

figura (II.4) 

n, 

FIG. 11· 4 · CONTORNO NÃO SUAVE 2 • D 
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11.6 Ü MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

No presente trabalho, a equaçao integral (II.18) é re­

solvida numericamente ao invés de se tentar soluções analíticas. 

Que são possíveis apenas para algumas geometrias e condições de 

contorno particulares. Temos, portanto, a seguinte equaçao para 

resolver: 

C(P) u(P) ~ jr(u• q - q• u (dr 

O método utilizado, como anunciado anteriormente, é o 

método dos elementos de contorno. Neste método, o contorno r e 

discretizado em uma série de elementos sobre os quais o potencial 

(u) e sua derivada na direção normal (q) variam conforme suas fun 

ções de interpolação. A geometria destes elementos pode ser a­

proximada usando elementos de contornos em linha reta, paraból~ 

ca, arcos circulares ou qualquer superfície conhecida como for 

desejado, de maneira a melhor representar um determinado tipo de 

problema. 

Usando-se um método de colocação, a equaçao discreti­

zada é aplicada a um número particular de nós, pertencentes aos 

elementos onde os valores do potencial e de sua derivada na dire 

ção normal estão associados. 

As integrais sobre cada elemento sao resolvidas numeri 

camente, em geral, usando a quadratura de graus. 
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Prescrevendo-se as condições de contorno do problema 

(u ou q), um sistema linear de equações algébricas é obtido. A 

solução deste sistema de equaçoes, o qual pode ser efetuado usan 

do-se métodos diretos ou iterativos, permite a obtenção das in­

cógnitas do problema. 

Trata-se, portanto, de uma formulação do tipo misto,o~ 

de resultados para potencial e derivada do potencial na direção 

normal são obtidos em todos os pontos nodais, com o mesmo 

de precisão. 

grau 

Cabe observar que embora trabalhemos apenas com incóg­

nitas ao longo do contorno, resultados em qualquer ponto do inte 

rior podem ser obtidos posteriormente, a partir dos valores pre~ 

critos e calculados no contorno. Neste trabalho vamos abordar a­

penas problemas com geometria axissimétrica. 

Se as condições de contorno sao também axissimétricas, 

a dimensão do espaço é reduzida em uma unidade. E, neste caso, 

trabalha-se com corpos de geometria bidimensional. 

Entretanto, se as condições de contorno nao sao axissi 

métricas, isto é, arbitrárias, a dimensão do espaço continua tr~ 

dimensional. No entanto, com uma adequada utilização das séries 

de Fourier, como será visto no Capítulo rrr, é possível novamen 

te reduzir a dimensão do corpo em uma unidade e assim, também tra 

balhar com corpos de geometria bi-dimensional. 
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Na identidade (II.18), portanto, o contorno é dividido 

em uma série de elementos bi-dimensionais. Os pontos onde os va 

lores incógnitos são considerados são chamados nós e como neste 

trabalho estamos utilizando elementos com variação constante,são 

tomados no meio de cada elemento, conforme a Figura (II.5). 

ELEMENTO -

FIG. 11-5 - ELEMENTO 

NÓ 

CONSTANTE 

O contorno é discretizado em N elementos e os valores 

deu e q são tomados constantes sobre cada elemento, sendo que 

em cada elemento, o valor de um ou outro, isto é, u ou q é conhe 

cido. 

Escrevemos a equaçao (II.18), como: 

c1 u1 + jr u q• dr· jr q u• dr (II.19) 

Neste trabalho, como foi visto, u* é tomado para oca­

so (3-D), isto é 



u* = 1 

41Tr 
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e toma-se P como o ponto i sobre o qual a solução fundamental é 

aplicada, isto é, u(P) 

coeficiente C(P)). 

= u. (similar consideração é feita para o 
l 

Discretiza-se, então, a equaçao (II.19) como se segue: 

N L N L Ciui + l u q* ar = l u* q ar (II.20) 

j=l j=l 
J J 

Quando utiliza-se elementos constantes, o contorno e 

sempre suave. Como conseqüência, o coeficiente Ci é identicamen 

te igual a 1/2 [ 8 ]. Observe-se quer. é o comprimento do elemen 
J -

to j e assim a equaçao (II.20) representa em forma discreta are 

lação entre o nó i, na qual a solução fundamental é aplicada e 

todos os j elementos sobre o contorno, inclusive aquele em que 

i=j (Fig. II.6). 

Os valores deu e q dentro dos elementos sao constan­

tes e conseqüentemente podem ser colocados fora das integrais na 

equação (II.20): 



1 u. + 
2 ]. 
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FIG. 11-6- RELAJ:ÃO ENTRE A SOLUJ:ÃO FUNDAMENTAL NO NÓ 

OE CONTORNO i E OS ELEMENTOS OE CONTORNO 

N 

I 
j=l L 

J 

q* ar l uj = 
N 

l 
j=l L u* ar l qj (II.21) 

J 

As integrais f q* ar relacionam o nó i com o elemen­

r. 
J 

to j e serao chamadas de H ... 
J.J 

Similarmente as integrais da for-

ma J u* 
r. 

J 

ar serão chamadas de Gij" Estas integrais são aqui 

calculadas numericamente. 

N 

I 
j=l 

Portanto, a equaçao (II.21) pode ser escrita na forma: 

N 

I 
j=l 

(II.22) 
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A equaçao (II.22) pode ser escrita para cada nó i em 

consideração. 

H .. = 
1J 

Temos: 

j=l 

Chamando-se [ 9
) 

H .. 
1] 

H .. + 
1] 

j=l 

1 -
2 

G .. qJ. 
1J 

quando 

quando 

i=l,N 

ifj 

i=j 

que pode ser expressa em forma matricial como: 

HU = GQ 

(II.23) 

(II.24) 

(II.25) 

Num certo trecho ao longo do contorno temos condições 

de contorno do tipo DIRICHLET, isto é, o valor do potencial é c~ 

nhecido. E em outros trechos temos condições de contorno do ti­

po Neumann, nos quais é conhecido o valor de q. Conseqüentemen;... 

te a equação (II.25) pode ser reordenada de tal forma que do la­

do esquerdo do sistema coloca-se os valores incógnitos de u e q 

e do lado direito do sistema coloca-se os valores conhecidos. O 

sistema de equações assim obtido é da seguinte forma: 

A y = F (II.26) 
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onde A é uma matriz cheia, quadrada e de ordem N, y é o vetor for 

mado pelos valores nodais incógnitos do potencial e da derivada 

do potencial na direção normal e Fé o vetor dos termos indepen­

dentes que inclui a contribuição dos valores prescritos. 

Uma vez que a equaçao (II.26) é resolvida, todos os va 

lares de contorno do potencial e derivada do potencial na dire­

ção normal são conhecidos. Pode-se, então, calcular os valores 

de u e 3u ~- em qualquer ponto do interior do corpo usando 3x. 
l 

u, • /, q u• dr~/, u q• dr (II.27) 

Esta equaçao representa a relação entre um ponto inte~ 

no i e os valores deu e q no contorno (Fig. II.7) e pode seres 

crita em forma discretizada como: 

FIG. li- 7 -

N N 
u. = l qj G .. - l u. H. 

l l] J 1j 
j=l j=l 

PONTO 

RELACÃO ENTRE A SOLUCÃO FUNDAMENTAL NO PONTO 

INTERNO i E OS ELEMENTOS DE CONTORNO 

(II.28) 
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Os valores dos fluxos internos podem ser calculados p~ 

la diferenciação da equação (II.27). Portanto, 

dr - tu cln* .::..:,_ ar (II.29) 

onde xi sao as coordenadas e i=l,2 para o caso bidimensional. 



27 

CAPfTULO III 

APLICAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

III.l INTRODUCÃO , 

Quando um corpo com geometria axissirnétrica é sujeito 

a condições de contorno também axissimétricas, a análise origi­

nalmente tridimensional (3-D) torna-se bidimensional (2-D), isto 

é, o problema é descrito somente na direção radial (R) e na dire 

ção axial (Z). 

A aplicação do método dos elementos de contorno (MEC) 

reduz em urna dimensão a análise do problema. Logo, corno tínha­

mos um problema (2-D) , ternos agora um problema unidimensional (1-D) 

isto é, a solução do problema de valores de contorno (PVC) re­

quer referência somente para pontos em um simples contorno de li 

nhas. 

Entretanto, se um corpo com geometria axissirnétrica e 

sujeito a condições de contorno não axissirnétricas, isto é, arb~ 

trárias. O problema torna-se dependente não somente das dire­

ções radial (R) e axial (Z), mas também da direção angular (6). 

Apesar disso, fazendo uso das propriedades de ortogon~ 

lidade das funções harmônicas, especificamente séries de Fourier, 

e desenvolvendo certas variáveis nesta série em relação à dire­

ção angular (6), a solução do problema pode ser expressa cano urna 
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combinação linear da solução de um numero de problemas (2-D) an­

gularmente independentes. Ou seja, resulta em uma seqüência de 

problemas desacoplados (2-D) angularmente independentes. 

Wilson [ 1 ] descreveu um caminho semelhante para proble 

mas de elasticidade em associação com o método dos elementos fi­

nitos (MEF) . 

Chertock [ 10
] e Mayr [ 3 ] indicaram que tal caminho po­

de ser utilizado também com o MEC, e Rizzo e Shippy [ 4 ] deram os 

elementos necessários para a obtenção da solução pelo MEC. 

Uma série de Fourier pode ser visualizada (Fig. III.1) 

como urna função que está definida ao redor de um cilindro. 

z 

e 
- __ , ___ _ 

-- 1 1 -- ... 
1 1 

.... ----1 1 ---

' J 1 , , 
...... 1 _ ...... ----,-------

' 1 
1 
1 

FIG. 111-1 - REPRESENTA.CÃO CIRCULAR DE UMA SE°RIE DE FOURIER 
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Assim, a aplicação do MEC na seqüência de problemas de 

sacoplados (2-D) proporcionará, como acontece usualmente, uma no 

va redução na dimensão. 

Desta forma, o PVC para corpos axissimétricos sujeitos 

a condições de contorno arbitrárias, será considerado como uma~ 

qüência de problemas (1-D), envolvendo somente integração de li­

nha. 

III.2 FoRMULAcÃo ANALfTICA , 

Considera-se um corpo axissimétrico qualquer íl de su­

perfície r (Fig. III.2). 

Seja Pum ponto arbitrário em íl, Q um ponto arbitrário 

sobre r, r(P,Q) a distância entre P e Q e r o contorno gerador. 

Além disso, seja u uma função harmônica. 

A terceira identidade de Green [ Eq. 11.16] para uma 

função harmônica u pode ser escrita da seguinte forma [ 4
]: 

u{P) = 
1 

41T j ru•<ol· 1 
r(P,Q) 

r 

- ü (Q) • [ 
1 

1 

) l ar (Ql (III .1) 
r(P,Q) 

onde (') indica derivada na direção da normal externa ao cantor 

no. 
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A identidade (III.1) é o ponto de partida para o trat~ 

mento pelo MEC de problemas de valores de contorno que satisfa­

zem à equação de Laplace. Observe-se que ué definido em íl sob 

as apropriadas condições de contorno. 

z 

r!P,Q) -------

FIG. 111-2- DESCRI.CÃO DE COORDENADAS 

As funções que aparecem na identidade (III.1) serao de 

senvolvidas em série de Fourier e será feita uma ·análise comple­

ta com o MEC para cada harmônico da série. 

Os resultados finais sao obtidos somando aqueles enco~ 

trados para·cada harmônico no sentido da série de Fourier utili­

zada. 
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Assim, para o potencial ou a derivada do potencial na 

direção normal (u e q respectivamente), teremos: 

Vo 00 

2 
+ l 

n=l 

vc cosne + vs senne l 
n n (III.2) V = 

onde V e tomado como u ou q. 

Desta forma, tem-se então que obter os 

representem as características de cada problema. 

"V" que melhor 
s 

Logo, expandindo-se em série de Fourier as funções de 

(III.!), vem: 

u (P) = 

u (Q) = 

1 

r(P,Q) 

Uo(RP,ZP) 

2 

Uo (RQ, ZQ) 

2 

00 

+ l [u~ 
s (RP,ZP)cosn6P+u (RP,ZP)senn6P] n 

n=l 

00 

+ l [uc(RQ,ZQ)cosm6Q+us(RQ,ZQ)senm6Q] 
m m 

m=l 

(III.3) 

(IIi.4) 

Ko (RP ,ZP;RQ,6Q,ZQ) 00 

+ l [K~(RP,ZP;RQ,6Q,ZQ)cosn6P + 

n=l 

= 
2 

+ Ks (RP,ZP;RQ,eQ,ZQ)sen n6P] n 

(III.5) 

que serao representadas como se segue: 
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u(P) = (III.6) 

üco> = (III.7) 

1 
(III.8) 

r(P,Q) 

Onde nestas representações estão implícitos nos índi­

ces me n somatórios de zero até infinito. 

Substituindo (III.6), (III. 7) e (III.8) em (III.l) ,vem: 

un(RP,ZP)·*n(6P) = 
4
~ j [u'm(RQ,ZQ)·*m(6Q) .Kn(RP,ZP;RQ,6Q,ZQ)·*n(6P) -

r 

mas, 

dr(Ql = l:;!ldeQ•drQ 

onde IJI = Jacobiano da transformação 

l:;!I = RQ (*2) 

Portanto: 

*2 Ver Apêndice B 
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df(Q) = RQ•d8Q•dfQ 

Logo, a identidade toma a seguinte forma: 

1 
un (RP ,ZP) •ij,n (8P) = -

411 j [ u' (H;l,ZQ) •ij, (8P) ·1
11

,j, (8Q) •K (RP ,ZP;H;l,8Q,ZQ)d8Q -m n m n 

r "4T 

- '1,,0<0,SQ)•>n(ee) Jº >m(SQ)•K'n(Re,,,,.,,eQ,,Q)dSQ] .,.d!'Q 

-11 

ou 

'\, º"' ·"' • ~ J;u' m '"'· "'' r '· (eQ) 'n '"'' "' .,,eQ,,Q) ª"' -
-11 

- '\, (a;J,SQ) r >m ( Q) •K' n (R>' ,se,a;J,SQ,,Q)dSQ ] a;J•dTQ (III. 9) 

-11 

De (III. 7), temos: 

u (Q) ·ij,n (8Q) 

que fornece: 

j0uco>·;.ceo> aeo. Jº'l.'"'·"''''1,<SO>·>.<eo,ae;; 

-11 -11 
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sendo que ~m sao as funções trigonométricas (senme,cosme) e fa­

zendo uso das propriedades das funções ortogonais temos que qua~ 

dom= n 

J

TI 

senne.cosne de= O (III.10) 

-TI 

senne.senne de= TI (III.11) 

-TI 

cosne.cosne de= TI (III.12) 

-TI 

Logo , temos : 

un(RQ,SQ) ~ ~ /' Ü(S)•,n(SQ)•dSQ (III.13) 

-TI 

que sao os coeficientes da série de Fourier. 

Como m=n, (III.9) toma a seguinte forma: 

= _!. j [u' (RQ,ZQ) 
4TI n 

r 
r 'n (SQ) •K,, (R>' ,SP,'<l, SQ,SQ)dSQ -

-'1T 

/

TI 

~ (eQ)•K' (RP,ZP;RQ,eQ,ZQ)d8Q] RQ•dfQ n n (III.14) 
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Podemos, agora, definir: 

HHn • /' >n{OQ)•Kn{RP,,,,RQ,OQ,,Q) dOQ 

-1! 

HLn • /' >n{OQ)•K'n{RP,,,,RQ,OQ,,Q) dOQ 

-1! 

u (RP,ZP) n 

Assim, a identidade (III.14) fica: 

= J:. l [u'n(RQ,ZQ)•HHn - un(RQ,ZQ)•HLn] • RQ•dfQ 
41! -

r 

(III.15) 

(III.16) 

(III.17) 

Logo, pode-se expressar os coeficientes u~ eu~ do in­

terior da série de u(P) em função dos coeficientes das variáveis 

de contorno u{Q) eu' (Q) como: 

uc (RP, ZP) = _!_ 1 [ uc 
1 

{RQ,ZQ) •HHn (RP, ZP; RQ ,ZQ) 
n 411 n 

r 

- uc(RQ,ZQ)•HLn(RP,ZP;RQ,ZQ)] •RQ dfQ 
n 

e 

n=0,1,2,3, .. .. ,oo 

(III.18) 
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s 
u (RQ,ZQ) •HLn(RP,ZP;RQ,ZQ) ) •RQ dI'Q 

n 

n=l,2,3, .... ,"' 

lll.3 TRANSFORMACÃO DAS INTEGRAIS ELÍPTICAS , 

Das equaçoes (III.15) e (III.16) temos que: 

(III.19) 

HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) e a solução fundamental da equaçao de Laplace, 

angularmente independente, que é dada em fun­

ção de integrais elípticas completas generali­

zadas. 

HLn(RP,ZP;RQ,ZQ) é a derivada da solução fundamental (HHn (RP,ZP; 

RQ,ZQ)) na direção normal, no ponto campo (Q). 

e possível, em alguns casos, expressar estas integrais 

em função apenas de integrais elípticas completas do primeiro e 

segundo tipo, para as quais existem algoritmos eficientes e de 

grande precisão à disposição. 

De (III.15), vem: 
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HHn(RP,ZP,RQ,ZQ) e/' ;n(OQ)•Kn(RP,ZP,RQ,OQ,SQ)dOQ 

-TI 

Seja: 8 = 8P-8Q 

temos que, wn(8P) *n ( 8+8Q) 

que torna possível expressar wn(8P) como uma combinação 

de termos na forma wn(8Ql·wn(8). 

(III.20) 

linear 

Entretanto, Hadamar [ 11
] em 1923 mostrou que K é uma n 

combinação linear de termos na forma 

onde 

En(RP,ZP;RQ,ZQ) 
w (Bl· de n 

r(RP,ZP;RQ,ZQ,8) 

-TI 

Logo, 

HHn(RP,ZP,RQ,ZQ) e /' ;n(OQ)•,n(OQ)·En(RP,zP,,O,ZQ)dOQ 

-TI 

HHn(RP,ZP,RQ,SQ) eEn(RP,ZP,,O,ZQ) j',n(OQ)•;n(OQ)•dOQ 

-TI 

(III.21) 
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Fazendo uso das propriedades de ortogonalidade das fun 

çoes trigonométricas, temos: 

HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) = En(RP,ZP;RQ,ZQ) •rr 

Assim, 

HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) 
lj,n (e) •de 

(III.22) 
r(RP,ZP;RQ,ZQ,8) 

-rr 

Sabe-se que lj,n(e) sao as funções trigonométricas (senne, 

cosne). Logo, quando lj,n(e) = senne temos que: 

HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) senn8•d8 (III.23) 
r(RP,ZP;RQ,ZQ,8) 

-rr 

o denominador desta integral é uma função par, enquanto o nume­

rador (senne) é uma função ímpar, logo as integrais que contém 

senne anulam-se: 

Assim, temos que 

HHn (RP,ZP;RQ,ZQ) cosne •de (III.24) 
r(RP,ZP;RQ,ZQ,8) 

-TI 

n=0,1,2,3, . .... ,oo 
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De (III.16), temos que: 

élHHn 
HLn(RP,ZP;RQ,ZQ) = ~~(RP,ZP;RQ,ZQ) 

éln 

HLn(RP,ZP;R:),ZQ) él = - HHn(RP,ZP;R;:l,ZQ) 
élR:) 

élR:) + _él_ HHn (RP ,ZP;R;:l,ZQ) • élZQ 
éln élZQ éln 

Lembrando que 

r(RP,ZP;RQ,ZQ,8)=[RP 2 +RQ 2 -2RP•RQcos(8Q-8P)+(ZQ~ZP) 2 ] 

e definindo: 

EK = integral eliptica completa do primeiro tipo 

EE = integral eliptica completa do segundo tipo 

sendo 

EK 

TI 

= j
2

--""'-d8~ 
[ l-FK2 sen 2 8] 1/2 

o 

e 

TI 

EE = r [ l-FK 2 sen2 8 

o 

1; 
2 

l 

(III.26) (III.27) 

onde 

(III.25) 

d8 
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FK 2 = 4.RP.RQ FKL 2 = l-FK2 ; RR2 = (RP+RQ) 2 + (ZQ-ZP) 2 

FK = módulo da integral elíptica 

FKL = módulo complementar 

temos, 

HHn(RP ,ZP;RQ,ZQ) 

ou 

HHn(RP ,ZP;RQ,ZQ) 

= jrr cosne ae 
[ RP2 +RQ2 -2RP .RQcos (8Q-8P)+ (ZQ-ZP) 2 ] 1{ 

-rr 

= j1T~-----,-, _ cosne ae 

[RR2 -2RP.RQ(l+cos(8Q-8P))] 
1
{ 

-rr 

Chamando 8 = 8Q-8P 

que fornece 

cos 2 e !+cose = 
2 2 

temos 

HHn(RP ,ZP;RQ,ZQ) r oosne as = 
[RR2 -4 RP.RQ cos2~] 1/ 

2 2 
-rr 

Fazendo-se agora 
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e = cp ae = 2 acp p/8 =rr -+ cp = rr 
2 2 

HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) 

Assim, 

HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) = 

para n=O, temos: 

1T 

-rr 
2 

4 

RR 

1T 

)

2 

o 

p/8 = -rr-+cp= - rr 
2 

__ c_o..=s.:-2.:.:nc.i:cp_·.::dc:!'.cp __ 
1; 

[ l-FK 2 cos 2 cp] 2 

n=0,1,2,3, •••• ,oo 

HHO = 4 

RR j2 ~ªf._______ 
1; 

[ l-FK 2 cos 2 cp] 2 

e 

HLO = 3HHO 
3RQ 

o 

3RQ + ôHHO 

an azo 
3ZQ 

an 

(III.28) 

(III.29) 
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'1T 

m:.o = ~31- [ (RP+RQ) nRQ+ (ZQ-ZP) nZQ l . f---d,P~-­

l-FK2cos2,P ] \ 
o 

'1T 

+ 

r J 
+ [ (2RP-- (RP+RQ) FK2) nRQ - (ZQ-ZP) FK2 ·nZQ l cos2,P d<JJ 

[ l-FK2cos2,P ] 
3
{ 

o 

p/n=l, temos: 

HHl = 

e 

4 

RR 

'1T 

j2 -~ cos2cj, d,P 

[ l-FK2cos 2,P] 
1

{ 

o 

'1T 

HLl = 4 

RR 3 { - [ (RP+RQ)nRQ+(ZQ-ZP)nZQ] • r-..cco.c.cs;;...2..c.<l>....:dc.c,P __ 
1
/-

l J [ l-FK2cos2cj, ] 2 
o 

'1T 

+ [ (2RP-- (RP+RQ) FK2) nRQ - (ZQ--ZP) FK2nZQ l r __ co_s_2cj,~·-co_s_
2 

<P~d~cj,-

'/ [ l-FK2cos2,P 1 2 
o 

P/n=2, temos: 

*3 Apêndice e 
*4 Apêndice D 

+ 

) 

(III. 30) 

( * 3) 

(III.31) 

(III.32) 

(* 4) 



HH2 = 

e 

4 

RR 

1T 

!2~ cos4cj,_ dcj, 

1; 
[ l-FK 2cos 2cj, 2 

o 
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HL2 = 4 

RR 3 l-[(RP+R:))11R,)t(ZQ-ZP)11ZQ] j; __ co_s_4p~d~cj,--
1
/-

[ l-FK2cos2 cj, l 2 

o 

1T 

+ ( (2R!>- (RPHQ) FK') eIQ- (SQ-S,) FK' O,Q ] r 
o 

p/n=3, temos: 

4 
HH3 = 

RR 

e 

j; ~-------'------~ dcj, 
1; 

[ l-FK2 cos 2 cj, ] 2 
o 

cos4cj,•cos2 cj, dcj, 

[ l -FK2 cos2 cj, 

IDCJ • .: ' l- [(RPH,;i) • ,.,._ (SQ-S,) •""' ] • l' 
o 

cos6cj, dcj, 

. 1T 

+ 

) 

+ [ (2RP-(RP+R:l)FK2) ·11IQ--(ZO-ZP) •FK211zQ l . cos6cj,•cos2cj, dcp r 3/ 
[ l-FK2cos2cj, ] 2 

o 

(III.33) 

(III.34) 

(III.35) 

+ 

) 
(III.36) 
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p/n=4, temos: 

HH4 = 

e 

HIA = 

4 

RR 

1T 

!-[ (RP+RQ) • nRQ+ (ZQ-ZP)] r--"co.;c.;sc..:8_._<j>--'-d;...<j> __ 1/­
[ l-FK2 cos2 <jl l 2 

o 

p/n=5, temos: 

4 
HH5 = 

RR 

e 

1T 

j2~----·~"' ~ 'I' 

[ l-FK 2 cos 2 <jl J 1{ 
o 

(III.37) 

+ 

) 
(III.38) 

(III.39) 
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11 

HL5 = ~3 f -[ (RP+RQ) •nRQt (ZQ-ZP)] rO ---'-=.c..sc.::l:.:..Ocp.!-....Cd"-cp--1'/-1 [ l-FK2 =s2 cp 2 

+ 

) 
(III.40) 

No presente trabalho foi considerado até um máximo de 

5 termos na série de Fourier, sendo que é possível ativar quan­

tos termos forem desejados. 

O problema agora consiste em como expressar as inte­

grais de e que aparecem nos diferentes termos em função de inte 

grais elípticas do primeiro e segundo tipo. 

Esta representação nem sempre é obtida com facilidade. 

No fim deste trabalho (*5) é apresentada uma tabela de 

integrais elípticas, com intuito de fornecer subsídios para a ob 

tenção das integrais que aparecem nesta formulação. 

No trabalho realizado por SHIPPY, RIZZO e GUPTA [ 7
], a 

transformação das integrais elípticas foi feita utilizando-sefÓE 

mulas de recorrência, por eles desenvolvidas, como será visto a 

seguir: 

HHn = 

(*5 Apêndice E) 

4 

RR 
• Gn , n=0,1,2, .... ,oo (III.41) 
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onde RR 2 = (RQ+RP) 2 +(ZQ-ZP) 2 

Go=CO 

n 
Gn = (-l)n.n . l [ 2 2 <n-m) ] 

m=O 

(-l)m (2n-m-1J/ 

m / [ 2 (n-m)] / 
. Cn-m 

n=l,2, ... , 00 

sendo 

CO=EK 

Cl = [EE-FKL 2 •EK] • 1 

FK 2 

(2n-3) •FKL 2 •Cn-2 
Cn= (2n-2) (2FK 2 -l) (Cn-1 + ~~~~~~~~ 

e FK2 = 4RQ•RP 

RR2 

[(2n-1) •FK 2
] 

n=2,3, ... ,co 

FKL 2 =1-FK 2 

e a derivada de HHn na direção normal, é dada por: 

HLn 4 l u [ RR. {3Gn/âFK) (OFK/ORQ) -Gn (ORR/aRQ)] + 

+ B [ RR• ( âGn/aFK) (OFK/â,Q) -Gn (>RR/;'Q)]) 

(III.42) 

(III. 43) 

(III.44) 

(III.45) 

(III.46) 

(III.47) 
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onde 

a= cosseno diretor relativo a RQ 

B = cosseno diretor relativo a ZQ 

8Gn/3FK 

8FK/àRQ = [2RP-FK 2 (RQ+RP)] • 

8RR/3RQ = (RQ+RP) • 1 

RR 

8FK/àZQ = -FK(ZQ-ZP) • 

3RR/8ZQ = (ZQ-ZP)• 

8G0/8FK = acO/àFK 

1 

RR 

1 

n n 
= (-1) ·n· I 

m=O 
22(n-m). (-l)m(2n-m-l)/ 

m: [ 2 (n-m)] / 

(III.48) 

(III .49) 

(III.50) 

(III .51) 

(III .52) 

( 3Cn-m/3FK) 

n= 1,2, ..... ,oo (III.53) 

3C0/3FK = [ EE-FKL 2 •EK ] • 1 

3Cl/3FK = [ (FK 2 -2 FKL 2
) EK-2EE) • 1 

FK 3 

(III .54) 

(III.55) 
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1 

ICn/lFK • 12(n-l)( (2FK'-l) (1Cn-l/lFK)+(2/FK)Cn-U + 

+ (2n-3) (FKL'(OCn-2/3FK)-(2/FK)Cn-2]) • 

[ (2n-l) •FK 2 ] 

n=2,3, .... ,oo (III.56) 
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CAPÍTULO IV 

IMPLEMENTACÃO NUMÉRICA , 

IV.l SOLUCÃO NUMÉRICA , 

Com a adequada expansao em série de Fourier da equaçao 

III.l como foi visto no Capítulo III, temos que: 

00 

V(P) = + l [r(RP,ZP)cos n8P + \P(RP,ZP)sen n8P] 
n=l n n 

(IV .1) 

onde V= u ou q, como requerido. 

Os valores de V~(RP,ZP) e V~(RP,ZP) para cada harmôni 

co da série podem agora ser obtidos, através do método dos ele­

mentos de contorno. 

uc (RP, ZP) 
n 

Assim, das equaçoes (III.17) e (III.18) temos: 

1 j c' = ~ [u (RQ,ZQ)•HH (RP,ZP;RQ,ZQ) -
4n n n . 

r 

- uc(RQ,ZQ)•HL (RP,ZP;RQ,ZQ)) • RQ •dfQ 
n n 

n=0,1,2 ,3, ... ,oo 

e 

(IV. 2) 



u 5 (RP,ZP) = n 
1 

411 
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S' [ u (RQ,ZQ) •HH (RP ,ZP;RQ,ZQ) n n 

- u~ (RQ,ZQ)•HLn(RP,ZP;RQ,ZQ)] •RQ dfQ 

n=l,2,3, .... ,"' 

(IV. 3) 

Para tal, as coordenadas cilíndricas dos pontos de con 

torno situados ao longo do elemento rj' são expressas em termos 

das funções de interpolação Me as coordenadas nodais do elemen­

to na forma: 

(IV. 4) 

onde 

e 

(n) 
X = , p e o n9 de nós do elemento 

de maneira análoga, potencial e derivada do potencial na direção 



51 

normal sao aproximados sobre cada elemento através do uso das 

funções de interpolação N: 

u(j) = N u(n) (IV. 5) 

(IV. 6) 

onde u(n) e q(n) contém os valores nodais de potencial e deriva - -
da do potencial na direção normal. 

Assume-se que o contorno ré discretizado em N elemen­

tos rj. A equação (II.19) pode ser escrita como: 

N 

l [ 
j=l 

q* N dr l u (n) = 
N 

l 
j=l [ J 

r. 

u* N df]q(n) (IV. 7) 

J 

similarmente a equaçao (II.24), a equaçao (IV.8) pode ser escri­

ta como: 

N 

l 
j=l 

H .. 
1. J 

(n) 
u. = 

J 

N 

l (IV. 8) 
j=l 

o problema concentra-se agora em determinar os elementos das ma­

trizes G e H. 
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JV.2 CÁLCULO DOS ELEMENTOS DA MATRIZ§ 

Neste trabalho supomos a variação deu e q constante. 

Logo, a matriz N é tomada igual à identidade 1. 

A matriz G na equaçao (IV.8) escreve-se como: 

G - j u* dr 
ij - r. 

(IV.9) 

J 

As funções de interpolação~ sao normamente expressas 

em termos de uma coordenada adimensional n. 

Escreve-se portanto dr em relação a este sistema de co 

ordenadas intrínseco como: 

dr= l~l · dn (IV.10) 

onde [~[ é o jacobiano da transformação. 

Neste trabalho, as integrais sao calculadas numerica­

mente usando a quadratura de Gauss. 

são empregados 6 pontos de integração por elemento, in 

clusive para aquele correspondente ao nó em consideração que e 

singular (este usando cuidados especiais). 

Para este caso (2-D) pode-se utilizar o sistema de co­

ordenadas intrínseco n sobre um segmento de comprimento i (Fig~ 

ra IV.1). 
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PONTO (2) r PONTO Ili 

• 
1\. = ' '.. NÓ 1\.. - 1 

'I. = 2 r 

flG.IV-1- ELEMENTO CONSTANTE 

Neste caso, temos: 

R ( j) = M R(n) (IV.11) 

z ( j) = M Z (n) (IV.12) 

IJI J, 
e = ( *6) (IV.13) 

2 

Assim, para o cálculo dos elementos fora da diagonal 

de G, isto é Pi~ rj' as integrais são obtidas por: 

L 

l 
k=l 

W • (u*) 
K K 

( IV .14) 

onde L é o número de pontos de integração e WK e o fator de peso 

asssociado ao ponto K. 

*6 (Ver Apêndice F) 
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Logo, os elementos da matriz G fora da diagonal escre­

vem-se conforme as equações (IV.2) e (IV.3) da seguinte forma: 

r u• 
G .. = l~I 1) 

-1 

ou seja, 

Assim, 

G .. = 
1) 

G .. = 
1) 

L 1 
dn = I • HHn • RQ • W • J J J 

K=l 4n K K - j 

L 

I 1 

4n K=l 

L 

l 
8n K=l 

HHn • RQ • W • J J J 

K K - . 

HHn•RQ •W • K K 

J 

ifj 

ifj 

ifj 

(IV.15) 

(IV.16) 

(IV.17) 

Onde HHn assume expressoes diferentes para cada valor 

de n. Sendo que para n=O corresponde ao caso axissimétrico clã~ 

sico, n=l corresponde ao primeiro termo e assim sucessivamente até 

o 59 termo da série·de Fourier. 

Já para o cálculo dos elementos da diagonal da matriz 

G, sao requeridos cuidados especiais devido à singularidade que 

ocorre em HHn, como será mostrado a seguir: 

HHn = f(EK,EE) 

sendo EK e EE, as integrais elípticas completas do primeiro e 

segundo tipo, respectivamente (Fig. IV.2). 
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• 

EK(FK) 

EE(FK) 

O.O 0.2 0.4 0-6 o.e 1.0 
FK 

FIG. IV- 2 - INTEGRAIS EL(PTICAS COMPLETAS 



56 

EK e EE sao calculadas numericamente por meio de poli-

nômios, 
- -1 8 

com erro de aproximaçao E(FK) ~ 10 [12]. 

Integral elíptica completa do primeiro tipo: 

EK = SA + SB•tn [ l 1 
FKL 2 

(IV .18) 

onde: 

SA = IAO+Al•FKL 2 +A2•FKL 4 +A3•FKL 6 +A4•FKL 8 +A5•FKL 1 º+ 

+A6•FKL 12 +A7•FKL 14 +A8•FKL 16 +A9•FKL 18 +Al0•FKL2 º 1 

SB = IBO+Bl•FKL2 +B2•FKL 4 +B3•FKL 6 +B4•FKL 8 +B5•FKL 1 º+ 

+B6•FKL 12 +B7•FKL 14 +B8•FKL 16 +B9•FKL 18 +Bl0•FKL2 º 1 

e 

AO = l.38629436111989061883 BO = 0.5 

Al = 0.096573590280856255384 Bl = 0.124999999999908051 

A2 = 0.030885146271305189866 B2 = 0.070312499739038352054 

A3 = 0.014938013532687165242 B3 = 0.048828041906862397978 

A4 = 0.0087898018745550646778 B4 = 0.037377739758623604144 

AS = 0.0061796274460533176084 B5 = 0.030124849012698930266 

A6 = 0.0068479092826245051197 B6 = 0.023931913323110790077 

A7 = 0.0098489293221768937682 B7 = 0.015530941631977203877 

A8 = 0.0080039806499853708 B8 = 0.0059739042991554291551 

A9 = 0.0022966348983969586869 B9 = 0.00092155463496324984638 

AlO= 0.00013930878570066467279 BlO= 0.000029700280966555612066 

Integral elíptica completa do segundo tipo: 
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EE =se+ SD•in ( FK~2) (IV.19) 

onde: 

se= 11+el-FKL2+e2.FKL4+e3.FKLG+e4.FKLª+e5-FKL 1º+ 

+e6.FKL12+e7.FKLl 4+e8.FKLIG+e9.FKL1e+elO.FKL201 

SD = ID1•FKL2+D2•FKL 4+D3•FKL 6+D4•FKL 8+D5•FKL 1º+ 

+D6•FKL 12 +D7•FKL 14 +D8•FKL 16 +D9•FKL 18 +Dl0•FKL 2 ºI 

e 

el = 

e2 = 

e3 = 

e4 = 

e5 = 

e6 = 

e7 = 

eB = 

e9 = 

elO= 

0.44314718056088952648 

0.056805194567559156648 

0.021831811676130481568 

0.011569595745295402175 

0.0075950934225594322802 

0.0078204040609595541727 

0.010770635039866455473 

0.0086384421736040744302 

0.0024685033304607227339 

0.00014946621757181326771 

Lembrando que 

FK2 = 4•RP•RQ 

RR2 

onde RR2 = (RP+RQ) 2+(ZQ-ZP) 2 

e FKL2 = l-FK2 

Dl = 0.24999999999990177208 

D2 = 0.093749999721203140658 

D3 = 0.058593661255531491732 

D4 = 0.042717890547383095644 

D5 = 0.033478943665761626232 

D6 = 0.026145014700313878932 

D7 = 0.016804023346363384981 

D8 = 0.0064321465864383017666 

D9 = 0.00098983328462253847867 

D10= 0.000031859195655501571800 
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Nota-se que a integral elíptica completa do primeiro 

tipo tem singularidade logarítmica quando o parâmetro FK---,. 1 

(FKL -->- O), isto ocorre quando RP + RQ e ZP + ZQ, ou seja: 

Quando RP=RQ e ZP=ZQ 

FK2 = 4 RQ RQ = l 
(RQ+RQ) 2 

e FKL 2 = O 

Já na integral elíptica completa do segundo tipo, nao 

há singularidade, pois temos: 

EE =se+ SD•in ( ~1~ J 
FKL 2 

Quando RP=RQ e ZP=ZQ 

FKL=O, conseqüentemente SC=l e SD=O, logo: 

EE = 1 + iim 
FKL+O 

SD in [ 
1 

FKL 2 l = 1 

Pois com a aplicação da regra de L'Hospital, verifica­

se que esse limite tende a zero. 

Assim, o cálculo das integrais singulares (que contém 

EK) usando a quadratura de Gauss será implementado com a aplica­

çao do seguinte processo: 

Pretende-se calcular jl f(n) dn 

-1 

(IV. 2 O) 



59 

onde f(n) e singular em um certo ponto n (lnl=l) 

seja 

com: 

n = a8 2 + b8 + e 

an = 

as 
2a8 + b 

n=l => 6=1 

n=-1 => e=-1 

dn = 0 
as 

em n 

Esta mudança só é válida se e somente se lnl = 1 

Logo, 

Considerando esta condição obtém-se: 

a = !l 
2 

b = 1 ( *7) 

n = !l (1-8 2 )+8 
2 

*7 (Ver Apéndice G) 

(IV.21) 

(IV. 2 2) 

(IV.23) 

(IV. 24) 
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dn = 1-ne 
de 
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Assim, se lnl=l temos: 

)

1 

f(nldn 
-1 

= )1 f[ 

-1 

21 (1-e 2 i+e1 (1-ne)de 
2 

(IV. 25) 

Neste trabalho, a singularidade ocorre quando n = O, 

pois trabalha-se com elemento constante. Divide-se a integral 

(IV.20) em duas partes e escrevemos: 

)

1 

f(nldn = 

-1 

de I temos: 

lo f(nldn + 

-1 

I 

jo f(nldn 

-1 

(IV.26) 

II 
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façamos: p' = 1+2n p/n = -1 => p' = -1 

=> 

dp' = 2dn p/n = o 

Logo, 

lo f(n) dn = 1 

-1 2 L· [! (p'-1)] dp' 
2 

=> p' = 1 

que tem singularidade quando p' = 1 chama-se: 

g 1 
( p) = f [ 1 ( p-1) l 

2 

de (IV.24), temos: 

P = 1 (1-8 2
) + e 

2 

Assim, (IV.27) escreve-se: 

g•(p) = f [ 1 
(8 - 1 (1+8 2 ))1 

2 2 

e de II temos: 

j
l 

f(n) dn 

o 

(IV. 2 7) 

(IV.28) 
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Façamos: p" = 2n-l p/n = o => p" = -1 

dp" = 2dn p/n = 1 => p" = 1 

Logo, 

= 1 j
1 

f [ 1 (p"+l) l dp" 
2 -1 2 

que tem singularidade quando p" = -1 

Chamando: 

g" (p) = f l 1 (p"+l) 1 
2 

de (IV.24), temos: 

p = l (1-6 2 )+6 
2 

Assim, (IV.29) escreve-se: 

g"(p) = f [ 1 (6 + 1 (1+6 2 )) 1 
2 2 

desta maneira, temos: 

(IV.29) 

(IV. 30) 



r ""'ª" . 
-1 

1 
I+II = 

2 

Substituindo, vem: 

r ""'ª' 
1 L1,, = 
2 

-1 

1 

2 

+ f [ 1 
(8 +.!. 

2 2 
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jl g' (p') 

-1 

dp' + 

SINGULI\RIDADE 

EM p' = 1 

jl g" (p")dp" 

-1 

SlNGULARIDADE 

EM p" = -1 

(8 1 (1+8 2 )) ] (1-8) + 
2 

c1+e' » l (l+Sl ) ae (IV.31) 

Desta forma, os elementos da diagonal da matriz G es­

crevem-se da seguinte maneira: 

1 L 1 1 
G .. = - I [ -HHn·R:l ·W_·{l-GL)•IJI +-HHn·In·W_·{l+GI l·IJI l 
ll 411 K=l 4 K .. K " - i 2 --K -"K K - i 

ou seja, 

Q,i L 
G .. = - • I [ 
l.l 1611 K= l 

HHn•R;;) •W • (1-GI ) + HHn•In.•W • (l+GL.)] K K K --K K -K 

onde GIK sao as coordenadas dos pontos de integração. 

(IV. 32) 

(IV. 33) 
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IV.3 CÁLCULO DOS ELEMENTOS DA MATRIZ B 

De (II.23), temos que: 

H .. = 
lJ 

H. . quando ifj 
lJ 

1 
H. . + quando i=j 
lJ 2 

onde H .. conforme (IV.8) escreve-se como: lJ 

Hij = / q* df 

r. 
J 

(IV.34) 

O cálculo dos elementos fora da diagonal de H, isto é 

Pi~ rj' obtém-se da seguinte forma: 

df = j
1 

q* 

-1 

1~1 dn = 
L 

l 
K=l 

IJI •W • (q*) 
- j K K 

(IV. 35) 

onde, como já visto em (IV.14), L é o número de pontos de inte­

gração e WK é o fator de peso associado ao ponto K 

Assim, H escreve-se como: 

8 ij = /

1 

q* IJI dn 

-1 
ifj 



ou seja, 

L 
H .. = 
lJ I 

K=l 

H .. 
lJ 

JI,. 
= -2 

811 

L 

I 
K=l 
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HLn•RQ •W K K 

(IV.36) 

(IV .37) 

i;ij 

Para o cálculo dos elementos da diagonal da matriz H, 

requerem-se os mesmos cuidados tomados para o cálculo dos elemen 

tos da diagonal da matriz G. 

Logo: 

Deste modo: 

H .. 
11 

= íi .. + 1 
11 2 

(IV. 38) 

Na determinação dos elementos da matriz 9, precisa-se 

dos valores da solução fundamental da equação de Laplace angulaE 

mente independente (HHn) para cada harmônico. 

Para tal, utiliza-se a fôrmula de recorrência do tra­

balho de SHIPPY, RIZZO e GUPTA [ 7
]. 
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Na determinação dos elementos da matriz H, os valores 

da derivada da solução fundamental na direção normal (HLn), para 

cada harmônico, são calculados com as expressões aqui neste tra­

balho desenvolvidas. Cabe observar que para um número de termos 

na série de Fourier superior a um (notar que n=O corresponde ao 

problema axissimétrico clássico) utiliza-se diretamente integra­

ção angular tipo Gauss com 24 pontos (que proporcionou o resulta 

do mais satisfatório). 

Esta combinação de formulações foi necessária e é co­

mentada a seguir. 

A intenção inicial deste trabalho para o cálculo dos 

coeficientes das matrizes G e Hera a de utilizar somente as fór 

mulas de recorrência do trabalho de SHIPPY e colaboradores. 

Inicialmente, implementou-se um programa de computador 

de precisão aritmética simples. Os resultados para os coeficie~ 

tes das matrizes G e H divergiram. Deste modo, passou-se a tra­

balhar com precisão aritmética dupla. 

Devido a este fato, a matriz G convergiu corretamente 

mas a matriz H continuou apresentando instabilidade em alguns coe 

ficientes. 

Estes resultados levaram a desenvolver uma forma alter 

nativa para calcular os coeficientes da matriz H como visto no 

capítulo III. 
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Assim, o programa final foi implementado usando para o 

cálculo de G as fórmulas de recorrência de SHIPPY e colaborado­

res, e para o cálculo de H as integrais neste trabalho desenvol­

vidas. Estes coeficientes são calculados separadamente para ca­

da harmônico da série (notar que podem ser calculados conjunta­

mente). 

As integrais que foram obtidas utilizando diretamente 

integração angular tipo Gauss, e que aparecem nas equações (IV.37) 

e (IV.38) são calculados da seguinte forma: 

HLn = F(f1 (K), f2 (FK)) 

sendo que, 

. f,(FK) • 1· f, c,K,O)de. 

-'IT 

M 

l: 
1 

(IV. 3 9) 

onde M é o número de pontos de integração, GIM sao as coordena­

das dos pontos de integração e WM são os fatores de peso associa 

dos ao ponto M. 

c S c' 
Os valores de un(RP,ZP), un(RP,ZP), un (RP,ZP) e 

S' 
un (RP,ZP) são obtidos através do MEC para cada harmônico, por-

tanto,estes valores devem ser armazenados pois serão usados na 

reconstituição da série. 

A solução final é obtida fazendo a superposição para 

cada harmônico da série em função do ângulo 8, da seguinte :for-

ma: 
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u (p) = uo (RP ,ZP) + uT (RP ;ZP) cos8P + uf (RP ,ZP) sen8P + 
2 

e, ou 

q(p) = u& (RP,ZP) 

2 

+ u~(RP,ZP)cos28P + u~(RP,ZP)sen28P + 

+ u~(RP,ZP)cos38P + u~(RP,ZP)sen38P + 

+ u~(RP,ZP)cos48P + u~(RP,ZP)sen48P + 

+ u~(RP,ZP)cos58P + u~(RP,ZP)sen58P 

e' S' + U1 (RP,ZP)cos8P + Uj (RP,ZP)sen8P + 

+ c' 
U2 (RP, ZP) cos28P + S' 

U2 (RP 'ZP) sen2 8P + 

+ 
c' 

U3 (RP, ZP) cos38P + 
S' u 3 (RP ,ZP) sen38P + 

+ 
c' -

u 4 (RP, ZP) cos48P + S' 
U4 (RP, ZP) sen48P + 

+ 
c' 

Us (RP, ZP) cos58P S' + u 5 (RP,ZP)sen58P 

(IV.40) 

(IV. 41) 

Procedendo de maneira semelhante, no cálculo do poten­

cial e fluxo nos pontos internos. 
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CAPITULO V 

IMPLEMENTAÇÃO COMPUTACIONAL 

Neste capítulo é apresentado um resumo do programa <X!!: 

putacional elaborado neste trabalho, bem como o respectivo fluxo 

grama e o manual de entrada de dados. 

V.l RESUMO DO PROGRAMA COMPUTACIONAL 

O programa PRINCIPAL chama as subrotinas necessárias 

numa determinada ordem e armazena os resultados, levando em con-

sideração o número de termos da série de Fourier e os 

de cosseno e seno da referida série. 

índices 

A subrotina DADOS é responsável pela leitura de dados. 

A subrotina FORM calcula as matrizes G e H e forma o 

sistema de equações~~= F. Nesta subrotina são calculadas as 

coordenadas dos pontos médios, e para o cálculo das matrizes G e 

H são chamadas as subrotinas NDIAG e DIAG. 

A subrotina NDIAG calcula os elementos fora da diago­

nal das matrizes G e H através de integração numérica ao longo 

dos elementos de contorno. Nesta subrotina os elementos fora da 

diagonal das matrizes G e H são calculados independentemente pa­

ra cada termo da série de Fourier. 

A subrotina DIAG calcula os elementos da diagonal das 
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matrizes G e H através de integração numérica, levando em consi­

deração a singularidade logarítmica apresentada pela integral e­

líptica completa do primeiro tipo quando o ponto fonte coincide 

com o ponto campo. Nesta subrotina os elementos da diagonal das 

matrizes G e H são calculados independentemente para cada termo 

da série de Fourier. 

As subrotinas NDIAG e DIAG chamam as functions EK, EE, 

EE32, EE42, EE52 e EE62 no decorrer do programa, onde: 

EK = 

EE = 

integral elíptica 

integral elíptica 

1T 

EE32 = r2 
) 

1T 

EE42 = J
2 

o 

1T 

EE52 = J2 

o 

1T 

EE62 = J
2 

o 

o 

completa do primeiro tipo 

completa do segundo tipo 

cos48•cos 2 8 
d8 3 

[ l-FK 2 cos 2 8] 2 

cos68•cos 2 8 
de 

cos88•cos 2 8 
d8 

cosl08•cos 2 8 
d8 
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A subrotina RESOL resolve o sistema de equaçoes linea­

res pelo método da eliminação de Gauss. Este método, através de 

sucessivas tentativas, executa intercâmbio de linhas para conse­

guir coeficiente de diagonal diferente de zero. O resultado é 

um vetor com as incógnitas de potencial e derivada do potencial 

na direção normal. 

A subrotina INTER inicialmente reordena os vetores, s~ 

parando os valores dos potenciais e os valores das derivadas. Pos­

teriormente, se necessârio, calcula os valores dos potenciais dos 

pontos internos. 

A subrotina RESP executa a saída de resultados em duas 

versoes. Uma delas considera o número de termos na série de Fou 

rier igual a zero {n=O), isto é, é a saída de resultados para o 

caso axissimétrico clâssico {com condições de contorno axissimé­

tricas). A outra considera o número de termos na série de Fou­

rier diferente de zero e mostra os resultados dos potenciais e 

das derivadas para cada valor do ângulo 8, levando em considera­

çao que neste caso as condições de contorno são arbitrárias. 



V.2 FLUXOGRAMA 

1 N (e 10 

DADOS 

II=I 

700 

KK= I, 6 

,o 
900 

II: l, II 

72 

' o 

SIM 

SIM 

SIM 



NÃO 

800 

K2 = I, N 

73 

SIM 

SIM 

KOOE( K2 ,11,KKI • KODEE( K2,I 1, KKI 

VP(K2,l.l,KKI• VPP(K2,l.l,KK) 

FORM 

500 

I = l,lI 

SIM 

DIAG 

NOIAG 
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SIM 

SIM 

NÃO SIM 

SIM 

J = 1, N 

200 

K = 1,N 

A (J, K) = G ( J. K) 
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B(J) = VI ( J, I, KK) 

RESOL 

400 

Kl = 1, N 

Vl(Kl,I,KK)= B(KI) 

INTER 

450 

K3 = l,N 

AUX(KJ,!,KK)• VP(KJ,l, KK) 

AUXI ( KJ,l,KK) • Vl I KJ, l, KK) 

AUX2 (KJ,l,KK)• SOLL(KJ,!, KK) 

II= 2 

FIM 
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V.3 MANUAL DE ENTRADA DE DADOS 

O programa é elaborado em linguagem FORTRAN para comp~ 

tadores Bourroughs B-6700 e B-6800. Resolve-se um problema de 

cada vez, sendo que a capacidade do programa é estabelecida pe­

los limites de cada máquina. 

A leitura dos dados é feita introduzindo-se grupos dis 

tintos de cartões (linhas) como segue: 

Leitura do nome do problema; 

Leitura dos parâmetros básicos; 

Leitura da incidência das superfícies diferentes; 

Leitura das coordenadas dos pontos internos; 

Leitura das coordenadas dos pontos extremos dos elemen 

tos de contorno; 

Leitura das condições de contorno. 

V.3.1 - Nome do Problema 

Um cartão com caracteres alfa-numéricos até a coluna 

80, no máximo, identificando o problema a ser resolvido. 

V.3.2 - Parâmetros Básicos 

Composto de dois cartões com a seguinte orientação: 

1) Cartão com caracteres numéricos até a coluna 80 ( formato 

16!5), contendo, na ordem: 
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- o número de elementos de contorno (N) 

- o número de pontos internos onde as funções sao calcula 

das (L) 

- o tipo de contorno (NNN) 

NNN = O (zero) indica contorno fechado 

z 

NNN = 1 ( um) indica contorno aberto 

z 

R 

- o incremento do ângulo e (ITH) 

incrementas de 1 a 360 (graus) 

os Índices que indicam os termos da série de Fourier 

que serão utilizados (INF(KK)), no qual: 



ma: 

2) 
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INF(KK) = O (zero) indica que o termo em consideração 

não será levado em conta. 

INF(KK) = 1 (um) indica que o termo em consideração se­

rá levado em conta. 

- o número de termos na série de Fourier (IAx) 

- o numero de superfícies diferentes (M) 

Consideram-se, no máximo, cinco superfícies diferentes. 

Deste modo, este cartão e esquematizado da seguinte for-

IAX 

Cartão com caracteres numéricos até a coluna 80 (Formato 

16I5), contendo, na ordem: 

os índices relativos a cosseno na série de Fourier 

(INDC(KK)), no qual: 

INDC(KK) = O (zero) indica que o termo relativo acosse 

no não será levado em consideração. 

INDC(KK) = 1 (um) indica que o termo relativo a cosseno 

será levado em consideração. 
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- os índices relativos a seno na série de Fourier 

(INDS(KK)), no qual: 

INDS(KK) = O (zero) indica que o termo relativo a seno 

não será levado em consideração. 

INDS(KK) = 1 (um) indica que o termo relativo a seno se 

rá levado em consideração. 

Assim, este cartão é esquematizado da seguinte forma: 

Cocoi INOC(2l INOC(3 INOC'4 INOC'S INOC'6 1Nosr1 1N0Sf2 INDS'3l INOS14 INDSISl INOSl6 

V.3.3 - Incidência das Superfícies Diferentes 

Neste grupo, o numero de cartões é idêntico ao numero 

de superfícies diferentes. Em cada cartão (Formato 8Il0) são for 

necidos o elemento inicial e o elemento final, sendo que é possí 

vel um máximo de 5 cartões. 

V.3.4 - Coordenadas dos Pontos Internos 

Este grupo possui o numero de cartões idêntico ao nume 

rode pontos internos. As coordenadas são dados numéricos reais 

e utiliza-se o formato 2Fl0.0 no qual o ponto pode ser colocado 

em qualquer coluna dentro da respectiva faixa. 
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Em cada cartão, a coordenada R e A coordenada z (CR e 

CZ) de cada ponto interno são fornecidas (nessa ordem). Deste mo 

do, temos: 

( 
FIO.O 

Obs.: Se nao forem necessárias informações nos pontos internos, 

isto é, L=O, as coordenadas dos pontos internos nao sao for 

necidas. 

V.3.5 - Coordenadas dos Pontos Extremos dos Elementos de 

Contorno 

Neste grupo, em cada cartão sao fornecidas as coorde-

nadas de cada ponto extremo. A ordem é igual à utilizada 

os pontos internos (formato 2Fl0.0). Assim, temos: 

'~--~1 
FIO.O 

V.3.6 - Condições de Contorno 

para 

O modelo desenvolvido exige o conhecimento prévio do 

potencial ou da derivada do potencial em cada nó. Neste modelo, 

cada harmônico possui as suas próprias condições de contorno,que 



81 

sao os coeficientes da série de Fourier. 

Neste grupo de cartões sao lidos os códigos que indi­

cam o tipo de condição de contorno do nó de cada elemento (KODE) 

e os valores das condições de contorno prescritas (VP), sendo que: 

KODE = O (zero) indica potencial prescrito. 

KODE = l (um) indica derivada do potencial prescrito. 

Nestes cartões utiliza-se formato I10 para KODE e for­

ma.to FlO.O para VP. Assim, estes cartões são esquematizados da 

seguinte forma: 

:I 10 FIO.O 
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CAPITULO vr 

APLICAÇÕES 

Neste capítulo sao apresentados resultados m.nnéricos pa­

ra cinco problemas. Comparações são feitas com soluções analíti 

cas exatas, que para estas aplicações, são conhecidas. 

APLICACÃO 1 
' 

No primeiro problema é estudado o caso de fluxo de ca­

lor radial que num estado estacionário atravessa um cilindro oco 

com extremos isolados corno mostra a Fig. (VI.1}. 

As condições de contorno sao especificadas corno: 

T = Tl para R = Rl 

T = T2 para R = R2 

T' = O para z = ± ZO 

onde T é a temperatura, isto é, a função harmônica u; e T' é o 

gradiente de temperatura, isto é, a derivada de T na direção nor 

mal. 

A distribuição exata da temperatura dentro do cilindro 

foi dada por CHAPMAN [ 13
] corno: 

T = Tl + [ (T2-Tl} • 9-n ( R } ] 
Rl 

,Q,n 

1 

R2 

Rl 
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Desta maneira nota-se que nao há dependência angular da 

temperatura. Assim, este problema envolve somente o termo cons­

tante (n=O) na expansão de Fourier, isto é, as condições de con­

torno são axissimétricas. 

Os parâmetros da Figura (VI.1) foram selecionados com 

os seguintes valores: 

z 
T': O 

T • T2 

T'=O 

Rl=l; R2=2 

zo = 0.5 

Tl=l ; T2=2 

T: TI 

R 

FIG.Vl·I· CILINDRO OCO COM CONDUÇÃO DE CALOR RADIAL 
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Neste exemplo o domínio é finito. 

Deste modo, o modelo de contorno, isto é, a discretiz~ 

çao do contorno r usada é a mostrada na Figura (VI.2). 

z 

o 

RI = 1 

R2 = 2 

1 
1 
:1s 14 1J 12 11 10 9 e 7 s 

5 

4 

3 

2 

Z0=0.5 

16 

17 

18 

19 

20 ~~~~~~~~~--------------------~~~~~ 
21 40 

22 

2 

39 

38 Z0=0.5 
24 37 

25~Je.. ...... ...+--+~1--1--........... ..+-+-".35 
26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 

F 

FIG. Vl-2· DISCRETIZA,ÇÃO DO CILINDRO OCO 

R 

Na tabela (VI.1) sao apresentados resultados represen­

tativos obtidos pelo MEC e os encontrados com a solução analíti­

ca exata. 

Na tabela (VI.2) sao apresentados os resultados para a 

temperatura obtidos pelo MEC comparados com a solução analítica 

para pontos onde o raio varia. Na mesma tabela mostra-se os er­

ros (s) observados. 
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Finalmente, na Figura (VI.3) tem-se o gráfico T X R de 

maneira a melhor visualizar estes resultados. 

Tab. (VI.l) - Resultados Representativos da Aplicação 1 

T T' 
m 

MEX:: ANAL1TICA MEX:: ANAL1TICA 

3 0.7183 o. 7213 

8 1.8081 1.8074 

10 1.6323 1.6323 

12 1.4330 1.4328 

18 - 1.4357 -1.4427 

Tab. (VI.2) - Comparação de Resultados para a Temperatura 

T T!rw, ~MEX:: 
R • 100 (%) 

MEX:: ANAL1TICA ~ 
1.00 1.0000 1.0000 o 
1.05 1.0666 1.0704 0.36 

1.15 1.1995 1.2016 0.17 

1.25 1.3206 1.3219 0.10 

1.35 1.4328 1.4330 0.01 

1.45 1.5357 1.5361 0.03 

1.55 1.6323 1.6323 o 
1.65 1. 7228 1. 7225 0.02 

1. 75 1.8081 1.8074 0.04 

1.85 1.8887 1.8875 0.06 

1.95 1.9655 1. 9635 0.10 

2.00 2.0000 2.0000 o 
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T 

2.0 

1.9 

1.8 

1. 7 

1. 6 

1. 5 

1.4 

l.J EXATA 

1. 2 X M E C 

1. 1 

1.0 

o R 
1.0 1. 1 1.2 I.J 1.4 1.5 1. 6 1.7 1.8 1. 9 2.0 

FIG. Vl-3- GRÁFICO T X R 
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APLICACÃO 2 
I 

Este exemplo trata do problema de um potencial de flu­

xo uniforme num tubo circular. Trata-se então de um problema de 

domínio finito. As dimensões do tubo são: 

Diâmetro igual a 20 unidades 

Comprimento igual a 10 unidades 

As condições de contorno sao: 

Potencial no topo da superfície do tubo igual a 10. 

Potencial na base do tubo igual a zero. 

O contorno lateral é assumido como sendo uma parede so 

lida de maneira que a velocidade dissipa-se. 

A geometria e as condições de contorno são mostradas na 

Figura (VI. 4) e a discretização do problema na: Fig. (VI. 5) . 

z 

u = 10 

u' = O 

,01 ' ' ... --1---
R 

u = o 
I· 20 

·1 

, FIG. Vl-4- GEOMETRIA E CONDIÇOES DE CONTORNO 
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z 

15 14 13 12 11 
10 

9 

8 

7 

6 
2 3 4 5 

R 

FIG. Vl-5- OISCRETlZAS:ÃO DO TUBO CIRCULAR 

A solução analítica deste problema é 

u = z 

portanto, n=O no desenvolvimento em série de Fourier. 

Na tabela (VI.3) sao apresentados resultados represen­

tativos obtidos pelo MEC e comparados com a solução analítica exa 

ta e na Fig. (VI.6) tem-se o gráfico u x z. 
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Tab. (VI.3) - Resultados Representativos da Aplicação 2 

u Q 
NÕ 

MEX:: ANAL!TICA ME:C ANAL!TICA 

1 - 0.9980 - 1.0000 

2 - 0.9974 - 1.0000 

3 - 0.9962 - 1.0000 

4 - 0.9821 - 1.0000 

5 - 1.0613 - 1.0000 

6 0.9482 1. 0000 

7 2.9774 3.0000 

8 5.0001 5.0000 

9 7.0227 7.0000 

10 9.0520 9.0000 

11 1.0613 1.0000 

12 0.9821 1.0000 

13 0.9962 1.0000 

14 0.9974 1.0000 

15 0.9980 1.0000 
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u 

10 

9 

8 

7 

6 

5 

4 EXATA 

3 i- MEC 

2 

o ~---------~---.---,--...---,---.----.--- z 
2 3 4 5 6 7 8 9 10 

FIG. Vl-6 - GRÁFICO U X Z 

APLICACÃO 3 
' 

Este problema consiste na análise de fluxo irrotacio­

nal e estacionário (fluxo com energia específica constante) de 

um fluido passando por uma esfera. 
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O eixo {Z) é tomado como sendo paralelo ao fluxo e é 

portanto um eixo de simetria conforme mostrado na Figura (VI.7) 

- ---
-u z - u 

--- R 

FIG. Vl-7- FLUXO PASSANDO POR UMA ESFERA 

Neste caso, ROUSE [ 1 '] observou que o campo de poten­

cial e simétrico com respeito a este eixo. 

Aplica-se o princípio da superposição de efeitos e des 

te modo considera-se a combinação do fluxo paralelo com a pertuE 

bação. 

Assim, 

para o movimento sem a perturbação 

Qll = uz 
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para a perturbação 

ou seja, em termo destas coordenadas tem-se: 

$ = $1 + $2 = U•Z + a 3 •U•Z 

onde: 

$ e o potencial de velocidade (isto é a função harmônica u). 

U é o fluxo uniforme de velocidade no infinito. 

a é o raio da esfera. 

Tem-se que a 

$ = uz + uz 
2 

1; 
(R2+z2) 2 1 , ogo: 

como o campo de potencial é simétrico, somente a parte axissimé­

trica (n=O) é tomada na expansão de Fourier. 

Neste exemplo é proposto um "problema de fluxo" para es 

te corpo, isto é,$' é prescrito na superfície da esfera com $ 

para ser determinado. 

A comparaçao de resultados para o potencial de veloci-
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dade entre o MEC e a solução analítica exata é feita para o lo­

cal onde ocorre a perturbação (~ 2 ). 

Os valores dos parâmetros usados para este problema .são: 

a = 1 e U = 1 

Trata-se, portanto, de um problema de domínio infini­

to. Neste trabalho, como é sabido, utiliza-se o elemento com va 

riação constante. 

Deste modo a discretização é feita considerando-se um 

polígono de área idêntica à da superfície da esfera em conside­

ração conforme é mostrado na Figura (VI.8). 

A tabela (VI.4) contém resultados representativos para 

o modelo do exemplo 3 e na Figura (VI.9) tem-se o gráfico ~ 2 xZ. 



FIG. Vl-8-
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Tab. (VI.4) - Resultados Representativos do Exemplo 3 

NÕ 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

O 5 

0-4 

o. 3 

0.2 

0.1 

<P2 

MEC 

0.50495 

0.42815 

0.28608 

0.10046 

-0.10046 

-0.28608 

-0.42815 

-0.50495 

<j,. 
2 

PRESCRITO 

ANAL!TICA 

0.49040 0.98080 

0.41574 0.83147 

0.27779 0.55557 

0.09755 0.19509 

-0.09755 -0.19509 

-0.27779 -0.55557 

-0.41574 -0.83147 

-0.49040 -0.98080 

EXATA 

X MEC 

o~~-~-~-..-~.-~---...--..--.-----Z 
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 O 7 O 8 0.9 1.0 

FIG. VI· 9 - GRÁFICO f2 X Z 
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APLICACÃO 4 , 

Este exemplo também estuda a análise de fluxo irrota­

cional e estacionário de um fluido passando por urna esfera. 

Pretende-se demonstrar a capacidade da formulação uti­

lizada neste trabalho para tratar com problemas sujeitos a condi 

ções de contorno arbitrárias. 

Para tal, o eixo (Z) da aplicação 3 é tomado perpendi­

cular ao fluxo, isto é, na Figura (VI.10) o eixo (Z) é perpendi­

cular ao papel. 

- -- -- -
-u -u 

- -- -R - e -
FIG. Vl-10- FLUXO PASSANDO POR UMA ESFERA 

Deste modo, em termo destas coordenadas tem-se: 
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UR sene a 3 

= UR sene + 
. 3 

2 (R2 +Z 2
) ~ 

Em particular tem-se que o potencial é visto como 

função de sene. Assim, este problema envolve some·nte um 

(n=l) termo na expansão em série de Fourier. 

Único 

Neste exemplo, semelhantemente à aplicação 3, é propo~ 

to um "problema de fluxo". A comparaçao de resultados para o p~ 

tencial de velocidade entre o MEC e a solução analítica exata e 

feita para o local onde ocorre a perturbação (q, 2). 

Os valores dos parâmetros usados para este problema 

sao: 

a = 1 e U = 1 

Tem-se neste exemplo um problema de domínio infinito. 

Considera-se o ângulo e igual a 90° e para a comparação de resu! 

tados são feitas 3 discretizações com 8, 16 e 32 elementos, para 

os quais consideram-se polígonos de área idêntica à da superfí­

cie da esfera em consideração. 

Na tabela (VI.5) sao apresentados resultados represeg 

tativos obtidos pelo MEC e comparados com a solução analítica e­

xata. Na Figura (VI.11) tem-se o gráfico ·q,2xR para o ângulo de 

90°. 
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Tab. {VI.5) - Resultados Representativos para 8, 16 e 32 

Elementos 

N=8 R <P2 
NCi MEC ANAL!TICA 

1 0.19509 0.09365 0.09755 

2 0.55557 0.28128 0.27779 

3 0.83147 0.42389 0.41574 

4 0.98079 0.50100 0.49040 

N=16 R <P2 
NCi MEC ANAL!TICA 

2 0.29028 0.14491 0.14514 

4 0.63440 0.31848 0.31720 

6 0.88192 0.44328 0.44096 

8 0.99519 0.50037 0.49760 

N=32 R <P2 
NCi MEC ANAL!TICA 

2 0.14673 0.07315 0.07337 

4 0.33690 0.16846 0.16845 

6 0.51411 0.25726 0.25706 

8 0.67156 0.33616 O .33578 

10 0.80322 0.40213 0.40161 

12 0.90400 0.45262 0.45200 

14 0.97003 0.48571 0.48502 

16 0.99880 0.50012 0.49940 
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0.50 

0.45 

• 
0.40 

0.35 

0.30 

0-25 EXATA 

0.20 • 8 ELEMENTOS 

0.15 MEC 't' 16 ELEMENTOS 

0.10 )< 32 ELEMENTOS 

o.os 

o R 
º·' 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 o.e 0,9 1.0 

FIG.VI-li- GRÁFICO lj,2 X R 

APLICACÃO 5 
' 

o último exemplo estuda o problema de um campo eletro~ 

tático dentro de uma região cilíndrica de comprimento infinito. 
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A região possui raio unitário e é contornada por duas 

placas de carga semicilíndricas opostas, como se mostra na figu-

ra (VI.12). 

onde 

V: 1 

v:-1 

FIG. Vl-12- CAMPO ELE
0

TRICO OENTRO DE UMA REGIÃO CIL(NDRICA 

As condições de contorno sao: 

V= -1 

V= 1 

para 

para 

R=l 

R=l 

-?T <e< o 

o < e < '1T 

V e o potencial elétrico (a função harmônica u). 

O campo dentro da região e dado exatamente por 

CHURCHILL [ 15
] como: 

V= 
2 

'1T 

-1 
tg 2 R sen e l 

(l-R2 ) 
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Como V e V' sao funções ímpares de e, a expansao em sé 

rie de Fourier nao contém termos em cosseno, embora possua um nú 

mero infinito de termos em seno. 

Nota-se que quando R=l, V é descontínuo e V' é indefi­

nido. Logo V e V' não são bem representados pelas séries de Fou 

r ier. Conseqüentemente, para efeito de comparação de resultados 

escolhe-se somente a região de R ~ 0,75. Igualmente considera­

se a região para -0,5 ~ z ~ 0,5. 

As cond;Lções de contorno impostas sobre esta região sao: 

V = 2 -1 
tg 

'TT 

24 
sen e] para R = 

7 

V' = O para Z = ± 0.5 

e sao mostradas na Figura (VI.13). 

z 
v'= o 

V• g_ to·' ( ~ SEN9) 
n 1 

0.75 

R 

FIG. Vl-13· REGIÃO REDUZIDA DO CAMPO EL{TRICO 
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A discretização usada neste problema indica-se na Figu 

ra (VI.14). 

z 

,. . . . . 
' ' ' --1 

1 15 14 13 12 li 

1 10 

1 ·-1 
0.50 1 

1 9 
1 
1 
1 
1 8 
1--------------- R 
1 
1 ·-1 
1 7 
1 
1 0-50 
1 .~ 
1 
1 6, 
1 
1, 1 

' 
2 . 3 . 4 . 5 . 

• • - '-1 

0.75 
--1 

FIG. Vl-14- OISCRETIZAS:ÃO PARA A REGIÃO CILi'NORICA 

Este problema foi resolvido usando-se 5 termos na ex­

pansao em série de Fourier (n=S). 

A tabela (VI.6) contém resultados para os coeficien­

tes da expansao de V no nó 3 e para os coeficientes da expansao 

em V' no nó 8. Estes resultados são comparados com as respecti­

vas soluções analíticas exatas. 



103 

Tab. (VI.6) - Resultados dos Coeficientes para a Aplicação 5 

VnoNó3 V' no NÓ 8 

T\ MOC EXATA MOC EXATA 

1 0.4791 0.4774 1.2699 1.2732 

2 º·ºººº 0.0000 º·ºººº - 0.0002 

3 0.0229 0.0224 0.6789 0.7162 

4 0.0000 º·ºººº 0.0000 -0.0006 

5 0.0019 0.0019 0.3819 0.4029 

A Tabela (VI.7) mostra resultados obtidos pelo MEC no 

cálculo de V no NÓ 3 para diversos valores do ângulo e. Estes re 

sultados são comparados·com a solução analítica exata. 

Tab. (VI.7) - Distribuição de V para e no Nó 3 

. 
POTENCIAL. EIBI'RICO (V) 

e MOC ANAL!TICA 

oº o o 

15° 0.1421 0.1414 

30° 0.2635 0.2619 

45º 0.3536 0.3520 

60° 0.4132 0.4120 

75° 0.4470 0.4459 

90° 0.4580 0.4568 
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Nas Figuras (VI.15-VI.20) tem-se gráficos de V x R pa­

ra diversos valores de e. 

V 

0.6 

0.5 

0.4 

O.J EXATA 

0.2 X 
ME C 

0.1 

o 1.:::::::.,___.,.......---...-...---.---.--,r-,-------- R 
0.1 0.2 0.J 0-4 0.5 0.6 0.7 0.75 

FIG. Vl-15- GRÁFICO V X R PARA 9 = 15° 

V 

0.7 
)( 

0.6 

0.5 

0.4 

O.J EXATA 

0.2 X M E C 

0.1 

o k:::-.---r-----.---r----.--,--,.........,.--:-------
0. J 0.4 0.5 0.6 0.7 0.75 

R 
0.1 0.2 

FIG. Vl-16- GRÁFICO V X R PARA 9 = 30• 
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V 

0.8 

o. 7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 EXATA 

0.2 X MEC 

0.1 

o "--.---,----r---.---,---r---.--r---------1~ R 
0.1 0.2 0.3 0-4 0.5 0.6 0.7 0.75 

FIG. Vl-17- GRA'FICO V X R PARA 8 = 45• 

V 

0.9 

0.8 

0.7 

0.6 

0.5 

0.4 

0.3 EXATA 

0.2 X MEC 

0.1 

o ""--~-~-~----,----.----.---.------- R 
0.1 0.2 o.3 o.4 o.s o.6 0.7 o.75 



V 

0.9 

o.e 

0.7 

0-6 

0.5 

0.4 

0-3 

0.2 

o. 1 

o 

V 

0.9 

o.e 

0.7 

0.6 

0-5 

0.4 

0-3 

0.2 

Q.J 

o 
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EXATA 

x M E C 

R 
0.1 02 o. 3 0-4 0.5 0.6 o. 7 0-75 

FIG. Vl-19- GRÁFICO V X R e • 75° 

>< 
X'. 

EXATA 

X MEC 

R 
0.1 0.2 Q.J 0.4 0-5 0.6 0-7 0-75 

FIG. Vl-20- GRA'FICO V X R PARA 8 • 90° 



107 

CAPITULO VII 

COfKLUSÕES 

Utilizando a formulação desenvolvida neste trabalho p~ 

ra a obtenção das soluções fundamentais, angularmente independeE 

tes (HHn e HLn) para cada harmônico da série de Fourier, há difi 

culdade em expressar estas soluções em integrais elípticas com­

pletas do primeiro e segundo tipo. A partir do segundo termo da 

série, as integrais são resolvidas numericamente usando direta­

mente integração angular. 

A integração angular foi implementada utilizando 24 PºE 

tos de Gauss. Usando a regra de Simpson, devem ser utilizados 60 

pontos que para as mesmas integrais deram resultados semelhantes. 

As condições de contorno para os casos não-axissimétr~ 

cos sao os coeficientes da série de Fourier. Estas integrais d~ 

vem ser calculadas com um grande grau de precisão e são calcula­

das neste trabalho com 100 pontos, utilizando a regra de integr~ 

çao de Simpson. 

Neste trabalho sao estudados os problemas governados pe­

la equação de Laplace, mas é possível fazer a simulação de pro­

blemas de difusão para estados estacionários. Neste caso, a cons 

tante de difusão está incluída nas condições de contorno natu­

rais do problema (q). 
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O cálculo das integrais que apresentaram singularidade 

foi levantado utilizando uma transformação quadrática. No entan 

to, este cálculo foi realizado inicialmente através de outro pr~ 

cesso. 

Neste processo sempre é possível separar as integrais 

elípticas, numa função que contém somente a integral elíptica~ 

pleta do primeiro tipo (EK) mais outra que contém somente a int~ 

gral elíptica completa do segundo tipo (EE). A singularidade a­

contece quando a coordenada R do ponto fonte (RP) é igual a coor 

denada R do ponto campo (RQ), isto é, quando FK=l, EE=l. 

Logo, esta parcela é calculada normalmente, usando a 

quadrática de Gauss. Este mesmo procedimento não deve ser segu! 

do para o cálculo da contribuição de EK devido à singularidade~ 

xistente. 

Passando-se estas integrais para coordenadas locais, a 

parcela que contém EK é dividida em duas partes, sendo a primei­

ra no intervalo de -1 até a singularidade e a segunda da singul~ 

ridade até 1. Fazendo uma mudança de variáveis, cada parcela é 

dividida em outras duas, de maneira a obtermos uma parte bem co~ 

portada, que é calculada usando a quadratura de Gauss e outra ]'.la!: 

te que é calculada usando peso logaritmo. 

Este processo apresenta precisão comparável com a trans 

formação quadrática. Entretanto, não é vantajoso ser usado de­

vido ao maior número de parcelas a serem integradas, que além de 

tornar o programa menos eficiente computacionalmente, dificulta 
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a ativação de novos termos na série de Fourier, caso for deseja­

do ou seja necessário. 

No trabalho realizado por Hess e Smith [2) para o tra­

tamento de problemas de potencial, no qual corpos axissimétricos 

são sujeitos a condições de contorno arbitrárias, foi considera 

do somente o primeiro termo da série de Fourier (termo em cosse­

no somente). Deste modo, a formulação implementada neste traba­

lho inclui o trabalho de Hess e Smith. 

Tendo-se trabalhado com condições de contorno arbitrá­

rias, é dado um grande passo para a extensão da aplicação do MEC 

a outros tipos de problemas. Assim, poderão ser tratados probl~ 

mas de elasticidade, plasticidade e viscosidade axissimétrica e~ 

tre outros, nos quais as condições de contorno sejam arbitrárias. 

Os coeficientes da diagonal da matriz H nao sao calcu­

lados através de movimentos de corpo rígido, pois esta considera 

ção só é válida para o termo axissimétrico (n=O). 

Apesar da complexidade de ter uma seqüência de inte­

grais elípticas completas como solução fundamental singular, o 

sucesso numérico para problemas do mesmo tipo é bastante satisfa 

tório. Devido à grande dificuldade em tratar com integrais elÍE 

ticas completas e ao fato da pequena literatura a respeito deste 

assunto, desenvolve-se neste trabalho uma tabela de integrais e­

lípticas completas. O objetivo desta tabela é dar uma pequena 

contribuição, de maneira a fornecer subsídios para resolver alg~ 

mas integrais que aqui aparecem. 
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As principais vantagens da formulação deste trabalho 

sao: 

a) se somente poucos termos da série de Fourier sao utilizados, 

este tratamento tem importantes vantagens em contraste com o 

tratamento tridimensional. 

b) o probelma tridimensional e reduzido a uma seqüência de pro­

blemas unidimensionais. 

c) a simples preparaçao de dados. 

d) as modificações de projetos sao facilmente implentadas, já que 

somente o contorno da região precisa ser definido. 

O programa implementado utiliza o elemento com geome­

tria linear, não sendo possível, desta forma, representar de ma­

neira exata os problemas de geometria circular ou parabólica. D~ 

vido a esta dificuldade recomenda-se implementar um programa com 

elementos circulares ou parabólicos, deixando para o usuário a 

correta utilização de cada elemento. 

Com o aumento do número de engenheiros e pesquisadores 

ocupados no seu estudo e divulgação, no Brasil o método dos ele­

mentos de contorno começa a ocupar lugar de destaque entre os~ 

trumentos disponíveis para o tratamento dos problemas que a enge 

nharia nos apresenta. 
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Os resultados obtidos neste trabalho dão urna pequena 

contribuição e incentivam o prosseguimento das pesquisas para a 

generalização do método dos elementos de contorno. 
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APÊNDICE A 

Em coordenadas retangulares: 

1; 
r (P ,Q) =[ (x1 {Q) -Xi (P)) 2+ (x2 (Q) -x2 (P)) 2+ (x, (Q) -x, (P)) 2 l 2 

Em coordenadas cilíndricas: 

x 1 {Q) = RQ.cos8Q 

x2(Q) = RQ.sen8Q 

X3 (Q) = ZQ 

X1 (P) = RP cos8P 

X2 (P) = RP sen8P 

X3{P)=ZP 

Substituindo na equaçao, temos: 

V 
r (P, Q) =[ (RQ•cos8Q-RP•oos8P) 2 + (RQ•sen8Q-RP• sen8P) 2 + (ZQ-ZP) 21 2 

- 2 RP•RQ(cos8Qcos8P+sen8Q sen8P) + (ZQ-ZP) 2 l 

Assim: 

1; 
r(P,Q) = [ RP 2+RQ 2-2RP•RQ•cos (8Q-8P) + (ZQ-ZP) 21 2 
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APENDICE B 

dr(Ql = i'!I deQ·drQ 

Sabe-se que: 

corno, 

x 1 (Q) = RQ•cos8Q 

x2 (Q) = RQ·seneQ 

X3 (Q) = ZQ 

i'!I = a[ xi(Q) ,x2 (Q) ,x3 (Q) l = 
o [ R2,8Q,ZQ ] 

ternos que, 

dXJ (Q} 

ªR2 

ax2 (Q) 

ilR2 

cos8Q -RQ•sen8Q 

sen8Q RQ•cos8Q 

o o 

Logo, i '! 1 = RQ 

o 

o 

1 

OX1 (Q) 

aeQ 

ax2(Q) 

aeQ 

OX3 (Q) 

aeQ 

OXJ (Q) 

oZQ 

0X3 (Q) 

aZQ 

= RQ(cos 2 8Q + sen28Q) 
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APENDICE C 

Tem-se que: 

T[ 

de 
RR4 I2º HHO = 

1; 
[ l-FK 2 •cos 2 6 l 2 

Pretende-se calcular HLO 

Cálculo de 

d 

oRQ [ 
4 

RR 

HLO = 

z 

a 

oHHO 

oRQ 

T[ 

oHHO 

oRQ 

n 

an 

R 

I20 ~~~d_e~~~-Y~ 
[ l-FK 2 cos 2 6 ] 2 

+ ...!. d 

oRQ RR 

oZQ 

) = 

d6 

an 

d 

oRQ 

oRQ 

on 

oZQ 

an 

= nRQ = cosa 

= nZQ = sena 



Cálculo de 

[ ~] = 

Cálculo de 

FK 2 = 

a 
aRQ 
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y 
[ 4 [ (RP+F(l) 2+ (ZQ-ZP) 2] -

2 
] = - 4 

1T 

a 
aRQ [~ 

4RP•RQ 

(RP+RQ) 2+(ZQ-ZP) 2 

1T 1T 
-1; 

2 

a 
i)RQ [f [f [ 1- -[-(~_RP_~m~)~:-c;-(;-~-e_zP_)_2_1 J de J 

1T 
1T 

[f _d_e -) = 
[ l-FK2cos28] \ [ cos2 e de 

Logo, tem-se que: 

1T 

[ - (RP+F(l) • f ___ d_e ___ + 1 2RP- (RP+F(l) FK2 l • ilHHO 4 --=-



Cálculo de 

1T 

a [; [ azQ 

Cálculo de 

8HHO 

azQ 

d8 

[ l-FK2 cos2 e) 

a [ 4 ) clZQ RR 
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1T 

) a (;) f: =-
1; clZQ 

2 

1T 

4 a (t +-·-
RR clZQ 

a 
clZQ 

. _ 1; 

= _a_ [ 4•[ (RP+m) 2 + {ZQ-ZP) 2
) 

2 

) = 
clZQ · 

Cálculo de a 
clZQ 

1T 

( J: __ de ___ ] 

1; 
[ l-FK2 cos 2 8) 2 

1T 

d8 

[ l-FK2 cos2 8) 

d8 

[ l-FK2 cos2 8) 

- 4 {ZQ-ZP) 

RR3 

1; 
2 

1; 
2 

__ __;dc..c8 ___ ] = - (ZQ-ZP) •FK2 

1/ RR2 
[ l-FK2 cos2 8) 2 ro 3

/ 

cos2 8•d6 

[ l-FK2 cos2 8) 2 

Logo, 

+ 

) 



1T 

ôHHO 4 ( [ -- = - -(ZQ-ZP) • O 
dZQ RR3 

ae 

Desta forma tem-se: 

122 

1T 

(ZQ-ZP) •FK2 
• f 

ae + 

oos
2 e ae J 

[ l-FK2 oos2 e] 
3

~ 

1T 

HL0 = :3 [-[ (RP+RQ) nRQ + (ZQ-ZP) nZQ ] f 
[ l-FK2 oos2 6] \ 

1T 

[o + [ (2RP-(RP+RQ)FK2 )nRQ - (ZQ-ZP)FK2 •nZQ l oos
2 e ae ) 

~3/ 
[ l-FK2 oos2 e] 2 
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APÊNDICE D 

Tem-se: 

'1T 

HHl =; f: cos2e de 

[ l-FK 2 cos 2 e] 
1

~ 

Pretende-se calcular: 

Cálculo de 

HLl = 

ôHHl 

ôRO 

'1T 

lo 

aHHl 

aRO 

aRo + aHHl 
an azo 

azo 

ôn 

cos2e de 4 a _.:...;:..:__c_:;.c... __ + - • 

cos28·cos2 e de 
3/ 

[ l-FK2 cos2 8] 2 

RR aRQ 

cos2e de 
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Cálculo de 3HH1 

3ZQ 

3HH1 --= 
3ZQ 

Assim: 

HLl = 

-4(ZQ--ZP) 

RR3 

1T 

f cos28 d8 

1; 
O [l-FK2 cos2 8] 2 

1T 

Í2
0 

cos26•cos2 6 de 

Jn [ l-FK2 cos2 6] \: 

+ 4 [-(ZQ--ZP)]FK2 

RR3 
• 

4 

RR 3 

1T 

( - [ (RP+RQ) nH:l + (ZQ--ZP) nZQ • r 
cos28 d8 

1; 
[ l-FK2 cos2 e] 2 

1T 

+ [ (2RP-(RP+RQ)FK2 )nRQ - (ZQ--ZP)•FK2 •nZQ•r 
cos26•cos2 8 d8 

3/ 
[ l-FK2 cos 2 6] 2 

+ 
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APÊNDICE E 

A seguir será apresentada uma tabela de integrais elÍE 

ticas. De maneira a conhecer o processo utilizado no cálculo de~ 

tas integrais, calcula-se uma das integrais que constam desta ta 

bela. 

Assim, como exemplo, pretende-se calcular: 

cos2e de 

[ l-FK 2 cos 2 e] 

Tem-se que cos 2 e 1 +cos2e = =---'----

de= 2 

2 

de+ _2_ 
FK2 

-2 2 
=-EE+-EK-EK 

FK2 FK2 

cos2e = 2cos 2 e-l 

- EK 

1T 

f de 
- EK 

io 



Assim, 

7f 

f20 cos2e ae 
----'----'--

[ l-FK2cos 2 e] 

126 

= [ (2-FK 2 ) •EK-2 •EE ] • 
1 

FK 2 

TABELA DE INTEGRAIS ELÍPTICAS COMPLETAS 

ae = EK 

7f 

[ l-FK2cos 2 e] 2 ae = EE I
20 '! 

7f 

I20 '! cos2e ae = [ (2-FK2) •EK -2·EE]. 1 

[ l-FK2 cos 2 8] 2 

7f 

f [ 1-FK',,:'e] '{ " 

FK2 

(4-3FK2 )EE] • __ l_ 
FK2FKL2 
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cos 2 e de [EK-EE 
_..;c.;:c.;c_..,:___;;c.;___ = .....:...;;:.;:.;....::.;::_-'--

1T 

p cos2e de 

Jo 3/ 
[ l-FK2 cos2 e] 2 

[EE - FKL2 •EK] 

FK2 •FKL2 

= [ (8FK2 -16)•FKL2 •EK+(8FKL2+FK4 )EE] • --=1=---

• EE-2•EK ] • 



PONT0(2} r 
1 • 

'l ' 1 

r 
TI = 

t/2 

TI - 2r = o 
'),, 

Façamos u = TI 

-2r 
V = 

'),, 

Logo, temos: 

U + V = Ü 

_a_,_(_f..:..,_n.:...) = 
a(u,v) 

1 

a(u,v) 

a(r,Tll 
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APÊNDICE F 

r 
' NO" 

PONTO(I} 

1\: - 1 

TI = 2r 
'),, 



3u 

3(u,v) 3f 
= 

3(f,n) 
3v 

3f 

Assim: 

3u 

3 T] 

3V 

3 T] 

1 

2/9-

= 

129 

o 1 

2 
- -

2 
9, 

o 
9, 

9, 
i '.! 1 = 

2 
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APENDICE G 

CÁLCULO DE INTEGRAIS SINGULARES USANDO A QUADRATURA 
DE GAUSS 

O objetivo é resolver: 

f
l 

f(nl dn 

-1 

- -
onde f(n) é singular em um certo ponto n (-1, Tl, 1) seja: 

com 

tem-se: 

n = a8 2 + b8 + c 

dT] 
- = 2a8+b 
de 

n=l => 8=1 

n=-1 => e=-1 

dn - = O em n 
d8 

ae 2 + b8 + c - n = o 

8 , = -b+ / b 2 -4a (C-n )
1 

2a 
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8 ,, = -b - / b 2 -4a (C-11) 

2a 

que fornece na verdade 2 valores 8 para cada 11,tinharnos que: 

a+b+C = 1 2b = 2 b=l 
=> 

a+C=O a=-C 
a-b+C = -1 

no ponto singular 11, ternos: 

2a6 + b = O 

que fornece, quer usando 8' ou 8": 

a = 

a = 

a' = 

b -4a (C-n) = O 

1 -4a (-a-n) = O 

4a (a+n) = -1 

4a 2 + 4an + 1 = O 

2.4 

-4n ± 4 ln2 -1
1 

2.4 
= - 11 

2.4 

± / n2 - 1
1 

2 

; e ' 11 - / 112 
- 1

1 

2 
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ªli= -n-/n2 -1 cn = n+/n2 -1 

2 2 

Nota-se que como -1 ( n ( 1, a mudança só fornece valo 

res reais para a e c se \n\ = 1 e neste caso a'= a" e C' = C" 

Fica-se, portanto com: 

a = n 
2 

e = .!l 
2 

e a resposta é 

n = a8 2 + b8 + e 

n = - .!l 82 + 8 + .!l 
2 2 

n = .!l (1-8 2) + 8 
2 

e 

dn = 2a8 + b = 2 ( - n ) 
d8 2 

dn = 1 - n e 
de 

Assim, tem-se: 

f
1 

f(nl dn 
-1 

= Jl f [ 

-1 

.!l (l-8 2 )+8 1 
2 

8+1 

(l-n8) de 


