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Neste trabalho & apresentada a formulacao completa do mé-
todo dos elementos de contorno para a solucao de problemas de po
tencial na qual corpos axissimétricos sao sujeitos a condigoes de

contorno arbitrarias.

Nesta formulagao, as variiveis de contorno sdo desenvolvi
das em série de Fourier, em fungao da coordenada angular. Isto
permite que um problema tri-dimensional seja reduzido a uma se-

giiéncia de problemas uni-dimensionais.

Além da formulagao analitica, & apresentada a solucaoc nu-

mérica utilizada para a implementacgao desta formulacdo.

Sao apresentados os resultados de cinco aplicacoes que mos
tram a precisao do método, guando comparado com solugoes obtidas

de forma analitica.
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This work presents a complete boundary element method for
the solution of potential problems .in wich axisymmetric bodies
are subjected to arbitrary boundary conditions. In the
formulation followed, the boundary variables are developed in
Fourier series with respect to the angular coordinate. This
permits that a three-dimensional problem be reduced to a

sequence of cne-dimensional problems.

In addition to the analytical formulation, it is presented

the numerical procedure used to implement this formulation.

Results for five applications show the accuracy of the

method when compared to analytical solutions.



VAL

NOMENCLATURA

!

= matriz cheia, quadrada de orden N, formada pelos coefici
entes das incdgnitas.
A0,...,Al0 = valores dos coeficientes do polinomio da integral e
liptica completa do primeiro tipo.
a = raio da esfera.
BO,...,Bl0 = valores dos coeficientes do polinamio da integral e

liptica completa do primeiro tipo.

c = velocidade de propagagao da onda em um meio.
C(P) = coeficiente que & fungao do ponto de contorno.
EK = integral eliptica completa do primeiro tipo.
EE = 1integral eliptica completa do segundo tipo.
En = seqgliéencia de integrais elipticas completas.

f = fungao continua.
vetor dos . termos independentes gue inclui a
F contribuigao dos valores prescritos.

campo vetorial continuamente  diferenciavel.

FK = mddulo-da integral eliptica.

FKL. = mbdulo complementar da integral eliptica.

G = matriz dos .coeficientes da solugdo .fundamental.

h = parametro gue representa as propriedades de um meio na
equacao da difusao.

H = matriz dos coeficientes da derivada da solugao fundamen-
tal na diregao normal.

HHn = solugdo fundamental da equagao de Laplace, angularmente

independente, que & dada em fungao de integrais elipti-

cas completas.



viALL

HLn = derivada da solugao fundamental na diregao normal, comre

lagao as coordenadas do ponto campo.

i = vetor unitario.

i = indice.

I = matriz identidade.

INF = indice‘que indica qual o termo da série de Fourier a ser
utilizado.

INDC = indice relativo ac termo em cosseno na série de Fourier.

INDS = Indice relativo ao termo em seno na série de Fourier.

b = vetor unitario.

j = 1indice.

|J| = Jacobiano da transformagao.

K = vetor unitario.

K = 1Indice

K = representa uma fungao de posigao conhecida ou constante
na equag¢ao de Poisson.

KODE = c¢bdigo que indica o tipo de condigao de contorno dos nos
do elemento.

2 = comprimento do eleménto.

L = nuamero de'pontos de integracao.

m = 1indice.
indice.

n
normal.

N = nﬁmerb de elementos de contorno.

N = fungoes de interpolagao.

P = ponto fonte.

Q = ponto campo.

q = 94 - gerivada do potencial na direcao normal.

an
. _ Bu*

= = derivada da solugao fundamental na direcao normal.
an
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coordenada R dos pontos extremos dos elementos de contor
no.

expressao definida no capitulo III.
= distancia do ponto fonte até o ponto campo.
coordenada R do ponto campo.

coordenada R do ponto fonte.

parametros do polindmio da integral eliptica completa
do 1¢ tipo.

parametros do polindmio da integral eliptica completa
do 29 tipo.

temperatura.

gradiente de temperatura.

tempo.

potencial.

fluxo uniforme de velocidade no infinito.

= solugao fundamental.

fungdo harmdnica. (fungao que satisfaz a equagao de
Laplace)

indica u ou g

potencial elétrico

valores das condig¢oes de contorno prescritas.
originalmente contém os coeficientes independentes e a-
pds a solugao conterada os valores das incognitas do siste
ma.

fator de peso associado ao ponto K.

fator de peso associado ac ponto M.

coordenada retaﬁgular.

coordenada retangular.

vetor formado pelos valores nodais incdgnitos.
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cosseno diretor relative a RQ.
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= funcao generalizada delta de Dirac.
erro de aproximacgao.
adngulo.

fluxo passando por uma esfera.

angulo.

angulo relativo ao ponto fonte.
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3.141592653589793238462643...
gradiente.

Laplaciano.

superficie do corpo.

corpo axissimétrico qualquer.

coordenada intrinseca.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

Na procura de novas técnicas numéricas para a solugdo
de problemas de engenharia, o método dos elementos de contorno

(MEC) vem se consolidando come uma alternativa eficiente.

Apesar do MEC ser um método de aplicagéo menos geral
gue o método dos elementos finitos (MEF), tem-se mostrado um mé-
todo mais eficiente para'certos tipos de problemas, especialmen
te em problemas de elasticidade que envolvem concentracgao de ten
sdes. O MEC & também bastante recomendado para a solugac de pro
blemas que envolvem dominios infinitos ou semi-infinitos, tais
como aplicagdes em hidriulica, mecdnica dos solos, interagao flui

do-estrutura, solo-estrutura e outros.

O objetivo deste trabalho € aplicar o MEC a problemas
de potencial que envolvam gecmetria axissimétrica sujeita a con-
dicdes de contorno arbitrdrias. Nesta formulagdo incluem-se pro
blemas de fluxo transversal sobre corpos axissimétricos com apli
cagOes na indistria aeroespacial, bem como todas as aplicagoes

que a teoria de campo possa abranger.

A representacdo matemdtica dos problemas & feita pela
equacao de Laplace e o contorno & discretizado, utilizando-se e-

lementos com variagao constante.

Neste trabalho & apresentada a formulagao completa pa-

ra este tipo de problema.



Um programa elaborado em linguagem Fortran foi desen-
volvido para os computadores Bourroughs B-6700 e B-6800 do Nicleo
de Computagao Eletrdnica da Universidade Federal do Rio de Janei

ro.

A seguir comenta-se sucintamente os principais autores

gue tém trabalhado neste tipo de pesquisa.

Um importante trabalho neste assunto foi desenvolvido
por L.Wilson [!] que em 1965 publicou um artigo no gual utiliza-
va o MEF no cdlculo de tensoes e deslocamentos para sdlidos elas
ticos de revolugdo sujeitos a cargas axissimétricas ou nao-axis-

simétricas, isto &, cargas arbitrarias.

Nesse trabalho, Wilson inclui o estudo de estruturas com
plexas considerando as propriedades dos materiais anisotropicas
e fazendo uso de principios de energia; equagdes de equilibrio

sdao formadas para a estrutura completa.

Para o caso de cargas arbitrarias, os deslocamentos ur,

u_ e u, de cada nd sao expandidos em série de Fourier e admitin-

Z 5]
do as propriedades de ortogonalidade das fungaes trigonométricas,
a anilise & dividida em uma soma de analises bi-dimensionais. Es

te trabalho pode ser considerado como a primeira publicagao gque

trata de corpos de revolugdo sujeitos a cargas arbitrarias.

Em 1967, Hess e Smith [?], utilizando o MEC, desenvol
veram um trabalho para obter a solugcao de problemas de fluxo de

potencial sobre corpos arbitrarios com condigoes de contorno ti-



po Neumann utilizando o método indireto para o cidlculo do poten-

cial e da velocidade..

M.Mayr [ 3], em 1976, desenvolve uma formulagéo'gnﬁ.trg
tar problemas de elasticidade axissimétrica utilizando o MEC.Nes
se mesmo trabalho ele faz a extensdo para condigoes de contorno
arbitririas, seguindo o mesmo caminho utilizado por Wilson com a

utilizagdo do MEF.

Em 1979, F.J. Rizzo e D.J. Shippy [*] fornecem os ele-
mentos necessiarios para a obtencgao da solugaoc pelo MEC para pro-
blemas de potencial e elasticidade para corpos axissimétricos com

condicoes de contorno arbitrarias.

J3 em 1980, M. Mayr e outros [°] publicam um procedi-
mento semi-analitico para o estudo de corpos elisticos axissimé-
tricos sujeitos a condigSes de contorno arbitrarias, com a utili

zagao do MEC.

Nesse mesmo ano Shippy, Rizzo e Nigan [ °] desenvolvemuma
formulagao completa para problemas de elasticidade onde resulta-
dos numéricos para alguns exemplos estao incluidos. Paralelamen
te, Shippy, Rizzo e Gupta [7] fazem o mesmo desenvolvimento pa-

ra problemas governados pela equagao de Laplace.

No final deste trabalho, sao apresentados exemplos i-
lustrativos resolvidos gque mostram a eficiéncia do MEC quando a-
plicado a problemas de potencial que envolvam geometria axissimé

trica sujeita a condigoes de contorno arbitririas.



CAPITULO IT
PROBLEMAS DE CAMPO E SUA APLICACAQ PELO MEC

[I.1 Teoria pe CaMpo

A teoria matematica que recebe o nome de tecria de cam
po & aguela gue usualmente & utilizada na pesquisa de métodos que

predigam fenOmenos naturais.

Assim, imaginando uma regido de um espaco V, na qual
cada ponto & associado a um ou mais numeros gque representam uma
gquantidade fisica, estes numeros podem ser especificados camo tem
peratura, pressao, densidade e intensidade de campo elétrico, en

tre outros.

A totalidade destes valores para cada tipo de quantida
de fisica, constitui um campo fisico, gue por conseguinte sac cha-

mados de: campo térmico, campo gravitacional e campo elétrico.

Na teoria de campo, os problemas envolvem em um deter-
minado meio ou dominio, redes de fluxo, que sao malhas compostas
por linhas de fluxo (linhas tangentes em cada instante e em cada
ponto ao vetor de velocidade nessge ponto) e linhas equipotenci-
als que, em um meio isbtropo e em regime permanente (ou seja, a-
quele cujas caracteristicas em cada ponto nao variam com o tem-

po), sao ortogonais entre si.

A extensa &rea de aplicagoes da teoria de campo pode

ser inferida da seguinte lista:



movimento de fluidos

cdlculo de fluxo sobre aerofdlios e outras obstrugoes, infil-

tracao de fluidos através de um meio poroso.

condugdo de calor

determinacac da distribuigao de temperatura em sdlidos em ge-

ral.

elasticidade

engenharia estrutural e problemas de vibragao.

difusao

cilculo do aguecimento e esfriamento de metais, témpera de vi

dros e a difusao de fluidos.

ondas acusticas

projeto de alto falantes e microfones.

ondas eletromagnéticas

cdlculo da propagacac de ondas e antenas.

eletrodinamica

determinacac da resisténcia de condutores com forma irregular.

eletroestatica

projetc de tubos de vacuo, microscopios de elétrons, oscilos-

copios de raios catddicos e tubos de televisao.



i. magnetostatica

calculo de geradores e motores

j. alta~-voltagem

projeto de transformadores densos de alta-tensao, voltimetros

eletro-estiticos e geradores de Van de Graaf.

Na teoria de campo, muitas aplicacgdes fisicas sao uni-
ficadas pelo fato de poderem ser expressas em equagoes diferen-

ciais parciais que contém o Laplaciano. Assim, temos:

- Equacdo de Laplace, VU = 0 (II.1)
- Equagdo de Poisson, VU = -K (I1.2)
- Equagdo da Difusdo, V?U = L, 3 (11.3)
h? at
2
- Equagdo da Onda, V?U = 1 .20 (II.4)
c?  at?

onde U & o potencial.

Em problemas de eletricidade, U & o potencial elétri-
co; em problemas de magnetismo, U & o potencial magnético; em

problemas térmicos, U & a temperatura.

Na eguacdo de Poisson, K representa uma fung¢ao de posi
¢3o conhecida ou constante. Os simbolos h® e C* sdo pardmetros

qgue representam as propriedades do meio.



Chamamos V?U ao operador de Laplace ou Laplaciano de
uma fungao U, que em coordenadas retangulares assume a seguinte
forma:

2 2 2
yzy = &°U , 370 , 37U (I1.5)

ax? ay? dz?

os problemas de campo na sua forma mais simples de apresentagao

sdo governados pela equagao de Laplace.

[1.2 MEtopos DE RESOLugKo DA EQUAgKo DE LAPLACE

Podemos resolver a equacgao de Laplace de diferentes ma

neiras.

Em geral, a solugao mais satisfatdria € a solucao mate
matica exata. Infelizmente, poucos sao 0s casos em gue €& possi-
vel obter uma solugéo exata para problemas gque se apresentam na
pratica, o gue nos leva a recorrer a outros métodos come a solu-

cac grafica, solugdo experimental ou aos métodos numéricos.

No presente trabalho, recorreremos somente aos métodos
numéricos, sendo que o método a ser utilizado & o métedo dos ele

mentos de contorno (MEC).

[1.3  CLASSIFICACAO DAS SoLugéEs

E vantajoso classificar a equagéo de Laplace de acor-

do com o numero de varidveis independentes.



Como tratamos com um espago tridimensional (3-D), em

geral o potencial & uma fun¢ao das trés variaveis, isto &:

u = U(XIJXZ :Xa)

onde X,,X, € X3 Sao trés nlimeros que especificam um ponto no es-
pago. Eles representam as coordenadas retangulares x,y,Zz ou al-

guma forma de coordenadas curvilineas.

Em muitos casos, a simetria permite que o potencial pos

sa ser expresso em termos de duas ou mesmo uma varidvel.

Tais casos sao freglientemente chamados de problemas bi
dimensionais {(2-D} e unidimensionais (1-D}, indiferentemente ao
fato gue eles formam um espago tridimensional. Entretanto, te-
mos que distinguir um campo cilindrico de um campo axissimétri-
co. Um campo cilindrico & definido como um campo no qual os con
tornos sao cilindros que se formam ao deslocarmos a base parale-

lamente a si mesma segundo uma direcao perpendicular.

Um campo axissimétrico & definido como um campo no qual

o contorno tem simetria com respeito a um eixo,.

No campo cilindrico, o potencial & independente da dis
tancia ao longo do c¢ilindro e no campo axissimétrico, o poten-
cial & independente do angulo circunferencial em relagao ao ei-
x0. Em ambos casos, U & uma funcgdo de duas variaveis, mas suas

solugoes sao completamente diferentes.



Assim, temos a seguinte classificacao das solugoes pa-—

ra a eguagaoc de Laplace:

Tipo (3-D} - caso geral, U = U(x,,X,,X;3)

Tipo (2-D)} - caso campo cilindrico, com potencial independente da
distancia ao longo do cilindro, U = U(x;,x2)

Tipo (2-D} - caso axissimétrico, com potencial independente do
angulo circunferencial em relacgao ao eixo,
U = U(x1,X2)

Tipo (1-D) - caso campo cilindrico no gual o potencial & fungao
de uma variavel, U = U(Xi) onde i=1,2 ou 3

Tipo (l1-D) - caso axissimétrico, no qual o potencial & funcgao
de uma variavel, U = U(Xi)

0 tipo (2-D) - caso campo cilindrico, inclui todas as configura-

cbes nas gquais o comprimento & infinito na diregao xi, com U in-
dependente de x3;. Como exemplo, consideremos um campo eletrosta
tico sobre um condutor cilindrico de comprimento infinito e se-
¢3o transversal uniforme (Fig. II.l.a). Qualquer sec¢ao paralela
ao plano x;-x; serd idéntica as demais, de tal maneira que pre-

cisamos representar somente o plano da Fig. (II.l.b).

Un outro exemplo do tipo (2-D) - caso campe cilindri-
co, & um cilindro finito sem fluxo nos extremos e com U indepen-

dentemente de y3. Nestas condig¢oes podemos obter problemas de
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campos elétricos e campos térmicos com isclamento perfeito no ex

tremo das superficies (Fig. II.l.c).

»~ . - XI

§ X2

U

(b} (c)
X3

FIG.II-1- a.,b.c - CAMPOS CILINDRICOS
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O tipo (2-D) - caso campo axissimétrico, & aplicadeo a
configuragdes que possuem simetria com respeito aoc eixo, e uma
distribuigdo de potencial gque & também simétrica com respeito a

este eixo.

A Fig. (II.2) nos mostra um corpo tendo simetria axial.
Se o potencial do corpo & independente do dngulo com respeito ao

eixo de simetria, todas as segées contendo os eixos sao idénticas.

De fato, uma segéo através da Figura (II.2) &€ a mesma
que a secao da Fig. (II.l.b). Contudo, o campo de distribuigoes

& diferente nos dois casos:

Xl

FIG. 1-2- CAMPO AXISSIMETRICO
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I1.4 SOLugﬁo FUNDAMENTAL

Obtemos uma solucdo que satisfaz a equagaoc de Laplace,
assumindo que uma fonte concentrada age num ponto P. Neste caso

a equagao que governa o problema é&:
vVZu*(P,Q) + 6(P,Q) =0 (I1.6)
onde

u*(P,Q) é a solugao fundamental que representa ¢ potencial em Q

para uma fonte unitaria em P.
§(P,Q) & a funcao generalizada delta de Dirac.

A solugao fundamental desta equagao para um meio iso-

-

tropico tri-dimensional (3-D) &

u* = (11.7)

onde r = r{(P,Q) & a distancia do ponto fonte (P) até o ponto cam

po {Q).

Neste trabalho utilizaremos r(P,Q) em coordenadas ci-
lindricas, assim, definimos o sistema de coordenadas cilindricas

na (Fig. IT.3).
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lx3

RQ

—e Q (PONTO CAMPO)

\

eaQ
RP

\

ep ZP ZQ

|
|
I
|
|
|
P { PONTO FONTE )
|
I
I
I
|
]

- X2

b 4

FIG.11-3 - DEFINNCAO DO SISTEMA DE COORDENADAS CILINDRICAS

em Coordenadas Retangulares

1
r(P,Q) =1 (x1(Q)-x;(P))2+(x;5(Q)-%x; (P}))?+(x3(Q)~-x3(P))?] *?

(I1.8)
em Coordenadas Cilindricas
1/
2
r(P,Q) = [ RP?+RQ?-2RP+*RQ cos (8Q-6P)+(2Q-2P) 2] (I1.9)
(*1)

{(¥*1) Ver Apéndice A
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I1.5 EQUAgKO INTEGRAL

A seqguir, sera apresentada a equagao de Laplace, escri
ta em forma integral. Para tanto, vejamos alguns conceitos basi

cos que nos levam a tal forma.

Primeiramente, vamos recordar o teorema do divergente,

també&m conhecido na literatura como teorema de Gauss.

Seja f uma regiao do espago tridimensional (3-D) cujo
bordo I' € uma superficie fechada e diferenciavel por partes. Se
ja, também, F um campo vetorial continuamente diferenciavel, de-
finido em Q e no seu bordo. Entao, se n designa a normal unita

ria exterior a 2,

- (div F)dQ = (F-n)dr (II1.10)
§ r
dIV F = V-F onde V = -—2— i+ 2 4§+ 2 ¥
- ~ 3x, ~ 3%, Ixsy ~
Logo:
(V.F}d@ = {(Fen)dr {(11.11)
Q T

Em particular, se u e u* forem fun¢gdes escalares duas

vezes continuamente diferencidveis em e no seu bordo, e se fi-
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Zermos

vemos que
FeF = u (V¥u*) + (Vu) - (Vu*)

e que en (ITI.11) se torna

[u(veu*) + (Va) - (Yu*)] an = [u(Vu*)-E ]ar (IT.12)

Q It
gque & conhecida como a primeira identidade de Green.
A segunda identidade de Green & obtida subtraindo de
(II.12) uma identidade que corresponde a troca de u por u* nela

mesma.

Logo,

[u(P%u*)—u*{(V2u)lan = [u(Vu*)-u*(Yu)]-ndP

Y r

a qual escrevemos da seguinte forma

(aV2u*-u*v2u)do = (u 3% g 38y g4p (II.13)

Q2 ‘ T
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gue & conhecida como a segunda identidade de Green

Toma-se agora a equacao (II.6)

vVZu*(P,Q) + &(P,Q) =0

onde §(P,Q) representa uma fonte de intensidade unitaria. Defi-

ne-se a funcdo generalizada delta de Dirac como:

§(P,Q) =0 p P # Q
1 e P+A

! 5(P:Q)d£(Q)=J §(P,Q) dL(Q)=1 {II.314)
\ —@ P-A

com a seguinte propriedade,

oo P+A
£(Q) &6(P,Q) dv(Q)= £(Q) &6(P,Q) dv{Q) = £(P) (I1.15)

~ P-4
onde f(Q) & uma fungao continua.

A fungao u satisfaz a equacao de Laplace, logo aplican

do a segunda identidade de Green, vem:

[
[u(@) V2u*(®,0)-u* (P,Q) V2u(@)1dn(Q) = | [ul@) LEEQ _ e o) 22 5r (g

[
[u(Q) (-6 (2,0))-0] an(@)=| [u(g) LD _uip,0) &) ¢ gr(g
an(Q) 3n(Q)

&Y T
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Assim, se P € {,

Ju(Q) _ 3u*(P,Q)

u(P) = [ [u*(P,Q) u(Q) 1dr(Q)
an (Q) an{Q)
r
facamos
q(Q) = u() g* (P,Q) = du* (P,Q)
an (Q) an (Q)

Desta forma, a equag¢dao de Laplace, escrita como uma e-

quagao integral, fica:

u(P) [u*(P,Q) q(Q) - q*(P,Q) uw(Q)1dr(Q) (IT.16)

r

que & conhecida como a terceira identidade de Green. Onde P &

um ponto interno ‘da regiao e Q € um ponto do contorno.

Entretanto, a equagao (II.16) modifica-se se P & um

ponto pertencente a um trecho suave do contorno para [ ®]:

=u(P) = | [u*(P,Q) g(Q) - g*(P,Q) u(Q)]dar(g) (I1.17)
r

Portanto, generalizando-se conforme a posicao do ponto
fonte P, a equagao integral da equagac de Laplace pode ser escri

ta da segquinte forma:
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C(P) u(p) = [u* g = g* u }dr (IT.18)

onde o C(P) assume 0s seguintes valores:

C(P) =1 se P & ponto interno
C(P) = 1/2 se P & ponto de contorno suave
C(P) = 0 se P & ponto externo

Quando P & um ponto de contorno nao suave, C(P) depen
de dos angulos dos planos tangentes ao contorno em P. Por exem-—

plo, no caso 2-D [*7]

onde e ac indicad
cp) < T + oo - o, o1 o> estao 0s na

2m figura (II.4)

FIG. 1-4 - CONTORNO NAO SUAVE 2-D
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[1.6 0 METopo pos ELEMENTOS DE CONTORNO

No presente trabalho, a equacao integral (II.18) & re-
solvida numericamente ao invés de se tentar solugdes analiticas.
Que sao possiveis apenas para algumas geometrias e condigdes de
contorno particulares. Temos, portanto, a seguinte equagao para

resolver:

C(P) u(p) = fu* g - g* u ]ar

r

0 método utilizado, como anunciado anteriormente, € o
método dos elementos de contorno. Neste método, o contorno I’ &
discretizado em uma série de elementos sobre os gquais o potencial
(u) e sua derivada na diregao normal (g) variam conforme suas fun
¢oes de interpolagdo. A geometria destes elementos pode ser a-
proximada usando elementos de contornos em linha reta, parabéli
ca, arcos circulares ou qualquer superficie conhecida como for
desejado, de maneira a melhor representar um determinado tipo de

problema.

Usando-se um método de colocagao, a equagao discreti-
zada &€ aplicada a um nimero particular de nds, pertencentes aos
elementos onde os valores do potencial e de sua derivada na dire

¢ao normal estao associados.

As integrais sobre cada elemento sao resolvidas numeri

camente, em geral, usando a quadratura de graus.
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Prescrevendo-se as condigoes de contorno do problema
(u ou q), um sistema linear de equagoes algébricas & obtido. A
solucao deste sistema de equagdes, o qual pode ser efetuado usan
do-se métodos diretos ou iterativos, permite a obtengao das in-

cognitas do problema.

Trata-se, portanto, de uma formulagéo do tipo misto,on
de resultados para potencial e derivada do potencial na direcdo
normal sao obtidos em todos os pontos nodais, com o mesmo grau

de precisao.

Cabe observar que embora trabalhemos apenas com incog-—
nitas ao longo do contorno, resultados em quaiquer ponto do inte
rior podem ser obtidos posteriormente, a partir dos valores pres
critos e calculados no contorno. Neste trabalho vamos abordar a-

penas problemas com geometria axissimétrica.

Se as condigoes de contorno sao também axissimétricas,
a dimensao do espago é reduzida em uma unidade. E, neste caso,

trabalha-se com corpos de geometria bidimensional.

Entretanto, se as condigoes de contorno nac sao axissi
métricas, isto &, arbitrdrias, a dimens@o do espago continua tri
dimensional. No entanto, com uma adequada utilizacgao das séries
de Fourier, como sera visto no Capitulo III, & possivel novamen
te reduzir a dimensdo do corpo em uma unidade e assim, também tra

balhar com corpos de geometria bi-dimensional.
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Na identidade (II.18), portanto, o contorno & dividido
em uma série de elementos bi-dimensionais. Os pontos onde os va
lores incdgnitos sao considerados sac chamados nds e como neste
trabalho estamos utilizando elementos com variagao constante,sao

tomados no meio de cada elemento, conforme a Figura (II.5).

NG
ELEMENTO ©
'___J-—

FIG.1I-5 - ELEMENTO CONSTANTE

O contorno & discretizado em N elementos e os valores
de u e g sao tomados constantes sobre cada elemento, sendo que
em cada elemento, o valor de um ou outro, isto &, u ou g & conhe

cido.

Escrevemos a equag¢ao (II.18), como:

C. u, + u q* dr = q u¥* dr (IT.19)

Neste trabalho, como foi visto, u* é& tomado para o ca-

so (3-D), isto &
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e toma-se P como ¢ ponto i sobre o qual a solugao fundamental &
aplicada, isto &, u(P) = u, (similar consideracao & feita para o

coeficiente C(P)).

Discretiza-se, entao, a equagao (II.19) como se seque:

(@)
o
+
12
[
e}
*
o
—
|
| 17

u* q dr (IT.20)

u
I
1_!
—
U
!
|._l

Quando utiliza-se elementos constantes, o contorno é
sempre suave. Como conseqgliéncia, o coeficiente Ci é identicamen
te igual a 1/2 [®]. Observe-se que Fj € o comprimento do elemen
to j e assim a equagac (II.20) representa em forma discreta a re
lagao entre o nd i, na qual a solucao fundamental & aplicada e
todos os j elementos sobre o contorno, inclusive aguele em que

i=j (Fig. II.6).

Os valores de u e g dentro dos elementos sao constan-

tes e conseqiientemente podem ser colocados fora das integrais na

equagao (II.20):
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FIG. I-6- RELACAO ENTRE A SOLUCAD FUNDAMENTAL NO NO
DE CONTORNO | E 0S ELEMENTOS DE CONTORNO

1 N N
=u, + ;7 | q* ar ] u, = 7§ | u* dr ] g, (IT.21)
2

As integrais g* dT' relacionam o ndo i com o elemen-

I.
J

to j e serao chamadas de-ﬁij. Similarmente as integrais da for-

Estas integrais sao agui

ma J u* dI' serao chamadas de Gij'
I

J
calculadas numericamente.

Portanto, a equagao (II.21) pode ser escrita na forma:

1 v N
=u, + ) Hiou.= Y Giiogy (IT.22)
2 =
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A equacao (II.22) pode ser escrita para cada nd i em

consideragao.

Chamando-se [ °]

Hij quando i#j
H. . = < (II.23)
ij . 1
H.. + = gquando i=j
ij 2
Temos:
N N
Y Hyjy uy = } Gij q; i=1,N (II1.24)
j=1 i=1
que pode ser expressa em forma matricial como:
HU = GO (IT.25)

Num certo trecho ac longo do contorno temos condigoes
de contorno do tipo DIRICHLET, isto &, o valor do potencial & co
nhecido. E em outros trechos temos condigdes de contorno do ti-
po Neumann, nos quais €& conhecido o valor de q. Consegiiéentemen~-
te a equagao (II.25) pode ser reordenada de tal forma que do la-
do esquerdo do sistema coloca-se os valores incognitos de u e g
e do lado direito do sistema coloca-se os valores conhecidos. 0O

sistema de equagOes assim obtido & da seguinte forma:

Ay=F (I1.26)
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onde A & uma matriz cheia, quadrada e de ordem N, y & o vetor for
mado pelos valores nodais incdognitos do potencial e da derivada
do potencial na direcao normal e F é o vetor dos termos indepen-

dentes que inclui a contribuigdc dos valores prescritos.

Unma vez gue a equagao (II.26) € resolvida, todos os va
lores de contorno do potencial e derivada do potencial na dire-
gao normal sdo conhecidos. Pode-se, entao, calcular os valores

de u e %%— em qualquer ponto do interior do corpo usando
i

u, = q u* d4dr - u g* dr (IT.27)

Esta equacao representa a relacdao entre um ponto inter
no i e os valores de u e q no contorno (Fig. II.7) e pode ser es

crita em forma discretizada como:

N N R
u, = ) q. G,. - ) u. H,, (II1.28)

PONTO INTERIOR

FIG.I-7- RELAGCAO ENTRE A SOLUCAO FUNDAMENTAL NO PONTO
INTERNO i E OS ELEMENTOS DE CONTORNO
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Os valores dos fluxos internos podem ser calculados pe

la diferenciagao da equagao (II.27). Portanto,
* *
fu o) g A g o | w3 gp (I1.29)
axi axi Bxi
r r

onde Xy sao as coordenadas e i=1,2 para o caso bidimensional.
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CAPITULO TII

APLICACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

[11.1 INTRODUCAOQ

Quando um corpo com geometria axissimétrica é sujeito
a condigbes de contorno também axissimétricas, a andlise origi-
nalmente tridimensional (3-D) torna-se bidimensional (2-D), isto
&, o problema & descrito somente na diregdo radial (R) e na dire

gao axial (z).

A aplicagao do método dos elementos de contorno (MEC)
reduz em uma dimensao a anidlise do problema. Logo, como tinha-
mos um problema (2-D), temos agora um problema unidimensional (1-D)
isto &, a solugac do problema de valores de contorno (PVC) re-—

quer referéncia somente para pontos em. um simples contorno de 1i

nhas.

Entretanto, se um corpo com geometria axissimétrica &
sujeito a condigBes de contorno nao axissimétricas, isto &, arbi
trdrias. O problema torna-se dependente niao somente das dire-

¢oes radial (R) e axial (Z), mas também da-diregéd'angular (0).

Apesar disso, fazendo uso das propriedades de ortogona
lidade das fungdes harmdnicas, especificamente séries de Fourier,
e desenvolvendo certas varidveis nesta série em relagdo & dire-

gao angular (8), a solugac do problema pode ser expressa como uma
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combinag@ao linear da solucgao de um nilmero de problemas (2-D) an-
gularmente independentes. Ou seja, resulta em uma seqgiiéncia de

problemas desacoplados (2-D) angularmente independentes.

Wilson { '] descreveu um caminho semelhante para proble
mas de elasticidade em associacao com o método dos elementos fi-

nitos (MEF).

Chertock [!°1 e Mayr [®] indicaram que tal caminho po-
de ser utilizado também com o MEC, e Rizzo e Shippy ["*] deram os

elementos necessarios para a obtengdo da solugdo pelo MEC.

Uma série de Fourier pode ser visualizada (Fig. III.1)

como uma fungao que estd definida ao redor de um cilindro.

FIG. II-1- REPRESENTACAO CIRCULAR DE UMA SERIE DE FOURIER
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Assim, a aplicagao do MEC na seqiiéncia de problemas de
sacoplados (2-D) proporcionara, como acontece usualmente, uma no

va reducao na dimensao.

Desta forma, o PVC para corpos axissimétricos sujeitos
a condigdes de contorno arbitririas, serd considerado como uma se

giiéncia de problemas (1-D), envolvendo somente integracgao de 1li-

nha.

[11.2 ForMuLACAO ANALITICA

Considera-se um corpo axissimétrico qualquer § de su-

perficie T (Fig. III.2).

Seja P um ponto arbitrario em 2, Q um ponto arbitrario
sobre T, r(P,Q) a disténcia entre P e Q e T © contorno gerador.

Além disso, seja u uma fungao harmdnica.

A terceira identidade de Green [ Eg. II.16 ] para uma

funcdo harmdnica u pode ser escrita da seguinte forma [ *]:

TP =+ | [T (Q-—E— - —— | 1ar@  (111.1)
am r (P,Q) r(P,Q)
T
onde (') indica derivada na diregao da normal externa ao contor

no.
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A identidade (III.1) é o ponto de partida para o trata
mento pelo MEC de problemas de valores de contorno que satisfa-
zem A equagao de Laplace. Observe-se que u & definido em Q sob

as apropriadas condicoes de contorno.

FIG. lI-2- DESCRICAO DE COORDENADAS

As fungoes que aparecem na identidade (III.1l) serdo de
senvolvidas em série de Fourier e serd feita uma ‘anidlise comple-

ta com o MEC para cada harmonico da série.

Os resultados finais sao obtidos somando agqueles encon

trados para-cada harmbnico no sentido da série de Fourier utili-

zada.
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Assim, para o potencial ou a derivada do potencial na

diregéo normal (u e g respectivamente), teremos:

Vo o«
V=—+ 7 | VE cosné + Vi sennb | (ITI.2)

=1

onde V & tomado como u ou q.

Desta forma, tem—-se entao que obter os "VS" que melhor

representem as caracteristicas de cada problema.

Logo, expandindo-se em série de Fourier as funcoes de

(ITI.1), vem:

_ Uy (RPIZP) @« S
u(P) = ———— + [ [u- (RP,ZP)cosnéP+u’ (RP,ZP)senneP]
2 n=1
(IIT.3)
_ uq (RQ,ZQ) o c s
u{Q} = —— + Z [um(RQ,ZQ)cosmeQ+um(RQ,ZQ)seanQ]
m=1 _
(III.4)
1 Ky (RP,ZP;R(Q,00,ZQ) 0 o
= — + ) [Kn(RP,ZP;RQ,BQ,ZQ)cosnGP +
r(P,Q) 2 el
+ Ki (RP,ZP;RQ,00,20) sen noP]
(III.5)

due serac representadas como se segue:
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u(P) = u, (RP,ZP) -y (6,) (III.6)
u(Q) = up (RQ,ZQ) ¥ (6Q) (I11.7)
— - k_(RP,ZP;RQ,6Q,%Q) *y_ (6P) (III.8)
r({p,Q)

Onde nestas representacgoes estdo implicitos nos Indi-

ces m € n scmatdrios de zero até infinito.

Substituindo (III.6), (II1.7) e (III.8) em (III.1l) ,vem:

u, (RP,ZP) -y, (6P) = i; [u' (RQ,7Q) *y, (6Q) .K_(RP,ZP;RQ,60,7Q) *y, (6P) -

r

-y, (RQ,ZQ) +¢, (60) *K'  (RP,ZP;:RQ,6Q,20) -y, (8P)] -aT(Q)

mas,
ar(Q) = |JlaeQ-arg
onde |g| = Jacobiano da transformacao
|J| = RO (*2)
Portanto:

*2 Ver Apéndice B
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dr (Q) = RO+dBQ+dTQ

Logo, a identidade toma a segquinte forma:

™

1

un(RP,ZP)-wn(EP) = = [U'm(RQ,ZQ)'wn(BP)' wm(BQ}-Kn(RP,ZP;RQ,BQ;ZQ)dGQ -

il

F -

m

- u (RQ,20)+y, (6P) | y_(60)-K’'_(RP,ZP;RQ,6Q,2Q)d6Q 1 RQ+dTQ

-

ou

=1 . . -
o (RR,ZP) == | [0’ (RO.ZQ) | 4, (60) K, (R, 2P5T,60,20) 00
T

T

- u (RQ,ZQ) | ¥ ( Q)-K' (RP,ZP;RQ,60,2Q)d8Q | RQ+dTQ

bt}

De (III.7), temos:

u(Q) v (8Q) = u (RQ,2Q) +y _(8Q) -y (6Q)

que fornece:

T m
w(Q) +y (6Q) deQ = | u_(RQ,ZQ) Y (8Q) -y (6Q)dEQ

= =

(ITI.9)
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sendo que ¥ sao as fungoes trigonométricas (senmf,cosmé) e fa-

zendo uso das propriedades das fungoes ortogonais temos que quan

dom=n
m
J sennf.cosné 48= 0 (¥1I.10)
-7
ﬂ
J sennf.senné dé= 1 (III.11)
=T
m
J cosnb.cosnfg dé= 1 (Z11.12)
-1
Logo, temos:
m
u (RO,2Q) = = | T(B)+y_(6Q)-d6Q (III.13)
m
-7

que sao os coeficientes da série de Fourier.

Como m=n, (III.9} toma a seguinte forma:

T
_ 1 ' . _
un (RP,ZP) = '?4; [u n(IQIZQ) wn(eQ) 'Kn (RP,ZP,RQ,GQ,ZQ)dGQ
T
r
™
- un(RQ,ZQ) b, (6Q) -K'n(RP,ZP;RQ.BQ,ZQ)deQ] RQ-dlQ (III.14)

A
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Podemcs, agora, definir:

™

HHn = wn(eQ)»Kn(RP,ZP;RQ,eQ,ZQ) dagQ (IT1.15)
-
™

HLn = ¥, {6Q) +K'_(RP,ZP;RQ,8Q,2Q) d6Q (III.16)
-

Assim, a identidade (II1.14)} fica:
u_(RP,2P) = L [u'_(RD,20) -HEN - u_(RD,Z0) -HLN) + RQ-dTQ (IIT.17)

am |-
r

. c s .
Logo, pode—-se expressar os coeficientes u, e u. do in-

terior da série de u(P) em funcdo dos coeficientes das varidveis

de contorno u{Q) e u'(Q) como:

ui(RP,ZP) =L [ug|(RQ,ZQ)'HHH(RP,ZP;RQ,ZQ) -
47
T
- ug(RQ,ZQ)-HLn(RP,ZP;RQ,ZQ)]-RQ daTo (III1.18)

n=0,1,2,3,....,
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uS(RP,ZP) - 1 us'(RQ,ZQ)-HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) -
n ar n
T
- u:(RQ,ZQ)-HLn(RP,ZP;RQ,ZQ) }+RQ ATQ (ITIT.19)}

n=1,2,3,....,x

I11.3 TRANSFORMAQEO DAS INTEGRAIS ELIPTICAS

Das equagoes (III.15) e (III.1l6) temos gque:

HHn (RP,ZP;RQ,ZQ) & a solugao fundamental da equagao de Laplace,
angularmente independente, gue & dada em fun-
cao de integrais elipticas completas generali-

zadas.

HLn (RP,ZP;RQ,%2Q) €& a derivada da solug¢ao fundamental (HHn (RP,ZP;

RQ,72Q)) na direcgao normal, no ponto campo (Q).

E possivel, em alguns casos, expressar estas integrais
em fungao apenas de integrais elipticas completas do primeiro e
segundo tipo, para as quais existem algoritmos eficientes e de

grande precisao a disposicao.

De (ITII.15), wvems:
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HHn (RP,ZP;RQ,ZQ) = wn(BQ)-Kn(RP,ZP;RQ,GQ,ZQ)dBQ (IIT.20)

Seja: 3] 6P-00Q

temos que, y_(0P) = wn(8+8Q)

que torna possivel expressar wn(ep) como uma combinacgao linear

de termos na forma wn(GQ)°wn(6).

Entretanto, Hadamar [!!] em 1923 mostrou que K, & uma

combinagao linear de termos na forma

b, (8Q) -E_(RP,ZP;RQ,ZQ) (II1.21)
onde
i
p_(8)- de
E_(RP,ZP;RQ,2Q) = = n
0 r (RP,ZP;RQ,2Q,0)
=T
Logo,
n
HHn (RP,ZP;RQ,%Q) = Yy, (0Q) «y_(6Q) -E_(RP,ZP;RQ,Z0}d6Q

T

HHn(RP,ZP;RQ,2Q) =E_(RP,ZP;RQ,2Q) | ¥ (8Q) ¥ (6Q)-d6Q
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Fazendo uso das propriedades de ortogonalidade das fun

¢oes trigonométricas, temos:

HHn (RP,ZP;RQ,ZQ) = En(RP,ZP;RQ,ZQ)'ﬂ

Assim,

T

wn(9)°d9
HHn (RP,ZP;RQ,ZQ) = (IIT.22)
r(RP,ZP;RQ,20,6)
-7
Sabe-se que Y _(8) sao as fungles trigonométricas (sennf,

cosng). Logo, quando wn(e) = sennb teﬁos que:

T
HHn (RP,ZP;RQ,ZQ) = sennf - 46 (I1I.23)

r{RP,2P;RQ,Z0Q,0)

o denominador desta integral & uma fungao par, enquanto o nume-
rador (sennf) & uma funcao Impar, logo as integrais que contém

sennb anulam—-se:

Assim, temos gque

HHn (RP,ZP;RQ,%Q) = cosng -dé (ITT.24)

r (RP,ZP;RQ,Z0Q,H8)
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De (IIT.1l6), temocs que:

dHHN
HLn (RP,ZP;RQ,Z2Q) = (RP,ZP;RQ,Z2Q)
on
Assim,
HLn(RP,ZP;RQ,720) = —— HHn(RP,ZP;RQ,2Q) » 2 + —2 Hin (RP,ZP;RQ,7Q) 222
’ aRD an 970 an
(III.25)
Lembrando que
Y/
r (RP,ZP;RQ,Z%ZQ,0)=[ RP2+RQ%2-2RP-RQcos (6Q0-0P) + (2Q-ZP) 2] 2
e definindo:
EK = integral eliptica completa do primeiro tipo
EE = integral eliptica completa do segundo tipo
sendo
s T
2 2 1
/
_ do 2 2 z
EK = 7 e EE = [ 1-FK?sen?9 ] dae
[1-FK? sen?g] 72
0 0
(III.26) ' (ITI.27)

onde
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FKL? = 1-FK*® ; RR® = (RP+RQ)Z+(ZQ-ZP)2

FK = mbdulo da integral eliptica

FKL = mddulo complementar

temos,
L
HHn(RP,ZP; RD,Z2Q) = cosng df ]
[ RP?+RD?~2RP . ROcos (80-6P) + (20-ZP) ] é
=T
ou
il
HHn(RP,ZP;RD,ZQ) = cosng dé :
[ RR-2RP. R) (1+cos (6Q-6P)) ] /
=T

Chamando 8.=— 0Q—-0P

que fornece

cos? 8 _  1l+cosod
2 2
temos
iis
HH n(RP, 2P; RD, 7Q) = PIO P
: [RR?-4 RP.RQ cos®— /2
2
=T

Fazendo—-se agora
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2 - ¢ - de = 2 d¢ ; p/B =7 » ¢ = T
2 2
p/e = —-n>p= - UL
2
il
2
HHn(RP,ZP;RQ,ZQ) = cos2nd-2d¢ 1
[ RR?-RR? .FK?cos? ¢] é
it
2
Assim,
T
2
HHn (RP,ZP;RQ,2Q) = — cos2n¢ +d¢ 1
KR [ 1-FK2cos?¢] %
0
n=0,1,2,3,....,% (III.28)
para n=0, temos:
ul
2
o = —< 1 (III.29)
AR [ 1-FK?cos? ¢] A
0
a
HLO = aHHO QRQ + dHHO 370

9RQ on 9ZQ 3n
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2
HLO = —— {- [ (RP+RQ)NROH (20-2P)n20 | - 4o .
RR® 2 a1
[ 1-FR®cos?¢ 1 4
0
T
2
2
+ [ (2R~ (RP+RQ)FX?)RQ - (ZQ-ZP)FKC +nZQ | e (III.30)
[ 1-FR2cos?e ] 7
(*3)
p/n=1, temos:
m
)
HH1 = — cos2¢ d¢ 1 (III.31)
RR [ 1-FK?cos? ¢] é
0
e
m
2
HL1 = —4; — [ (RP+RQ) RO+ (ZQ0~-ZP)nzQ | -« cos2¢ d¢ —
RR™ 1 | [1-FRcos?6 1 4
0
i
2 2
+ [ (2RP- (RP+RQ)FK?)NRQ — (ZQ-%P)FK*n2Q | cos2¢+cos”¢ <13¢
[ 1-FK*cos?¢ | é
0]
(ITT1.32)
(*4)

P/n=2, temos:

*3 Apéndice C
*4 Apéndice D
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T
2
HH2 = — cosdyp _d¢ 1 (ITI.33)
RR [ 1-FR?cos?¢ | é
0
e
il
4 2 cosd¢ do
HL2 = — - [ (RP+RQ) nRO+ (ZQ-ZP) nZQ ] - +
RR [ 1-FK2cos?¢ | é
0

2
+ [ (2RP— (RP+RQ) FK?) nRO- (ZO-7P) FRPnzo ]| —S0s4¢zcos’¢ db (TII.34)
3
. [ 1-FK2cos?¢ ] é
p/n=3, temos:
I
2
HH3 = = Cosfl ot (III.35)
RR [1-FK2cos?¢ ]lé
0
e
s
2
HL3 = = {- [ (REHRD) -ROF (20-7P) 120 | - ost B 4
R [ 1-FK?cos?¢ | é
0
il
7]
- 2
+ [ (2RP- (RP+RQ)FK?) *nRQ~ (Z0-2ZP) -FK°nZQ | - cos6d * cos® ¢ c31¢
[1-FK2cos?¢ | 7
0

(IIT.36)
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p/n=4, temos:

il

2
HHE = cosB¢  d¢ , (III.37)
RR [ 1-FK?cos?¢ | é
0
[S]
m
2
= 4 I [ (ge+RD) nRQH (20-2P)] cos8¢_ d¢ +
RR? 1/
[ 1-FK’cos?¢ 1 %
0
T
2
- 2
+ [ (2RP- (RP+RQ) FK?) *nRO- (ZQ-ZP) *FR*NZQ * cos8g-cos ¢ f‘b
[ 1-FK?cos?d | ’2'
0
(ITI.38)
p/n=5, temos:
m
2
HH5 = cosl0¢ d¢ (III.39)

4
1
KR [ 1-FK%cos?¢ ] é
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L
2 :
HLS = i = [ (RP+RQ) *nRQ+(ZQ0-ZP) ] cosl0d dé +
R’ 2 conze 1 7
g [1-FK°cos™¢ 1 %
v
2
. 2
+ [ (2RP- (RP+RQ) FK*) *nRQ~ (20-ZP) *FK*+nzQ | - cos10¢ +cos” pdp

[ 1~-FK?cos?¢ ] %2

(ITT.40)

No presente trabalho foi considerado até um maximo de
5 termos na série de Fourier, sendo que & possivel ativar quan-

tos termos forem desejados.

O problema agora consiste em como expressar as  inte-
grais de & gue aparecem nos diferentes termos em fungao de inte

grais elipticas do primeiro e segundo tipo.
Esta representacdo nem sempre € obtida com facilidade.

No fim deste trabalho (*5) & apresentada uma tabela de
integrais elipticas, com intuito de fornecer subsidios para a cb

tengdo das integrais que aparecem nesta formulacao.

No trabalho realizado por SHIPPY, RIZZO e GUPTA [7], a
transformacdo das integrais elipticas foi feita utilizando-se for
mulas de recorréncia, por eles desenvolvidas, como sera visto a

seguir:

HHn = — . Gn , n=0,1,2,...., (III.41)

(*5 Apéendice E)
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onde RR?2 = (RQ+RP)?+(20Q-2P)°?

Go=C0 (III.42)

n S N4
Gn = (-%n . J [22om) ¢ (=1) (@nemmdl) o o (171.43)
m=0 m/ [2(n-m)] /
n=1,2,...,
sendo
CO=EK (III.44)
Cl = [EE-FKL2-EK ] » —— (III.45)
FK?
(2n-3) «FKL? +Cn-2
Cn= (2n-2) (2FK?-1) (Cn-1 + (ITI.46)
[(2n-1) - FK?]
n=2,3,...,
e Fr2 = 2RQ-RP : FKL?=1-FK?
RR?

e a derivada de HHn na diregéo normal, & dada por:

HIn = - a [ RR. (3GNn/3FK) (3FK/3RQ) -Gn (3RR/IRQ)] +
2R .

+ B [ RR* (3Gn/3FK) (3FK/3ZQ)-Gn (3RR/IZQ) ] (I11.47)
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onde
o = cosseno diretor relativo a RQ
B = cosseno diretor relativo a ZQ
3FK/3RQ = [ 2RP-FK? (RQ+RP)] * 1 (T11
FK«RR?
JRR/IRQ = (RQ+RP) + —- (ITI
RR
9FK/32Q = -FK(ZQ-ZP) - (I1T
RRZ
3RR/DZQ = (ZQ-%ZP)- (III
RR
3G0/3FK = 3C0/5FK (IT1II
n D o(n-m) (-1)™(2n-m-1)7
3Gn/3FK = (=1) +n+ ) 2 . (3Cn~m/3FK)
m=0 m![2{n-m)] /
n=1,2,..., (ITTI.
3C0/9FK = [EE-FKL?+EK ] +» —a (TTT
FK+FKL?
9C1/3FK = [ (FK?-2 FKL?)EK-2EE] - (I1I.

FK?

.48)

.49)

.50)

.51)

.52}

53)

.54)

55)
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3Cn/3FK = {4 2(n-1)[ (2FK*-1} (3Cn-1/3FK)+ (2/FK)Cn-1] +

+ (2n-3) [ FKL? (3Cn-2/3FK)-(2/FK)Cn-2] + - 1

[ (2n-1) «FK?]

n=2,3,....,® (III.56)
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CAPITULO TV

IMPLEMENTAQﬁO NUMERICA
v.1 SOLugRo NUMERICA

Com a adequada expansac em série de Fourier da equacgao

ITI.1 como foi visto no Capitulo III, temos que:

Vb(RP,ZP) @

V{P) = —0m———+ }: [VSI(RP,ZP)OOS népP + Vi(RP,ZP)sen néP] (IV.1l)
2 n=1

onde V = u ou g, como requerido.

Os valores de Vg(RP,ZP) e Vi(RP,ZP) para cada harmoni
co da série podem agora ser obtidos, através do método dos ele-

mentos de contorno.

Assim, das equagoes (III.1l7) e (III.18) temos:

uC(rp,2P) = = | [uC' (RO,Z0)-HH_(RP,ZP;RO,Z0Q) -
n 4 T n n .
T
~ ug(RQ,ZQ)-HLn(RP,ZP:RQ,ZQ)] - RQ +dTQ (IV.2)

n=0,1,2,3,...,*
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1
uS(RP,ZP) =1 [uS (RQ,ZQ)+HH_(RP,ZP;RQ,ZQ) -
n a7 n n
T
- u® (RQ,2Q) *HL_(RP,ZP;RQ,%Q)] *RQ dTQ (IV.3)

n=1,2,3,....,x

Para tal, as coordenadas cilindricas dos pontos de con
torno situados ao longo do elemento Fj, S30 expressas em termos
das fungoes de interpolagdo M e as coordenadas nodais do elemen-

to na forma:

<) 2y (@ (IV.4)
onde
R (3)
<3 _
Y
e

* , P € o n? de nds do elemento

de maneira analoga, potencial e derivada do potencial na diregao
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normal sao aproximados sobre cada elemento através do uso das

fungoes de interpolagao N:

(3) u(n)

u = N (IvV.5)
q(J) = N q(n) (1Iv.6)
onde u(n) e q(n) contém os valores nodais de potencial e deriva

~

da do potencial na diregao normal.

Assume—-se que o contorno I & discretizado em N elemen-

tos Fj. A equagao (IT.19) pode ser escrita como:

(@) _ % (n)
cou; + I g* Ndr Ju™ = § I u* N arig™’ (IV.7)
I" —

similarmente a equagao (II.24), a equagao (IV.8) pode ser escri-

ta como:

N N
JoE,. u = 7 g g™ (IV.8)

o problema concentra-se agora em determinar os elementos das ma-

trizes G e H.
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IV.2  CArcuro pos ELEMENTOS DA MATRIZ G

Neste trabalho supomos a variagao de u e g constante.

Logo, a matriz N & tomada igual & identidade 1.

A matriz G na equacao (IV.8) escreve-se como:

I

G, . u* dr (Iv.9)
1]

As fungoes de interpolagao N s3o normamente expressas

em termos de uma coordenada adimensional n.

Escreve-se portanto dI' em relacac a este sistema de co

ordenadas intrinseco como:

ar = |J| + dn | - (Iv.10)

onde |J| & o jacobiano da transformagio.

Neste trabalho, as integrais sdo calculadas numerica-

mente usando a quadratura de Gauss.

Sao empregados 6 pontos de integracao por elemento, in
clusive para aquele correspondente ao nd em consideragiao que &

singular (este usando cuidados especiais).

Para este caso (2-D) pode-se utilizar o sistema de co-
ordenadas intrinseco 1n sobre um segmento de comprimento £ (Figu

ra Iv.1l).
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n
PONTO (2) r PONTO( 1}
; 4 =N - |
n-=-t NO n=—i
- 20
L : L v
A
FIG.IV-1- ELEMENTQ CONSTANTE
Neste caso, temos:
gr(3) =y M (IV.11)
z(3) _y g @ (IV.12)
I
e Tl == (s (IV.13)
2

Assim, para o calculo dos elementos fora da diagonal

de G, isto & P, ¢ Pj’ as integrais sao obtidas por:

L
u* ar = u* [J| dn = ] [J] W e (u*) (IV.14)

onde L & o nlimero de pontos de integracgao e Wy & o fator de peso

asssociado ao ponto K.

*6 (Ver Apéndice F)
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Logo, os elementos da matriz G fora da diagonal escre-

vem-se conforme as equacgoes (IV.2) e (IV.3) da sequinte forma:

1
L
ij = u* |J[ dan = } S *HHn*RQp W+ |J| (IV.15)
K=1 47 ]
-1
i#3
ou seja,
L
i1 = 21 ) HHn-RQ W *|J| (Iv.16)
I 4p k21 ~
i#3
Assim,
L. L
G..= — J HHn-RQ,-W,- (IV.17)
i]j 87 K 'K
K=1
i#]

Onde HHn assume expressoes diferentes para cada valor
de n. Sendo que para n=0 corresponde ao caso axissimétrico clas
sico, n=1 corresponde aoc primeiro termo e assim sucessivamente até

o 59 termo da série de Fourier.

Ja para o calculo dos elementos da diagonal da matriz
G, sao requeridos cuidados especiais devido & singularidade que

ocorre em HHn, como serd mostrado a seguir:

‘HHn = f (EK,EE)

sendo EK e EE, as integrais elipticas completas do primeiro e

segundo tipo, respectivamente (Fig. IV.2).
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EK(FK)
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FIG. IV-2- INTEGRAIS ELIPTICAS COMPLETAS
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EK e EE sao calculadas numericamente por meio de poli-

-~ a ] - -1
nomios, com erro de aproximagao e (FK) < 10 ’ [12].

onde:

A =

SB =

A0 =
Al =
A2 =
A3 =
Ad =
A5 =
A6 =
A7 =
A8 =

Al0=

Integral eliptica completa do primeiro tipo:

EK = SA + SB+&n

1

FKL?

(IV.18)

|A0+Al+ FKL2+A2+-FKL*+A3+FKL®+A4« FKL8 +A5«FKL! "+

426 -FKL 2+A7 +FRL!“"+A8-FKL! ®+A9«FKL! 8 +A10+FKL2®

| BO+B1* FKL? +B2+ FKL*+B3+ FKL®+B4 +FKL®+B5+- FKL' ° +

+B6+FKL'2+B7+FKL' " +B8+FKL' *+B9+FKL' *+B10 - FKL?° |

1.38629436111989061883
0.086573590280856255384
0.030885146271305189866
0.014938013532687165242
0.0087898018745550646778
0.0061796274460533176084
0.0068479092826245051197
0.0098489293221768937682
0.0080039806499853708
0.0022966348983969586869
0.00013930878570066467279

B0 =
Bl =
B2 =
B3 =
B4 =
B5 =
B =
B7 =
B8 =

BlO=

0.5

0.1249999995%9908051
0.070312489739038352054
0.048828041906862397978
0.037377739758623604144
0.030124849012698930266
0.023931913323110790077
0.015530941631977203877
0.0059739042991554291551
0.00092155463496324984638
0.000029700280966555612066

Integral eliptica completa do segundo tipo:



onde:

sD

I

Cl
c2
C3
Cc4
c5
Cé
Cc7
c8
Cc9
Cl0=

i

onde

e
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1
FKL2

EE = SC + SD-in [

|

(IV.19)

| 14C1 «FKL2+C2 . FKL*+C3 .FKL¢+C4 . FKL 8+C5 «.FKL ! 0+

+C6 +FKL24C7 .FKL1*+C8 .FKL! 6+C9 .FKL 1 84+C10.FKL2? |

|D1+FKL?+D2+FKL"+D3«FKL®+D4 +FKL®+D5 +FKL' °+

+D6+FKL'24D7+FKL' *+D8« FKL! ®+D9 «FKL'! ®+D10-FKL?? |

0.44314718056088952648
0.056805194567559156648
0.021831811676130481568
0.011569585745295402175
0.0075950934225594322802
0.0078204040609595541727
0.010770635039866455473
0.0086384421736040744302
0.0024685033304607227339
0.00014946621757181326771

Lembrando que

4+RP-RQ
RR?

FK? =

RR? = (RP+RQ)2+(ZQ-2P)2

FKL? = 1-FK?

Dl =
D2 =

D3 =
D4 =

D5 =
D6 =
D7 =
D8 =

D10=

0.24999999999950177208
0.093749999721203140658
0.058593661255531491732
0.042717890547383095644
0.033478943665761626232
0.026145014700313878932
0.016804023346363384981
0.0064321465864383017666
0.000989833284622538478¢67
0.000031859195655501571800
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Nota-se que a integral eliptica completa do primeiro
tipo tem singularidade logaritmica gquando o pardmetro FK —— 1

(FKL, — 0), isto ocorre guando RP - RQ e ZP -+ Z(Q, ou seja:

Quando RP=RQ e ZP=ZQ

4 RQ RO
(RQ+RQ) 2

FK? = =1 e FKL? = 0

Ja na integral eliptica completa do sequndo tipo, nao

hd singularidade, pois temos:

1
FKL?

EE = 5C + 5D-2n

Quando RP=RQ e ZP=2Q

FKL=0, conseqgiientemente SC=1 e 8SD=0, logo:

EE = 1 + %im SD in =1
FKL+0 FKL?

Pois com a aplicacao da regra de L'Hospital, verifica-

Se que esse limite tende a zero.

Assim, o cdlculo das integrais singulares {que contém

EK) usando a quadratura de Gauss serd implementado com a aplica-
cao do seguinte processo:
1

Pretende-se calcular £f{n) an (IV.20)

-1
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onde f(n) & singular em um certo ponto B (|n|=1)}

seja T = af? + bh + C (Iv.21)
40 - 228 + b (1v.22)
do

com:

n:—l => pf==1 (IV.23)
F
dn _ 0 em 7
do
Esta mudanca sd & valida se e somente se |n| =1

Considerando esta condigac obtém-se:

s3]

[

I
N3]

{ b=1 (*7)

0
I
&3]

Logo,

n =2 (1-62)+0 (IV.24)
2

*7 (Ver Apéndice G)
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d_n = l-—-ﬁe
ds
Assim, se |n|=1 temos:
1 1
£(mydn = | £l X (1-62)+0] (1-n8)ase (IV.25)
-1 -1 2
Neste trabalho, a singularidade ocorre gquando n= 0,

pois trabalha-se com elemento constante.

(IV.20) em duas partes e egcrevemos:

f(n)dn = f(n)dn + f(n)dn

-1 -1 0

de I temos:

f(n)dn

Divide-se a integral

(IV.26)
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facamos: p' = 1+2n p/n = -1 =>p' = -1
{ => 4
dp' = 2dn p/m =0 =>p' =1
L
iL.ogo,
0 1

fFm) an =2 | £(L (pr-1)1 ap’
2 2

gue tem singularidade quando p' = 1 chama-se:

g'(p) = £ [ 1 (p-1) 1] (IV.27)
2 ,

de (IV.24), temos:
p = L 1-02) + 0
2
Assim, (IV.27) escreve-se:

g'lp) = £ [ i (6 - i {1+82))1 (IV.28)
2

2

e de II temos:

f(n) dn
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Facamos: o" = 2n-1 o/n = 0 => p" = -1
.
dp" = 2dn p/n =1 = po" =1
Logo,
1 1
f(n)dn = = £[ = (p"+1)] dp”
0 -1

]
|
l_l

gue tem singularidade quando p"

Chamando:

H

g" (p} fl (p"+1) 1 (IV.29)

o |

de (IV.24), temos:

p = - 1 (1-82)+86

2

Assim, (IV.29) escreve-se:

g"{p) = £ [ 1 (6 + L (1+82)) 1 (IV.30)

2 2

desta maneira, temos:
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1 1 1
f(n)dn = I+II = -;— [ g'(p') dp' + g"{p")dp" |}
. -1 -1
SINGULARIDADE SmG(JI;ﬁIDADE
EMp' =1 M p" = -1

Substituindo, vem:

1 1
£(mydn = * e1 L (e -1 (1+82)) 1(1-8) +
2 2 2
-1 -1
1 1 2
+ £ [ = (8 += (1+98%})) 1 (1+8) ao (IV.31)
2 2

Desta forma, os elementos da diagonal da matriz G es-

crevem—-se da seguinte maneira:

L
1 1 1
G..=— } [ =Hin+RQ, W -(1-GL)+|J| + = HHn*RQ "W » (1+GI.) - [J]| |
B gnx1 4 O U Koy
(IV.32)
ou seja,
. L
T ;9; -K£1 [ HHNRQyW,+ (1-GL,) + HHn-RQy Wy - (14GL)] (IV.33)

onde GIp sao as coordenadas dos pontos de integragao.
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IV.3  CArcuro pos ELEMENTOS DA MaTRIZ H

De (II.23), temos que:

i3 gquando i#j
sy -

1 ..
H.. + = uando i=
i3 5 gq 3

onde Hij conforme (IV.8) escreve-se como:

jasf}
1}

g* 4ar (IV.34)

0 calculo dos elementos fora da diagonal de H, isto &

P, g Pj' obtém-se da seguinte forma:

g* dr = | g* [J]| an

I
I o~

|g|_-wK-(q*)K (1v.35)

K=1 j

onde, como ja visto em (IV.l4), L & o nimero de pontos de inte-

gracao e Wy € o fator de peso associado ao ponto K

Assim, H escreve-se como:
1

i3 a* g1 an
-1
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L
1
.. = ) — +« HLn RQ,*|J|.*W (IV.36)
1] K=1 47 K ~7J K
i#]
ou seja,

Qj E
L. = == HIn+RQ._ -W (Iv.37)
i3] 81 ] K K

i#3

Para o calculo dos elementos da diagonal da matriz H,

requerem-se os mesmos cuidados tomados para o calculo dos elemen

tos da diagonal da matriz G.

Deste modo:

.. = f., + 1+
11 11 2
Logo:
L L . 1
-_-—J_-. » » a — Y] e L] . : —
H, = v K£1 [ HLn RO, Wy (1-GL ) +HHIN RO, Wy (l+GIK)] + ;

(IV.38)

Na determinagao dos elementos da matriz G, precisa-se
dos valores da solugao fundamental da equagao de Laplace angular

mente independente (HHn) para cada harmdnico.

Para tal, utiliza-se a formula de recorréncia do tra-

balho de SHIPPY, RIZZO e GUPTA [7].
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Na determinacio dos elementos da matriz H, os valores
da derivada da solugao fundamental na direc¢do normal (HLn), para
cada harmbnico, sao calculados com as expressoes aqui neste tra-
balho desenvolvidas. Cabe observar que para um nimero de termos
na série de Fourier superior a um (notar que n=0 corresponde ao
problema axissimétrico classico) utiliza-se diretamente integra-
¢ao angular tipo Gauss com 24 pontos (que proporcionou o resulta

do mais satisfatdrio).

Esta combinagao de formulac¢oes foi necessdria e € co-

mentada a seguir.

A intengao inicial deste trabalho para o cidlculo dos
coeficientes das matrizes G e H era a de utilizar somente as f6£

mualas de recorréencia do trabalho de SHIPPY e colaboradores.

Inicialmente, implementou-se um programa de computador
de precisao aritmética simples. Os resultados para os coeficien
tes das matrizes G e H divergiram. Deste modo, passou-se a tra-

balhar com precisao aritmética dupla.

Devido a este fato, a matriz G convergiu corretamente
mas a matriz- H continuou apresentando instabilidade em alguns coe

ficientes.

Estes resultados levaram a desenvolver uma forma alter
nativa para calcular os coeficientes da matriz H como visto no

capitulo III.
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Assim, o programa final foi implementado usando para o
cadlculo de G as férmulas de recorréncia de SHIPPY e colaborado-
res, e para o calculo de E as integrais neste trabalho desenvol-
vidas. Estes coeficientes sao calculados separadamente para ca-
da harménico da série (notar que podem ser calculados conjunta-

mente) .

As integrais que foram obtidas utilizando diretamente
integragao angular tipo Gauss, e que aparecem nas equagoes (IV.37)

e (IV.38) sao calculados da seguinte forma:
HLn = F(£,(K), £, (FK))
sendc que,

(IV.39)

M
£2 (FK) = £5(FK,00d8 = } £3(FK,GIy) Wy,
1

onde M & o nimero de pontos de integracao, GI, sao as coordena-
das dos pontos de integracac e Wy sao os fatores de peso associa
dos ao ponto M.

C

1
Os valores de us(RP,ZP), ui(RP,ZP), u- (RP,ZP) e

s ~ . - -~
u (RP,ZP}) sao obtidos através do MEC para cada harmonico, por-
‘tanto,estes valores devem ser armazenados pois serao usados na

reconstituigao da série.

A solugao final & obtida fazendo a superposicao para
cada harmonico da série em funcao do dngulo 6, da seguinte for-

ma:
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- g (RP ,ZP)
2

u(p) + u?(RP;ZP)coseP + u?(RP,ZP)seneP +

+ uS(RP,ZP)cos28P + u?(RP,ZP)senZ@P +

+

+ uS (RP,2ZP) cos36P + uS (RP,ZP)sen36P +
+ uf(RP,ZP)cos4BP + uE(RP,ZP)sen4GP +
+ uS(RP,ZP) cos50P + uS (RP,ZP)sen56P

(IvV.40)

e, ou

[] [} ]
us (RP,ZP) + uS (rP,ZP)coser + u? (RP,ZP) senélP +

qgi{p) =

| 4 1
+ uS (RP,ZP)cos26P + uy (RP,ZP)sen20P +

1 1
+ uS (RP,ZP)cos36P + u> (RP,ZP)sen3OpP +

' B '
+ u$ (RP,ZP)cos4fP + u> (RP,ZP)sendfP +

1 ]
+ ug (RP,ZP}cosh5eP + u? (RP,ZP)senb6P

(IV.41)

Procedendo de maneira semelhante, no cdlculo do poten-

cial e fluxo nos pontos internos.
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CAPITULO V

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Neste capitulo & apresentado um resumo do programa com
putacional elaborado neste trabalho, bem comc o respective fluxo

grama e o0 manual de entrada de dados.

V.1 REsuMo DO PROGRAMA COMPUTACIONAL

O programa PRINCIPAL chama as subrotinas necessarias
numa determinada ordem e armazena o0s resultados, levando em con-
sideracao o niimero de termos da série de Fourier e os indices

de cosseno e seno da referida série.
A subrotina DADOS & responsivel pela leitura de dados.

A subrotina FORM calcula as matrizes G e H e forma o
sistema de equagoes A R = F. Nesta subrotina sao calculadas as

coordenadas dos pontos médios, e para o calculo das matrizes G e

H sao chamadas as .subrotinas NDIAG e DIAG.

A subrotina NDIAG calcula os elementos fora da diago-
nal das matrizes G e H através de integrac¢ao numérica ao longo
dos elementos de contorno. Nesta subrotina os elementos fora da
diagonal das matrizes GeH sao calculados independentemente pa-

ra cada termo da série de Fourier.

A subrotina DIAG calcula os elementos da diagonal das
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matrizes G e H através de integracao numérica, levando em consi-
deracao a singularidade logaritmica apresentada pela integral e-
liptica completa do primeiro tipo gquando o ponto fonte coincide
com o ponto campo. Nesta subrotina os elementos da diagonal das
matrizes 9 e § sao calculados independentemente para cada termo

da série de Fourier.

As subrotinas NDIAG e DIAG chamam as functions EK, EE,

EE32, EE42, EE52 e EE62 no decorrer do programa, onde:

EK

integral eliptica completa do primeiro tipo

EE

integral eliptica completa do seqgundo tipo

cos46-cos?s

|l
“'—'—i
» 32

EE32 37 ase
0 [ 1-FK?cos?8] 2
i
2 60+cos?8
EE42 = £os = . ae
0 [1-FK?cos?0] é
kil
2 cos80+cos?p
EES2 = - : do
0 [ 1-FK2cos?8] é
u
2 cosl00. 2g
EE62 = cos : ae
/

[ 1-FK?cos?8] %

o
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A subrotina RESOL resolve o sistema de equagdes linea-
res pelo método da eliminagdo de Gauss. Este método, através de
sucessivas tentativas, executa intercambio-de linhas para conse-
guir coeficiente de diagonal diferente de zero. O resultado é
um vetor com as incOgnitas de potencial e derivada do potencial

na diregao normal.

A subrotina INTER iniclalmente reordena os vetores, se
parando os valores dos potenciais e os valores das derivadas. Pos-
teriormente, se necessario, calcula os valores dos potenciais dos

pontos internos.-

A subrotina RESP executa a saida de resultados em duas
versoes. Uma delas considera o numero de termos na série de Fou
rier igual a zero (n=0), isto &, & a saida de resultados para o
caso axissim&trico classico (com condigoes de contorno axissimé-
tricas). A outra considera o nimero de termos na série de Fou-
rier diferente de'zero e mostra os resultados dos potenciais e
das derivadas para cada valor do angulo 6, levando em considera-

¢ao gue neste caso as condigoes de contorno sao arbitrarias.
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V.2 FLUXOGRAMA

D

INDCIKK) =1
E

INDS{KK)=}

INDC{KK]=1
E
INDSIKK])= 0
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SIM

SIM

KODE(K2.II,KK)= KODEE(KZ,I i, KK]

VP{K2,LI,KK]l= VP

P(K2.11.KK)

900

900
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INDC(KK)=1 SIM
E - 210
INDSIKK)=0

= @

i SIM
@ NAO T2 - 500

 J
Al K) = G{J,K)




75

@

B{J) = VI(J, I, KK)

RESOL

4
00

K N

Al

y

VI(KI,L.KK)= B(KI)

AUX{K3,T,KK)= VPIKJ 1, KK}
AUXITKS T KK}=VI{K3 1,KK)
AUXZ (K3,T,KK)= SO0LL{K3.T,KK)

o, 3
00
oo ©

a
m
w
o

FIM
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V.3 MANUAL DE ENTRADA DE DADoS

O programa é elaborado em linguagem FORTRAN para compu
tadores Bourroughs B-6700 e B-6800. Resolve-se um problema de
cada vez, sendo que a capacidade do programa € estabelecida pe-

los limites de cada magquina.

A leitura dos dados & feita introduzindo-se grupos dis

tintos de cartodes (linhas) como segue:

Leitura do nome do problema;

Leitura dos parametros basicos;

Leitura da incidéncia das superficies diferentes;

Leitura das coordenadas dos pontos internos;

Leitura das coordenadas dos pontos extremos dos elemen
tos de contorno;

Leitura das condigoes de contorno.

V.3.1l - Nome do Problema

Um cartao com caracteres alfa-numéricos até a coluna

80, no maximo, identificando o problema a ser resolvido.

V.3.2 - Parametros Basicos

Composto de dois cartdes com a seguinte orientagao:

1) Cartao com caracteres numéricos até a coluna 80 ( formato

16I5), contendo, na ordem:
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- o nimero de elementos de contorno (N)

- o niimero de pontos internos onde as fungoes sao calcula

das (L)
- o0 tipo de contorno (NNN)

NNN = 0 (zero) indica contorno fechado

NNN = 1 (um} indica contorno aberto

Z )

2

- o incremento do dngulo 8 (ITH)

incrementcos de 1 a 360 (graus)

- os Indices que indicam os termos da série de Fourier

gue serao utilizados (INF(KK)), no qual:
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INF (KK) = 0 (zero) indica que o termo em consideragao
nao sera levado em conta.
INF(KK) = 1 {um) indica que o termo em consideragao se-

ra levado em conta.

- 0 numero de termos na série de Fourier (IAXx)

- o nimero de superficies diferentes (M)

Consideram-se, no maximo, cinco superficies diferentes.

Deste modo, este cartao & esquematizado da seguinte for-

ma:
( N Ll mnw | ars et INFE2) [iNF(3)INF(4) INFI;!LNF(G) 1AX M
~ -
I5
2} Cartao com caracteres numéricos até a coluna 80 {Formato

161I5), contendo, na ordemn:

- Iy ] [t s >
- 0s indices relativos a cosseno na serie de Fourier

(INDC(KK))}, no qual:

INDC(KK) = 0 (zero) indica que o termo relativo a cosse
no nao serd levado em consideracdo.
INDC(KK) = 1 (um) indica gue o termo relativec a cosseno

serd levado em consideracgao.
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- 0s iIndices relativos a senc na série de Fourier

(INDS (KK) ), no gual:

INDS (KK) = 0 (zero) indica que o termo relativo a seno
nao serd levado em consideracao.
INDS (KK) = 1 (um) indica que o termo relativo a seno se

rd levado em consideracgao.

Assim, este cartao é esquematizado da seguinte forma:

|INDC(I) |INDC(2) INDCISHINDC{4) INDC(SHINDCLE IINDS(1} INDSLZJINDS(3] INDS{4)INDS{5 ]| INDS(6 }

R
I3

V.3.3 - Incidéncia das Superficies Diferentes

Neste grupo, o nimero de cartoes & idéntico ao nUmero
de superficies diferentes. Em cada cartao (Formato 8I10) sao for
necidos o elemento inicial e o elemento final, sendo que & possi

vel um maximo de 5 cartoes.

V.3.4 - Coordenadas dos Pontos Internos

Este grupo possui o nimero de cartoes idéntico ao niime
ro de pontos internos. As coordenadas sao dados numéricos reais
e utiliza-se o formato 2F10.0 no gual o ponto pode ser colocado

em qualguer coluna dentro da respectiva faixa.
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Em cada cartao, a coordenada R e A coordenada Z (CR e
CZ) de cada ponto internc sao fornecidas (nessa ordem). Deste mo

do, temos:

| CR cZ

Obs.: Se nao forem necessarias informagaes nos pontos internos,
isto &, L=0, as coordenadas dos pontos internos nao sac for

necidas.

V.3.5 - Coordenadas dos Pontos Extremos dos Elementos de

Contorno

Neste grupo, em cada cartao sao fornecidas as coorde-
nadas de cada ponto extremo. A ordem € igual & utilizada para

os pontos internos (formato 2F10.0). Assim, temos:

(.

N~/
F10.0

V.3.6 - Condicoes de Contorno

0 modelo desenvolvido exige o conhecimento prévio do
potencial ou da derivada do potencial em cada ndé. MNeste modelo,

cada harmdnico possui as suas proprias condig¢odes de contorno,que
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sao os coeficientes da série de Fourier.
Neste grupo de cartoes sao lidos os c¢Sdigos que indi-
cam o tipo de condigao de contorno do nd de cada elemento (KODE)

€ os valores das condigoes de contorno prescritas (VP), sendo que:

KODE

L

0 {zero) indica potencial prescrito.

KODE

1 (um) indica derivada do potencial prescrito.

Nestes cartodes utiliza-se formato I10 para KODE e for-
mato F10.0 para VP. Assim, estes cartoes sao esquematizados da

seguinte forma:

/ KODE VP

AN AN /
TIO F10.0




82

CAPTTULO VI

APLICAGOES

Neste capitulo sao apresentados resultados numéricos pa-
ra cinco problemas. Comparagdes sao feitas com solugoes analiti

cas exatas, que para estas aplicacgoes, sao conhecidas.

APLICAgKo 1

No primeiro problema & estudado o caso de fluxo de ca-
lor radial que num estado estaciondrio atravessa um cilindro oco

com extremos isolados como mostra a Fig. (VI.l).

As condigoes de contorno sao especificadas como:

H
I

Tl para R = Rl

T = T2 para R = R2

I+

T' =0 para Z = Z0
onde T & a temperatura, isto €, a fung¢ao harmdnica u; e T' & o
gradiente de temperatura, isto €, a derivada de T na diregéo nor

mal.

A distribuigﬁo exata da temperatura dentro do cilindro

foi dada por CHAPMAN [!?] como:

Ry 1

Rl

T =T1 + [ (T2-T1)-%n (
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Desta maneira nota-se que nao had dependéncia angular da
temperatura. Assim, este problema envolve somente o termo cons-
tante (n=0) na expansao de Fourier, isto &, as condigaes de con-

torno sao axissimétricas.

Os pardmetros da Figura (VI.l) foram selecionados com

0s seguintes valores:

R1=1 ; R2=2
{ 20 = 0.5
Tl=1 ; T2=2

FiG.VI-1- CILINDRO OCO COM CONDUCAO DE CALOR RADIAL



84

Neste exemplo o dominio & finito.

Deste modo, ¢ modelo de contorno, isto &, a discretiza

¢3o do contorno T usada & a mostrada na Figura (VI.2).

R2=2
]
|
|
1 ]
! 1
‘5 14 13 12 i 10,9 8 7,6
™ T T L) T T ] T T T 5_T
|7-- _f
|€“ 3 2‘)=(15
wl A
20 T |
o —-------- —1— R
22| Tse
23 Tae [20=0.5
24_‘_ .....‘"7
B ey e e
26 z7\ia'29 30 31 32 33 34 35
r

FIG, VI-2- DISCRETIZACAO DO CILINDRO 0CO

Na tabela (VI.l) sao apresentados resultados represen-—

tativos obtidos pelo MEC e os encontrados com a solugao analiti-

ca exata.

Na tabela (VI.2) sao apresentados os resultados para a
temperatura obtidos pelo MEC comparados com a solugao analitica
para pontos onde o raio varia. Na mesma tabela mostra-se os er-

ros () observados.
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Finalmente, na Figura (VI.3) tem-se o grafico T X R de

maneira a melhor visualizar estes resultados.

Tab. (VI.1l) - Resultados Representativos da Aplicacao 1
T T
NO
MEC ANALITICA MEC ANALITICA
3 0.7183 0.7213
8 1.8081 1.8074
10 1.6323 1.6323
12 1.4330 1.4328
18 - 1.4357 -1.4427
Tab. (VI.2) - Comparagac de Resultados para a Temperatura
T i i
™ _-T.
R ATI‘T"l*L |+ 100 (2
MEC ANALITICA ANAT,
1.00 1.0000 1.0000 0
1.05 1.0666 1.0704 0.36
1.15 1.1995 1.2016 0.17
1.25 1.3206 1.3219 0.10
1.35 1.4328 1.4330 0.01
1.45 1.5357 1.5361 0.03
1.55 1.6323 1.6323 0
1.65 1.7228 1.7225 0.02
1.75 1.8081 1.8074 0.04
1.85 1.8887 1.8875 0.06
1.95 1.9655 1.9635 0.10
2.00 2.0000 2.0000 0
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EXATA
N MEC
1.0 (] 1.2 I3 1.4 1.5 1.6 V.7 1.8 1.8 2.0
FIG. VI-3- GRAFICO T XR
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APLICAgRo 2

Este exemplo trata do problema de um potencial de flu-

xo uniforme num tubo circular. Trata-se entao de um problema de

dominio finito. As dimensoes do tubo sao:

Diametro igual a 20 unidades

Comprimento iqual a 10 unidades

As condigoes de contorno sao:

Potencial no topo da superficie do tubo igual a 10.
Potencial na base do tubo igual a zero.
O contorno lateral & assumido como sendo uma parede s&

lida de maneira que a velocidade dissipa-se.

A geometria e as condigoOes de contorno sao mostradas na

Figura (VI.4) e a discretizagao do probléma na Fig. (VI.5).

. FIG.VI-4- GEOMETRIA E conmcées DE CONTORNO



88

L
1

~n
t
IS
mcn
1 )

FIG. VI-5- DISCRETIZACAO DO TUBO CIRCULAR

A solugao analitica deste problema &

portanto, n=0 no desenvolvimento em série de Fourier.

Na tabela (VI.3) sao apresentados resultados represen-
tativos obtidos pelo MEC e comparados com a solugac analitica exa

ta e na Fig. (VI.6) tem-se o grafico u x 2.
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Tab. (VI.3) - Resultados Representativos da Aplicagao 2
NO
MEC ANALITICA MEC ANALITICA
1 - 0.9980 - 1.0000
2 - 0.9974 - 1.0000
3 - 0.9%62 - 1.0000
4 - 0.9821 - 1.0000
5 - 1.0613 - 1.0000
6 0.9482 1.0000
7 2.9774 3.0000
8 5.0001 5.0000
9 7.0227 7.0000
10 9.0520 9.0000
11 1.0613 1.0000
12 0.9821 1.0000
13 0.9962 1.0000
14 0.9974 1.0000
15 0.9980 1.0000
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4. ~— EXATA

3. X MEC

FIG.VI-6- GRAFICO U X Z

APLICAgﬂo 3

Este problema consiste na andlise de fluxo irrotacio-
nal e estacionario (fluxo com energia especifica constante) de

um fluido passando por uma esfera.
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0 eixo (Z) & tomado como sendo paralelo ao fluxo e &

portanto um eixo de simetria conforme mostrado na Figura (VI.7)

AR
RN

FIG. Vi-7- FLUXO PASSANDO POR UMA ESFERA

Neste caso, ROUSE [!*] observou gque o campo de poten-

cial & simétrico com respeito a este eixo.

Aplica-se o principio da superposigao de efeitos e des
te modo considera-se a combinacao do fluxo paralelo com a pertur
bacao.

Assim,

para o movimento sem a perturbacado

p1 = UZ
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para a perturbacao

adeU-z

b = ;
2 (R2+22) é

ou seja, em termo destas coordenadas tem-se:

onde:

¢ & o potencial de velocidade (isto & a fungao harménica u).
U é o fluxo uniforme de velocidade no infinito.

a €& o raio da esfera.

i

Tem-se que a = (R?+Z2%) %2 , logo:

¢ = uz + 32

como o campo de potencial & simétrico, somente a parte axissimé-

trica (n=0)}) & tomada na expansao de Fourier.

Neste exemplo & proposto um "problema de fluxo" a es
i para es

te corpo, isto €, ¢' & prescrito na superficie da esfera com ¢

para ser determinado.

A comparag¢ao de resultados para o potencial de veloci-
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dade entre o MEC e a solugao analitica exata & feita para o lo-

cal onde ocorre a perturbacaoc (¢:).

Os valores dos parametros usados para este problema sdo:

Trata-se, portanto, de um problema de dominio infini-
to. Neste trabalho, como & sabido, utiliza-se o elemento com va

riagcao constante.

Deste modo a discretizacao € feita considerando-se um
poligono de &rea idéntica 3 da superficie da esfera em conside-

ragac conforme & mostrado na Figura (VI.8).

A tabela (VI.4) contém resultados representativos para

© modelo do exemplo 3 e na Figura (VI.9) tem-se o grafico ¢:xZ.
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DISCRETIZACAO DA ESFERA

F1G. VI-8-
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Tab. (VI.4) - Resultados Representativos do Exemplo 3

NG v 6! PRESCRITO
MEC ANALITICA

1 0.50495 0.49040 0.98080

2 0.42815 0.41574 0.83147

3 0.28608 0.27779 0.55557

4 0.10046 0.09755 0.19509

5 -0.10046 -0.09755 ~0.19509

6 ~0.28608 -0.27779 -0.55557

7 -0.42815 -0.41574 -0.83147

8 -0.50495 -0.49040 -0.98080

‘bz )

0.5

0.4

0.3 | EXATA
0.2 | X  MEC
o1 |

o o Z

0.l 02 03 04 05 06 07 08 09 10

FIG.VI-9-

GRAFICO

b2 x z
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APLICAgKo 4

Este exemplo também estuda a analise de fluxo irrota-

cional e estaciondrio de um fluido passando por uma esfera.

Pretende-se demonstrar a capacidade da formulacao uti-
lizada neste trabalho para tratar com problemas sujeitos a condi

coes de contorno arbitrarias.

Para tal, o eixo (%) da aplicacao 3 é tomado perpendi-
cular ao fluxo, isto &, na Figura (VI.1l0) o eixo (Z) é perpendi-

cular ao papel.

NN

RERREY
NRNRRY

FIG.VI-10- FLUXO PASSANDO POR UMA ESFERA

Deste modo, em termo destas coordenadas tem—-se:
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UR senf a’

¢=¢1+¢2=URsen6+ - ]
2 (R*+22) 4

Em particular tem-se que o potencial € visto como
fungao de senf. Assim, este problema envolve somente um  iUnico

(n=1) termo na expansao em série de Fourier.

Neste exemplo, semelhantemente & aplicacao 3, € propos
to um "problema de fluxo". A comparagao de resultados para o po
tencial de velocidade entre o MEC e a solugaoc analitica exata &

feita para o local onde ocorre a perturbagao (¢2).

Os valores dos pardmetros usados para . este -problema

Tem-se neste exemplo um_problema de dominio infinito.
Considera-se o &ngulo 0 igual a 90° e para a comparacgao de resul
tados sao feitas 3 discretizagaes com 8, 1l6 & 32 elementos, para
os guais consideram-se poligonos de &rea idéntica a da superfi-

cie da esfera em consideracgao.

Na tabela (VI.5) sao apresentados resultados represen
tativos obtidos pelo MEC e comparados com a solucao analitica e-
xata. Na Figura (VI.ll) tem-se o grafico '¢»xR para o angulo de

90°.
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Tab. (VI.5) - Resultados Representativos para 8, 16 e 32

Elementos

N=8 R ¢o
NO MEC ANALITICA
1 0.19509 0.09365 0.09755
2 0.55557 0.28128 0.27779
3 0.83147 0.42389 0.41574
4 0.98079 0.50100 0.49040

N=16 R o,

NO MEC ANALITICA
2 0.29028 0.14491 0.14514
4 0.63440 0.31848 0.31720
6 0.88192 0.44328 0.44096
8 0.99519 0.50037 0.49760

N=32 R ¢s

NO MEC ANALITICA
2 0.14673 0.07315 0.07337
4 0.33690 0.16846 0.16845
6 0.51411 0.25726 0.25706
8 0.67156 0.33616 0.33578

10 0.80322 0.40213 0.40161

12 0.90400 0.45262 0.45200

14 0.97003 0.48571 0.48502

16 0.99880 0.50012 0.49940
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0.50 |
0.45 |

0.40

3 1. 0
030 |

0.25 ——— EXATA

0.20 8 ELEMENTOS

015 | MEC ¥ i6 ELEMENTOS

o.10 X 32 ELEMENTOS

0.05 -

FIG.VI-ll- GRAFICO 2 X R

APLICAgRo 5

0 Qltimo exemplo estuda o problema de um campo eletros

tatico dentro de uma regiao cilindrica de comprimento infinito.
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A regido possui raio unitidrio e & contornada por duas
placas de carga semicilindricas opostas, como se mostra na figu-

ra (VI.1l2).

_FIG.VI-I2-  CAMPO ELETRICO DENTRO DE UMA REGIAO CILINDRICA

As condigoes de contorno sao:

Vv=-1 para =1 y =T < 8 <0

<
0
'_J

para =1 ' 0 <@ <
onde
V & o potencial elétrico (a funcao harmdnica u).

O campo dentro da regiao é dado exatamente por
CHURCHILL [!%] como:

2 —
v= 2.1tg 1 [ 2 R sen 8 ]
b

(1-R%)
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Como V e V' sao funcdes Impares de 6, a expansao em 5&
rie de Fourier nao contém termos em cosseno, embora possua um ng

mero infinito de termos em seno.

Nota-se que quando R=1l, V & descontinuo e V' & indefi-
nido. Logo V e V' nao saoc bem representados pelas séries de Fou
r ier. Conseqgiientemente, para efeito de comparacao de resultados
escolhe-se somente a regiao de R < 0,75. Igualmente considera-

se a regiao para -0,5 < 2 £ 0,5.
As condigOes de contorno impostas sobre esta regido sao:

2 ¢g7t [ 2% sen 6] para R = 0.75
7

Vl'

0 para Z = = 0.5

e sao mostradas na Figura (VI.13).

AN

V=2 tg-'| 24 sEne)
n 7

e ——_———e

FIG.VI-13- REGIAQO REDUZIDA DO CAMPO ELETRICO
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A discretizag¢ao usada neste problema indica-se na Figu

ra (VI.1l4).

z t
' L }
“ ——t—o—t—o—i—eo—y
: 15 14 13 12 | T
i |°0
I b
: 0.50
I [- 3K J
[
[ +
|
[ 8 L ] :
- ————— -
|
I +
|
: 70
: 0.50
|
| ‘4
LN UL
- - >—t

r_. 0.75 "I

FIG. VI-14- DISCRETIZACAO PARA A REGIAQ CILINDRICA

Este problema foi resolvido usando-se 5 termos na ex-

pansac em série de Fourier (n=5).

A tabela (VI.6) contém resultados para os coeficien-
tes da expansao de V no nd 3 e para os coeficientes da expansao
em V' no nd 8. Estes resultados sao comparados com as respecti-

vas solugoes analiticas exatas.
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Tab. (VI.6) - Resultados dos Coeficientes para a Aplicagao 5

V no No 3 V' no N6 8 |
i MEC EXATA MEC EXATA
1 0.4791 0.4774 1.2699 1.2732
2 0.0000 0.0000 0.0000 - 0,0002
3 0.0229 0.0224 0.6789 0.7162
4 0.0000 0.0000 ¢.0000 -0.0006
5 0.0019 0.0019 0.3819 0.4029

A Tabela (VI.7) mostra resultados obtidos pelo MEC no
calculo de V no NO 3 para diversos valores do angulo 6. Estes re

sultados sac comparados com a solugao analitica exata.

Tab. (VI.7) - Distribuicao de V para 6 no No 3

'POTENCIAL EIETRICO (V)

8 MEC ANALITICA

0° 0 0
15° 0.1421 0.1414
30° 0.2635 0.2619
45° 0.3536 0.3520
60° 0.4132 0.4120
75° 0.4470 0.4459
90° 0.4580 0.4568
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Nas Figuras (VI.15-VI.20) tem-se grdficos de V x R pa-

ra diversos valores de 6.

V4

0.6 J

0.5

0.4 <

4

0.3 EXATA

0.2 | > MEC

0.1

[s] T T T - T T T p— PR
0l 02z 03 04 05 06 07 075
FIG. VI-15- GRAFICO V X R PARA o = i5°
v
0.7
>

0.6 |
0.5
0.4 1
0.3 EXATA
0.z by MEC
o.i 1

[4] L — T L T Tt — R

of 02 03 04 05 06 07 075

FIG. VI-I6- GRAFICO V X R PARA © = 30
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a7

0.6

0.5 |

0.4

E EXATA

Q.1

ol 62 03 0.4 05 0.6 Q.7 075

FI1G. VI-17- GRAFICO V X R PARA © = 45

‘}
0.9
0.8
0.7 A
0.6
Q.5

0.4

Q.3 EXATA

0.2 | X MEC

.l 0.2 0.3 0.4 05 06 07 075
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EXATA

0.1

FIG.VI-i9- GRAFICO V X R © = 75

v

0.7

e X3

0.5

02

0.3 04 0.5 6 Q7075

EXATA

X MEC

03 0.4 0.5 06 07075

FIG. VI-20- GRAFICO V X R PARA 8 = 90°
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CAPITULO VII

CONCLUSOES

Utilizando a formulagao desenvolvida neste trabalho pa
ra a obtencao das solugoOes fundamentais, angularmente independen
tes (HHn e HLn) para cada harmdnico da série de Fourier, ha difi
culdade em expressar estas solu¢des em integrais elipticas com-
pletas do primeiro e segundo tipo. A partir do segundo termo da
série, as integrais sao resolvidas numericamente usando direta-

mente integracgao angular.

A intégragéo angular foi implementada utilizando 24 pon
tos de Gauss. Usando a regra de Simpson, devem ser utilizados 60

pontos que para as mesmas integrais deram resultados semelhantes.

As condicoes de contorno para os casos nao-axissimétri
cos sao os coeficientes da série de Fourier. Estas integrais de
vem ser calculadas com um grande grau de precisdo e sao calcula-
das neste trabalho com 100 pontos, utilizando a regra de integra

gao de Simpson.

Neste trabalho sac estudados os problemas governados pe-
la equagdo de Laplace, mas & possivel fazer a simulacao de pro-
blemas de difusdo para estados estacionarios. WNeste caso, a cons
tante de difusdo estd incluida nas condigoes de contorno  natu-

rais do problema (q).
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0 calculo das integrais que apresentaram singularidade
foi levantado utilizando uma transformagao quadratica. No entan
to, este cdlculo foi realizado inicialmente através de outro pro

cesso.

Neste processo sempre & possivel separar as integrais
elipticas, numa fungcio que contém somente a integral eliptica com
pleta do primeiro tipo (EK) mais outra que contém somente a inte
gral eliptica completa do segundo tipo (EE). A singularidade a-
contece guando a coordenada R do ponto fonte (RP) & igual a coor

denada R do ponto campo (RQ), isto &, guando FK=1l, EE=l.

Logo, esta parcela & calculada normalmente, usando a
quadratica de Gauss. Este mesmo procedimento ndo deve ser segui
do para o calculo da contribuigao de EK devido & singularidade e

xistente.

Passando-se estas integrais para coordenadas locais, a
parcelé gue contém EK & dividida em duas partes, sendo a primei-
ra no intervalo de -1 até a singularidade e a segunda da singula
ridade até 1, Fazendo uma mudanga de variaveis, cada parcela &
dividida em outras duas, de maneira a obtermos uma parte bem com
portada, que & calculada usando a quadratura de Gauss e outra par

te gque & calculada usando peso logaritmo.

Este processo apresenta precisaoc comparavel com a trans
formagdo quadratica. Entretanto, nao & vantajoso ser usado de-
vido ao maior nimero de parcelas a serem integradas, que além de

tornar o programa mencs eficiente computacionalmente, dificulta
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a ativacdo de novos termos na série de Fourier, caso for deseja-

do ou seja necessario.

No trabalho realizado por Hess e Smith [ 2] para o tra-
tamento de problemas de potencial, no qual corpos axissimétricos
sdo sujeitos a condigoes de contorno arbitrarias, foi considera
do somente o primeiro termo da série de Fourier (termo em cosse-
no somente). Deste modo, a formulagao implementada neste traba-

lho inclui o trabalho de Hess e Smith.

Tendo-se trabalhado com condigoes de contorno arbitra-
rias, & dado um grande passo para a extensao da aplicacao do MEC
a outros tipos de problemas. Assim, poderao ser tratados proble
mas de elasticidade, plasticidade e viscosidade axissimétrica en

tre outros, nos quais as condigoes de contorno sejam arbitrarias.

Os coeficientes da diagonal da matriz H nao sao calcu-
lados através de movimentos de corpo rigido, pois esta considera

cao sb & valida para o termo axissimétrico (n=0).

Apesar da complexidade de ter uma seqgiliéncia de inte-
grais elipticas completas como solugao fundamental singular, o
sucesso numérico para problemas do mesmo tipo € bastante satisfa
torio. Devido a grande dificuldade em tratar com integrais elip
ticas completas e ac fato da pegquena literatura a respeito deste
assunto, desenvolve-se neste trabalhce uma tabela de integrais e-
lipticas completas. O objetivo desta tabela & dar uma pequena
contribui¢ao, de maneira a fornecer subsidiocs para resolver algu

mas integrais gque agui aparecem.
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As principais vantagens da formulagao deste trabalho

a) se somente poucos termos da série de Fourier sao utilizados,
este tratamento tem importantes vantagens em contraste com o

tratamento tridimensional.

b) o probelma tridimensional & reduzido a uma seqiiéncia de pro-

blemas unidimensionais.
c) a simples preparacao de dados.

d) as modificagOes de projetos sdao facilmente implentadas, ja que

somente o contorno da regiao precisa ser definido.

0 programa implementado utiliza o elementoc com geome-
tria linear, nao sendo possivel, desta forma, representar de ma-
neira exata os problemas de geometria circular ou parabdlica. De
vido a esta dificuldade recomenda-se implementar um programa com
elementos circulares ou parabdlicos, deixando para ¢ usuario a

correta utilizacao de cada elemento.

Com o aumento do nimero de engenheiros e pesquisadores
ocupados no seu estudo e divulgagao, no Brasil o método dos ele-
mentos de contorno comeg¢a a ocupar lugar de destaque entre os ins
trumentos disponiveis para o tratamento dos problemas gue a enge

nharia nos apresenta.
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Os resultados obtidos neste trabalho dao uma pequena
contribuicao e incentivam o prosseguimento das pesquisas para a

generalizacao do método dos elementos de contorno.
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APENDICE A

Em coordenadas retangulares:

1
r(P,0) = (%1 (Q)=-X1{P))?+(x2 (Q)—%2 (P)) ?+(x3 (Q)-x3 (P))?] 2

Em coordenadas cilindricas:

X1 (Q) = RQ.costQ x1(P) = RP costP
xs (Q) = RQ.senbQ . X, (P) = RP senfP
x3{Q) = ZQ x3(P) = 2P

Substituindo na equacao, temos:

1
r (P, Q) =[ (RQ*cosb6Q-RP+costP)? +(RQ+senb(Q-RP+senfP)? +(ZQ-2ZP)?%] 2

r(P,Q) = [RP? (cos?8P+sen?BP)+RQ? (cos?60+sen?0Q) +
- 1
- 2 RP-RQ(cosHQcos6P+senfQ senbP) + (2Q-ZP)?] 2
Assim:
1
r(P,Q) = [ RP?+RQ?-2RP-RQ-cos (80-6P) + (zZQ-2Pp)?] 2
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APENDICE B
dr(Q)y = |J| deQ-drQ
Sabe-se que:
x; (Q) = RQ-cosbQ

X, (Q) = RQ-senfQ

x3(Q) = 2Q
como,
ox; (Q) 9x1 (Q) ox1 (Q)
9RQ 360 9ZQ
|J] = ol %1 (D), %, (Q) ,x3(Q] _ 9x (Q) 3xp (Q) 9% (Q)
” 3 [RQ,0Q,2Q ] dRQ a6Q 92Q
- 9x3(Q) ax3 (Q) 9x3 (Q)
3RD 06Q 9ZQ
temos que,
cosHQ =RQ+sendQ 0
|J] = | seneQ RQ* cos6Q 0 | = RQ(cos?6Q + sen?6Q)
0 0 1

Logo, |J| = RQ



119

APENDICE C
Tem-se que:
r
2
HHO = — dg
RR Y
0 [ 1-FK%:cos?8 17

Pretende-se calcular HLO

3HHO | 3RO . 3HHO  23Q

HLO =
dRQ an 9ZQ on
4 n
9RO _ nRQ = coso
on :
[«
Q = R
ﬁEQ = n2Q = seno
on
Calculo de 9HHO
aRQ
U3 N
3 { 4 ’2 de ] _ 5 | & _Iz ds
1 1
9RQ { RR 0 [1-FK?cos?8 | é 9RQ { RR 0 [1-FK?cos?8 ] é
n
{ [2
4 4 3 [ ds
1
RR oRQ 0 [1-FK?cos?8 ] é
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Calculo de 8 4
dRQ RR

v
-2
2 A= 2 sl eematraozml | = - 4 R
JRD | RR R0 RR?
kil
3 2 ae
Cilculo de —— -
9RQ 0 [ 1-FK?cos?3] /2
FK2 = 4RP'RQ

[ (RP+RQ) %2+ (20-2P)?

m m
3 F de ] _ 9 [ F [1— 4RP-RQ+00s%9 ] de]
1 2 2
3RQ 0 [1-FK2cos?8] 3R |}y [ (RP+RD) 2+(2Q-2P) 2]
m
ul 2
3 [F ae ] _ [ ore-(RR+RQ)FK?] - cos?0_de
1 2 3
R 1y [1-FR2cos?] /4 RR o [1-FK2cos?s ] A
Logo, tem—-se que:
i
3HHO 4 2 an
—— = | ~(R+RD)- — + [ 2RP- (RP+RQ) FK’] -
R RR 0 [1-FK*cos?6) /2 T

C cos’s 48 ]
VA
0 [1-FK’cos?e] %,/
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Calculo de SHHO

3Z2Q

=

.
_a_[;tf a0 ]=a[_4 2 a

1 1
ZQ { R g [1-FRPcos?6] 4 920 { RR J Jg [1-FK?cos?6] 4

m
[ (2
BR 920 Ly [1-rePcos?el 4
Calculo de _8_ 4
: 320 | RR
_1/
2 -
2 A -2 s reero)2e oz | = T A EEER)
370 | RR 320 : RR®
il
2
Calculo de 2 [ 46 - ]
920 0 [1-FKZcos?9] é
T
U 2
9 [ F a8 l _ — (20-7P) -FR? | cos®9-d6
1 2 3
920 \ Jo [1-FK?cos?B] 4 RR [ 1-FR2cos?8] 4

Logo,
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m : T
2 2 2
_a.._m-l_o = .;4_.;_ [ -(Z0~ZP) ,f de , .- (20-ZP) 'F'Kz'f cos“6  db 3 }
920 RR 0 [1-FK?cos?0] % 0 [1-FR’cos?6] 4
Desta forma tem—sei
T

4 | 2 ao
HLO = — -{ (RP+RQINRQ + (ZQ-ZP)nZQ | . +

RR 0 [1-FK’cos26] %

KLl

2 2
+ [ (2RP- (RP+RQ)FK?)nRQ - (2Q-2ZP)FK?+nzQ | r cos’ 6 db y ]
0

3
[1-FK?cos?8] %
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APENDICE D

Tem-se:

[

HHL = cos26  dé

4
1
RR 1g [ 1-FX?cos?s] é

Pretende~se calcular:

_ 9HHL _ 3RQ . BHH1 _ 32Q

JRO an 3Z0 an

Calculo de

+

,

_@ﬂ:j‘_[iyf cos20 8 P [F cos26 dt }
1 1

RQ R AURR] g [1mecostel 4 M Uo [1-mrPcos?el 4

- 1
OHHL _ - 4(RP+RQ) |° __cos28 do , 4 [ 2Re— (RP+R)) FK’
ORQ R, RR®

1
[ 1-FK2cos26] %

[\

cosZS-cosiB do

3
0 [ 1-FR?cos? 6] é
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Cilculo de oHHL
aZ0Q
i
oHH1 _ ~4(ZQ-ZP) r cos26 Ao + 4 {-(20-7P) ] FK?
3 1 3
920 KR 0 [1-FR?cos?8] % RR
T
2 cos268-cos?6 do
Y
0 [1-FK?cos?6] %
Assim:
T
4 2 cos28 df
HL1 = — | - [ (RP+RQ)NRD + (ZQ-ZP)nZQ -
RR’ 2 2oy Y
0 [1-FK*cos®e] %

i
2 9 e

+ [ (2RP~ (RP+RQ)FK?)NRQ — (ZQ-ZP) -FKZ-nZQ-J> Cos26-cos” 9 ‘39
0 [1-FK®cos?6) /2
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APENDICE E

A seguir serad apresentada uma tabela de integrais elip
ticas. De maneira a conhecer o processo utilizado no cdlculo des
tas integrais, calcula-se uma das integrais que constam desta ta

bela.

Assim, como exemplo, pretende-se calcular:

cos28 df

—_—
(W]

1
0 [1-FK?cos?8] é

Tem-se que cos?g = 1tcosz8 cos28 = 2cos?h-1
2
™ i m
2 2 2
[2 cos®e-1] da = 2 cos’6 48 _ ds
0 Y Y/ 201
[ 1-FK*cos®6] % 0 [ 1-FK?cos®6] % 0 [1-FK’cos?6] 4
m
___2 [f [1-FK®cos®6-1] _ .
2 1
FK 0 [1-FK2cos?6] é
U 1 U
2 / 2
=-—%; ( [1-FK?cos?8] 2 db + —— r do — - EK
2
K o FE* Jo  [1-FR’cos?0] 7
-2 g+ 2 ER - KK



Assim,

—,
o =

126

cos206 de = [ (2-FK?) +EK-2+EE ] 12
O [ 1-FR2cos26] o
TaBeLA DE INTEGRAIS ELiPTICAS COMPLETAS
S
2
a6 : - EK
0 [1-FK2cos?6] é
v
7 1
l [ 1-FK*cos?8] 2 48 = EE
0
n
2
cos26 deé — = [ (2-FK2)+EK -2+EE] - ;
0 [1-FR?cos?8] é FK
K
2 2
cos20-cos”6  db _ [ {=4+FK?) +FKL?EK + (4—-3FK?)EE] - 1
3/ FK?FKL?

0 [ 1-FK?cos? 6]

dé

2

0

1-FK2cos?6]
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I
2

cos?8 de _ _[ER-EE ]

1

0 [ 1-FR%cos?8] /z FK?
il
2

cos?’6 dp _ _LEE - FRL?-EK]

3 2, 2
0 [1-FR2cos?6] /z FRT-FEL

S

cos4f dea = [ (8FK?-16) - FKL? *EK+ (BFKI2+FK* )EE ]+ — =
b, 2
[ 1-FK’cos8] % e

0

il
2
cos's  de = _(E'_FEL_%)__.EE_Q.EK]. 1
3 2 4
0 [ 1-FK? cos? 6] é FRL =
m
FK? -FKL?

3
0 [ 1-FR?cos?e] /%
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n
PONTO(2} r PONTO{D)
b s . —
nel ~ NO R=—
74 ‘ 1
A A
_ T _ 2T
n= -—-— =
1/2 g
no-2r _
Fagamos u =n
=27
v = —

Logo, temos:

9(I,n) _ 1
3 (u,v) 9 (u,v)
3 (I',n)

||

~



a{u,v)

3d(T',n}

Assim:

Ju
ar

v
ar

Ju

am

rAY
an
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APENDICE G

CALCULO DE INTEGRAIS SINGULARES USANDO A QUADRATURA
DE GAUSS

O objetivo & resolver:

1
l f(n) dn

-1

onde f(n) & singular em um certo ponto n (-1 £ n ¢ 1) seja:
n = af®> + bd + ¢

dn

— = 2af+b
de
com
n=_l = e:—l
dn - 4 em n
dg
tem-se:

ab? + b8+ c-n =20

b+ / b2-4a(C-n)
2a

o' =
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. 1
_ b - / b2-4a (c-n)
2a

eﬂ

que fornece na verdade 2 valores 0§ para cada n, tinhamos que:

atbh+C =1

a=b+C = =1

no ponto singular n, temos:

2ad + b = 0

que fornece, guer usando 6' ou 8":

b -4a (C-n} =0
1 -4a {(-a-n) =0
4a (a+n) = -1

4a? + 4an + 1 =0

—4F + / (4m)2-4.4.1 _ -4% + / 42 §2-42

2.4 2.4
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Nota-se que como -1 < n < 1, a mudanga s fornece valo

res reais para a e ¢ se |n| = 1 e neste caso a' = a" e C' = C"

Fica-se, portanto com:

W

1

I
N3]

o]
li
N |3

e a resposta &

n=-2¢6%+98+2

2 2
n =1 (1-82) + 8

2
e

Q.E=Zae+b=2(—-rl)8+l
ds 2
d_n=]_—n_e-'
ds

Assim, tem-se:

(1-62)+8 ] (1-nB) de

S —
i =
-
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o
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