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0 principio do minimo de Pontryagin fornece condi
gges necessarias para que sejé minimizads uma funcional condi
cionade & um problema de coﬁtralef Como resultado, obtém=se,
em geral, sistemas de equagoes diferenciais que as variaveis
de controle e parametros do problema devem satisfazers Neste
trabalho mostramos que ceritos btipos de problemas de controle
podem ser aproximados, dentro de certo critério, por proble-
nas de programaggo matemética, cujas solugges deven satisfa=
zer certas condicoes, Estas aproximagoes nao sao do tipo
"diseretizacao no tempo", mas Bac aproximagdes nas funcoes
controle usadasy Estudamos, neste trabalho, condigdes neces=-
garias e suficlentes para os problemas simplificados, assim

rd ” . -
como alguns metodos numericos para sua solugao,
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Pontryagin's minimum principle furnighes the necw-
tions for the minimization of a functional regtm

control problem., Systemas of differential equations

on the control wvariables and problem parameters are generally

obitained as
control prob
lons Sy by mat
which mugt g
are not of +
on the conix
conditions T

erical metho

a roeults This work shows that a ceritain class of

lems can be gypproximated, within cerdtsin limitate
)

thematical programming problems, the solution of
atisfy determinate conditions. Thege approximation

he "time=discretization™ type, but approximations
ol laws. We here gtudy necessgary and sufficlient
or these simpliflfied problemsy, as well as gome NuUM=

ds for their solution,
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CAPITULO 1

INTRODUGEO AQ PROBLEMA

Secao I = Introducho

0 principio do Minimo de Pontryagin (ref, {21, pags
284), gquando aplicavel & um problema de contrale, fornece con
digoes necessdrias para que seja minimizada uma funcional; Co
mo resultado de sua aplicag@o, obtém-se, no entanto, sistemas
de equagSes diferenciais e prodblenas de minimizaggo em  espée
gos de dimensso infinite que raramente podem ser resolvidos
por nétodos analiticos e cuja complexidade cresce muitércom 0

1 03 N » .
aumento de complexidade dog sistemas de conitrole tratados.

Nosso intuito neste trabalho ¢ desenvolver um metow
do de redugho do problema de otimizagBo em espago de dimensao
infinita em que consiste o problema de controle, a um problew
me de otimizagho em espago de dimensdo finita, Esta redugdo,
realizada através de uma simplificacBo do espago de controles
admiss{veis, levard a problemas de programag&a nao linear, cu
jas solugdes, se existirem, conduzirfo a solugoes sub=otimas

do primeiro problema,



0 problema de programacio matemstica é obtido atram

rd ~
ves da expansao do vebtor conitrole em uma soma Ffinita de Fune
¢coes elementares,; como proposto por Jacob [1]? A etimizaggc
# - -~ . L -
sera feita sobre os coeficlentes dessa expansao, utilizando

F - L )
netodos de programagao nao linear,

0 procedimento acina serda desenvolvido nos cap{tus
los 2 e 3 para problemas de controle particulares, onde abore
damos problemas de tempo minimo e problemas com critérios qua
draticos, Poder-se~a ver, entao, que & maior dificuldade do
método reside ma reduggo dos vinculos do problema de contréle
a vinculos sobre os coeficientes da expansao, Esta redugso se
réd tratada no eapftulo 4 para fungaes criterio convexas e um

3 & 3
algoritmo para vTesolver o problema reduzido sera desenvolvido

1o capftulo 5e

Neste capitulo formularemos o problema de controle,
introduzindo os casos particulares a ser trats dos nos cap{tulos

restantesy

Fagamos iniciaelmente algumas observagoes sobre nota

CR0.
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. n .
Sejam xXE€R um vetor coluna e A uma matriz n x m,

Dados os conjuntos de fndices I z-;-{il, 1oy sees iki s J = {jl,

S QRS

[

Jos casy jm}, denotaremoss
’ 1
e
i
4 t 3
iy
. /
Ai = 412 linha da matriz A
Aa 2 j2 coluna da matriz A
, \
Aii
) y-\ | I 3; Jus
A 2 |Ma A2 [at AT AT )
I . y |
A.
\ ‘%)

Dada ume fungho £ : R™ =" R, o gradiente de £ em

relacBo & x no ponto x6&RY serd denotado por

A

[ 28 -
sé‘(x)
vx. ?‘i) g .
2t (x)
0%

3 .

Dada uma fungBo g : R* —e BT

vl 2 [%E'(""], $ (o ""Vz‘}...(*l]

L1

onde """ 3enota transposicaoy
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Secao II = Introdugao ao problema de controle

0 problema de contrdole sers enunciado segundo & &w
presentagdo de Athans e Falb (rery [2], pagi 284)7 Para que
o problema meja tratavel com alguma generalidadey, mas tambeénm
gem une complieaggo excessiva, faremos desde logo mimplificae
gOes em Sua enunciag@os &) nao se fazem restrigdes sobre o

estado do sistema;
b) as componentes do vetor controle
gerac limitadas somente em médulos
¢) o alvo do problema de conirole ze
ré dado por uma variedsde linear
de R® x BT (vejam-se as definicgoes

abaixo)s

I'g 5 ind . g N s
Posgivels extensoes da teoria serac indicadas unas

£ . a
conclusoes deste capitulo e dos seguintesy

Congideremse entio um sistema variante no tempo, des
erito pela equagao (refd [2], PRg.284 )
(1) =2 (x (), u (t), t)
onde x 3 R*-’ R"
1 x (t) €R® wt€Rr" , o estado do sistema

n . g .
au: RN —e R satisfazendo condigoes de ine

N

tegrabilidade (veja~se [2]3 pags 284)



1.1IT

®

9

u (t)€e ¢ g™ ¥ieR
n ={‘t cr“| 1y;151, i=1,2.,w}

£+ R I 0K R —p gY

*8

Lo conjunto U de funcoes controle que satisfazem (2)

(3), acima, chamaremos

U =

. a P Fd s o
conjunto de conitroles admissiveis,

Vamosg ainds definir o conjunto alvo,

a funeional

scs, X BY; S;€R™; que neste trabalho sers
sempre tomado

Sl:- {xéRn l XI = 5{1}9 onde I ‘-'ss‘{il, 5.29 ewa

. - 1

T:R*XUuxRr* xRt —» &R
T
¢

onde L t R XOAX RT —=b R

Problema de controles

. E ~ g
Enconitrar, se existir,; um controle admisgsivel que,

aplicado mo sistema (1), em um estado inicial xo no instante

15

dados, leva ( x (%), t) a0 alvo 5 (6), minimizando & funw
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cional eritério J(x n .y te 3 Q) (7), onde T & o primeiro

o ¥

ingtante tal gque (x (), T)é 5]

Secao IIT = Simplificacao do problems de contrdle

Um extenso tratamento do problema (9) & feito na ree
feréncia [2]Y 0 conjunto de contrdles admissivels U , conse
tituido de fuﬂgges satisfazendo Gon&i§3es gerais de integrabie
lidade, ¢ muito geral, Nossa simplifieaggo maliae imporbtante ao
problema de contrdle sers partienlarizar o conjunto U , como
segues

Gongiderew~se um conjunto finito de funcoes dadas

*

10 r!;: gt —e " s 3 o= 1, 2, 4V 4 4
Definiremos agors

b J .
! -
11 v :{u\usz a(;u", «; &R, 42,8 A
1)

A(¥EERY) |atn] g1, ja L3, m )

A particularizagao scima, com a hipdtese adicional

(12)
12 Hiptese: O sistema (1) é linear,

levar-nos~a a grande simplificac¢ao no tratamento do problema
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de controle, como segue:

0 sistema (1) linear, variante no tempo sera repre-
gentado por

13 2 (5) =4 (%) = () + B (%) u (%)

onde A (%) , B (%) s8o matrizes reals, respectivemente n x n

g Fd
en xm , cuja apregentagao e tratamento e encontrado na refee

rencia [ 3), pégs 344

Resolvendo o sistema (13) obtemos (ver [3] s TBZe

342 ) ¢
14 X(t) = $lbt)x, + / g(t2) 6(%) u (z) dT
‘lo
onde ¢ ¢ a matriz de transigaéo de estadoy
Fazendo~ge agora

. i
15 wip = X ;o' (4)

=t
e substituindo (15) em (14), obtem-se

Lo i

16 X(t)= Pt t)xe +j§ « F(y , onde

¢
17 Eiy & / é(Lz) B(z) i) de
¢

(-4
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Definindo
(,)
18 o« = |% ,  Fine[Flo Fry - Flo)
«
LY

obtemese finalmente de (16) e (18),

19 x()= P(hE) %, + F(Bad
Segue=se também imediatamente gue

20 X;(t) = ¢1 (l',t,)'x' + F(y) , onde

&
A0 / g (t2) Bs) i(z) dz
(R

Notemse agora que a busca de um controle pertencelie
te a U1 trangformou~se na busca de un o € r? g ¢ porlanto
reduziu=seno tratamento em wm espaco de dimensao finitay 0 tra=
tamento do espagoe U de dimengmo infinita.

A substituicao de (19) e (15) mna funecional
T ( x5 uy tgy T) (7), leva & uma fungdo cujo dominio depenw
de do tipo de preblema abordado, masg gue podera ser tratada

e ”
por metodos de programacac matematicae



1.II1

Was segoes seguintes, apresentaremos o tratamento
dos casocs que nog ocuparac em todo o trabaslho; problemas com

tempo Tixo e problemas de tempo minimo.

Seggo IV « Cago particular: problemas de Yempo £fixo com sise

temag lineares

Vamos considerar o caso particular em que,_dado

T ER",
21 s = s, x{r} y T2 te
8y = {:s:éjan | Xy = EI} SEJER"I' dado

LoD s &
Como os controles admigsivels devem levarw (x(ﬁ), ﬁ)

20 alvo, deveesz ter, substituindo 4 = T em (20),
22 % (2) = Xy = 551( D, te) xgt Pp(L)
Definindoesge

o
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Obtem—se de (22) e (23)

”~
i i
24 Xy ri(T) = 0
A4 equacao (24) representa uma variedade linear de
RY de dimengio n - ’I' « A grande vandbagem dos problemas de
tempo Tixo reside na linearidade de (24), pois gualquer valor

de o € RY $al que

[

9
= }
u Z G repolve o problema de contrim
js1

Y 3 2 3 =3
le estars sempre, se existir gobre uma variedade linear; Ve
9 §
o i - . . £ &
remos adiante que a equacao {(24) constituira um vinculo do
problema de programaggo nao~linear a gue ge reduz o problema

A > s =1
de controley, com a evidente vantagem de ser linear,

Note~se, entretanto, que os coeficientes que definem
s variedade linear definida em (24), ou seja, os vetores §I
e Fj(T), necespitam o conhecimento da matriz de transigso de
estados ¢5{ T , te ) para poderem gser caleulados., Em geral, o
problema de achar-se @ ndo € trivial, a nio ser mno caso de

sistemas invariantes no tempoy que abordaremos & seguir.
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Seggo V = Caso particular: problemas de tempo fixo com siste~

mas linearesg invariantes no tempo

Citaremos ainda os resultados para gistemas linea=

res invariantes no tempo:

Se A e B forem constantes

Al - - r'e
25 ¢(l‘,8)= A ?) , 0 gque substitufdo

em (17) leva s

T Az \
26 . F'(T) = eAT/ e Buvi(z)ecels
(S

Se I = {l, 2y vee 3 n} y obtem~se, no lugar de (24),
uma expregsao nuitc simples para a variedade linear contendo

e 4 ou seja

Afr-¢ -

27 g{-i‘F('t)“ = 0 g onde 'J\{.-::e{ ‘)Xom
que pode ger escrita

A AT »
28 x+@  Fel =0 , onde, de (26), temos que

T

AL ~A8 .

29 F! :/ e Bvilzide

b
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1.V
A-T - hand . = .
Como @ e nao singular, multiplicando (28) por
e’ AT ohiemmge
A a -Atp .A-f-
30 o + FX =20 , cnde xXg = € Xp = € x

Note=ge que 88 eXpressoes para Fj e Xg 820,

neste caso, mafs Ffaceis de ser calculadas que s expressoes

o

correspondentes na Segao IV,

Eand
ot

I’ S
Secao VI = Caso varbticular: problemss de tempo minimo

a3 Ead
Conpldere~se o problema de eontrole da Segao II,

com a fungao L , introduzida em (8), definida por

fuud

3 % (x(t), u(ﬁ),'ﬁ) = 1 % Introduzindo-se (31)

em II=T, ven

32 J ( Xg 3 B og by T) = T = g
Seja ainda o alvo
3% 5 = 5] X rt
- - ( :
54 5, = {xeﬁn\xz - xI} , 3, € 21T aado,
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- o
Pode~se enunciar novamente o problema de controle:

35 Problema: Seja dado um sistema descrito pela equacao
é(t) = £ (x(%), u(t), t) , como ma Segao
II, acima,; ¢ seja U o conjunto de conﬁ:ﬁ
les admissiveis (ver II~5). Encontrar um
controle admissivel, se existir, que leve
o sistema de um estado inicial x4 no ing
tante te , dados, ao conjunto S, (34) em

I SN ~ . v o
tempo minimo Te t , tambem desconhecido,

Ld N .
0 problema (35) ¢ extensamente tratado na referencia
Lo F e .
[2] s 2 luz do Principio do Minimo, Os resultados obtidos dese
ts maneira podem orientar-nos na escolha das fungoes elementa-

res a

36 A TDevido mo prineipio do "bang-bang" (ref, [2], PBE.
382), dentro de condigoes de "normalidade", as componentes de

n  assumirao valores extremos, isto &, lui(t)[ = 1

#5€ [ty T] . As condigoes de normalidade sao bastante
gerais e um resultado conhecido € o seguinte (ref; [2], page.
400): se o sistema consideradc for linear, invariante no tempo,
uma condiggo necessaria e suficiente para gue o problema de
controle seja normal (e portanto valha o princfpio "bang-bang")
& gue o sistems seja normal (is%o é, completamente controlavel
(ret, [2] 9 pag. 218) atravées de gualguer de suas entradas ae~

tuando isoladamente)a
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Das consideracgoes en (36), conclui~se gue a melhor

13

Y & do tipo

LN

egcolha das fungoes elementares o

( o
0
L] “‘
wily = | 2(t-T) - £(e-my) | € RT
37 o
O
\ /

62y

onde 4(t-%) denota a fungio degrau aplicada no instante Ty &
J& que cada componente ui(t) do vetor controle u(%) pode ser
escrita como

% .
wd = 2« vl

.
18} ‘

podenog escolher os vetores k) de maneira que, a cada instane

te de tempo, ui(t) dependsa apenas da i=&sina componente de um

dos ¢q vetores uv‘(t)f

4
38 0 numero ¢ de fungges elementarers ubtilizadas deve
gser arbitrado em cada problema, Pode~nos suxiliar o fato de qe,
se o sistema for linear, invariante no tempo e todos os autovae
lores de A forem reais, o numero de comutagoes de cada compo-
~ s
nente de u no intervald (%ty , T) mn&ao excedera =n =~ 1 , onde
i 4 . o4 el x
n e a ordem do sistema (ref, [2] s Pag. 402), Assim, uma boa

I d EH

escolha para ¢ quando x(t)€ ¥, u(t)er®™ & n.n
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-~
A busca de um controle otimo pertencente ao novo ege
~ N g . ” P ’
page de controles admissiveis devera ser feita atraves de unm
b ~ A )
problema de programagao nao-linear zobre os coeficientes

. Ex

N L rd A
¢xj 9 4 = 1; 25 5o 3 g das fungoes elementares e tambem poOw

s o~ -~
bre os instantes de comutagao, como se desenvolvera no capitu=

lo 2%

39 Os problemas de tempo ninimo assim formulados tenm

uma caracteristica particular: os vinculos de u(t) , ou seja,
o, ()€1 ¥telto, 2] ,1=1,2 &7,

serao refletidos divetamente nos &,

1]

lo¢;1€ 1 J = 1y 25 245 9 & 4 devido & nao

superpesiggo de Tungoes elementares relativas a cada componente

* > & ] - ~
de u 3 o gue facilitara muito a aplicacgao do teorema de Kuhn

Tuckery

Segao VII - Conclusdes

"~ rd L d
40 Nosso tratamento do problema de controle e aplicavel
somente a sistemas lineares, mas & variancia no tempo nao traz
dificnldades egsenciais, além dzs ja existentes na derivag§0

das solugbes de ITII~13

m

e
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41 Og conjuntos Sl de estados finais escolhidos ‘tem
o formato de variedades lineares., Esta escolha Pfol feita para
pimplificar os vinculos dos problemas reduzidos, conoc se vera
nos cap{tulos geguintes, mas um tratamento mais geral nao sera
qualitativamente muito diferente: apenas sera mals trabalhoso

e o Faa
e op vinculos dos problemas de programagac matematica resultan

o e o
tes serao Torbtemente nao-lindaresg,

42 No tratamento de problemas de tempo minimo, devido

‘% observagao (39) da Segdo anterior, sera faecil trabalhar com
os vinculos do vetor controles Os problemas resultantes serao
entretanto diffceis devido & fortes nao~linearidades dos vine

rd rd
culos, como se vera no capitulo 2.

43 A simplificacaso de VI=39 ndo sers possivel guando

as fungoes elementares nao forem do tipo degrau e surge o pro~
blema: como expressar os vineulos de wu{t) em termos de vine
culos de ¢ ? fste problenms ¢ interessante e chparé 2 naior
parte de nosso trabalhoy; com uma abordagem aproximada no cap{=
tulo %3 e uma sbordagem exata nosg capfiulos 4 e 57 Nesta parte
da tese trabalharemos com problemas de tempo fixo, por causa
das vantagens désses problemas, como explicamos na Seg¢ao IV,
Além disso, a PixagBo do instante finel serd importante no es-
tudo dos vinculos |ui('t)| 1 (v+ € [%,,T]) e 0 tra=
tamento de problemas com alvos mals gersis nao segue imediata~

mente do apresentado nesta tesge.
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ROBLEMAS DE TEMPO MIx

Segao I « Introdugcso

Na Segas 1.VI apresentamos o enunciasdo do problemsa
T . o . - o . O
de controle com tempo minimo (veja-se (3)) } e fimemos varias
observacoes que facilitam sua rrdug§o a um problema de progra

- ., .
nacao matematica,

fste capitulo tem por finalidade mostrar a formula-
ggo do problema de programaggo matematica para problemasy de
tempo m{nimo, através das técnicas apresentadasg no eapitula 1?
Segue~se g aplicaggo do bteorema de Kuln . Tucker & um casgo
pafticular {(sictema linear invariante no tempo). Concluircmos
que o sicstema de iﬂequagges resultantes da aplicaggo do

” 3 > -~ bivg s '
teorema de Kuhn -~ Tucker e muito womplexo, devido & nao=lineg

I's ‘s ~ o
ridades essenciails nog vinculos do problema de otimizagao.



48

n
&

bt
4

e » i d
Secao II « Aplicacao do Teorema de Fuhn =~ Tucker

Vamos considerar o problems de controle com ‘tempo
L . = . ~
minimoy; como apresentado em 1,VI-357 O conjunto de controles
N : - . ‘o .
admissiveis,; nesse enunciado, e ¢ conjunto delfinido em 1l.II~5,

dado por
V- {u.,(V(‘EC“QJ;]) 'u,‘- (t)’$1 , t: £,2 ..., N

W satisfar condigoes de integrabilidade }

o]

L L
onde 1; e 0 instante Tinal desconhecido e

Mte {_e.,,-;;] w() e R

Executaremos agors a simplificacao do espago de con
~ 4 Ead )
troles admiﬁs{veis, atraves da expansso dos controles em somas

~ L ad
de fungoes elementares
v 3 B ——® R I =1, 25 see 5 @

. £ PR
com o metodo desenvolvido no capitulo 1, utilizando para as

o em 1.VIe37,

(1]

v o formaio sugerid

i

Ie:: [*coluna de matriz identidade
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n
LS
i
i~

; ¢
: ciths (1(4T:) - 1(6-T,)) T
onde 1 (% « 7,) representa a fungao degran (veja 1.VI=3T)e
As fungoes elementares {2) deverso ser ordenadas e

L4 =]
deve=ge escolher o nNUNEro e

Vamosg congiderar o sglstens linecar variante no tefie

po, como introduzimos em l,TII~13:

3 3¢ () aA“’)*(” + B(O) w(bt) s com
4 u(¢) € R™ vtert
5 x@® €R” vier*

Imporemos & condicgao

% .
i 4
6 (v tert) w(t) = .inc' ) y vY dadas por (2),
j*t
congtruindo asgim o novo espaco de controles amdnmissiveis (veja

1JIIT11)%

g 4 . - A . A
Ng expressao (2), cads vY ten influbncia sobre e
: ~ : . N -~
penags uma componente do vetor controle. Sendo wwa a dimensso
~ L
de W , escolhieremos um numer P de fungoes elemcntares

para cada componente de W s Ou seja, admitiremos para cada



» L4 o~ .
componente de W um numero p -~ 1 de comubacoes no intervae

Lo {44 91}) (veja 1oVI)
Ageim,

1 ¢rwp

(g P g .
Fela cbgervagao 1l.VI-38, p sera geralmente igual

& n 4, & ovdem do gsislems.
. (a4 ~
Os instantep de comutagsao seras denotados pow

T} s 3 =15 25 6o 3 4 4 no gue se inclul

Parenos uma ordent

~
o dasg Tungoes elementares da sewm

jas3
o3
e

gulnte maneliras

&3

8 ot = (L(&-t) - 1(e-Ty)) 11

.

() = (L (k-k) -1(T)) 1T

[}

[Tk () =(1“"Tt) ~f(t-Twn))1"

eur s (4 6Ty ) - 1(E-T,)) T



had -
Yo esquema de ordenacgho dos J¥§ em (8), os ins-

T

YT R

T

tantes ¢ o) p s i

. =~ ~
a"'l;" corregpondem as comutagoes de M, ,K6:{,.,,um

. ~ *
Uma forma reduzida de apresentar esta ordenacso e

5 ey = (1T ) - g(e-T) T8

jmodulo w se J £ km 4 k n‘i, 2 seo
10 onde f =

m se J=km s k =1, 25 oo

¥‘:60 T:Stp

g definimnoss

Resolugao do sistema (3)

Aplicando o método apresentado em 1.III~20, obteme

ge
1 Fi ) =/ P (5,2 B0 vico dz
&
T

=) gmupmrlde
h ¢

T ¢ |
:/ ¢ 1,98 de
T.
"\ﬂ



- . o~ . .
onde és e a matriz de transigao do sistema e 0 e dada

por (10).

A equagdo para as coordenadas 1 do estado do

sigtema no instante T?: 7; sera dada por (veja 1,III=20)
12 951 (T, &) 2.+ R e - X1 () =0

Fi 2 L
onde F(T,) = [F (1;) F () .-. F (Tﬂ]
Enunciado do problems 4 timiz

Podemos agora enunciar um problema de otimizacao
~ . 7 . T . (R e -
sobre as variaveis %¥; e T 5 J =31y 25 ede 3 @ 5 equivas=
N : S =
lente ac problema de controle com tempo minimo 1L, VI=35, com o

espago de controles admissiveis simplificado por (6).

Sejan

13 « GiR.'

’

‘Tg['& T ...Tg] ert

0:R¥xrY -+ R
0(¢,7) = [0.c0 )T =T,



21T 23

0 Problema PM

14 PH Encontrar (¥,T) que minimiza O (% T) g sujeito

s resgtricoes

15 h(“J') = ¢I (T,,h,xa * &(T,)O( - ‘iI =0
- i3
onde Xp€ER ' g dado
1% ’ 1;: T’,’L = ess = 7;-“.‘*1
17 732 T',-\u ? j; 132;"': ’-
18 “1€ <1, j2L2..,¢

Fd e
PM e, em geral, um problema complexo de pProgramagac
~ . . e s -
nac lLinear, devido ao grande numero de vinculos e as Tortes

nfo~linearidades do vinculo MET) aqs por (15); Wotewse

que em (15), a matriz F(Tg) = F(T) depende de todes os in

o

tontes de comubagaoy como se pode ver na eXTTeTIa0 (11}, emn

que o j? coluna de F depende de 7}m; e T; . Sucecssivas
o 2 3 . L3

simplificac¢oes podem ser Teltas, considersndo o sistema inva-

riante no tempo, I={t,2....,m} » 5:; 0 , W:R—R

Mogtraremos 2 aplicacao do teorema de Xuhn -~ Tucker ao proble-

ma simplificado sezuinte, enunciado segundo L TI=35,
i § 33
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Seja dado um sistema linear invariante no tempo

19 R() = Axlt) + B e

¥t er® 2 (¢t) €R"
u( e R

Problens
Encontrar um controle admissivel, se existir, que

leva o sistema (19) do estado inicial Xe em & =0 & oriw

£
gem do espacgo de esgtado enm tempo MInimo,

Pars o sistema dado em (19), se fizermos Ce® ©
T
£ ”~ ? '4‘
8 solucao e dada por x(T’) = e‘ f(x. +/ e e uwe dt‘) ,
‘ °
como vimos em L,Ve~25,
Em nosso enunciado, o alvo & dado por

S= {o SX Rt (veja 1,VIw35)

& pars (x(rf;,'.;)es s

x.('r;} 0 s ¢ a equagao do sistema fica
e
A2
2 L e
0 x’f/ e gu{z) dt e O s onde elimi
Q
namos o termo e‘rf , sempre nao singular (veja ref. [2] ;

pag. 128 )
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As fungoes elementares sso, segundo (9),

i 2 L(T) - 4(-T) , bz,

Pelo método mostrado em 19Ve29, consirdi~se a maw

triz E s [F' ...;'J, onde

22

F; :/ 'e'AzBJZ'

e a equacao (20) tornamse

23

A
Ao + F x =0

Podemos, agora, utilizando (14) e (23), enunciar o

problema de otimigacao no caso particular:

24 YU 3

0@ 7

Sejanm

«er? | TeRr®

©:R¥Y»pY R ' O b,1) = Te

):, uu‘.; {G(‘J)'.xa«er 20 R ‘1-.“«; €1 , Tj} Tj-i,
[£lex'

T¢=o' 331)20‘“1$ }
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0 problema PV enm (24) rode ser enunciado sm uma

forma mais elegante, definindo

’
25 T2 [0o% % ... Tp(]
]

26 ht1) £ X, + F «

Y-

. T" "T

27 $,@) =

‘!;1] ) 'Q'l-‘
08 wz=| ¢ g, (1) = |

$ &) g1 3 Y

2 L 1 "~ B -
Con as definigoes acima, podee=se weecervever P

29 pm: (2,7 wia {9(«.r)’h-.~ XorF % =0 ) 4,577 g0,

[F7er?
ot,-t]( ¥~
a : 0 -
3’; - [‘(ﬁ"f 33 [—u’,.g}ﬁo}

gy

Aplicarenmos agora ao problenma (29) o teorema de

Kuhn = Tucker {veja wef. [7] s P2ge 173 )3
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[je)

o
ot
i

’
Notamos que @(,7), h(a,3), 3('*.1) 2 [9, 9. 93]
Lo ' =
sso diTerencidveis com relacao a [d T] ¢ Supondo-ze sallsm

o
i

- F. -~ o
feita alguma condlicao de qualificagao de vinculos, (ver ref,

[7] y pag, 171 ) sepue=se que para o problems PM {29

(Aser’? | & er”)
tais que
0 V0« [ hen]d <[y $Em] @ e

azo

w4
-

b

32 {a, $(4,f) > =0

[;] saticfasz h(&,’f-):o . g«(&a?)éa

33
Utilizando ag expregsvcs em (‘25)9 13T (26}, 2 See
ey ~ -
parando (}O} em duag eXpregeoeg, CONM z & V’r s Ohtemege

5w 4 ’
nara \30)3 eso 9 \'33)

vy
b
Y

N
(%1
ﬁ—ﬁ
b . X~
ol
+J
—
™y
R0
Dot
St
<
4
o
Y
<
lw]
Re
i
)

-7
37 “oa - >=o onde [t12 [t 1. ]
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2. II

-1 - -1
40 i ] €0, : | §0

Secao III = Conglugoes

Observando=ge o enunciado do problema PH em (14),
nota=se que a mailor dificuldade existente em sus solucdo Te-
s 3 . £ o h(e,7) = . .
side no tratamento do vinculo ' T) =0 4 que repregenta a

hind ] b >
equagao do gistema de controle congiderado.

t=i>

e > » * o
dste vineulo nae & simples devido a matrig F(Tb);
. Lo
que depende dos insbantes de comntagao?de Forma complexa,

. = —
pois na expressac {11) para cada F (Tg) aparecen /j.w e

T; como extremos de um intervelce de inbegracao, Alem disso,
& . "~
o integrando contem o matriz Q;(ﬁi,t) y Que normglmente nao

- s

L d
¢ minples 2 conltem funcoeg Tra

4
i
3
o

seendentegy ¢ que torng o vine

eulo h(47)  cggen

’3

:ialmente ngo linear em T , em guelgue
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L
-
4
1

sl
o

.\ £ . 1 s
para prodloemag de tempo minimoy, fagmendo~o gomenite pera problew
- . o Z.,. .
mas de energia mindima: ¢ no capliulo 5.
> = -
A aplicagao do teorema de Kubn - Qucker ac caso inva
riante no tempo nmostra-nos o procedimento geral psrs encontrar

“as o ; pd ~ il 4
condigoes necessarias para o problema PMe. Nao e possivel, no

2

s e
entanto, encontrar condlgues de gqualificagao que sejam sempre

eve ser Telta

o
ja)

-~
verificadasg pox PM; e a bugcs dessas condigoes
em cada problema particeunlar,

. -~ - =3 :
Aplicando ag eguagoes (34), seng (40) w0 vproblems

]

ds tempo ninino para o duplo integradory; problema sste tratado

g
¢

A N e - . i oy Lo,
e [2], pag, 507, obtem-ge un sictema de inequagoes ¢cujo Trée-

~

. » . d . bad »
tamenbto leva o conolugoes identicas as obitidas na refocrencisa

. » ~ . & . & i
citada aitraves da gplicagae do prinsiplio do minimo,
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CAPITULO 3

PROBLEMAS DE CONTROLE COM ENERGIA

MIivIMA EM SISTEMAS LIVEARES

Secao I = Introducao

Problemas de controle com energis minima e funcioe
nais criterio quadréﬁicos congtituen uma classe importante de
problemas de controle, tanto por terem um significado fisico
palpavel com aplicacao ao projeto de servomecanismos, cOmo pPOT
existirem métodos para obter-se molugoes analfticas em muitos
cagosy Um tratamento déste tipo de problemas é realizado na
refy [2] s DPags 7524 para sistemas lineares, invariantes no
tenmpos instante terminal fixo., Uma abordagem diferente sers
felta aquil

0 metodo geral de tratamento do problema de contrdle
j& foi aprementado no capitulo 1 e vamos limitar-nos aqui a
desenvolver a resolucao de problemas de tempo Tixo: Esta abore
dagem introduz grandes simplifieagges, cCono jé apontamos na
Segso 11V, Como a invariZncias no tempo nao introduz simplifi-
cagoes essencials so problems de tempo fixo, todo o tratamento

sera Teito para sistemas lineares veariantes no tempos,
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Congidere=~se entao unm sistems linear variante no
tempo
1 x($) = A(%) x(%) + B(S) ult)
tal gque, dados T4 4, T e.’f\* s T > 1,

T .% [(‘°r T]

(vtem) x(t)€ r"
v(t)e r™
At n X n

B(t) n ¥ m

Expandindo ¢ conirole em fungoes elementares, como

nogbramos em 1.III1

E definindo

W
R
e
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Cheganos a solucgao do sistema (1)

4 x(4) = @ (ty o ) xy + P(t)e¢ (vejamse 1iITI-

19) onde (wtem) F(t) ¢ uma matriz n X g e ¢ ¢ a matriz

de trensigao de estado do sistema (1)%

Vo instsnte final, dado o slvo

5 s =385, % {7}
‘51 = {}{CRHI Xy = §I },Com :;EIE B_'I' s dado
Cbten=se
A A
6 Xp + FI(%)Q( = 0 g onde X, = SEI (v, t,}zom
- s Delo tratamento da Secgao 1UIV

3 > 2 L e 3
Introdugirenos agora s Tuncional eriterio para Pro-

plemap de energis ninima {(veja tanmbém rel. [2] s Dags 461),

-
7 J(Xo,u,b,t)= %-/[(x(e), QX)) + (w(®, RE)ule))] et
(8

onde (-Vé &"l')

Q%) uma matriz n ¥ n definidsa positiva

R(%t) ume matriz wmi wm definida positiva

Q‘.Ss PT—»E , seccionalmente continuas,i,jg{i,..,mj

Ry ¢M—»R , seceionalmente con%fnuas,@:é{kn,n}
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0 egpaco de controles admissiveis

No problema particulx de contr%le, gue enuncliaremogy

> b r 3 £
abaixo, 0 espago de controles admissiveis &

¢ . )
8 TR {u.} u=F ol A (vtem) lugnlge, iet,2,,u}
)=t
_ ’ M »
A restrigceo u = Z«,'u" e pimplificadora; rese

it
ponsével pela obtengﬁo de un problema equivalente de programae-

., . 'd
¢80 matematicay; como desenvolvemos no capitulo 1 e mostraremos

abalxo’
A resgtrigao
9 (vtem) lunlgyq i=1,2,...,u

dificulta o tratamento em tBrmos de programagdo nao~linear,

¢ = Id - 2
pois ®0 poderemos impor vinculos sobre & .

Podemos obter vinculos sdbre os & de duas maneirass
8) Através de condigoes satisfeitas pelos eff sufim
cientes mas nao obrigatoriamente necessarias paes
ra que (9) sejam satisfeltas. Esbasg condigoes poe-
dem ser, por exemplo, impor limitaqges a cada qq

de modo gue °4j :bu; lu;"(t)' g.;. , i:t, 2, ..., wt
e

o que garante (9)s As solugdes obtidas serao sube
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~0timas para o problema reduzido e poderao distan
ciar~se muito da solucao procuradss

b) através de conﬂigSes necessarias e suficientes ra
ra que (9) gsejam satisfeitas, ou seja, atraves de
estudo da funcao

(Pi(cl) = ;:,;. ‘Iu‘.(i.l‘)l , onde

4 .
a o u-;‘(t
Ji% b) E )

0 tratamento do vineulo ¢, (x)€{ , vineculo este e~
quivalente a ¥t€T ()€1 n3o & trivial e sers o objetivo
principal dosg dois Ultimos capitulog da tese, Yo presente ca=
pitulo depenvolveremos & solugdo do problema de controle com

- o P . . B
energisa minima com restrigoes do tHipo (a), acina,

Enunciado do Problems Particular

A,

10 Dado o sistema (1), encontrar um controle admissivel,
se existiry; que (a) leva o gsistema de um estado inicial Xp ThO
instante to , dados, ao conjunto de estados Sl (5) no instante
T,

(b) minimiza a funciomal ecriterio J (x, 5 uy to 5 T)

(7)y com Q{%) e R($) QAefinidas positivas,
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Seggo Il = ReduQ§0 a2 us problema de dimensao finita

Definindo para todo LE€M g matriz m X ¢ ,

11 () = [ v v3(8) i vi0) ),

segue~se que para of definido em I-4,
12 u(t) = v(1)«

Evtrando com (12) na expressao (7), obtemwse
13 e(«) 2 J("':éf‘i";lt')'r)

. |
=3[ [0 .00x@) + G, v R @< ) ] dE
b

Substituindo sgora em (13) = expressac para x(i)

(4); obten=ge

T ]
14 M)t / [(-e; [FoewF®m + o't R(B ()] o) +{Xo, ¢ (kt,) Q(H
S 3

Pt x)+2 (2, S (tE)QUNFM) )] db

Definindo agorsas

.
15 68 [ [FDQWF® + BRE 0] dt
3
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16 H £ férf'{t.h),au) P (t,t) clt

’
@ (th), QY F(2) dt

.
17 k & }/
A

obten-se de (14), (15), (16) e (17),

18 0k = £ (@, Gty + (Xo,Kt) + (K, HXo)

0 resultado (18) e interessante, pois mostra que o
eritério em o & guadratico e portanto de facil tratamento em
programagsao matematica, Alem disso, as Unicas dificuldades ine
troduzidas pela variancia no tenpo, tanto do sistema como do
eritério, residem na resolugao do préprio sistema, isto é, mo
calenlo de Qi(f,ta) e no caleulc das integrais (15), (16),

(17)%

Outro resultado importante & dado pelo lema a seguir,

gue garantiré a suficidneia do teorema de Kuhn =~ Tucker:

19 Lema: & fungio @ definida por (18) ¢& convexa em RY;
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Demonstracao: basta provar que a matriz ¢ € semie

definida posgitiva, pois em (18) o termo que nao inclue @ e

linear em ol e portanto convexoy e o termo em G ¢é gquadraticos

como Q(t) e R(%t) s@o definidas positivas ¥te€ M,
o integrando de (15) ¢ claramente semi~definida positiva, Chaw

mando de IL{t) ao integrando, isto &,

T
G -::/th)dl‘

Seja x:GRq gualguer

T

(x,6x)= [ {x,L(t)x) dt
te

T
:/V(l') dt ,onde gﬂ);o ytem
t’

r .
Como T 2 %, , temos que /g“‘) dt20 e portanto
[

& ® .
{(x , 6 x)20 e ¢ e semi~definida positival

Enunciado do problema de programacfao nao-linear




3,11 : 3g

20 Iyl =~ Dadas as fungoes Q 3 R —p g ™ s 25 matrizes

- It
$(rt) e F(T) s o vetores x, € R” IéR' s ¢ ag fune

. ¢ . R m
goes v : B ™ R

Encontrar & € R¥ y 8¢ existir, que minimiza 8 () s

sujeito aos vinculos

21, V ;;I s+ B (T = 0 4 onde ?c;: = ézfﬁl‘e)'f;
,

0o lz«iyé’(tnoi 0 ¥EET (=12,
3=t

Secao III = Regolucho de PM1 com vineulos aproximados

23 Desenvolveremnos g solugéfo do PML com vinculos inpo Se

tos sobre & guficientes para (22),; como indicamog em I~9,

Vamos, entao, limitar os e; @ intervalos fechados

ugando=ge comoAv{nculogg a0 inves de (22), an desigualdades
Q.; € % & 9 $=42,.-.,9%

desigualdades essas gue também podem ser escritas como

g () S0 onde ¢ : RY = R** ¢"gada por



‘
“‘ - a-g
Xg - QO
- dt 4 a-q'i
¢ 9 )
25 Com esta aproximagao, as restrigoes em o dadds por

(21) e (24) seraoc t0das linearesy

26 Podem~se obter sucessivas aproximagoes a (22), usan-
. N !

do (24), resolvendomse o problema para um conjunto de a; s e

depols modificando tsse conjuntc de maneira a melhor aproximare

, _
HSe ¢ conjunto de & § que satisfaz

$ - .
27 way | 3 o; U‘;"“‘)’S 1 24,2, ...,
te? i®i g

- - » .

Este procedimento pode ser util na busca de um ponto
vidvel, mag pode levar o solucoes muito distantes da 5timas
devido & configuracao particular da regiso {'{, 9. (4)50} )

T d £
gue e um hipercubo,

Incorporando as vestrigcoes (24), o problema de otimi-

zacao PM1 dado em (20) ficas
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28 Sejam ® : R¥=»R 4,40 por (18)

O () = & (X, 6D + (%, Kt + (Xo, X0 )

Bneontrar o € RY¥ s g€ existir, tal que

r §
¢’ 'd.

29 PH2, O(e)a win 9(-!)“;(0:).—. RN AD L ZE BT TR b il P
“Ent ooy,

g ¢
\ ' Q“J

Podemos agovs aplicar o teorema de K@bn -~ Tucker
(ver ref, [7]) s page 173), pois (21) e (24) satisfazem uma das

hind ~ e . M L . Es
condicoes de gualificagao, ou sesja, a condigac (¢ dg vef, [7]

pags 173 7
30 0,4, h sio diferencidveis com velagdo a & , O
§ convexn em RT (ver (19) ), @ e h  sio lineares, e

- . . . g & < . .
ortanto uma condicao de gualificacao de vinculog e satisfels
P ¢ ¢ _

ta para todo O E& R .

31 Seguemse, portanto, da refy [7] s pag. 173, que o
. a
problema de Kuvuhn -~ Tucker e equivalente a PMZ, ou sejs, um con
~ » N -
junto de condigoes necessarias e suficientes para que of IT'é=

solva PM2 é:

- e - 4
3@ 6Rr ’l ‘VsRl ! tais que
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32 6% +k'xe + [1-1]@ + F/ (NG =0
5% 9:“""% =0 i=12,..,2¢

34 “3o

35 g(e) g0

56 h(Z)=o0

(31)s 500 5 (36) foram obtidos substituindo nas cone

digoes de Kuhn - Tucker (ref, [7] , pag. 173,

Vo) = G + k'x,
Vhix) = F(r)
vge = [1i-1]

Secao IV ~ Conclusdes

2 r~ I .

A aproximscgao (24) dos vineulos sdbre s amplitude
~ .’ 3 ] ~

4o controle conduz a um problema tipico de programacic (Ui

» L3 » ~ 4 - -
dratica, cuja resolugaoc por metodos numericos & conhecida e

L ’ ~ .

variog metodos podem ser sncontrados nag referenclas [9] e

=) b ~ . ~ .
[10] s Alguns desses metodos sao bageados na equivalencia ene
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tre PM2 e o problema de Kuhn - Tucker (32) = (36) 4 isto é, no
fato de que podemcs resolver PM2; resolvendo um sistema de es=
quagoes e desigualdades lineares em 92 s €W e w g Ou seja,
(32), (34), (35) e (36), observandompe que (%3) apenas nos das
uma condigao de complementaridade, Bssa condigao ¢ que se

w20 entao ®; t Qg e se U; =0 entao

«, £a; .

Processos iterativos poderiam ser desenvolvidos pa=
o o x .
ra obter uma sequencia de conjuntos de valores dos Qi ,es4,.2¢,
™ Lad . . ~ i d Id .
mas este nao nos parece ser um bom caminho, pois nao e facil
e . e g
encontrar-~ge uma politica de modificacao dos @¢ sem un estu-

¢ .
do profundo de . (¥) = weaw = o vy o
?‘ t‘ r 'jl‘ ‘ ¢t '

Ente estudo, no entanto, leva a abordagem mais geral
do problema, que consiste em procurar a soluggo exata de PMI1,
& que val nos ocupar nos cap{tulos restantes da tese, Como ve=
reﬁcs, nenhuna simplifieaggo essencial € obtida por considerar
se apenas fungoes critério quadraticas e no que segue itratare=
mos de fungles criterio convexasy, o que inclui o caso de minie

na energiay

Neste capftulo usamos (¥ € R*™ . Como os vinculos

de amplitude de contrdle sao impostos independentemente sObre
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ap coordenadas de n apés umna ordenaggo das fungges elemenes
tares teremosg que impor vinculos sobre blocos de gomponentes
de ® , correspondentes & mesma coordenada de u i Isto come
plica o tratamento e vemos considerar no gue segue controles

escalares, isto 6, (vteT) U ER s indicando que a extensgo

para u(k)é&“ pode ser feita senm graﬁae dificuldadey
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g

- - i .
GONDICOES NECESSARIAS B SURTIe

CIENTES PARA s0LU¢Oms »@  PHMl

Secao I = Introducso

Fo capitula anterior, vinmos que o estudo do pro=
blema PM1l, definido em 3,1I=20 ¢ dificultado pelos vineulos
ng amplitude do vetor controle, Um método fol desenvolvido
para o caleculo de um controle que otimiza a fungao eritério

e em unm conjunto maisz particular do gue o conjunio de pqg
tos viaveis de PML e indicamos que esta aproximecso poderia
ger muito grosseira,

£ a .
Teste capltulo ¢ no seguinte, propomo~nog estudar

=4

une classe de problemas de programaggo matematica em que a
canfigurag§0 do conjunto de pontos vidveis & exabamente a do
problema PNl. O objebtive deste capftulo serd obter condicoes
necessarias e suficientes de otimalidade para cstes proble-
mas ¢ no capituleo 5 trataremos de um método para a bhuges de
un ponto de ohimos

A elasse de problemas que tratarvemos terd alguns

aspectos importantes, que enunciamos abalxo:
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” L g - . 3 3
a) 0 controle u(t) ¢ um escalar, Bsta simplifica-

~ » - Ly 3 k3
gao e felltay; como indicamos no capitulo anterior, para evitar
as complicacoes introduzidas pela dimensso do controle na de-

finicao e ordenacgao das funcoes elementares vve

b) A funggo eritério sera tomads convexa e diferen-

s S,
ciével, englobando portanto os criterios quadraticos esbudados

no capitulo anterior,

. FY) ."
c) As fungOes elementares serao tomadas analiticas
. - hing F G
e linearmente independentes. A classe de Tungoes analiticas
3 - - 3
¢ bastante geral e tem propriedades muito uteis em nosso desen

” . . o
volvimento, como sera visto adiantel

Formularemos inicislmente o problema PL incorporale
do os aspechtos apresentados acima, seguido de um novo proble
ma (12) equivalente a Pl em que o0s vinculos estao em um formae
to mais Theilmente tratavel, Propriedades desses vinculos see
réo estudadas na Secao II, fornecendo-nos as Terramentas reque

ridas para o desenvolvimento,na, Segao III, de condigoes necesss

rias e suficientes de otimalidade para Pl,

1 Sejem, entaocs
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el » -
0 : Rq — B convexa, diferenciavel com
relacao a o com gradiente

=

conti U, ¥ « € 4

o n
*€R dado
P ounms netris n % g

1 € {1, 2, su0y 0}

Enuneiado do Prohlems Pl

4]

tncontrar %€ €% tal que

9(&7) 2 waiw
. e(«n' |

. . - 4
PL enconitra~ge sm um formato dificilmente Luabavel
' . . g . E .
por termos vineulos definidos por fungoes implicitag em of
ou seja, dado um oC gualguery, nao podemos verificar com um

’ . ~ . .o, . J‘
nimero finito de operagoes ariitméticas, se WEER | ;%.Q; o))
F A

~

& 4 . s 3 ~ 3 »
e menor gue ls Defininoeg a gegulr fungoes gue nos auxiliarao

f
£
-
s}
o
Y
)
[
]
i
.‘.JV
o
fee]
o)
i
e
o
[
ot
(o]
:’
w0
Lt
(@]
w3
o
()
u
»
I..Jo
£
<
{
E.J-
o0
joI]
(6]
d
0"‘
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Wi

Definicaos

Seja

/Ab : RY x M —»r s

3erinife pava («,t) €R Fxm
por

4 N
e, &2 o¢; o' (1)
31

e - N rd - -
A fungao M definida em (3) acima € obviamente di-

L4 Kad
ferenciavel em relagao a & , para cada %sé'ﬁ7, com gradiente

s I'd s
continuo ,e analitica em t

Tefinimos a seguir duas funcoes auxiliares que nos

permitirao reformular o problema Pl,

Definiggcz

Sejan
bt RT R R & e pll)
5 R RY=R L Gy E e (cp)



Com as fungoes 1&, e 4L~ podenos formular o proe=

blema seguinte:

6 Bnunciado do Problema P2

- q
Encontrar o € R~ tal gue

0= sutn {810] 9,150, Rul)-1€0 , % F 0]

i Lemas TPl e P2 sao problemag equivalentes, isto &,

se o¢l Por uma solugho de P1l, também sew
ra uma solugdo de P2, Conversamente, se e
for unma sgluggo de P2, tambeém sera uma solus
cho de Pl

o

A demonstragac do lema (7) ¢

e
=
[
o1}
fmbe
o
d.
o
@

s o .
Os vineulos yL € QL‘ do problema P2 gserao obiem
4 Lo ol -
to de egiudo dasm proximas segoen, onde ge procurars aplicar os

teoremas de Pritz-~john {ref, [7] s p28s L70) e Xuhn - Tucken

{wat, [7] s Dag. 173 J & P2, 0s resultados enconirados depen-
* 5
derﬁa, como se pode prever, do caleulo de pontos 1t onde ocolr

o - PR .
rem oz maximos e minimos da fungao //((ngj s 0 gue fificulia
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2

-~ . s
Segao TT = Estudo dos vinculos VZ. e qLa

0 problena (P2) degerito acima encontra-se nume das
A o~ Lad -
Tormas canonicas de problemas de programagas nag lineay (vega,

Ld
S necessariay €

(&3]
(¢

por exemplo, ref.[7] , pags 170 ), Condig:
= 03 g » ~ - kY
suficientes sao conhscidas pava este tipo de prodblemas (ref.
" . v Lid L4 ~
[7] y DPaf. 170 )& Egtag condicgoes, enitretanto, so Tem algum

~ s : Lo
ag fungoes vinculo e criterio de P2

L

5 en

o]
o
s

valoy pars om casc
posguen as propriedades de convexidade s difTerenciabilidade
nas variaveis do problems., Essas propriedades sao obviamente
satisTeltas pela .’L‘unggc eritério ©@ e pelos vinenlos linea-
res em ©f . Resbta, entretanto, verifica-las para as fungoes
P ¢ QP o Conforme veremos abaixo, essas Tungbes sao
convexas mas nem sempre apresentam derivadas globaisy, se bem
que derlivadas direcionais exigstam em todus as diregOess O cum
tudo dessas derivadas direcionais e das condicoes que implicam
na existéneia de derivadas globalg nos levars a substituir os
vinculos Pu %) ~1 £0 P (t)-4 €0 por outra fami-
1ia de vinculos em -4 s tal que com esta nove familia de vig
culosg, um novo prohlema eguivalente a (rP2) seja definido.,

%
sse novo problems pertencera & classe de problemas convexos

=D

> . -
e diferenciaveis.

Gonvexidade de Po e Qo =
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4,1
8 Teoremas Po : RY —s R, definida em (4), € conm
vexa em rY
Demongtracac: Por definigao
, -

. 3

9 . P () = wax 2 o vl
te -4

_ 2 .
Sejam agors o, " € R quaisquer ¢ sejsa

024 ; A convexidade de Yy estard provads se mosge

trarmos que

10 P (252 +02-2) %) & A Py () + (1-2) o ()

Usando~se a definicso (9) no lado esquerdo de (10)

9
Q’“ (Olu 4(‘-;\,0{3) = ey [Z ‘A“:*(‘-X’ q;) U’"(U}

ter L5

¢ . L4 .
= deax [Z AQ:UJ(!’, + g(i»\) N;U"lb’-]
Js

ren |4

9 . T .
S wdx A0 Y ¢ wae T (1-3) 5 )
teEM ;.4 te?

AN, (%) s (1-2) @, (%)
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se

~

0 que termine esta demonotracac.

11 Teoremsas qL~ : ¢ —» 1 g definida em (5)9

< "ﬂq.
e convexa em %,

- s » - R g KR
Demonstracao: Analoge a demonsiracgac do teorems

(8).

12 Diferenciabilidade direcional de” (P

rY

3 il Ry
Demongbrarceros 8 segulr gque & fungso 4L 5 — R

3 » ” . ~
tem derivadas diveclonais em todag divegoes e em qualquer pon
to o € Q$ o 0 mesmo resultado pode ser anslogaments 0bw

$ido paras 4h‘ H Y — 3 . Para o hteorems (16) abaixo,

~
necessltamos da gseguinte definicao:

3

X
v

1 (veert) e 2t te a fu@) e |

0 seguinte resultado pode mer encontrado na rel,

=
I

\-‘_[
L]
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4 . & .
15 Lema : O mapeanmento l:: & seni=coniinue superiors

mente (veja definigao na ref, [5] s pag.114)y

‘i)éﬁons‘tracgo s Veja Pshenichnyi (refs [4] Ve

X 3 > »
Podemos agors enunciar um primeiro resulitado sobre

as derivadas direcionals de ‘-P,, ou seja, o

16 Teorema -~ Seja € € RY gualquer, com el =1,
Seja of € 2% um ponto gualguexr, Entao |P..('l)
¢ diferencidvel na diregac @ com derivae

da direcional a(ﬂ. (d) /ae dada por

17 O (v) = we « t), e
.ae() teu&' (e pb, )

onde f’,, () coté aefinido em (14) acimas

Demonsiracao: Por definicao de (P,. («)

18 P )= ;:: Sl )

, + . :
Seja agora A 2 0 um ndmero real gualquer; Segue~se

de (18) que
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19 (et Xe) - P (x) = was p(2tdle, t) - wad p(«, ¢
f. % te'r’/L( ) ver 7 “Y

Para qualquer C€ T
ALY € wix p (2 H)
tem

Em particular para ¢ € I («¢+A'e) ¢ T temos que

A

20 mle, k) € ::;é A

e também, por definicao de l: (O(*X'e)

2 (e X t) = ;«;7; /¢(eer,\'e, t)

Substituindo (20) e (21) em (19), segue~se que para
t, e 7}, (cte Xe)

22 P (¢t Ne)-9, ) sﬁ(iro\’e,i’,\)—/a(‘(,l‘;\)

Como /u(dn\'e,f',\)é diferenciavel em relagao a ©f ,

o segundo membro de (22) pode sger re-escrito



5 plelNe,ba)-ulhty) = (Rl t), Xe)eo(x)

24 onde
c“lﬂ 2(-5,— =&
Me0 At

Dividindo ambos op membros de (22) por A2 0O e

entrando com {(23),

o5 @, (werre) - @, ()
)f

\< <V.(}“(°£I 6, e)"‘"%(ér}

Considerando agore que ¢ mspeamento f;, L3 R% —> G’(Rl

¢ semi~continue superiormente,
26 liwm t’) € [ ("‘f)
' A

De (24), (25) e (26) conclui=se gue guando A ienae
para zeroy & desigualdade (25) devers valer parsa algun té";:(‘()

ou sejby

o .yt live Pularirte) ~ P (o) ’
27 (At'er, () y— v {(3#(«,&1,8,3

A desigualdade (27) implica imediatamente em
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o g Falsere) @) .
w Y v €, b
N0 G 4""’ «) < /l ( ) e>

Voltando a expressao (19), se escolhermos € R, ()

obteremos por um procedimento analogo a (19) .. 5 (22)
29 (VEER@) Pl d'@) - () 2 pu(stoXe t) - (%, E)

Dividindo ambos os membros de (29) por AN D0 ¢

utilizendo (23), obtémese

(A
A *

30 (¥ £€ 1%, (%)) G (x+ 3*e) ~ Py (w)

v (Y(/t(“,P), e)+

Tomando o limite de (30) quando A*  tende a zero,

e Pro (o¢e2* ) - Yo () '
51 (vtel,M) Xi’o M " 2 {qpu=t, e)

Em particular, pode=se escrever

o P eterte) <Gu ()
39 brun (] > wen . «t e
A 0 A pgr'(-() <V"/‘( 4 )

De (28) ¢ (32), obtém~se que

L (PM (“f"fe) - (PH (“) = Ui x V., st(x l’) 4
Ao I eem«)<°‘/ .0
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que, pela definigao de derivada dirvecional, coinecide com (17)

-+ B4 i
e esta complets nossa demonsiragao,

Notemse que, devido a (18)9 ge o conjunto de pontos
(d"’ . . . .
de M en que /“ " atinge o maximo tem mals de um elemene
to, pode nao existir um vetor P com as propriedadeg de um

gradiente, ou seja %(d}: (ne) VQGR’, le]=4 e ¢P., naoc

- < « 0 =] 3 >

e diferenciavel em o 7 No entanto, se ':.(4) Tiver 80-
’ . . *

mente um ponto, QL sera diferenciavely, como provamos no

teorema sezuinte:

W
Wl

Teorems -
Seja o erRY un pontc gqualquer,

se [ )cq, isto &, a0 ={t} ,ETem

entio Y ¢ diferencidvel em of , com gradiente
v = 3
34 AT AL k)

Demonstracso @
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Partiremos da expressfo (22) acima, definindo h=A'e
e subtraindo em smbos os membros <V.¢/¢ (e¢, &), h )

(Ve €, (2eh))

35 P, (deh) -4, () - <zfl ('Lo"u’;h){/“‘l"". 6. )’/‘ («, th"(!/‘ («t).h)

Notando agora que (\‘fé’l’) /l(d,f’ 6 diferencidvel
em oL 4 obtém-se por definicao de diferenciabilidade (ref,

[6] , pasi 38)

o _plvh,ty) cp(e, b)) (e pul, 6), hD> _
h->o Ini

36

Dividindomse ambos os membros de (35) por [bl e

fazendo h-'fo ; obtem~se ¥, € r-p" ‘.“"“

1l Bulaeh) @ - p( DB ¢
hso thi

”~ =3
onde o gegundo membro e nulo devido a (%6)

b 3 . ] L]
Agora, gragas a gsemi-continuidade superior de l?.

e ao fato de que, por hipltese, [e(ed) = {t’

38 hehu fh =t vt €T (dbtk)
- 0
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Utilizando (38), como V‘t/u(i,l') ¢ continuo por

hipotese,

39 b v p(at,) = &
hes <1/“ h bos

§

‘ilfl(hﬁf;" 3"29/46d;i)

[

Introduzindo (39) em (37), obtem=se

40 e $u (oteh) - Pug () - (G po(2,E), h )
h-so Y]

o

Analogamente, partindo da expressao (29) obtém-se

41 .‘ﬂ&\l& ‘p" (d',', - ¢"(¢‘ = <V€l /l(a(,l:) » h > > o
=e i

As expressoes (40) e (41) demonstram, pela aplica~
¢ho da definicio de diferenciabilidade, que Py © diferena

ciavel e vale (34), estando demonstrado o teoremas
Os resultados dos teoremas (16) e (33) acima sao
rd oF . .
tambem validos para a fungao VL‘ 3 como enunciado no seguin

tes

42 Teorensa
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Sejla eea" ’ lel=4 . Pars gqualquer Lent s R.,,,

’ 'y pad . . . g
e diferenciavel na direcac € com derivada direcional,

-2‘—',': = weax -
2e ) ienc - <% plan, >}

onge L) ={tem| Q)= u(@n}

L4
Alem disso, se

n(«)={t}, ter

~ + ”
y entao 9%u e dis=

s ¢ 2
ferenciavel em of com gradiente

44

acima foi

No lema a
F

1itica em

para cada

7P W)= - 1 («¢, ©)

2 hong d s
Demonstragao: Anadloga & demonstracao dos teoremas

(16) e (33), acimay

Para a demonstracao dos teoremas (16), (33) e (42)
somente necessaria a diferenciabilidade de /t («, U .
seguir mostraremos que se /l((, t) tembém £or anse
t , o conjunto de pontos de maximo locais em t

- 3 > ’
o/ , sera em geral finito, o que tera grande impox

tﬁncia para o degenvolvimento de condigges de otimalidade pa~

- ~ *
ra 0 problema Pl, como se vera na Secao III, e sera tamben



utilizado no cap{tulo geguinte,

45 i}ema

Seja F :M —» R, analftica em um intervalo a-

berto contendo ‘T’ é [b, TJ

4 2 » -
Se P(f) tem un numero infinito de pontos de mae

ximo ou minimo locais em M , entdo p(") ¢ constante em MV

Demonsiracao

Sejam T 2 {l'é"l"l 2—5(0) -:--o}

e
46 @ = {"97 “‘é ponto de extremo de PU)
local em 'T'}

- g
Como F e analitica,

47 e c sv{t,T}

- # [ - .
Suvpondo que ¢ conjunto é e infinito, provaremos

gue P“’) é constante,

~ ’ s » . =
Supondo, entao, que @ e infinito, conclui~se de

(47) que € € infinitoy
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Pelo teorema de Bolzamo - Welersirass (refa ["“1 3

pag. 6 )

48 (3ter)(xv(l)] (v@-[H)NT =g

»
ou seja, o conjunto &  tem um ponto de acumulagao ¢ em R;

*»
Mostraremos que ¢t €T as seguinte manseira:s

. I # .
Como ¢ continua e {O} e fechado, a ima=

2.
ot
gem inverses de {0}

-4
r-] -
49 S | e Techadsa
w578 (feh)
a # ~
e como por (48) ¢ ¢ ponto de acumulagic de ©

A
Y 4 fechado =» $ € T , ou seja, por definigdo

ae T,
) e a
50 ot ‘ )

‘ ..
De (48) e (50), deduz~-ze que ¢ & um zero nso ie

golado de % ?(ﬂ s Ou geja, nao existe nenhuma vizinhane

A - A =
¢a de § na qual somente ¢ anule 52&- #((') N
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51 Usando um reguliado da referencis £13] s pag. 5506,

sabemos que somente pode valer uma das alternativag: ou os

~ o

La e : piid
zeros de uma fTuncao analitica sac isolados, ou a fTungao

122N

PR o . =3
identicamente nula,

A
o~ ’d
Como & nao & um zZero isolado, deduzmimos por (51)

(V(’G T) :T/l () 20 ou seja, /U-(l') é congstante em M 7

he Og resuliados obtidos nesta Secao permitir-nogm-ao

fazer uma reformulagao de P2, basgeada no teorema (33) ¢ no

[

ema (45) da seguinte maneira; se H 6{,[) nao & constante,
segue=-ge Jdo lema (45) gue os conjuntosn f; (x) - nz 0{, 880

i£3 = -
finitos para qualquer & o Construindo varias fung oes l“?
b q (7

cada uma corfespondente a unm intervalao 'T' Son(ﬂ mk/l(c(,&)

{

] 3
de nodo gue cada M. contenha sdmente un ponto de ﬁ;(d) s
4 » .
W serdo diferencidvels pelo deorema {33), Obtere

mos entao um problema equivalente a P2, utilizando as fungdes
i i
qL g qL e aplicarcmos s este problema os resuliados de

FPritz = John e Kuhn -~ Tucker.,

fete procedimento somente sers possivel se /u(ql,o-)
nao for constante, pols se (Vl- 6'}") /( (¢t =k €ER s Obtém
se M) =k« = P y Obviamente infinito. Agsim,
desenvolveremos na proxina Seg§0 con&igges de otimalidade pars
~ s

Pl splicaveis a pontos of tais que /ﬁlﬁifj nao e constante

em Y



64

4,11
0 estudo dos pontos @  fals que /‘(“l"} & COmHm
tante em H i ¢ complicados Como eéste caso ¢ muito particis

]ar & o8 regultados g a 2o 53 s pd Lo H S

. ¢ 08 resultados sao de aplicagao muito dificil, linitar-
» -~ 3 ° -~

nos-emos a Fazer alguns comentarios na proxima Segany, sem de=

senvolver condigoes de otimalidade,

Pl ~ ] ~ g 3 . L3 s s
Segao III = Londicoes necessariasg e guficientes de otimalidads

parsg PLl, com ’/hh&f)' nao constantemente igual a 1

Precedendo o enunciado das condigges de otimalidade, _
provaremos um teorems importante relabtivo aos vinculos mh &
2 " » .
@&. 3 fornecendo um procedimento para construlr o conjunto

- ¢ t
de funcoes TL e ?w de que falamos em II~52,

r Lo d . N -
Ate agora nao utilizamos a independencia linear das

" i . - » LA G v
fungoes v’ definidas em (1) Esta condicao e introduzida
com a Tinalidade seguinte: ge as funcoes vd  g8o linearmente
independentes, uma fung¢ao /;L gque possa sery expressa como

. ~ . a 3
combinagao linear dag Vv

[ d -
3 Tbera somente uma represens

L
/u:: P 'y
j=l
tagao e havers uma correspondencia 1 a 1 entre og pontos do

285paco {Iul/l=§“; "3} e o RrY
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Como os pontos em gue /4(0(,(-) e constante congtie
fuenm um casgo especial em nosso tratamento, & interessante que
se estabelega gue uma dag fungoes vj(t) seja constante e die
ferente de zero em +t , ou sejsa, vl(t) = Kgo WET, o que

- -
nos garantira que

/ll («,F) = constante & '({2'“’¢’=0 , como

3 o k-3 » £ "~
provaremos adiante; tornando imediato o reconhecimento desses

pontos,
53 T eorema
Sejam
54 oenr?
55 vl P — R , 14,2, , T=[¢t,7]
onde (¥t€w) ') =k #o k€R
e ainda 3 analfiticas, em um intervalo aber

to contendo T , {va}' linearmente indepen-

dentes em 'T' 5 j = 1, 29 see 9 g

¢ :
56 /u(th) = 2 «; v’ (¢

3ot
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Consideradas as condigoes (53), (54) ¢ (55) acima,

b o 3
vale uma & somente ume das alternativas abaixo:

£ X%

ou &) & =0 4, j =2, 3 JJ i, a0 e consg

tante em M

ou b) 1) 0s conjuntos (M®™) & fal®) en (57) e

(58) abaixo sfo finitoss
57 )& (et @0} = [t b, b ], B0, fs2s .k
58  fu(e) é{éewl%(«),-}x(«,e}jz{t.,.,,,.., (N oty , izhea,,p
onde %, e WP, foram derinidos em (4) e (5)

ii) Pode~se portanto fazer duas partigles LA

e Tl'; de T em intervslos fechados 'T';,

. =12, ...,P tal que

{r’t ITZU --','rb.} eom 'T':U 'T"

z1

[ 4
m {".“" ceey '} Corm 'F:"f{" ’1‘;

e construlr um conjunto de fungoes

59 ‘l’: () = ;:;v AL (24,2..,h
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60 ®, () = ‘_“e*-;'* (~pt e, 1) cehed,p

¢ .
tais que os conjuntos rr: (“) e f;. (d) s, definidos abaixo

rd .
50 tenham um elemento cads.

ltem | wie) < p@u} = (&} e,

llo

61 r’.f («)

Pl () {l’e 'P;]‘P,f(u) = -/a,(a,t)} = {i:}

onde (Vi € {1,2,...”»} )

3 4 3 2
,{ou t, e ponto interior de 'I’.-

ou k. 6{(‘.,7}

Demonstracao

-~ L
63 Se /1(01.0 Tor constante; evidentemente nao ocorre

(b) acimas WMostraremos gque (a) ocorre:

Supondo, = t{tulo de con'hradiggo, gque existe 0(_1» #0

com IC{’.S,.-, f} e &;20 pare ifJ' cx1 obtem~se que

¥tem Z q"'u-"(l)= stante = AK = Ao it €
(eem)  qusi = consonte vy, AeR

de onde (‘Vl'e'l') ‘¢1*4\)UQU’) * >0 0(10;((') =0
1€Y

g ~r N *~
J sao linearmente dependentes, © que contraria a hipom
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tese (55) acimay Assim, J =§ e ests provado (a) mcima,

64 Se /&@%‘1 nso for constante, evidentemente nao
ocorre (a). Mostraremos que (b) ocorre, Sabemos que /ua4e/

enalitica em & , pois em (3) as 3 gdo analfticas e M

[ 2¥

< ~ Lo ' < Lo .

¢ uma somas de funcoes analiticas, J& que /u(d,l-) ¢ analitica
L B ~ a

e nao constante em T , segue~se como consequencia do lema

(45), aue o conjunto

e < {C‘E'F“: ¢ ponto de exbtremo local de/l('g!-)}

-~ - -
e finito. Cono

) e c @«

deduz-ge

hag . 0y h . ' =

que Ta(¥) e () s20 finitos e estd estabelecido (L)%
0 item (1i) sera demonstrado por congtrugaos CoOnsie
deremos apenas Os casos nao btriviais em gue h+p > 5 onde

h ¢ p forasm introduzidos em (57) e (58)7

As partigoes s80 construfdas da seguinte maneiras

- ) l‘, + b T - Coor +bier
65 T - oo 2 Tt = B
] th-l*t'l. ) -l‘..ot 9
- ——ee——— T = [ 4 T
'T'h -~ I 2 » J T'r I 2 ’ |
l','l; - I !I'.-nz* l'c' , ti étc'u , te {1,2 ..'p}— {i.h, ‘Mt,”}
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Note~ge gques

S¢ h = 1 entao 'T'g =T

Se p-h = 1 entao ‘nvu =T

Com esta construgdo, obviamente valem (61) e (62) e

VN 4 Y
negsa demonsiracao esta completa.

Pinalmente, podemos demonstrar nossos resultados
. > k3 (3 g > * L3 3’
principais, ou seja, condigoes necessarias e suficientes de
otimalidade para que um ponto o € R.’ regolva o problema Pl,

- Y s, .
N0 Casov em gue /«i (04.1’) nao ¢ identicamente igual a 1,

Vemog utilizar os conceitos e condigoes definidos

Id R A .
atras, ou seja, «, @, M, %, F, T como apresentamos em (1),

/":(’j: lPu,‘f’...,f'u,l?u,P como em
(), (5), (55), 3¢ , (®8)

Definiremos ainda

- 4
o € R um ponto gualquer

'
66 o' & [u"(*) o .- (r'(é)] ftem



(%) se P, @) =1

67 mote2) 2
$ se P 21
- M, (&) se W) =1
68 fut) &4 % P
se. Q@ =1
E: se f,;' (=) o ’i‘ () forem finitos,

69 F(e) & ﬁ, («2) UF:,. @) = {l" N Y tn}’ t>b, cada,n

Congidere~se agora o problema P1

70 O(X) = win {e(«)l’/,((ot,f)'~4 £0,¥4teT "f,vﬁt’!so}
«eRY

. s . R ~ s R
e a hipoteme adicional que /a (,¢) nao ¢ constantemente i

gual &, 1 emn T 4 isto &,

71 (ateT) I/ula?,t)l#i
T2 Teorems

- ] L3 4
Dado um ponto & € R¥ satisfazendo a hipotese (T1)
. - o~ [ o
acima, (73) a (77) formam um conjunto de condigoes necessarians

para que &f Tesolva o problema PL (70),



74

4,111
73 (a&.éa,iea“)(iﬁ éﬂu‘) tais que
T4 a.) cI. ?‘9(0?)1- [S,U"(h) S‘u—‘(f’) ..-sa(.r'(t,)‘]a + F;u? =0
wde (Vi € {1,2,..,a}) b €F(R) _
One( { ) 1se t € 7, ()
$: = -
~{ se t; e, (%)
75 b) Se Tw(@ =@ entio Puld) <1
Se T (%) =¢F entzo Pul¥) <4
76 ¢) i: + FI:I =0
- a.
A VRS H

Demongtracao

Como vimos em (6), PL pode ser reformulado em P2,

P2 8(3) = wr {e@] L.w)-1¢0, ¢, @150, ZeFre=o}

n s ‘
x€R" 4 x 2O gignifics ¥, 2 © Dpara

e x #O

Wote que se

i:lg 25 seogn
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Deveremog provar que (73}, evs 3 (T7) s30 neces-
. - -
sarias para que ol resolva P2y
79 Vamos inicislmenie

consliderar o camgy en

/4(&, ¢) ¢ constante em

que
J A hipdtese (71) emclud

o casos em que /a(a'?,b) = 24 , © gue obriga f"(cllag

> , g L] v
Com isto, e necessario que 'P,,‘“ (/) < 1

pelo enunciado de P2, e vale a condigao (75).

Gom %.m (%) < ¢
gualdade de P2 nho

4 :
s como os vineulos de deglie
gao ativos, pode=se construir um novo

problena

P2’ O(R) = win {om | « ex®,

s +F0(=o}
«ex” 2 3

onde X% & aberto ¢ contém & , X%c¢c {dl % (*)('-i’ %(d) (1}

Para o problema P2! acima, podemos aplicar o teore=
- ~ Y hivg ., w2
ma de Kuhn - Tuecker sobre condigoesg necessariag (ver ref: [?I

. F'd . . A .
page 106) porgue os vinculos lineares satisfazem trivialmente

- > . g a2 a2 &= g 3 g i >
a condicao de gqualificacao (iii)s As condicoes necessarias d

e
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FKuhn = Pucker acima referidas podem, neste caso, serem escri

tas como
R 13/
(Qweﬁ ) tal que
Fy v

a_') 29(4) + Fpw =0

b) xy th o =0

Basta notar agora gque, tomandom-se W, =t e
(tzo s ap condigoes (a') e (b') acima implicam em

(74)y (76) e (77) onde a cardinalidade v torna-ge irrelew

vante, pols

- R
w0 €R

L]
Portanto, como o teovema vale para /l(°6*)
| v (Cd,t) &
constante, basta-nos demonstra=lo para /l ’ nao
constantel
- ~ Fa
80 Se /a(uﬂ$) nso e constante, o teorema (53)

nos garante que M () sao finitos e fornece um pProw

cedimento para paviicionar ! em doiz grupos, de h < fvh



4.I1T

2 A -, Re I A - PR SR L I - s
intervalos fechales, consiruinds as fungoos

7]
Cl
e
[

56

§

~~
| -

81 Q) -4 €0 <&=> (¥ 6{1,2,..,hf) 92,‘("‘)-1 o

Quey-1 s0 <=>(¥ielh, ., pl) @l()-1 <0

- K
82 T3 0(x) = win {9(@[}, % (o()-j $O0 k=242 . b
e % ! ’

£ A
‘Pw(d)-l{o, lﬂwl,..)/a; x,+la =0 }
~ i ~ “ —
As Tungoes ?LJM sao tals gque [:ﬂ“ (QQ COTLen

-~ N &
tem somente wm ponto eadas um, lgto e,

F@ s by, et R@ kS b, p

-~ Fd
Da aplicacio do teorema (33), obieémmse que as
- L ¢ o . rd .
funcoesu M, gao diferencieveis em relacao a o en

o s com derivadag

74
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L § .
8% \‘7'!?:(&) =Y‘/¢(&,t,,)=vd§:v5v’(&,,)= s, w(t,) , Suzd, ke d,2,.h

Ll

14 - - )
64‘ Z?W(Q)V“Z/L(d,t.) - S‘ev (t') ’ s‘g.l , e. h."_"’P
As funcoes vinculo s@o definidas no 2% e giferenm

g s - 27 ~ . - :
ciaveis em & o+ Vale entao o tevrema de Fritg - John (ref,

[7] s pags 170 ) e
85 | (Hﬁ.ea,&:en")(ameg'“) tais que
ﬁ:) u,vd 9(&,) + [v‘ g:(a)..-Zv“h(“-)z‘ou‘bﬂ(&/.uYv‘:(d-)]a ’(vdp“ Fx«]]f 20

b) Yu' (@)-1 g0 wz4,2 ., h
$i@) -1 €o Os oty p

' - S -
¢') Xp+Fy&® = 0

a4 éi];to
d.) [‘1’) ? o ’ [3

Pl -1
, o @) -1 }
oL@ -1

Substituindo (83) e (84) em (a!), obtemese

86 aazo(‘-‘)"' [’llr’“'.) Szu'.“"g) - 5,. U.(t’)]a + FI' @ =0
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Y - o *
Por outro lado, (b'), (a') e (e') implicam em

que [(PM"(&) ~1-] ak =0 e [‘Puf (07) - 1] &y =0 g OW smejay
n ~ -
&7 Se ‘Fu () £1 s entao Uy =0
l ol - —
‘P(“ (.d) #* { s sntao Uy = o

Podemcg, poritanto, reduzir a dinmengac do velor
w ¢ eliminando ag componentes que goatisfazem (GK}g OU g8
l —
4 e % ) 3 ¢ S+ e A e y - 3 :
jay tomando os gradientes de (4 ‘ﬂ"m (2) = 1 V/“(d, ;)

o
gomente noe pontos em que (P,,'w () = t/‘ (d, &) =1 .,

5

Oray, o conjundo f;(&} = ll‘“/ S”,,,,w (%) = i/u (<, l‘{) :l}

fol definido om (59)9 =) = lti.ﬁ,'-v 615

Podemos entdo reescrever {(sf) como

f
L}

00 () Ggo) s, o'k) ... s, ) ]E + 7RG

~ A
onds W € R

{&1' t, .ee, (‘,,j = T:(o?)

- o~ . 5 . W~ 4 N . e
gom {88) mostramos & expreszac {a)y dada on {174
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Mostraremos agora a eguivalencia enire (b) dado en

(75) e (p') dado em (85).

Partindo da exXpressac (b’), notamos inicialmente

gue

(P" (‘&) = (P: (&) ) Ke iu zo LRI ‘?

¢ (&) = ‘{{: @ |, b=ty ..., p

e (b?') pode ser reescrita como

89 ¢, (%) -1 <o
g0 ‘Pw(a)oi {O

As expressoes (89) e (90) acima implicam trivialmen

-,

te em (b), pois valem para quaisquer E;“,(Q) e em parti~

cular para fo e [R) = Q'

Partindo agora de (b), basta notar o seguinte:

-

91 se () 32 & , por definigao de Io, P, (R)=1
(veja (67) ) e (89) € automaticamente gatisfeita, O mesmo o=

corre com (90) se P (&) # &
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2 iy N . *» *
Assim, se (b) for satisfeita, (b') tambem sersd so-

2 »
i

"eita, levando=se em conta a observacao (9f). Esta assin

.
tis

mostrado que (b) e (b') sao equivalentes,
g2 (¢) e (d@) sao iddnticas a (e') o (at)
Mo stramos, portantoy que

(a‘,)f seo H (ei) Q (a)g oo 9 (d), 0 gue
completa a prova do teorema, pois (a'), ves o (e') w20 neces-
-

LR £ x -
garias para que 4 resolva P3, devido ao teorems de

Fritz - John e P3 ¢ equivalente a P1 pcr(ﬁl} e (82)?

g% Teorems

L]

As condicoes (73) a (77) do teorema (72), com =1

-

~ - » . w2
aao tambem suficientes para que resolva Pl,
Demonstraca
T [nd .
94 Com % =1 , as condigoes {a'), Tese 5 (&)

en (85) congtituem condigoes de Kuhn -~ Tucker para P3. G

baX B

& . I o - ’
e convexa por hipotese, or, a0 CONVEXas COMmo Mo stram
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”
« T
mos em (8) e (11), Xz +h e lincar e portanitoc convexa
r 8 funcees vi RPN freis em &
no I ’ e as fungoes vinculo sao diferenciaveis em «
Com isto, as condigoes de Kuhn = Tucker {a'), +.. 5 (e!') sao

tambem suficientes para que & resolva P3 {(veja ref, 1'7] 5

pags 162 )3

Para mostrarmog que (73) a (77) sso suficientes,

devemos mostrar que (&)y see 5 () ==3> (a'), Jos » (e')s

* "5 ‘ E) 3
J& mostramos em (91) e (92) a eguivalincia entre

e

(v) & (b7), e 38 gue (c) e (a) s8o identicas a (c') e (a')

m

eguB=ge que

{(b>: (e), (3)5 e {(b’}, (et), {df}f gao equimlenm

o
[
1]
s 8

Falta-nog, portante, provar que (a), eeo 5 (d4) im=

. * @
plicam tambem en {(a') e {(e?)?

bl d o L3k
A demongtracao e imedintas

G5 Basta introduzir no sezundo termo de {(2) as colum

3]

* . "
nags que faltam & meiriz, com multiplicedores nulos neas po sl

s correspondcentes de &, obtendo (a')iy Com essas compo=-

P

e
Qe
kel
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4,111
nentes nulas de W s (&%) valers sempre, pols em cada
produto
( J (@) 1) & ov ‘P" ()40 ov W=o
‘Pﬂ,u ! ’ Hun
pela construgao de & em (95),
96 Gondlcoes de qudlificacao de vinculos

~ “y
Yo teorema 72, a condicao (d4) garante que [Q 20
nas o resultado da aplicazao do teorema ndo tem significado
sratico se U, =0 s Pelo teorema de Kuhn -~ Tucker
(refy [’?1 s page. 173 ), se alguma "condigio de qualificagao

. I 0 ot et e ¢
de wvineulos"™ for satiefeita pelos vinculog de P3 en

“~r

vale o teorema (72) conm w, =4

=t
o
o
e
<
@
o
o
w
©
=
e
@
u
©

tisfelta pelos vineculos e estes devem sew
ponto & © Ais condicbes mais Tacilmente testdveis sfo as
LIQC (reff [8] ) e as eon&igSes de gqualificacac de ATTOW =
Hurwicz = Uzawa generalizadas(ref, [7] 3 DPags 172) ¢ a condim

cao de Slater generalizada (ref, [7] s pag. 89 Yo & primein-
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L4

Ta pode ser bestads atraves de um problema de programaggo
linear. A gegunda depende de conseguirmge encontrar um pon=

o viavel de Pl tal que ,/a(a,f)' nao atinja o valor 1

em T

. i L3 L3 ~ 3
97 A eoendicac de qualificacac de Slater generalizfe -

. ~ A
interpretacao en tel-

&

-
da e intercgsante por %er a geguint

~ ” -
mog de controle otimo:

onm

[¢]

L4
Un sistema x{%) = A(%) =() + B (%) u(s) ,
entrades Testritas a fu(t) {1 ¥EET , originara um pro-
~ I ’ <
blema de programacgao matematica, apos reduzido segundo o pro

preblema de proe

6]

e SR .

cess0 que apresentamos no capitulo 1, Egt
hind . hd s~ .

granagao satisfara uma condigao de Slater generalizada sele

<
pre que x; € Ax(x""‘“-r) onde

] - .
A (%, to,7) ¢ o interior do conjunio de estados
alcangavels no instante T a partir de e, & g COM CONm
4
troles tals ocue ‘;arl lud) g4, Ay (%, ta7) = [-z, [xe,d(xo.lm)f
telh.T

a8 0 ca

02

o (kte) u(dQlsd

Como U é analitica, (98) sd ocorre se Vs 2, ¢)

Id 5
¢ constante em T s Ccom valor + 1 ou « 1.

Comc em (55) e (56)
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% .
P28 = Z ol
22

e

e =k+o ¥te? e v!,iz¢2.., ¢

s80 linearmente independentes,

(8]

99 /,',(Q',)gu = =

(- TL N -] shﬁ

-
~

De (99) deduz~se que, para que « tal que # (7,8 =1t
’

14
» -~
pessa resolver Fl, e necessario que ~t(ﬁ‘°"°° ]

3 i E3 (3 ’ K3 »
seja um ponto do conjunto de pontos viavels de DPl, ou seja

- A

o € {O( ' Xy + FI"‘ :o} y ou ainda
100 A + ‘L Fi - $ 5t 4
e x: - “ 3 - Q 3 18060 e

P 1
101 x =2 ',‘; Fy

Conclui-se que somente se Xy gatisfizer (100)

necesslbtaremos teshtar se o ponio a¢=[£0’“° otimiza @(d}

AN L d - .
Lete casgo e multo paridizular = de tratamenio muito

ditfeil e as conclusoces nao sso interessantes: as condigles
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o ~ Pal
tar que perdem o interesse,

Segao IV « Conclusoes

Os teoremas (72) e (93) permitem que, dado um ponto
o ;s DPoBsamos testa~-lo e determinar se resolve OU NAC 6 Prow
" blenma PLY O teste exige que se determinem os pontos de extremo
de M (2,8) , e 2ste é o ponto mais fraco do procedimentoy
Se a expansao usada for simples (polinomial, por exemplo), os
pontos de extreno pnder§0 ger encontrados iguslando a zZero a
derivada de /u,(&ﬁti en relaggo a, ¢ ¢ O gue se torna

s 0 = . - ~
mgig dificil & medida gue aumenta o numero de fungoes elementas

reg (q)s

s

~ 3
Note=ge, no entanto, que para polinomlios dificilmen-
te se obterao dois pontos de extremo interiores a T como
£ ~ P
mesmo valor para /M(J;f) e De fato,; somente polinomios
'
da ordem superior s 3 poderao ter mais de um ponto de maximo
em '(l'.,'f) o Nas situagoes mais comuns teremos,portanto, nao
. Foa £ . . R
mals gque um maximo e um minimo iguals a +fe-l em pontos intes

riores a m e dols ou menos outros exitremos em {?0,7} .
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~ g sl . .
Nesses casogs nao sera dificil calcular os conjuntos

x g 3 . - . ]
e w (2) e & aplicagao dos beoremas acima ¢ Tacils:

A resolugaso de Ply no entanto, consiste em sncontrare
se un o viavel que pinimize © () s 0 que nao pode ser
feito com os resultados que obtivemos, como ocorre geralménte
para problemag de programag§0 nac-~linear em relaggo a0 teorems
de Kubhn « Tucker (com exceggc dos problemasg de programaggo 1iem
near e quadrética)f £ necessario para encontrar um minimo de
9(9), gue sc¢ disponhs de un mnétodo numérico gue, partindo de
algum ponto nao 5%im0, leve-nos por um processo iterativo a a=
proximarmo-nos de um ponto viavel que minimize a fungao critée

rios

As condigOes de otimalidade obtidas podem Ffornecers
nos uma regra de parada para um método iterativo e BUgEeTe=ge
imediatamente a ideéis de um método de diregoes viavels (refy

[£1] )., Um método ddste tipo exige, no entanto, que se cale
culen & cads passe cog conjuntos f;““(d) sy © gque gostariamos
de evitar, Devido a isto, degenvolverenos no_préximo cap{tulo
um metodo de penalidades (ref. [0] , pag. 298 ), em que 8 a~
proximacao do otimo poders ser feita por meio de métodos gque
neo requeiram o caleculo de gradientes, e portanto nao necessie

@

tem do caleulo de M, e ()
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CAPITULO 5

RESOLUCAO NUMERICA

I

Secan I ~ Introducsao

Desenvolvenos no capitulo anterior a aplicacao do
teorems de Kuhn - Tucker ao problema Pl, Para isto, tivemos
gue reduzir alguns vinculos nfic diferencidveis de Pl a vine-
culog equivalentes diferenciavels, construindo entao 0 Pro-
hlema P3. fste problema, introduzido em 4.,III-82 ¢ passivel
de tratamento através dos teoremas de Pritsz - John ¢ Kuhn -
Tucker, masg este tratamento possibilitaaﬁos sobretudo egta~
belecer se um ponto dado ¢ ou naoc um ponto de otimos Além
disso,y, os resultados do capitulo anterior apoiam-gse no cdle
cvlo de Eontoé de maximo e minimo da Ffungao controle, o gue

pode ser excesgsivamente trabalhozo.

(] ~ > 4
Ag congideragoes acima levam-~nos a procurar metos

4
dos numericos para a bugca de pontos gue regolvam o proble-—

= N - R . a ”
na Pl.s Devido a dificuldade do cslculo de pontos de extremo



da fungdo controle, de que depende o céleulo dos gradientes
dos vinculos de P3 {veja 4fIII), & interessante gue ge dise
ponha de um método numérico em que somente se necessite do

calculo dos valores dos extremosy Como veremos abaixo, o mé
todo de pensglidades, desenvolvido por Zangwill na refercncia

. » . ~
[101 g satisfaz este requerimentoy, ¢ que nos leva a escolhe

PS B
1o pars o tratamento deste capitulo;

rd >~ .
Alem do metodo de penalidades, poderiames utilizgar
oy . ~ . ”* . -~ ~
um metodo de diregoes viaveis (Ver [11 ] ), o gue nao faremos
N L d rd
neste trabalho por serem estes metodos basgeados no caleulo de

gradientes, com a degvantagem gque citamos scima,

0 método de penalidades esta apresentado, como O U=
tiligaremos, em [10] s pag. 254, Consiste essenclalmente enm,
dado um problems de oﬁimizaggo vinculado, congtrulr-se um nNow=-
vo problema equivalente ao primeiro, masg degvinculado. Isto é
consegulido atraves da intrgdugga de fungaes penalidade, ou ge
jay fungges que agsumen valores positivos fora da regiao de
pontos viavels do problems original e nulos dentro dessa regi
50; Como veremos abaixo, a soma dessas fungOes penalidade a
funggo eriterio do primeiro problema vinculado constituil a
funggo eritério para o segundo problema desvinculado. A s0lue

ggo do segundo tipo de problema leve~moz & ponitos tanto mais
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préximos dos pontos de Gtimos do primeiro prébleéa, guanto
mais fortes forem as "penslidadesg" impostas,

Um algoritmo de penslidades cons%aré, portanto,
da resolugzo de uma sequencia de problemas desvinculados,
Em cada novo problems dessa sequ%ncia, a penalidade imposts
g um ponto x que violes os vinculos do problema vinculado,
tornamse mais rigorosa. A sequencia de solugSes dos proble~
mae desgvinculados deveré, portanto, convergir para & solugao
do problema vinculado, desde gue algumas condigoes sejam sa-

tisfeltass

0 algoritmo de penzlidades sera formalizado abaie
xo, na Secao II, e sua convergencia sera mostrada na Secao
III pare nosso problema particular (PLl). Surge, no entanto,

& necegsidade de resolver o problema desvineulado a cada pag
g0 do metodo de penalidades, como vimos acima, fiste subprow

» ~ ~ -~
blems tera uma fungso criterio envolvende a fTungao

- - 01 ~ . v e . *
Plec) = prvix [y (001 ; nao diferencidvel, o
gue nos impede de utilizar métodogy de otimizaw-

o » .
¢a0o baseados no calculo de gradlentes., FPodemwge, no entanto,
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clica

Jdoy

) 2 - ¢ [
utilizar oubtros metodos, como o metodo de vsriacao o
- . ~ - 0y o~
ou me¢todos de divegoes conjugadas (veja ref.

’ ~
de parameiros

)e
) ’ £ ” .
tamben pogsivel Tormulare-se um metodo de diremw

[10]
a resolugao do gubproblema desvinculado,

iy

~ L4 .
goes viavels par
trabalho.

7

Bl

i~

EAS N

8T o. :
' . £
usando ¢ egtudo dos vineulos de PL realizado no capitulo 4,
este

o Ffaremos 1

hd 1 13
do metodo de penalidades

s — L
Segao 11 -~ Apresentacao
mularemos inicialmente o metodo de penalidades

H

o
pars um problema gersl de otimizagno:s

Sejanm
1 « € gt
0 ; 2T — m
g 3 Y —» 3"
: Y —» g¥
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"3

?

50

-

L]

e
b

A%

A%

o ” s ) - -
eritério @ (€} | sujeiro ae restrig

89

o

O problema geral de obimizacac o

»

Encontrar, se existir, « € RY que minimiza a fun

.

,.
S

65

A &
0 metodo de menalldsades:

'
Seja o conjunito de ponitos viavels definide por

o §

£ {oasR?l g) €0 , h(«) =
oo
K A
Seja alnda {n fi ume sequencia, tal gue
Riyo , ¥t >k

PR - g
E vonos definir uma fungao L(x) continua, t2l que

, =0 se « € F
(%xeav L (=)
>0 se o & F



Lt
L
]
-4

A egta Tuncao chamaremos

- R d
pico sers

vinevlado

og pontos

10

90

e
|ivy,
H

funcao penslidade e um formato

visto abazixo, ns aplicagac do método a Pl

.

Vamos defirir ainda uma fungao p ¢ x »* — &

L 22

p(x,n) = 0(x) + n L(«)

-~ -~ * 1
Esta Tungao sera o criteric pars o subproblema dege

em cada paggo 4o metodo, onde I (o¢)  Mpenalizal

hogd x 4 -
foras da regliao de pontos viavels, T

0 glroritno

riyo

a)

Bsecolhey

ko,
d) Para v  dado, ache o  %al qgue
kK .
’9(@(’ A} = aain b (M,n“)
e Rr?
X " 23
¢) Se regolver o problema (3) acima, pare,

[ . . )
Coso contrario, prossiga.
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Ul

- . k41
£) Define v 1 > T g recomece en (o)

e f 5 . x“ e
0 criferic para determinar se e otino deve
£ oo B
ser especiflicado para cada problema.
i1 Convergencia do algoritnes
3 1 ~
VTamos enunclar Itres axiomas:
12 AD0: A regiao de pontos vigveia P s definida enm
o~ rd A
(4)5 nso & vamiaj;
~ I q
13 Al: Glel)' g(ol)l he) L(«) gao continuass em R*Y
}
+ ¢ .
14 A2 (EUZOGR ) (3 X< R c.ompacto) tails gque
(¥23n) &, €X , onde
F(O?A’h): j‘lnﬁ P(d'h) = (i P(C(‘ﬂ)
awer? s
ou seja, & partir de 1, >0 s exigtem os ninimos das fungdes
k K e o s
f?(“./l) 2 todos ps pontos o encontradog pela minimie-

zacao de P(d,nW) pertencem a um conjuntc compacto Xcr?
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Se o axiomas acima forem satisfeitos podemos moss=

trar gues
15 Teorems

Dado um algoritmo de penalidades como formulanos
em (8) acima, se Tforem gatisfeitos os axiomas A0, Al, AZ,
em (12), (13), (14), acima, o algoritmo converge; isto ¢, ou

. e [ oL ] [N 2 < s £ A 20N elbe, I~ e’ L
o * -~ »
0o algorxitmoe para ou qualquer subsegquencia convergente da sem

00
~ - k ~
guencia {¥~h converge para uma golucao do problema (3).

A demonstraggo deste bteorema encontramse na ref,

[10] , pags 255¢

” - Iy 1 > -
Nossa tarefla sera, daqui por diante, aplicar o me=
todo de penalidades apresentado acima ao problema Pl 0 pri-
3 ” ¥l o -2 . =2 kN ’
meiro passo sera escolher fungoes penalidade convenienten, e
o segundo, provar gque com esta escolha sao satislfeitos os a-
xiomas Al e A2 em {(13) e {(34): O axioma AOQ depende,
evidentemente, de cada caso pariticular de problemas Pl formu

1lado como s&nm (3)9

Iniciaremos formulando o problema P1l, colocando-o
em seguida em forma de outro problema, P4, equivalente & P1L

~ r . .
e wals conveniente pars a aplicagao de metodo de penalidades.



Considere~se entao, dados

U ] > - ;
16 : rY — =& convexa, diferenciavel com Zraw

. . I 5
diente continuo no ﬁq

o & gt

v/ ¢+ B —= R  analfticas, linearmente inde
pendentes, J = 1l; 25 eoe 4 4

vi(y) constante ¥te T = [t ,T]

T '..'
17 n : RY — Rl*‘ linesar, iT] € R*

-— . *
Queremos encontrar o viavel tal que

18 Pl: (&) = anin {G(oz)l(mern) ]/x(oz,&)[-d <% L,(oa):o}
(e r¥

i o ' - R )
fste formato de PLy, como vimes em 4.I=2 e inconvenis

ente, o que nos leva a definir:

19 Olet) & aandin I/u(a, b

te P
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A A
20 glet) = P() -1
e podenos reescrever PL como

21 Phs 8(2) = win {60 | ge) = pe)-1 €0, h(a’)=o}
2er?

Os problemas Pl e P4 sao obviamente equivalentes)

Para a aplicagao do método de penalidades a P4 5, que

L3 ~ . - 3
sera feita na proxima Se¢ao, e interessante dispormos dos re~

. -~
A& Funcao
s

P(ot) = audx ,/a(o!,l-)' , definida em (19) é continua em
teq?

Defiongtracaocs

Consequencia imediata do teorema 7.2 em [10], Pag.
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0 conjunto F; < {"(I LP(d) {K} é ggmpac-{;g’ ’Vké Q+

Demonstracso

Demongtraremos que o conjunto é limitado e Techado.

2) 0 conjunto F, e limitado

k

Fara mostrar que T, ¢ limitado, deveremos mosbtrar

que
24 (32 e R*) (¥ er?)
e F = |<|<F
Notemos primeiramente que, devido a independencia
lincer das funcoes elemeniares +v9 (veja (16) )
¢ .
/u(od)k)é_z.dj‘r%")?-o < «=0 , ou seja
1
25 P(x) =0 = & =0
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Devido a (25), o mfnimo de P em un conjunto

~ e
compacto gue nao contenhs & origem e maior que zmeros Usando

~ _— 4

este fato, procuraremos enconirar um valor & &€ R $al que

o minimo de P}  na Tronteirs de gquslquer vizinhanga Vg (0)
da origem con €>% , geja maior do que K o

Cu seja, mostraremos que

26 (¥« €r?) []>F =2 Qw) >k
A expressio (26) & equivalente a
27 (v e @¥) Px) €6 =+ || <7

Pela definicéo de T, , a expressao (27) pode ser
reegerita como

o

28 ¥ (e r?) “&F = |« £F

Bogta-nos portanto mostrar que existe & satilsloem
” * 3 - *
mendo (26) para provar que P, ¢ limitado, pois (28) ¢ idetn

tice a (24).

-

Vanos dsfiniy entao



wt
o
ol

rd

ot

Ul

como

L]
N

ks

B: {e|]eer’ A lel:.‘{}

L d -
© & continua pelo lema (23)

(3éeB)

TP(E)

TThma o3 ma oy 3
Endtrande com

n

(¥te

]

Sp(é) = win ('D(e)

ecp

Tomando=se agora

T - ,.,. 3 e
5 obtemn=-se

T uein ‘P(e)
€eB

iy & (P(é)
ec @

g7

*»
e compacio,

T) Glule, B = |ulze, )]

ruin P(ze)
cE >

Ly
A%
L%
~r

P
Ul
"2
[—

(¥z>7) eo;u(;n @ (ze) > € P(&)

e (31) em {343,

subatitnindo k4
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Ut
bt

Wi
W

tein (P(ZQ) >k
eeR

!

r~ %
3 oy YD g g b £ =z PR T 5 e ,. wast L
A esxpregsao (35) pode ser reseserita

%6 (¥&>€) win {‘P(%‘e}l eer? ) lel:f} >k

37 (¥T>F) wein {(pw)jaeeg", [ =5 | >x

58 (¥e>%) (¥ € R?) (loll = = ) >K)
{(38) pode ser escrito como
(¥ ert) (|x]>E = 9>k )
gue corresponde

hagd Y v . - H
8 expressao (26} e prova o primelrza parte do lema,
£

L L] ~ Y LS ] P . . L
%9 b) O conjunto P, definido em {(23) ¢ fechado,

S
Demonstracan

Prova=se nostrando que o complementar

C(F;() = {dl ‘f(al) >k} & abertos
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~ - N ~ .
A denmonsiracac vam facilmente como conseguencia da

. 2 g =
continuidade de ¢ g © T80 & es5CIreverencs,

Segao IIT =~ Aplicagao do metodo de penalidades a P4

= 3 K3 ~ ~ 3
Paremos iniclalmente a escolha dag fungoes penali-

dade que julgamos convenlentes em nosso problema, btendo em
vista que estas, junitsmente com €6 , deven gsatisfazer o a=

xioma Al, dado em (13).

Lad g
Az fungoes devem "penalizar"'" os vinculos g(e )

-]

n{e¢ ), definidos em (17) e (20}
Vamos introduzgir a nctag§0:
* a -
40 (¥x eRr) [x]" & wedx {o,xj

-
E as funcgoes

42 LgsR —> R

L, (o) = Z(Jx.r“” , M€ {1,2} s dado



BedlIl
4% As fungoes L, e L, en (41) e {42) acima sao
N Zz T .
obviamende conbtinuag em R e R'*' ¢ respectivamente,
Definiremos agora & fungac
44 L:rY —= =R
L) = Ly(gt) + L, (ht))
. . q 2
45 L ¢ bem definida, pois (¢reer?) g()€R » hlz)e R
A - 2 4 :
46 L e continum em R pois
gl ) = P(od) = ¢ continua pelo lema (22)
. e 'y
& LE g continua
A ~ F
h{ad ) = X;+FRo ¢ linear (continua) e L,
¢ continua,
47 Lena
A funcio L 3 BY — R definida em (44) & uma

100

Tungao penslldade para o problema P4 e satisfaz, juntamente

com © , introduzida em (16), o axiome

Denonsgtracao

AL (13)e

}
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Wostraremos inicialmente gque L satisfaz II=6.
Seja

48 F= {q:f [ g{c\l} £0 , h(cé) =0 } o conjunto de

pontos viaveis para P4,
w0 se «EF

Pevemos mostrar que (‘“Néﬂgf L} i
> Se ot é&F

Se WEF , entio g@)ga s donde Ly (}(d))ﬂo

pela definicao de Lg(g) om (42),

}?(a‘)*ﬂ)don&e L, (Ia (or:}) =0 gelg

definigdo de L, (xy) em (42}
Se € F , entio g(oc)x:» v (Sbg) h{(%‘)#é‘; “’f,u, bz}

ou seja, Li (?(d}))() v Lz(h(az})>0 de onde Hew

suem~se que L) >0
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- £
continua por

D

Como © ¢ continua por (16), g(a)

. NP e N bl I,
(23} h(e ) & contfnua por ser linecar, (e} & contfnua por

o

+
39 egta demongtrado © lema.
y
Dispomos entao de uma funcao penalidade

49 I s Y —e R

L) = [Pe)-1]" + > (lh,-(az)l)l1rz

tel

onde P () = Audx l/u(o(, Hl

te T

Com & fungao L definida acima, poderemos aplicar

o algoritmo de penaslidades enunciado em (8), definindo » fune

50 plet,n) = Q] + n L)

Ld
s que devera ser

=3

iterativamentec otimizada para valores cerescentes de 1T &

Pelo teorema (15) , bastawnos provar o axioma
A2 {(14) para a funggo p (e, n) em (50) acimna, para estabelew

- 4 - .
cer & convergencia do metodo de penalidades,
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Procederemos da seguinle maneiras
Inicialments definiremos a Tungao
51 L, : R¥—R
[, =L, (he)
Utilizendo & definigao de L, 5 em (42), pode-se es~
erever
- - ' “1
52 L) = = (In)]) K € {4, 2}
te I
53 Ez(d) & convexay por ser a some de fungges CCle

< 7 Y »
vexas, ja gue o valor-absoluto de unsg funcao linear ¢ uma fun-

]

¢ao convexa., A exponencilacgao por K,>o0

a convexidade,

rd o "
tanmbem nao destrol

Com estas consideragoes, podemos alirmar qgue

) £ g(«) + n L, ()

i
o
it

4
6 convexa, pois © ¢ convexa por (16) e

por (53)%

Se definirmosg agors

conm n>o

L,(¢) & convexa
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55 i) = L,(9()) , obténese

56 p,n) = 6(«) + a L(x2)

= g(t’!) + N Zi(ad)

-+

Kosbraremos gque ¢ axioma A2 (14) ez patisfelto gquans

do

57 p(e,n) = 8 () +al, () , onde ()

-
& eonvexs e

Bete caso inclui o da fungao p(«, ) definida em
(49), (50), pois em (50) 6(x) ¢ particularizada, na Form

ma (54)%

Para mostrar o axioma A2 para (48) precisamos inie

cialmente do seguinte

A funggo ‘P H Y —> 3 s definida en (15) e

convexs en Rqe
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Demonstracao

Notanos inieislmente ques
‘f(bd) 2 wade { 50" (@), ({9“ (ﬁf)j s onde
Foram definidos oen 4.T=f ¢ 4,lwb,

Mostramos em 4.IT=8 e 4.1I=11 que EP“ e %A

td
j2 1

s L4 rd . o
s80 conmvexas, Ja gue o maximo de fungles convexas é CONVEXo
(ver ref, [?] s Pag. 61), ¢ convexa,
60 Peoremns

seja  pla,a) = Ox)+n Ii (¢) , como definida

em (51) acima,

Entao, vale ¢ axioma A2 4 ou seja

(J)(C R‘q', compac*bo)(ﬂaa €R") teis oue

(4?‘1%)}70) «, € X s onde

Plen,n) = nf pletn) = anin p(a,n)
<€RY we R
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Denongtracacs:

Ld L4 .
Nogsa demongitracao consigtira 4o seguintes

a) Escolher um compacto X 4 dado por uma Vigie

nhanca fechada da origem de rd ;s tal que

i

X contenha a res=
Lo d L d . -
giao de pontos viavels P

b) Determinar um valor 'z, %tal que para todos oz
pontes o da Ffronteira de X

(¥n 3 n,) p (e, n) > b (o, n)

¢) Mostrar, usando a convexidade de ©(x) , que

(#r3z o) (¥er?) (ce £ X = p(«,2) > Ia(o,n))

‘-p Ea BN g
d) Deduzir, de (b) e (c) que o infimo de

P(d,/z}

&
com N3N, ¢y como X € COMw

I » b >
egtara obrigatoriamente em X
pactoy

(fn@ pla,n) = :ng P(d,n) = win
adeR? € X Ler?

p(, »)

Vemos seguir os pascos (a) & (a) scinasz

@
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a) Pelo lema (23), o conjunto
61 £ 2 {oé | Pe) -1 <O} ¢ compactos
Seja eniao

A
[l = auax]e| g cuja existoncia ¢ garane
XeF

tida por T ger compacto.

Tomemos agora

62 K>l , kert
E vamos defindir
63 xi{oéefe“lloll\<k} y uma Vizie

nhange Techads da origem,

b) Vamos agora procurar N,

Preliminarmente, note=ge que

Po) =0 < 1L

[#3}
L

0e F s poi

Tt
@
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65 pco,n) = 6(0)+ nL,(0) = (o)
pois pela definicao de Ly () (veja (58) ), e por (64),
L (o) = 0O
Vamos definir o frondteiva de X  ocomos
66 X = {"éeﬁgl I =k} 3 compacto
Para ohter o valor de 1x, ¢ tomenos
67 0() = win @ («) s a exlsténcia do

o€ X . ,
ninimo e garantim

—

da por (66) ¢ pela continuidasde de @

68 P(Z) -1 = win (P)-1)

olex

. £ s P s e 4 7
¢ minime existe, pods e continua ¢ X € come

LR

. ~ — e
pactos Como XEX => oL ¢ F s pode~se egcrever

69 P(x)-1 >0 , por definicao de T (veja

(61) ).
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Definindo agora

$
TO na é[é(oj" 5(82) 4,_1 ’
P2) -1

rodemos escrever

(¥ 220 ) (¥ € X)

71 G(c) w0 (Pet)=t) > 6&0) + Ao (PW]-1)

pois n 2se , Yl<)-1 >0

> Gl o (Bl (2) +t)(‘P(«’)~i) ,
PE)-4

substituindo (70) em (71)

Pw)- 1
P) -1

> &)+ (6e0)-5(&)]
e, entrando com (68) , (¥« €X) (‘,0(0&)~L 2 p(2) ~1} ,

>BOlke)+ §o) -~ 6(2)
entrando agora com (56), (¥x& ¥) O() - §()z0

:} O (o)

De (71), usando (65), deduzmse que
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72 (¥ 20,) (¥ e %) p (<,
o que complets o passo (L) da demonsiragzo.
nar os pontos of Lfove de X o

T3 Observe=ge primeiraments que

. .
¢ convexa, no n y Dolgmg

e P@) ¢ convexa poxr {59)

6 ()

110

(‘V/L Bﬂo} P(d,)'l)

I—L () = weax iO, (P(O()-ij

P(c(,n) = ) +an Zi (<)

Tomando agora um ponto gualguer x’é X g & reta

gue une a origen de rY

a

ol cruza X

(Zr, osxs1)

o 2,0 + (1-2)

Pela convexidade de p (s, n)

em um ponito o e

, N2 e

74 F(&,n) € Aplo,n) + (4-2) ple,n)

Usando (72),

p(,n) > p(o,n)

4
e obtem-ge de

(74)
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55111
plo,n) < X p(o,n) + (1-2) p(a, 2)
(4-X) ple,n) ¢ (1-A) pa) ¢ como 1-4 20 |
75 plel n) > plo, n)
Cem o resultado (75), podemos passar ac passo (d)s
d) reeserevendo o rvesultado (75), obtemos
76 (% r 27, (#x ¢ x) p,n) > plo,n)

v De {76), ¢ do fato de que O € X deduzmse que ¥aypn,

o ponto €, fal que

F(d"; h) ® :"P‘ P(d'h) pertence a X e
AeR¥
como X & compacto,
P (2a, n) = win p (%, n)

3 5 O gue prova o
e R

teorema,
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[

Py - -~
Secao IV « Conglugoes

[y 7 * L - 1
77 Mostramos portanto que o metodo de penslidades, u~

£ o o . 0}
gando & funcao pensalidade L 3 R? —» % definido em (49)i

2

conglbitul um algoritmo convergente, degde que o problema ao
gual & aplicado tenha uma regi%o de pontos viaveis nao vazia,
De fato, se esta regido ndo for vazia, vale o axioma A0 (12),
Mostramos gque vale o axioma Al (13) pelo lema (47) e que vae
le o axioma A2 (14) pelo teorema (60), Sendo satisfeitos
A0, Al, A2, o slgoritmo de penalidades converge, pelo teow

rema (15),

‘?8 Penalizando o vinculo (P(d)'i €0 con = funggs
+ ¢ .
L, («¢) = ([-‘P("() "1] ) s prova=se facile

F .
mente que valem tembem os axiomas Al e A2 .,

79 F¥a definicao da Tuncho penalidade em (49), a fungéo
L,: R'M — R que penaliza as restrigles h(«) =0
definida em (42) aparece com um expoente k,€ {4,2} ¢ A uti-
1izacso do expoents K,= 2 Dbem como o ugo da fungao Lz de=
rinida em (78) para penalizar os vinculos de desigualdade, po=

-~ . ”~ - ~
de gser mals conveniente, devido a "suavizagao® da fungao F(agn)

fys)
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na fronteira do conjunto de pontos viavei s.

80 Fedewsgs propor um outro procesgo pers a busca de

I'd . . ’
pontos de otimo de P43 penalizamese somente os vinevlos de

” . o ~ "N

desigualdade ‘P(oc') -1 §£0 ; realizando a otimizacao sobre

N - . . A —_
pontos pertencentes a variedade linear 2Ly + by a = (O

° & hid b v L3 d

A sub=otinmizagao gobre variedades lineares esta estudade na
rels [lO], pagse 180, 186, Ndo desenvolveremos este tipo de

algoritmos,.

8l Como & gvidente; a aplicagao do método de pena=
lidades nao transforma o problema de otimizacso em um pPro-
hlema gimples: temesge ainda que minimigar g funggc 19G%Jnf},
a cada passo do algoritmo. Isto em geral nao & féeil, polg
este fungao inelui P(«) , uma fungdo néo diferencidvel, mé
todog como o de variacgo ciclioarde coordenadas, apresentado
em Llo] , pag. 111, podem ser uteis, mas a convergencia sers
lents e o processo trabalhoso. O resulizdos obtidos no cani
tulo anterior sugerem a construgan de um metodo de diregoes
vidveis para resolver o subproblema de minimizagao de F@ﬂﬂfL

-~ 4 s -
Tambom este ponto nao sera desenvolvido nesta tese.
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CADPITUILO 6
corcecLusgsdns

P

- ”~
Gragas a adeguacao dog metodos de pProgramacac Mi—
A . *
tematlica ao uso de cormputadores, nmuito trabalho temese desens

[ i >
volvido neste campo, nos ultimos anos.

Mostramos neste trabalho que uma clasgse de proe-

A -
blemas de controle pode ser reformulads em térmos de problee
~ T3 > hing - L3
nag de programagacy de dimensaoc Tinita, desde gue algumag
. . o~ . . ~ . ' a
gimplificagoes sejon Teltas gobre as enidradag admigniveis

aos sigtemag congliderades. Zsgtas gimplificagoes nao consige
N "~
tem em uma dilgev tlz&cao no tempo, mas na expansao 4dosg CONe

hats £

" . . 5] o
troles em goma Tinita de funcoes olementares dadasg.

o

3 "~
Pars os tipos de problemas de contyrole tratados

.

. . o oo
agul, ou seja, problemas com tempo minimo e energia minina,

oz problemag de programagaoc obiidos sao relativamente sine

=

-

ples, aguando comparados em complexidade mos prohle

pe]

origi=-

v‘)

. ~ I'd .
naig de contrele, e apresentam algumag caracteristicas espe-

cialmente interessantess

= um sumento na conplexidade dos sigtemas tratados



nao acarrelba um aumenito essencial na comonlexida.
de do problems de programegaoc obiido, As dificul
dadey malores concentram-ge na sgolugac dos PIUOw

»

o Ld . ”~
Lo sistemas, 0 que e incvitavel,

d
u.

A complexidade do problems de programag%o matemé

rd
palmente com o numero de fune

Jote
D
ol
o
=
1]
0
[¢]
[
el
-
’5
?.Jn

goes elementares utilizadas para aproximar os

”~ » . g
controles. Bm contrapartida, um aumento criterio

~

g0 do comprimento da expansao usgada para aproXie
~ o -~
nar os controlesy, leve a aproximagoes cada vesz
~ ~
melhores da fungao controle aque resolve o proble

~ d . s
ma de controle otinmo.

~
{

0 tipo de funcgoes elementares ugadas em probles
mas de energia winima também nao tem em geral
grande imfluénela sObre a complexidade do trata-
nento, Isto se deve a sgex neéesséria em geral
uma iniegraggo numerica destas fungges, para
construir a matriz F (veja 1,IV), o que nio

depende muito fortemente do tipo de fungoes v

115
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