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SUMARTIO

No capitulo I estao expostos os conceitos fundamentais re-
lativos ao método direto de Liapunov, bem come estao enunciados os princi
pais teoremas referentes ao mesmo.

No capitulo II & feita a correspondéncia "conjunto de matri
zés 2 X 2,reals simétricas —» espago euclidiano tridimensional" que per-
 mitird, no capitulo TII, a definicao do "cone das formas quadraticas de
'Liapunov associadas a um sistema linear", cam o qual enunciaremos os teore

mas do capitulo I em uma linguagem geométrica.

O capitulo IV contém algumas aplicacces desta linguagem a
exposicao e solucao de algumas questoes particulares.

Os apendices ao corpo do trabalho sio dois:
Apéndice I - em que estao reproduzidos e discutidos os pro
gramas do computador IBM 1130 usados para o estudo da "flexibilidade na es

colha de uma forma quadratica de Liapunov."

Apéndice II - em que & demonstrado um teorema de geometria,

correspondente a um dos teoremas de Liapunov.



capiTULO I

GENERALIDADES

1.1 - NOTAS;EO:

- No que seque, os vetores serao representados por letras lati
nas miniGsculas sublinhadas, as matrizes quadradas por letras latinas maifis-
culas sublinhadas, os conjuntos de vetores ou de matrizes por letras lati -
nas mailisculas manuscritas, os operadores por letras latinas mailsculas ma-
nuscritas sublinhadas e os subconjuntos do espago euclidiano tridimensional
por letras gregas mailsculas.

Nas equagoes da gecmetria analitica, procuraremos, sempre
que possivel, seguir a notacao de Bell*,

1.2 - ESTABILIDADE DA SOLUCAO TRIVIAL DE UM SISTFMA DE EQUA-
COES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM AUTCNOMO:

¥

O sistema a ser estudado & do tipo:

x=£ ()
x (t) =x (1.1)
£ =0

) ~ k&

onde f(x) satisfaz as condicoes de Cauchy-Lipschitz ', garan
tindo. a existéncia e a unicidade das solugoes de (1.1).

A cada X, corresponde um ponto no espago euclidiano n—dimen-
sional Eﬁ (espaco de estado) e a cada soluggo’gjt; Xy to} do sistema (1.1)

*

(6]
**[9-] r B 68



corresponde uma curva parametrizada  cujos pontos tém coordenadas
X = k(t, X to) k=1,2...n

 chamada trajetoria de (1.1).

"Quando as coordenadas xk(t, X to) forem definidas apenas pa
rat » t  a curva correspondente sera chamada semi-trajetoria.

“ Quando %= cte., k=1, 2 ... n, para qualquer t, a curva fica
reduzida a um ponto e recebe o nome de singularidade ou ponto de equilibrio.

A solugao trivial de (1.1) & dita estével no sentido de Liapu
nov se para todo t, e todo ¢ > 0 existir um G(to,e ) tal que:

Hx Il <8 > [lxter x5t )] <t

Se, além disto

.lJm x(t; o tc) =0 X_OEQCE.n t
t> 4+

W
o

a solucao e”dita assintSticamente estdvel e @ é chamado dominio de atracdo
dex=0. '

A solugao x = 0 , de (1.1), & dita campletamente instavel se

existir um  e>0 com a seguinte propriedade: apos um intervalo de tempo fi-
nito, toda trajetdria x(t; x_, t ) atinge a hiperesfera |x|| = ¢ para

0<|x, [l< e (u(e

. * o
15 X5 t ) = e para alqm ;3 t_ )

.

1.3 - FUNCOES DEFINIDAS:

- ') s ! .
Diremos que uma fungao V(x)eC; & definida positiva(negativa )

quando:

* [2] , pg. 9



1) V(x) >0 (<0) x#0
ii)vix) =0 x=0

De uma forma analoga, quando |

D Vi 30060 x#£0

%

l

i) V(x) =0  x=

o

4€

. dizemos éue V(x) & semi-definida positiva (negativa)

1.4 - METODO DIRETO DE LIAPUNOV

. .
. 1.4-1) Teorema (Liapunov)

Dado o sistema (1.1), se existir uma fungao V(x) definida

positiva (negativa) tal que

i) v _ grad v, £ (x)> seja definida negativa (positiva)
dt :
ii) lin VE@=+* (- )

[x || + =

entao a solucao trivial de (1.1) & assintOticamente estavel e seu dominio de
atragao € todo o espago En '

. *k
1.4-2) Teorema (Liapunov)

Dado o sistema linear

=ax (L)

(E

* .
(1] pg. 261, 2 pg 15
%k
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se (1.2) for assintoticamente estavel, entdo a cada forma quadratica

gijxixj = <_}S_I§_ X >,

o~
[l o B

definida positiva (negativa) corresponde outra forma quadratica <x, K x>
definida positiva (negativa), tal que

A'K+KA=-G (1.3)

*
1.4-3) Teorema (Liapunov)

Dado o sistema (1.1), se existir uma fungao V(x) definida
positiva (negativa) tal que

i) dV = <«grad v, £(x)>
dt

i) lim V(®)= + o(= =)
x| »=

entdo x = 0 ‘& completamente instavel.

*k
1.4-4) Teorema (Liapunov)

Dado o sistema (1.2), se o mesmo for ‘completamentg; 1instavel
" (ou, o que € equivalente, se os autovetores de A tiverem parte real positi
va) , a cada forma quadratica < X, G x > definida positiva (negativa) corres
ponde uma outra forma quadratica < x, K x > definida negativa (positiva),
tal que ’ ' '

AK+KA=-G

*[1]pg. 262, 2 pg. 19
**x[1]



caPpITULO .II

O CONE DAS MATRIZES DEFINIDAS

2.1) CONVENGOES:

Designaremos pox

1 . - . *
S) o conjunto das matrizes 2 x 2 simetricas

sf(s[) o conjunto das matrizes 2 x 2 simétricas definidas
positivas (negativas) ) |
V3 . 0 conjunto das matrizes 3 x 1 (matrizes coluna)

D, o conjunto das matrizes 2 x 2 diagonais

2.2) PROPOSICAO:

S, & isomorfo a Ej.

Com efeito, a aplicagao bijetora 1 que associa a cada

g11 g12
G= € Sy
gi12 922
um

911
g = | 922 e Vg

912

€ um isomorfismo,
.0 vetor g define, no eséa(;o E3 , um ponto de coordenadas
gd11r 922+ 912 -

Por conseguinte, a cada matriz G pode ser associado um ponto

i

* As matrizes sao definidas no Corpo real.



g11s 922+ 912 © & cada matriz K, definida por (1.3) pode ser associado ou

k tro pOI’ltO k_lll kgz, ;kIZ‘

Para maior facilidade de manipulagao designaremos as coor-
denadas g1, 922+ 912{k11+ koo, ky2) pOr %, y, z. Desta foma, tambemman
teremos a notagao de [6] . :

¥

2.3) DEFINICAO DO CONE DAS MATRIZES DEFINIDAS:

2.3-1) Tecrema

O conjunto S'; define no E3 , via 1, 0 interior de uma das
folhas de um cone solido = , a qual s‘imbo%izaremos por =*, Desta forma,
as matrizes G >0 determinam o interior ‘=‘+, de a’*', Analogamente, o con

; 0
junto das matrizes G < 0 determina o interior = da outra folha.

Com efeito, para que G seja semi-definida pos:.tlva, € ne-
cessarlo e suficiente que

. *

911 3 0(g22 3 0) (2.1a), (2.1b)

2
911922 = 912 > 0 (2.2)

ou no E3
x30(z30 (2.3a), (2.3b)
2

xy ~2 30
Para que G seja definida positiva, & necessirio e suficien

te que

x>0 (y > 0 ' (2.52), (2.50)"

* (5] wo1 I,pg. 66



'90

xy = 22 >0 (2.6)

Quando G nao for estritamente definida} pelo menos uma das
relacces (2.3a), (2.3b) .ou (2.4) devera apresentar um sinal de igualdade.

A relagao (2.4) define uma quadrica 9 = , bem como seus
pontos interiores, e as relacoes (2.5a) e (2.5b) definem um quadrante no

E3a

., %
Podemos classificar a quadrica , observando que

1G5y 2y =22 L e p?_Lx-y)f =20

] . - *k
ou seja, que 9 = e un cone .

it

As retas principais de 3 = sao definidas pelos agtovetores

.da'matriz
0] 1/2 0
1/2 0 0 o
0 0 -1
que sao
0 L1 1
0 1 -1
1 0 0

. As equacoes das retas sao, portanto

'Y1:X=0y=0
Yo: x>y z=0

y3: x=~y 2 =10

"% [7], pg. 566
**[7]
*% [6]pg. 212



10. .

carpfTuLoO III

INTERPRETACAO GEOMETRICA DA TRANSFORMACAO DE LIAPUNOV

3.1) RESTRICOES E COLOCACAO DO PROBLEMA:

Nosso estude ficara restrito acs sistemas de segunda ordem
associados a equacao diferencial escalar

L

c + ac +8g = (3.1)

ou seja, a sistemas do tipo

;{l - 0 1 X
= . (3@2)
X9 -8B -0 Xa

Pelas sequintes razoes:

a) Scmente os sistemas de segunda ordem estao associados, via 1 , ao espa-
¢o euclidiano tridimensional (um sistema de terceira ordem estaria asso

ciado ao Eg ).

b) Para as finalidades a que se propoe o presente estudo, a restricao adi-
cional (3.2) nao é critica, levando, além disto, a expressoes mais fa -

cilmente manipulaveis.

Vimos no capitulo II que a imagem do conjunto SZUSZ , Via

~ - . . _ - %
a transformagao 1, € o interior E de umcone = == U = . Por outro

- ~ K .
- lado, sabemos que a relagao (1.3), dentro de certas condigoes , associa

a cada matriz G definida positiva (neéativa) uma e uma Gnica matriz K.

* [2] pg 26
Ad, pgy. 81

\
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{ sera definida positiva (negativa) se os autovalores de A tiverem parte real
negativa e sera definida negativa (positiva) se os autovalores de A tiverem

parte real positiva.

Note-se que o espago E,, em que vamos representar os siste-
mas (3.2), nao € da mesma natureza que O espago que utilizaremos para a re |
presentagao das matrizes 2 x 2 simétricas. No entanto a todo ponto do espa
g6 By tafinide por i vetsr W eV pedeios asscelar tn ponts 68 By determis
nado pela matriz w>< w .

Feitas as restrigoes, a transformagao (1.3) assume -a forma

0 -8l | k;1 ki2 ki1 kia 0 1 =g11 =912
+ » . = (3&5)
1l -o kKi2 kool ' (K12 k22 -B =0 ‘=g12 =922
ou
g11 0 0 28 k1)
g22 = 0 20. "2. k22 ‘ (3.6)
diz - -1 B . o k2
cuja inversa &
(k1] (e, L 8. 1]  [an]
28 2o 2
ka2 | = 1 1 0 922 (37)
20.8 . 20 A
Ki2 1 0 0 di2
L J L 28 ' - _ R
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Examinemos as condigoes nas quais um autovetor de M —A , inte-

. R +
rior a * =, @ mapeado em outro vetor interior a =

Para que isto aconteca & necessario que, além de o autovetor

: + : : -
astar contido em =, o autovalor associado ao mesmo seja positivo. (Se o
autovalor associado for negativo, o autovetor sera mapeado na outra folha).

i) Estudo dos sinais dos autovalores reais de MA . (a2 > 4B )

A

[+

Ay ot Yal- 4B "

o
48

A3_ o~ o2- 4B
48

'a)Se a>0 8>0 '(sistema assintoticamente estavel)
A1> 0 iz >0 A3 >0
bf Se aox 0 B >0 ( sistemaicompletamente instavel)
A< 0 Ag <0 .As <0
c) Se a>0 B <O
A 50 A <0 A3 >0
‘d) Se a<0 B<O

N<O Ay X0 A3 >0
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ii) Estudo da localizacao dos autovetores de M,

Os autovetores x; , X , X3 de b_qA ¢+ associados respectivamente a AjAsij
sao - '
28 afa + 02— 48)~ 28 , alo- oP- 4p)~ 28
;&Efi 2 X2 = | 2 v £y = : 2
o '_ a+a-48 , a - ol - 48
Em relagao ao cone 3% :
a) X) € = se a?<4B (A A3 complexos conjugados)
b) Sempre que 02348 (A, A3 reais)
Xo X 3 €908
pois

X1 sz"xfz3 =0 (k=1,2

c) Quando o2= 48 oOs vetores X; Xp X3 Sao confundidos e

pertencem a fronteira de = .

3.2) PROPOSICOES RELACIONADAS COM A TRANSFORMACAO DE LIAPUNOV:

3.2~-1) Teorema

O conjunto de matrlzes K G), onde A € fixa e G varia em

- %A.‘
S, U S, , define o interior T de umcone 93T .

Com efeito, de (2.7) e (3.6) resulta

i

bo(x, v, 2) = ¢1(2R2, 20y = 22, By + 0z - X)
= - (x2 + B2y? +(0? + 48)z - 2Bxy - 208yz — 2uxz)= 0 (3.2-1)
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Como

2 2
=02 (x,y,2)= (x - By - az) + 4B(z _o¥) - a2B%y? (3.2-2)
2
*

5T € u cone ., -

Apesar de nao conhecermos as expressoes algébricas dos eixos
do cone 3T , podemos estabelecer as seguintes proposigoes:

3.2-2) Proposicao

O cone 3T , definido por (3.2-1), & tangente ao plano z=0,
qualsquer que sejam o, B finitos e nao nulos.

Com efeito, fazendo z = 0, em (3.2-1), obtemos a equagéo'-
Xx=8y

da geratriz na qual 9T & tangente a z = 0.

Quando B8 > 0 esta geratriz & interior a ; € quando B8<0 ,

nao. .

3.2-3) Teorema

Quando - a23 48(h,, A3 reais) os cones 3T e o= sao. tangen
tes, e as geratrizes comuns sao os autovetores de MA . .

Quando 02<4B , os cones .3T e 9= nao tem geratriz comum.

A demonstracao esta no apendice II.

* [71 pg. 566



3.2-4) Corolario

Quando B < 0, o interior de

tem nénhum ponto comum.

a)
b)

c)

No caso de § ser positivo, temos trés possibilidades:

-

e neste caso, a folha =t g mapeada num subconjunto de
e neste caso, a folha =t & mapeada num subconjunto de

. fiste caso sera examinado no cap. IV

15,

e o interior d¢ T nao
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capiTuLo 1Iv

APLICACOES

4.1) EXISTENCIA DA TRANSFORMADA DE LIAPUNOV:

A equagio

ARK+KA=~-G

tem uma e, uma tnica solucao, se a sama de dois autovalores distir};:.os. ou nao
de A for diferente de zero.

Qual o significado geométrico desta condigao ? Ow'melhor,
qual o significado geométrico do ndo cumprimento desta condicdo ?

"No caso em estudo, os autovalores de A sao:

Al (-a + al = 48)

2
Ao_ 1 (=o + ‘02 - 48)

2
Vemosque}\i+)\j=0 i, =1, 2
S&rentequando a=0 ou B=20,"

Mostraremos que, neste caso, o cone 97T degenera.
Com efeito

a) Quando o =0 a equagao (32~1) assume a forma
2 2
(x ~ By) + 4Bz =0

Se B > 0(3.2-2) representa a reta

x.=ABy z=0
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‘Se B < 0 (3.2-2 representa os dois planos )

X-By+2 /< z'=0
e
XK=By =2/ z=0

b) Quando B8 = 0a equagao (3.2-1) assume a forma
x—-0z=0
O cone também degenera se

a) 04 = o ]
Com efeito, dividindo ambos os membros de (3.2-1) por az e

fazendo o+ , temos

Dividindo (3.2-1) por B2 e fazendo B + » temos

Vemos, portanto que nos casos acima o interior do cone = &

mapeado no conjunto vazio.

4.2) ESTUDO DAS FUNCOES DF LIAPUNOV DO TIPO "FORMA QUADRATI-
CA" ASSOCIADAS A UM SISTEMA REGULADOR LINEAR:

O sistema a ser estudado & o apresentado na figura 4.1

Y

5:0 #+ o~ . -
r‘—@ re /4 Z C/y‘ . ; >
(L)

Fig. 4.1
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onde

Gl 1
S2 + oS 48

e admite uma representagao no espago de estado

X=2ax

onde
X1 0 1 0
X= A= +k [ 1 o]
X5 -B -0 1
3 Xl
o=[-1 0]
X2
Os parametros o e B + k definem uma familia de cones

3T (a, B + k)
Se fixarmos o = a teremos uma familia de cones 3.'1.'4(“0'3 +-k)

Analogamente, se fixarmos B + k = B+ k, teremos uma familia
de cones 9T(a, BO + ko ).

» Sabemos, através dos teoremas de Liapunov, que uma condicao su
ficiente para que I seja assintoticamente estivel € que exista uma funcao

de Liapunov representivel por uma forma quadratica < x, Rx >>0,A' associada a I

Surgem ent3o as seguintes questoes:

a) Uma vez fixados o é B , dentro de que limites pode variar k, de maneira
a 5Z permanecer sempre associado a mesta forma quadratica de Liapunov ?
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b) Uma vez fixados B e k, dentro de que limites pode variar o , de maneira :

a I permanecer sempre associado a mesma forma quadritica de Liapunov ?

Qual a interpretacio geométrica destas limitagoes ?

4.2-1) Reésposta a Questao a)

Cada par de valores a e B+k define um conjunto de fuhgaes de
Liapunov < x, Kx > associadas a I , cada qual, por sua vez determinando
un cone 4 9T(a, B +Kk) no Ez .

Se fixarmos o e B e variarmos k, a variacao de k correspon

dera uma deformagao continua de 3T(a, B + k).
Mais especificamente, fazendo k = kor existe um ki (kp) tal
que os cones 3T(a, B +k; ) e 9T(a, B + ko ) ( 3T(a,B + ky) e 3T(a,B + ko))

sao tangentes.

Neste caso, para um k'; tal que kp < k'; ¢ k (k'; tal que
k,<k'p <k; ) osistema I, para k'iskgk (k <k <k'p ) esté asso-
ciado a uma fungao de Liapunov, e esta fungao é determinada por um ponto qual-~
quer da intersecao dos interiores de  3T(a, B + k';) e 3T(a, B + ké)
(3T(a, B+k_ ) edT(a, 8+k's))

Na figura 4.3 temos uma ‘idéia qualitativa do que acontece.

4.2-2) Solucao da questao b)

Para um dado valor de ( B+ k) todos os cones 9T(a, 8 + k) sao
tangentes entre si na reta x = (B + k)y, z = 0 (excetuando~-se , naturaimente

os casos de degenerescéncia), conforme ilustrado na fig. 4.4,

t
i
'

i

Quaisquer que sejam o) e ag , valores finitos e nao nulos de

0, existe um ponto comum aos interiores de todos os cones 9T( o, B + ki
(01< @ < ap) e portanto, para os mesmos valores de o , uma fungao de Liapunov,
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dada pelo ponto, associada a © .
Na figura 4.4 representamos isto qualitativamente.

Para formar una idéia quantitativa piecisa » mostramos as figu
ras 4.5 @ 4.9 os cones 3T e 3% . seccionados pelo plano n = 1 e prejeta
‘dos sObre o plano n = 0 para alguns valores de o« e B +k,

“Introduzimos, com a finalidade de obter uma melhor projegao
das segoes dos cones, uma rotagao do sistema de coordenadas, dada por:

vm
"

: -1 -1
cos (tg (1) )x+sen (tg - (1) )y
, p+k O pk

1 ’ 1
n=-sen (kg (1) )x+cos (tg ( 1))y
B+k | B+k






U

Fig. 4.5
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.Fig. 4.6



: Fig. 4.7

24,



25,

Figc 4.8



Fig.

4.9
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4.3) ESTUDO DAS FUNCOES DE LIAPUNOV DO TIPO "FORMA QUADRATI-
CA MATS INTEGRAL" ASSOCIADAS A UM SISTEMA REGULADOR NAO LINEAR.

Examinaremos um caso particular do sistema (!), estudado em
Aizerman e Gantmacher¥*,

Os autores demonstram gue a fungde de Liapunov

2 R

. - g *k
V) = E,§>)+BIO¢.(o)do

Lyts

cuja derivada é

2 A .
Vv, = =(Vro (o) - <u, x > = 1¢(0) (o= ¢ (0) )

assegura a estabilidade absoluta de (!).
Considerando que:
a) Emo=0o0 segundo térmo de V) se anula

” - : 2 ~ - . » . . - .
b) A forma guadratica (x u, X >) nao e definida positiva (e apenas semi-de-~

finida positiva) .
Surge-a seguinte pergunta:

Quais as restrigoes que deve sofrer o vetor u para que a fun-' -

¢3o V, seja definida ? Qual a interpretacio geomdtrica desta restrigdo-?

Nosso sistema esta representado na figura 4.2

520@ o /(ﬂ@.,f_ 7 ;'m =

*[3] pg. 153, teorema II Fig. 4.2

** 0 vetor u € definido pelos aa no decorrer da demonstragao do teorema.



onde

G(s)== .l ‘ 0 < ¢(o) <k
g2 + g8 + B o

Neste caso, a fungao V; &

28,

= 2 - 0

Vi ‘Eé ( (uyx; + u2X2)‘ ) + 8 fO ¢ (o)do

ou

= .0

Vi = '1"'1_\,< X, Mx > + B fo¢(o)do

com
M= u><u

o ‘
o conjuntoodas matrizes M define a fronteira de = . Como T & sempre in-
«terior a = , o Unico caso em que

La

(< x, Mx >)

podera ser semi-definida, sera quando

2
o
.2
)

| 1iup

-

for unm autovetor de I\_/I_é .

Neste caso V) se anulard ha intersegao das retas
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< > = = =
u, X 0 e o=0,¢ (o) =0
e V) nao sera uma funcao de Liapunov.

A coincidencia ocorre quando

=
!
\e
i
s
!
Is
u

. 2 i L 7z -

Como, por outro lado u; e U, S&0 ortogonais aos autoveto-

res de A , podemos afirmar:

A funcao vy nao serd uma fungao de Liapunov quando fOr ortogo
nal a um dos autovetores de A. |
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CONCLUSZAKO

Procuramos, neste trabalho, traduzir a linguagem do método -
direts de Tdapirev para a linguagen da geometria analftica. 6 tesrema 3.4.3;
juntamente com ¢ corolario 3.2.4, 530 O equivalente aos teoremas 1.4,2 e !
1.4.4.

As apllcac;oes do metodo geométrico, ficaram, de ce%.r;j:o modo 11
mitadas aos exemplos que consegu:.rros encontrar de aplicacoes da ﬁ:];foprla trans
formmagao de Liapunov, que foram poucos.. Entretanto, o método gedmetrico permi

te-uma desenvoltura razodvel quando se estd trabalhando com as formulagoes do,
“metodo direto.

Continua aberta a questao de existir algum significado fisico
para as fungoes de Liapunov, e o fato de um sistema pérmitir uma flexibilida
" de maior na escolha das formas quadraticas associadas, também, aparentemente
‘ndo leva a nenhuma conclusao quanto ao desempenho do sistema. No entﬁanto, jul
ganos interessante incluir os resultados obtidos num apéndice. |
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APENDICE I

UMA FIGURA DE MERTTO PARA OS SISTEMAS (1.3) ~ O CONE DE ANGUIO SGLIDO MAXTMO.

Fazendo uma mudanga de coordenadas (cartesianas para cilIndr_i_
cas) a equagao de 3T assume a fomma

sen?e cos?6 + p2sen®8 sen?s +(a?+ 4B)cos26 -28 sen?s seny cos¢ -

- 208 sene(d'oose sen¢ ~2 asend cosd cosy = 0 ' (I.1)

Esta expressao resultaria ainda mais simples se (2.2-1) esti

vesse na forma candnica.
A2 + Aoy2 ~r3z2 = 0
caso em que (I-1) assumiria a forma
A1 sen?9 cos?6 + Azséﬁze sen?p —Agcoszé =0

donde a expressao para o angulo solido maximo

1/,

A1c0s2¢ + Ap sen?
1 ]_S¢ ‘25 ¢\ d¢ )

. =M -
MS.X Q (Uor B) Ma}{ 2( kil fO ( — )
o8 o,B A1cos2¢ +Agsen?g-xg

Os valores de o« e B para os quais @ & maximo, que foram
encontrados com o auxilio do computador IBM 1130 (ver paginas seguintes),
"determinam um sistema (3.2) para o qual.a escolha de uma fungao de Liapunov
do tipo forma quadratica é "mais flexivel".



// JOB
// FOR
#LIST LOURCE PROGRAM
#ONE WORD INTEGERS
FUNCTION FINTA (X)
COMMON ALAML1 s ALAM2yALAM3 :
C*(ALAMI*(COS(X))**2+ALAM2*(SIN(X))**2)
D=SLRT(C)
B=SQRT (C~ALAM3)
FINTA=D/T
RETURN
END

FEATURES SUPPORTED
ONE WORD INTEGERS

COR™ REQUIREMENTS FOR FINTA
COMMON 6 VARIABLES 10 PROGRAM 54

“END OF COMEIILATION



// Jor

// FCR

*LIST SCJRCE PROGRAM

#ONE WOPD INTEGERS

: "~ FUNCTION OMEGA (ALFASBETA)
EXTERNAL FINTA |
DIMENSION A(6)sR{343)
COMMON ALAM1sALAM2yALAM3

TA(1)=1,.
A(2)==RETA
A(3)=BFTA%*%2
Ala)==ALFA

A(5)==ALFA¥BETA
AL6)=/LFA®KZ2+4 ¢ #BETA
" CALL EIGEN (A9R9340)
CALL ELUD(ALAMIA(1))
CALL ELUD(ALAMZ9A(3))
CALL ELUDCALAM3A(6))
PI=36141592653

CALL SMPSN(FTNTA,dooPI9001E“d4950’511959N¢IER)

ANGLEz2e#(PI=§"
OMEGA=ANCLE
RETURN

END

FEATURES SUPPORTED
ONE WCKD INTEGERS

CORE .REQUIREMENTS FOR OMEGA
CO*AMON 6 MARIABLES 50

"END OF COMPILATION

PROGRAM.

152
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// JOBR 35,
/7 FOR _
#LIST SOURCE PROAMRAM
#ONE WORD INTEGERS
#10CS(CARDY1132PRINTER)
C CALCULN DO ANGULO SOLIDO MAXIMO
C PROGRAMADOR DEMETRIOQ COPPE 1967
’ EXTERMAL OMEGA
DIMENSION V{11)sVAL(3)
COMMON ALAM1 sALAM2 s ALAM3
. READ(2s1}V
1 FORMAT(B(1XsF3el) s2X9Fl04832(1XsF361))
CALL PATSE(OMEGAsVsVAL200sKI)
WRITE(34+3) ‘
WRITE(292) VAL :
3 FORMATI(/////7/74X"ANGULO SOLIDO MAXIMO')
2 FORMAT(/////4X ALFA = '"F745/4X'BETA = 'FT745 -
L/4XYOMEGA = 1F745)
CALL EXIT
END

’

FEATURES SUPPORTED
- ONE WORD INTEGERS
10CS

CORE REQUIREMENTS FOR '
COMMON 6 VARIABLES 30 PROGRAM 108

END OF COMPILATION



ANGULO SOLIDO MAXIMO

ALFA a 2,80000

BETA = 1400000
OMEGA = 0479693

36.
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APENDICE 1II

DEMONSTRACAO DO TEOREMA 3.2-3

a2 3 48

Sabemos que, quando o? 3 48 (A, e A3 reais), os cones ¥z e
3T tém duas geratrizes comuns. Para provar que os cones sao tangentes, pro
varemos que o'plano tangente ao cone 3= numa das geratrizes comuns coinci

de ¢om o plano tangente a 3T , outro cone na mesma geratriz.

Com efeito, a equacao do plano tangente a 3= na reta

X =¥ = Z

(ot Ya2-4 )= 28 2 o+ /a? - 48
:

?i)i 2 + .B_‘E.) y + _'ai)_l_) z=0

X P0 oy 9z
onde

P=( alot ‘a2-4B) - 28 2 ot "a2-48)
ou seja

i /. f——
2x + (ala + "a?-48) -28 )y - 2( ot 0‘2'48)2 =0

(II-1.1)

Analogamente, o plano tangente a 3T na mesma reta é

’

*[7), pg. 545
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~88x = (480 (a0 + "a?-4B)- 882)y + 8B(a + 'a2-4B) z =0 (II-1-2)

A proporcionalidade entre os coeficientes de (II.1-l) e de

(I1-1.2) mostra~nos que ambog 0S planos coincidem.

No caso de outra geratriz comum a 9T e a 3= , a demons-
tracao é analoga.

a? < 4R

O cone 3% tem uma geratriz que coincide com o eixo 0x ,
_e outra que coincide com o eixo Oy. Por sua vez o cone 3% , para o e B
finitos e nao nulos, € tangente ao plano z = 0 na reta x = By. Isto ex—

clui a possibilidade de uma geratriz comim a 3= e a 3T no plano z = 0.,

Seccionando os cones 3= e T por um plano paralelo a
z=0(z=1 por exemplo), obtemos as equagoes de duas cOnicas. Os cones te
rao uma geratriz comm se e somente se as conicas tiverem algum ponto em

comums Além disto, se as conicas forem tangentes, os cones também o serao.

-

A equacdo da secao de 3z pelo plano z =1 &

xy =1 | o (11.2!::1). '
e a segao de 3= pelo mesmo plano &

x2 + p2y2 -2pxy - 2ax - 20fy + (a2 +.4B) =0 (T1.2-2)
Eliminando _ entre (II-2.1) e (II-2.2) temos

x¥ = 20x? +( aZ% 2é)x2 - 20Bx + B2= 0 } (I1.2-3)

que, por meio da transfommagao(de Tschirnhausen)
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&
2
se reduz a
22 1 2 2 _
(x*, 1{28=-02))" =0
2
As raizes de (II.2-3) sao portanto
X| =%y _ o, o? -4
2

X3 = Xy ., O _ a? 48

Quando  a? » 4B os cones sdo tangentes (camo ja havia -
mos visto em 3.2.3.1). ‘ |

Quando  «? < 48 os cones nao tém geratriz comum.





