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1. 

S U M·Ã RI O 

No capítulo I estão expostos os conceitos flll1damentais re

lativos ao método direto de Liapunov, bem ~-~stão ~rrnnciooos os prinº!, 
pais teorems referentes ao mesmo. 

No capítulo II é feita a correspondência "conjunto de matr!_ 

zés 2 x 2, reais s:imétricas ~ espaço euclidiano tridimensional" que per

mi tirá, no capítulo III, a definição do "cone das fonnas quadráticas de 

Liapunov associadas a um sistema linear", cano qual enunciaremos os teore 

mas do capítulo I em uma linguagem geométrica. 

O capítulo IV contém algumas aplicações desta linguagem à 
exposição e solução de algumas questões particulares. 

Os apêndices ao corpo do trabaTho são dois: 

Apêndice I - em que estão reproduzidos e discutidos os pr~ 

gramas do computador IBM 1130 usados para o estudo da "flexibilidade -na es 

colha de ·uma fonna quadrática de Liapunov. 11 

Ar;êndice II - em que é derronstrado um teorema de geanetria, 

correspondente a um dos teoremas de Liapunov. 
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CAP Í TU L. O I 

GENERALIDADES 

1.1 - NorAÇÃO: 

No que segue, os vetores serão representados por letras lat!_ 
nas minúsculas sublinhadas, as matrizes quadradas por letras latinas maiús- ' 

culas sublinhadas, os conjuntos de vetores ou de matrizes por letras lati -

nas mai~culas manuscritas, os operadores por letras latinas maiúsculas ma

nuscritas· sublinhadas e os subconjuntos do espaço euclidiano tridimensional 

por letras gregas maiúsculas. 

Nas equações da geometria analítica, procuraremos, sempre 

que possível, seguir a notação de Bell*. 

t. 2 - ESTABILIDADE DA SOLUÇÃO TRIVIAL DE UM SISTEMA DE EQUA

ÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA ORDEM AtJI'rnCMO: 

O sistema a ser estudado é do tipo: 

X = f (?9 

X (t ) = X 
·- o -o 

(1.1) 

! {.Q_) = o 

** onde f (?f_) satisfaz as condições de Cauchy-Lipschitz ', garél!: 

tindo.a existência e a unicidade das soluções de (1.1). 

A cada !!o corresponde um ponto no espaço euclidiano n-tiimen

sional En (espaço de estado) e a cada solução ~(t; ~, t
0

) do sistema. (1.1) 

* [6] 

** [9] , pg. 6 8 
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corresponde uma curva parametrizada· cujos pontos têm coordenadas 

k=l,2 ••• n 

chamada trajetória de (1.1). 

'Quando as coordenadas xk(t, x, t) foran definidas apenas@ . -o o 
ra t ~ t

0 
a curva correspondente será chamada semi-trajetória. 

/ Quando xk= cte., k=l, 2 ••• n, para qualquer t, a curva fica 

reduzida a um ponto e recebe o nome de singularidade ou ponto de equilÍbrio. 

A solução trivial de (1.1) é dita estável no sentido de Liap~ 

nov se para todo t e todo E> O existir um o(t ,E) tal que: 
-- o o 

Se, além disto 

lim x(t; ~
0

, tJ = O 

t+ + 00 

, t ~- t 
o 

X EílCE 
-o ·n t>t , o 

a solução e~dita assintõticamente estável e íl é chamado domínio de atração 

dex=O. 

A solução ~ = Q_ , de (1.1) , é dita canpletarrente instável se 

existir um E>O com a seguinte propriedade: apÓs um intervalo de tempo fi

nito, tÔda trajetória x ( t, ~ , t
0
J atinge a hiperesfera 11 x 11 = E para 

O<I 1~11< E (~(t
1

; ;;, \
0

) = E pára àlgum t 1:. t
0

) 

,. 

quando: 

* [2] , PJ• 9 

1.3 - FUNÇÕES DEFINIDAS: 

1 

Diremos que uma função V(x)EC 1 é definida r:ositiva(negativa) 



' i) V(x) > O (<O) ~ f .Q_ 

ii)V(x) = 0 X= 0 

De uma fonua análoga, quando 

ii) V(x) = O x=O 

,l 

, dizemos que V(~ é semi-definida fOSitiva (negativa) 

1.4 - MÉTOOO DIRETO DE LIAPUNOV 

* 1. 4-1) Teorema (Liapunov) 

Dado o sistema (1.1), se existir urna função V(x) definida 

positiva (negativa) tal que 

i) dV 
- = < grad V, f (x) > seja definida negativa (positiva) 
dt 

ii) 1:i.m V(x) =. + oo (- oo) 

11~ 11 ~ 00 

4. 

então a solução trivial de ( 1. 1) é assintõticarrente estável e seu danínio de 

atração é todo o espaço E. · . 
n 

** 1. 4-2) Teorema (Liapunov) 

Dado o sistema linear 

x=Ax 

* [1] pg. 261, .2 pg 15 

**[1] 

(1.2) 



se (1.2) fÔr assintÕticamente estável, então a cada fonna quadrática 

nn 
E E g . . x.x. = <~,G ~ > , 
1 1 l.J 1 J 

s. 

definida positiva (negativa) corresponde outra fonna quadrática <~, K x> 

definida positiva (ne.gªtivª), tªl goo 

A'K + K A= --G 
-r-

* 1. 4-3) Teorema (Liapunov) 

(1.3) 

Dado o sistema {1.1), se existir uma função V(.!9 definida 

positiva (negativa) tal que 

i) dV = <grad V, f(x)> 

dt 

ii) lim V (!9 = + "" ( - "") 

11~11 ~ "" 

então ~ = Q. · é completamente instável. 

** 1. 4-4) Teorema (Liapunov) 

Dado o sistema (1. 2) , se o mesmo fÔr; canpletament~! instável 

. (ou, o que é equivalente,. se os autovetçires de ~ tiveren parte teal positi 

va), a cada fonna quadrática<~,~~> definida positiva (negativa) corre~ 

ponde uma outra fonna quadrática<~' K x > definida negativa (:i;ositiva), 

tal que 

A'K + K A= --G 

* [1] pg. 262, 2 pg. 19 

**[il 
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C A P f T U L O . II 

O CONE DAS MATRIZES DEFINIDAS 

2.1) CONVENÇÕES: 

J?esignaremos por 

s2 o conjunto das matrizes 2 'x 2 simétricas* 
+ - ~ s2 (S2 ) o conjunto das matrizes 2 x 2 simetricas definidas 

positivas (negativas) 

v3 o conjunto das matrizes 3 x 1 (matrizes coluna) 

D2 o conjunto das matrizes 2 x 2 diagonais 

2.2) PROPOSIÇÃO: 

s2 é isomorfo a E 3. 

Com efeito, a aplicação bijetora .!.. que associa a cada 

um 

é um isorrorfismo • 

. O vetor 52. define, no espaço E 3 , · um ponto de coordenadas 

g11, g22, g12 • 

Por conseguinte, a cada matriz'G pode ser associado um ponto 

* As matrizes são definidas no Corpo real. 



ª· 

g11, g22, g12 e a cada matriz K, definida por (1.3) pode ser associado o!! 

tro ponto k11, k22, ,k12 • 

Para maior facilidade de manipulação designarerros as coor

denadas gll, g22, g12 (k11, k 22, k1 2) por :x:, y, z. Desta fonna; também man . - .... 
teremos a notação de [_ 6] • 

2.3) DEFINIÇÃO DO CONE DAS MATRIZES DEFINIDAS: 

2.3-1) Teorema 

o conjunto s! define no E 3 , via T, o interior de una das 

fÔlhas de um cone sólido::, a qual simbolizaremos por =+. Desta fonna, 
. . . . . . . º+ + .. 

as matrizes .G.. >0 deternunam o l.nterior = , de = • Analogamente, o con 
o 

junto das ma.trizes §. < O determina o interior = - da outra fÔlha. 

Com efeito, para que §. seja semi-definida positiva, é ne

cessário e suficiente que 

X ~ O (Z ~ 0) 

2 
xy-z~O 

(2.la) , (2.lb) 
\ 

(2.2) 

(2.3a), (2.3b) 

* 

Para que§. seja definida positiva, é necessário e suf.iici~ 

te que 

X > O (y > O) 

* [5] vol I,pg. 66 

* (2.Sa), (2.Sb) 



xy - z2 >O (2. 6) 

Quando~ não fÔr estritamente definida, p:lo menos uma das 

relações (2.3a), (2.3b) .ou (2.4) deverá apresentar um sinal de igualdade. 

A relação (2.4) define uma quádrica -a= , bem corro seus 

pontos interiox:es, e as relações (2,Sa) e (2,5b) definem um quadrante no 

E3 • 

ou seja, qoo a 

da matriz 

qoo sao 

o 

o 

1 

* Poderros classificar a quádrica, observando que 

<P 1 (o/ y,, z) = xy - z2 = !_ (x + y) 2 _ !_ (x - y) 2 - z2= O 
' . - 4 4 

... ** - e um cone 

As retas principais de a 

O 1/2 

1/2 O 

o o 

.1 

1 

o 

1 

-1 

O. 

- são definidas pelos autovetores 
. \-! 

*** 

. As equações das retas são, portanto 

* [7] , pg. 566 

**[7] 

*** [6] pg. 212 

Yl:x=Oy=O 

Y2: x= y z = O 

y3: x=-y z = O 

9. 
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C A P f T U L O III 

INTERPRETAÇÃO GEO~TRICA DA TRANSFORMAÇÃO DE LIAPUNOV 

3 .1) RESTRIÇÕES. E COLOCAÇÃO 00 PROBLEMA: 

Nosso estudo ficará restrito aos sistemas de segunda ordem 
associados à equação diferencial escalar 

i:;; + ai; +si; = o 

ou seja, a sistemas do·tipo 

l; = X1 

Pelas seguintes razoes: 

(3.1) 

a) sà:nente os sistemas de segunda ordem estão ·associados, via !. , ao espa

ço euclidiano tridimensional (um sistema de terceira ordem estaria ass~ 

ciado ao EG). 

b) Para as finalidades a que se propÕe o presente estudo, a restrição adi

cional (3.2) não é crítica, levando, além disto, a expressões mais fà -
cilmente manipuláveis. 

Vimos no capítulo II que a imagem do conjunto s!us2 , via 
~ . • • o - + a transfonnação ,!_, e o interior = de um cone= = = u = • Por outro 

- - * . • lado, saberros que a relaçao ( 1. 3) , dentro de certas condiçoes , associa . 
a cada matriz G definida positiva (negativa) uma e uma úniça matriz K. 

* [2] pg. 26 

· [ló], pg. 81 
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{ será definida positiva (negativa) se os autovalores de A tiverem parte real - -
negativa e será definida negativa (positiva) se os autovalores de A tiverem 

parte real positiva. 

Note-se que o espaço E2, em que varros representar os siste

ffi:I.S (3.2), não é da rnesffi:I. natureza que o espaço que utilizaremos para are 

Pf"e§ê'l§Ç~Q gfü, ~t;J~ê~ ~ ~ ~ §~t!'!Çª§ ! 'N9 §Rtar!tg ª !Qgg pgntç? 9§ §§~ 
- . - --
~6 ~1 ã@:Eifl:i.ile 'par ilií vêffir w tV2 p8àéfüô§ ã§§OO:l..ãr liffi i?Sfl-1:8 ê.s :§3 ti.@t@rfltl~ 
nado pela matriz !_ > < · ~ • 

Feitas as restrições, a transfo:rmação (1.3) assume a fonna 

[ 

o -81 
1 -aj 

ou 

= 

cuja inversa é 

k11 

k22 = 

k12 

k = M • - :.::/\ 9. 

o 

o 

-1 

o 

2a 

8 

~ + l_ 
28 2a 

1 

2a8 

1 

28 

28 

-2 

8 

2 

1 

2a 

o 

(3.6) 

-1 g11 

o g22 (37) 

o gl2 
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_+ 
Examinenos as condiçÕes nas quais ~ autovetor de ~ , inte-

é mapeado em outro vetor interior a = + • · -dor a - , 

Para que isto aconteça é necessário que, além de o autovetor 

~star contido em =+, o autovalor associado ao mesmo seja positivo. (Se o 

mtovalor associado fÔr negativo, o autovetor será mapeado na outra fÔlha). 

L) Estudo dos sinais dos autovalores reais de~. ( a2 > 48 ) 

a 

À2= a+ ✓--2 a - 4(3 

413 

À3= a -
✓ a2- 4(3 

413 

a) Se a> O S > O (sistema assintõticamente estável) 

b) Se a~ O 8 > O ( siste1ra: completamente instável) 

e) Se a> O 8 < O 

d) Se a< O S< O 

x2 :< o · X3 > o 
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ii) Estudo da localização dos autovetores de~ 

X,.. ;..,l""" 

pois 

Os autovetores .!!.l , ~ , ~ 3 de ~ , associados respectivamente q. }q).2 ). 3 

sao 

2S 

2 

ex 

ex (ex + ✓ ex2- 4S)- 2S a(a- ✓ 2 
4S)- 2S. a -

~ 2 X 2 
~ 

--

{ -~ ......... .;-==2= 
a + cx2 - 4S a - a - 4S 

Em relação ao cone a= 

a) ~l E - se a2 <4í3 ().2 Ã 3 complexos conjugados) 

b) Sempre que a 2~4í3 (Ã 2 À3 reais) 

(k = 1, 2) 

c) Quando a 2= 4S os vetores .!!.l ~2 x3 são confundidos e 

pertenrem à fronteira de= • 

3.2) PROPOSIÇÕES RELACIONADAS Ca.1 A TRANSFORMAÇÃO DE LIAPUNOV: 

3.2-1) Teorema 

O conjunto de rwtrizes ~ = .!:;.,_ (G) , onde A é fixa e G varia em 

s! u s2 , define o interior r de um cone - a T • 

can efeito, de (2.7) e (3.6) resulta 

4> 2 (x, y, z) = 4>i (2Sz, 2exy .:. 2z, Sy + az - x) -

_ - (x2 + s2y2 +(a2 + 4S)z - 2S:xy .- 2a6yz - 2axz)= O (3.2-1) 
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Corro 

2 
+ 4S(z -~y) - a2s2y2 :(3.2-2) 

2 

.- * e uu cone. 

Apesar de não conhecenros as expressões algébricas dos eixos 
do cone aT, podemos estabelecer as seguintes proposiçÕes: 

3.2-2) Proposição 

o cone aT , definido •por (3.2-1), é tangente ao' pl~o z=O, 

quaisquer que sejam o., B finitos e não nulos. 

Com efeito, fazendo z · = O, em (3 • 2-1) , obtenos a equação 

X= B y 

da geratriz na qual a T é tangente a z = O. 

Quando B > O esta geratriz é.interior a - , e quando '3<0, 

nao. 

3.2-3) Te'orema 

Quando o. 2~ 4B(Ãz, Ã3 reais) os cones ílT e ª= são tang8!!_ 

tes, e as geratrizes comuns são os autovetores de~. 

Quando o. 2 <48, os oones .êlT e êl= não têm geratriz cc;mun. 
1 

A derronstração está no ~pêndice II. 

* [7]. pg. 566 
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3.2-4) Corolário 

Quando 

tem nénhum_ponto comum. 

13 < O, o interior de - e o interior de T nao 

a) 

b) 

a > O 

a < O 
t 

e) a= O 

e neste caso, a fÔlha 

e neste caso, a fÔlha 

=+ é mapeada num suboonjunto de 

= + é mapeada mm suboonjunto de 

• Êste caso será examinado no cap. IV 

_+ 
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CAP f TU LO IV 

APLICAÇÕES 

4.1) EXISTÊNCIA DA TRANSFORMADA DE LIAPUNOV: 

A'K + K A= - G 

tem uma '7,.uma única solução, se a sana de dois autovalores distÍI}ps. ou não 

de A fÔr diferente de zero. 

Qual o significado geométrico desta condição ? 01;1-· melhor, 

~lo significado geométrico_ do não cumprimento desta oondição.'? 

· No caso em estudo, os autovalores de A são: 

✓ 
"-1= 1 (-a + a 2 - 413) 

2 

✓ 
"-2= .!. (-a +- a 2 - 413) 

2 

i, j = 1, 2 

sõmente quando a = O ou 13 = O. · 

Mostraremos que, neste caso, o cone a T degenera. 

Com efeito 

a) Quando -a = O a equaçao ( ·3. 2-1) as·sume a forma 

2 2 
(x - 13y) + 413z = O 

Se 13 > O (C3:. 2-2) representa a reta 

x.= 13y z = o 



·se a< O (3.2-2 representa os dois planos) 

x - ay + 2 r-s z, = o 

e 

b) Quando a = O a equação ( 3.2-1) assmne a fonna 

x - az = O 

O cone também degenera se 

a) a= 00 

Com efeito, dividindo ambos os membros de (:~.2-1) por 

fazendo a + 00 , ternos 

z = o 

b) a = 00 

Dividindo (3.2-1) por a2 e fazendo a+ 00 terros 

y =o. 

Vemos, portanto que nos casos acima o interior do cone 

mapeado no conjunto vazio. 

17. 

2 
a ~ 

... 
- e 

4.2) ESTUDO DAS FUNÇÕES DE LIAPUNOV DO TIPO "FORMA QUADRÁTI

CA" ASSOCIADAS A UM SIS'IEMA REGULADOR LINEAR: 

O sistema a ser estudado é o apresentado na figura 4.1 

-0-

([) 

Fig. 4.1 



onde 

onde 

õT (a, 13 + k} 

G(s}= ___ 1 __ 

s2 + as +a 

x=Ax 

(J = [ -1 

A=-[º l.] +k[º] [ -1 O] 
-a -a_ 1 

Os parâmetros a e a+ k definem urna família de cones 

18. 

Se fixamos a= a , tererros uma família de cones aT(a ,a +·k) o .. , o 

Anàlogarrente, se fixannos a+ k: =a+ k teremos urna família 
o o 

de oones aT(a, 13 + k ) • 
o o 

Saberros, através dos teoremas de Liapunov, que unia oondição s~ 

ficiente para que I seja assintõticarrente estável é que exista una função 

_de Liapunov representável por uma fonna quadrática < ~ Kx »O, associada a E. 

Surgem então as seguintes questões: 

a) Urna vez fixados a é a, dentro de que limites pode variar~, de maneira 

a :r permanecer sempre associado à mesma fonna quadrática de Liapunov ? 
1 



19. 

b) Uma vez fixados í3 e ¼-, dentro de que limites pode variar a , de maneira , 

a t pe:r:manecer $empre associado à mesma forma quadrática de Liaptmov ? 

Qual a interpretação geanétrica destas limitações? 

Cada par de valores a e S+k define um conjtmto de ftmções de 

Liapunov < lf, Kx > associadas a t , cada qual, p:,r sua vez detenninando 

un cone l a T ( a , í3 + k) no E 3 • 

Se fixarmos a e f3 e variamos k, à variação de k corresp:,n 

derâ uma deformação contínua de a T (a,· í3 + k) • 

Mais especificamente, fazendo k = k0 , existe um k1 (k2) tal 

que os cones aT(a, í3 + k 1 ) e 

são tangentes. 

aT(a, í3 + k ) ( aT(a,/3 + k2) e aT(a,13 + k ) ) . o o 

Neste caso, para um k' 1 tal que k l' < k' 1 ~ k { k' 2 tal que 
o 

k ~ k' 2 < k 2 ) o sistema E , para k' 1 ~ k ~ k (k ~ k ~ k' 2 · ) está asso-
o o o . 

ciado a uma. função de Liaptmov, e esta função é determinada p:,r um ponto qual-
quer da mterseção dos interiores de é)T(a, í3 + k' 1) e aT(a, 13 + k) ' . p 
( é)T(a, 13 + k ) e aT(a, í3 + k'2 )) 

o 

Na figura 4.3 terros uma ·idéia qualitativa do que acontece. 

4.2-2) Solução da questão b) 

Para um dado valor de ( (3+ k) todos os cones -sao 
• 1 

tangentes entre si na reta x = ( 13 + k) y, z = O (excetuando-se , naturalmente 

os casos de degenerescência), conforrre ilustrado na fig. 4.4. 

Quaisquer que sejam a 1 e ai, valores finitos e não nulos de 

a, existe um p:,nto comum aos interiores de todos os cones a T ( a, í3 + k}, 
( a 1 < a < a 2) e portanto, para os mesoos valores de a , uma função de Liapunov, 
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dada pelo ponto, associada a E • 

Na figura 4.4 representamos isto qualitativarrente. 

Para fonnar uma idéia quantitativa precisa, mostranos as fi~ 

ras 4.5 a 4.9 os cones :··aT e êl=. seccionados :i;:elo plano n = 1 · e proje~ 

{los §Ôbxe º plrmo n ;;; O pum, ª'1guni wlor~i de 11 ~ B + lt • 
. 1 

·Introduzimos, com a finalidade de obter uma. rrelhor projeção 

das seções dos cones, uma rotação do sistema de ~rdenadas, dada por: 

_1 
1; = cos (tg (_L) )x + sen 

_l 
( tg ( 1 ) )y 

$+k ·B+k 

_l _l 
(-1.J n = -sen (tg (__!_) }x + cos (tg )y 

S+k B+k 

r; == z 
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Fig. 4.3 

Fig. 4.4 
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Fig., 4.5 
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.Fig. 4.6 
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Fig. 4.8 
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Fig. 4.9 
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4. 3) ESTUDO DAS FUNCÕES DE LIAPUNOV DO TIPO "FORMA QUADRÁTI

CA MAIS INTEGRAL" ASSOCIADAS A UM SISTEMA REGULADOR NÃO LINEAR. 

Examinarerros um caso particular do sistema(!), estudado em 

Aizennan e Gantnacher*. 

2 ** 
V 1 = ~ ( <. ~ , ~ >) + 8 !~ 4> .( a ) der 

cuja derivada é 

2 
x >. - T4'(cr) (a~ i (cr) ) 

k 

assegura a estabilidade absoluta de(!). 

Considerando que: 

a) Em a = O o segundo têrmo de V 1 se anula 

2 
b) A foma quadrática (< ~' ~ >) não é definida positiva (é apenas semi-de-

finida positiva). 

Surge-a seguinte pergunta: 

Quais as restrições que deve sofrer o vetor u para que a fun-' 

ção V1 seja definida? Qual a interpretação geométrica desta restrição,? 

Nosso sistema está representado na figura 4.2 

- cr-

* l~ pg. 153, teorema II Fig. 4.2 

** O vetor ué definido pelos aa no decorrer da demonstração do teorema. - . . 



onde 

G(s) 

Neste caso, a função V1 

ou 

com 

M = U ><U 

1 

~ 

e 

O< ~(o) < k 

a 

O conjunto das matrizes M define a fronteira de -
o -

• Como 

·, terior a - , o único caso em que 

~ ( < ~, Mx >) 

poderá ser semi-definida, será quando 

fÔr um autovetor de ~ • 

28. 

o 
~ ,, 

T e sempre m-

Neste caso v1 se anulará na interseção das retas 
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<~,X>= 0 e a= a,~ (a)= O o o 

e V 1 não será urna função de Liapunov. 

A coincidência ocorre quando 

- 4$ ) 
1· 

(a - a2 ... 4B ) 

= = 

I 

Corro, por outro lado u 1 e ~ são ortogonais aos autoveto

res de A, poderros afinnar: 

A função v1 não será urna função de Liapunov quando_fôr ortogc> 

nal a un dos autovetores de A. 



28. 

CONCLUSÃO 

?~;t;ª=!TQ§, !1êStê :trª12Mh9 1 trfüm?it;t; a :uriçm9-gêt\ d.o ~tgçlg 

àlrêt:B àe tlapürtõV pàra â iingliágêm dâ gêôfüE!triã âfiãlfticã. ô têélrêfflâ. Ja~.j, 
juntamente com ó corolário 3.2.4, são o equivalente aos tebrerras 1.4.2 e 

1.4.4. 

As aplicações do método geométrico, ficaram, de c~;to mxlo lf 

mitadas aos exerrplos que.côn~eguirros encontrar de aplicações da fjÍf5pria.trans 
• 1: -

fonnação de Liapunov, que foram poucos. Entretànto, o método geóínêtrico penni 
. -

te·urna desenvoltura razoável quando se está trabalhando com as fornulações do,,,' 

rrétcxlo direto. 

Continua aberta a questão de existir algum significado físico 

para as funções de Liapunov, e o fato de um sisterra pennitir uma flexibilida 

de maior na escolha das fomas quadráticas associadas, :também, aparentemente· 

não leva a nenhuma conclusão quanto ao desempenho do sistema. No entanto, jul 

garres interessante incluir os resultados obtidos mnn apêndice. 
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APÊNDICE I 

lMA FIGUFA DE MÉRI'ID PARA OS SISTEMAS (1.3) - O CONE DE ÂNGULO SÓLIDO MÁXIM). 

Fazendo una mudança de coo~denadas (cartesianas para cilíndri 

cas) a equação de aT assume a fol:'!lla· 

- 2aS sene rose sen~ -2 asene rose cos~ = O 
I 

(I.1) 

Esta expressão resultaria·ainda mais simples se (2.2-1) esti 

vesse na fonna.canônica. 

caso e:n que. (I-1) assumiria a forma 

donde a expressão para o ângulo sólido máxino 

· Máx íl (a, S) = M' 2 ( 
ax 

a,S a, f3 

Os valores de a e S para os quais íl é. máximo, que foram 

enrontrados cano auxílio do computador IBM 1130 (ver páginas seguintes), 

·detenninam un sistaua. (3.2) para o qual.a escolha de uma função de Liapunov 

do tipo fornia quadrática é "mais flexível". 



// Jóf3 
// FOR 
*LIST tJURCE PROGRAM 
*ONE WORD INTEGERS 

1UNCTION FINTA (Xl 
COM~ON ALAM1,ALAM2,ALAM3 
C=(ALM1l*(COS(Xl l**2+ALAM2*(SIN(Xl l**2l 
D=SC..RT(Cl 
R=SQf~T ( C-ALArv'.3 l 
FINTl\=D/r 
RETLJRN 
END 

FEATURf~ SUPPORTED 

ONE Wô~D INT~üE~S 

COR~ REOUIREMENr~ FOR FINTA 
COMMON 6 VARIABLES 10 PROGRAM 54 

· END OF COMl}I I.A TI ON 

33. 



// JOP 
/ / FC R 
*LIST SCJRCE PROGRA~ 
*ONE WOPD INTF.GERS 

FUNCTION OMEGA(ALFA,BETAl 
EXTERNAL FINTA 
ri I ,~ E N S I O N A ( 6 ) t R ( 3 t 3 ) 
COMMON ALA~l,ALAM2tALAM3 

·· A ( 1 l = 1 • 
A(2)=-RETA 
A(3l=BFTA**2 
A ( l~ l =-ALFA 
A(5)=-ALFA*RETA 
A(6l=~LFA**2+4•*RETA 
tALL EIGEN (A,Rt3t01 
CALL ELUD(ALAMl,A(ll) 
:ALL ELUD(ALAM2,A(3l) 
CALL ELUD(ALAM3,A(6l) 
PI=3ol41592653 . . 
e A L L s M p s N ( F r N TA ' o • t p I ' o • 1 E- o 4 • 5 o 's I 1 9 s • N n E R ) 
ANGLE;r2•*(Pr-s· 
OMEG iX=ANr LE 
RETL.iR~1 
END 

FEATURfS SUPPORTED 
ONE WC~D INTEGERS 

CORE REQUIREMENTS FOR O~EGA 
C0',1MON 6 11 AR I ABLES 

END OF COMPILATION 

50 PROGRAM. 152 
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/ / JOR 35. 
// FOR 
*LI~T SOURCE PRO~RAM 
*ONE WORD INTEGERS 
*IOéS(CARD,1132PRINTERl 
C CALCUL0 DO ANGULO SOLIDO MAXIMO 
C PROGRAMADOR DEMETRIO COPPE 1967 

tXTERN/\L OMEGA 
DIMFNSION V(lll,VAL(3l 
COM~ON ALAM1,ALAM2,ALAM3 
READ(2,l)V 

1 FORMATIR(lX,F3.ll ,2X,Fl0.8~2(1X,F3.ll) 
CALL PATSE(OMEGA,V,VAL,200,Kil 
1,JR I T E ( 3 , 3 l 
WRIT(:(3,?) VAL. 

3 FORMAT(//////4X 1 ANGULO ~OLIDO MAXIM0 1 l 
2 FORMAT(/////4X 1 ALFA = 1 F7.5/4X 1 BETA = 'F7e5 · 

l/4X 1 0MEGA =· 1 F7e5) 
CALL EXIT 
f.ND 

; 
FEATURES SUPPORTED 

ONE WORD INTEGERS 
IOCS 

CORE REQUIRCMENTS FOR 
COM~O~ 6 VARIABLES 

END OF _COMPILATION 

30 PROGRAM 108 



ANGUL0 SOLIDO MAXI~O 

ALFA m 2sAOOOO 
~rTA ~ 1,oobon 
OMEGA= o.~9693 

36. 
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A PÊ N D I CE II 

DEMONSTRAÇÃO DO TEOREMA 3.2-3 

sáberros que, quando a. 2 ~ 4S (Ã 2 e Ã3 reais), os cones ~= e 

;n têm duas geratrizes canuns. Para provar que os cdnes são tang~tes, pro 

varemos que o plano tangente ao cone. él= numa das geratrizes comuns coinci 

de com o Ptano tangente a a T , outro cone na mesma geratriz. 

.. 
e 

onde 

ou seja 

* [7], pg. 545 

Com efeito, a equação do plano tangente a a= na reta 

X = y_ = Z 

(a.+ la.2-4 ·)- 2S 2 a.+ la2 - 4S 

2 + él$1 
(-) 
ay 

y + 9$1 z = o 
(-), 
az 

✓,--- ✓ 2 
2x + ( a.(a. + a. 2-4s} -2B )y - 2( a.+ a -4s)z = o 

(II-1.1) 

Analogamente, o plano tangente ~ à T na mesma reta é 
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A proporcionalidade entre os coeficientes de (II.1-1) e de 

{II-1._2) mostra-nos que amboa os planos coincidem. 

No caso de outra geratriz canum a ôT e a ô= , a demcms

tração é anâlex;:rp, 

a. 2 < 4S 

O cone ô= tem urna geratriz que coincide com o eixo Ox, 
. e outra que coincide can o eixo Oy. Por sua vez o cone a.T· , para a e S 

finitos e não nulos, é tangente ao plano z = O na reta x = Sy. Isto ex-, 

clui a possibilidade de uma geratriz comúm a cl= e a ôT no plano z = O. 

Seccionando os cones o= e ôT por um plano paralelo a 

z = O (z = 1 J;X)r exemplo), obtemos as equações de duas cônicas. Os cones te 

rão ·urna geratriz comum se e sõmente se as· cônicas tiverem algum ponto em 

comum.- Além disto, se as cônicas forem tangentes, os cones também o serao. 

A equação da seção de o= pelo plano z = 1 é 

'Cf = l {II.2~1) 

e a seção de a= pelo mesmo plano é 

x2 + S2y2 -2S'Cf - 2ax - 2a.Sy + {a. 2 + 4S) = O (II.2-2) 

Eliminando entre (II-2.1) e (II-2.2) temos 

x4 - 2ax3 +{ a. 2+ 2S)x2 -. 2a.Sx + s2= O (II. 2-3) 
.} 

que, ~r meio da transfonnação(de Tschtmhausen) 
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se reduz a 

(x 2 1' (213 -: a 2 ) ) 
2 = O 

+- -
2 

As raízes de (II.2-3) são :[X)rtanto 

✓ 
X1 = Xz = !::_ + a 2 -4S 

2 2 

✓ 
x3 = X4 = ~- a 2 -4S 

2 2 

Quando 

mos visto em 3.2.3.1). 

a2 ~ 413 os cones são tangentes (caro já havia -

Quando cx 2 < 4S os cones não têm geratriz comum. 




