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O homem é uma corda estendida entre o animal e o Super

homem: uma corda sobre um abismo. Perigoso passar um abismo - p~ 

rigoso seguir esse caminho, perigoso olhar para-trás, perigoso te 

mer e parar. 

A grandeza do homem consiste em ser uma ponte e nao uma 

meta; o que se pode amar no homem, é ser ele uma ascenção e um 

declínio. 

Amo aos que nao sabem viver senao com a condição de 

perecer, porque, perecendo, eles passam além . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Amo a todos os que sao como essas gotas pesadas que 

caem, uma a uma, da sombria nuvem suspensa sobre os homens; anun 

ciam que é próximo o relâmpago; e eles perecem por serem seus 

anunciadores. 

(Nietzsche - Assim Falava Zaratustra) 
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TOS NECESSÁRIOS PARA A OBTENÇÃO DO GRAU DE MESTRE EM CI1':NCIAS (M.Sc.). 

ANÁLISE DA TORÇÃO ELASTOPLÁSTICA DE SÓLIDOS.DE REVOLUÇÃO 

PELO Mt:TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 

José Antonio Marques Carrer 

Agosto de 1987 

Orientador: José Cláudio de Faria Telles 

Programa: Engenharia Civil 

Este trabalho apresenta a·formulação direta do Mé-
todo dos Elementos de Contorno para a análise do problema da 
torção elástica e elastoplástica de sólidos de revolução. 

O problema em estudo é tri-dimensional; porém, de
vido à sua natureza axissimétrica, pode ser tratado como bi-di

·mensional, com a análise sendo feita no plano r-z do sistema de 
coordenadas cilíndricas (r;e;z). Além disso, as suas equaçoes 
são desacopladas daquelas que aparecem quando o caso axissimé -
trico geral é considerado. 

A formulação desenvolvida emprega a solução funda
mental axissimétrica, isto é, o deslocamento fundamental é ague 
le produzido por um anel de cargas circunferenciais unitário a= 
tuando em um corpo elástico infinito. As incógnitas do proble
ma (ou condições de contorno prescritas) são o deslocamentotrans 
versal angular e a força de superfície correspondente. -

As tensões cisalhantes são calculadas da maneira a 
dequada: as tensões nos nós do contor;-no·são calculadas através
das·forças de superfície e derivadas dos deslocamentos interpo
lados; as tensões nos pontos internos selecionados são calcula
das através da equação integral correspondente. 

A discretização.numérica emprega e:lementos de con
torno lineares ou quadráticos na análise e:lástica·enquanto que, 
na análise elastop:lástica, emprega elementos· de contorno linea-

' res e células internas triangulares lineares. O -problema elas
toplástico é resolvido utilizando um método incremental iterati 
vo com uma formulação tipo deformações iniciais, aplicada ao 
critério de escoamento de von Mises. 
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BY THE BOUNDARY ELEMENT METHOD 

José Antonio Marques Carrer 

August / 1987 
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Department: Civil Engineering 

This work presents the direct formulation of the 
Boundary Element Method for the analysis of elastic and elasto
plastic torsion of solids of revolution. 

The problem under consideration is tri-dimensional; 
however, dueto its axisymmetric nature, it may be treated as 
a bi-dimensional one, with the analisys being made in the r-z 
plane of the cylindrical coordinate system (r;8;z). Further
more, its equations are uncoupled from the others which appear 
when the general axisymmetric case is considered. 

The formulation employed uses an axisymmetric 
fundamental solution, i.e., the fundamental displacement is 
that produced by a unit ring source acting in an infinitê' -
elastic body. The problem unknowns (or prescribed boundary 
conditions) are the angular transverse displacement and the 
corresponding surface traction. 

Shear stresses are computed in the appropriate 
way; boundary stresses are·calculated from surface tractions 
and derivatives of interpolated displacements and stresses at 
selected internal points are obtained by using the corresponding 
integral equation. 

The numerical discretization employs linear or 
quadratic boundary elements for the·elastic analysis and for 
elastoplastic applications, linear boundary elements and linear 
triangular internal cells are used. The elastoplastic problem 
is solved by using an initial strain incremental iterative 
procedure,in conjunction wi·th the von Mises yield criterion. 
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CAPÍTULO I 

INTRODUÇÃO 

A análise de tensões em sólidos de geometria axissi 

métrica é um problema tri-dimensional, sendo conveniente, em fun 

ção da geometria apresentada, a utilização de um sistema de coor 

denadas cilíndrico para executá-la. Se as condições de contorno 

são também axissimétricas, as variáveis presentes na análise tor 

nam-se angularmente independentes, o que reduz a· dimensão do pr_<::i_ 

blema em uma unidade, passando o mesmo a ser tratado como bi-di

mensional. Neste caso, o estudo é feito sobre uma seção meridio 

nal do sólido,definida no plano r-z. 

Problemas axissimétricos sao encontrados em muitas 

aplicações práticas, tais como: vasos de pressão, turbinas, cer

tos tipos de tubulações, etc, o que justifica a procura e o em -

prego de métodos numéricos computacionalmente eficientes e de 

boa precisão numérica para a sua solução. 

O Método dos Elementos de Contorno se presta muito 

bem a esse tipo de análise. A partir da solução fundamental tr~ 

dimensional de Kelvin, referida ao novo sistema de coordenadas, 

pode-se obter a solução fundamental axissimétrica por superposi

çao de efeitos, integrando-se aquela ao longo de uma circunferên 

eia de raio p , conforme apresentado em [1]. Os deslocamentos 

fundamentais são, então, os correspondentes a anéis de cargas nas 

direções radial, circunferencial e axial, aplicados em um 

elástico infinito e de intensidade unitária. 

meio 
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Como o estudo está sendo feito no plano da seçao g~ 

ratriz do sólido de revolução, o estabelecimento das equaçoes in 

tegra,is - de contorno implica na discretização - para efeito de 

análise elástica - somente de um meridiano do sólido, o que e 

feito utilizando-se elementos unidimensionais sobre os quais se 

interpolam os valores dos deslocamentos e forças de superfície, 

que constituem as variáveis reais do problema (formulação direta 

do método). A discretização apenas do contorno (o .eixo de sime

tria não necessita ser discretizado.) implica numa. grande redução 

na preparação dos dados necessários para se executar um programa 

de computador, que é uma das características· mais importantes do 

método. Além desta, as outras características são também conser 

vadas, a saber: a) sistema de equações lineares de ordem reduzi

da, b) cálculo de tensões e deslocamentos somente nos pontos in

ternos selecionados e c) boa precisão na resolução de problemas 

onde ocorre concentração de tensões. 

Muitos autores têm-se dedicado ao estudo do proble

ma axissimétrico utilizando o Método dos Elementos de Contorno. 

Problemas envolvendo carregamento· radial e axial foram estudados 

por CRUSE e outros [2] e KERMANIDIS [3], com a utilização de foE 

mulações diferentes do método. O primeiro autor também conside

rou no seu estudo a ação de cargas térmicas e forças centrífugas; 

o último, a torção. 

RIZZO e outros [4], no seu estudo do problema da 

torção, apresentam um procedimento alternativo para a obtenção 

da solução fundamental axissimétrica, procedimento este baseado 

na equaçao de equilíbrio de Navier e na solução fundamental tri

dimensional para problemas de campo 1/R, na qual R é a distân-
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eia do ponto fonte ao ponto campo. 

MAYR [5] também analisa o problema axissimétrico eg 

volvendo carregamento radial e axial e também apresenta uma for

mulação para problemas de elasticidade axissimétrica com condi -

ções de contorno arbitrárias. Em (6], o autor e colaborador ana 

lisam o problema. da torção e apresentam exemplos que ilustram a 

eficiência e a precisão do método. 

A aplicação do Método dos Elementos de Contorno a 

problemas que envolvem não linearidade.física e relativamente 

recente: somente em 1971 apareceu a primeira publicação que tra 

tava do assunto. 

Se a aplicação do método é recente, mais recente a

inda é a sua formulação geral. Para a análise de problemas ine

lásticos, há necessidade de se discretizar o domínio para que s~ 

ja considerada a influência das deformações inelásticas (formul~ 

ção tipo deformações iniciais) ou das tensões correspondentes a 

essas deformações .(formulação tipo tensões iniciais). Essa dis

cretização é feita utilizando células.internas sobre as quais são 

interpolados os valores dos termos inelâsticos (deformações ou 

tensões). 

A maior dificuldade encontrada para o desenvolvimeg 

to da formulação.geral foi a obtenção das expressões corretas p~ 

ra o cálculo das tensões nos pontos internos, isto é, das deriv~ 

das das integrais de domínio, relativas aos termos inelâsticos. 

Aqui a derivação, ao contrário da derivação das integrais de cog 

torno, não pode ser efetuada diretamente sobre os tensores fund~ 

mentais. Somente em 1978, BUI [7] apresenta um artigo no qual e 
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le demonstra a existência de um "termo livre", resultante da de

rivação das integrais de dominio, que não havia sido considerado 

em nenhuma publicação anterior. A integral de dominio à qual e~ 

se "termo livre" é associado deve, contudo, ser calculada no sen 

tido de valor principal. 

Em 1979, TELLES e BREBBIA [15] apresentam a formula 

çao completa do método para problemas de plasticidade bi e tri ~ 

dimensionais, incluindo ai as expressões corretas das derivadas 

das integrais dos termos plásticos e os "termos livres" associa

dos. Essas expressões, levando em conta as duas formulações (de 

formação inicial e tensão inicial), estão apresentadas em [8] j~ 

tamente com um procedimento alternativo mais geral - baseado na 

aplicação de um campo uniforme de deformações plásticas nas equ~ 

ções integrais discretizadas - que permite calcular diretamente 

as integrais no sentido de valor principal, mais os "termos li

vres" associados. O uso desse procedimento é recomendado quando 

as funções de interpolação utilizadas sãode ordem elevada (a i!l; 

tegração de células triangulares lineares nao acarreta grandesd! 

ficuldades e, tendo em conta a minimização do esforço computaci~ 

nal, deve ser efetuada diretamente). A obra citada também apre

senta .uma formulação viscoplástica do método, que possibilita tr~ 

tarde problemas que envolvem plasticidade, viscoplasticidade e 

fluência de uma maneira unificada. 

A extensão da formulação para problemas axissimétri 

cos envolvendo carregamento radial e axial, seguindo o procedi -

mento descrito na referência [8], já foi efetuada pelo mesmo au

tor e apresentada em [9,16] para problemas elastoplásticos. O 

problema da torção elastoplástica já foi analisado por CHEN [10], 

porem,com a utilização de uma formulação diferente, na qual as 
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tensões nos pontos internos sao calculadas de forma menos preci

sa através da derivação numérica dos deslocamentos. 

Este trabalho apresenta uma formulação direta do Mé 

todo dos Elementos de Contorno para o problema da torção elásti 

ca e elastoplãstica de cilindros de seção transversal circular 

com diâmetro variável. Para a análiseelástica foram implementa 

dos os elementos linear e quadrático; para a análise elastoplástica, 

elementos lineares e células triangulares lineares (que são inte 

gradas de maneira adequada). A formulação utilizada foi a das 

"deformações iniciais" (associada ao critério de escoamento de 

von Mises). As tensões nos pontos internos são calculadas dire

tamente, através das equações integrais correspondentes, presciE 

dindo-se do esquema de derivação numérica dos deslocamentos apr~ 

sentado em [10]. 

É importante observar que, na análise elastoplástica, so

mente a região do domínio onde se prevé a ocorréncia de deforma

ções plásticas necessita ser discretizada, somando-se essa carac 

teristica do método às demais. 
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CAPÍTULO II 

TEORIA BÂSICA 

II.l - A TORÇÃO ELÁSTICA DE SÓLIDOS DE REVOLUÇÃO 

Seja a análise elástica de tensões de um cilindro 

com seçao transversal circular de diâmetro variável, isto e, do 

sólido gerado a partir da rotação de uma seção meridional em re

lação a um eixo e submetido à ação de conjugados aplicados nas 

extremidades e/ou ao longo da sua superfície lateral. 

(r;B;z) 

Definindo um sistema de coordenadas cilíndrico 

no qual o eixo de rotação do cilindro coincide com 

o eixo z e a posição de um elemento no plano de uma seçao 

transversal é definida em função das coordenadas r e e ob

tém-se, para esse sistema de coordenadas, o tensor de tensões re 

presentado abaixo 

T = 

G r 

Ter 

Tzr 

(II.1) 

As componentes de deslocamento nas direções radial 

e circunferencial podem ser designadas por ur e u 0 e a compo -

nente na direção z, por uz. Em função de ur, u0 e uz en

contram-se as seguintes expressoes para as componentes do tensor 

de deformações 



au r 
as 

au 
z + --) ar 
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1 aue 
+ r ae i E:z = 

(II.2) 

As equaçoes diferenciais de equilíbrio de um elemen

to infinitesimal, supondo a ausência de forças de volume, são 

as seguintes 

1 ªº e + - -r ae 

dT rz 
+ -- + az 

ªº z + -az 
T rz 

+ -- = r 

Tre 
+ 2 r 

= o 

o (II. 3) 

= o 

Conhecido o estado tensional em um ponto qualquer,as 

componentes da força de superfície que atua sobre um plano que 

passa atravês desse ponto são calculadas a partir da considera 

ção de equilíbrio. Obtém-se, então, a seguinte relação matri

cial 

]2 = T n 

na qual 

T e o tensor de tensões no ponto considerado; 

(II. 4) 

n representa a normal ao plano; em função das suas comp~ 



8 

T 
nentes ~ = [nr n 8 nz] e 

p representa a força de superficie; em função das suas 
T 

componentes p = [pr Pe Pzl 

Para a resolução do problema apresentado, admite-se 

a validade da Lei de Hooke, isto e, que a análise de tensões se

rá feita em corpos constituidos por materiais elásticos isotróp~ 

cos. Utilizando-se o método óemi-inve~óO [14] - através da hip2 

tese de que a única componente de deslocamento não nula é a cir-

cunferencial u 8 
e considerando que, devido à simetria, essa 

componente não nula é independente da variável angular 8 I o 

problema da torção fica caracterizado pelo seguinte conjunto de 

equaçoes 

're 

1 aue 
= 2 az 

ue 
r 

(relações deformação-deslocamento) 

(II.5) 

(Lei de Hookej (II.6) 

(G e o m:Sdulo de elasticidade transversal do material) 

e 

"'ez 're 
+ -- + 2 

dZ r = o (II.7) 
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Como se demonstra em [14], a hipótese adotada 

(u8 # O) conduz a uma solução adequada que satisfaz a todas as 

equaçoes da elasticidade. 

O problema da torção também fica completamente ca -

racterizado pela equação de equilíbrio de Navier (equação (II.7) 

expressa em termos da componente circunferencial de deslocamen-

+ + = o (II.8) 
3z 2 r clr 

Resolvida a equaçao acima (analiticamente ou numeri 

camente), as componentes de deformação são obtidas através das 

equações (II.5). e as componentes de tensão, através da Lei de 

Hooke (equações (II.6)). 

o tensor de tensões fica reduzido a 

o T re o 

T = 'er o 'ez (II.9) 

o T ze o 

A força de superfície p, dada pela equaçao (II.4), 

se reduz a sua componente circunferencial Pe : 

T 
p = [O Pe O] 

com dado por 

(II.10) 

ou, em função de u8 



= 
dff .e 

G( ar 

II.1.1 - TENSÕES PRINCIPAIS 

10 

(II.11) 

As direções principais sao obtidas através da reso

lução do seguinte sistema de equações 

(T-ÀI)n= 0 (II.12) 

onde I e a matriz identidade de ordem três. 

Para que a equação acima tenha soluções nao trivi -

ais, o determinante dos coeficientes deve ser nulo, resultando em 

(após a expansão do determinante): 

).3 - (T2 + T2 ) À = 0 
r8 Sz (II.13) 

Os invariantes escalares I 1 , I 2 e I
3 

, habitualme~ 

te utilizados no cálculo das direções principais, são os seguin

tes: 

I1 = o 

I2 = T2 
re + T2 

Sz (II.14) 

I3 = o 

As tensões principais - raízes da equaçao (II.13) -

sao iguais a 
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(} 1 = IT 2 + T2 
re ez 

(} 2 = o (II.15) 

(} 3 = -IT 2 
re + T2 

ez 

Uma vez que (} 1 + (} 2 + (} 3 = o, tem-se caracterizado 

o estado de cisalhamento puro. 

As direções principais sao representadas pelos veto 

res 

12 [ T re Tez ] ~1 = +2 -- 1 
(} 1 (} 1 

[ Tez 
o Tre ] (II.16) ~2 = .+ --- (} 1 (} 3 

12 [ T re Tez ] ~3 = + 2 1 - (} 3 (} 3 

Como as componentes normais do tensor de tensões T 

sao nulas, segue dai que o tensor desviador de tensões S e i-

gual ao tensor T; asim, os invariantes dos dois tensores tam 

bém são iguais, isto e 

J1 = o 

J2 = T2 
re + T2 

ez (II.17) 

J3 = o 

É importante observar que, ao contrário dos eixos cir 

culares de seçao transversal constante, o deslocamento circunfe

rencial Ue nao é mais proporcional à distância do eixo de rota 
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çao, isto é, os raios de uma seçao transversal se encurvam duran 

te a torção. Também é importante observar a independência deste 

problema em relação àquele que envolve carregamento radial e a

xial, ou seja, a análise elástica de tensões de um sólido de re

volução submetido à ação de cargas radiais, circunferenciais e 

axiais pode ser feita considerando-se, separadamente, a ação das 

cargas radiais e axiais e a ação das cargas circunferenciais. P~ 

ra o primeiro caso, o sistema de equações diferenciais de equili 

brio (II.3) fica reduzido às duas primeiras equações, a terceira 

sendo identicamente satisfeita; o segundo caso constitui o obj~ 

to de estudo deste trabalho e será analisado numericamente, por 

meio de sua equação integral característica, através da formula

ção direta do Método dos Elementos de Contorno. 

II.2 - PLASTICIDADE: TEORIA E EQUAÇÕES CONSTITUTIVAS 

Plasticidade é uma propriedade que permite que um 

material se deforme continua (sem ruptura) e pe~manentemente, a

té um certo nível de carga, após o seu limite elástico ter sido 

ultrapassado. A ocorrência de deformações residuais (deformações 

permanentes) e a dependênela do estado de deformação final em re 

lação às várias etapas de aplicação do carregamento são caracte

rísticas da plasticidade. 

Na teoria clássica da plasticidade, adotada 

trabalho, as deformações plásticas são independentes do 

de permanência do carregamento. 

neste 

tempo 

Considere-se o diagrama tensão-deformação apresent~ 



1 3 

do abaixo (Figura II.1) e correspondente ao ensaio a tração de 

um corpo de provas cilíndrico. Entre os pontos O e A há uma 

relação linear entre as deformações e as tensões, o comportamen-

to do material nesse intervalo é linear: após a remoção do carr~ 

gamento, o cilindro volta ao seu comprimento inicial. O ponto A 

é o chamado l-i.m,U;e eliÜ.t-i.c.o ou ponto de e~c.oamen.to ("yield point") 

do material. Este ponto, uma vez atingido, indica o início da~ 

corréncia de deformação residual (permanente) chamada deformação 

plástica. À medida que a tensão resultante da aplicação do car

regamento ultrapassa a tensão correspondente ao limite elástico, 

a deformação total aumenta consideravelmente, com grandes acrés

cimos de deformação correspondendo a pequenos acréscimos de ten

sao. Essa correspondência - deformação plástica adicional +-+ t~ 

sao adicional - é chamada encruamento ou endurecimento ("hardening") .. 

Uma vez atingido o ponto B , chamado po n.to de c.a1tga máxima ou po!:!_ 

,to de in~.tabil-i.dade, o corpo de provas começa a se deformar ra-

pidamente e rompe em e O ponto B, portanto, representa o li-

mite de aplicação da teoria da plasticidade. 

B 

f 

•• 

Figura II.1 - Diagrama tensão x deformação convencional 
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Se em qualquer ponto entre o limite elá~tieo A e o 

ponto de ea~ga máxima B o carregamento é retirado, o descarre

gamento ocorre segundo a linha A'B', paralela à linha elástica 

OA e também representada na Figura II.l. Uma parcela da defor

maçao total é, então, recuperada e a outra permanece como defor-

maçao residual, isto é, considera-se a deformação total como se~ 

do composta por uma parcela elástica, Ee , e uma parcela plásti-

ca Ep. 
I • 

(II.18) 

O recarregamento do corpo também se dá através da 

linha B'A' e não haverá escoamento até que o ponto A' seja 

novamente alcançado, apos o que, com o prosseguimento do carreg~ 

mento, completa-se o traçado da curva ao longo do segmento A'B. 

Nesse caso, o ponto A' pode ser considerado o novo ponto de 

escoamento e o ponto A passa a representar o ponto de escoamen 

to inicial. 

Neste trabalho, será utilizada a teoria isotrópica 

de endurecimento, que está associada à hipótese de que o endure 

cimento é igual tanto na tração quanto na compressao. Consegue~ 

temente, o diagrama tensão-deformação completo é admitido simé -

tricoem relação ao ponto O. 

Assim, para simplificar, só será considerado o caso o> o. 

Com respeito à Figura II.1, em relação ao ponto de 

escoamento inicial, o comportamento elástico ocorre quando 

(II.19) 
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Uma vez ultrapassado o valor da tensão em A, esta 

condição muda; agora, o comportamento elástico ocorre quando 

< o (II.20) 

onde o
0 

e a nova tensão de escoamento e varia a medida que o 

escoamento prossegue. 

Para um material que apresenta endurecimento line-

ar (Figura II.2), varia de acordo com a seguinte equação 

(II.21) 

na qual E e o módulo de elasticidade longitudinal e 

q 

ET e a inclinação da parte do diagrama que corresponde 

ao comportamento elastoplástico. 

ind~ 

•• .1 
E 

Figura II.2 - Diagrama tensão x deformação para material com en

durecimento linear 
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Recordando a condição apresentada em (II.20), oco~ 

portamento plástico só é possível se a condição apresentada abai 

xo é satisfeita 

a - a = O o 
(II.22) 

A condição acima pode ser generalizada, a partir da 

definição de uma função de escoamento f(o) , como segue 

f(o) = K (II.23) 

O parâmetro K e função do trabalho plãstico reali 

zado por unidade de volume. 

A equaçao (II.23) implica que sempre que a função f 

atinge o valor da constante K o escoamento tem inicio. 

F (o;K) = 

A equaçao (II.22) também pode ser escrita como 

a - a = o o (II.24) 

As equaçoes (II.23) e (II.24) estão sujeitas as se

guintes restrições 

f ( o) < K (II.25) 

e 

F(o;K) < O (II.26) 
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II.2.1 - CRITÉRIO DE ESCOAMENTO DE VON MISES 

O exemplo apresentado na seção anterior é relativa

mente simples, a medida que envolve uma única componente do ten

sor de tensões e apresenta um ponto bem definido, a partir do 

qual o material se comporta inelasticamente, o que simplifica o 

critério de escoamento (equação (II.24)). Na prática, porém,fr~ 

quentemente ocorrem problemas nos quais o estado de tensão em 

um ponto envolve todas as componentes do tensor de tensões que 

são diferentes de zero. O critério de escoamento (II.24) deve, 

então, ser generalizado para poder englobar as várias combinações 

possíveis de tensões. Para o problema em estudo, uma vez que a

penas duas componentes do tensor de tensões são não nulas, o cri 

tério de escoamento torna-se o seguinte 

(II.27) 

Como neste problema nao há tensões normais, Tre e 

Tez podem ser representadas pelos invariantes do tensor desvia

dor de tensões e a equaçao acima pode ser escrita da maneira u -

sual, apresentada em [11], como segue 

(II.28) 

Obtida a expressao geral do critério de escoamento, 

e necessário encontrar uma relação funcional entre f(J 2 ) e K, 

o que constitui o primeiro passo da análise elastoplástica. Essa 

relação será obtida através do critério de escoamento de von Mi

ses, ou teoria da energia de distorção, que assume que o escoa -

mento começa quando a energia de distorção,para um dado nível de 
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carregamento, se igualaà energia de distorção, no escoamento, a 

tração simples. A energia de distorção Ud para o problema da 

torção e igual a energia de deformação elástica e e dada por 

= = 2
1G (T2 + T2 ) 

r8 8z 
(II.29) 

Para o escoamento a tração simples, tem-se 

(II.30) 

e a condição de escoamento torna-se 

= (II.31) 

ou 

= (II.32) 

expressão que se associa rapidamente a equaçao (II.27). 

Como e o cri-

tério de von Mises prevê o escoamento quando a tensão principal 

é igual a 1//3 vezes a tensão de escoamento à tração simples. 
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II.2.2 - EQUAÇÕES DE PRANDTL-REUSS 

Como as deformações plásticas dependem do modo de 

aplicação do carregamento, torna-se necessário, em geral, calcu

lar os diferenciais ou incrementas dessas deformações durante as vá 

rias etapas de aplicação do carregamento e obter as deformações 

plásticas totais através de uma integração ou de um somatório. 

Uma relação conveniente para a determinação dos in

crementos de deformação plástica é dada pelas equações de Prandtl

Reuss. Essas equações assumem que em cada instante do carrega -

mento o incremento de deformação plástica é proporcional à ten -

sao desviada, isto e 

dEI?, = 
lJ 

i,j=r,8,z (II.33) 

ou, especificamente para o caso da torção 

= = dÀ (II.34) 

O fator de proporcionalidade dÀ pode variar ao 

longo do processo de carregamento, mas é sempre positivo. 

As equaçoes de Prandtl-Reuss também implicam que os 

eixos principais dos tensores de tensões e de incremento de de -

formações plásticas coincidem. Resta, agora, determinar o valor 

da constante dÀ; é conveniente, para esse propósito, definir urra 

ten~ão equivalente ou eóetiva 

plâ~tiQa equivalente ou eóetivo 

e um inQ4emento de de6o4mação 

, da seguinte maneira 

(II.35) 



e 

= II 
3 

20 

= 
2 

13 
(II.36) 

Voltando à equação (II.33), o fator de proporcio

nalidade dÀ pode ser obtido em termos das formas equivalentes 

ºe e dE~ , como segue 

e, 

13 
2 

13 
2 

finalmente 

dÀ = 
3 
2 

= 

= 

dEp 
e 

o (II.37) 
e 

As relações tensão-incremento de deformação plás

tica (II.34) tornam-se 

= 

= 

3 dE~ 

2 ºe 're 
(II.38) 

T 8z 

A partir da utilização da tensão equivalente, o 

critério de escoamento de von Mises pode ser escrito como 

= o (II.39) 

com a tensão equivalente sendo usada como a função de escoamento. 
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Deve-se observar que a equaçao (II.39) é inteira

mente equivalente à equação (II.22), utilizada para o caso unia

xial. 

A resolução do problema depende, então, de se en

contrar uma relação entre a tensão equivalente ªe e o incremen 

to de deformação plástica equivalente dEP, o que sera feito u
e 

tilizando o conceito de trabalho plástico. O trabalho plástico 

por unidade de volume representa a energia armazenada durante a 

deformação plástica e é dado por 

= S .. dEJi'. 
l.J l.J = 2 're ds~e + 2 'ez dE~z (II.40) 

Substituindo (II.37) em (II.40), obtém-se a ex 

pressao do trabalho plástico em função das formas equivalentes 

= (II.41) 

A hipótese de endurecimento ( ~t4a~n-ha4den~ng 

será utilizada para estabelecer uma relação funcional entre a 

tensão de escoamento a
0 

e a deformação plástica equivalente 

E~ , definida abaixo 

Ep 
e = f dE~ (II.42) 

com dEp dado pela equaçao (II.36). e 

A hipótese mencionada acima define a deformação 

plástica equivalente como sendo uma medida do trabalho de endure 

cimento. Assim sendo, assume-se que a função de escoamento e 
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função da deformação plãstica equivalente, o que permite escre -

ver 

(II.43) 

e a relação funcional entre a
0 

e pode ser determinada e~ 

perimentalmente. Em aplicações prãticas, entretanto, a relação 

funcional fornecida pela equação (II.43) é baseada no diagrama 

tensão-deformação uniaxial, no qual a abcissa e a ordenada sao 

trocadas por €p e a , respectivamente, como indicado na Figu-e e 

ra II.3. Essa relação viabiliza o uso da equação (II.38). 

Figura II.3 - Relação entre a tensão equivalente e a deformação 

plãstica equivalente 
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II.2.3 - RELAÇÕES DEFORMAÇÃO PLÁSTICA - DEFORMAÇÃO TOTAL 

Estando de posse da relação funcional entre a 

tensão de escoamento 0
0 

e a deformação plástica equivalente E~ 

e tendo em vista a utilização de métodos iterativos para a reso

lução de problemas elastoplásticos, é útil obter-se um conjunto 

de equações que possibilitem a determinação dos incrementas de 

deformação plástica a partir das deformações totais. e sem a utili 

zação explicita das tensões ([11)). 

Seja um dado nivel de carregamento e os correspo~ 

dentes estados de tensão e de deformação plástica acumulada. Se 

o carregamento sofre um pequeno acréscimo, as deformações plás

ticas adicionais, correspondentes a esse acréscimo, podem ser r~ 

presentadas por p 
Í',E .. 

]. J 
e as deformações totais podem ser repre -

sentadas da seguinte maneira 

E .. 
]. J 

= (II.44) 

onde e 
E, , 

]. J 
e a parcela elástica da deformação total, já inclui-

da a deformação elástica adicional produzida pelo acréscimo de 

carga, e p 
E .. 

l.J 
é a parcela plástica acumulada, na qual não está 

incluido o incremento de deformação plástica 

dente ao acréscimo de carga. 

correspon -

Para o estabelecimento das equaçoes envolvendo so 

mente deformações, é conveniente definir um ten~a~ de de6a~macão 

total madi6icado como segue 
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E! . E .. p (II.45) = - E .. 
lJ lJ lJ 

ou 

E ~ . 
e Llsl?. (II.46) = E .. + lJ lJ lJ 

Subtraindo-se a deformação modificada volumétrica 

(skk/3) dos elementos da diagonal principal na equação (II.46) , 

encontra-se a seguinte expressao para a sua forma desviada 

e! e ÍIEP. = e. + ij ij lJ 
(II.47) 

ou 

e! = 
sij 

+ LI si? . 
ij 2G lJ 

(II.48) 

Utilizando-se as equaçoes de Prandtl-Reuss (II.33), 

a equaçao (II.48) pode ser escrita como 

1 p 
= ( 1 + 2GLIÀ) ÍIEij (II.49) 

Procedendo de maneira análoga à utilizada para a 

obtenção da equaçao (II.37) e definindo uma de6a~mação total equ{ 

valente mod{6{eada 

E et = n I e~ . e~ . 
3 lJ lJ 

(II.50) 

obtém-se 

1 
E et 

1 + 2GL\À = Íliõp 
e 

(II.51) 

e, de (II.49), obtém-se a seguinte expressao para os incrementas 

de deformação plástica 



p 
!:,s .. 

lJ 
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(II.52) 

Particularizando as expressoes anteriores para o 

caso da torção, as seguintes expressões são encontradas 

deformação total modificada = deformação 

viada 

T re E' = e' = 2G + t,sP 
re re re 

E' e' 
Tez t,sP = = 2G + 8z ez ez 

- deformação total equivalente modificada 

= 

- incrementas 

t,sP 
re = 

t,sP 
ez = 

2 
13 

de 

t,sP 
e 

E 
et 

t,sP 
e 

Eet 

/ (s' )
2 + (s' )

2 

re ez 

deformação plástica 

e' 
r8 

e' ez 

total modificada des-

(II.53) 

(II.54) 

(II.55) 

A determinação dos incrementas de deformação plás

tica está condicionada à determinação do incremento de deforma -

ção plástica equivalente Substituindo a expressão (II.37), 

correspondente ao fator de proporcionalidade /:,À, em (II.51), ob 

tém-se 
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0 E et 
1 

e (II.56) + = 
3GÍlE~ ÍlEp 

e 

que fornece 

0 
ÍlEp e (II.57) = E 

et 
+ 3G e 

Como a condição apresentada em (II.39) deve ser s~ 

tisfeita ao longo de todo o processo, ºe pode ser substituída 

por 0
0 

na equação acima. Uma vez que 0
0 

corresponde à ten -

sao de escoamento uniaxial apos a aplicação do incremento de car 

ga, seu valor é ainda desconhecido. Contudo, este valor pode ser 

obtido, aproximadamente, através do desenvolvimento de uma série 

de Taylor sobre o valor anterior 

( i-1 ) 
0 

(i-1) ( 
do o 

ºo = + o dE~ 

ou 

ºo 
(i-1) (i-l) H 'ÍlE~ = ºo + 

( i-1 ) 
ºo 

iiEP 
e 

+ ... 

Obtém-se, então 

+ ... (II.58) 

(II.59) 

Substituindo (II.59) em (II.57) e resolvendo para 

ÍlEP , obtém-se 
e 

= 

(i-1) 
3GEet - ºo 

3G + (i-l)H' 
(II. 60) 

Para materiais que apresentam endurecimento linear, 

a expressao (II.60) se simplifica para 

3GE et 
(0 +H'Ep) 

6Ep o e (II.61) = e 
3G + H' 

onde H' e constante e igual a 
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H' = (II.62) 

expressao análoga a presente em (II.21). 

Em (II.61), a deformação plástica equivalente 

corresponde ao somatório dos (i-1) incrementas anteriores. 

II.3 - EQUAÇÕES DA TORÇÃO ELASTOPLÂSTICA 

No contexto da teoria das pequenas deformações, a~ 

surne-se que as deformações totais possam ser representadas por 

1 . ( dUe ue e Ep E re = 2 ar = E re + r re 

(II.63) 

1 
clu 8 e Ep 

Eez = 2 dZ = Eez + ez 

Considerando as deformações plásticas corno deforrn~ 

çoes iniciais, a aplicação da Lei de Hooke à parcela elástica do 

tensor de deformações totais fornece as seguintes expressões pa

ra as tensões 

= 

(II.64) 

= 

Em termos de "tensões iniciais", as expressoes an

teriores tornam-se 
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G( 
au 8 ue 

) ,P '[ 
re = ~ -r re 

(II.65) 

G 
au 8 ,P 

'e z = az - ez 

Neste trabalho utilizou-se a formulação das defor

maçoes iniciais para se efetuar a análise elastoplástica. O mé

todo incremental-iterativo utilizado, descrito nas referências 

[8] e [11], será discutido no Capitulo IV, onde é apresentada a 

formulação do Método dos Elementos de Contorno para o problema da 

torção elastoplástica. 



29 

CAPÍTULO III 

O MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO À TORÇÃO ELÁSTICA 

III.l - A SOLUÇÃO FUNDAMENTAL AXISSIMÉTRICA 

A solução fundamental axissimétrica corresponde ao 

campo de deslocamento produzido por um anel de cargas circunfe-

renciais unitário atuando em um meio elástico infinito e pode 

ser obtida a partir da solução fundamental de Kelvin para pro -

blemas tri-dimensionais, seguindo o procedimento apresentado em 

[1] e reapresentado no Apêndice A deste trabalho. 

Em termos da função de Legendre de ordem zero 

Q+l/Z(y), essa solução pode ser escrita na forma 

u*e(~;X) = 1 Q 1/2(y) 
4IT 2 G,'pr + 

(III.1) 

na qual ~ representa o anel fonte e X, o anel campo, de acor 

do com a Figura III.1. 

A seguinte notação foi utilizada: 

p = r ( ~ l z = z (U o 

r = r(X) ; z = z(X) 

z = z - zo (III.2) 

y = 1 + 
(r-p) 2 +z2 

2pr 
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X 

z 

'o 

Figura III.1 - Anel fonte e anel campo 

A função de Legendre Q+l/ 2 (y) pode ser expressa co

mo uma combinação de integrais elipticas completas do primeiro 

(K) e do segundo (E) tipos e a solução fundamental pode ser apr~ 

sentada como 

1 =--
4Il 2 G 

--;::=1==::;;:::-· { (r2 +p 2 +z2 
) K (m) + [ (r+p) 2 +z2

] E (m) } 
pr/ (r+p) 2 +z2 

(III.3) 

onde m é o chamado parãmetro das integrais elipticas, e igual 

ao quadrado do módulo dessas integrais e é dado por 
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m = k 2 = 2 
= 

4pr 
(III.4) 

l+y (r+p)2+z2 

As tensões fundamentais sao obtidas através da subs

tituição de u;(s;X) nas equações (II.6), o que conduz as se 

guintes expressões 

* 're (s ;X) = 
1 ~~~1~~~-{-2(2p 2 +r 2 +2z 2 )K(m) 

8!1 2 pr2 1(r+p) 2 +z 2 
+ 

+ [3((r+p) 2 +z 2 ) + 
(r2 +p2 +z2) (p2-r2 +z2) 

] E (m) } 

* 'ez(s;X) = 
1 

4 rr 2 

(r-p)2+z2 

(III .5) 

z {K(m) - (r,+p,+z2) E(m)} 

prl (r+p) 2 ~z 2 (r-p) 2 +z 2 

A força de superficie fundamental, obtida através da 

equaçao (II.10), é igual a 

(III.6) 

onde nr(X) e nz(X) sao os cossenos diretores da normal exteri 

ora um contorno r e x € r . 

Como a única componente nao nula do deslocamento pr~ 

duzido pelo anel fonte é a circunferencial, o indice 8 nao 

mais será utilizado para representá-la, o mesmo acontecendo em 

relação a força de superficie associada; portanto: 

* * u (s;Xl = u 6 (s;Xl 

e 

u (X) = u
6 

(X) p (X) = Pe (X) 
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III.2 - IDENTIDADE DE SOMIGLIANA 

Seja um sólido de revolução definido por um domínio 

íl e um contorno r, em estado de equilíbrio representado por 

Tre' T82 , sre' s 62 , u e p (não há forças de volume). Seja tam 

bém um corpo infinito, de domínio íl* e contorno r*, que con 

tém o sólido de revolução em estudo e cujo estado de equilíbrio 

é representado por 1* 1* s* s* , u* e p*. re' 6z' re ' ez 

Admitindo que as propriedades elásticas sao válidas 

para os dois corpos, obtém-se a seguinte identidade a partir da 

aplicação da lei de Hooke 

(III.7) 

ou,com a notação simplificada e integrando ambos os lados 

2 J_ [T;e sre + T~z s 62 Jdíl = 2 J_ [Tre s; 6 + Tez s~ 2Jdíl (III.8) 

ílE ílE 

-
onde íls é o domínio obtido quando se retira de íl um toróide 

-
com seçao meridional de raio s e contorno rs e com centro no 

anel fonte. Esse procedimento elimina a singularidade que ocor 

re quando ~ € íl e ~=X. 

Tendo em vista a simetria do problema, a equaçao 

(III.8) pode ser integrada em relação a e (díl = rd6drdz), for 

necendo 
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211 J 2[,;e * ,
82

Jrdíl 're + 'ez = 

íl E 

211 J 2
['re * * (III.9) = 're + 'ez ,

82
Jrdíl 

íl E 

onde íl corresponde a um domínio bi-dimensional no plano r-z, 

de contorno r , do qual foi retirado um círculo de raio , e 

contorno f, com centro no ponto fonte, para formar o domí -

nio ílE (Figura III.2). A referência ao anel fonte, do espaço 

tri-dimensional, será feita utilizando-se a designação pontofo~ 

te, do plano bi-dimensional; analogamente, o anel campo 

designado por ponto campo. 

z 

li 

p 

Figura III.2 - Seção meridional do sólido de revolução 

sera 
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Substituindo as relações deformação-deslocamento 

(II.5) em (III.9), obtém-se 

u * au J - r) + 'ez az rdíl 

u* 
- ) + r 

au*J 'ez ii rdíl 

= 

(III.10) 

Integrando por partes e considerando a equaçao dife

rencial de equilíbrio (II.7), obtém-se 

= 2rr f _u*prdr 

r+ r E 

(III.11) 

que corresponde ao teorema da reciprocidade (segundo teorema de 

Betti) . 

Seja, agora, o estudo das integrais de contorno cal

culadas sobre I'E para a situação limite, isto é, quando E+O. 

Verifica-se que 

lim 2 rr 
E+Ü 

f _ u*prdr 
fE 

= o (III.12) 

A integral à esquerda em (III.11) pode ser decompos

ta da seguinte maneira 

2IT f _p*urdr = 2n f _ p*[u(X)-u(ç)]rdr 

r E r E 

+ u(ç) 2IT f _ p*rdr 

fE 

(III.13) 

Tomando-se o limite quando E+O, a primeira integral 
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à direita na equaçao acima se anula devido à hipótese da conti

nuidade dos deslocamentos; a segunda pode ser calculada analiti 

camente - utilizando-se a expressão apropriada para p* quando 

os argumentos y em (III.1) são pequenos - ou a partir da defi 

nição de que a solução fundamental corresponde a um anel de car 

gas circunferenciais unitário aplicado em ( . A utilizaçãode~ 

ta definição conduz a 

lim 
E+Ü 

u ( I;) 21! J _ p*rdr 

fE 

= u ( I;) (III.14) 

A identidade de Somigliana para o deslocamento u p~ 

de, então, ser escrita como 

u(I;) = 21! Jru*((;X)p(X)r(X)dr(x) - 21! Jrp*((;X)u(X)r(X)dr(X) 

(III.15) 

na qual o contorno r corresponde a um dos meridianos do sóli

do de revolução. 
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III.3 - CÁLCULO DAS TENSÕES NOS PONTOS INTERNOS 

A identidade de Somigliana é uma representação con -

tinua dos deslocamentos em pontos do interior do corpo; as com

ponentes das tensões nos pontos internos podem ser obtidas atra 

vês da sua derivação em relação às coordenadas do ponto fonte e 

da substituição nas relações tensão-deslocamento apresentadas a 

baixo 

Tre (I;) = G[du(E;) - u ~º] dp 

(III.16) 

Tez(!;) = G 
au(f;) 

az 0 

A substituição de (III.15) em (III.16) fornece as se 

guintes expressões para as componentes de tensão 

Tre (I;) = 

Tez(I;) = 

G 211 f [ªu* (/; ;X) 
r ap 

- u*(l;;X)Jp(X)r(X)df(X) -
p 

- G 211 J [ap*(l;;X) - p*~l;;X)Ju(X)r(X)df(X) 
r ap 

(III.17) 

G 211 
f r 

au* (!; ;X) p (X) r (X) dr (X) 
az

0 

- G 211 Jr 
ªE*(/; ;X) u (X) r (X) dr (X) 

az
0 

Para a obtenção das derivadas dos tensores fundamen

tais (deslocamento e tensões), as seguintes relações são empre-
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gadas 

dK(m) E(m)-(1-m)K(m) 
= 

dm 2m(1-m) 

(III.18) 

dE(m) E (m)-K (m) 
= 

dm 2m 

As expressoes resultantes da derivação dos tensores 

fundamentais estão apresentadas no Apêndice B. 

III.4 - EQUAÇÃO INTEGRAL DE CONTORNO 

A identidade de Somigliana nao permite a obtenção do 

deslocamento e, consequentemente, das tensões nos pontos inter

nos enquanto houver deslocamentos e/ou forças de superficie in

cógnitos no contorno. Portanto, torna-se necessário encontrar 

uma forma limite da equação (III.15) para o caso em que o ponto 

fonte s pertence ao contorno. 

Seguindo o procedimento apresentado em [8], encontra

se a seguinte equação, denominada Equação Integral de Contorno 

(i; e r): 

c(s)u(i;) + 2ll f rp* (i;;X)u(X)r(X)df(X) = 2ll (u*(i;;X)p(X)r(X)dr(X) 

••• (III.19) 

na qual a integral ao lado esquerdo deve ser calculada no senti 

do de valor principal de Cauchy. 
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Para pontos internos, c(s) = 1 ; para pontos do con 

torno que possuem uma única normal, c(s) = 1/2 . 

Em aplicações práticas, c(s) e seu valor principal 

associado sao calculados de maneira indireta, quando a equação 

integral de contorno é utilizada para representar um movimento 

de corpo rígido (no caso da torção, o movimento de corpo rígido 

corresponde a uma rotação em torno do eixo da peça). Esse cál

culo indireto será apresentado posteriormente. 

III.5 - DISCRETIZAÇÃO E SOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES INTEGRAIS 

Para a solução numérica da equação (III.19) e, cons~ 

quentemente, das equações (III.15) e (III.17), assume-se inici

almente o contorno r representado por umas§rie de elementos , 

sobre os quais o deslocamento e a força de superfície são inteE 

pelados utilizando os valores nodais correspondentes desses ele 

mentes; a seguir, aplica-se a equação (III.19) na sua forma dis 

eretizada para cada ponto nodal s do contorno, com as inte 

grais sendo efetuadas sobre cada elemento e, finalmente, impõe

se as condições de contorno (deslocamentos e forças de superfí-

cie prescritas) ao sistema de equações lineares formado, 

resolução fornece os valores das incógnitas. 

cuja 

As coordenadas cilíndricas r(j) dos pontos locali

zados sobre cada elemento r. , do contorno discretizado, sao 
J 

expressas em termos da função de interpolação 1 e das coorde-

nadas nodais r(m) do elemento através da seguinte relação ma-

tricial 
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= '±' r (m) (III.20) 

na qual o superindice m se refere ao numero de nos do contor

no que definem a geometria do elemento. 

Da mesma maneira, o deslocamento e a força de super-

ficie sao interpolados sobre cada elemento r. 
J 

utilizando a 

função de interpolação ~ e os valores nodais u(n) e ~(n) dos 

deslocamentos e forças de superficie. Obtém-se, então, as se -

guintes relações matriciais 

(III.21) 

Aqui, o superindice n se refere ao numero de nos 

do contorno que definem a lei de variação do deslocamento u e 

da força de superficie p sobre cada elemento fj . Neste tra 

balho, m=n, o que implica que '±' = ~ • Assim, elemento line

ar significa que o elemento possui geometria linear e variação 

linear para o deslocamento e a força de superficie, a mesma de

finição sendo válida para elemento quadrático. 

Se o contorno r é discretizado em N elementos, 

a versao discretizada da equação (III.19) para oi-ésimo nó si 

e a seguinte 

N 
c<silu(sil + I 

j=1 

(III.22) 
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As funções de interpolação que constituem ~ sao 

expressas em termos de um sistema de coordenadas intrinseco n; 

em função desse sistema, pode-se escrever 

onde 

dr = (III.23) 

IJI e o Jacobiano da transformação, definido por 

= 

Quando o no 

= 
dr 
dn 

si nao pertence ao elemento 

(III.24) 

r . , 
J 

as 

integrais apresentadas em (III.22) podem ser calculadas numeri

camente, através da quadratura de Gauss, como apresentado abai-

XO 

f p*~rdr 211 r p*~rlJ ldn 
K 

h .. = 211 = = 211 I (p*~r) k IJlk wk -l.J k=1 r. -1 . 
J 

(III.25) 

f u*~rdr 211 f u*~rlJldn 
K 

g .. = 211 = = 211 L (u*~r)k IJlk wk - l.J k=1 r. -1 
J 

onde K representa o numero de pontos de integração de Gauss e 

wk, o peso associado a cada ponto de integração. 

Quando o no si coincide com um dos nos do elemento 

a ser integrado, utilizam-se procedimentos alternativos para se 

efetuar a integração. Tais procedimentos serão discutidos post~ 

riormente. 

Para a integração numérica, representações polinomi

ais sao empregadas (aproximações de Chebyshev) para as integrais 
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elípticas K(m) e E(m) que aparecem nas expressões correspon-

dentes aos tensores fundamentais. O parâmetro µ dos polinô

mios é igual ao quadrado do mõdulo complementar de tais inte 

grais e é definido como 

µ = = 1 - k 2 = 
(r-p) 2 + z2 
(r+p)2+ z2 

Obtém-se, assim, as seguintes 

[ 1 2] ) 

n i 1 n i - I K(m) = aiµ + ln(-> I biµ 
i=O µ i=O 

n 
i 1 n i E (m) = 2 ciµ + ln(-> I diµ 

i=O µ i=O 

nas quais 

= ln 4 ; b
0 

= 1 ;2 

; 

(III.26) 

aproximações (segundo 

(III. 27) 

n 
I a. = rr/2 

i=O 
1 

(III.28) 

n 
l: c. = n/2 

i=O 
1 

Neste trabalho n=4 , o que fornece um erro máximo 

da ordem de 10-B, segundo a mesma referência. 

Os valores dos coeficientes dos polinômios, para n=4, 

estão no Apêndice e. 

A aplicação da equaçao (III.22) aos NN nos do contor 

no fornece um sistema de NN equações lineares, com a seguinte re 

presentação matricial 
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(c + íi> u = (III.29) 

na qual os vetores ~ e p contém os valores dos deslocamentos 

e das forças de superfície dos nós do contorno. A matriz diag~ 

nal c pode ser incorporada à matriz H, resultando na segui~ 

te representação 

HU = ~p (III.30) 

Os coeficientes das diagonais principais das matri -

zes H e G sao obtidos através da integração de elementos que 

contém o no ~i e a sua obtenção,como já foi mencionado ante -

riormente, nao e imediata, isto é, nao se dá através da integr~ 

ção direta dos elementos como está representado em (III.25). Os 

coeficientes da diagonal principal da matriz H - que correspo~ 

dem ao "termo livre" c mais a sua integral no sentido deva -

lor principal associada - sao obtidos mediante a aplicação de 

uma rotação de corpo rígido (que não produz esforços) ao sólido 

analisado. A equação (III.30), após a aplicação de um giro uni 

tário, torna-se 

Hu = O (III.31) 

Os coeficientes da diagonal principal são, então,ob

tidos como segue (os índices repetidos não implicam em soma) 

NN .:.i hii = í h .. r. 'F o (III.32) 
j =1 ]. J ri ]. 

j #i 

O cálculo dos coeficientes da diagonal principal da 

matriz G depende da função de interpolação adotada e será i

lustrado quando os elementos empregados para a discretização fo 
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rem apresentados. 

Aplicando-se as NN condições de contorno, a equaçao 

(III.30) pode ser reordenada e o sistema resultante tem a se -

guinte representação matricial 

~y = f (III.33) 

Neste sistema, A é uma matriz cheia de ordem 

(NNxNN), y e o vetor das incógnitas e f , o vetor que con -

tém as contribuições dos valores prescritos. Em aplicações pr~ 

ticas, a matriz A e formada diretamente, prescindindo-se da 

formação das matrizes H e G 

Uma vez resolvido o sistema (III.33), o deslocamento 

e as tensões nos pontos internos são obtidos através do emprego 

das equações (III.15) e (III.17) na forma discretizada. A inte 

graçao ao longo do contorno, nesse caso, é efetuada sem proble

mas, pois não há integrais singulares. 

É importante observar que o deslocamento e as ten 

sões se anulam quando r=O. Como os tensores fundamentais tam

bém se anulam quando ç ou X pertencem ao eixo de rotação, pa

ra essa situação a equação (III.22) se reduz a 

= o (III.34) 

com c(çk) = 1 e u(çk) = O , como foi mencionado acima. En -

tão, a k-ésima linha da matriz H possui um único coeficiente 

nao nulo, o coeficiente hkk = c{çk), enquanto que a k-ésima li 

nha da matriz G possui todos os coeficientes nulos. 
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Para a solução numérica das equaçoes (III.15), 

(III.17) e (III.19) foram utilizados dois tipos de elementos: o 

elemento linear e o elemento quadrático. 

III.5.1 - ELEMENTO LINEAR 

Para o elemento linear (Figura III.3), as funções de 

integração f e~ são iguais a 

onde 

(III.35) 

e 
1 

'P2 = 2 (1+n) (III.36) 

2 

,-·~ 

Figura III.3 - Elemento linear 

- r(ml, u(n) e Em funçao da figura acima, os vetores 
T 

podem ser representados esquematicamente como [ ( ) i ( ) 2] j, 
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com os índices 1 e 2 representando, respectivamente, os nos 

inicial e final do elemento r. 
J 

O Jacobiano da transformação é constante e igual a 

metade do comprimento do elemento, isto e, 1 J 1 = l/2. 

As submatrizes h .. e g .. , definidas em (III.25), 
-1J -1J 

sao de ordem ( 1 x2) e podem ser representadas como (o índice i 

se refere ao no I; i ; o índice j , ao elemento fj ) : 

h .. = [hi1 hi2lj = 2TI s r p* [ t 1 t 2 ]rdn 
-1J 2 

-1 

(III.37) 

l. 
ru*[t1 g .. = [g i 1 gi2lj = 2 TI __J_ t 2 Jrdn 

-1J 2 
-1 

Quando l;i coincide com um dos nos do elemento r5, 

isto e, quando I; = X 

m = 
4pr 

= 1 (ou µ = O) (III. 38) 
(r+p) 2 +z2 

e a integral elíptica K(m) apresenta singularidade logarítmi

ca, enquanto que E(1) = 1. De acordo com o seu desenvolvimen

to polinomial (primeira expressão em (III.27)), 

K(m) quando k'+O (m+1) 

(III.39) 

Para contornar essa dificuldade adicional, tendo em 

vista a obtenção dos coeficientes da diagonal principal da ma -

triz G, uma solução bastante satisfatória é obtida lembrando 
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que uma função qualquer f(a) = (a-8) lnla-sl possui o seguin

te comportamento 

f(a) = (a-8) lnla si + O quando a+S (III.40) 

Assim, é efetuada uma transformação não-linear no 

sistema de coordenadas intrínseco, transformação tal que o seu 

Jacobiano se anula na singularidade, e integra-se normalmente u 

tilizando a quadratura de Gauss. 

Quando si coincide com o nó inicial do elemento 

rj (nó 1), a singularidade ocorre para n=-1 ; a transformação 

requerida é a seguinte 

n = ~ (1-'1'')+'!' ; 

(notar que para '!' = -1 , IJI = O ) . 

O elemento da submatriz 

(III.41) 

g .. , correspondente 
-lJ 

ao no singular, é calculado como segue (o elemento gi 2 é cal

culado normalmente) 

s = 2 II 
2 f u* ~ [1 + {(1-'!' 2 )-'!'Jr(1+'1')d'!' 

-1 

(III.42) 

Quando si coincide com o nó final do elemento r. 
J 

(nó 2), a singularidade ocorre para n=1; a transformação re -

querida agora é a seguinte 

n ={ (1-'!' 2 )+'!' (III.43) 

(notar que para '!' = 1 , jJj = O ) . 
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O elemento gi 2 da submatriz g .. , correspondente 
-l.J 

ao no singular, é calculado como segue (o elemento gi1 é cal

culado normalmente) 

.f_. 
= 2 II ..::.l 

2 
f 1 u* ~ [, + ~(1-'±' 2

) +'!'] r (1-'±')d'±' 
J _, 

III.5.2 - ELEMENTO QUADRÁTICO 

(III.44) 

Para o elemento quadrático (Figura III.4), as funções 

de interpolação '±' e w são iguais a 

'±' = w = [q,1 <1>2 <j> 3 l (III.45) 

onde 

<j> 1 
1 n ( 1-n) <1>2 (1-n) (1+n) 1 

= 2 ; = <1>3 = 2 n(1+n) 

(III.46) 

Figura III.4 - Elemento quadrático 
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Em função da Figura III.4, os vetores ~(m), u(n) e 

(n) p podem ser representados esquematicamente como 
T 

[( ) 1 ( ) 2 ( ) 3]j , com os índices 1,2 e 3 representando, 

respectivamente, os nós inicial, intermediário e final do ele -

mento r j • 

As submatrizes h .. 
-l.J 

e g .. ,definidas em (III.25), 
- l.J 

sao de ordem (1x3) e podem ser representadas como 

h .. = - l.J 

g .. = -l.J 

[hi 1 hi2 hi3lj = 211 r p* [ $ 1 $ 2 $ 3 J I J I rd n 

-1 

[gi 1 gi2 gi3 1j = 2 II ru*[$1 $2 $3J[Jlrdn 

-1 

Para a obtenção dos elementos da submatriz 

(III.47) 

g .. 
- l.J 

cor 

respondentes à singularidade nos nós inicial ou final, empre 

gam-se as mesmas transformações apresentadas em (III.41) e 

(III.43). Quando o nó singular e o nó intermediário (nó 2) , o 

elemento correspondente - gi2 e calculado como segue 

gi2 2 II rU*$2 rlJI 
( 1-'l') d'l' + 211 ru*$2 rlJI 

( 1 + 'l') d'l' = --2- 2 
-1 -1 

(III. 48) 

As seguintes transformações foram empregadas para 

$ ' 1 
['l' -

1 (1+'1'')] IJI 
1 ( 1-'l') n = 2 2 = 2 2 

(III.49) 

$ " 1 
['l' 

1 (1+'1'')] IJI 
1 ( 1 + 'l') n = 2 + 2 = 2 2 
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A obtenção das transformações (III.41), (III.43) e 

(III.49) está apresentada no Apêndice D. 

III.6 - CÁLCULO DAS TENSÕES NOS NÓS DO CONTORNO 

o cálculo das tensões nos nos do contorno não requer 

nenhuma integração e só depende dos valores do deslocamento e 

da força de superfície interpolados sobre os elementos do con -

torno discretizado. As tensões são calculadas empregando as 

expressões abaixo 

[ 
du (X) 

're(X) = p(X)nr(X) - G df(X) + 

T 8 Z (X) [ 
du (X) 

= p(X)nz(X) + G df(X) + 

u(X) 
r(X) 

u(X) 
rlxT 

(III.50) 

A derivada de u(X) e calculada diretamente sobre 

as funções de interpolação. 

As equaçoes (III.50) constituem o caso mais geral , 

no qual a torção tambêm pode ser produzida por um carregamento 

distribuído ao longo da superfície lateral da peça. A dedução 

dessas equçaões, para o caso elastoplástico, está apresentada 

no Apêndice E; a redução para o caso elástico é feita tomando

se as componentes de deformação plástica ali presentes iguais 

a zero. 



50 

III.7 - APLICAÇÕES NUMÉRICAS 

Nas aplicações numéricas apresentadas a seguir, o 

conceito de nó duplo é utilizado para simular a descontinuidade 

de força de superfície no contorno e, também, para simular uma 

mudança brusca na geometria da seção meridional. 

O nó duplo consiste em dois nos do contorno com as 

mesmas coordenadas, sem nenhum elemento entre eles (não se cria 

um elemento de comprimento nulo). A Única limitação prática na 

utilização deste conceito ocorre quando ambos os nós possuem o 

deslocamento corno condição de contorno, isto é, quando o deslo

camento é prescrito nesses nos coincidentes. Tal situação gera 

uma matriz A singular. Além disso, a hipótese de continuida

de dos deslocamentos deixa de ser satisfeita, pois seria possí

vel prescrever deslocamentos diferentes nesses nós coincidentes. 

Um procedimento alternativo para contornar essa di 

ficuldade foi proposto por CHAUDONNERET [17]. Nas aplicaçõesn~ 

rnéricas apresentadas neste trabalho, entretanto, não houve ne -

nhurn caso no qual fosse necessário prescrever o deslocamento nos 

dois nós coincidentes. 
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III.7.1 - EIXO TRONCO CÔNICO 

Quando a superficie lateral está descarregada, o 

problema da torção do eixo tronco cônico possui a seguinte solu 

ção [14]: 

u = 

-rre = 

onde 

c = 

crz 
3/2 

3G(r2 +z 2 ) 

-cr 2 

( 2 2 ) 5/2 r +z 

M 

Tez = 

2IT(2/3-cosa+1/3cos 3 a) 

-crz 

( 
,· ')5/2 r +z 

(III.51) 

(III.52) 

(III .53) 

Na expressao acima, M é o momento torçor que at~ 

a nas extremidades do eixo. O ângulo a está definido na Figura 

III. 5. 

A seçao meridional do eixo e as duas discretizaçôes 

utilizadas na análise estão apresentadas na figura a seguir. 
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z 1. 
z 

G 

G' .._ __________ _,,......,._O--::. G 

L o L • 

Ko K o 

J • J • 

• 1 • 

H • H o 

A' 

e 
e= 0,5 d 

DISCR. a DISCR. b 

a 

Figura III.5 - Seção meridional e discretizações do contorno 

Esta aplicação numérica possui duas finalidades: em 

primeiro lugar, mostrar a convergência dos resultados em função 

do refinamento da "malha" de elementos de contorno, o que foi 

feito com a utilização do elemento linear; em segundo lugar,co~ 

parar os resultados obtidos com a utilização dos elementos line

ar e quadrático para a mesma discretização (discretização b). 

Foi imposto um campo de deslocamento equaçao 

(III.51)) nas extremidades do eixo e , na superfície lateral , 
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foi prescrito o valor nulo para a força de superficie. Como a 

finalidade deste exemplo é simplesmente didática, adotou-se p~ 

ra a constante c em (III.53) o valor c = 1000; para o módu

lo de elasticidade transversal, adotou-se o valor G = 800. 

Os resultados obtidos para o deslocamento u e 

para as tensões cisalhantes 're e 'ez , nos nós da superficie 

lateral comuns às duas discretizações, são apresentados nas ta 

belas III.1 e III.2, respectivamente. 

É importante observar que: os valores dos desloc~ 

mentos foram obtidos após a resolução do sistema de equações 

(III.33) que, por sua vez, é formado a partir da aplicação da 

equaçao integral (III.22) a cada nó do contorno; os valores das 

tensões cisalhantes foram obtidos com o emprego das equaçoes 

(III.50), ou seja, através da derivação dos deslocamentos in -

terpolados, o que não fornece resultados muito precisos e tor

na a convergéncia mais lenta. 
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Tabela III.1 - Deslocamento nos nos da superfície lateral 

NÓ SOLUÇÃO DISCRET. DISCRET. 
EXATA (a) (b) 

A 0,41409 0,41409 0,41409 

B 0,30422 0,30490 0,30438 

e 0,23292 0,23387 0,23316 

D 0,18404 0,18476 0,18422 

E 0,14907 0,14941 0,14916 

F 0,12320 0,12318 0,12319 

G 0,10352 0,10352 0,10352 

Observações: 

1 - Os valores dos deslocamentos estão multiplicados por 10 2 • 

2 - Os nos A(A') e G(G') sao nós duplos; dai a razão pela qual 

os deslocamentos em A e G coincidem com os deslocamentos 

prescritos em A' e G', respectivamente. 
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Tabela III.2 - Tensões cisalhantes nos nos da superfície lateral 

SOLUÇÃO EXATA DISCREI'. (a) DISCREI'. (b) 
NÓ 

're 'ez 're 'ez 're 'sz 

A 0,66254 1,32508 0,57024 1,14049 0,61296 1,22593 

B 0,41723 0,83445 0,42772 0,85544 0,41941 0,83882 

e 0,27951 0,55902 0,28578 0,57156 0,28109 0,56217 

D o, 19631 0,39262 0,20083 0,40166 o, 19742 0,39484 

E 0,14311 0,28622 0,14633 0,29266 o, 14393 0,28787 

F 0,10752 0,21504 0,10926 0,21852 0,10808 0,21615 

G 0,08282 0,16563 0,09051 0,18103 0,08620 O, 17240 

Os resultados relativos às tensões nos pontos in -

ternos selecionados, obtidos com o emprego das equações inte 

grais apropriadas (equações (III.17)), são apresentados na tabe 

la a seguir. 
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Tabela III.3 - Tensões cisalhantes nos pontos internos selecio 

nadas 

PON'I'O 
SOLUÇÃO EXATA DISCREr. (a) DISCREI'. (b) 

Tre Tez Tre Tez Tre Tez 

H O, 19560 0,68460 O, 18781 0,67418 O, 19373 0,68188 

I O, 10490 0,41961 0,10218 O ,41798 O, 10422 0,41911 

J 0,06005 0,27022 O ,05924 0,27108 0,05985 0,27040 

K 0,03626 o, 18132 0,03604 O, 18282 0,03621 O, 18168 

L 0,02290 o, 12594 0,02282 0,12760 0,02288 0,12635 

M 0,11712 0,35136 0,11631 0,35408 0,11691 0,35200 

N 0,07256 0,24185 0,07242 0,24448 O ,07251 0,24248 

o 0,04671 O, 17126 0,04665 O, 17375 0,04669 o, 17188 

p 0,11040 0,27600 0,11065 0,27974 O, 11046 0,27689 

Q 0,07283 0,20029 0,07292 0,20341 0,07285 0,20105 

As três tabelas anteriores mostram a convergência 

dos resultados em função do refinamento da discretização. Em 

relação às tabelas III.2 e III.3 é importante observar que, p~ 

ra a mesma discretização, o emprego das equações integrais foE 

nece resultados mais precisos para as tensões. Por exemplo 

com a utilização da discretização b, o maior erro encontrado 

nos nós do contorno foi de 7,5%; nos pontos internos seleciona 

dos, esse valor caiu para 0,95%. 
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Nas tabelas seguintes,são apresentados os resulta -

dos relativos à discretização b e obtidos com a utilização dos 

elementos linear e quadrático. 

Tabela III.4 - Deslocamento nos nos da superfície lateral 

NÓ SOLUÇÃO ELEMEN'ID ELEMENTO 
EXATA LINEAR QUADRÁTICO 

A 0,41409 0,41409 0,41409 

B 0,30422 0,30438 0,30419 

e 0,23292 0,23316 0,23290 

D 0,18404 O, 18422 0,18403 

E 0, 14907 0,14916 o, 14907 

F 0,12320 0,12319 0,12320 

G o, 10352 O, 10352 0,10352 

Tabela III.5 - Tensões cisalhantes nos nos da superfície lateral 

NÓ SOLUÇÃO EXATA ELEMENTO LINEAR ELEMENTO QUADRÁTICO 

're 'ez 're 'ez 're 'ez 

A 0,66254 1,32508 0,61296 1, 22593 0,65359 1 ,30717 

B 0,41723 0,83445 0,41941 0,83882 0,41116 O ,82232 

e 0,27951 0,55902 0,28109 O, 56217 0,27646 0,55292 

D 0,19631 0,39262 o, 19742 0,39484 O, 19462 0,38923 

E 0,14311 0,28622 o, 14393 0,28787 O, 14209 0,28418 

F O, 10752 0,21504 0,10808 0,21615 O, 10690 0,21381 

G 0,08282 o, 16563 0,08620 O, 17240 0,08240 0,16480 
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Tabela III.6 - Tensões cisalhantes nos pontos internos selecio

nados 

PONTO 
SOLUÇÃO EXATA ELEl'1EN'ro LINEAR ELEl'1EN'ro QUADRÁTICO 

're 'ez 're 'ez 're 'ez 

H O, 19560 . 0,68460 0,19373 0,68188 0,19551 0,68443 

I 0,10490 0,41961 o, 10422 0,41911 o, 10488 0,41950 

J 0,06005 0,27022 0,05985 0,27040 0,60036 0,27014 

K 0,03626 0,18132 0,03621 O, 18168 0,03625 o, 18126 

L 0,02290 O, 12594 0,02282 O, 12635 0,02289 O, 12590 

M 0,11712 0,35136 0,11691 0,35200 o, 11709 0,35124 

N 0,07256 0,24185 0,07251 0,24248 O, 07253 0,24177 

o 0,04671 o, 17126 0,04669 O, 17188 0,04670 o, 17120 

p 0,11040 O, 27600 0,11046 0,27689 0,11036 0,27591 

Q 0,07283 0,20029 0,07285 0,20105 0,07281 0,20022 

Os resultados apresentados nas três últimas tabelas 

comprovam a superioridade do elemento quadrático sobre o eleme!! 

to linear, embora os resultados obtidos com a utilização do e

lemento linear possam ser considerados satisfatórios. Para al

guns nos do contorno, os resultados obtidos com a utilização do 

elemento linear foram melhores do que aqueles obtidos com a u

tilização do elemento quadrático. Isso pode ter ocorrido devi 

do à derivação dos deslocamentos interpolados (equações (III.50) ). 

Para os pontos internos selecionados, os resultados obtidos com 

a utilização do elemento quadrático foram sempre melhores. 
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III.7.2 - CILINDRO COM CAVIDADE ESFtRICA 

Seja o cilindro com uma cavidade esférica interna e 

suficientemente longo, de tal maneira que a presença da cavid~ 

de não se faça sentir no contorno, isto é, de tal maneira que 

o mesmo se comporte como um cilindro maciço no que diz respei

to ao campo de deslocamento e de tensões no contorno (Figura 

III.6). 

z 

Figura III.6 - Cilindro com cavidade esférica interna 

A imposição do campo de deslocamento 

u = arz (III.54) 

nas suas extremidades - tal campo de deslocamento corresponde 

à solução analitica da equação de Navier (II.8) para o proble-

ma da torção do cilindro maciço gera uma única tensão não 

nula no contorno, a tensão Tez , igual a 

Tez= Gar (III.55) 
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Em (III.54) e (III.55), a e o fator de proporcion~ 

lidade, dado por 

onde 

a = 
M 
GJ (III.56) 

M - momento torçor correspondente ao campo de deslocamento 

imposto; 

J - momento de inércia da seçao transversal do cilindro 

maciço. 

Os valores adotados para o módulo de elasticidadetrans 

versal e o fator de proporcionalidade foram os seguintes: 

G = 800 

a= 0,0025 

A Figura III.7 representa a seçao meridional do cilin 

dro e a primeira discretização utilizada na análise (discretiza 

çao (a)). Refinando a malha, cada elemento é dividido em outros 

dois, de mesmo comprimento, com a introdução de um novo no en -

tre os dois nós já existentes (discretização (b)). O mesmo pr~ 

cedimento foi seguido para o segundo refinamento (discretização 

(c)). Assim, em relação ãs discretizações (a), (b) e (c), a 

circunferência que define a cavidade esférica foi discretizada 

com o auxilio de oito, dezesseis e trinta e dois elementos line 

ares (ou quatro, oito e dezesseis elementos quadráticos), res -

pectivamente. 
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z 

..-------<o------, --

h 

H 

tia"' 0,15 

1 

hia e 0,45 

a 

Figura III.7 - Seção meridional do cilindro 

Os resultados obtidos para a tensão resultante nos nos 

da circunferência que define a cavidade - Tr = /T~ 8 + T~z 

e a sua solução exata estão representados na figura a seguir. 
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• 

22,5· 45· 

-- teórica 

x discr. a 

• discr. b 

o discr. e 

e o=• 

67,5' 

Figura III.8 - Tensão resultante no contorno da cavidade 

Na região da cavidade ocorre concentração de tensões 

e, com exceção dos pontos sobre o eixo r na Figura III.7 (se 

ção média), a tensão Tre assume valores nao nulos. A Tabela 

III.7 apresenta os valores obtidos para a relação entre a ten-

sao Tez nos pontos da seção média e nos pontos de mesma ab -

cissa pertencentes ao cilindro maciço. 
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Tabela III.7 - Concentração de tensões na seçao média 

PONIO 
ABCISSA DISCRET. (a) DISCRET. (b) DISCRET. (c) Tez 

S=r/a (CILINDRO 
MACIÇO) 

A o, 150 1,108 1,213 1,241 1,50 

B O, 152 1,284 1,261 1,242 1,52 

c 0,160 1,179 1,179 1, 180 1,60 

D 0,200 1,054 1,058 1,059 2,00 

E 0,320 1,005 1,005 1,005 3,20 

F 0,640 1,000 1,000 1,000 6,40 

G 0,980 0,988 1,001 1,000 9,80 

H 1,000 1,000 1,000 1,000 10,00 

A tensão nos pontos E, F e G e muito próxima daqu~ 

la encontrada nos pontos de mesma abcissa e pertencentes ao ci

lindro maciço, ou seja, a concentração de tensões só ocorre na 

vizinhança da cavidade. 

Para se ter idéia da precisão dos resultados aprese~ 

tados na Tabela III.7, foi adotada uma variação linear para a 

tensão Tez ao longo do eixo r e o momento torçor, nessa se-

ção média, foi calculado através da integração de ao lon-

godos sete segmentos lineares obtidos. Comparando-se esse va

lor calculado aproximadamente com aquele correspondente ao cam

po de deslocamento imposto (III.56), as diferenças encontradas 

foram: -0,7% para a discretização (a); 0,06% para a discretiza

ção (b) e 0,0004% para a discretização (c). Cabe observar que 

a interpolação linear adotada no cálculo do momento possui ape-



64 

nas um objetivo. didático, uma vez que as tensões nos pontos in -

ternos são calculadas diretamente, com o auxilio das equaçoes in 

tegrais apropriadas. 

A utilização de elementos quadráticos (discretização 

(c)) forneceu, para a tensão resultante nos nós da circunferên -

eia que define a cavidade, os resultados representados na figura 

abaixo. 

1;' p 

1,25 

1,00 

0,75 

0,50 

0,25 

o 
o· 22,5' 45' 

--teôrica 

67,5' 

o elem. linear 

• elem. quadrâtico 

e coincidentes 

Figura III.9 - Tensão resultante no contorno da cavidade 

A Figura III.8 mostra a convergência dos resultados 

em função do refinamento da malha de elementos de contorno; a 

Figura III.9 mostra a eficiência do elemento linear quando com 
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parado com o elemento quadrático. 

III.7.3 - CILINDRO COM ENTALHE SEMICIRCULAR 

Seja o cilindro com um entalhe semicircular e sujei

to a açao de conjugados aplicados nas extremidades, como repre

sentado abaixo. 

z 

h 

b 

a 

h/a = 1,3 

b/a = 0,2 

Figura III.10 - Cilindro com entalhe semicircular 

Na região do entalhe ocorre uma grande concentração 

de tensões e, com exceção dos pontos sobre o eixo r na Figura 

III.10 (seção média), a tensão 're assume valores não nulos. 

A Figura III.11 representa a discretização utilizada 

na análise, na região vizinha à circunferência que define o en

talhe, e os valores obtidos para a tensão 'ez nos pontos per-

tencentes à seção média. No nó A, a tensão é máxima: ,A = T - • 
8z rrax 
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z 

+ elemento quadrático 

o elemento linear 

i 
t 

1"""---i------t---t--+----+-------<--+--+-~A -------'---~ 

Figura III.11 - Discretização na vizinhança do entalhe e tensão 

nos pontos da seção média 

A relação entre a tensão no nó A (T - ) e a máxima ten max 

sao encontrada em um cilindro maciço de raio (a-b) e sujeito à~ 

çao de conjugados de mesma intensidade dos aplicados no cilindro 

considerado aqui (pontos de abcissa (a-b)) ,obtida com a utiliza

ção dos elementos linear e quadrático e por outros autores [6] ,é 

a seguinte: 
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1 , 40 Elemento linear 

1 , 42 Elemento quadrático 

T 
1 , 5 7 Willer max 

= 

2M 1 , 6 7 Sonntag 

JJ(a-b) 3 
1 , 3 3 Kermanidis 

1 , 4 2 Wert 
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CAPÍTULO IV 

O MÉIDOO 008 ELEMENIDS DE ffiNTORNO APLICAOO À 'IDRÇÂO ELI\S'IDPI.ÁSTICA 

IV.l - IDENTIDADE DE SOMIGLIANA PARA PROBLEMAS ELASTOPLÂSTICOS 

Para problemas elastoplásticos, a equaçao (III.9) 

deve ser escrita como segue 

= 

2IT f 2 [T;e (s;X) 
íl E 

2IT f 2[Tre(X) 
íls 

Na equaçao acima, 

(IV .1) 

e e 
sr8 (x) e s

8
z(X) representam as 

parcelas elásticas das deformações totais sr
8

(X) e s
8
z(X). A

lém disso 

E~e (X) = Ere (X) - E~e (X) 

(IV. 2) 

onde representam as parcelas plásticas. 

A substituição de (IV.2) em (IV.l) conduz a seguin-

te equaçao 
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211 f 2[T;e Ere + T* Eez]rdíl 2 II J 2[Tre * ~ Tez E;z]rdíl + = Ere ez 
íl E íl E 

+ 211 f 2[T;e 
Ep * E~z]rdíl re + Tez 

íl E 
(IV. 3) 

Integrando por partes as duas primeiras integrais em 

(IV.3) e tornando o limite quando E+Ü (de maneira análoga à do 

capítulo anterior), obtém-se a identidade de Sornigliana para o 

problema elastoplástico e na qual se considera as deforrnaçõesplá~ 

ticas corno deformações iniciais: 

u(~) = 211 Jru*(~;X)p(X)r(X)dr(x) - 211 Jrp*(~;X)u(X)r(X)dr(x)+ 

+ 411 
J 

[T* (~ ·X) re ' 
íl 

ou, sirnplificadarnente 

com 

* [ T * T * ] T = re ez 

e 

sP [ Ep Ep] T 
= r8 ez 

E~z (X) l r (X) díl (X) 

(IV. 4) 

(IV. 5) 
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A equaçao integral de contorno correspondente ao p~ 

blema elastoplástico é análoga à equação (III.19), a diferença fl 

cando por conta da integral de domínio relativa às deformações 

plásticas, a exemplo da equaçao (IV.4), e e igual a 

c (i;)u (i;) = 2rr f ru*prdr - 2JI f rp*urdr + 4rr 

Os valores de c(I;) sao os mesmos já apresentados 

no capítulo anterior, seção (III.4). 

IV.2 - CÁLCULO DAS TENSÕES NOS PONTOS INTERNOS 

Para o cálculo das tensões nos pontos internos, vi

sando o estabelecimento das equações integrais apropriadas, a 

equaçao (IV.4) deve ser substituída nas equações (II.64) e, como 

no caso elástico, as derivadas devem ser tomadas em relação as 

coordenadas do ponto fonte, isto é: 

Tre(I;) = G [ au(i;) 
- u:i;) J - 2G E~e (i;) 3p 

(IV. 7) 

Tez (I;) = G au(I;) 
- 2G E~z(i;) az o 

As derivadas acima podem ser aplicadas diretamente 

sobre os tensores fundamentais nas integrais de contorno; a de

rivação da integral de domínio relativa às deformações plásti -

cas requer maior atenção. Voltando à dedução da identidade de 

Somigliana, essa integral possui a seguinte representação for-
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mal quando se toma o limite quando E+Ü 

V = lim 4 II J T* 
Ep rdíl (IV. 8) 

E+Ü 
íl E 

e as derivadas sao representadas por 

av 4 II lim { d 
J T * 

,P rdíl } = ap ap 
E+Ü 

íl E 
(IV. 9) 

av 4 II lim { a f T* 
Ep rdíl } = az0 az 0 E+Ü 

íl E 

Seguindo o procedimento apresentado em [8], isto e, 

definindo um sistema de coordenadas polar com centro em ~ e 

raio polar paralelo ao eixo r do sistema de coordenadas cilin

drico, a integração no dominio fica restrita a uma integração na 

direção angular e a outra na direção radial sendo que, nesta úl

tima, o limite inferior de integração (,) é função da posição do 

ponto fonte (de suas coordenadas). Esta dependéncia leva à uti

lização da fórmula de Leibnitz para a derivação de integrais cu

jos limites dependem de um parâmetro. A aplicação dessa fórmula 

conduz às expressões abaixo 

av 

f íl 

a,* 
4 II I T* ap = 4 II ap 

,P rdíl - lim 
Rc 

,P ( ~) rR,rdr 
Rc+O 

r 1 (IV.10) 

4TI f íl 

aT* 
4IT I ,* av = ,P rdíl - lim 
Rc 

,P (U rR,zdr 
az 0 

az 0 - Rc+O 
r1 

nas quais as integrais de dominio devem ser calculadas no senti

do de valor principal; r 1 define uma circunferência de raio Rc 



72 

e R,r e R,z representam as derivadas de R (direção radial do 

sistema de coordenadas polar) em relação às coordenadas r e z 

do ponto campo. 

As integrais de contorno apresentadas em (IV.10) d~ 

vem ser calculadas levando-se em conta o comportamento da função 

de Legendre Q+l/ 2 (y) para argumentos y pequenos (isso por-

que pode-se tomar Rc tão pequeno quanto se deseje). De [13] 

obtém-se a seguinte expressão para Q+l/ 2 (y) 

º+1/2 (y) 
1 y-1 

= - 2 ln( 32 - 2 

(IV.11) 

d 
dy º+1/2 (y) = 

1 1 
- 2 (y-1) 

Desenvolvendo as expressoes para as tensões funda -

mentais em função de (IV.11) e integrando em r, , obtém-se 

4IT f íl [ a 
r; 8 (1;;X) * 

s~z (x)J r (X) díl (X) +s~8 ( s) 
av 

E~S (X) + 
ot Sz (s ;X) 

ap = 
ap ap 

(IV.12) 

av 
4rr f íl[ a 

r; 8 <s ;x) 
Eie (X) + 

h;z(s;X) 
s~z (x)J r (X) díl (X) +s~z (s) az 0 

= 
az 0 az0 

sie (U e s~z (U sao os chamados "termos livres", 
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're (~) 

'ez (U 
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As equaçoes integrais correspondentes as tensões sao 

"' e I [ 
* 

+ G 411 íl (+ -

- G E~e (U 

[211 Ir 
au* 

= G az
0 

prdr -

- 211 
J 

iE* ( -ap 
r 

* ª'ez 
+ (-ap 

'ez P 
* J - --)E rdíl -
p ez 

(IV.13) 

211 Ir 
a * J ~o urdr + 

* 
+ G 411 J [ h ;e J rdíl -Ep ª. T 6 Z p' 

az 0 re + ·az
0 

E6z 
íl 

Agrupando as equaçoes (IV.13), obtém-se a sua repr~ 

sentação matricial 

T ( U = G [2n I r·~*prdr - 211 Ir 'p*urdr J + 

+ G4JI Iíl':_:* EPrdíl - G I Ep (U (IV.14) 

na qual I e a matriz identidade de ordem (2x2). 
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IV.3 - DISCRETIZAÇÃO E SOLUÇÃO NUMÉRICA DAS EQUAÇÕES INTEGRAIS 

Para a solução numérica das equaçoes (IV.5) e (IV.13), 

a partir da solução da equação integral de contorno (IV.6), o 

contorno r é discretizado em uma série de elementos sobre os 

quais são interpolados os valores do deslocamento e da força de 

superfície (como foi feito na seção (III.5) do capítulo anteri 

or) e a parte do domínio onde se prevé a ocorrência de deforma -

ções plásticas e discretizada com o auxílio de células internas 

sobre as quais são interpolados os valores das deformações plás

ticas utilizando os valores nodais correspondentes. 

Uma vez que a discretização do contorno e o cálculo 

das respectivas integrais já foi discutido anteriormente, nesta 

seção estudar-se-á, em detalhes, a discretização do domínio e o 

cálculo das integrais relativas aos termos plásticos. 

Aqui, novamente, as coordenadas cilíndricas r(j) 

dos pontos localizados sobre cada célula 

tizado, são expressas em termos da função 

ílj' do domínio 

de interpolação 

discre-

W e 

das coordenadas nodais r(m) da célula através da seguinte rela 

çao matricial 

= (IV.15) 

na qual o superíndice m se refere ao numero de pontos que defi 

nem a geometria da célula. 

Da mesma maneira, as deformações plásticas e 

E~z sao interpoladas sobre cada célula ílj utilizando a função 

de interpolação ~ e os valores nodais EP(n) das deformações 
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plásticas, isto e 

E 
p(n) 

(IV.16) 

O superíndice n se refere ao número de pontos do 

domínio (chamados "pontos de tensão") que definem a lei de vari 

ação das deformações plásticas sobre cada célula ílj 

Como no caso elástico m=n e como so existem duas 

componentes de deformação plástica não nulas, então W = i 

Se o contorno r e discretizado em N elementos 

e o domínio íl (ou parte dele) em M células, a equação (IV.6) 

possui a seguinte versão discretizada para oi-ésimo nó ~i 

N 

1 = 
j =1 

( IV .1 7) 

As integrais de domínio relativas aos termos plás

ticos podem ser calculadas numericamente, sem dificuldade, qua~ 

do a célula nao contem o nó fonte. Quando isso acontece, essas 

integrais apresentam uma singularidade que é eliminada mediante 

uma mudança de sistema de coordenadas. A integração das célu -

las singulares será discutida na próxima seção. 

A aplicação da equaçao (IV,17) aos NN nos do con 

torno fornece um sistema de NN equaçoes com a seguinte repre

sentação matricial 
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(IV.18) 

na qual as matrizes H e G sao as mesmas já obtidas na análise 

elástica e a matriz D é a matriz resultante da integração no 

domínio. 

O cálculo das tensões nos pontos internos é efetuado 

de maneira idêntica. A equação (IV.14), para o ponto çi' po~ 

sui a seguinte versao discretizada 

T ( ç , ) 
- l 

J '1:*!rdr]p(n) 

r. 
J 

J ':: *!rfü,J :p (n) 
íl . 

J 

(IV. 1 9) 

Na equaçao acima, as integrais de domínio relativasaos 

termos plásticos podem ser calculadas numericamente, sem difi -

culdade, quando a célula não contém o ponto fonte. Quando isso 

acontece, a integração sõ é possível no sentido de valor princ! 

pal; essa integração também será discutida na próxima seção. 

A aplicação da equaçao (IV.19) aos NP pontos internos 

selecionados fornece um sistema de equações com a seguinte re -

presentação matricial 

= 'G - p - 'H u + (D' + C' ) Ep (IV. 20) 

na qual <;'éa matriz que representa os"termos livres" e D' e 

a matriz resultante da integração no domínio. As matrizes 'G e 
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'H resultam da integração no contorno e equivalem ãs matrizes 

G e H da equação (IV.18). 

O cálculo das tensões nos nos do contorno nao re-

quer nenhuma integração. As expressões correspondentes às ten

soes constituem uma extensão daquelas apresentadas em (III.50) , 

levando em consideração a contribuição das deformações plãsticas. 

Obtém-se, então, para X e r 

Tre(X) = p(X) nr(X) _ G [ du (X) 
ar (x) 

u(X) J + r(X) nz(X) nz (X) 

- 2G[s~
8

(x) nz (X) - s~z (X) nr (X) ] nz (X) 

(IV.21) 

Tez(X) = p(X) nz(X) [ du (X) 
+ G ar (x) + u(X) (X) J r(X) nz nr(X) 

A única derivada que aparece continua sendo a do des 

locamento, calculada diretamente sobre as funções de interpola -

çao. 

A aplicação das equaçoes (IV.21) aos NN nos do con 

torno fornece um sistema de equaçoes com a seguinte representa -

ção matricial 

(IV.22) 
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na qual as matrizes (}_c , ~c e sao equivalentes as matri-

zes '§", 'H e D' apresentadas em (IV.20). 

De modo a unificar o procedimento para o cálculo das 

tensões nos NN nõs do contorno e NP pontos internos seleciona

dos, as equações (IV.20) e (IV.22) devem ser agrupadas, extende~ 

do, assim, a representação da equação (IV.20) aos nós do contor

no e aos pontos internos selecionados. 

A aplicação das NN condições de contorno e a reord~ 

naçao das NN incógnitas conduz às seguintes representações das 

equações (IV.18) e (IV.20) 

A Y. = f + D Ep 
- (IV.23) 

e 

T = -A' Y. + f'+ D* Ep (IV. 24) 

nas quais a contribuição dos valores prescritos está incluida em 

f e f' , y_ e o vetor das incógnitas e D*= D'+ C' (para os 

nos do contorno C' = O é importante esta observação uma 

vez que, unificado o procedimento para o cálculo das tensões, a 

notação utilizada é a apresentada em (IV.20)). 

A pré-multiplicação da equaçao (IV.23) por A- 1 for 

nece 

(IV.25) 

Se nao houvesse deformações plásticas, isto e, se 

Ep =O, a equação acima se reduziria a 
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Y. = m (IV. 26) 

ou seja, a solução elãstica do problema para deslocamentos e for 

ças de superficie no contorno. 

Substituindo (IV.25) em (IV.24), obtém-se 

(IV. 2 7) 

Aqui, n corresponde a solução elástica para as 

tensões; além disso 

; 
-1 

m = A f 

(IV. 28) 

B = D* A'K n = f' - A'm 

É importante observar que, uma vez formadas, as e

quaçoes (IV.27) e (IV.25) sao independentes, ou seja, na resolu

ção de problemas que envolvem não linearidade física só é neces

sãria a utilização da equação (IV.27), relativa às tensões. A

lém disso, o fato de se utilizar equações integrais apropriadas 

para o cálculo das tensões nos pontos internos proporciona resu! 

tados mais precisos e, principalmente,maior eficiência computa -

cional, pois prescinde-se do cálculo dos deslocamentos nos pon -

tos internos selecionados e da sua posterior derivação numérica, 

como é prop::isto em [ 1 O ] . 

Em termos de eficiência computacional, deve-se ob -

servar que a matriz A pode ser formada no campo da matriz B 

Após a resolução do sistema de equações - para as incógnitas em 
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l e para K - a matriz B é formada e a equaçao (IV.27), gera

da. Assim, as únicas matrizes que precisam ser armazenadas sao 

as matrizes K e B 

Para a implementação numérica das equaçoes (IV.5) , 

(IV.6) e (IV.14) foram utilizados elementos lineares e células 

triangulares lineares. A implementação dos elementos lineares já 

foi discutida no capitulo anterior e o mesmo procedimento foi se 

guido aqui. 

IV.3.1 - CÉLULAS TRIANGULARES LINEARES 

Para as células triangulares lineares, as funções 

de interpolação são expressas em termos de um sistema de coorde

nadas homogéneo ( n 1 ; n 2 ) (Figura IV. 1 ) e o Jacobiano da transfor

maçao é igual a duas vezes a área do triângulo. As funções de 

interpolação W e i são dadas por 

'I' = f = [no, o 
T) 1 o :,] (IV. 29) 

e 
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/ 
2 

3.L~---------------4'1(1;0) 

Figura IV.1 - Célula triangular e definição do sistema de coorde 

Os vetores 

tores do tipo [i( ) 

e E 
p (n) 

sao formados por subve-

i ( ) J T, que correspondem aos "pontos de 

tensão" i=1,2,3 localizados nos vértices da célula. 

Para a formação da matriz D, cada célula íl . con-

tribui com uma submatriz d .. 
-lJ de ordem 

J 

( 1 x6) do tipo 

(o indice i se refere ao ponto fonte; o indice j, à célula) 

(IV. 30) 

Para a formação da matriz D' (no que se refere aos 

pontos internos), cada célula ílj contribui com uma submatriz 

'd.. de ordem (2x6) do tipo 
-lJ 



'd .. 
-l.J = 

82 

(IV. 31) 

A integração numérica das células que nao contém o 

ponto fonte (células não singulares) pode ser feita utilizando a 

quadratura de Hammer, como segue 

d.. = 
-l.J 

'd.. = 
-l.J 

4 Jl 

4 Jl 

J T* i rdíl 

íl . 
J 

J I T* i rdíl 

íl . 
J 

K 
= 8rr A. l (~*!r)k wk J k=1 

(IV. 32) 

K 
= 8IT A. k~1 ( '~*!r> k wk J 

onde K representa o número de pontos de integração, wk o pe-

so associado a cada ponto e A. 
J 

representa a área da célula. 

Todavia, nao e possível proceder assim para o caso 

em que o ponto fonte coincide com um dos vértices da célula a 

ser integrada (célula singular). Para se calcular essa integral 

e obter os elementos das submatrizes d .. e 
- l.J 'd" -l.J 

corresponden-

tes ao nó singular, é necessário efetuar uma mudança desiste -

ma de coordenadas, definindo um sistema de coordenadas polar(R;~) 

com centro no ponto fonte (ponto y na Figura IV.2). 
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z 

E 

Figura IV.2 - Sistema de coordenadas polar com centro no ponto 

fonte y E ílj 

Em relação às coordenadas r-z do sistema cilíndri

co definido previamente, as coordenadas homogêneas (n 1 ;n 2 ) sao 

dadas por 

(IV.33) 

O índice a representa o ponto ao qual se refere a 

função de interpolação e 

b = z - z 
a S y 

(IV.34) 

com a= 1,2,3 para S = 2,3,1 e y = 3,1,2 . 
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Em relação ao sistema de coordenadas (R;t), obtêm 

se a seguinte expressão para as coordenadas homogêneas (n 1 ;n 2 ) 

= (IV. 3 5) 

onde ó e o valor da função de interpolação no ponto singular ay 

e 

ó = 
ay 

o 

1 

I se y ! a 
(IV.36) 

se y = a 

As coordenadas r = r(X) e z = z(X) do ponto cam 

po sao dadas por 

r = p + R cost 

z = z 0 + R sent 
(IV. 37) 

Substituindo as expressoes acima nas expressoes cor 

respondentes às tensões fundamentais, obtêm-se (genericamente) a 

seguinte representação para as tensões fundamentais 

ou 

= 

= 

1 '!'(~;X) 
R -

= 
'l'ez(~;X) 

R 

(IV. 38) 

É importante mencionar que a singularidade so ocor

re nas parcelas de 'l're e 'l'ez que são multiplicadas pela inte -

gral elíptica E(m). 

Seja,então, uma submatriz 

(1x2),definida por 

d~. 
-J.J 

de d .. 
- J.J 

, de ordem 
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a 
d .. = 
-l.J 

(IV.39) 

Em relação ao sistema de coordenadas (R;~), a expre~ 

sao acima pode ser escrita como 

a lim 4rr 
r2 JR(~)i ! ri r RdRd~ lim 4IT r2 JR(~) ! ri r dRd~ d .. = = -l.J 

E+Ü 
a 

E+Ü 
a 

~1 E 11 E 

(IV.40) .. 

Em (IV.40) fica patente a vantagem de se utilizar o 

sistema de coordenadas (R;~), pois o Jacobiano dessa transforma

ção IJI = R elimina a singularidade. Devido ao comportamentoda 

integral elíptica E (m) (E (m) + 1 quando k' + O) a integração não o

ferece mais nenhuma dificuldade adicional, mesmo quando y = a .• 

Em virtude da complexidade das expressões envolvi -

das,integra-se numericamente em relação a R e em relação a ~ 

utilizando a quadratura de Gauss. Assim, 

onde 

d~-= 
- l.J 

n 
1 (IV. 41) 

k=1 

e o Jacobiano para a integração em relação a ~ 

(n pontos de Gauss), 

e o Jacobiano para a integração em relação a R 

(m pontos de Gauss) e 

sao os pesos associados aos pontos de integração. 
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Seja,agora, uma submatriz 

dem (2x2), definida por 

'dª .. de 'd d .. , e or -
-l.J -l.J 

triz 

'd~. 
- l.J 

= 4TI J 1
T* 

íl . 
J 

n rdíl 
a (IV. 4 2) 

Em relação ao sistema de coordenadas (R;<j,), a ma

'T* pode ser representada como 

1 ''±' (IV.43) = 

e a expressao (IV.42) pode, então, ser escrita como 

J

<j,2J R(<j>) f <1>2JR(<j>) 
'd~. = lim 4TI R1, ''±'ri rRdRd<j> = lim 4TI _Rl 
-l.J O - ª O 

''±'ri rdRd<j> 
- a E+ E+ 

q>l E q>l E 

(IV. 44) 

Para y ! a tem-se 6 = o, 
ay 

a singularidade é eli 

minada e a integração pode ser efetuada normalmente, de maneira a 

náloga a apresentada em (IV. 41). 

Para o cálculo da submatriz 'dª. . d te correspon en ao 
- l.J 

nó singular (isto é, quando y = a), a integração apresentada em 

(IV.44) deve ser efetuada no sentido de valor principal de Cau -

chy, ou seja, deve-se levar em consideração a contribuição de 

todas as células adjacentes que contém o ponto y Como se in-

tegra numericamente nas duas direções, a integral no sentido de 

valor principal (em relação a R) é calculada aplicando-se o con

ceito de integração por partes finitas apresentado em [1] e no 

Apêndice F deste trabalho. A integral em relação a <I> 

lada normalmente, utilizando a quadratura de Gauss. 

e calcu-
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A integração nas direções radial e angular do sistema 

(R;<f,) pode, também, ser utilizada para o caso mais geral, no qual 

o ponto fonte ~i não coincide com nenhum dos nós da célula. Em 

relação à Figura (IV.3), as submatrizes 

da seguinte maneira 

z 

d~. e 'd~. 
-lJ -lJ 

sao obtidas 

Figura IV.3 - Caso geral para a integração de célula nao singular 

f</>3 f R3 (<f,) 'I' f</>2 fR3(</>)'I' 
d~. 411 - rdRdq, + 411 - rdRdq, = na na -lJ 

</> 1 R2 ( </>) </> 3 R1 ( <f,) 
••. (IV .45) 

e 

f </>3 f R3 (<f,) - dR f q,2 f R3 (<f,) - dR 'd~. = 411 ''I' na r- dq, + 411 1 '1' na r R dq, -lJ R 
<f>1 R2(<f>) </>3 R1 (q,) 

(IV. 46) 

Nas expressoes acima, -na continua sendo dado· pela 
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expressao (IV.35) e o e R (~) 
a. y a. 

xo 

o 
a.y 

R ( ~) 
a. 

= 

-2A o 
= 

a. y 

b cos~ + a sen~ a. a. 

sao dados pelas expressoes abai 

(IV.47) 

(IV. 48) 

IV.3.2 - O MÉTODO DAS SUCESSIVAS APROXIMAÇÕES ELÁSTICAS 

As equaçoes (IV.25) e (IV.27) serao resolvidas atra

ves de um método incremental-iterativo conhecido como Método das 

Sucessivas Aproximações Elásticas, descrito nas referências [11] 

e [ 8] • 

Levando em consideração as equaçoes apresentadas na 

seçao (II.2), do Capitulo II, as equações mencionadas acima po

dem ser escritas da seguinte maneira 

(IV. 4 9) 

e 

T = + n (IV.50) 

Nas equaçoes acima, Ep representa o vetor das de -

formações plásticas acumuladas até a correspondente ao último a

créscimo dado ao carregamento (sem inclui-la) e me n represe~ 

tam as soluções elásticas associadas ao carregamento. 
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O processo incremental-iterativo para a solução das 

equaçoes (IV.49) e (IV.50) se inicia a partir da redução da máxi 

ma tensão equivalente (cr - ), encontrada nos nós do contorno e,max 

ou nos pontos internos, à tensão inicial de escoamento cr
0

, a-

través de um fator de carga inicial Ào definido como segue 

= 
cr o 

cr -e,rnax 
(IV.51) 

ou seja, o processo se inicia a partir do Último nível de carga 

em relação ao qual o material ainda se comporta elasticamente. 

Definindo-se um incremento de carga w, o fator de 

carga correspondente ao i-ésimo incremento é dado por 

(IV.52) 

Note-se que o incremento de carga w pode variar ao 

longo do processo; na implementação desenvolvida neste trabalho, 

entretanto, w é constante para cada problema. 

critas como 

~ = 

' = 

As equaçoes (IV.49) e (IV.50) podem, então, seres -

+ À.m 
i-

(IV.53) 

(IV.54) 

Para um dado valor de Ài, os incrementas de defor

maçao plástica são determinados iterativamente para cada nó do 

contorno ou ponto interno selecionado como segue: 
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a. Cálculo das tensões (equação (IV.54)) 

b. Cálculo de: 

e ' re e e ' ez (equação (II.53)) 

cet (equação (II.54)) 

J\cp 
e 

> o (equação (II.60)) 

c. verificação da convergência: comparação do último valor cal-

culado para como o anterior; 

d. Cálculo dos incrementos de deformação plástica 

e 

e. Início de uma nova iteração apos a consideração de todos os 

nós do contorno e pontos internos selecionados. 

Obtida a convergência, J\cp ê adicionado a cP e 

o processo descrito acima tem início para um novo fator de carga. 

Deve-se observar que somente a equaçao (IV.54) ê u

tilizada ao longo do processo incremental-iterativo e que a e

quação (IV.53) só ê utilizada após a obtenção da convergência.~ 

lêm disso, as matrizes K e B e os vetores me n sao gerados 

apenas no início do processo e não se alteram, o que representa 

uma grande economia em termos computacionais. 
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IV.4 - APLICAÇÕES NUMÉRICAS 

IV.4.1 - CILINDRO VAZADO COM SEÇÃO TRANVERSAL CONSTANTE 

MATERIAL PERFEITAMENTE PLÂSTICO 

Impondo-se o campo de deslocamento 

u = arz (IV. 5 5) 

ao cilindro considerado, o momento torçor correspondente ao 

primeiro escoamento e igual a 

= 
Il ªo b 4 

2 /3 (a3 - a (IV.56) 

onde a e b representam, respectivamente, os raios externo e 

interno da seção transversal do cilindro. O fator de propor -

cionalidade a associado a esse momento é dado por 

= 

Para 

transversal. 

Cl > Cl o tem início a plastificação da 

(IV. 5 7) 

seçao 

O momento torçor correspondente ao campo de des 

locarnento imposto é dado pela seguinte expressão: 

(IV.58) 

Para 

(IV.59) 

obtém-se o momento torçor correspondente a plastificação de to 

da a seção transversal: 
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p = 
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2JJ ºº 
3 7! 

(a, - b, ) 

Para a relação b/a = 0,4 , tem-se 

(IV.60) 

M /M = 1,28, ou p o 

seja, o máximo momento torçor que pode atuar na seçao transver 

sal do cilindro em estudo é 28% maior do que aquele correspon

dente ao primeiro escoamento. Assim, a imposição de um campo 

de deslocamento com a> a somente produz um acréscimo de de 
p 

formações, o valor do momento permanecendo inalterado. 

O diagrama M/M0 x a, correspondente a solução exa 

ta do problema, e a discretização utilizada para a análise nu

mérica são apresentados na figura a seguir. 

Em função dos resultados obtidos para a força de 

superfície, após a resolução da equação (IV.25), o momento M(a) 

foi calculado da seguinte maneira: 

M (a) = l 2ll 
j 

J p (X) r' (X) ar (X) 

r. 
J 

onde p(X) representa a força de superfície interpolada lineaE 

mente sobre os elementos da base do cilindro (na superfície 1~ 

teral, p(X) = O) e df(X) = dr(X). Para a= 0,0025, o erro 

cometido na avaliação do momento foi de 0,17%. 
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MIM0 1 

1.28 r---------------:::::õ=o=---0----0----0--

o o 

1,083 

MEC 

teci rica 

h/a = 0.2 

b/a ;0 4 

2,0 

Figura IV.4 - Diagrama M/M
0 

x a 

análise 

z 

b 

2,706 

e discretização utilizada na 

Devido ao comportamento da deformação plástica 

a seção meridional foi melhor discretizada na 

direção r 

Na tabela a seguir sao apresentados os valores de 

Tez e E~z correspondentes à solução exata do problema [11] e 

os obtidos numericamente, para a= 0,0030 (a seção transver -

sal está totalmente plastificada), nos pontos de ordenada nula. 
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Tabela IV.1 - Tensões e deformações plásticas nos pontos sobre 

o eixo r 

S=r/a SOLUÇÃO EXATA M.E.C 

'ez Ep • 103 '[ sP · 103 
ez ez 8z 

0,4 4,330127 0,293671 4,330127 0,293671 

0,5 4,330127 1,043671 4,330116 1,054134 

0,6 4,330127 1,793671 4,330113 1 ,820648 

0,7 4,330127 2,543671 4,330113 2,560140 

0,8 4,330127 3,293671 4 ,330114 3,331507 

0,9 4,330127 4,043671 4,330118 4,054946 

1,0 4,330127 4,793671 4,330127 4,793671 

Neste problema, o valor adotado para o incremento de 

carga foi w = 5%; o valor obtido para o fator de carga inici

al, para a= 0,0030, foi \
0 

= 0,360727. Foram necessários, 

portanto, treze incrementas de carga para restabelecer o campo 

de deslocamento imposto inicialmente. 
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IV.4.2 - CILINDRO MACIÇO COM SEÇÃO TRANSVERSAL CONSTANTE 

MATERIAL PERFEITAMENTE PLÂSTICO 

Analogamente ao problema anterior, o campo de deslo 

camento 

u = arz 

e imposto ao cilindro considerado. Tomando-se b = O , as ex

pressoes (IV.56), (IV.57), (IV.58) e (IV.60) são particulariz~ 

das para este problema. 

A relação M /M = 1, 33 p o indica que o mãximo momen-

to torçor que pode atuar na seção transversal do cilindro em 

estudo é 33% maior do que aquele correspondente ao primeiro es 

coamento. A plastificação de toda a seçao transversal corres

ponde a uma situação limite, pois Tez= O para r=O. Além 

disso, a expressão (IV.59) não pode ser particularizada: quando 

h+O, a+oo. 

O diagrama M/M
0 

x a, correspondente a solução exa 

ta do problema, e a discretização utilizada para a análise nu

mérica são apresentados na figura a seguir. Como no problema 

anterior, M(a) foi calculado em função dos resultados obtidos 

para a força de superfície. 
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1.33 ,----------~::::;;;:::==:::::.;::::===<;=======o-=-

teórica 

hta a 0.2 

1,083 2,0 

Figura IV.5 - Diagrama M/M
0 

x a 

análise 

z 

h 

a 

3,0 4,0 

e discretização utilizada na 

Novamente, a seção meridional foi melhor discretiza 

da na direção r. 

Na tabela a seguir sao apresentados os valores de 

correspondentes à solução exata do problema [11] e 

os obtidos numericamente, para a= 0,0040, nos pontos de orde 

nada nula. 
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Tabela IV.2 - Tensões e deformações plásticas nos pontos sobre 

o eixo r 

13=.r/a SOLUÇÃO EXATA M.E.C. 

1 8z Eêz" 103 1 8z 
Ep • 103 

Sz 

O, 1 1,60 0,00 1,603454 0,00 

0,2 3,20 0,00 3,211027 0,00 

0,3 '4,330127 O, 293671 4,330127 0,307779 

0,4 4,330127 1, 293671 4,330085 1,325528 

0,5 4,330127 2,293671 4,330127 2,322294 

0,6 4,330127 3,293671 4,330065 3,348276 

0,7 4,330127 4,293671 4,330126 4,327085 

0,8 4,330127 5,293671 4,330044 5,359634 

0,9 4,330127 6,293671 4,330124 6,315230 

1,0 4,330127 7,293671 4,330127 7,293671 

Neste problema, o valor adotado para o incremento de 

carga foi w=5%; o valor obtido para o fator de carga inicial, 

para a= 0,0040, foi À= 0,2705483. Foram necessários,por -

tanto, cinquenta e quatro incrementas de carga para restabele

cer o campo de deslocamento imposto inicialmente. 
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IV.4.3 - CILINDRO MACIÇO COM SEÇÃO TRANSVERSAL CONSTANTE 

MATERIAL COM ENDURECIMENTO LINEAR 

Como anteriormente, o campo de deslocamento 

u = arz 

é imposto ao cilindro considerado, possibilitando comparar os 

resultados obtidos com a solução exata do problema [11]. 

Neste problema, como nos dois apresentados anterioE 

mente, a fronteira plástica é determinada teoricamente da se -

guinte maneira: 

r = as 
p p 

(IV. 61 ) 

onde 

B 
1 ªº = Gaa 73 p (IV. 62) 

Como a tensão varia linearmente com r 

até o primeiro escoamento, então À
0

=Bp. 

Para os valores abaixo 

a = 0,0025 

a = 5,0 

(J = 7,5 o 

G = 800 

E = 2000 

o cilindro começa a plastificar (teoricamente) a partir da po

sição rp = 2,165 (BP= 0,43301). O valor encontrado para o 

fator de carga inicial foi À
0 

= 0,43299, o que fornece um 

erro de 0,005% na determinação da fronteira plástica. 
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Seja o parâmetro de endurecimento m e a variável 

, 8 , definidos como segue: 

e 

m = 

'ez 
'e= 2GE:

0 

O diagrama T 8 x S, para ID=O, 00; m=O, 1 O e m=O ,20, e a di~ 

cretizaçâo utilizada na análise numérica estão representados 

na Figura IV.6. É importante observar que somente a região do 

domínio onde foi prevista a ocorrência de deformações plásti -

cas necessitou ser discretizada. 

0.9 m=0.2 

0.8 m= 0.1 

0.6 

z 
h/a = 0,2 

0.4 

0.2 

a 

ELÁSTICO PLÁSTICO 

0.2 0.4 0.6 0.8 ,.o (3 

Figura IV.6 - Diagrama 'ex S 
análise 

e discretização utilizada na 
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Nas tabelas abaixo sao apresentados os valores de 

'ez e de E~z correspondentes à solução exata do problema e os 

obtidos numericamente, para m=0,04 e m=0,10, nos pontos de 

ordenada nula. 

Tabela IV.3 - Tensões e deformações plásticas nos pontos sobre 

o eixo r para m=0,04 

S=r/a SOWÇÃO EXATA M.E.C. 

'ez E~z· 103 
'ez E~z.10 3 

O, 1 1,00 0,00 0,999790 0,00 

0,2 2,00 0,00 1,999532 0,00 

0,3 3,00 0,00 2,999118 0,00 

0,4 4,00 0,00 3,997675 0,00 

0,5 4,352606 0,404621 4,352430 0,401206 

0,6 4,386163 1,008648 4,385841 1,002460 

0,7 4,419720 1,612675 4,419410 1, 606661 

0,8 4,453277 2,216702 4,452844 2,208516 

0,9 4,486834 2,820729 4,486616 2,816527 

1,0 4,520391 3,424755 4,520391 3,424755 
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TAbela IV.4 - Tensões e deformações plásticas nos pontos so -

bre o eixo r para m=0,10 

S=r/a SOWÇÃO EXATA M.E.C. 

'ez E~z.10 3 

'ez ~z.10, 

O, 1 1,00 0,00 0,999796 0,00 

0,2 2,00 0,00 1,999558 0,00 

0,3 3,00 0,00 2,999217 0,00 

0,4 4,00 0,00 3,998083 0,00 

0,5 4,386896 0,383190 4,386568 0,380877 

0,6 4,471642 0,955224 4,471024 0,950908 

0,7 4,556387 1,527258 4, 555813 1,523235 

0,8 4,641133 2,099292 4,640258 2,093266 

0,9 4,725879 2,671326 4,725467 2,668472 

1,0 4,810625 3,243360 4,810625 3,243360 

Como os valores adotados para m sao pequenos, ao 

erro cometido na determinação da tensão 'ez corresponde um 

erro maior no resultado obtido para a deformação plástica 

(comparar os valores apresentados nas Tabelas IV.1 e IV.2, pa

ra m=O,O). 

Neste problema, o valor adotado para o incremento de 

carga foi w=10%. Foram necessários, portanto, quatorze incr~ 

mentos de carga para restabelecer o campo de deslocamento im -

posto inicialmente. 
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IV.4.4 - CILINDRO COM CAVIDADE ESFÉRICA 

MATERIAL PERFEITAMENTE PLÁSTICO 

o cilindro do exemplo III.7.2 é novamente analisa

do, agora com a consideração de que é constituído por um materi 

al perfeitamente plástico. 

Para a= 0,0030 (o campo de deslocamento imposto 

e o mesmo da análise elástica) e o
0 

= 12,5 , a fronteira plás

tica está suficientemente distante da cavidade e , consequen

temente, da concentração de tensões que ocorre ali, e pode ser 

determinada de maneira exata, como se o cilindro considerado fos 

se maciço (Figura IV.7). Sendo M o o momento torçor correspog 

dente ao primeiro escoamento, a relação entre o momento elasto

plástico M, associado ao campo de deslocamento imposto, e M
0 

é a seguinte: M/M
0 

= 1,24. 



z 

o ponto interno 

plastificado 

osa 

103 

04a 

a. 00030 

M/M0,1,24 

r 

Figura IV.7 - Zona plástica resultante da aplicação do campo de 

deslocamento u = 0,0030 rz 

Em relação à Figura IV.7, deve-se observar o nume

ro reduzido de células utilizadas para se efetuar a análise e -

lastoplástica. 

As Figuras IV.8 e IV.9 representam as zonas plást! 

cas obtidas de maneira aproximada - correspondentes aos fato

res de proporcionalidade a = 0,0054 e a = 0,010. A região pr§_ 

xima à cavidade foi melhor discretizada devido à concentração de 

tensões que ocorre ali. 
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Para a= 0,0054, M/M
0 

= 1,31 e o efeito da con -

centração de tensões já se faz sentir na detei:minação da frontei 

ra plástica. 

z 

ª= 0,0054 

M/M0: 1,31 

o ponto interno 

plastificado 

r 

Figura IV.8 - Zona plástica resultante da aplicação do campo de 

deslocamento u = 0,0054 rz 

Para a= 0,010, M/M0 = 1,33 e a seçao media já es 

tá totalmente plastificada. 
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z 

a= 0,0100 

M/M0:1,33 

o ponto interno 

plastificado 

r 

Figura IV.9 - Zona plástica resultante da aplicação do campo de 

deslocamento u = 0,010 rz 
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IV.4.5 - CILINDRO COM ENTALHE SEMICIRCULAR 

MATERIAL PERFEITAMENTE PLÁSTICO 

Para a análise da torção elastoplástica do cilindro 

apresentado no exemplo III.7.3, admite-se um material perfeita -

mente plástico e a imposição do campo de deslocamento 

u = arz 

nas suas extremidades. Na superficie lateral, e prescrito ova

los nulo para a força de superficie. 

Para a = 11,0 , com os valores adotados para o fa o -

tor de proporcionalidade a, somente a região do dominio próxi-

ma ao entalhe foi discretizada para se efetuar a análise elasto

plástica, devido à grande concentração de tensões que ocorre ai. 

Assim, para a= 0,00105 foram utilizadas vinte e quatro célu-

las; a zona plástica e a discretização estão representadas na Fi 

gura IV.10. Para a= 0,00152 foram utilizadas noventa e seis 

células. Como a zona plástica (Figura IV.11) não se extendeu a 

todo o dominio discretizado, esse número de células pode serre 

duzido, a discretizaçáo se restringindo somente à região plasti

ficada. 

Nas Figuras IV.10 e IV.11 também estão representa

dos os valores obtidos para a tensão Tez nos pontos da seção~ 

dia. Os momentos elástico e elastoplástico, associados ao campo 

de deslocamento imposto, são designados por Me e M, respectiv~ 

mente; M
0 

e o momento corres]X)ndente ao primeiro escoamento. 
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o ponto interno 

plastificado 

o elástico 

• erastoplástico 
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r 

o a= 0,00105 

M/M0 = 1,35 

Figura IV.10 - Zona plástica resultante da aplicação do campo 

de deslocamento u = 0,00105 rz 
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o ponto interno 

plastificado 

o elãstico 

• elastoplástico 
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r 

o a. 0,00152 

MIM,, ,1,73 

Figura IV.11 - Zona plástica resultante da aplicação do campo 

de deslocamento u = 0,00152 rz 
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CAPÍTULO V 

CONCLUSÕES 

A formulação axissirnétrica do Método dos Elementos de 

Contorno conserva a sua eficiência computacional e precisão numé

rica e traz, tarnbérn,a vantagem adicional da análise bi-dirnensio -

nal de problemas tri-dirnensionais. 

Para se apresentar os resultados relativos aos exern -

plos dos capitulas III e IV, foram implementados dois programas 

computacionais em linguagem FORTRAN 77 - um programa para as ana

lises elástica e elastoplástica, no qual foram utilizados elemen

tos e células triangulares lineares; outro somente para a análise 

elástica, com a utilização do elemento quadrático. Foi utilizado 

um micro-computador do tipo PC/XT e urna impressora de 132 colunas. 

Optou-se pela utilização de tal equipamento tendo em vista somen

te a depuração dos programas; entretanto, a rapidez na execuçãodo 

programa, para a análise elástica, serviu de estimulo para que 

a análise elastoplástica também fosse implementada ai. Embora o 

tempo de processamento tenha aumentado bastante para esse tipo de 

análise, devido, principalmente, a integração no dorninio, isto 

é, à formação das matrizes K e B, a utilização do micro-compu

tador não se tornou inviável graças às vantagens que o mesmo ofe

rece em comparação com um terminal de computador e também porque 

as matrizes ~e~, como já foi comentado anteriormente, uma vez 

formadas permanecem inalteradas durante toda a execução do pro -

grama. 

Tendo em vista a otimização do programa, foi utiliza-
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da uma integração seletiva dos elementos na qual o numero de pon

tos de integração e função da distância do ponto fonte ao no me -

dio (ou, no caso do elemento quadrático, nó intermediário) do el~ 

mento a ser integrado. Essa integração seletiva também foi utili 

zada para as células não singulares, quando se efetua a integra -

ção nas direções radial e angular (equações (IV.45) e (IV.46)) 

Já uma segunda versão do programa, que foi implementada com a fór 

mula de Hammer, utiliza sempre treze pontos para a integração das 

células não singulares (equação (IV.32)). 

A transformação quadrática efetuada para a obtenção 

dos elementos da diagonal principal da matriz ~, que permite r~ 

alizar a integração dos elementos de maneira unificada, evitando 

a separação das integrais elípticas e o uso de pesos logarítmicos, 

também contribuiu para a otimização do programa. 

Estando de posse das expressoes corretas das deriva 

das das integrais de domínio relativas às deformações plásticas , 

põde-se estabelecer as equações integrais apropriadas para o cál

culo das tensões nos pontos internos e garantiu-se a filosofia do 

método, uma vez que o uso da derivação numérica dos deslocamentos 

para a obtenção das tensões nos pontos internos fica definitiva -

mente descartado. As equações integrais proporcionam maior eficl 

éncia computacional e melhor precisão numérica nas aplicações pr~ 

ticas do método, pois as aproximações numéricas das principais i~ 

cógnitas do problema (deslocamento e força de superfície) são man 

tidas apenas no contorno, com exceção do campo de deformações plá~ 

ticas, que é aproximado no domínio. A única derivação numérica que 

continua sendo utilizada é aquela para o cálculo das tensões nos 

nós do contorno, procedimento já consagrado em trabalhos anterio-
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res ([8], (9]). 

Os exemplos relativos à análise elástica permitem 

a comparaçao entre os elementos linear e quadrático, compara -

çâo esta que mostra as qualidades do elemento linear: a compa

ração dos resultados obtidos através da discretizaçâo (b) no 

exemplo (II.7.1) com a solução analitica do problema, mostra o 

quanto o elemento linear é eficiente; evidentemente, o uso de 

elementos quadráticos, para essa mesma discretização, forneceu 

resultados melhores. Quando há cavidades ou entalhes no probl~ 

ma analisado, como no caso dos exemplos (III.7.2) e (III.7.3) 

o elemento quadrático simula melhor a geometria do contorno,se~ 

do menor o numero de elementos requeridos para a discretização 

da cavidade. 

A utilização de nos duplos permitiu simular basta~ 

te bem a descontinuidade das forças de superficie no contorno, 

tendo sido também utilizados no caso de mudança brusca da geom~ 

tria, como no exemplo (III.7.2) no qual os nós inicial e final 

da circunferência que define o entalhe são nos duplos. 

A análise elastoplâstica de problemas que apresen

tam cavidade requereu uma boa discretização do dominio devido a 

concentração de tensões, que ocorre na vizinhança da cavidade, 

e à interpolação relativamente simples das células. Optou-se, 

entretanto, por utilizar um maior número de células a implemen

tar células de ordem superior (quadráticas, por exemplo), o que 

conduziria ao procedimento alternativo apresentado em [8] e a

carretaria um esforço computacional maior. Os exemplos (IV .4 .1), 

(IV.4.2) e (IV.4.3), ainda que envolvam corpos de geometria si~ 

ples, ilustram a eficiência do método para esse tipo de análise. 
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Neste trabalho utilizou-se uma formulação tipo defor 

maçoes iniciais, que é restrita ao critério de escoamento de 

von Mises; sugere-se, então, que seja desenvolvida uma formula -

çao tipo tensões iniciais, mais geral e que possibilita o uso 

dos critérios de escoamento· de Tresca, von Mises, Mohr-Coulomb e 

Drucker-Prager. A implementação dessa formulação mais geral peE 

mitiria,também, uma comparação com a formulação utilizada aqui. 

· O que torna bastante atraente a implementação do Mé

todo dos Elementos de Contorno para a análise de problemas envol 

vendo não linearidade física, tais como plasticidade, viscoplas

ticidade e fluência, é o fato de que a solução completa do pro

blema pode ser obtida utilizando-se uma simples relação matrici

al que envolve as tensões, a sua solução elástica e as deforma -

ções inelásticas (equação (IV.54)). De uma maneira geral, as 

rotinas empregadas para a solução desses problemas são essencial 

mente procedimentos explícitos nos quais, normalmente, o numero 

de iterações (plasticidade) ou de intervalos de tempo (viscopla~ 

ticidade e fluência) requeridos para a convergência é elevado.De 

vido à sua relativa simplicidade, o que facilita a implementação 

de várias formulações, o problema da torção elastoplástica pode

ria ser analisado utilizando-se o procedimento implícito aprese~ 

tado em [16] e que se caracteriza por um numero mínimo de itera

çoes e um maior esforço computacional a cada iteração. A imple

mentação desse procedimento implícito forneceria subsídios para 

a discussão a respeito dos tipos de problemas aos quais a sua 

utilização seria vantajosa. 
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APÊNDICE A 

OBTENÇÃO DA SOLUÇÃO FUNDAMENTAL AXISSIMÉTRICA 

Seja a solução fundamental tri-dimensional de Kelvin 

1 
= 

16IT(1-v)GR 

Ri R· 
[(3-4v)oij + R ;?-1 (A. 1 ) 

que representa o deslocamento do ponto X na direção j produ

zido por uma carga concentrada unitária aplicada no ponto ~ e 

na direção i, na qual: 

i,j = 1,2,3 (x,y,z) 

o 
' 

se i;fj 

o .. 
l.J 

e o delta de Kronecker: o .. = 
]. J 

1 se i=j 

R é a distância entre o ponto fonte ~ e o ponto campo X 

R = (RiRi)1/2 

e 

Definindo-se um sistema de coordenadas cilíndrico 

(r;~;z), as soluções fundamentais axissimétricas são aquelas cor

respondentes a anéis de carga (anéis fonte) de intensidade unitá

ria, com as cargas atuando nas direções radial, circunferencial e 

axial, e podem ser obtidas da solução fundamental de Kelvin (A.1) 

utilizando-se o principio da superposição de efeitos (o material 

é admitido elástico linear), isto é, integrando-se a mesma (após 

as transformações necessárias) ao longo de um circulo de raio p. 
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Para tanto, define-se 

G.* = (A. 2) 

onde ü*(s;X) e a representação matricial de (A.1), na qual 

e T e a matriz da trans -

formação de sistema de coordenadas e P e a matriz que assegura 

que u* corresponda a cargas unitárias nas novas direções. 

As matrizes T e P sao as seguintes: 

[cosj -sen$ 

~ T = sen$ COS$ 

o o 
(A. 3) 

[ /(cosj:'"n>l o 

~ p = 1/(cos$-sen$) 

o 
(A. 4) 

Finalmente, as soluções fundamentais sao obtidas in

tegrando-se G.* como segue 

= 

com i,j = r,$,z. 

1 
2JJ f

211 

u~.(s;X) 
o lJ 

d$ (0 (A. 5) 

As soluções fundamentais u:j(s;X) sao, portanto,i~ 

dependentes da variável angular $. 
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AP!':NDICE B 

DERIVADAS DAS SOLUÇÕES FUNDAMENTAIS EM RELAÇÃO ÀS 

COORDENADAS p E z
0 

DO ANEL FONTE 

As tensões nos pontos internos sao calculadas atra -

ves das equaçoes integrais (III.17), apresentadas abaixo 

u* -)prdr - 211 p 

[ J 
:lu* J :lp* urdr] Tez(~) = G 211 r azo prdr - 211 r :izo 

onde 

dT}e * :lp* n + 
:lTez 

n 
~ = ~ ~ r z 

a,;e * ap* 3Tez 
az 0 

= :lz0 
nr + :lz 0 

nz 

Em função das expressoes abaixo 

S1 ( r+ P) 2 -2 = + z 

S2 r 2 +P 2 -2 = +z 

2p 
2 2 2-2 

S3 = +r + z 

S4 
2 ' 

_, 
= p -r +z 

S5 = ( ) 2 - ' r-p +z 

- fl urdr] 

( B. 1 ) 

(B. 2) 



= 
2 2 - 2 r -p +Z 

s7 = p(r+p) 

S
8 

= -2p (r-p) 

S 9 = -2(r
2 +z 2

) 

s 11 = s 2 + s 4 

S
0 

= 4ITp 2rff, 

obtém-se 

116 

= 2p6s
0 

{ 8 9 K (m) + [s 1 + 
5
~:

6J E (m) } 

= 

e 

1 
GS 0 

z { -K (m) + 
S2 
S E (m) } 

5 

(B. 3) 

(B. 4) 

(B. 5) 



onde 

F rz 

Grz 

F zp 

+ 

= 

= 

= 
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2[2p
2 

5155511 - 5254(55510 + 5158)] 

55 

z(55 15 5 - 5 25 4 ) 

z{5 25 4 - 25 15 3 

[5 25 4 (25 1+5 5 ) - 25 15 55 11 ] 
+ 

55 

z(5 25 6 - 35155) 

= z 
[2pr 5

6
(5 5-25

1
) + 25 25 55

10
] 

55 

} 

(B. 6) 
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APfNDICE C 

EXPANSÃO POLINOMIAL DAS INTEGRAIS EL!PTICAS K e E 

As integrais elípticas completas K (m) e E (m) , respect.:!:_ 

vamente do primeiro e segundo tipos, possuem as seguintes aprox.:!:_ 

maçoes polinomiais (expressões (III.27)): 

4 
i (.!) 

4 i K (m) - l aiµ + tn l biµ 
i=O µ i=O 

(C .1) 

4 i e.!, 
4 i E (m) - l c.µ + tn l d,µ 

i=O l µ 
i = o l 

nas quais o parâmetroµ dos polinômios é igual ao quadrado do mó 

dulo complementar das integrais. 

Os coeficientes da aproximação polinomial da integral 

elíptica K(m) são dados na tabela abaixo: 

i a. b. 
l l 

o 1,386294361 0,5 

1 9,666338350 (-2) 1,249859468 (-1) 

2 3,589980090 (-2) 6,880295505 (-2) 

3 3,742539571 (-2) 3,328521016 (-2) 

4 1,451338556 (-2) 4,418398230 (-3) 
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Para a aproximação polinomial da· integral 

E(m), os coeficientes são os seguintes 

i c. d. 
]_ ]_ 

o 1,0 

1 4,432515145 (-1) 2,499836641 

2 6,260761942 (-2) 9,200109374 

3 4,757404429 (-2) 4,069468414 

4 1,736314854 (-2) 5,263789328 

elíptica 

(-1) 

(-2) 

(-2) 

(-3) 

Nota: Os coeficientes devem ser multiplicados pela potência de 

10 entre parênteses. 
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APENDICE D 

TENSÕES NOS NÓS DO CONTORNO 

Sejam as equaçoes (II.64) e (II.10), apresentadas a

baixo e relativas a um nó qualquer X e r : 

G(~ ~) p 
T re = 2GErS ar r 

(D. 1 ) 

G au 2GEP Tez = az - Bz 

p = (D. 2) 

Em (D.2), sao os cossenos diretores da nor-

mal externa ao contorno e, em função da Figura D.1, tem-se: 

nr =cosa =sena 

r 

n r = cosa: 

Figura D.1 - Vetores normal (n) e tangente (t) ao contorno r 
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A substituição de (D.1) em (D.2) conduz a seguinte 

expressao para a força de superficie 

(D. 3) 

Seja,agora, a derivada do deslocamento u na dire -

çao tangente ao contorno, que é dada por 

onde 

du 
dr 

n' r 

= 

e 

au au n' + - n' ar r az z 
(D. 4) 

n' z são os cossenos diretores da tangente ao contoE 

no. Em função dos cossenos diretores da normal, a expressão (D.4) 

pode ser escrita corno 

du 
dr 

obtém-se 

au 
ar 

au 
az 

= 

= 

= 

(D. 5) 

Combinando (D.5) e (D.3) au au 
e resolvendo para ar e az, 

(D. 6) 

du nr + u n n + EGn +2 (,Pen + ,Pe n )n dr r r z z r r z z z (D. 7) 

A substituição de (D.6) em (D.1) e de (D.7) em (D.2) 

fornece as seguintes expressões para o cálculo das tensões nos 

nós do contorno 
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(D. 8) 

(D. 9) 

As expressões correspondentes à análise elástica sao 

obtidas tomando-se E~e = O e E~z = O nas expressões anterio

res. 

A derivada que aparece nas expressoes corresponden -

tes às tensões é calculada diretamente sobre os deslocamentos in 

terpolados, isto é, sobre as funções de interpolação. Assim: 

du 
du dn 
dr = ar (D . 1 O) 

dn 

Para o elemento linear, 

du u2-u1 
dn = 2 (D. 11 ) 

e 

dr l 
dn = -2- (D. 1 2) 

As expressões (D.8) e (D.9) sao particularizadas de 

acordo com a posição do nó X, isto é, se ele coincide com o 

no inicial (nó 1) ou o nó final (nó 2) do elemento. É importa~ 

te observar também que nr e n
2 

são constantes e dados simple~ 

mente por 
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= = 
r

1
-r2 

,e 
(D. 13) 

Para o elemento quadrático, conforme o nó em estudo 

coincida com o seu nó inicial ( 1) , intermediário ( 2) ou final (3), 

a derivada apresentada em (D.10) deve ser calculada para n=-1, 

n=O e n=1, respectivamente. Para o cálculo dos cossenos direto 

res da normal, o mesmo procedimento deve ser seguido, conside -

rando-se que 

a = are tg -dr/dn 

dz/dn 
(D. 1 4) 

Os valores finais das tensões, para nós comuns a 

dois elementos,são iguais à média aritmética dos valores calcu

lados utilizando-se a contribuição de cada elemento. 
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APl':NDICE E 

CÁLCULO DE INTEGRAIS SINGULARES USANDO A QUADRATURA DE GAUSS 

As integrais associadas aos elementos da diagonal 

principal da matriz G apresentam urna singularidade logarítmi

ca. Objetivando calcular numericamente essas integrais através 

da quadratura de Gauss, utilizam-se as transformações não line~ 

res (III.41), (III.43) e (III.49), cuja dedução é apresentada a 

qui. 

Seja,então, urna função qualquer f(n) , singular 

-no ponto n e que deve ser integrada numericamente no interva-

lo [-1;1] que contém o ponto singular, isto é, -1<n<1. Efetua -

se a seguinte mudança de variável 

n = ao/ 2 + bo/ + c 

e as seguintes condições sao impostas: 

para n = -1 o/ = -1 

para n = 1 o/ = 1 

- dn o para n = n d o/ = 

A equaçao do segundo grau em 

a'f2 + bo/ + (c-n) = o 

obtida de (E.1) possui as seguintes raízes: 

= 
-b+lb'-4a(c-n) 

2a 

(E. 1 ) 

(E. 2) 

'jl 

(E. 3) 

(E. 4) 



'P li = 
-b-/b' -4a (c-11) 

2a 
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Assim,para cada valor de 11 existem dois valores de '11. 

Impondo as condições de contorno, obtém-se o sistema de equaçoes 

abaixo 

a - b + e = -1 
(E. 5) 

a + b + e = 1 

cuja resolução fornece 

b = 1 ; a= -e (E. 6) 

Da condição de extremo para o ponto singular 11=11, 

obtém-se 

2aiji + b = o (E. 7) 

e,consequentemente, b'-4a(c-n) = o nas expressoes de 'P 1 e 'P li 

correspondentes a 11 = 11 ' ou seja, iji e raiz dupla da equaçao 

(E. 3) para 11 ~ 11 

Se 

b'-4a (c-n) = o (E. 8) 

então 

1-4a(-a-n) = o (E. 9) 

ou 

4a' + 4aii + 1 = o (E. 1 O) 

Resolvendo para a , obtém-se as raízes a' e a 11 e 

os valores correspondentes e' e c 11
: 
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- / i}2 -1 / il' -1 a' -n + c' n -= = 
2 2 

(E.11) 

- ; i1 2 -1 / i1 2 -1 a" -n - c" n + = = 
2 2 

Nota-se que, como -1 2n21 , a e c so terão valo

res reais se I ri 1 = 1 , o que implica em 

a' = a'' = - T e e 1 = e" = T (E.12) 

A transformação requerida quando a singularidade~ 

corre em um dos extremos do intervalo de integração é, conseque~ 

temente, dada por 

ou 

com 

-
n = _n_ qr2 + 'l' + n 2 -2-

-
n = + (1-~

2
l+ 'l' 

dn -
d'!' = 1 - n 'l' 

A integração fica da seguinte maneira 

= rf[ %<1-'1' 2 )+'1'] (1-n'l')d'l' 

-1 

A substituição de -n = -1 e de -
n = 1 

(E.13) 

(E.14) 

(E.15) 

(E.16) 

em (E.14) 

fornece, respectivamente, as expressoes (III.41) e (III.43) cor

respondentes à singularidade nos nós inicial e final do elemento. 
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-Quando a singularidade ocorre para n=n qualquer, 

a integral deve ser dividida em duas outras, como segue 

= + t. 1 

f (n)dn (E.17) 

A primeira integral à direita possui singularidade 

no seu limite superior e a segunda, no seu limite inferior. In

troduzindo mudanças de variáveis tais que os limites de integra

ção dessas duas novas integrais coincidam com os da integral ori 

ginal, obtém-se 

rf(n)dn 
(1+ii") rf[(1+n)r+(ÍÍ-1)Jdp' = 2 + 

-1 -1 

+ (1-ÍÍ) r f [< 1-ÍÍ) ~"+ (Tl+1 >] dp" (E.18) 
2 

-1 

Agora, a primeira integral à direita apresenta sin 

gularidade para p'=1 e a segunda,para p"=-1, o que permite a 

utilização da transformação quadrática (E.14), e conduz à segui~ 

te expressao para a integral de f(n) 

rf(n)dn 
-1 

= 

+ 

(1+ii) 
2 

(1-ri) 
2 

J

1 

f[-i1;ri> c~<l-'!'2)+'!']+ <ri21>J< 1-'!')d'!' + 

-1 

J

1 

f [< 1;n> [-~<1-'!' 2) +'!'] + <iJ;1)] <1+'!')d'!' 

-1 
.•. (E.19) 

Para n=O, obtém-se a expressao (III.49) correspo~ 

dente a: singularidade no nó intermediário do elemento quadráti-

co. 
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AP~NDICE F 

CÁLCULO DO VALOR PRINCIPAL DE CAUCHY POR INTEGRAÇÃO 

NO SENTIDO DE PARTES FINITAS 

O cálculo das integrais no sentido de valor princ~ 

pal de Cauchy pode ser efetuado aplicando-se o conceito de inte

graçao no sentido de partes finitas às integrais envolvidas. 

Seja a integral no sentido de valor principal abai 

xo: 

I = J: (r~s) f(r)dr = l:irn 
E-+{) 

{ J(s-E) f(r) dr+ Jb f(r) dr} 
(~s) (~s) ' 

a (S+E) 

a<s<b (F. 1 ) 

na qual a função f(r) satisfaz a condição de Holder*em se 

f(s) #O, o que implica que a singularidade é de ordem um. 

As duas integrais à direita em (F.1) podem ser cal 

culadas aplicando-se o conceito de integração no sentido de par

tes finitas, resultando em 

I = I' + I'' 

onde 

(*) Uma função satisfaz a condição de Holder num ponto s se: 

lf(r) - f(s) 1 < A·Rª(r;s) 

onde A é uma constante qualquer e A> O, 

O < a < 1 e 

R(r;s) e a "distância" entre r e s 
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I f: f(r) 
dr = (r-s) 

(F. 2) 

I" f: f(r) dr = (r-s) 

representa urna integral por partes finitas. 

A integral por partes finitas é um funcional line

ar e continuo no qual se incluem as integrais regulares; canse -

quentemente, muitas propriedades dessas integrais (não todas) são 

válidas para a aquela [1]. 

Efetuando uma mudança de variáveis tal que os in -

tervalos de integração nas expressões (F.2) se reduzam a interva 

los de comprimento unitário, as seguintes expressoes devem ser 

usadas para o cálculo das integrais I' e I" · 

I , fs f (r) 
dr I: f [ (a-s) t+s] dt + f(s) lnla-sl = (r-s) = t 

a 
( F. 3) 

I" f: f(r) 
dr f: f[(b-s)t+s] dt + f(s) ln [b-s [ = (r-s) = t 

As fórmulas para a integração numérica das expres

soes (F.3) foram apresentadas por Kutt (maiores detalhes na refe 

rência [1]) e possibilitam urna integração tipo Gauss: n pontos 

de Kutt são suficientes para a integração de um polinõmio de 

grau (2n-1). Com a utilização de tais fórmulas, as expressoes 

(F.3) tornam-se as seguintes: 
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fs f(r) n 
I' = (r-s) 

dr = - l f[(a-s)ti+s]w. - f(s) .tnla-sl 
. 1 l l= a 

(F. 5) 

fb 

n 
f(r) dr - l f[(b-s)t.+s]w. f(s) .tnlb-sl I" = + 

= (r-s) 
. 

1 
1 1 l= 

s 

onde ti e wi representam, respectivamente, as coordenadas dos 

pontos de integração e os pesos associados. 

A integração numérica da expressao (IV.44), com a 

utilização do conceito de integração no sentido de partes fini -

tas no que diz respeito à direção radial, é efetuada como segue: 

'd~. lJ 

onde 

m n 
l 

k=1 
{ l [(''l'rii )oWo] 

º - a .(. .(. 
-l.= 1 

(F. 6) 

e o Jacobiano para a integração em relação a~ e 

sao os pesos associados aos pontos de integra -

çao de Gauss (m pontos) e de Kutt (n pontos). 

Nos exemplos apresentados no Capítulo IV, a utili

zaçao de seis pontos de Kutt para a integração na direção radial 

forneceu resultados satisfatórios, os testes realizados com a u

tilização de mais pontos indicando ser esse numero suficiente. 

Esses pontos e os pesos associados estão na tabela abaixo. 
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Tabela F.1 - Pontos e pesos de Kutt para a integração no senti

do de partes finitas 

t. w. 
l. l. 

-0,65560816022445 (-2) -0,33717851540107 ( 1 ) 

0,93250153550835 (-1 ) 0,17235190974106 ( 1 ) 

0,30044628880792 0,81251173429234 

0,55944819710306 0,46830973648468 

0,80082123500722 0,26182782473225 

0,95995583420686 0,10561676109088 

Os numeros devem ser multiplicados pela potência 

de 10 entre parênteses. 
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