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Resumo da Tese apresentada a COPPE/UFRJ como parte dos requisi-

tos para a obtencdao do grau de Mestre em Ciencias (M.Sc.)

CONTRIBUICAO AO PRAIJETO DE
FUNDACODES EM RADIER

Mauro Jorge da Costa Santos

Junho de 1987

Orientador: Francisco de Rezende Lopes

Programa : Engenharia Civil

Este trabalho apresenta uma revisao dos metodos mais conheci
dos para o calculo de fundacoes em radier e a aplicagao em exem-
plos praticos.

0 objetivo principal da tese € a obtengao de criterios de
calculo de esforcos solicitantes em radiers, atraves do estudo
comparativo entre varios modelos e métodos sugeridos em publica-

coes e normas de calculo.
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Abstract of Thesis presented to COPPE/URFJ as partial fulfillment

of the requirements for the degree of Master of Science(M.Sc.)

A CONTRIBUTION TO THE DESIGN OF

MAT FOUNDATIONS

Mauro Jorge da Costa Santos

June, 1987

Chairman: Francisco de Rezende Lopes

Department: Civil Engineering

The thesis presents a review of the better known design
methods for mat foundations and their application to practical
cases.

The main objective of the thesis is to establish criteria
for the computation of internal forces in mat foundations, follo
wing a comparative study of the various models and methods pro-

posed in the technical Titerature and Codes of Practice.
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Resume de la theése presenteé 3 COPPE/UFRJ d'aprés les demandes

pour obtenir le degre de Maitrise en Sciences (M.Sc.)

CONTRIBUTION POUR LE PROJET DE FONDATIONS
EN RADIER

Mauro Jorge da Costa Santos

June, 1987

Conseiller: Francisco de Rezende Lopes

Programme : Geénie Civil

Ce travail presente une revision des methodes plus connues
pour le calcul des fondations en radier et 1'application a des
exemples pratigues.

L'objectif principal de la these est d'obtenir des critéres
de calcul des efforts sollicites en radiers, par 1'@tude comparative
entre plusieurs modéles et méthodes présentés dont des publica-

tions et normes de calculs.
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CAPITULO I

INTRODUGAO

0 objetivo deste trabalho e apresentar e comparar dife-
rentes métodos de calculo de fundagoes em radier. Inicialmente fo
ram selecionados alguns metodos mais facilmente empregados em es
critorios de projeto. Foram revistas as bases tedricas dos méto
dos selecionados e desenvolvidos programas para micro- computado
res aplicaveis a dois deles.

Em sequida, exemplos de projetos correntes foram resolvi
dos com o0 objetivo de se avaliar os procedimentos de calculo mais
indicados. A analise aqui apresentada aborda apenas aspectos es
truturais do radier como placa sobre uma base elastica. Nao houve
intencao neste trabalho de discutir questdes geotecnicas, como ,
por exemplo, a escolha de parametros dos solos.

A importancia do tema escolhido para este trabalho se de
ve ao fato de que fundagoes em radier sao empregadas em grande
numero de estruturas, tais como silos, metros, edificios com ma-
quinarias pesadas, tanques, edificios residenciais e comerciais,
castelos d'agqua e torres de chamineés de grande altura.

Em contrapartida, a bibliografia que trata especificamen
te do calculo de radiers e pouco extensa, acarretando ao engenhei
ro estrutural uma serie de duvidas quando surge a necessidade de
projetar uma fundacao em radier. Os trabalhos e livros textos na-
cionais e internacionais apresentam na maioria das vezes casos
particulares de placas sobre base elastica ou metodos simplifica

dos empregados no calculo de radiers. Estas simplificacoes visam

eliminar as dificuldades de um calculo matematico exato, possibi



Titando ao engenheiro a elaboragao do projeto estrutural do radier,
empregando tabelas e procedimentos usuais; ocorre, entretanto,que
na maioria dos casos ha um super dimensionamento da estrutura,com
repercussoes sensiveis na economia da obra. Com a facilidade de
acesso aos micro e grandes computadores, existe uma tendencia na
tural do emprego de metodos numericos como os das Diferencas Fini
tas, Elementos Finitos e Elementos de Contorno, contornando-se
assim as dificuldades e deficiencias das formulagdes tedoricas e
obtendo-se atraves de calculos mais exatos uma economia na estru-
tura projetada e um maior rigor cientifico no dimensionamento e
especificacoes dos materiais empregados no radier. Deste modo es
te trabalho se preocupou prioritariamente com a analise de méto-
dos numericos, em detrimento de uma revisao extensa da literatura
no que se refere a tecnicas simplificadas e casos particulares de
placas sobre apoio elastico.

Do Capitulo II consta uma revisao da literatura, apresen
tando principalmente os metodos de analise de interacao solo x es
trutura. No Capitulo III estao detalhados os metodos de calculo
selecionados para serem programados e empregados nos exemplos nu
mericos. 0 CapTtulo IV apresenta a aplicacao dos métodos descri
tos no Capitulo anterior a dois exemplos de fundacgoes em radier
e a analise comparativa dos resultados obtidos atraves das virias
solugoes empregadas. 0 Capitulo V procura apresentar as conclu-
soes gerais obtidas pelo presente trabalho, sugerindo ainda proce
dimentos para calculo,bem como possiveis temas de tese. Os  apén
dices A e B apresentam, respectivamente, os fluxogramas basicos
e as listagens dos programas de calculo de radier baseados no Me-

todo das Diferencas Finitas e no Metodo do ACI (20) .



CAPITULO II

REVISAO DA LITERATURA

IT.1 - RADIER - DEFINICAOD

0 radier € uma placa de fundagao em concreto que recebe o
carregamento total de wuma estrutura ( FIC. II.1 }, trans

mitindo-o ao terreno de fundacao, ou a um conjunto de estacas, no

caso dos chamados radiers estaqueados ", que nao serao tratados
nesta tese,

Na maioria dos casos, o radier & utilizado em solos com
baixa capacidade de suporte, onde, descarregando-se o0s pilares
numa placa englobando varios pilares, consegue-se uma redugao na
pressao transmitida ao terreno e uma maior capacidade de carga
pelo aumento de largura e profundidade total da fundacao ( FIC
11.2).

A adocao do radier acarreta ainda uma sensivel redugao nos
recalques totais da estrutura e, por solidarizar varios pilares,

reduz também os recalques diferenciais, que sac o0s que maiores

danos causam a obra e suas instalacoes.

IT.2 - SISTEMAS ESTRUTURAIS EMPREGADOS EM RADIER

Os tipos mais usuais estao descritos na FIG.II.3,
A escolha e emprego do tipo mais adequado dependera das

condicoes particulares de cada obra, tais como:

cargas a transmitir

- terreno de fundacao

- recalques maximos permitidos
- metodo e prazo de execugao

- viabilidade economica



IT.3 - METODOS DE ANALISE DA INTERACAQ SOLO-ESTRUTURA

0s métodos de analise podem ser classificados (i) quanto
ao modelo de representacaoc do soto e (ii) quanto a consideracao
ou nao da linearidade nestes modelos.

Quanto ao modelo de representacac do solo, ha dois tipos

principais:

- solo representado por um sistema de molas { Modelo de
Winkler (1867) )

- solo representado por um semi espaco (elastico ou nao)

0 modelo de Winkler (FIG.II.4)equivale a uma placa sobre
fluido denso, onde a tensao de contato despertada num ponto e
diretamente proporcional ao deslocamento (recalque) sofrido pelo
ponto. A relacao do modelo de Winkler, q = K,w, & analoga a do
principio de Arquimedes, sendo o modulo Ko identico ao peso espe-

cifico do fluido.

No modelo do semi-espaco ( FIG.II.5), o solo & idealizado
como um meio continuo, onde a superficie deformada do terreno de
fundacao ndo ocorrera somente na regiao carregada. Esta modela
gem emprega a teoria classica da elasticidade e conduz, no caso
da interagao solo-estrutura, a resolucao de problemas de comple-

xa formulacao matematica.

Quanto a consideragdo da nao linearidade, existem basica-

mente duas possibilidades:

- modelos elasticos

- modelos elasto-plasticos

Os modelos elasticos utilizam caracteristicas puramente
elasticas como o modulo de reacdo vertical Ky empregado no método

de Winkler ou o modulo de elasticidade longitudinal E e coefici-



ente de Poisson . empregados nos metodos de semi—espago; com
relagoes constitutivas lineares entre tensdo e deformagao.

O0s modelos elasto-plasticos consideram a nao linearidade
das relagoes tensao deformagao em que, cessada a causa ( carrega-
mento), parte da deformagao ocorrida no solo permanece de maneira
residual. Os modelos elasto-plasticos nao sac empregados no momen
to, na pratica dos escritorios de projeto. Uma revisao deste tipo

de modelo pode ser encontrada em Selvadurai (12).

I1.4 - METODOS DE SOLUGAO

(a) Solucoes Fechadas: Sao solugoes matematicas do proble-
ma de uma placa sobre apoio elastico. Como em outras
areas da engenharia, as solucoes fechadas s& sao dispo
niveis para casos simples, como problemas axissimetri-
cos e plano deformagao. Uma vez que o problema a ser
resolvido se enquadra numa dessas solu¢oes fechadas, o
trabalho e grandemente facilitado pelo emprego de aba-
cos e tabelas ja elaborados. 0 Tivro de Selvadurai(12)
cita como exemplos os trabalhos de Schleicher (1926) ,
Hetenyi (1946), Timoshenko e Woinowsky - Krieger(1959),
Kerr(1963), Fryba (1372), Panc (1975), Westergaard
(1923, 1926, 1948), Wiseman (1973), Leonards and Harr
(1959), Richartand Zia (1963), Naghdi and Rowley(1953),
Reissner (1945 , 1947, 1955), Selvadurai (1977), Nadai
(1963), Brotchie e Silverter (1969), Walcott (1970) ,
Andrews (1974), Le Pichon(1973), Mc Nutt e Merand(1978),
Cathles (1975), Filonenko - Borodick (1940), Paster-
nack (1954), Vlazov e Leontiev (1966), Panc (1975 ) ,
Korenev (1951 , 1960), Key (1973), Hogg {1938), Hol11(1938),



Popov (1971), Shekhter (1937,1939), Leonev (1939), Pi-
ckett (1951), Sneddon (1975}, Pister e Westmann (1962,
1963), Burmister (1943,1945), Fox (1948), Acum and Fox
(1951), Jones (1962), Plevako (1972), Hoskin e Lee
(1959), Pister (1963), Murphy (1937), Gladwell (1975},
Pu e Hussain (1970), Gladwell e Iyer (1974),Svec(1974),
Laermann (1976,1977), Yoon e Rim (1971}, Tsai (1974) ,
Green {(1952). O0s trabalhos de Beyer (26),Kany (27) e
Grasshof (28) apresentam solugoes para calculo de pla
cas circulares ( problema axissimetrico) ou corridas

( problema plano-deformacgao).

Solugoes Aproximadas: Se caracterizam por simplifica-
¢oes no esquema e na modelagem estrutural do radier.
Como exemplo, pode-se <citar uma pratica muito utiliza-
da de se calcular um radier como se fosse uma laje com
carregamento vertical de baixo para cima gerado pela
reagcao do terreno suposta uniformemente distribuida
ou com distribuicao linear, empregando-se no calculo
dos esforgos solicitantes e no dimensionamento as tabe
las usuais de lajes.

Un outro exemplo & o método simplificado do ACI (20) ,
que calcula a influencia isolada das cargas em cada
ponto do radier, totalizando depois os efeitos parci-
ais de cada carga e obtendo os esforgos no ponto em
estudo.

0 metodo de Gorbunov - Posadov (1959) reproduzido por
Selvadurai (12) trata de placas lisas com uma distri-
bui¢ao reqgular de pilares. 0 metodo foi classificado

como aproximado por Selvadurai (12) porque nac consi-



dera o efeito dos bordos. E um método bastante seme-
lhante ao do ACI (20)

0 metodo de Zemochkim e Sinitsyn (1947), descrito tam-
bém por Salvadurai (12) , analisa de forma aproximada
placas retangulares apoiadas em um meio elastico. As
pressoes de contato sao determinadas pela compatibili-
zagao entre a deformacao da laje e do meio elastico ,
conectados atraves de barras rigidas, conforme Figura
IT.6.

Scott (11) apresenta o método de Baker (1948), utiliza
do também no calculo de vigas em base elastica e adap

tado para o calculo aproximado de radiers.

Solugoes Numéricas: Consistem em se obter uma solucgao
discreta (em pontos discretos) para o problema que se-
ra tao aproximada quanto revinados forem a discretiza
¢ao e 0 tipo de solucdo. Pode-se citar como exemplos
bastante aivundidos os Metocos dos Elementos Finitos ,

uas Ciferencas finitas e dos Elementos de Contorno.

Exemplos do emprego do Metodo de Elementos Finitos,rea
lizados por Cheung e Zienkiewicz {1965) utilizando ele
mentos retangulares, Svec e Gladwell (1973) utilizando
elementos triangulares e Yang (1972} utilizando uma
tecnica interativa de Elementos Finitos com elementos
retangulares, acham-se descritos por Selvadurai (12}
Bowles (9) utiliza elementos de grelha na modelagen
através do Metodo de Elementos Finitos ao inves de
elementos de placa.

Exemplos do emprego do Metodo das Diferencas Finitas



sao apresentados por Bowles (9) , através de varias
aplicacoes praticas.

Uma outra forma de discretizacdo & a modelagem pro-
posta por Hudson e Matlock (1966) e ilustrada na Fig.
II.7. Uma apresentacao resumida deste modelo e feita
por Salvadurai (12)

Outro exemplo de aplicacao do Metodo dos Elementos Fi-

nitos a radiers € o trabalho de De Mello (23)
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CAPITULO III

METODOS DE CALCULO ESTUDADOS

II1.1 - METODOS SELECIONADOS

Como base para o estudo dos procedimentos de calculo, sele=

cionou-se 0s seguintes metodos:

- Metodo das Diferencas Finitas

Metodo da Grelha sobre Base Elastica

Metodo da Viga sobre Base Elastica

- Metodo dos Elementos Finitos

Metodo do ACI (20)

IIT.2 MODELAGEM DO SOLO

0 solo sera considerado como um material puramente elasti-

co, deformando-se sob a agao de um sistema de forcas externas, o

qual cessando fara que o mesmo retome 3 sua configuracdao inicial.

0 modelo adotado para representar o solo sera o

por Winkler (1867), onde a pressao de contato g no ponto €

tamente proporcional ao seu deslocamento, independente dos

lTocamentos no restante da superficie do radier, ou seja
ITI.T):

q = K W

ponto ponto

0 coeficiente K0 e denominado coeficiente de reagao
cal e sera constante com a dimensao FL™3.

IIT.3 - METODO DAS DIFERENCAS FINITAS

[IT.3.1 - Base Teorica

Sera analisado o comportamento de uma placa delgada

apoiada em um meio elastico linear.

proposto

dire-
des-

(FIG.

verti-

finita



.16.

Sendo a placa de espessura uniforme h e tendo como suporte
um terreno com modulo de reacgao vertical constante de valor

k obedecendo ao modelo de Winkler, temos a seguinte equagao di-

09
ferencial para um elemento de placa (FIG.III.2):

Y (A
d W 2 9 W + 9 W . __Pp kow
5 x" ax? ay® 3y D D

3
rigidez a flexao da placa = EhT
y 12(1-2)

o
H

m
1}

modulo elasticidade longitudinal do material da placa

coeficiente de Poisson do material da placa

H

Para se contornar as dificuldades matematicas da resclugao
da egquacao diferencial acima e obter-se uma solucao aproximada,
pode-se substituir o meio continuo da placa por uma malha formada
por setores finitos ( FIG.III.3).

A superficie deformada da placa com curvatura continua se
transforma em uma superchie poliedrica, o que significa matema-
ticamente a transformagao da equagao diferencial parcial em uma
equagdo de diferengas finitas.

Os coeficientes diferenciais sao substituidos entao por fun
¢coes dos deslocamentos W dos nds da malha. Usando entdo uma inter

polacao com operadores centrais obtem-se:

(—2Y ) - ey Meey 0 B
X K 2A % A X
( 3 W - Wo T ¥y _ A Wg
9y x 2A y Ay
- - 2
(32w ) _ wﬂ’+1 an,_l w_|+1 + W_I_l i} A WK
X ady K 4 Ax Ay AX Ay
2 _ ' 2
W - wK+1 ZWK * wK'l - A Yy
3X? x Ax? A x2
-2 :
vy M TN T Y _ ATy



( 33w - K+2_2wK+1 +2wK‘1— wK'z - Aaw
3 X3 28 X3 4 X3
= 3
( 3 ) - wo 2w2 + 2w1 wh i A Vg
3 y? . 2 Ay Ay
- + ¥ W, , .
3 b _ 4wK 2(wK+1wK_1+w£ w1) + (w1_1 +w1+l+w2+l+w2_lj
ax? ay? . A x% p y?
. AW
Ax?Ay?
. - - 4
( 5 4w - w|<+2 4wK+1+6wK 4w|<_-{-w]<_2 _ AW,
3 X% K A x* A x*
- - "
: 3w - W AW, +bW 4w, + oW _ A W
B y|+ " qu A y*-l

A equagdo diferencial de flexao da placa se transforma em:

4 L
A MWy b 28 Mg . A Wy _ Pe . Ko ¥y
A x* Ax?  Ay? A y" D D
Examinando as expressaes obtidas constata-se gque para 0s
pontos da placa proximos ag seu contorno & necessario o uso  de

nos ficticios situados fora do dominio da placa, conforme mostra
do na FIG.III.4.

Nas expressoes P e o valor da intensidade da carga distri
Ay
A x?

buida no ponto K fazendo = o .temos

M (6 (ar —)+8) -4( (Tea ) (w ., +w__ ) +

bl ) (W) ) 2(w, )

+w
o 1

2 - L+1

1 -
o (wK+2 +wK—2) A (wm * wh) B

Axt A x*
=p, @ ———2— -k W —=X
k D 0 K D

s, tem-se uma expressao bastante simplica-

[p]
[+
w
o

B
>
il

=
e
n

da.
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20w - B(WK_] Wy W +wi) +
T2(Wo o tWo g Wy +wi+])
(W __o W W o tW ) =

4 L
= PK 2 - K W >
D ° X D

Utilizando as condigoes de contorno de Kirchhoff associadas

¢om uma placa retangular com os bordos livre tem-se:

{(a) bordos verticais

Mx (O’y) = Mx ( ’Q’x; ;V ) = O

aM
Vx = QX - X . para x = 0 e X = Rx
3y
(b) bordos horizontais
M X,0) = M X8 =0
y (60) = M (xe)
3 My
= - —2X -0 paray =0 = %
vy Qy - P y ey y

Adicionalmente tem-se as condi¢oes de reagoes nulas nos can-

tos das placas:

2
(c) 8w . 0 para x =0 y =0
ax oy
X =2y = 0
x =0 = R
X y y
X =&,y =R

Considerando uma malha de m x n pontos nodais tem-se para
0 sistema mostrado na FIG.III.5 um total de (mn + 4m + 4n + 4)
incognitas ou seja deslocamentos verticais Wy
Pelas equagoes aplicadas a cada ponto da malha dentro do

dominio da:placa obtém-se mn equagdes.
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Considerando as condicoes de contorno de Kirchhoff de momen
to fletor My e My nulos bem como V, e Yy tem:sed4 (m + n) equagoes
adicionais.

As 4(quatro) equagoes remanescentes sao obtidas atraves da
condicao de reagao nula nos cantos da placa.

Consequentemente a partir desse conjunto de equac¢oes linea-
mente independentes, os deslocamentos Wy podem ser obtidos atraves
da resolucao do sistema assim gerado.

0 numero de equagoes pode ser bastante reduzido ao se utili
zar as condicoes de contorno, exprimindo-se os valores dos deloca-
mentos dos pontos ficticios em termos de deslocamentos dos pontos
do dominio da placa, restando portanto um sistema de m x n equa-
coes que fornecerao diretamente os valores das m x n deslocamentos
Wi dos pontos nodais da placa.

Esse processo e utilizado por Joseph E.Bowles (9) e repro-
duzido nas figuras II1.6 e III.7.

Nas deducoes feitas atée o momento, assumiu-se que a carga-
externa atuante em toda placa seja um carregamento distribuido de
intensidade P = P ( x,y} conm a dimensao FL'Z_

Quando a carga aplicada for conbentrada em um ponto do dominio
de placa, seus efeitos podem ser levados em consideragao de uma
maneira aproximada, substituindo-a por uma carga distribuida equi

valente, como abaixo -

N

\
o

AY

carga concentrada: p

carga distribuida equi
-
Ax Ay

valente: p =
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Se a carga concentrada nao atuar exatamente em um no da

placa, basta distribui-Tla pelos nos vizinhos, como abaixo:

Pl P2

[

AY /

/P3 /P4.
aAX
Incluindo a carga concentrada, a equacao diferencial de
flexdao da placa em termos de diferencas finitas sera:

/”“?% ?

Aw 28 Yw A K W P’f

K + K, K P 0 K b K

A X" Ax? Ay? A y* D D DAx Ay

Apos o calculo dos deslocamentos dos pontos da malha pode-se
tambem empregando a interpolacao por diferencas finitas centrais
calcular os esforgos solicitantes e reagoes do terreno, confor
me mostrado a sequir na FIG.III.8.

Pela teoria das-placas temos as seguintes equacoes diferen-
ciais parciais que exprimem os valores dos momentos fletores e es

forgos cortantes:

2
M=—D(—2-32w+u—-——2—3w)
X 9 X a ¥
82w 2 2w
M = 'D (_2— + u —-———2—-)
Jy 3 X
azw
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oM 3 M
9 = - X " ¥oX
3% 3y
. AN 3
9 = Y - =y
Y 5y kR

Utilizando-se diferencas finitas temos as seguintes

soes em termos dos deslocamentos nodais para um ponto K genéerico

expre-

W, 2w -V p{-w . +aw. -w )
M = p(—k=1 k_k+1 Z k% )
x, A z? A y?
Bl-w FAW, —W ) (= k2w, W
M L= D( k-1 kK T k+1 + T L )
Y ‘rZ A y2
Mg = DOImw ) Wy W W M)
TY 4AxAy
N Mx,k+1 Mx,k—l
Y,k =
2 24%
. M =M .
Qy,k - }j;ﬁ ys?’
2 Ay
As pressoes no terreno sao obtidas facilmente atraves do
conceito do modulo de reacdo vertical do terrenc.
q
KO - . W
Bx By Wy
q. = k_ A A w
K o x oy ¥
O0s esforgos cortantes obtidos saoc expressos por unidade de
comprimento FL'] 0 mesmo ocorrendo para os momentos fletores

-1

FLL ( dimensao de forcga).

IT1.3.2 - Condicoes Gerais de Aplicacao

Para os casos de radier com Tormato recular na sua geome -

tria.
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No caso de placas com reentrancias ou saliencias, a monta
gem das equacoes se torna bastante complexa nos limites do dom7-
nio da estrutura.

Teoricamente € sempre possivel estabelecer-se um sistema
de equacoes linearmente independentes que simulem as condicoes de
contorno da placa, e cuja solucao nos forneca os valores dos des-

locamentos da estrutura.

ITT.3.3 - Metodologia de Calculo Empregada

Para a aplicagao e analise do método da resoluciao de pla-
cas,_empregando a interpolacao por diferencas finitas, foi desen
volvido um programa em Tinguagem BASIC para o micro-computador da
linha PC com aproximadamente 60 K de memdria RAM.

Este programa foi baseado na metodologia empregada por
Bowles (9)

Com o objetivo de se aperfeicoar a metodologia empregada
por Bowles (9) , utilizou-se a técnica do armazenamento dos coefi
cientes das equagoes em forma de matriz retangular e o conceito
de faixa, bem como a resolucao do sistema de equagoes pelo método
de Gauss, 0 que nao & feito por Bowles (9) . Obtivemos assim uma
grande economia de posigoes de memﬁrias do micro-computador.Esta
adaptagao foi realizada de acordo com os conceitos desenvolvidos
na disciplina Tecnicas Computacionais em Analise Estrutural da

COPPE-UFRJ.

I11.3.4 - Estrutura Basica do Programa

0 programa subdivide o radier gerando automaticamente uma
malha retangular com m divisoes na direcao horizontal (X) e n
divisoes na direcao vertical (V). (FIG.III.9)

0s dados necessarios para a definicao da geometria, mate-
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rial e carregamento atuante no radier sao introduzidos via tecla-
do:

- titulo do programa

- vao na direcao X

- vao na diregao Y

- divisoes na direcdo X

- divisoes na direcao Y

- modulo de reacao vertical do terreno Ky

- espessura do radier = h

- modulo de elasticidade do radier = E

- peso especifico do radier { o programa concentra as car

gas devidas ao peso proprio nos pontos da malha)
- coeficiente de Poisson do radier = y

- valores das intensidades das cargas concentradas e seus

respectivos pontos de aplicagao = P
K

No caso de carga externa distribuida,basta se adotar um
peso especifico equivalente para se levar em consideracao a acao

deste tipo de carregamento.

0 programa realiza automaticamente a subdivisao do radier

gerando uma malha formada por elementos retangulares.

Utilizando-se os coeficientes de deslocamento de cada  ponto
segundo Bowles (9) (FIG.III.6), monta-se ponto a ponto a
respectiva .equagao diferencial da placa em termos de diferencas
finitas, ja embutidas as condicoes de contorno para os bordos 1i-

vres
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equacao de deslocamento
do ponto

Como os coeficientes dos deslocamentos do Bowles (9) estao di

vididos por r2 teremos:

4 4 2
k h' w p, h P, h
+ 0 k _ "k + K
D D rD
— i
equagao com os coeficientes termos de carga

divididos por r2

0 programa utiliza a matriz W para armazenar os  coeficien
te dos deslocamentos de cada ponto em que o radier & dividido.E como
se fosse a “"matriz de rigidez do ponto", analogo a matriz de rigi

dez de uma barra em estruturas reticuladas (FIG.III.10 e III.11)

~

A equagao montada & a segquir armazenada na matriz Y.
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Repetindo-se este processo para cada ponto do radier temos
desta forma um sistema K x K de equacoes 1inearmente independen-
tes, sendo K o numero de pontos nodais: K = (m+1) x (n+1). A ma-

~

triz Y e a

matriz de rigidez do radier”, analogo 3 matriz de
rigidez global de uma estrutura.

Ao montar-se a matriz ; (FIG.III.12), nota-se que ela & si-
metrica, positiva definida e possui um Tndice de esparsidade bas
tante elevada.

Para se evitar o desperdicio de posicOes de memoria com ar-
mazenamento de grande quantidade de termos nulos, pode-se traba-
Thar com os coeficientes da matriz ; em um arranjo retangular,con
tendo somente os elementos nao nulos situados na diagonal princi
pal e na parte superior da mesma, utilizando-se a técnica da lar-
gura de faixa.

No nosso caso a largura de faixa serda: (m+1) x 2+1 = 2m+3 ,
onde m & o n? de divisdes do radier na diregio X.

A matriz ; se transforma da dimensdao K x K para a dimensio
( K,2m+4), ja se utilizando uma coluna para o armazenamento dos
termos de carga (FIG.III.13).

0 programa realiza a resolugdo do sistema de equacao utili
zando o metodo de Gauss, conforme o algoritimo descrito por Humberto
Lima Soriano (3), obtendo-se os deslocamentos verticais dos pontos
nodais da malha do radier.

Verifica-se se houve tracao em cada no, eliminando-se a
parcela de reagao do terreno nos pontos onde tal fato ocorre:

K0 h4 W, _
—p—— ° 0, repetindo-se o processo até chegar-se a todos 0s
valores de reagao no solo de compressao.

0 programa executa o calculo ponto a ponto dos esforcos so
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Ticitantes utilizando os deslocamentos. calculadas, e finalmente im
prime os valores dos destocamentos, momentos f1etotes e torsores.
Atraves do somatorio das reacoes no solo calculadas a par-
tir dos deslocamentos pode-se comparar com a resultante das cargas
aplicadas, veriTicanco-se assim. a precisao dos resultados.
0 fluxograma basico da estrutura do programa e a respecti-

va listagem encontram-se no Apendice A.

II1.4 - METODO DA GRELHA SOBRE BASE ELASTICA

II1.4.1 - Base Teorica

Sera analisado o comportamento de uma placa finita, subdi-
vidida em uma serie de vigas ficticias apoiadas em um meio elasti
co linear (FIG.III.T4).

Temos entao uma grelha  formada . pelas varias vigas em
que foi subdividido o radier, com as respectivas cargas aplicadas.

A reagao do solo sera discretizada nos pontos nodais da
malha, atraves de uma mola linear com rigidez constante K (FIG.
I11.15).

Caso o solo possua um modulo de reagao vertical KO, com a
dimensio (FL'3), a rigidez de cada mola sera obtida diretamente
atraves do produto de K0 pela area de influencia respectiva da
mola (FIG.III.16).

A dimensao da rigidez K sera (FL_T

).

Note~-se que o somatorio das rigidez de cada mola devera

ser igual ao produto do modulo de reagdao vertical do terreno pela

- . i = noQ
area do radier: molas _
21(. = K. X area radier
i 0
i =1
As constantes elasticas da grelha serdo identicas ao do

radier ou sejam modulos de elasticidade longitudinal(E) e trans
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versal (G).

0 peso especifico adotado sera a metade do peso especifico
do radier, ja que ele entra no calculo em ambas as direcbes X e Y.

As barras de grelha serdo dotadas de caracteristicas geome
tricas que conferir-lhes -a rigidez a flexd3o e a torgao (FIG.III.17).

Efetuando o calculo estdtico da grelha obtemos entao 0s
valores dos esforgos solicitantes e das reacdes do terreno.

Mostra-se na FIG.III.18 um no tipico da grelha com os re-
sultados obtidos e o respectivo calculo dos: momentos fletores nas
diregoes X e Y, que deve ser feito utilizando-se os momentos fle
tores e de torgcao do no , conforme descrito por Bowles (9).

Como alternativa pode-se realizar o calculo da grelha sem
a consideracao da rigidez a torc¢ao das vigas, conforme descrito
por Kurt Beyer (13)}. Neste caso os valores dos momentos fletores

obtidos em cada no serdo diretamente os momentos Mx e My da placa

no ponto em questao. {FIG.III.19).

111.4.2 - Condigoes Gerais de Aplicacao

Este método pode ser empregado para qualquer radier com
a. mais diversa configuragcao geométrica, incluindo alturas varia-

veis, furos e reentrancias.

0 sistema de cargas tambéem pode ser bastante diversificado

tais como:

- momentos fletores e de torcao concentrados.
- cargas distribuidas e concentradas em qualquer posicao

- desiocamentos impostos

Pode-se, tambem, variando a rigidez da mola em cada ponto ,

simular-se possiveis heterogeniedadesdo terreno de fundacio.
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I111.4.3 - Metodologia de Calculo Empregada

Para a aplicacdo deste metodo nos exemplos numéricos, ;foi
utilizado o sistema LORANE LINEAR implantado no NCE da UFRJ.

Utilizou-se o elemento de grelha abaixo detalhado:

Nome: "GP"

Plano de definigao: XY

Incognitas nodais: w, u, v

Caracteristicas basicas: uma grelha & uma estrutura
contida em um plano, com carregamento perpendicular ao plano ou
momentos cujos eixos estao contidos no plano da grelha. As solici
tagoes sao esforgos cortante, momento fletor e momento torsor, e
respectivos deslocamentos. Opicionalmente pode-se levar em conta
a deformagao por corte, na consideracao dos deslocamentos. 0 ele

mento & linear, de eixo reto.

III.5 - METODO DA VIGA SOBRE BASE ELASTICA

III.5.1 - Base Teorica

A base teorica € a mesma empregada no caso do metodo de
grelha sobre base elastica descrito no Item III.4.

A placa e subdividida em uma série de vigas em ambas as di
recoes (FIG.III.14), e o solo modelizado por molas lineares de

constante K{ FL 1

). (FIG.III.16).

A diferenca fundamental consiste no calculo estatico da
placa nas diregoes X e Y sem a consideracao da continuidade en
tre as varias faixas.

0 metodo realiza o calculo das varias vigas sem a conside-

racac de qualquer interacao entre elas.(FIG.III.20).

As constantes elasticas das vigas sao.as mesmas do radier:
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- modulo de elasticidade: E

0 peso especifico e 0s carregamentos externos serao adota
dos na sua totalidade para o calculo em ambas as direcoes X e Y
do radier.

As barras das vigas serao dotadas somente de rigidez a
flexao.(FIG.III.27).

Efetuando o calculo estatico das varias vigas, temos 0s
valores dos esforgos solicitantes, reacoes do terreno e a Tinha
elastica das vigas em configuracido deformada.

Conforme demonstrado este metodo & um caso particular do

metodo da grelha sobre base elastica.

IIT.5.2 - Condigoes Gerais de Aplicacao

As mesmas condigoes do metodo da grelha, ressaltando-se sem
pre que deve-se avaliar com bastante critério o fato de nao se le
var'em consideragao as interacoes entre as varias faixas nas

quais o0 radier foi subdividido.

IIT.5.3 - Metodologia de Calculo Empregado

Para a aplicacao deste metodo nos exemplos numéricos, uti
lizou-seo sistema LORANE LINEAR e o SAP IV implantado no NCE da
UFRJ.

Foi utilizado sempre o elemento de portico plano sobre vin
culos elasticos para se especificar as constantes de mola de cada

ponto.

I11.6 - METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

II11.6.1 - Base Teorica

Considerando-se o caso de uma placa finita sobre um meio
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elastico linear segundo a mdde1agem - de Winkler.

0 dominio da placa e dividido em uma malha de elementos de
placa.(FIG.III.22).

A superficie de contato entre o radier e o terreno & repre
sentado por um conjunto de molas situadas nos pontos nodais da
malha. Desta maneira a reacao do terreno sera transmitida a placa
por uma serie de cargas concentradas oriundas das reacoes das mo
las . (FIG.III.23).

A rigidez de cada mola K com a dimensao (FL™") sera calcu
lada a partir do produto KO x ( Ax Ay), onde K0 (FL'3) e o modu
To de reacao vertical do terreno e ( Ax Ay) a area do solo re-
presentada pela mola.(FIG.III.23).

0s elementos de placas sao supostos interligados nos pon-
tos nodais e os deslocamentos destes pontos sao as incognitas ba-
sicas.

Unma fungdo (ou conjunto de Ffuncoes) €& escolhida para defi
nir univocamente o estado de deslocamentos de cada elemento em
termos dos deslocamentos nodais.

As funcoes dos deslocamentos definem também univocamente as
deformagoes especificas de cada ponto nodal em termos dos seus
deslocamentos.

A partir das deformagoes especificas e das propriedades
elasticas dos materiais, o estado de tensoces do elemento e defi
nido empregando as relacoes constitutivas.

Baseado nas funcgoes que definem o estado de deslocamentos
e desenvolvida a matriz de rigidez de cada elemento E, utilizando
-se o0 principio do trabalho virtual ou o principio da energia po
tencial total minima. A matriz de rigidez K relaciona o sistema
das forcgas F*concentradas nos pontos nodais com os seus vrespecti

vos deslocamentosh . 0 sistema de forcas nodais em equilibrio com
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os esforgos atuantes no contorno do elemento e em conjunto com as
cargas externas distribuidas no elemento, resultam numa relacao
de rigidez do tipo abaixo:
F*+ F_+ F = K §
p E
onde:

- Fp e o vetor de forgas nodais que simulam as cargas dis

"tribuidas aplicadas ao elemento.

- Fé e 0o vetor de forcas nodais que simulam as condigoes

de contorno iniciais.

- K% representa o sistema de forgas induzidas pelos des-

locamentos nodais.

Nem sempre as fungoes dos deslocamentos adotados para 0
elemento consequem satisfazer a continuidade dos deslocamentos en
tre elementos adjacentes. Esta compatibilidade pode ser vioclada
nos contornos, poréem sempre existira no seu interior e nos pontos
nodais devido a solucao ser univoca.

Ao substituir-se as cargas aplicadas por cargas nodais equi
valentes, as condicoes de equilibrio global serao sempre satisfei
tas, o mesmo porem podera nao ocorrer para pontos no interior e
no contorno dos elementos.

Apos a determinacao da matriz de rigidez de cada elemento,
obtem-se a matriz de rigidez global da placa pela superposicao da
contribuicao em cada ponto nodal dos diversos elementos que nele

incidem.

Pela formulacao e resolugdo das equacgoes de equilibric ex
primindo o relacionamento entre as forgas nodais aplicadas e 0
respectivo deslocamento, calculam-se as incognitas basicas que sao

0s respectivos deslocamentos nodais de cada ponto da malha.
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A partir dos deslocamentos obtidos e utilizando-se a rigi-
dez- de cada elemento pode=sa determinar o correspondente estado

de tensoes do elemento, os quais integrados fornecerao os esforcos
solicitantes.

IT1.6.2- Consideragoes Gerais de Aplicacgao

As mesmas descritas no metodo da grelha sobre base elasti
ca., Convem porem resaltar que a precisao dos resultados esta

estreitamente ligada ao tipo de elemento adotado,  a malha utili-

zada na modelagem do radier, e ao seu refinamento.

Como exemplo cita-se que o elemento retangular R12 de qua
tro nos utilizado em flexao de placas apresenta pouca confiabili-
dade nos resultados relativos aos valores dos momentos de torcgao.

Este elemento e utilizado nelos nrogramas SAP VI e LORANE.

I11.6.3 - Metodologia de Calculo Empregada

Para a aplicagao do metodo dos elementos finitos, foi uti
lTizado o sistema LORANE LINEAR e ¢ tipo de elemento descrito abai
X0:

Nome: FPRNC (elemento retangular nao conforme)

Plano de definigao: XY

Incognitas nodais: w, ru, rv

Modelo: de deslocamentos

Caractersticas basicas: este & um elemento de placa delga
da,retangular de quatro nos.A implementagao deste elemento & ba-
seado em uma variacao do tipo polindémio incompleto de quarta or-
dem para o deslocamento transversal w. N3o existindo compatibili-

dade inter-elemento, para os nendentes normais aos lados do elemen

to, o mesmo resulta.ser do tipo nao conforme. .
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FPRNC

4V}

Na Titeratura este elemento e conhecido como R12,

III.7 - METODO DO ACI (20)

[I1.7.1 - Base Teorica

0 metodo do ACI e baseado na solucao de Westergaard para nla
cas de pavimentos apoiadas em um meio elTastico linear(FIG.III.24).
Neste caso a equagao diferencial da placa delgada de espessura cons
tante h suportada por um solo bom um modulo de reacao vertical uni

forme de valor K0 » segundo o modelo de Winkler e:

4

4 g
pdl L 2dle wate
dax dx”dy dy
. - E h°
D = rigidez a flexao da placa = 5
12 ( 1-u7)

E = modulo elasticidade longitudinal do material da placa

i = coeficiente de Poisson do material da placa

Considerandc a atuacgao de uma carga concentrada na origem,
podemos tratar o modelo como axissimétrico reescrevendo a equacao
d#feﬁencia1 em termos de coordenadas polares, ja tirando parti-
do da simetria de revolucao onde as grandezas independem do 3angu

To 6. (FIG.III.25).

4 3 4z
e R I A NI
dr r dr r dy b4 dr

D(

Sendo nulo o carregamento externo distribuido p.
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N
Definindo a grandeza L = ¥ 2_' como 0 raio da rigidez
X )

efetiva, a solucao da equacdo difer8ncial acima sera:

_ r r b r
W —:qu( JL) + 02 22( JL) C3 23( JL} + C4 24( /L)

1
onde :
01,02,03,04 = constantes
21,22,23324 = fungoes de cardter exponencial

sendo =z = /L o argumento, as fungoes Z; podem ser escri-

tas na forma de serie de potenciais conforme mostrado a sequir:

z 4 L 8 z 72
7 (x) = 1 (2 ) (2 ) _(2) #-—=-——-
1 x - 12 12 E]
8- g g
s 2 Z 6 70
Ziz) = -Z)  (Z) . (Z ),
8 112 31 2 57 2
z, (x) Yo
Gy(z) = 1 - i (By + log (T y x Z,(x))
2 2
z (m) Y
Z,(x) = 2 ;s 2 (By +log [ Ty x Z (x))
m 2
R, = (—Z)°% Jis) (=7, Jes) w0l
! 2 312 2 518 2
. 12
P = j(?) (_zx )4_ J(4) [z 38 4 f(ﬁ) ( x R
2 gt d 2 a2 3 612 2
— 2 I I 1 L 7
f(n) =1+ 5+ =3 + = £t +

Apresenta-se - a seguir o grafico das fungoes Zd e das suas
primeiras derivadas ( FIG.III.26)

Conforme os graficos apresentados nota-se que Z. e Z2 cres

1
cem rapidamente com o acrescimo do argumento x sendo que Z3 e 24

ao contrario decressem rapidamente com o acréscimo do argumento =.
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Retomando ao calculo inicial, considerando uma laje infi-
nita carregada na origem por uma carga concentrada P, atuando
portanto em r = 0, serao determinadas as constantes Ci’ confor-

me a analise apresentada por Hetenyi (18):

- deslocamento vertical-e rotagao da placa nulos em
r = o0 - C] = C2 = 0

- rotagao nula na origem em r = 0 - Cy =0

A equacdo solugao da linha elastica sera:

W=c, 2z, (")

3 °3 (
A constante 63 e obtida igualando-se a carga aplicada P

com a reagao do terreno na hipotese de Winkler, obtendo-se en-

tao:

PL 2

ap

2, ("L

3

0s esforgos solicitantes e as rotagoes sao obtidos atra-

ves das equacgoes diferenciais correspondentes:

2 .
0 = dw - PL 2.3 ( r/L)
dr 4D 1 r/
2 Z3 L)
Moo= oD (M, dw y o P (Zy(r/)-01-u) =)
: dr il r'/L
2 Zy(r/
Mo = -D(p S e Ly P (e 2L
dr2 r dr 4 r/,
3 2 )
Qr - -D ( d g . 1 dw _ ]2 dw ) = - 2 Z4 (r/L)
dr r dr2 ré dr 4L
onde Zé e 24 sago as primelras derivadas de 23 e 24.

Para a analise dos resultados obtidos serao plotados(FIG.
IIT.27) os valores dos esforcos e deslocamentos obtidos, ressal

tando-se que 0s momentos sao expressos por unidade de comprimento
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ou seja com a sequinte dimensao FLL'1)( dimensao de Forga F )

e o esfor§o cortante tambem por unidade de comprimento(FL-]).
Pela analise dos diagramas obtidos verifica-se que 0s

efeitos gerados pela carga concentrada P sao rapidamente amor-

tecidos, e que para distancias da ordem de x = r > 5 os va-

L
lores remanescentes sao praticamente nulos, ou seja para distan-

cias v 2 5 L os efeitos gerados pelo carregamento sao desprezi-
veis.

Outhd fato que os diagramas apontam, & que 0S esforgos
gerados na origem r = 0 ou seja no ponto de aplicacao da carga
tendem para infinito.

Isto mostra que a teoria aplicada ao nosso modelo nao e

satisfatoria nas regioes proximas a carga concentrada.

Para se contornar esta falha sera assumido que na realida
de a forca concentrada se distribui em uma pequena area, por exem
plo sobre um circulo de raio C.(FIG.III.28).

Neste caso segundo "STRESSES ON CONCRETE PAVEMENTS COM-
PUTED BY THEORETICAL ANALYSIS de WESTERGAARD" descritos por
Selvadurai (12)e Scott (11} os esforgos solicitantes no ponto de

aplicacao da carga serao:

P ..
M  (r=0) = Me (r=0) = L1+ WP (Zogé gL, 1= v}
r 49 c 2

Y = constante de Euler = 0.57721567

Para se converter os esforcos obtidos em termos de coor-



denadas polares para cartesianas, usaremos o procedimento normal

da teoria das placas abaixo resumido:

My = M, cos? o + My sin’e
My = Mr singG) + My 0032 0
Q:: = Qr cos O
Qy = Qr' sin O

II1.7.2 - CondigcOes Gerais de Aplicacao (ACI (20) item 7.3)

Para os casos gprais de radiers suportando cargas com po
sicoes e valores aleatdrios, o procedimento de projeto pode ser
baseado na teoria vista. Os efeitos gerados pelas cargas conce-
tradas, conforme foi demonstrado, sao .rapidamente amortecidos. Des
ta maneira @ possivel considerar o radier como uma placa e deter
minar os efeitos das cargas na vizinhanga'da mesma ou seja
r< 5 1L.

Usando o principio de superposigcao, pode-se determinar os
esforgos solicitantes e destocamentos em qualquer pontoc do radier,
considerando apenas as cérgas na zona de influencia do ponto. Es
ta zona de influéncia geralmente ndo € muito extensa, nao sendo
necessario considerar muitas cargas para o calculo. Como o efeito
da carga em um determinado pontoc & transmitido pelo radier na

direcao radial, o uso de coordenadas polares se impoe.
0 seguinte roteiro & recomendado:

(1) Determinacao da espessura do radier levando em

conta o efeito de puncgao.

(2) Determinag¢ao do modulo de reacao vertical K0 do ter-

reno.
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3
(3) Cdlculo da rigidez 3 flexdo da placa D = —t
12( 1-u7)
E = modulo elasticidade longitudinal
H = coeficiente de Poisson

(4) Calculo do raio da rigidez efetiva

(5) Calculo dos momentos radial e tangencial maximo atuan

tes no radier em cada ponto utilizado para o dimensionamento

Z ]
(2g(r, ;) - (1-w) "3 (r/ﬁ))

Myp= - _P
4 /1
ZI
Mg= - F (u 2y (v/15) + (1-u) 28 (P/LJ)
4 P/L
r = dist&ncia(itcargraoﬁponto em estudo {(metros)

My = momento radial ( mt/m)
Mg = momento tangencial ( mt/m)

P = carga concentrada ( t)

Z% . 24 = fungoes descritas na teoria apresentada

(6) Conversao dos esfor¢os para coordenadas retangulares

_ 2 2
Mx = M, cos 0 + Me sin”g

‘8
Moo= M, sinte 4 Mg cos?y
(7) Calculo do esforgo cortante radial

P Z, (r/L )

@p = - ——
4L
Q? = ecortante radial ( t/m)
zt = fungao deserita na teoria apresentada
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(8) Quando o contorno do radier estiver na zona de in-
fluencia das cargas aplicadas, os esforcos deverao ser computados
ao longo do contorno como se a descontinuidade nao existisse. Mo
mentos e cortantes de modulos iguais e sinais contrarios aos cal-

culados deverao ser aplicados no contorno para restabelecer as

condigoes de momento e cortante nulos ao longo dos bordos livres.

O0s efeitos dessas corregoes devem ser somados aos ja cal

culados para cada ponto do radier.

(9) (item nao incluido no ACI)

Para os pontos situados sobre as cargas aplicadas, 0s va-
lTores dos esforcos solicitantes serao calculados conforme  Selva
durai (12) e Scott (11).

1

MP(I’:O) :MO (r=0) = (1-w) P Zoge 2L &+ ...Y)
41 ¢ 2
Y = constante de Euler = 0.5772157
¢ = rato da segao transversal do pilar ou no caso de pi-

lar quadrado de lado & o valor de ¢ & C = 0,56418 s

Qp(r=0) = L - pilar com segao circular
r
21c¢
a, (r=0 ) = P - pilar com segao quadrada de lado s

4 s

II1.7.3 - Metodologia de Calculo Empregada

Para a aplicacao deste metodo aos exemplos numericos, foi
desenvolvido um programa em linguagem BASIC para o micro computa-

dor DISMAC da linha Apple com 48 K de memoria RAM.

IIT1.7.4 - Estrutura Basica do Programa

0 programa gera uma reticula de pontos nodais formando
uma malha retangular comm divisoes na direcasc X (horizontal) e

n divisoes na diregao Y. {(vertical) - FIG.III.29.
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Utiliza-se entao uma matriz de trabalho Y para armazena-
mento das coordenadas dos pontos nodais gerados, das cargas apli

cadas e dos esforgcos solicitantes a serem calculados.{FIG.II1.30)

0s dados necessarios a inicializacdo do programa sao 1in-

troduzidos via tecltado, tais como:

I

titulo do programa

- vao na diregao X

- vao na direcao Y

- divisoes na direcao X

- divisoes na direcao Y

- modulo de reagao vertical do terreno

- espessura do radier

- modulo de elasticidade do radier

- peso especifico do radier ( no caso de valor n3o nulo o
0 programa concentra as cargas devidas ao peso proprio nos pontos
nodais, somando-as as cargas concentradas aplicadas)

- coeficiente de Poisson do radier

- raio da secao transversal do pilar

- cargas concentradas aplicadas nos pontos nodais da ma-

lTha do radier.

0 programa apos a geracao dos pontos nodais executa o cal
culo ponto a ponto dos esforgos solicitantes, armazenando-os na
matriz Y para a impressao final.

A compatibilizagao dos esforgos solicitantes nos bordos
da placa e feita conforme determina o ACI, através de uma sub-
rotina especifica, programada utilizando-se as expressdes de
Hetenyi (18) para o calculo de vigas em base elastica.

Este programa devido aos polinomios utilizados nas fun-
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coes de Hetenyi (18) , apresenta um elevado consumo de tempo de
maquina.

E apresentado no Apendice B o fluxograma bisico da estru
tura do programa descrito, bem como a sua respectiva listagem on-

de se encontram jdentificados as variaveis utilizadas.
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FIG.II 14 - ELEMENTO DE PLACA SUBDIVIDIDO EM
FAIXAS FORMANDO UMA GRELHA
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FIGIT. 24 - ELEMENTO DE PLACA NA CONFIG‘URAC;O
INDEFORMADA
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CAPITULO IV

APLICACAQ A CASOS REAIS

Neste Capitulo serao analisados dois radiers de edificios
no Rio de Janeiro, o primeiro com uma distribuicao bastante re-
gular de pilares e cargas e o segundo com uma distribuicao irre-
gular, com o objetivo de se verificar a aplicabilidade dos meto-
dos descritos no Capitulo III a casos da pratica e comparar seus

resultados.

IV.l - EXEMPLO 1: RADIER COM DISTRIBUIGAO REGULAR DE PILARES

0 primeiro radier a ser analisado tem dimensoes em planta
de 45m x 52.5m, com uma modulagao uniforme para os pilares (Figu-
ras IV.1 e IV.2).

As cargas transmitidas ao radier sao forcas concentradas
de intensidade elevada. 0 estudo sera feito para um radier com-
posto por placa lisa em concreto. A analise sera efetuada para

2 (duas) espessuras:

- 19 caso: espessura = 2,50m

- 29 caso: espessura = 1,70m

A seguir sao apresentadas as modelagens do radier para
cada metodo de analise, e os respectivos diagramas de momentos

fletores nas diregoes X e Y da placa.

IV.1.1 - Metodo dos Elementos Finitos

Na analise foi utilizado o programa LORANE LINEAR e o
elemento de placa retangular nao conforme descrito no item III.6.
3 com vinculos elasticos (molas) nos seus quatros pontos nodais.

Devido a dupla simetria geométrica e das cargas aplicadas, foi
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modelado apenas um quarto do radier.

Na Figura IV.3 & apresentada a modelagem- adotada.

Nas Figuras IV.4 a IV.7 estao apresentados os diagramas
de momentos fletores para as direcoes X e Y relativos as alturas

de-1,70m e 2,50m.

IV.1.2 - Metodo das Diferencas Finitas

Na analise foi utilizado o programa descrito no item III,
3.4 e Apendice A.

0 calculo foi etaborado segundo a modelagem apresentada
na Figura IV.8, utilizando-se o radier total, pois o programa nao
simula as condigoes de simetria do exemplo em estudo.

Os valores dos momentos fletores estao apresentados nas
Figuras IV.9 a IV.12, para um quarto do radier e alturas de 1,70m

e 2,50m.

IV.1.3 - Metodo do ACI

0 calculo foi elaborado utilizando-se o programa descrito
no item II1.7.4 e Apendice B, que elabora, conforme ja descrito,
a compatibilizacao das condigoes de contorno da placa exigido
pelo ACI (20},

A escolha de pontos onde os esforgos sao calculados se-
guiu a malha do Metodo das Diferencas Finitas (FIG.IV.8).Como no
caso anterior, nao se pode tirar partido da dupla simetria.

Nas Figuras IV.13 a IV.16 estao apresentados os diagramas
de momentos fletores em um quarto do radier para ambas as dire-

coes e para alturas de 1,70 e 2,50m.

IV.1.4 - Metodo da Grelha sobre Base Elastica

Na analise foi utilizado o programa LORANE LINEAR e o ele
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mento de grelha descrito no item III.4.3 com vinculos elasticos
(molas) nos pontos de cruzamento das vigas da grelha e tambem
nos pontos intermediarios e do contorno, essenciais para um cor-
reto desempenho do modelo em estudo. (FIG.IV.17).

Neste caso tambem foi tirado partido da dupla simetria
existente, sendo calculado um quarto do radier.

Nas Figuras IV.18 a IV.21 estao apresentados os valores
dos momentos fletores nas diregoes X e Y no caso de consideracao
ou nao da rigidez a torg¢do das barras de greTha descrita no item
ITT.4.7, para a altura do radier de 1,70m.

Nas Figuras IV.22 a IV.25 estao apresentados os resulta-

dos para a altura do radier de 2,50m.

IV.1.5 - Metodo da Viga sobre Base Elastica

Conforme a Figura IV.26, a modelagem adotada dividiu o
radier em vigas independentes nas direcdes X e Y, sem qualquer
vinculos entre elas conforme descrito no item III.5.1. Esta divi
sao serviu como base para se efetuar o calculo do radier por fai
xas em ambas as direcoes:

(i ) faixas das vigas externas (englobando as linhas de
pilares proximas ao contorno externo)

(ii) faixas das vigas internas (englobando as linhas de

pilares internas).

0 carregamento adotado foi o total para ambas as direcoes,
conforme e usual no calculo de lajes cogumelo.

Para a analise foram utilizados elementos de viga com
vinculos elasticos nos pontos nodais sendo o calculo elaborado pe
los programas SAP IV e LORANE LINEAR conforme jia descrito no item

ITT.5.3.
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Os valores dos momentos fletores totais obtidos para cada
viga estao apresentados nas Figuras IV.27 a IV.30 para as alturas

de 1,70m e 2,50m,

IV.1.6 - Analise dos Metodos de Calculo

Sera efetuada a analise dos resultados dos diversos meto-
dos de calculo, comparandd 0s valores dos momentos fletores nas
diversas faixas em que foi dividido o radier.

Como a distribuicao dos pilares & regular, poder-se-a di-
vidir o radier em duas faixas {para cada direcao de estudo), a
exemplo do que se faz em lajes cogumelo.

Teremos 2{dois) tipos de faixas (FIG.IV.31 e IV.32).

- as faixas coincidentes com os eixos dos pilares, deno-
minada de faixa dos pilares.

- as faixas situadas entre 2(duas) linhas de pilares, de
nominada de faixa interna.

A analise sera efetuada para 2(duas) alturas distintas do
radier 1,70m e 2,50m.

E conveniente lembrar que os Métodos dos Elementos Fini-
tos, Diferencas Finitas e ACI, fornecem os valores dos esforgos
por unidade de comprimento. Para se obter o valor do momento fle
tor total atuando na faixa deve-se efetuar a integracao dos valo
res apresentados nos diagramas solicitantes.

Os Métodos da Grelha e da Viga sobre Base Elastica ja
apresentam os valores, dos esforgos totais em cada faixa, dispen
sando portanto calculos adicionais.

Apresenta-se nas Figuras IV.33 e IV.34 um resumo dos mo-
mentos fletores totais nas cinco faixas em que o radier foi divi-
dido na direcao X e nas Figuras IV.36 e IV.37 um resumo dos momen

tos fletores totais nas quatro faixas em que o radier da direcao Y.
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As Figuras IV.35 e IV.38 apresentam um resumo com a soma

dos momentos fletores entre a faixa dos pilares e a metade dos

momentos fletores de cada faixa interna vizinha 3@ faixa dos pila-

res considerada, de modo a se poder comparar com os valores ob-

tidos no calculo do Metodo da Viga em Base Elastica, para as dire

coes X e Y.

(a) Diregao X:

O0s momentos fletores obtidos a partir do emprego dos
Metodos dos Elementos Finitos e das Diferencas Fini-
tas, apresentam valores significativamente proximos.
As diferencas medias dos resultados se situam em tor
no dos 15%.{ver Figura IV.33 e IV.,34).

O0s momentos fletores calculados pelo Método do ACI se
aproximam dos valores dos méetodos anteriores, para
pontos do radier afastados dos bordos. As diferencas”
medias dos resultados obtidos pelo ACI, Elementos Fi-
nitos e Diferengas Finitas sao de ordem dos 20%. Para
os pontos proximos aos bordos os valores obtidos dife
rem de ate 48%, apresentando resultados sempre inferio
res, denotando que o Metodo do ACI nao simula de modo
correto as condicoes do contorno da placa.

Lembramos que os valores dos esforcos nos bordos ja
se acham compatibilizados conforme o item 7.3.8 da
ACI.

Para o Metodo da Grelha sobre Base Elastica, os valo
res dos momentos Fletores nos casos da consideracao
ou nao da torcao, diferem entre si em media de 15%.
Com o objetivo de nao sobrecarregar a nossa analise ,

plotou-se nas FIG.IV.33 e IV.34 apenas os resultados
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numéricos do caso da grelha com torgﬁo. Observando-se
os valores dos momentos fletores, concluimos que 0s
mesmos diferem bastante dos obtidos pelos outros me-
todos. Para pontos do balango em torno de 60% (trecho
entre a linha de pilares e o bordo da laje) e para
os centros do 19 vao em torno de 35% (trecho entre os
2(dois) pilares extremos de uma faixa). Esta diferen
ca entre os resultados e devida a modelagem adotada,
que resulta sempre em trechos com balancgos para 0s

bordos de placa. Desta maneira o maior gquinhao de
cargas" das faixas dos pilares fica com uma esquemati
zacao deficiente, nao conseguindo interagir entre
duas faixas de balanco consecutivas, acarretando um
fraco momento fletor e uma correspondente majoracao
dos momentos positivos no 19 vao. Note-se ainda que
para as faixas internas os momentos fletores obtidos

se aproximam em média cerca dos 20% dos obtidos pelos

Metodos dos Elementos Finitos e das Diferencas Fini-

tas.
0s valores totais dos momentos fletores do calculo
como viga sobre base elastica se diferenciam dos

valores totais medios da soma dos momentos fletores
das faixas dos piltares e da faixa interna de no maxi-
mo 20% (em relacao aos Metodos das Diferencas Finitas
e Elementos Finitos - FIG.IV.35). Observa-se que, ao
menos para o exemplo 1, este metodo aproximado forne
ce resultados totais satisfatorios, faltando apenas
definir-se o modo da distribuigao dos momentos fleto-

res entre as diversas faixas do radier. A NB-1 (22) ,
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sugere a seguinte distribuicao para lajes do tipo co-

gumelo:
- faixas dos pilares:

- momentos positivos : 55%
- momentos negativos : 75%

- faixas internas:

- momentos positivos : 45%

- momentos negativos : 25%

Baseado nos resultados obtidos, observa-se uma peque
na alteragao nos valores acima, para o seguinte modo

de distribuicao na direcao X:
- faixas dos pilares:

- momentos positivos : 52%
- momentos negativos : 68%

- faixas internas:

- momentos positivos : 48%

- momentos negativos : 32%

Convem ressaltar que conforme explicado no item IV.1.5
foi tomada para cada direcao de estudo como viga, a
totalidade da carga nos pilares.

Na analise dos resultados obtidos nos casos do
radier com a altura de 1,70m ou 2,50m, os valores dos
momentos fletores variaram de no maximo 10%.

Como excec¢ao temos os momentos do centro do 19 vao(tre
cho entre os dois pilares extremos de uma mesma fai-
xa), onde para a placa com uma altura de 2,5 metros

foram atingidas majoracoes de em media 25%. Como ilus
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tracao, a variagao do "raio da rigidez relativa" pla
ca X terreno & da ordem de 25% e a variacao da rigi
dez a flexdao da placa da ordem de 70%, conforme de-

monstrado abaixo:

10 caso: espessura do radier = 1,70m

3
rigidez a flexao da placa = D _EE___7
2(1-1%)
E =3000000 t/mZ
p=10,20 > D = 1279427.1 tm
h = 1,70m

modulo reagao vertical do terreno: K = 3000 t/m3

L‘
raio de rigidez relativa = /-2 = 21279427 -4,54m
K
0

3000

29 caso: espessura do radier = 2,50m

_ £’
rigidez a flexao da placa = D —
12(1-u")
E = 3000000 t/mz
u = 0,20 +~ D = 4069010.4 tm
h = 2,50m
modulo reacao vertical do terreno: o> 3000 t 3
raio da rigidez relativa = \/ /40690]0 4069010.4 6,07m

3000

A Figuras IV.39 e IV.40 apresentam as pressoes de con
tato (reagoes do terreno) nos casos de h = 1,70m e
h = 2,50m, respectivamente, onde se constata uma me-
Thor distribuigao das pressces no caso do radier com
altura de 2,50m em relacao ao de 1,70m de altura. As
variacoes atingiram uma média de 10% nos bordos e de

15% no interior do radier, bastante distante das va-
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riacoes do raio da rigidez relativa e da rigidez a
flexao da placa. A distribuicao de pressﬁes obtida ex
plica as variagoes ocorridas nos diagramas de momen-
tos fletores nos casos das duas alturas do radier que

foram analisadas neste exemplo.

Direcao Y:

A comparacao entre os momentos fletores resultante do
emprego dos Metodos dos Elementos Finitos e das Dife-
rengas Finitas, apresentaram valores com diferencas
medias da ordem de 13% para as faixas dos pilares
(19 e 30 faixas). Para as faixas internas (20 e 490 fai
xas), as diferencas atingiram ate 46%. Nestas faixas
internas os valores dos esforcos sao da ordem de
20% dos esforgos das faixas dos pilares. Por este mo
tivo apesar da variacao em termos absolutos entre os
2(dois) metodos de calculo analisados, terem mantidos
a mesma ordem de grandeza {ver FIG.IV.36 e IV.37), em
termos relativos as diferencas constatadas se tornam
elevadas.

0 Metodo do ACI, mant&m alguma aproximacao dos Meto-
dos dos Elementos Finitos e das Diferengas Finitas pa
ra pontos do interior da placa, e resultados inferio-
res para pontos proximos ao contorno.

0 Metodo da Grelha sobre base elastica apresenta valo
res proximos (diferencas medias nao superiores a
15%), para os casos da consideracao ou nao da rigidez
a torgao das barras. Continuaremos de maneira analoga
a analise efetuando para a direcao X, a plotar nas

FIG.IV.36 e IV.37 os resultados numericos do caso da
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grelha com torcao. Para a diregéo Y, esse metodo apre
sentou momentos fletores com diferencas medias da or-
dem de 45% em relacao aos outros metodos, para as
faixas dos pilares. Esta majoracao dos esforgos nes-
tas faixas, acarretou em contrapartida uma diminuicgao
nos valores absolutos das faixas internas,tornando as
diferencas relativas aos outros metodos bastante sig-
nificativas. As observagoes feitas para a diregcao X ,
com respeito amodelagen adotada para os pontos dos
balangos (trechos entre os bordos do radier e a 1linha
de pilares), tambem se verificam.

De modo semelhante a diregcao X, o Metodo da Viga sobre
Base Elastica, apresenta valores totais dos momentos
fletores com diferencas médias da ordem de 21% (exceto
em 2{dois) pontos nao representativos do trecho em
balango no Metodo dos Elementos Finitos) em relagao
aos valores totais medios da soma dos momentos fleto
res das faixas internas e da faixa dos pilares ( em
comparagac com o Método das Diferencas Finitas e  dos
Elementos Finitos). 0 modo de distribuigao observado
nas diversas faixas, foi o sequinte:

( FIG.IV.38),
- faixa dos pilares:

- momentos positives : 68%

- momentos negativos : 90%
- faixas internas:

- momentos positivos : 32%

- momentos negativos : 10%
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A variagao dos resultados numéricos dos momentos fle-
tores para a direcgao Y, entre as a]turas do radier de
1,70m e 2,50m se situaram na media de 15%. Esta varia
cao ocorreu de forma.aleatoria ao contrario da dire-

cao X.

IV.2 - EXEMPLO 2 - RADIER COM DISTRIBUIGAD IRREGULAR DE PILARES

Este exemplo refere-se a um radier com 8,00m de largura
e 16,00m de comprimento, com um arranjo de pilares bastante irre-
gular. As cargas concentradas tem valores moderados (Figura 1IV.
41 e 1V.42).

0 radier & uma placa lisa em concreto e a analise sera

feita para 2(duas) espessuras:

- 19 caso: espessura 0,50m

- 29 caso: espessura 0,80m

A seguir sao apresentados, em conjunto com a modelagem
do radier para cada metodo ja descrito no Capitulo III, os res-

pectivos diagramas de momentos fletores nas direcoes X e Y.

IV.2.1 - Metodo dos Elementos Finitos

A analise foi elaborada utilizando-se o programa LORANE
LINEAR e o é1emento de placa retangular nao conforme descrito no
item III.6.3 com molas nos pontos nodais.

A Figura IV.43 apresenta a modelagem e as cargas atuan
tes.

As Fiquras IV.44 a IV.47 apresentam os diagramas de momen

tos fletores para as direcoes X e Y e alturas 0,50m e 0,80m.

IV.2.2 - Metodo das Diferencas Finitas

A analise utilizou o programa ja descrito no item II1.3.4



.84.

e Apendice A, A malha adotada e as cargas estao apresentadas na
Figura 1V.43.
Os momentos fletores para as direcoes X e Y e alturas de

0,50m e 0,80m estao apresentados nas Figuras IV.48 a IV.51.

IV.2.3 - Metodo do ACI

A escolha dos pontos de calculo seguiu a malha empregada
no Metodo das Diferengas Finitas (FIG.IV.43).

As Figuras IV.52 a IV.55 apresentam os diagramas de momen
tos fletores para as alturas de 0,50m e 0,80m nas direcoes X e Y.
0 programa descrito no item III.7.4 e Apendice B foi utilizado pa
ra os calculos dos esforcos, incluindo a compatibilizacao das

condicoes de contorno conforme determina o ACI (20)

I1V.2.4 - Metodo da Grelha sobre Base Elastica

Efetuou-se a analise atraves do programa LORANE LINEAR ,
utilizando-se o elemento de grelha com vinculos elasticos nos
pontos de cruzamento das vigas da grelha, pontos intermediarios e
do balanco, a exemplo do que foi explicado no item IV.1.4 do
exempio 1.

As cargas aplicadas estao descritas na Figura IV.57 e a
modelanem “empregada na Figura IV.56.

0s diagramas dos momentos fletores para os casos da con-
sideragao ou nao da rigidez a torgao das barras estao apresenta-
das nas Figuras IV.58 a IV.65 para as diregoes X e Y e para as

alturas de 0,50m e 0,80m.

IV.2.5 - Metodo da Viga sobre Base Elastica

Conforme as Figuras IV.66 e IV.67, o radier foi dividido

em quatro vigas no sentido horizontal (direcao X) e em cinco vi-
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gas no sentido vertical (direcao Y).

0 emprego deste metodo constou do calculo das vigas acima
descritas utilizando-se o elemento de viga do programa LORANE
LINEAR com vinculagao elastica nos pontos nodais de cada elemento.
As vigas nao interagem entre si, sendo o traba]ho de cada uma to
talmente independente das demais. As cargas totais foram aplicadas

em ambas as diregoes X e Y. 0Os valores dos momentos fletores para

as vigas 1 a 9 acham-se apresentadas nas Figuras IV.68 a IV.71.

IV.2.6 - Analise dos Resultados

De maneira analoga ao exemplo 1, a analise seri feita ba-
seando-se nos resultados dos valores dos momentos fletores obti
dos para cada metodo.

Por nao existir uma uniformidade na distribuigcio dos pila-
res, a analise feita no exemplo 1, onde subdividimos o radier em
faixas denominadas internas e faixas dos pilares, fica sem senti-
do.

A avaliagao dos resultados sera baseada de maneira total
nas FIG. IV.43 e IV.71.

0s esforgos obtidos no Metodo dos Elementos Finitos, Me-
todo das Diferencas Finitas e Metodo do ACI, apresentam 0s resul-
tados numericos dos momentos fletores por unidade de comprimento,
ou seja mt/m. No caso do Metodo da Grelha sobre Base Elastica e
Viga sobre Base Elastica os momentos fletores apresentados ji sao

totais para cada trecho correspondente do radier, ou seja mt.

{a) Direcoes X e Y
0s momentos fletores do Metodo dos Elementos Finitos
comparados com os Metodo das Diferengas Finitas, apre

sentaram valores muito proximos. As diferencas nao
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suplantaram- o valor de 10%, exceto para 2(dois) pontos
localizados do radier. Estes pontos sao exatamente os

situados sob os pilares P2 e P]0 que tem cargas eleva

das junto ao bordo da laje. Neste caso a diferenca
nos valores dos momentos fletores atingiu o maximo
de 36%.

0 Metodo do ACI, comparado com os anteriores, atingiju
diferencas relativas elevadas. Este meétodo em toda a
extensao da placa apresentou sempre valores inferio-
res, da ordem de 75% aos Metodos dos Elementos Finitos
e Diferencas Finitas.

No Metodo da Grelha sobre Base Elastica, a comparacgao
entre os casos da consideragao ou nao da rigidez a
torgcao das barras, conduz a resultados com diferencgas
pouce significativas (da ordem de no maximo 10%). Des
te modo efetuamos, seguindo o ja feito para o exemplo
T, a analise para o caso da greTha com rigidez a tor
cao das barras. A comparacao deste metodo com os ante
riores mostra que os valores diferem de maneira alea
toria variando entre 24% e 80%.

Em alguns pontos o0s valores sao totalmente invertidos.
E conveniente ressaltar gue para a comparagao entre
os valores numericos, os resultados da grelha sao os
momentos totais correspondentes a 2,00m de largura,
enquanto que no Metodo das Diferengas Finitas, ACI e
Elementos Finitos, os momentos fletores sao apresenta
dos para os pontos nodais de cada elemento, que neste
caso tem 1,00m de largura. A comparacac deve ser fei-

ta integrando-se os esforcos neste trecho de 2,00m
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para possibi]itar a comparagﬁo.

0 Metodo da Viga sobre Base Elastica apresentou a
mesma configuracao do Metodo da Grelha sobre Base
Elastica, embora com valores um pouco mais proximos
do Metodo dos Elementos Finitos e Diferengas Finitas.
Estes valores apresentaram diferengas relativas aos
Metodos dos Elementos Finitos e Diferencas Finitas ,
entre 8% e 70%.Este método tambem apresenta os valo-
res totais dos momentos fletores para uma faixa de
2,00m.

No tocante as diferengas verificadas nos momentos fle
tores para as espessuras do radier de 0,50m e 0,80m ,

pode-se resumir o seguinte:

- os Metodos dos Elementos Finitos,ACI, e das Diferen
¢as Finitas apresentaram uma redugao da ordem de
20% no pico dos momentos, nos pontos onde atuam
cargas concentradas, no caso da majoracao da espes-
sura do radier de 0,50m para 0,80m. Em contraparti
da ocorreu um aumento da ordem de 30% nos momentos
fletores do restante da placa.

- 0 Metodo da Grelha sobre Base [lastica apresentou
variacoes pequenas, da ordem de 10% sempre com mo-
mentos menores nos pontos sob a acaoc de cargas con
centradas, e maiores no restante da placa, guando
da majoragac da espessura de 0,50m para 0,80m.

- 0 Metodo da Viga sobre Base Elastica apresentou gran
des variacoes, da ordem de 50%, seguindo o modo dos
meétodos anteriores, ou seja redug¢ao nos picos dos
momentos e uma consequente majoracao em outros pon-

tos.
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Como ilustragao, conforme demonstrado abaixo o raio
da rigidez relativa variou de 30% e a rigidez a fle
xao da placa de 75%, quando da alteracdo das espessu

ras.

10 caso: espessura: t = 0,50m

3
- ~ Et
rigidez a fiexao da placa = D = —
12(1-m")
E = 3000000 t/mZ
h = 0,50m - D = 32552 tm
w=20,20
7 0
raio da rigidez relativa = L = —
KO
Ko = 3000 t/m3 =L =1.8Im
29 caso: espessura: t = 0,80m
3
rigidez a flexao da placa = D = -EE———Z
12(1-u")
E = 3000000 t/m2
h = 0,80m + D = 133333 tm
v = 0,20

4,
raio da rigidez relativa = L = \/—2——
K
0

K = 3000 t, 3
0

/m ~L = 2,58m

A rigidez relativa radier-solo influe nas pressoes de
contato, conforme pode ser observado nas Figuras IV.72
e IV.73, que apresenta os resultados obtidos para 0
Metodo das Diferencas Finitas. 0s pontos internos do
radier apresentdram uma variacao nas pressoes medias
de 30% para o contorno e de 25% para o interior da

placa.
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MODELAGEM DA PLACA SOBRE BASE ELASTICA

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS
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CAPITULO V¥

CUNCLUSUES

V.1 - ANALISE GERAL

Com base nos resultados dos exemplos estudados e na teoria
dos ‘diversos metodos expostos, pode-se apresentar as seguintes

conclusoes:

- 0 Metodo dos Elementos Finitos, para 0 elemen -
to retangular nao conforme da biblioteca do progréma LORANE, apre
sentou sempre na proximidade das cargas concentradas descontinui-
dades nos valores dos momentos fletores. 0 fato ocorreu nos nos
comuns a dois elementos nodais, independente do refinamento da
malha adotada. Este elemento ndao parece se comportar bem para
cargas concentradas; talvez devido a este fato, o programa SAP
IV, que trabalha com o mesmo elemento, sd fornece os esforgos no
centro do elemento e nao em seus pontos nodais. Nos exemplos ado
tou-se como momento fletor no ponto a media aritimetica dos mo-
mentos nos pontos nodais dos elementos que concorrem no ponto
em estudo. Este procedimento pode ndo ser o mais indicadoe a mé-
dia aritimetica nao ser a melhor forma de avaliacio. Conforme
comentado anteriormente, o0s valores numéricos dos momentos torso-
res nao estdao condizentes com a realidade conhecida através de

exemplos tedoricos. Os torsores resultantes do emprego do elemento

retangular de placa apresentaram valores, em alguns casos, da
mesma ordem de grandeza que os momentos fletores, o que nao e
correto. No computo geral, este elemento fornece uma razoavel

precisao apenas para o0s valores dos momentos fletores e das fle-
chas.

- 0 Metodo das Diferencas Finitas, onde sao classicas as
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dificuldades da modelagem . das condigoes de contorno nos bordos,
nac apresentou aparentemente nenhuma distorgﬁo ou duvidas em seus
resultados. 0Os valores dos deslocamentos, . momentos fletores e tor-
sores se mostraram bastante compativeis, inclusive o calculo da
reacao total do terreno, obtida a partir dos deslocamentos calcula-
das, apresentou uma diferenga praticamente nula em relacgao as

cargas aplicadas. Com o programa implantado em micro-computador da

linha PC, este metodo se mostrou realmente bastante eficiente.

- 0s Metodos dos Elementos Finitos e das Diferencas Finitas
apresentaram valores bastante semelhante§ nos dois exemplos ana-
lizados, exceto para os momentos torsores onde os valores obtidos
no Metodo dos Elementos Finitos sdoc bastante superiores ao das

Diferengas Finitas.

- 0 Metodo do ACI nao se mostrou confiavel, pois na maioria
dos pontos do radier, os momentos fletores apresentaram valores
bastante inferiores aos Metodos dos Elementos Finitos e Diferen
¢as Finitas. Este Metodo so parece ter uma razoavel performace
para pontos distantes dos bordos da placa, bem como para cargas
aplicadas longe do contorno. No tocante a parte computacional, o
emprego das fungoes de Heteényi (18) conduz a grandes tempos de

processamento.

- 0 Metodo da Grelha sobre Base Elastica, apesar de se mos
trar muito pratico, apresentou valores bastante diversos dos
Metodos dos Elementos Finitos e das Diferencas Finitas. Estes va-
lores foram na maioria das vezes superiores aos Metodos citados.
0 emprego de barras sem rigidez a torcao € mais prético do que
a consideragao da torgao, nao acarretando grandes diferencas nume

ricas.
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- 0 Metodo da Viga sobre Base Elastica apresentou pratica-
mente a mesma performace. do Metodo da Grelha sobre Base Elastica,
no caso de radiers irregu]ates (exemplo 2). Para os radiers regu
lTares (exemplo 1), este Método se mostrou um Metodo aproximado

com excelentes resultados.

- E interessante comparar o tempo gasto na solugao dos dois
exemplos pelos diferentes Metodos. A TABELA V.1 apresenta 0S
tempos aproximados empregados na preparacao e entrada dos dados
e obtengao dos resultados para os exemplos 1 e 2. Para o Metodo
das Diferencas Finitas e do ACI, foi utilizado um micro- computa
dor e para o0s Metodos restantes utilizou - se 0s pro-
gramas SAP IV e LORANE LINEAR implantados no Nucleo de Computacao
Eletronica da UFRJ ( que dispBe de um sistema Borroughs 6700). 0b
servou-se que a grande rapidez de processamento obtida no NCE-UFRJ
e grandemente perdida no tempo gasto em espera na fila para pro-
cessamento e na liberacao da respectiva listagem. Tendo em vista
a grande facilidade na introdug¢dao dos dados no micro- computador,
onde as correcoes sao feitas em paralelo sem a necessidade da
espera de listagens, a vantagem operacional obtida & insupera-
vel, desde que o problema se Timite, logicamente, 3 memdria cen-

tral disponivel no micro-computador.

V.2 - RECOMENDACOES PARA 0 PROJETO DE RADIERS

Com base no estudo realizado, sugerem-se os seguintes proce

dimentos de calculo:

- 0 calculo empregando o Método das Diferencas Finitas & o
que mostrou resultados mais confiadveis.0s exemplos foram sempre
de placas com geometria bastante regular, sem variacoes de espes-

suras e ou reentrancias. 0 solo foi sempre homogeneo ao Tongo do
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dominio da placa ( sem variacdes no modulo de reagao vertical).

Na elaboragao do programa desctito no Capitulo III , os testes
feitos para comparagao com resultados analiticos ( incluindo  os
exemplos do Capitulo 7 do Livro do Bowles (9) apresentaram resul

tados coincidentes.

- 0 cdlculo empregando o M&todo dos Elementos Finitos ( ele
mento retangular de flexao de placas conhecido como R12) apresen
tou resuitados menos razoaveis que o Método das Diferencas Fini-
tas. Este Metodo conduz a valores razoaveis para os momentos fle
tores e flechas. Tem a seu favor a vantagem da existéncia de
software desenvolvido para varios sistemas computacionais, tais
como SAP IV, LORANE e EASE 2. Aplicando tal Metodo em conjunto
com outros tipos de elementos finitos, pode-se simular por exem-

plo:

- apoios em estacas

- terrenos heterogeneos

- variacao de espessura

- inclusao da superestrutura

- carregamentos dinamicos e estaticos

- retragao e deformacao lenta do concreto
- esforcos de origem termica

- forcas de protensao

- A utilizacao do Método da Grelha sobre Base Elastica deve
ser feita com bastante criterio, pois apesar de apresentar confi
gquragao identica, os esforcos solicitantes nao se mostraram compa
tiveis com os MEtodos anteriores. E preferfvel neste caso calcu-

lar a grelha nao considerando a rigidez a torcao das barras.
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- 0 calculo empregando o Metodo da Viga sobre Base Elastica
pode ser adotado como um Metodo aproximado nos casos de radiers
regulares, com os pilares possuindo distribuigao uniforme na

placa e simetria nos valores das cargas transmitidas.

- 0s resultados do Metodo do ACI devem ser encarados com
restrigac, pois o Metodo nao simula com exatidao os esforgcos so-

licitantes na estrutura, especialmente proximo aos bordos.

V.3 - SUGESTOES PARA 0S DESENVOLVIMENTQS FUTURODS

Pode-se sugerir os seguintes topicos sequenciais a este tra

balho:

- Desenvolvimento de um programa que e]abore o calculo de
radiers utilizando o Metodo das Diferencas Finitas para os casos
mais gerais de geometria, condicoes de contorno, apoios sobre
estacas, terrenos heterogeneos { com diferentes modulos de rea-

¢ao vertical) e diferentes espessuras da placa.

- Analise do comportamento de uma placa sobre base elastica,
com a utilizacao de uma seérie de tipos de elementos finitos se-

guida de analise comparativa dos resultados gerados.

- Analise de Metodos de calculo para o projeto de fundagoes
em radiers, utilizando o modelo de Filonenko-Borodich para 0
solo, conforme citado por Selvadurai (12) . Este modelo simula a
interacido entre as varias molas utilizadas no modelo de Winkler
conectando-as atraveés de uma membrana elastica (ver FIG.V.1). Con
siderando o equilibrio membrana X mola, obtem-se a pressao g em
termos da deformag¢ao w da placa:

q {x,y) = K_w (x,y) - T V2 w o (X.¥)

0
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onde KO g o modulo de reacdo vertical do terreno e T a tensao

constante atuante na membrana.

Neste caso tem-se duas constantes elasticas para caracteri

zar o modelo adotado para o solo.

- Analise do comportamento de uma placa espessa sobre ba

se elastica, utilizando-se os metodos da presente tese.



EXEMPLO 1 EXEMPLO 2
MEF | MDF jAcl on:;.n;] VISA || MEF | MOF | ACI |GmELHA} VieA
‘. — — — ". - o T—
- PREPARAGAG UO¥  HADOY 6 | & s [ & 135 (&8 {8s o 7
INPUT. DOS DADOS lA ' | 4
{ INCLUSIVE CORREGOES } 3 1 ! 4 3 4 ! 1 5
TEMPO DE PROCESSAMENTO
{OU AGUARDANDO A SAIDA 3 2 3 4 2 4 2 3 5 4
DOS RESULTADOS )
TEMPO TOTAL 12 9 10 16 10 16 n 12 20 15

TABELA . X |- TEMPO EM HORAS GASTO

NA ELABORAGAD E PROCESSAMENTO
COMPUTACIONAL DOS EXEMPLOS /e 2
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T /—elus tic membrane T

VT e
{a} z

//?////r//////
z

{d) .. ]z

{c)

Surface displocements of the Filonenko-Borodich model {a) Basic modal,
{b) concentrated load,{c)rigid load,(d) uniform tiexible load.

FIG.JZ./-MODELO FILONENKO - BORODICH
APUD SELVADURAL (12)
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APENDICE A

FUNDACUES'EM'RADIER POR DIFERENCAS FINITAS

Apresenta-se a seguir o fluxograma basico e a respectiva
listagem do programa em linguagem BASIC destinado ao calculo de
placas de espessuras constantes sobre base elastica de moduio KO
com os bordos livres e submetidas aos carregamentos gerados pelo
peso proprio, cargas distribuidas uniformemente e cargas concen-

tradas.

A capacidade do programa e limitada a:

- computador da iinha PC com 60 K de memaoria RAM:252 ele-

mentos de placa totalizando 285 pontos nodais.

- computador da”linha APPLE com 48 K de memoria RAM: 121

elementos de pltaca totalizando 144 pontos nodais.
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APENDICE B

HUNDACUES'EM-RADIER'PELO‘METODO'DO'ACI'(20),

A Tistagem em linguagem BASIC e o f]uxograma.basico do
brograma elaborados para os.cé1cu1os efetuados no Capitule IR
sao apresentados a seguir. 0 programa e destinado ao calculo de
radier de espessura constante sobre base elastica de modulo K
e submetida a agao de cargas concentradas. As condigoes de  con-
torno de bordo 1ivte sao corrigidos por uma sub rotina especifi-
ca.

A capacidade do programa e timitado a:
- computador de. 1inha APPLE com 48 K de memoria RAM: 529
pontos de calculo.

0 programa também permite o calculo para cargas, distri-

buidas em toda a extensao da placa.
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( iNIC 10 )

INICIALIZAGAO IMPRESSAO

TITULO ,Ix, 1y PARCIAL
m,n, kg, 1, E

Juie

CORREGAO DOS
- ESFORGOS SOLI-
CALCULO DAS CITANTES NOS
CONSTANTES BOROOS
INTRODUGRO
DAS CARSAS IMPRESSAO FiNAL
» pos
ESFORGOS

Mx, My, @x,Qy

SERAGAO DA
MALHA

$e¥ FIN

CALCULOS ,DOS
ESFORCOS S0LICITAN
TES MWux,Ny,Qx, 4y

FIG.A. 2 - FLUXOGRAMA BASICO
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NOMENCLATURA

h = a]tuta total do radier

K,= modulo de reagao vertical do solo

q = reagao do terreno na superficie de interagdao com o
radier

w = deslocamento vertical de um ponto do radier( direcio 7)
P = carga concentrada vertical

E = modulo de elasticidade longitudinal do material do

radier
Kk = coeficiente de Poisson do material do radier

G = modulo de elasticidade transversa] do material do

radier
p = carga distribuida vertical na superficie do radier

X, Y, Z = eixos coordenados

u = deslocamento horizontal na direcao X de um ponto do
radier

v = ceslocamento horizontal na direcao Y de um ponto do
radier

D = rigidez a flexdo do radier

% = vao do radier na direcio X

lyz vao do radier na direcdo Y

m, L, k, ¢ = pontos nodais de uma malha

Ax =lado na direcao X de um elemento de placa
by =lado na direcdo Y de um elemento de placa

M, = momento fletor na diregEb X de um ponto da placa
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rigidez
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fletor na direcao Y de um ponto da placa

momentos torsores de um ponto da placa
cortante na diregao X de um ponto da placa
cortante na direcao Y de um. ponto da placa

de uma mola linear adotada para a discretiza

rigidez relativa
p fungoes .de HETENYI¥(18)

segao transversa] de um pilar circular
fletor tangencié]

fletor radial

cortante radial

constante de Euler

lado da

secao transversal de um pilar quadrado



