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SINOPSE 

Neste trabalho apresentamos métodos de determinação 
de domínios de estabilidade assintótica da solução trivial 
de sistemas de equações diferenciais ordinárias de primeira 
ordem, em geral não lineares, utilizando o segundo método -
ou método direto de Liapunov. 

Nos primeiros capítulos são dados um pequeno histó~ 
rico, um sentido físico para o tratamento matemá.tico e a 
utilização das formas quadráticas como função de Liapunov. 

No capítulo 4 é feita uma aplicação da teoria dos -
sistemas lineares associados aos sistemas autônomos, para a 
determinação de domínios elipsoidais e esféricos de estabi
lidade assintótica.~ fornecido ainda um procedimento lógi
co para o critério dado. 

Nos capítulos seguintes são dados· os métodos de 
Schultz-Gibson e o de Zubov. O primeiro usa o gradiente da 

ºfunção de Liapunov e, através de uma integral de linh~ en -
contra-se a função de Liapunov. O segundo utiliza uma equa
ção diferencial p~rcial que, se tem solução em forma fecha
da, permite a determinação do domínio exato de estabilidade 
assintótica. Ambos, bem como o método do cap.4, permitem, -
quando for o caso, conclusões sÔbre estabilidade assintóti
ca global. 

TÔdas as noções julgadas essenciais são introduzi 
das no sentido de se conseguir um trabalho Lauto contido -
tanto quanto possível. 
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A·BSTRACT 

Thia work presenta some methoda to determine the 
domains of asyntotical stability of the trivial solution of 
firat-order, non-linear, differentia~ equations when Liap!!_ 
nov' s second (direct) method is used. 

The first three chapters are introductory and pr~ 
aent an historical review, the use of quadratic forms as Lia 
punov' s functions, anda physical interpretation of the ma
thematical treatment 

Chapter 4 presenta an application of Linear Sys
tem Theory to autonomous systems, and the determination of 
the ellipticala and spher~cals domaina of stability. A logi 
cal procedure of the criterium is also presented. 

The following chapters introduce the Schultz 
Gibson'a and Zubov' s methods. The first uses a line inte -
gral of the gradient of Liapunov's function. The second u -
ses a partial differential equation that, as longas it has 
a closed-form solution, àllows the determination os the e
:x.act domain of asyntotic stability. 

All the concepts considered essentials are intr~ 
duced · in order to obtain a seLf- contained work as such as 
possible. 
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NOMENCLATURA 

x - vetor do espaço ff-1 de componentes x1 , Jt•., ~ 

x' - vetor x transposto 
f(x) - função vetorial de componentes f 1 , ••• ,f . n 
t - tempo 
• 
x - dx 

dt 
\ .~ - conjunto 
li li - norma 
\ \ - de terminante 
[ ]- matriz. 
i,j,k - Índices e se não especificado valem 1,2, ••• ,n 
'f - para todo 
,e - pertence 
c - contido 
A - Domínio de estabiltdade assintótica 
A,B,Q - matrizes constantes nxn. 
V(x,t) - função de Liapunov para sistemas não autônomos 
v(x) • função de Liapunov para sistemas autônomos 
l, ~ - auto-valores 
I - matriz identãiãdes 

__1\.._ matriz diagonal 

D,E,G - conjuntos abertos e conexos 
h(v,G) - número real positivo 
@(v,G) - Domínio de estabilidade assintótica 
U(z) - matriz da família de sistemas associados 
~o\ - conjunto cujo único elemento é a origem 
\/v - gradiente de v 
A - aderência de A 
Ã\ A - fronteira de· A 
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CAP1TULO 1 

GENERALIDADES 

1.1- Introdução 

HistÕricamente o problema da estabilidade de um po!!_ 

to de equilíbrio de um sistema surgiu na Mecânica em 1788 com 
Lagrange e seu Mechanj;que Analytique. A teoria de estabilida

de de Lagrange foi colocada sôbre firmes bases matemáticas -

por Lejeune- Dirichlet e a prova, publicada no Crelle 's Jour
nal em 1846, ficou conhecida como teorema de Dirichlet. No 

ano de 1892 foram publicados os trabalhos de Liapunov l 1 l . , 
Boincaré ( 2 J e Routh ( 3 J . 

Um pouco antes e durante a segunda guerra mundiàl -

as necessidades militares exerceram um notável estímulo nas 

pesquisas em Sistemas de Contrôle Automático ( Nyquist [ 4 J , 
Bode ( 5 J , Nichols ( 61 , Evans f 7 l ) . Mas a máioria dos mé

todos desenvolvidos era aplicável apena~ a sistemas lineares

enquanto que a análise dos sistemas não lineares foi relegada 
a um segundo plano pelas dificuldades que apresentava. 

Em 1950 Ko,chenburger t 81 publicou um artigo aprese!!. 
tando o método das funções descritivas que durante muito tem
po se constituiu, no ocidente, na Única ferramenta disponível 
para a análise e síntese de servo;c1-mecanismos não lineares. 

Na Russia eram desenvolvidos métodos ae,1análise;: de· 

sistemas de contrôle não lineares baseados no trabalho de. 

Liapunov ll) que fornecia condições suficientes para estabili 

dade. Em 1938 Persidskii f 9) atacou o problema da determina :

ção de condições necessárias, no que foi segu.ido por Malki~ 

Massera e outros, e em 1945 Lur'e [ 1o]utilizou os métodos de 
Liapunov na análise de servo-mecanismos não lineares, sem que 
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isto despertasse curiosidade no ocidente. 

A partir de 1953 ressurgiu o interêsse pelos méto -
dos diretos~ de análise da estabilidade de sistemas não line~ 
res. 

Intuitivamente sabemos que estabilidade significa a 
aptidão a recuperar o equilíbrio após uma perturbação passa -
geira. Quando um sistema é descrito por equações diferenciais 

ordinárias lineares a volta ou não ao equilíbrio independe da 
magnitude da perturbação o que não acontece necessàriamente -

; 

nos sistemas não lineares. Daí ser importante na análise da -
estabilidade de sistemas não lineares conhecer até que ponto 
o sistema pode ser perturbado conservando a sua tendência a 
recuperar o equilíbrio perdido. 

No presente trabalho expomos e criticamos vários mf 
todos para determinar o comportamento assintótico de sistemas 
descri tos por sistemas de equações diferen,ciais ordinárias de 
primeira ordem (não necessàriamente lineares). Para tanto pr~ 
cisamos ·definir rigorosamente os conceitos básic,os da teoria
da estabilidade, o que será feito nos parágrafos seguintes. 

1.2- Definições básicas do problema da e_stabilidade 

Uma_ equação diferencial ordinária de ordem n 

.. 
pode ser reduzida a um sistema de n equaçoes diferencia.is .or-
dinárias de primeira ordem com a introdução das variáveis[l~ 

X - x x -= x· x = x(n-l) 1 - ' 2 . ' •.. , n 

* - São chamados métodos diretos aqueles que não pressupõem 
a resolução das equações que descrevem a evolução do 
sistema. 

-2-



Seja atà, o sis·tema 

• 
X= f( X, u(t), t) (1.2.1) 

x(t
0

) = x
0 

onde x e Ir1, u e S( (t
0

,+oo ),t°') onde 

S( (t
0

, +<1>)>,Rm) = {u/ u : ( t
0

,. <1>) ., t°', u seccionalmente cont • 
e 

satisfaz as condições para existência, unicidade e prolongab! 
lidade até -too das soluçies da equação (1.2.l) quaisquer que 
sejam t

0 
e R e x

0 
e If. 

Se em (1.2.1) u = O o sistema é dito Livre ( não 
forçado) e sua equação assume a forma 

• 
X = f( X, t) (1.2.2) 

No caso de sistemas livres admitiremos,além da existência, 
unicidade e prolongabilidade das so~uções, que a função de tr~ 
sição [12] 

~ : R ')( R¾R. -,. -Ifl 
( t ; x

0 
, t O ) ~ X = f ( t ; X

0 
t t O ) 

g11e no caso de sistemas físicos é definida para t ~ t
0 

l13] , 
@ êotitínua e diferenciável com derivadas parciais contínuas. 

Existem casos em que o segutjdo membro da equação -
(1.2.l.) não depende explicitamente de t e (1.2.l) pode ser e.§_ 
crita na forma 

-3-
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• 
X = f ( x, U ( t)) (1.2.3) 

e um sistema descrito por uma equação deste tipo é chamado in 
variante no tempo ou est~9ionário. 

I I A Um sistema livre e estacionario e chamado autonomo 
, -e e descrito por uma equaçao do tipo 

• 
X = f( x) (1.2.4) 

A No caso de um sistema autonomo 

(1.2.5) 
r ' 

:V- te. e R, '1f- t :: t , "Jf x e :at1 e V-~~ O 
o o o 

Em virtude desta proposição. fixa.remos t
0 

= O quan.do estivermos 
analisando sistemas autônomos e escreveremos¼ 

em lugar de escrever 

A cada solução de (1.2.1) pode ser associada uma cur 
' -

va no If1+l chamada movimento (151. No caso de sistemas aut2, 
nomos associamos a cada solução uma curva parametrizada no If1 
chamada trajetória de fase ou curva de fase. Explicitamente 

(1.2.6) 
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Um ponto x -e rf divide uma trajetória que o conte
o 

nha ( que passe por êle) em duas semi-trajetórias [15] 

e 

x_ (t;x
0

) = \x(t;x~) / t
0

~ t)-<X>} 

X+ ( t ; x0 ) = { X( t ; X0 ) / t 00 > t ~ t O} 

Podemos definir axiomàticamente sistema dinâmico a 
partir de certas condições sôbre a função de transição indepe~ 
dentemente das equações diferenciais que lhe deram origem. 

Def.: Sistema dinâmico é uma função 

que satisfaz 

a - V X< K, 
o 

K < oo, ~ ( t; x
0

) são funções definidàs 

b -

e -

V-te ( -oo, oo) 
~ ( 0; x

0 
) = x

0 
. 

~ ( t 2 ; x( t 1 ; x
0 

) ) = ~ ( t 1 + t 2 ; x0 
) 

(1.2.7) 
(1.2.8) 

'?f tl' t2 

(1.2.9) 
Para que (1.2.4) descreva um sistema dinâmico (para que a fu!!, 

ção de transição da equação (1.2.4) satisfaça os axiomas 
(1.2.7),(1.2.8) e (l.2.9))ê suficiente que a função f no se -
gu.ndo membro de (1.2.4) seja limitada. Isto assegura a exis -
tência da solução de (1.2.4) para t~t, t e (-oo, oo). Se ês o o -
te não é o caso podemos substituir em (1.2.4) a variável ind~ 
pendente t pela variável 

s = V1-+ l\f(x(t))n 2 
' •• dt (1.2.10) 
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Assim obtemos a equação [15,16] 

dx f(x) -
ds = V l+tf(x) 1\ 2 1 

(1.2.11) 

cujas soluções são definidas para todo te Reapresentam o 

mesmo comportamento assintÕtico de (1.2.4) 

A equação (1.2.1), bem como o sistema.que ela repI'!, 

senta, é linear se fé uma função linear de x e deu. 

Os valores de x que anulam idênticamente o segundo 

membro de (1~2.2) são chamados estados de equilíbrio, pontos 

críticos ou pontos de e
1
qui1Íbrio. Em outras palavras 

"'xe é pontd de equilíbrio de (1.2.2)" <(:::;>

~ (V t~t
0

)( f(xe,t) ~ O) 

Um ponto de equilíbrio é isolado se existe uma vizinhança do 

mesmo que não contém nenhum outro ponto de equilíbrio (31] .. 

Um sistema linear não pode ter mais do que um ponto 

de equilíbrio i$ôlado, enquanto que os sistemas não lineares 
podem apresentar vários. 4•; : _ •.,;'. ·- ·-· - '.) 

Estudáramos sempre a estabilidade de pontos de e -
quilÍbrios isolados e a análise para cada um dêles deve ser d 
feita separadamente. 

Na equação (1.2 .1) se considerarmos a função u fiX!_ 

da ( p/ exemplo P. = Ü ) podemos escrever 

• 
X= g(x,t) (1.2.12) 

ao invés de 
• 
X = f ( x, Ü ( t ) , t ) (1.2.13) 
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Neste caso estamos considerando a entrada.como :fazendo parte 
da dinâmica do sistema. 

A cada Ü em ·(1.2.13) corresponde uma função g em 
( 1. 2 .12) e variando Ü podemos ter di:t'erentes comportamentos ~~ 
sintóticos. Se limitar.mos as entradas à classe das entradas -
constantes reduziremos as equações dos sistemas estacionários 
à forma da equação (1.2.4) · (sistemas autônomos)~ 

1.3- A idéia do segundo método ou método direto de Liapunov 

O trabalho original de Liapunov [ll contém dois mé 
todos para a análise da estabilidade da solução trivial de -
sistemas livres e homogêneos conhecidos na literatura como o 
primeiro e segundo métodos de Liapunov. 

O primeiro método é aplicado quando o segundo membro 
de.(1.2.2) tem a forma 

f ( x, t) = A ( t) X + q ( x, t) (1.3.1) 

onde A(t) é uma matriz n:xn e as componentes de q(x,t) são da 

:forma 

mn .. ·~ 
' 

. em alguma vizinhança da origem de rf1, onde as :funções p ~ml • • •~) 
J 

para 1 ~ j !f n e m1 + m2+ .• .+mn> 1 são limitadas e seccional-
mente contínuasem[t0 , oo) qualquer que seja t 0 e R [l'ij • 

Se o segundo membro de (1.2.2) for dá forma (1.3.1) 
a estabilidade da solução trivial do sistema 

• 
X = A(t)J(t q(x,t) (1.3.1) 
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pode ser determinada a partir do sistema 

. . 
X= A(t)x (1.3.3) 

chamada aproximação linear de (1.3.1), desde que os pontos de 
equilíbrio de (1.3.3) sejam isolados [1,17 ,18] • 

O segundo método utiliza funções (que são generali
zações da função energia total _no caso de sistema físico) CE_ 

j as derivadas ao longo das trajetórias d.é • ( 1. 2 • 2 ) dão inf o-rm~ 
ção sÔbre a estabilidade do sistema. tste método fornece con
dições suficientes para a estabilidade. 

Para ilustração consideremos o exemplo 1.3.ll. 

Exemplo 1.3.1 

Seja 

descrito pela equação diferencial 

1 . 
=--v 

R c 

A equação (1.3.4) tem como solução 

v 
O 

( t) = v ( t ) e xp (-_:L ) 
e o RC . (1.3.5) 

Podemos concluir por inspeção que o sistema é estável.13Consi
deremos no entanto a energia amarzenada no capacitar 
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E _ 1 ev2 
c -- e 

2 

e calculemos 
Ê

0 
= e -t v = - ..i_ E < o 

e c RC e 

(1.3.6) 

(1.3.7) 

A energia do sistema é sempre pos·i tiva e sua derivada no caso 
é negativa. Isto indica que a energia é decrescente. Logo o 
sistema tende a um equilíbrio estável. 

O segundo mé-todo de Liapunov utiliza uma generaliz~ . 
ção da análise acima. Do ponto de vista matemático era lícito 
tentar a aplicaç·ão de funções mais gerais não ficando restri
ta a análise à :função quedá medida da energia do ''3:istema. Ne~ 
sentido Liapuri.ov mostrou que se podem encontrar funções defi~ 
nidas positivas ou negativas, cujas derivadas ao longo das t~ 
jetórias do sistema, como em (1.3.7), sejam definidas e de s!, 
nal contrário à função considerada, além de provar a suficiên 
eia das condições acima. 

1.4- Comentários 

O segundo método de Liapunov é poderoso e sua gran
de vantagem é que as conclusões sôbre a estabilidade da solu
ção trivial de um sistema podem ser tiradas diretamente dos -
segundos membros de suas equações diferenciais, sem necessid!, 
de do conhecimento explícito das suas soluções. 

iste método é de interêsse principalmente nos sist~ 
mas não lineares, quando se torna difícil a obtenção das solB:_ 
ções e quando aqueles métodos clássicos de Nyquist, etc., de!, 
xam de ser aplicáveis. 

A grande dificuldade porém reside na procura de uma 
função com as propriedades acima. Infelizmente ainda não pod~ 
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mos contar com um procedimento geral que forneça em qualquer 
caso uma.função dé Liapunov. Contudo existem métodos aplicá
veis a certos tipos de sistemas que fornecem em geral uma 
função de LiapUJ;1ov. Trataremos destes métodos mais adiante. 
Antes porém se fazem necessárias algumas definições e teore
mas que damos a seguir. 

---oOo---



CAP1TULO 2 

DEFINIÇÕES MSICAS DO PROBLEMA DA ESTABILIDADE 

ASSINTÓTICA 

2 .1- Introdução 

tste capítulo contém um resumo dos conceitos de est~ 
bilidada e os principais teoremas de Liapunov. Baseado na idéia 
do segundo método dada antes vamos definir as funções de Liap!_ 
nov de modo geral e depois tecer alguns comentários sôbre as 
funções usadas no estudo da estabilidade da solução trivial de .. 
sistemas autonomos. 

-Seja um sistema de equaçoes diferenciais de primeira 
ordem 

• 
y = g(y,t) (2.1.1) 

onde y ·-e J/1, t >-. t
0 

e g contínua de tal modo que se possa garaa, 
tira existência, unicidade e prolongabilidade até :::t- oo,dado y

0
, 

das. so\u.ç.ce5. 

2.2- Movimentos perturbados e não perturbados 

Consideremos um movimento 

r ( )= {cy(t),t) -e ir1+1 
/ y(t) =t (t;yo,to), t z,to1 

Yo,to . . ~ 

(2.2.1) 
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onde ~·é a função de transição de (2.1.1). 

Vamos considerar uma vizinhança VY de y
0 
~ rf1 e a 

o família 

(2.2.2) 

O movimento 

(2.2.3) 

é chamado movimento não perturbado e os membros da família -
(2.2.2) diferentes de (2.2.3) são chamados movimentos pertur
bados. 

Def.: Estabilidade de um movimento não perturbado 

O movimento (2.2~3) é estável n.o sentido de Liapunov 
se 

(:Yé') Q > 8,) o)( \I t'.? t 
O
H li Y-Y 

O
\\ L- b =? 

-q\\~(t;y,t
0

) - ~ (t~_;y
0
,:t

0
)}\L€) 

(2.2.4) 
Def.: Instabilidade de um movimento não perturbado 

O movimento (2.2:;3) é instável no sentido de Liapu-
nov se 

• 

( tl ;y o' to )\\~é) 
(2.2.5) 

Obs .• : As noções de estabilidade e instabilidade segundo Lia
punov não são contrárias. 

Consideremos a equação (2.1.1) e o movimento 
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(2.2.1). Façamos 

x( t )=y ( t) - ~ ( t ;y 
O

, t 
O

) , V- t ~ t 
0 

Então y(t) ~ x(t) + Q(~y 0,t
0

) ,· 

Derivando obtemos 

31- t~t o 

(2.2.6) 

(2.2 .,7) 

(2.2.8) 

De_rivando (2.2.6) e substituindo (2.2.8) em (2.2.6) vem 

(2.2.9) 

que tem a forma da equação (1.2.2) onde 

e 

:f ( x( t) 't )= g( x( t )+ ~( t ;y o' to );t)-~c t ;y o' to) 

(2.2.10) 

• 
:f(O,t) = g( ~ (t;y

0
,t

0
)(} - ~(t;y

0
,t

0
) = O 

, . .,,,. t ~t 
o (2.2.11) 

A equação (2.2.9) traduz a evolução das perturbações 

do mo vime~ to não pertµ.rbadou ( 2. 2 .1). Com a mudança de variáveis 
(2.2.6) o movimento (2.2.3) é reduzido à origem_ x = O e as pe!:_ 
turbações, bem como sua evolução, passam a ser estudadas Jor um 
sistema .do tipo (1.2.2). 
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Como os métodos disponíveis para a análise da estab! 
lidade de sistemas não lineares estudam a estabilidade da solu -ção trivial de um sistema livre e hpmogêneo, se quizermos esq 
dar a estabilidade de um movimento qualquer devemos fazer a -
mudança de variáveis cqmo em ( 2 .• 2. 6 ) • 

Desta forma consideraremos apenas os sistemas iregidos 
por equações na for.ma (1.2.2), supondo ainda que 

f(o,t) = O 9 "1f- t~ t
0 

(2.2.12) 

Diremos neste caso que o sistema pertence à classe tH), se é -
descri to por um sistema ' de equações diferenciais ordinárias -
de primeira ordem da forma 

• 
X = f (x, t) 

f(O,t) = O , :V- t~t
0 

(2.2.13) 

2.3- Definições de estabilidade para sistemas livres 

Def.: Estabilidade da solução trivial 
A solução trivial da equação (2.2.13) é estável no 

sentido de Liapunov se para todo t
0 

e R o movimento 

S +l \ r (O,to) = l (x(t),t) e Ff- /. x=O, t~ tos 

é estável no sentido de Liapunov. 

Em outras palavras 
(Y t

0 
e R)( ~€> O H3~> O)( \\ x-x

0
\\ L $ ~ 

~ \\ ~ (t;x
0
,t

0
) - ~ (t;x,t

0
)\\~€) (2.3.-1) 

Notemos que '$ depende de E e de t
0

• 
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Def.: Estabilidade assintótica da solução trivial 
A solução trivial da equação (2.2.13) é assintotic!_ 

mente estável no sentido de Liapunov ser(o,..\.o) 

1) é estável no sentido de Liapunov 
11) lim li~ ( t; x

0
, t

0 
)n = O 

t+oo 

Def.: Instabilidade da solução trivial 

A solução trivial da equação (2.2.13) é instável no 
sentido de Liapunov se para todo t

0 
~ R o movimento 

é instável no sentido de Liapunov. 

2.4- Domínios de estabilidade assintótica 

Def.: Domínio exato de estabilidade.· assintótica 
O conjunto 

é chamado domínio exato de estabilidade assintótica da solução 
trivial da equação ( 2. 2 .13) em relação a t

0
• 

e R ~ At = At 
1 · 2 

diremos que A = Át = At é um domínio de estabilidade:·:·assi!l 
tótica de (l •. 2.4), 1 · 2 que é o caso dos sistemas autônomos. 

~ ''''"? ,.-:--; 

Def.: Domínio de estabilidade assintótica 
A um subc·.onjunto S aberto. e simplesmente conexo de A 
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que contenha a origem de Ff- chamaremos de domínio de estabil! 
dade assintótica da solução trivial de (2.2.13). 

Quando A= "rf dizemos que a origem é um ponto de~ 
quilÍbrio assintoticamente estável globalmente, ou que a solu
ção trivial do sistema(2.2.13) é assintoticamente estável gl~ 
balmente. 

As palavras domínios e região têm significado vari!_ 
do de auto~ para autor. No presente trabalho usaremos a con -
venção 

Domínio= 
Região 

Conjunto aberto e simplesmente conexo, 
= Conjunto fechado e simplesmente conexo. 

Do que foi visto anteriormente não resulta Óbvio que 
At definido em (2.4.1) seja um domínio. Eru.gin, citado por 

o 
Zubov (16], demonstrou que os conjuntos A são realmente domÍ!'1os 
e alem disso que a fronteira de A é a reUD.ião de uma família 
de trajetórias do sistema. 

2.5- Funções definidas 

Def.: Função definida positiva (negativa) 
Uma função 

V : Ff--+l • R 

(x,t)~ V(x,t) 

é dita definida positiva (negativa) se 

i) V( x, t) > O ( < O), V x f O, V t ~ t
0 

ii) V(O,t) = O 
1 

'vt"?, t
0 

Def.: Função semi-definida positiva (negativa) 
Uma função 

-16-
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V : 1fl"'1- R 

. ( x, t) t--- V ( x, t) 

é dita semi-definida positiva ( negativa) se 

i ) V ( x, t ) ~ 0 ( ~ O) , X {:. O, ';( t ~ t 
0 

11) V(x,t) = o, Vt ~ t
0 

Def.: Função· indefinida 

(2.5.3) 

(2.5.4) 

Se v:If,+l~ R não é semi-definida positiva· nem semi -
-definida 4egativa a V é dita indefinida. Em outras palavras 

(ix1 ,x2 -e Il'-)(3 t 1 ,t2 ?;t
0

)(V(Xi,t1 )>0, V(x2,t2 )<0) 

(2.5.6) 

Def.: Limite superior infinitesimal 

Dizemos que V : Ifl+l_. R admite um limite superior 

infinitesimal se dado €> O existe , (e.) arbi tràriamente pe

queno tal que, se llxlkóentão temos 

(2.5.7) 

Qualquer função que anule na origem admite um limite superior 

infinitesimal [19] • 

Def.: Conjunto. L (~,h) 

Seja ~ : Ifl-+R, definida posi tíva e h -e R~ Definimos 

L .{~,h) = \ x / x-e Rl1 /\~(x) ~ h) (2.5.8) 

Def.: Função ·.:V-
Dizemos que uma função f: rfl _., R é função:tr se aa-
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tisfaz as propriedades 

i) ~ é' contínua 'V x e rfl e admite derivadas parciais 
ii ) \\) (o) = o 

iii) lp ( x) ~ O V x f. O 
iv) Os conjuntos L(~,lt) são limitados V h.cCsu~~(x} 

xe.tc 

2.6- Funções de Liapunov 

Baseado na discussão do capítulo anterior vamos co~ 

siderar funções que têm propriedades de função de energia, mas 

que não representam a energia do sistema ~ecessàriamente. Vamos 

admitir que V: t1-t 1~R é continua e tem derivadas parciai·s. 

Def.: Função de Liapunov para estabilidade 

Dizemos que V é função de Liapunov para estabilidade 
da solução trivial do sistema (2.2.13) em D e Ff ,:--:D aberto,

s:ilmpiesmãnte conexo e contendo a origem, se existe uma função ... 1T 
~ tal que 

V(x,t) ~ ~ (x), V x f O, V t~t
0 

V(O,t) = O, V- t ~ \> 
• 
V( x, t) ~ o, V x -e D, V t~ t

0 
• v(o,t) = o, ·v-xe·i:n,vt~t. 

'-' o 

(2.6.1) 

(2.6.2) 

(2.6.3) 

(2.6.4) 

Def. :· Função de Liapunov para estabilidade assintótica 

Dizemos que V é função de Liapunov para estabilidade 
assi'ntótica da solução trivial do sistema (2.2.13) em D e Ff, 
se existem funções-:íi '\', ~ e .Q tais• que 

~ (x) ~ V(x,t) ?~(x), V x e D,V t ~t
0 

V(O,t) = O Vt~t
0 

-18-
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V(x,t) ~ -6(x) 1 ~ x e D, V t ~t
0 

V(O,t) =O, V x -e D, t~t
0 

(2.6.7) 

(2.6.8) 

Em resumo uma função de Liap~ov para estabilidâ.de 
assintótica da solução trivial do sistema (2.2.13) é uma fll!!, 
ção definida positiva limitada por duas funções e que têm d~ 
rivada definida negativa ao longo das trajetórias do sistema 
(2,2.13). Do mesmo modo poderíamos definir uma função que -
fosse definida negativa e cuja derivada ao longo das trajeti 
rias do sistema (2,2.lJ) fosse definida positiva. 

A derivada de V ao longo das trajetórias do sisten'la 
(2.2.13) é dada pela 

... 
expressao . 

• n fd_Vi • fJ V V X .e J/1,,V-t~t
0 V(x,t) = I: Xi+ - ' i=l ~~ ~t 

n 
• 

= 2: ,a vi 'àv Ç V' f-t1! ou V(x,t) - fi + ãt = 
i=l a-~ 'c)t 

(2.6.9) 

ondeVV 1 é o transposto do vetor gradiente. 

2.7- Principais teoremas de Liapunov 

Teorema da estabilidade . 
A solução trivial do sistema (2.2.13) é estável no 

sentido de Liapunov se· e'rlst~ .uma:fu:ãçio de Liapunov V : Ifl;i_ li 
definida positiva ou nega~iva, cuja derivada ao longo das tra
jetórias do sistema (2.2.13) em relação ao tempo é uma função 
semi-definida e de sinal contrário a V. em D c If-, 'f t ~ to. 
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·Teorema da estabilidade assintÓ:bica 
A solução trivial do·sistema (2.2.13) é assintá

ticamente estável no sentido de Liapunov se existe uma função 
de Liapunov V: If-+~R definida positiva ou negativa, cuja 
derivada ao longo das trajetórias do sistema (2.2.13) em rela 
ção ao tempo é uma função definida, de sinal contrário a V, em 
D e :aD-, Vt~t

0
• 

Teorema da instabilidade 
Se existe uma função V: ti•_!_ R 

(x,t)~V(x,t) 
que admite um limite superior infinitesimal e cuja derivada ao 
longo das trajetórias do sistema (2.2.13) em relação ao tempo 
é uma função ~efini·da posi.ti-va.;.011 negativa e, se a V, para x 
suficientemente pequeno e valores de t suficientemente grand~ 
tem o mesmo sinal que a derivada, então a solução trivial do 
sistema (2.2.130 é instável. 

A prova destes teoremas pode ser encontrada nas re
ferências [1,17,18,20]. A função V foi considerada definida 
e contínua em :an+l. Para se garantir ou não a estabilidade da 
solução trivialt"do sistema (2.2.13) exige-se um comportamento 
determinado em relação a sinal para a função V, bem eomo para 
sua derivada. Desse modo é mais ou menos evidente que existi
rá um certo domínio contido em D para o qual o comportamento 
em relação a sinal da função V e de sua derivada verificam as 
condições dos teoremas. A êste domínio chamaremos domínio de 
estabilidade ou instabilidade. Devido ao objetivo deste trab! 
lho mencionarcemos somente domínios de estabilidade tal como 
definidos em 2.4. 

Do ponto de vista de aplicação, encontrada um.a futj.

ção de Liapunov o problema da estabilidade da soluç~o trivial 
de sistemas como (2.2.13) tem solução elegante. A questão po~ 
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rém é qu~ infelizmente, estas funções não são únicas e de modo 
geral, encontrada uma delas, nã~ sabemos se o domínio determi
nado é o mais conveniente. Outra questão. que surge é â de se -
para qualquer sistema estável existe ao menos uma função de 
Liapunov. tste problema é chamado o problema inve.rso e se en
contra resolvido satisfatoriamente somente para sistemas auti 
nomos lineares, apesar de resultados promissôres já obtidos -
( [~1]). 

Conforme mencionado por Hahn [22] o interêsse nos -
teoremas inversos tem importância teórica mas nã'o encontram -
grande aplicação no tratamento dos problemas da estabilidade -
na prática, já que êle supõe o conhecimento anterior da solu -
ção das equações que regem o sistema. t claro que, eventu.alme~ 
te, o conhecimento da existêiici.a.':: da função de L~apunov pode 
ser llillito importante. 

Na determinação dás funções de Liapunov foram inves
tigados procedimentos lógicos que se aplicassem a qualquer si~ 
tema. No entanto os resultados ·obtidos somente são aplicáveis 
a certos tipos de sistemas. O método de Zubov [16] por exemplo 
exige que o sistema admita uma aproximação linear assintotica
mente estável. O método de Schultz-Gibson exige que o sistema 
seja de um tipo determinado com um único ponto de equilíbrio. 
O de Borges Vieira exige que um certo conjunto contenha a or! 
gemem seu interior. 

Trataremos quase que exclusiva.mente do problema da 
determinação de regiões de estabilidade assintótica para si~ 
temas autônomos usando formas quadráticas e os procedimentos 
acima. 

Existem na literatura certos estudos que conduzem a 
funções de Liapunov através de considerações sôbre os balanços 
de energia do sistema físico. tste é o caso de reatores quími.;;: 
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cos, por exemplo, onde existe uma série de funções de ~iapunov 
propostas. No entanto êstes estudos cuidam do problema da est~ 
bilidade da solução trivial para um sistema físico particular, 
ao contrário dos métodos citados, 

1 conveniente considerar, devido à sua grande aplic~ 
bilidade e importância prática, o caso dos sistemas autônomos 
com maior ênfase. Os sistemas autônomos, em contrôle por exem
plo, correspondem aos reguladores onde se quer manter uma de -
terminada variável de saída em um certo valor independentemen
te de variações na entrada do sistema ou em seus parâmetros. :. 

O segundo método de Liapunov fornece condições sufi
cientes para se estudar o comportameiato de sistemas em regime 
permanente sob a influência de perturbações, permanentes ou não. 
A atenção tem sido voltada principalmente para o caso de pe~ 
turbações passageiras. 

Devido às considerações feitas sôbre translação no 
tempo para sistemas autônomos, podemos reduzir o estudo do sis 
tema em regime permanente com perturb·ações passageiras ao es
tudo de um sistema com um ponto de equilíbrio na origem e em 
que contamos o tempo a partir do instante em que cessa a pe~ 
turbação. Isto pode ser feito considerando a origem como um 
ponto de equilíbrio e estudando sua resposta a condições iniciais 
aplicadas equivalentes~ perturbação. 

Assim, para as considerações dos capítulos seguintes 
é importante considerarmos os ítens seguintes • 

... 
2.8- Os sistemas autonomos 

Seja o sistema 

• 
X= f(x) 

' 
X e J/1 

. f(o),= o (2.8.1) 
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onde o segu.ndo membro satisfaz condições semelhantes àquelas 
impostas ao(segu.ndo membro de (1.2.1). 

As defini9Ões de estabilidade para êstes sistemas são 
as mesmas que aquelas dadas em 2.3. Vamos repetir que o segun
do membro de (2.8.1) não depende explicitamente do tempo e, c~ 
mo função de Liapunov para estabilidade assintótica da solução 
trivial de (2.8.1), podemos usar uma v : Ifl• R ( independente 
de t) c·om as propriedades 

v( x) = ~ ( x) > O , V x f O 

v(O) O 

;( x) <-6( x) - O , V x f. O 
• 
v(O) = O 

onde ~ e G- são funções-lf, ou, resumindo, 

v(x)> O Vx :/= O 

v(O) = O 

;(:x:) < o .,/:x: =I= o 
• 
v(O) = O 

(2.8.2) 

(2.8.3) 

(2.8.4) 

(2.8.5) 

(2.8.6) 

(2.8.7) 

(2.8.8) 

(2.8.5) 

Continuam válidos os teoremas de estabilidade, estabilidade 
assintótica e instabilidade se trocamos (2.2.13) pelo sistema 

~(·2.8.l) e a 

V: If-+l-+ R 
( x, t) ~ v( x, t) 

pela função 
v: If--l!l,R 

x-,.v(x). 
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Para completar êste capítulo é interessante dar uma 

interpretação das funções definidas em sinal. Consideremos -
x~ R2 para facilitar. Assim v(x1 =·v(x1 ,x2 ). Façamos 

(2.8.9) 

e vamos construir um gráfico escolhendo para eiocos de referên . 
eia Xi_, como na figura 2.8.1. 

~2.... 

(a) (b) 

fig. 2.8.1 

Como v( x) > O, definida· e co~tínua para qualquer x f O e v( O )=O, 
a equação (2.8.9) representa uma superfície em R3 com o aspecto 
da figura 2.8.1a. Se tomarmos Z = k teremos 

(2.8.10) 

que é uma curva fechada resultante da interseção de um plano 
paralelo ao plano x1x2 com a superfície de equação (2.8.9). Co~ 
siderando agora as projeções destas curvas fechadas, obtidas v~ 
riando k, sôbre o plano x1 x2 obteremos curvas fechadas, e.chama
das curvas de nível de v, como na ·figura 2.8.lb,que determina-

.· rão conjuntos de valores em seus interiores. Considerações sem!_ 
lhantes podem ser feitas para o espaço R°. 

2 .9- Comentários 

Considerando as propriedades da função de Liapunov 
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concluímos que uma das etapas presentes na procura de uma tal 
função é a verificação da sua definição em sinal. As formas -

f 

quadraticas do tipo 
x• .B x, 

onde .B é uma matriz n:m e x e t1, são candidatas e, se são defi 
nidas ou não, pode ser determinado utilizando-se as condições 
de Sylvester. As funções não quadráticas em geral são de di:f,Í 

'' -
cil decisão quanto a sinal. Assim é lícito e conveniente ten-
tar antes de tudo formas quadráticas como função de Liapunov. 
tste procedimento é o objetivo do capítulo seguinte. 

---oOo---
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CAP!TULO 3 

AS FOfilUS QUADMTICAS COMO FUNÇIO DE LI.A'.PUNOV 

3 .1- Introdução 

Para· que uma v: If~ R possa ser escolhida como po~ 
sível função de Liapunov, a primeira imposição sÔbre a mesma é 
que ela seja definida. De um modo geral nem sempre é fácil deci 
dir se v é definida ou não. 

do tipo 

onde 

'1", 

tia classe das funções prováveis fazem parte as funções 

v: -Ffl___,,.. R 

'K ~ v(x) = x'Bx 
n n 

x'Bx = L L. 
i=l j=l 

Estas funções em particular permitem verificação de sinal com 
a utilização.das condições de Sylvester. 

3.2- Condiçõeá de Sylvester [ 23] 

Para a forma quadrática x'Bx ser definida positiva 
é necessário e suficiente que a matriz V seja definida posit!, 
va isto é, todos os determinantes menores principais dominam-
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tes - positivos, ou seja sao 

Dl = · I b11I > o 

D2 = bll bl2 
"7 O. 

b21 b22 

• 
• 
• 

bll • • • bln . 
D = • / o • n • 

bnl ••• bnn 

De modo semelhante, para que x'Bx seja definida ne
gativa é necessário e suficiente que a màtri~ B seja defini
da negativa, isto é, tenha os determinantes menores principais 
dominantes de ordem par positivos e os de ordem Ímpar negati
vos, ou seja 

Convém observar que se D1~o, D2~ O, • • • , D_n?- O isto não im 

·plica necessàriam.ente que a forma quadrática x'Bx seja semi-d~ 
finida positiva [ 23] • 

3.3- Funções _de Liapunov para sistemas Lineares· 

Consideremos os sistemas da forma 

• 
x = Ax 

x(O) = x
0 

(3.3.1) 
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onde A é uma matriz constante nm e xe Jil. Consideremos tam
bém uma função 

v: J/1 ~ R 

x 1-,>v( x)= xc'Bx, 

onde B é üa matriz constante nm, e calculemos sua derivada 

ao longo das trajetórias do sistema (3.3.1) 

il= • • V x e Ii1 x' B X+ x' B X 
dt 

=x' A' B X -t x'B A X 

' ~ X -8 J/1 

ou dv = x' [A'B+BAl X , Vx e Ji1 (3.3.2) 
dt 

• 
Admitindo-se que v é definida positiva, temos que ter v def! 
nida negativa para que v seja uma função de Liapunov para es
tabilidade assintótica da solução trivial de (3.3.1). Escre~ 
vamos 

• 
v(x) - - x' Q x 

onde -Q = (A 'B+ BA) 

Desse modo, dado o sistema linear (3.3.1), precis~ 
mos encontrar condições sob as quais a matriz Q seja defini -· da positiva o que implicaria na estabilidade assintótica da -
solução trivial do sistema (3.3.1). Assim.vamos escolher a m!_ 
triz Q e determinar os elementos de B mediante a resolução de 
um sistema de n2 equações algébricas lineares. Considerar a 
matriz B simétrica acarreta que Q também é simétrica como po
de fàcilmente ser verificado. Com esta donsideração,escolhida 
uma matriz Q, a matriz B pode ser determinada agora resolven-
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do-se n(ntl) 
2 

equações lineares que sempre tem soluçã: [191 • 

t importante notar que, se a solução trivial do ais 
tema (3.3.1) é assintÕticamente estável, isto é, a matriz A -
tem todos os auto~valóres com parte real negativa, existirá -
sempre, escolhida uma matriz Q definida, uma matriz B, un.ic~ 
mente determinada através de um sistema de n(n+l) equações 

ÍinéáNé; de sinal oposto ao da matriz Q - 2 J L1,11,24 • 

Existe uma relação importante e que nos será bastaa, 
te Útil no capítulo segu.inte, entre os sistemas lineares e as 
formas quadráticas. Esta relação é d~da pela proposição segu.iE:_ 
te. 

~roposição 1 

Um.a condição necess~ria e suficiente para que a 
ma quadrática x'Ax seja definida negativa é que o sistema 

for -
• 
X ::; A x, 

obtido com a matriz A da forma quadrática, seja assintoticameB_ 
te estável, isto é, tenha auto-valores com parte real negati
va. 

Prova 
a) Suficiência 
Seja .x e J/1 e A uma matriz nxn. 
Seja À.i o i-ésimo auto-valor e consideremos os n 

auto-valores em ordem crescente 

/\1 ~~~L • • ~L. /ln-q 

*- Salvo menção explícita em contrário consideraremos sempre 
a matriz B simétrica. 
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se houver n-q auto-valores repetidos e onde À <O. t con}le n-q 
cida a seguinte relação entre os auto-valores [23] 

À ~ x'Ax ~ /\.. , 
l . x'x n-q 

~ X t= 0, X G Ffl (3.3.5) 

Existe x+ o tal que 

À1 = i:•Ai 

x•i 

e x + O tal que 

Àn"Tq = - -x'x 

Assim para x'Ax ser definida negativa é suficiente que À· .e o n-q 
já que x'x > O Vx + o. Mas isto é nossa hipótese. Daí segue. 
a suficiência. 

ou 

b) Necessidade 
Admitindo agora 

x'Ax < O V x f O 

/\ <o n-q porque como 

x•Ax ~ ~ 
-..:: 

x'x n-q 

x'Ax ~ "n-q x'x,, 

e x' x > O Vx F o, segue que )\n-q < O necessà.riamente. Mas 
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que garante que a proposição é satisfeita, suficiente e neces 
sàriamente. 

l conveniente agora, ainda para aplicação no capÍ"t!!_ 
lo seguinte, enunciar a proposição abaixo, que nos garante que 
l\.pode ser uma matriz diagonal quando tomamos v como função de 
Liapunov para o sistema (3.3.1). 

Proposição 2 
Um sistema linear autônomo cuja solução trivial é as 

' -
sintoticamente és-Eável ( auto-valores com parte real negativa) 
admite como função de Liapunov um.a forma definida positiva do 
tipo 

x~v(x) = x'Bx 

onde B é uma matriz diagonal e Ç 1 , f 2, ~ •• , {n os elemen

tos da diagonal principal. 

Prova 
Para provar a proposição é suficiente provar que a 

derivada em relação ao tempo, :::ao lo~go das trajetória:s do sis 
te~a (3.3.1), é definida negativa. 

Da mesma forma que antes 

;( x) = x' [ A 'B + BA J X 

onde a matriz 
-(A'B + BA) 
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deve ser definida positiva e pode ser escrita na forma 

• • • 

• • • 

•. •ªn1)n 

aj./. 
O o e 1) J O • O' 

• • •ªnnSn 

+ • • • 

ai.·j~. 
• •• 1 )1 ••• 

• • ·ªnn~ n 

Aplicando agora as condições de Sylvester para as parcelas ae:!, 
ma temos, para o k-ésimo menor principal dominante (k=l,2,. __ n), 

o que acarreta 

x' (-A 'B)x > O 

ª11 • • • 
• • 
" 

porque -A definida positiva implica em -A• definida positiva. 
De modo semelhante 

ª11 • • • ªlk 
• > o • • 

ªkl • • • ªkk 

e também 
x•(-BA)x >º 

Se cada parcela é definida positiva também o será sua soma e, 
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em consequência, a função 

• 
v: rf _,,.. R 

• 
é definida negativa. Além disso v(O) = O e portanto a v do e-
nunciado é função de Liapunov para· o sistema (J.3.1). 

3 .4- Sistemas que admitem aproximação linear 

... 

Em certos casos o sistema de equações diferenciais 
ordinárias 

• 
X = f(x) 

' 
X e Ff (3.4.1) 

f(O) = O 

e pode ser escrito na forma 

f(x) = Ax + g{x), Jr/-x e Ff 

.onde A é uma matriz constante não 'singular e g: W~ Ff é 

uma ~ção cujas componentes ~i: 'ff-- R são funções algé
bricas não lineares de x de grau maior ou igual a dois. 

Da equação (3.4.~), consi·derando que a :função g:Ifl.-R°
possa ser expandida em série de potências em tôrno da origem, 
nas variáveis x1 ,x2, ••• ,~, começando· com têrmos de ordem maior 
ou igual a dois, podemos obter o sistema 

• 
x = Ax 

cha~ado aproximação linear. As imposições acima implicam em 
que f(x) possa ser expandida em série onde a primeira parcela 
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contém os têrmos lineares e a segunda contém os têrmos de Ol'

dem superior ou igual a dois. 

Assim se de (3.4.1) podemos obter (3.4.2) e g admi
te expansão em série em tôrn.o da origem, podemos obter (3.4.3) 
diretamente, simplesmente tomando apenas os têrmos lineares. 

SÔbre sistemàsrdeste tipo Liapu.nov [ 11 estabeleceu 
o seguinte teorema, mui to representativo para o estudo da es 

tabilidade. 

Teorema da aproximação linear 

Se a solução trivial do sistema (3.4.3) é um ponto 
de equilíbrio assintoticamente estável, ou seja, se A temª!! 
to-valores com parte real negativa, então a solução trivial 
também é lllD. ponto de equilíbrio assintoticamente estável do 
sistema (3.4.1), cujo segundo membro é da forma (3.4.2). 

Se A possue pelo menos um auto-valor nulo estaremos 
em presença de um caso crítico. M~rgolis [19] prova q1:1e neste 
caso não há região de estabilidade assintótica que contenha a 

. . 

origem. Assim estudaremos os casos em que A tenha auto-valores 
com parte real negativa. A importância deste procedimento res! 
de no fato de podermos tirar conclusões rápidas do sistema em 
questão acêrca de um _possível domínio de estabilidade assin_t2, 
tica de (3.4.1), cujo segundo membro admite a forma (3.4~2) , 
analisando a aproximação linear. 

3 .5- Função de Liapunov para sistemas não lineares - Formula
ção de Krasovskii 

Consideremos o sistema autônomo 
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• 
X = f( x) 

f(O) = O 

onde f: ffl.._,Jfl em geral não linear. Seguiremos o procedime!!, 
to usual fornecido por Krasovskii [25) e que é uma extensão 
do trabalho de Liapunov. 

Vamos escolher como função de Liapunov a forma qU!; 

drática 

v(x) = f'Bf 

' 
onde B é uma matriz definida positiva constante(simétrica) e 
f' é a matriz f transposta. 

8a.1culemos a derivada devem relação a t ao longo 
das trajetórias de (3.4.1) 

dv • • • - = V= f'B f + f'B f 
dt ·. 

Mas 
f = .2!_ = lpf • 0 X = .e: ~ f f = Jf 

· dt 'à X 'J t · . Ô X 

onde 

1f1 ~fl • • • 
'<) f 1 - - K 'oXl ax2 ' 

'i) f 
J = = • 

o e-x o 

~fn 8fn • • • a,fn - - -0x1 1)~ ô~ 

Assim ao longo das trajetórias de (3.4.1) 
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• 
v(x) = f 'B J f + f'J'B f 

• 
ou v(x) = f' ( B J+ J'B)f (3.4.6) 

Escrevamos 

• 
v(x) - - f'Q f 

onde Q -- - BJ+ J'B 

A condição para estabilidade assintó~ica agora fi

ca reduzida à imposição de restrições sôbre a matriz Q de m~ 
do a torná-lá definida positiva. Escolhida a matriz Q podemos 
tentar determinar os elementos de B. Se êstes elementos são 

tais que a matriz B seja definida positiva, tôdas as condiçees 
~ãi:rt 0

::.':._ satisfeitas e a estabilidade assintótica é assegurada. 

Note-se que aqui não se garante sempre a existên-
cia de B definida positiva podendo mesmo nem existir. fste 
procedimento dá portanto condições .suficientes. Se não for po~ 
sível encontrar a matriz B escolhendo a matriz Q não se pode 
concluir a instabilidade da solução trivial do sistema (3.4.1). 

3.6- Domínio de estabilidade assintótica 

Consideremos o sistema (3.4.1) e vamos admitir que 
exista uma função de Liapunov v para estabilidade assintóti
ca da solução trivial de (3.4.1). Isto equivale a dizer que 
avé, por exemplo, definida positiva e sua derivada em rel~ 
ção ao tempo ao longo das trajetórias de (3.4.1) é definida 
negativa. Para determinar um domínio de estabilidade assintó 
tica vamos proceder como segue. 
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Escrevamos 

v(x) = e_, '.:xe ~, c>O, c -e R. 

Podemos variar e até obter 

v(x) = c1 

que tangencia a superfície definida pela equação 

• 
v(x) = O. 

O conjunto de pontos interiores à superfície fechada 

· v(x) = c
1 

são tais que 

• 
v(x) < O 

formando portanto um domínio de estabilidade assintótica da 
solução trivial do sistema (3.4.1). 

Considere x e R
2 e veja a figura 3.6.l para ilustra 
~ ção. 

fig. 3.6.1 

-37-



3.7- Comentários 

Na procura de uma função de Liapunov a primeira 
tentativa sempre recai nas formas quadráticas pela facil! 
dade de discussão de sinal que apresentam. Em realidade na 
maioria das aplicações do 'segundo método de Liapunov cons!_ 
dera-se uma forma quadrática básica -x'Q x e procura-se 
obter a forma x'B x de sinal contrário. Esta discussão no 
entanto nem sempre é fácil, especialmente àe o sistema não 
admite aproximação linear e, além disso, a matriz B pode 
nem existir. Repetimos que se B não é encontrada ainda não 
se pode concluir instabilidade para o sistema considerado. 

David.o a estas dificuldades tem-se procurado m!_ 
neiras diferentes de ataque ao problema. tste é o objetivo 
do capÍ~lo seguinte, onde damos uma aplicação do método 
dos sistemas lineares associados aos sistemas autônomos. 
tste procedimento se baseia na escÔlha prévia de uma fo!: 
ma quadrática de certo tipo e, usando a noção de sistema 
linear associad~ permite conclusões sobre_a estabilidade 
assintótica da solução trivial de sistemas como (1.2.4). 

---000---
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CAP!TULO 4 

APLICAÇÃO DA TEORIA DOS SISTEMAS LINEARES ASSOCIADbS AOS 
SISTEMAS AUTÔNOMOS 

4 .1- Introdução 

tste capítulo é baseado no trabaiho do professor L. 
R. Borges Vieira [26) e seu principal resultado é uma padroni 
zação das escÔlhas arbitr~rias permitidas pelo mltodo. Estu -
dando sistemas autônomos e procurando domínios elipsoidais es 
e esféricos de estabilidade assintótica pudemos chegar a al€:E., 
mas conclusões interessantes. 

t bem verdade que as escÔlhas permitidas pelo mét~ 
do de Borges Vieira dão flexibilidade ·mas também aumentam. as 
dificuldadesJde aplicação pelos utilizadores menos experime!! 
tados. 

A escÔlha que fixaremos permitem mais facilidade -
nas aplicações. Para isto·foi necessário modificar alguns te2, 
remas e introduzir outros. Borges Vieira define funções e con . -
juntos importantes para seus resultados. Daremos somente um re 

. -
sumo destas definições e o faremos já com o intuito de aplicá 

. -· 
las aos sistemas autônomos. 

4 .2- O sistema autônomo de classe f(..: 

Consideremos o sistema 

• 
X = f ( X) t (4.2.1) 

f(O) = O 
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onde f: IP.--. IP 
X ~f(x) 

e satisfaz tôdas as condições usuais para existência, conti
nuidade, unicidade e prolongabilidade até CD> das soluções. 

4.3- A função de Liapunov 

Em seu trabalho Borges Vieira estuda os sistemas 
não autônomos de um modo geral e utiliza como f~~ãõ de Li~ 
punov uma função V(x,t) para estabilidade assintótica da sol]! 
ção trivial do sistema (1.2.2), que tem propriedadeScomo em 
2.6. Utilizamos várias funçÕes-lí de modo que 

\\'(x)~v(x)~ ~(x), 

• 
e v(x) ~- e-ex) ' 

Ao tratarmos com sistemas autônomos usaremos aqui, 
como função de Liapunov, formas quadráticas definidas positi~ 

' 1T ... vas. Estas formas pertencem a classe e, de acordo com a 

discussão de Borges Vieira, há interêsse em se tomar 

~ ( x) = v( x) = ~ ( x) , ~ x e IP 
. . 

t conveniente também tomar -8-- menor possível. Em particular 
tomaremas-tt-(x) = O para os sistemas autônomos, o que elimina 
a necessidade de várias escÔlhas arbitrárias. Desse ·modo ut!, 
lizaremos funções de Liapunov como definidas em 2.8 para es
tabilidade assintótica da solução trivial de (4.2.1), ou seja, 
usaremos uma função v: R°:• R tal que 
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v(x)> o, ~x I= O 

v(O) = O 

;( x) < O , V x I= O 

• 
v(O) = O 

4 .4.., Teorema e definições importantes . 

6ef.: O número h(v,D) 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

(4.3.3) 

Seja v: Ifl+R uma função e D C t1 ·aberto conexo, 

que contém a origem em seu interior. Definimos 

h(v,D) = sup { h / h e (O, sup v) A L(v,h) e D) 

onde L(v ,h) = ~ x e t1 / v( x) ~ h} 

t claro que da definição 

o .( h (V' D) ~ sup V 

Def .: O conjunto G (v,D) 

Seja v e D como definidos antes. 

G (v,D) ~ ) x / x e D A v{x) < h(v,D)} (4.3.4) · 

Podemos escrever também. das definições acima que 

G (v,D) = 

e ainda que 

u Int L(v,h) 
O<h<h(v,D) 

@ (v,D) = Int L(v,h(v,D)) 
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Teorema de . Borges Vieira 
Seja v: -rf-> R 

x ~v(x) = x' B x. 

Se v é uma função de Liapunov em .D para estabili
dade assintótica da solução trivial do sistema (4.2.1i onde 
B é uma matriz nm, constante, definida positiva (simétrica), 
então os conjuntos G (v ,D) são domínios de estabilidade as
sintótica da solução trivial do sistema (4.2.l). 

Prova 
• Devemos mostrar que 

= o, e (S(v,D) 

Mas x0 e G(v,D) ~' v(x0 ) < h(v,D) •. 

Mostremos primeiramente que 

lim 
t- (X) 

V- x e G (v,D) o 

Consideremos a relação (4.3.3). v é uma derivada em ·relação 
ao tempo e estrita~ente negativa para ~(t,x0 ) e D - {o}. 
Então 

h (V' D) > V ( l\) ( to ' Xº ) ) > V ( ~ ( t ~ Xº ) ) ~ V 

V x:0 e G ( v, D) , -V t "7 t 0 

.onde v é um número real conveniente. A função v é definida 
positiva. Logo v não pode ser negativo e também não pode 
se_r pogitivo porque para qualquer x =- ~(t,x0 ) f O ; é 
negativa. Assim V é estritamente decrescente e assume valÔ 
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res menores do que qualquer restrição inferior positiva 

estabelecida. Então 

.\J- x e G(v,D) 
' o 

(4.3.8) 

A matriz B é constante, simétrica e definida positiva adm!_ 

tindo portanto n auto-valores reais positivos '\, •• e , À n 
que suporemos em ordem crescente~ 

Sabemos que 

Como 

x'B X 

x'x 

Ài x'x L x'B x 

\J-x f O , x e ~ 

e a v(x) = x'B x é função de Liapunov por hipótese 

porque 

lim v( ~ ( t, x:
0

)) ~ 
t-oo 

lim [ ~ ( t, X Y' B ~ ( t, X ) = 0, 
t-.oo o 1 o 

' ' 

v(x);: v(~(t,x
0

)) = x'B x~À1(\~(t,x
0
)I\ 

V x == ~(t,Xo) ,e G(v,D) 

Mas para que x=~(t,x
0

) tenda a zero necessàriamente tÔdas 

as componentes de x devem .tender a zero também. Desse mQ 

do 
Lim ,O(t,x) = O 
i .-ro '\' 0 

que nos garante a tese do teorema. 
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4. 5- Famílias de Sistemas associados 

Consideremos novamente o sistema de classe t 

.. 
x = f(x) , x e ff- (4.5.1) 

fOO) = o 

Seja z = (z1 ,z2, ••• , zn)' e t19Vamos escrever a seguinte 

família de sistemas de equações diferenciais ordinárias de 
primeira ordem parametrizada pelo vetor z 

• 
Xi ~ u1C:;_, ••• ,~;z1,•••,zn) 

• • • 

onde as funções de transição ~i 
z. Escreveremos abreviadamente 

• 
x = U(x;z) 

(i = 1,2, •••• ,n) 

(4.5.·2) como 

Def.: Família de sistemas associados 

(4.5.2) 

dependem de . 

(4.5.3) 

Dizemos que a família de sistemas de equações dif!_ 
renciais (4.5.3) é uma família de sistemas associados,· em D, 
ao sistema (4.5.1) se as duas condições seguintes são satisfei 

. -
tas 

•• 
i) A cada z e D e Ifl corresponde um sistema 

x = U(x;i) da família (4.5.3) que pertence à classe€; 
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ii) A função U(x;z) deve ser tal que 

U(z;z) = f(z) .\/2. eD 

A condição ii é chamada de condição de associação e pode 
ser interpretada do seguinte modo. Seja((t,x

0
) uma traj~ 

, -toria qualquer tal que em t .= t o ponto que descreve a 
trajetória está na posição z, isto é 

Consideremos o sistema da família associàda 
(4.5.3) que corresponde a _z == ~ (t,xQ) e seja 1<Z::,t) 
a trajetória deste sistema. que em t = t passa por 

A condição ii indica que as trajetórias têm no ponto Z', 
, 

o mesmo vetor velocidade, isto e 

• • 
~ (t,z) ~ a. (t,z) 

onde a_(t,z) é a função de transi~ão do sistema obtido 
fixando-se z na família associada (4.5.3). 

Em particular as trajetórias têm o mesmo vetor 
tangente. Por outro lado se a família (4.5.3 satifaz à 
condição i e se a igualdade dos vetores velocidade tem 
lugar em qualquer ponto de qualquer trajetória-de (4.5.1), 
então a condição ii é satisfeita necessàriamente. 

4.6- Família de sistemas lineares associados 

t conveniente verificar se d.@:do qualquer siste-
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mafda classe t sempre existe uma família de sistemas asso -
ciados. Se as famílias associadas a um d~do sistema não l!, 
near são também não lineares, o estudo destas Últimas não· 
apresenta grande interêsse. Neste sentido a proposição se
gu.inte é muito importante. 

froposição 3 

Q\lalquer que seja o sistema (4.5.1) de classe€. 
e:x:iste pelo menos uma família de sistemas lineares assoei~ .. . 

da a ele. 

Para a prova desta proposição Borges V~éira construiu 
uma família linear associada e mostrou que as condições i e 11 

são satisfeitas. Esta família é da forma 

• 
X = U(z) X 

onde os elementos u1k(z), (i,k=l, 2, •• ,n) são da forma 

uik(zl' • • • ,zn) 

JJ z e 

é ~ z)l 2 n 
isto = [:z.2 f 

.. J . . 
j=l 

onde f 1 (z) 
, . , . 
e a 1-esima 

= 

D 

f i ( zl , • • • , zn ) n 2 ,L z:j 
j=l 

- lo}, (4.5.6) 

o, e se z = o u1k(o, ••• ,o)=o, 

componente do vetor f(x) com x= Z::.. 

Tendo em vista às condições de associação, em pa~ 
ticular a ii, Borges -vieira mostrou que existe uma relação 
entre a estabilidade dos sistemas associados da família 
(4.5.3) eo o sistema (4.5.1), tratando-se da estabilidade da 
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solução trivial. 
• 

Vamos construir a função v (x;z), derivada de v 
em relação a t ao longo das trajetórias dos sistemas asso 
ciados. 

• n 'õ d v (oc;z) ='°' v ~ 
L-i ~ dt 
i=l 

x,z e D 

~~(x.z) = t· ~ V-x:_ U.i 
Teorema . =-1 ---:i 

• 
Seja z e E, {o\c E, E aberto e seja x = U(z,x) 

uma família associada ao sistema (4.5.1). Se a função v é 
função deªLiapunov em D para todes os sistemas assdciados 
obtidos fixando-se um z e E, entãq se G = Dn E, a v é 
também função de Liapunov em G para estabilidade assinti 
tica da solução trivial do sistema (4.5.1) dado.· 

Prova 
. Se v é função de Liapunov para os sistemas ass2 

ciados então 

v(x) > O V-x e D 

v(O) = O 
• 

Vxe D,Vz v (x;z)<O 
• V z Q E v (O;z = o 

Como 

Consideremos agora x,.z e G. Assim 

v(x)>O Vxe G 

v(O) = O 
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Agora em 

(4. 5.14) 

onde 

• 
Yx,z v (x;z)~< O e G 

• -- (O;z) = O V 

G tomemos x= 

como 

• v (O;O) = O 

• n 
v (x:;:x-): = _E 

i=l 

-V z e G 

z e podemos escrever 

v (x) u
1
. (x;x) 

Xi 

(4.5.13) 

(4. 5 .14) 

(4.5.13) e 

(4.5.16) · 

válida para qualquer xce D e consequentemente para qualquer 

x é G. A condição ii fornece 

U(x;x) = f(x)., ✓ x e G 

Stlbstituindo em (4.5.16) vem· 

. , ~. 

onde o segundo membro e exatamente v·• derivada de v ao longo 

das trajetórias do sistema (4.5.1). 

A prova do teorema fica completada se considerarmos 

agora as relações (4.5.12) e (4.5.15) escritas 

v(x) > O 

v(O) = O 

-· V (x) < 0 

-· V (O).;. o. 
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Combinando o teorema de Borges Vieira e o teorema 

anterior podemos enunci~r o critério abaixo. 

Critério 1 

Se o sistema de classe e (4.5.1) tem uma família, 
de sistemas associados (4.5.3) constituída de sistemas as
s:ociados obtidos fixando-se um z ,e G = D f\ E, \ o\ e G , e se 
os sistemas associados têm como função de Liapunov para est~ 
bilidada assintótica em D a função v, então os conjuntosG (v,D) 
são domínios de estabilidade assintótica da solução trivial 
do sistema (4.5.1). 

Os teoremas anteriores são enunciados e demonstra
dos sem se fazer mençã~ específica sÔbre a família associada 
usada. Exige-se apenas:,, 

\ o\cE =?~O)CG = Df\E 

Se isto acontece o m~todo dá um resultado concreto. 

Ao se aplicar o método é conveniente estudar as. 
famílias de sistemas associados que permitem análise simples 
e rápida. Damos adiante um outro critério aplicável aos'si~ 
temas autônomos utilizando famílias linea,res associadas. 

4. 7- Ollanédiódo à.os sistemas lineares associados. 

Seja um sistema de classe E 

• 
X= f(x) 

f(O) = O. 

A Suponham.os que este sistema admita 
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• 
X = U(z) X 

como família de sistemas lineares associados. O procedimento 
do critério l se resume em escolher a função de Liapu.nov v.· 

para os sistemas lineares associados e daí determinar -
G = D"E onde E é o conjunto de valores de z tais que os 
sistemas lineares associados tenham u vomo função de Liapu
nov em D para estabilidade assintótica de suas soluçãoes tri
viais. 

Mas encontrar o conjunto E, baseado na proposição 
1 e 2 admitindo v uma forma quadrática, é a mesma coisa que
procurar o conjunto E de pontos ~ tais que os sistemas line~ 
res associados sejam estáveis, como veremos adiante. 

Observemos agora várias coisas. Vamos procurar, dado 
o sistema f4.7.1) e a família linear associada, uma função de 
Liapunov para sistemas lineares. Usaremos sempre então 

v: -ff-->-R 

x ,__,... v( x) =x'B x 

onde B é uma matriz constante n:xnt definida positiva e simé
·trica. 

• 
O cálculo de v (x;z), derivada de v em reã.ãção ao te!!_ 

po e ao longo'das trajetórias dos sistemas lineares associados, 
fornece: 

- • • • 
V-x V (x;z) = x'B X -t x'B X e D 

ou -· \Íx e V (x;z) = x'U'B X+ x'B U X D 

ou 
• 

(. u•B + Bu] - (x;z) = x' V X 

-50-



Para estabilidade assintótica da•solu~ão'.:,_trivia;I. 
dos sistemas lineares associados, se v é definida positiva, 
é suficiente que v• seja definida negativa. Esta imposi
ção eondüz;.a uma relação entre os elementos. da matriz B e 
os parâmetros z. Para solução do problema vamos então es
colher os elementos de B e determinar os valores. de z tais 
que (4.7.4) seja definida negativa. 

De acórdo com a proposição 1, a condição necessá --
ria e suficiente para que uma forma quadrática x'P x seja 
definida negativa é que o sistema linear·formado com a matriz 
f, x = Px, seja assintoticamente estável. Assim vamos, a 
partir de (4.7.4), formar o sistema linear 

• 
X= [u•B + B u] X 

e impor restrições de modo a obter um conjunto de valores pa 
ra os parâmetros z tais que o sistema (4.7.5) $eja assintõ
tieamente estável. 

Impor restrições para estabilidade assintótica ãa 
solução trivial de (4.7.5) é o mesmo .que impor condições p~ 
ra ~".'~::, que as partes reais dos auto-valores da matriz 

U 1 B+B U 

sejam negativos. 

O conjunto D contém a origem como único ponto de 
equilíbrio de (4.7.1) e o conjunto E, escolhida uma função 
de Liapunov v ·, está perfei tame.nte determinado. · Assim · -
G = DOE também pode ser determinado. Se G contém a origem 
em ·seu interior o conjunto G (v, G) é um domínio de estabil!, 
dade assintótica da solução trivial de (4.7.1) 
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Mas já sabemos que 

0 (V, G) = ~ X / X e G I\ V (X) < h ( v;G)} 

e, como 
h(v,G) = sup ~ h / h e (O,sup v)A L(v,h) e Gj 

então G(v,G) =· Int L(v,h) 

se h = ~(v,G). 

Desse modo para determinar o domínio de estabili
, dade assintótica da solução trivial de (4.7.1) é suficiente 
determinar o conjunto 

u Int (L(v,h) 
o<h<h(v, G) 

= Int L(v,h(v,G)) 

4.8- Critério para estabilidade assintótica da solução trivial 
A 

de sistemas autonomos utilizando sistemas lineares assoei~ 
dos 

Consideremos o sistema (4.7.1). De aoÔrdo com as 
consideraçOões anteriores podemos resumir êste critério nos 
passos seguintes: 

1. Encontrar os pontos de equilíbrio de (4. 7 .-1) 
e escolher o conjunto D de modo a conter a 
origem como único ponto· de equilíbrio (pode
mos tentar uma hjpe-r-esf'era por exemplo 1 ou 
rf se a. origem é o único ponto de equilíbrio), 

-52-



2. Encontrar uma família de sistemas lineares 
• 

associados x = U(E)x, 

3. Escolher uma v: t3:_,. R 

x ,~v( x)=x'B x, 

onde B é uma matriz constante nxn, definida 
positiva e simétrica, 

4. Formar o sistema (4.7.5) 

5. Detenninar E, conjunto de pontos z tais que 
· · (4. 7 .5) é assintoticamente estável, 

6. Fazer G = D/\ E e se \ o)cG . encontrar 

G(v,G) = Int (L(v,h(v,G))) 

que é um domínio de estabilidade assintótica 
de (4.7.1). 

4.9- Domínios de estabilidade assintótica elipsoidais 

Se procurarmos agora somente domínios de estabilid~ 
de elipsoidais cujos eixos coincídam com os eixos coordenado$ 
de J/1- chegaremos a alguns resultados interessantes. 

Para encontrar a família associada vamos usar a co!l 
dição ii. Assim . 

Ull • • • uln zl f 1 (z) 
• • • • • • • • • • • 

unl • • • ~ zn fn(z) 
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onde 

ull(z) zl 
• 

• • • 

unl(z) zl 

A família associada 
, 

então e 

ull • • • uln ~ 
• 
x= • • • • • • 

unl • • • unn ~ 

Para obter domínios de estabilidade assintótica 
elipsoidais para a solução trivial de (4.7.1) com os ei
xos co.in.c.identes com os eixos coordenados . devemos tomar 
B =JL ,ondel- é uma.matriz diagonal, com elementos f 1 
na diagonal principal. 

fica 

Assim o sistema 

• 
X= 

• 
- X 

ull ••• µ. 1 , . , vn 
• 

: . uji 

uln •: • unn 

u1lr · · un1là 

:· uji1j 

• 

uln {1 • · • unn1n 
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(4.9.1) 

. .. u . . i . · ] iu~l • : • ulnJ 
.( • l.J 

jn unl • • • unn 

u11f1 • • • ulnS 1 

: • uij f i 
unl,n • • • ·unnSn 

X 

X 



2ull l • • • unl i1 uln l 

• uji uij X = j i X (4.9.2) 

ulnl unl n 2unn n 

Podemos agora determinar E encontrando o conjutj.'to 
de pontos z tais que o sistema (4 .9 .• 2) tenha a origem como poa_ 
to de equilíbrio assintoticamente estável. Agora é possível 
realizar o passo 5 de 4 .8 de modo mais simples e, com o pas-
so 6, encontar um domínio de estabilidade assintótica para a 
solução trivial do sis:tema (4.7.1), se a or~gem está contida 
em E. 

4.10- Domínios de estabilidade esféricos 

Sabemos que (0 (v, G) tem uma forma que depende da re-

lação 

v(x) <: h(v,G) 

onde no caso anterior 

v(x) = x'-À x. 

Para domínios que são interiores de hiperesferas po
demos tomar 

_fi_= k I 

onde I é a matriz identidàdê .• 
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Proposição 4 

Seja v: ffi-... R 

X\-V(x) = x'1_x 
e o sistema (4.9.1). Se os elementos da matriz..l são i
guais a k, então a determinação do conjunto E só depen
de da forma de v ( independe de k). 

Prova 
Tomemos o sistema ( 4. 9 .1) fazendo os elementos i i 

de _A_ iguais a k com i = 1,2, ••• ,n. Podemos agora escrever 

• 
x = ( U'kl -t kIU) x 

• 
então X= k(U'+ U) x (4.:10.1) 

Para estabilidade assintótica de (4.10.1) os auto
-valores da matriz (U'+ U) devem ter parte real negativa, 
e podem ser calculados através de 

k ' ( U ' + U )- I J = o 

e, como k tf: o 

Í< u•+ u ) - I ( = o 

Com a equação acima:;,;pódemos jdéte·rm.inarc::;occonjunto 

E de valores z tais que os --·· auto-valores áe .(4.10.ll"t~ 
nha.m Parte real negativa, ou seja, é possível determinar o 
conjunto de valores z tais que (U'+ U) seja definida negat! 
va. Como k não influencia a determinação dos autovalores, 

. temos provada a proposição. 
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se 

um 

ou 

Por outro lado tomando 

___j_ =- k I 
' 

o conjunto G = D()E contiver 
, 

domínio de estabilidade e sera 

, V (X) = kx' X ( h (V, G) 

x'x < h(v,G) 
k 

a origem então G(v,G) é 
determinado por 

Desse modo é conveniente para facilidade tomar k - 1 

Com estas consideraçãoes a procura de' domínios de fo!:_ 
ma esférica de estabilidade assintótica pode ser f.~alizada -
com os passos seguintes: 

1. Encontrar os pontos de equilíbrio do sistema 
(4.7.1) e escolher o conjunto aberto D, 

• 
2. Encontrar a família linear associada x = U(z)x, 

3. For.mar o sistema ~ = (u•+ u)x,-

4. Encontrar o conjunto E de valores z tais que o 
• 

sistema linear x = (U'+ U) x. tenha a origem e~ 

mo um· ponto de equi!l.Íbrio assintÕticamen te está 
~ -

vel (auto-valores com parte real negativa), 

5. Encontrar G = Dl\E e H(v,G) que é o supremo 
dos h,quadrado dos raios das hiperesferas ainda 
contidas em G. O domínio de.estabilidade assint~ 
tica da solução trivial do sistema (4.7.1), se 
~o1 e G, é dado por x'x<h(v,G). 
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4.11- Domínios de estabilidade assintÕtica quando U(z) é 
diagonal 

Há casos em que os sistemas de classe E , _ como (4. 7 .10, 
pode~ser colocado na forma .,, 

• 
X= g(x) X (4.11.1) 

Neste caso a família associada ao sistema (4.11.1) tem uma ma
tri.z da forma 

e a família linear associada é 

O sistema (4.9.1) é escrito na forma 

• • X 

O conjunto E agora é determinado resolvendo-se o sistema 
· de ine quaçõ~s 

• • • • 
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e, como f i) o, é suficiente encontrar a solução do sistema 
de inequações 

• • • 

Exemplo 4 .11.1-

Encontre um domínio de estabilidade assintótica para 
a solução trivial do sistema , -. __ t.:~--, ·· , · · 

• 

• 
X:: 

2 

.... ,-. . , 

.. 

Encontremos os pontos de equilíbrio do sistema; para isto é 
suficiente resolver o sistema algébrico abaixo 

cuja solu<?ão é (O,O), (O,i2), (!?,O), (±2,2), (2,~). 

O conjunto D será o interior do qµadrado de lado i

gual a 2, 11 centrado ''na origem. 

A família linear associada será 

. lH ½ 

2 o ½] .X :;;: 

o -4+x2 X2 

e o conjunto E 
, 

dado pela solução das N sera inequaçoes 
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·2 
-4+ Xi ( O 

cuja solução é 

Assim G = D f'\ E = D = E. O domínio de estabilidade assin 
tótica será o interior do conjunto de pontos dado pela supe~ 
fÍcie fechada de equação 

v(x) = x' x = h(v,G) ~ 4, 

ou seja, 

Í,',. J 2 1 2 2 . '\_ 
~ ( v, G) = \ x e R x1 + x2 < 4 J 

Exemplo 4 .11. 2-

Mudemos o sistema anterior dado para 

;l = -16xl t xl3 

;2 = -4x2 + x23 (4.ll.2) 

Os pontos de equilíbrio são (O,O), (±4,0), (O,!Z), (±.4,2), (4,+2). 
Consideremos D como sendo o interior do retângulo de vértices 
(-4,2),(4,2),(-4,-2),(4,-2). 

Aqui também U(z) é diagonal e a família associada é 
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O conjunto[agora é dado por 

-16+,_
2< O 

2 
-4 + x2 < O 

cuja solução é 

x2 < ±2 

Assim G = D(\ E = E = D, \ o)c G. 
Do mesmo modo que antes tomemos os pontos interiores à supe~ 
fÍcie fechada de equação 

v(x) = x!.À.x = h(v,G). 

Se quizéssemos um domínio de estabilidade assintótica de fo~ 
ma esféricà tomaríamos · 

j\_= I 

~ a solução seria 

. ,., ... ..; ~ ,• .L , ' 
;, • 1 .. 

~ _.,... . 
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No caso de domínio elipsoidal poderíamos tomar 

-1 

o 

e assim 

v(x) = x~x = Xi_ 
2+4½ 2 < h(v,G) 

onde 
h(v,G) = 16 

Desse modo o conjunto (i} (v,G) dado 

é um domínio de estabilidade assintótica da solução trivial 
do sistema (4.11.2) dado. 

4 .12- Comentários 

O procedimento dado nes0te capítulo conduz a resul t!:_ 

dos concretos sempre que o conj"unto G contém a origem em seu 
interior. A determinação do conjunto E não pressupõe o conh~ 
cimento da função de Liapunov,que só aparece explicitamente. 
na determinação do domínio de estabilidade assintótica das~ 
lução trivial ~o sistema considerado. Contudo foi através do 

· uso dessas funções que foi possível estabelecer as provas dos . 
teoremas básicos. 

Nos casos em que a.origem é o único ponto de equilf 
brio e G = rf, a estabilidade assintótica global da solução 
trivial do sistema poderá ser garantida • 
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Deve-se notar que é possível obter ~elhores result~ 
dos com aplicações repetidas usando funç·Ões .:de Liiapunov dif!_ 
rentes. O domínio de estabilidade assintótica final será a 
reunião dos domínios obtidos em cada aplicação. 

, O procedimento considerado no capítulo anterior admi 
te a função de Liapunov como sendo uma f o·rma: quadrática e, ~ 
través da imposição de condições sobre a derivada de v, em -
relação a t ao longo das trajetórias do sistema, procura-se 
determinar a função v. 

Neste capítulo a função de Liapunov foi o veículo pê:_ __ _ 
ra o estabelecimento de resultados e foi sempre .admitido que 
fosse uma·forma quadrática. 

No capítulo seguinte apresentamos o método de Schultz
Gibson que inicia a resolução do problema fazendo considel'!, 
ções sôbre o gradiente de v. O procedimento difere essencial 
mente dos anteriores porque não usa o conhecimento a priori 
da forma da função v para a obtenção dos resultados. 

---oOo---
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CAP!TULO 5 

O NIBTODO DOS GRADIENTES VARIÁVEIS 

5 .1- Introdução 

tste método, devido a Schultz-Gibson~1J,tornece um pr2, 
cedimento lógico para a determinação de uma função de Liapunov. 
Na literatura em geral parte-se de uma certa função e procuram 

. -
-se condições sob as quais ela conduza a conclusões sÔbre e~ 
tabilidade. Deste tipo são, principalmente, as funções propo~ 
tas por Krasovskii. 

O método dos gradientes variáveis não pressupõe o~ 
conhecimento da função v. Admite-se que o gradiente de. v seja 
de uma forma geral considerada e, com restrições sobre os co!_ 
ficientes e anulando o rotacional do gradiente, determina-se 
• 
v de tal modo que v possa ser encontrada através de um.a in-
tegral de linha. 

O método, como apresentado, permite conclusões sÔbre 
estabilidade assintótica global. Para isto consideraremos a 
equação d.o ':::).i.'!:>le®O.. 

• 
Xi = x2 

• 

~ = X3 
• • 

• f(x1 , ... ,xn) (5.1.1) ~ = 
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onde f(O) = O. tste sistema apresenta um único ponto de 
equilíbrio, a origem, e àdmitiremos que o segundo membro sa
tisfaça as condições usuais para existência, unicidade e pr~ 
longabilidade até +oo das soluções, dado x = ,D(o;x ). o \ o 

Podemos escrever (5.1.1) do modo compacto seguinte 

• 
x = A(x)x (5.1.2) 

• 
x(O) = O 

onde o 1 o • • • • o 
• • • • • • -o • . o 

A(x)= • 
o 

• 1 o • • 
ª1(x) ••• a (x) n 

onde as funções a.: If....,. R são contínuas. 
l. 

Utilizaremos um teorema de Liapunov modificado dev!_ 
do a La Salle, citado por Schultz e Gibson. 

5.2- Um teorema de Liapunov modificado 

Se existe wna função v: t1-- R com derivadas pa~ 
o 

ciais contínuas de tal modo que 

v(x) .,. O V X f 0 

;.(x) <fO ~ x 4= o (ao menos semi-definida nega.-

tivà). 
v( x) :~, oo se \\ xi\- oo, 

• 
então, se v não é idênticamente nula ao longo de qualquer 
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trajetória diferente da origem, o sistema (5.1.2) é assin
toticamente estável globalmente. 

5.3- O método dos gradientes variáveis 

Se v é uma função de Liapunov, a derivada devem 
relação aotempo ao longo das trajetórias de um sistema au
tônomo dado,é calculada pela expressão 

õ dx. ·ov l. 

<o-xi • _dt (5.3.1) 

Esta expressão também pode ser escrita, em têrm.os do gradi
ente, na forma 

. ·[~v. v(x)= -. dXi. 

que notaremos 

• • 
v(x) = Vv• x 

• • • • • • 
• 
~ 

(5.3.2) 

onde >i(v• é um vetor linha de componentes (V v1 , ••• , 'y'vn) • 
• 

Para obter a função v a partir de v é suficiente 
calcular a integral 

v(x) =Jx'y v 1 dx 
. o 

(5.3.3) 

O integrando é em Última análise UIIi. produto escalar 
de dois vetores e, portanto, como era de se esperar, v será 
um escalar. A integral (5.3.3) deve ser calculada de modo -
que v seja única. Vamos então impor que o rotacional do gra-

-66-



diente seja nulo,isto é 

,fv x Vv = O 

porque assim o integrando será um.a diferencial exata e a v · 
será única, independentemente do percurso de integração. Es 
tas condições podem ser resumidas do·modo seguinte. 

Para o rotacional do gradiente se anular a condição 
é que a matriz :ít·;2fomnada pelos elementos 

seja simétrica. Assim 

~Vv1 

fii" ••• 

~ = • • • 

f'J1Vl -ô 2:n ••• 

De um modo geral as 

simétrica são 

¼- No 

= 

caso do If
n 

~'/.\]V~ G 
j=l 

(n-l)n 
2 condições para ~ ser 

( i , j =1, ••• .,:n, i ,;;; j ) 

onde uj é o vetor unitário n~ di~ção xj. 
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Se (5.3.3) pode ser calculada independentemente do 

percurso de integração, podemos tomar o mais simples como na 
. 3 figura 5;3.1, considerando para exemplo x ~ R ., 

:t:-6 

J.----1-----~;(2 

fig. 5.3 .1 

Então podemos calcular 

. j Xi ( x2 ~X3 = ••• =~=O) i x2 ( xl =Xi, X3 = ••• =~ ) 

v(x) = · 'l v 1 dXi + V v 2 dx2 

o . o 

S
~ (x:i_~~,½=x2, • • • ,~.:.:i:~-1) 

+ "vn d~ 

o 

. . , 

As considerações.::sÔbre o rotacional do gradiente de 
v e as.relações decorrentes aparentemente complicam o probl!, 

ma, mas são elas justamente que permite~ a determinação de. v. 

t de se esperar que o gradiente de \,v,.tenha n comp~ 

nehtes. Vamos supor então que o gradiente de v é da forma g!_ 

ral abaixo, com coeficientesvvaríávéis, 
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Vv 

2 

• • • 

Devemos agora impor condições sÔbre o V v de ~odo 

que~ seja ao menos semi-definida negativa. Para isto use~os 

o( ii> O (i=l, ••• ,n) para que v tenha ao menos uma chance 

de ser definida positiva e ô(ii função somente de xi '(i=l, 

•. • ,n) • 

A escÔlha de o(nn = 2 garante a inclusão de um têr

mo ~ 2 • Os D(ij (i </: j) são deixados arbitrários e são a 

soma de uma parcela constante ~ijc e de uma parcela t{~jv 
função de atê (n-1) variáveis. Assim 

Desse modo podemos escrever em sua forma mais geral, 

com as imposições feitas, a matriz H 

\-\ =-· ·-

onde 

o<'11~llv(Xi) o(12c+lX12v(Xi • • .xn-1) 'X1nc+<v1ni~·•t- ' 

o(2lc~2lv(xl • --~-1) o(22c+d22v(x2) • • • 

• .. 
• 

q n1ct«n1 v ( xl • • • ~-1) 

Vv = H x 

• 

2 

(5.3.5) 
Note que o(nn foi escolhido como constante e o(ij podem 
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ser funções de qualquer ou de tÔdas as variáveis xi exceto a 
, . 

enesima. 

Estas condições são impostas para asseg11rar que 'V v 
2 - .,. tenha uma parcela da forma ~ e nao produza qualquer ter-

mo linear ou de mais alta ordem naquela variável. Perde-se -
pouco na generalidade e com estas imposições é possííel ver! 
ficar, mediante_ consideraçOÕes geométricas, se v = c, c po
sitivo, são curvas fechadas. 

Para aplicar o métó.do podemos proceder de acôrdo -
com os passos seg11intes: 

1. Supor V v da forma ( 5. 3. 5) ; 

• 
2. Do \/v determinar v = 'v v•i:; 

• 
3. Restringir v para ser ao menos semi-definida n~ 

gativa; 

4. Usar as n(n-1). 
2 

equações do rotacional obtidas 

de modo a tornar simétrica a matriz f para dete~ 
minar os coeficientes ai:n:da desconhecidos no V v; 

• 
5. Conferir a função v pois o passo anterior pode 

alterá-la; 

r 

6. Calcular v usando (5.3.3) e verificar se v é de 
finida ·positi'"Va, que é o mesmo que verificar se 
v= e são curvas fechadas~ c positivo. 

Convém observar que nas aplicações,a maioria dos o(ii 
se anulam quando se impÕemrestiçÕes sÔbre v. 
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5.4- Exemplo.: 

Considere .o ais tema 

• 

(5.4.1) 

1. Vamos usar 

(5.4.2) 

•• 
2. Com o gradiente na forma acima calculemos v ao 

longo das trajetórias do sistema (5.4 •. 1): 

; = v ,; = [0('11 ~ -+'12x2 11 Xi+ 2x2) [ ~ -j 
-xl x2-~-x2 

3. Efetuando as operações~indicadas chegamos a 

-Para. v ser definida negativa vamos impor 

2 - o(12> o 

o(2;; > o 
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4. Escolhendo o(12 = l 

ó('11= 2 +d2·1+o(21,_ 
2 

e com 

o 'vv fica 

·[( ~ + o(21 + o(21 ~ 2 
~rx2 

'Vv= 
o<21 :xi + . 2½ 

A condição para o rotacional do gradiente se anular neste ca 
, 

soe 

Logo 

onde 

e assim 

ra: 

cJ.. - 1 21··.- - • 

5. Com êstes valores para os coeficientes temos ago 

V X t- o. 

A v pode agora ser calculada usando ( 5. 3. 3) 
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que fornece 

v(x) 
5xl xl4 x... . 2 

= --+- + ( ....l:. + x2 ) > O 4 4 2 . -t/-x f= O 

Assim pudemos encontrar uma função v definida posi
tiva que tem derivada, em relação ao tempo ao longo das tra
jetórias do sistema (5.4.1), definida negativa. Além disso 

.. 

satisfazendo assim tôdas as condições.do teorema de La Salle 
dado no.ítem 5.2. Podemos então concluir que a origem do sis 
tema (5.4.1, é assintoticamente estável globalmente. 

' .. 
Observemos que a escolha de 

o(l2 = O 

acarreta 
o(21 = O 

Nestas condições o gradiente de v fica então 

Vv = 

e portanto 

• 
v(x) 

que, com auxílio de ( 5. 3. 3), fo·rnece 

v(x) = 
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A :função v é definida positiva e 

se llx\l ~ oo· 

• 
Além disso, como a função v é somente semi-definida nega-
tiva, devemos verificar a Última condição do teorema de La. 

Salle (ítem 5.2). 
• 

A função v ~se anula ao longo do eixo Xi de 
equação x2= O • Porém a reta x2 = O não é so~ulão do si!_ 
tema (5.4.1)_. Desse modo também aqui, já que v não se !. 
nula ao longo de nenhuma trajetória de (5.·4.1_), a estabil!, 
da.d.e assintóthia global da solução .trivial do sistema (5.4.1) 

é garantida. 

5. 5- Comentários 

iate método fornece meios para se encontrar ~ções 
de Liapunov para sistemas como (5.1:.1), que admitem somente a 
origem como ponto de ·e quilÍbrio e que, em sua . forma mais ge

ral, aplica-se a todos os casos para os quais uma solução· .Q 

trivial assintoticamente estável exista. 

As funções de Liapunov encontradas nem sempre são -
formas quadráticas, o que dificulta bastante a discussão de 
~inal, já. que não se aplicam condições do tipo das condições 
de Sylvester àqueles casos •. 

A parcela mais à direita do segundo membro de (5.3~4) 
, 
e •· 

( ~ ( xl =x1, • · • • ~-1 =7t._1l 

J, Vvn d~ 
o 

(5.5.1) 
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que é u.mà das n variáveis 
vetor gradiente (5.3.5) 

:xi,x2 , ••• ,~. A enésima linha do 
tem a forma 

( o( nlc + 0/nl v ( "i • • • "n-1 ~ xl + • • · + 

[ o(n{n"l )é'\i (n-1 )v(itJ:. • • "n-1 U,xn-1 + 2"n . 

Assim (5.5.1) fornece uma soma do tipo 

As outras parcelas do segundo membro de (5.3.5) fornecem~ 
ções hi (i=l, ••• ,n-1) de no máximo (n-1) variáveis com as 
restrições impostas antes. Assim v é sempre da forma 

(5.5.2) 

Como discutido por La Salle ( 21} podemos escrever 

v(x) = (~-¼ g)
2 + h - g

2 

Para que v seja definida poai tiva é suficiente que 

(h - g 2 ), função de (n-1) variáveis, seja definida PE. 
si tiva. Se esta função for' quadrática .em um.a ou mai.s variáveis 
podemos repetir o procedimento. ~ate foi o caso do exemplo da

do. 

Os autores sugerem um procedimento geométrico que i
lustramos com um sistema de terceira ordem. Vamos admitir que 
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(5.5.3) 

é uma função de Liapunov para o sistema de terceira ordem 

X= f(x) 

Se na (5.5.3) fazemos constante uma das variáveis es 
taremos interceptando 

V= C 

por um plano perpendicular à direção definida pela variável 
fixada. As interseções deste plano com (5.5.4) devem sempre 
determinar curvas fechadas. 

Se movemos o plano ao longo da direção definida pe

la variável fixada a curva interseção deve desaparecer. Co~ 
sideraçÕes semelhantes podem ser :f.ei tas com relação a siste

mas de ordem n. 

Afora estas dificuldades que podem ocorrer, o méto
do dá uma maneira lógica de se procurar funções de Liapu.nov 
para sistemas da fo~a do sistema (5.1.1). Reconhece-se que 
é realmente de auxílio valioso na solução de problemas de -
estabilidade da solução trivial com auxílio do segundo método 
de Liapunov. 

Também no capítulo seguinte apresentamos outro proc~ 
dimento que tem um caráter diferente do usual. Utilizando a 
noção de sistemas dinâmicos (capítulo 1) Zubov encara o pr~ 
blema da estabilidade assintótica sob um ângulo novo e apre
senta resultados bastante interes,santes. 

---oOo---
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CAP:1'.TULO 6 

O ÓTODO DE ZUBOV 

6.1- Introdução 

Usando os resultados do matemático russo V.I.Zubov 
l_ 16,17j , uma função de Liapunov pode ser encontrada, pa
ra sistemas cuja solução trivial é assintoticamente está -
vel, através da solução de wna equação diferencial parcial 
e, se esta equação tem solução numa forma fechada, a fun~ 
ção de Liapunov, solução da equação, será única e permiti
rá a determinação do domínio exato de es:tabilidade assint.2, 
tica (ítem 2.4). 

Nos casos em que a equação diferencial parcial me~ 
cionada não tem solução em forma fechada,é possível encon
trar funções de Liapu.nov ·que nos levarão a um domínio de 
estabilidade assintótica da solução trivial do sistema con, 
siderado (contido no domínio exato), mediante o uso de ex
pansão em série. 

Consideremos o sistema de equações diferenciais º!: 
dinárias de primeira ordem 

• 
X= f(x) 

f(O) = O (6.1.1) 

onde x e Ifl, a origem x=O é assintoticamente estável e 
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o segundo membro de (6.1.1} é uma função contínua que sati~ 
faz certas condições que garantem a existência, unicidade e 
prolongabilidade até +oo da solução \\)(t;x

0
} · para todo x

0
• 

Os teoremas de estabilidade quando ·formulados tendo 
em vista a 11·oção de sistema dtnâmico assumem formas particu
larmente elegantes. Com êste enfoque Zuboy apresenta seus -
resultados principais bem como uma aplicação para os siste

mas autônomos .. 

Vimos no ítem 1.2 condições sob as quais um sistema 
de n equações diferenciais ordinárias pode-ter como solução 

um sistema dinâmico. A importância deste fato é que os re -
sultados de Zubov para sistemas dinâmicos são aplicáveis a 
sistemas da forma (6.1.1}, •de acÔrdo com o seguinte teorema. 

6. 2- Te oi=ema de Zubov ( 16] 
' 

Se existirem AC t1-, A abe.rto contendo a origem, 
v: A ... rf contínua, -e: Ifl __.. R contínua tais que 

i. O< v(x} < 1 

ii. -0( x} > o 'r/ x e A\ \ o}, -e-( o) = o 

iii. <vv,n = ; = -0(x)(l-v(x)) ✓ H l\f(x)F 
1
, t/x. e A 

iv. Para tôda sequência (xk)k>. 1 de pontos 
;, 

de A , 

convergente para algum x e A\ A, lim v(xk} = 1 
o k...-oo 

v. No caso de A ser ilimitado, para tÔda sequência 

(~)k~ 1 de pontos de A tal que lim U ~\\ = oo, 
k--oo 
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então A é o domínio exato de estabilidade assintóti -
cada solução trivial de (6.1.1). 

A condição v pode ser escrita, considerando (6.1.1) 
um sistema de segunda ordem, na'.forma 

ll f t- ~ f = --8( x) (1-v( x)) 
'4Xl 1 0x2 2 

✓-1-+_t_l f-( x-)-1\ _2_
1 

. 

(6.2.1) 

que é uma equação diferencial parcial linear com coeficien
tes variáveis. A função -e- pode ser uma forma quadrática -
definida positiva ou semi-definida positiva conforme (a.a} • 

Em lugar de (6.2.a) vamos considerar a equação dife 
rencial parcial 

(6.~ •. 2) 

Se o segundo membro de (6.1.l) satisfaz as condições 
próprias ·que ga;rantem a existência, unicidade e continuidade 
das soluções para 

- oo<t<oo 

então a função v pode ser encontrada de maneira única atra
vés de (6.2.-~;)., escolhendo-se l/) como uma forma quadrática de 
finida positiva. Se êste não é o caso então usamos ~$,2.I) 
escolhendo ,e. da mesma maneira. A função v assim encontra-
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da satisfaz a (6.2.2) e a (6.2.1) respectivamente, bem como 
às condições do teorema de Zubo.v. 

6.3- Conclusões do teorema de Zubov 

Vejamos algumas conclusões importantes obtidas dire 
tamente do teorema de Zubov. 

Seja ~ um domínio de estabilidade assintótica da s2, 

lução trivial de (6.1.1) e seja 

G(/\) = \ X e Ff / 0 ~ V (X)< À, Àe (0,1)} 

ª· Se xe A, k. e Ff, então O f v(x) < 1 

b. Se Y e A \A, X e A, então lim v(x) = 1 
x-.y 

e. Se Àe (0,1) então G(À.) e A e é limitado 

d.-::"Se v(x) = 1 existe ela é solução de (6.1.1) 

e. Para -e- fixada, a v(x) solução de (6.2.2) é 
, . unica 

f. Ã \ A é uma família de curvas v( x) = 1 

g. Para que a solução trivial de (6.1.1) seja assin 
tõticamente estável globalmente é necessário e 
suficiente qúe v(x) < 1 ~x e rl1 

Estamos interessados em, dado o sistema (6.1.~~ de
t~rminar um~ função de ·Liapunov v(x) q~e nos dê informações 
acêrca ·da estabilidade assintótica da solução trivial do -
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sistema. O teorema de Zubov dá condições, através da expre~ 
são (6.2.2) e das concltj.sÕes acima, para a determinação da 
função v de Liapunov que pode conduzir ao domínio ex.a.to, de 
estabilidade assintótica da solução trivial, cuja fronteira 
tem a equação v(x) = 1. 

Vejamos um exemplo citado por Zubov e outro por Ma~ 
golis. (Referências [ 16] e [28] respectivamente). 

6.4- Exemplos 

ExeJD.plo 6.4.1 

Seja o sistema 

• 

• 
(6.4.l) 

Vamos escolher 

~ (x) = -&( x) J1 t li f 1\ 
21 

=· 

A equação deferencial parcial ( 6. 2. 2) é então 

~V ( 2 ) 3v 2 2 ~l -x1 + 2x1 x2 + ~
2 

(-x2 ) = -(x1 + x2 )(1-v) 

(6.4.2) 

Esta equação pode s.er solucionada resolvendo-se o 
sistema, comumente chamado associado, de equações diferen
ciais ordinárias 

dx1 == d1r dv 
11:2 

f1(xJ ~ · f2(x) ~---~-c-x"""'),_,( ... 1--v-) 
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e determinando-se duas funções u(x) e w{x) tais que 

F(u,w) =·o 

onde Fé.uma função arbitrária relacionando u com w e 
fornecendo uma solução da equação êdiferencial parcial de 

,• \ 

primeira ordem. ( 6. 2. 2). F é uma solução geral de ( 6. 2. 2). 

Neste caso a função v encontrada, solução de 

(6.4.2), é 

v(x) = 
~2 

1 - exp ( - 2 -

Já sabemos que a fronteira é dada pela equação 

v{x) - 1 = O. 

Quando temos 

xy = 1 (6.4.4) 

a condição acima é satisfeita. Portanto esta curva (6.4.4) 
define a fronteira do domínio ex.ato de estabilidade assin
tótica da solução trivial do sistema dado. 

Podemos usar ainda uma outra função de _Liapunov 
fazendo a substituição 

rv = - ln ( 1-v) • 

Derivando ambos os membros.obtemos 

~ = 

dt 

1 

1-v 
• 

dv 

dt 
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Substituindo em (6.2.2) obtemos 

~ f + ~ f = - ~(x) 
. d~ l 'dx2 2 

e agora a condição que define a fronteira do domínio exato 
de estapilidade assintótica da solução trivial de (6.1.l) 
é 

v(x) ~ oo quando ixll ~oo 

Com esta substituição a equação (6.4.2) do exemplo 
6.4.l fica 

cuja solução 
, 
e 

2 2 

t\í(x). = 
~2": + 

xl 
T 2(1-Xi_ x2 ) 

que, com a condição de fronteira modificada, também conduz 
à curva 

xy = 1. 

Exemplo 6.4.2 

Consideremos agora o sistema 
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• 

• 
(6.4.6) 

Baseado na equação (6.4.5) podemos escrever 

Usando uma função definida positiva 

podemos obter, como solução de (6.4.7) , a função de L~apunov 

Notemos que para qualquer x e t1 e 

ij X\\ .e( CD 3>l\f( X) L.. CD . 

Assim, como 

a solução trivial do sistema (6.4.6) é assintoticamente es 
tável globalmente. 

6. 5- Considerações 

Como se pode ver, teoricamente, o método de Zubov -
conduz sempre a um resultado que fornece o domínio exato de 
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estabilidade assintótica da solução trivial de (6.1.1}, se 
a solução trivial de (6.1.1} é assintoticamente estável. 
Para isto basta que o sistema de equações diferenciais or
dinárias (6.1.1) satisfaça às condições usuais de existência, 
unicidade e prolongabilidade até+ oo das soluções. 

Normalmente é muito difícil encontrar-se a solução 
de (6.2.2} num.a forma fechada. São bem poucos mesmo os ca
sos possíveis. Desse modo é interessante e conveniente pen . -
sar-se numa solução aproximada de (6.2.2}, que nos leve p~ 
lo menos a uma estimativa do domínio de estabilidade assin 
tótioa da solução trivial de ~6.1.l}. As soluções em série 
são os recursos . que se prestam a êste tipo .de solução. 

6.6- As soluções em série 

O sistema de equações diferenciais (6.1.1} admiti
rá um domínio de estabilidade assintótica para a solução -
trivial se e somente se a solução trivial for assintotica
mente estável. 

Por causa disso vamos considerar os sistemas da for, 
ma (3.4.2} 

• 
x == Ax + g(x} (3.4.2} 

onde x e :i1 e ·A é uma matriz constante nxn, cujas raízes 
da equação característica 

IA - lli( ::: o 

têm parte real negativa, e onde. g(x) são funções que admi
tem expansão em série de potências com ttrmos de grau maior 
ou igual a dois. 
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A matriz A ter auto-valores com parte real nega
tiva é condição suficiente para estabilidade assintótica da 
solução trivial de (3.4.2). 

Os sistemas da forma (3.4.2) aparecem comumente nas 
aplicações e permitem discutir com relativa facilidade a es 
tabilidade da solução trivial. 

Para (3.4.2) Margolis demostra que existe um domínio 
de estabilidade assintotica para a-tsolução trivial somente -
quando os auto-valores de A têm parte real negativa. [191 

Na equação diferencial (6.2.1) a expressão 

representa um fator de escala. Consideremos agora a equação 
diferencial parcial do ítem iii do teorema de Zubov escrita 

n 

L 
i=l 

0v 2 - f
1
. = - -9-( x) (1 +f

1
. ) (1-v) 

'õXi 
(6.6.2) 

Como pode ser verificado esta equação também satis
faz as condições êb teorema de Zubov. 

Liapunov [ 1] demonstrou que se -&( x) for tomada C.Q. 

mo uma forma quadrática definida positiva ou qualquer forma 
definida positiva de grau 2m, m~ 1, a função v pode ser -
obtida ·de maneira única na for.ma de uma série de potências 
convergente .. 

onde vm(x) é um polinômio homogêneo de grau mnas componen-
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tes do vetor x. 

Zubov [lf:i] apresenta a;c;série {6~6.J) acima e afir
ma sem demostrar que os têrmos de grau zero e de primeiro 
grau são nulos. 

Uma prova deste fato é apresentada por Margolis 

Para a determinação da parcela v (x) o segundo mem 
m -

bro de (6 .• 6.3) é inserido em (6.6.2), conduzindo às segui!!, 
tes relações de recorrência 

n 
\ ~v2 
~ ~X. 1 .. o 1 
1= ,. .. 

[z.... ªik".k] = - -&(x) 
k=l· 

(6.6.4) 

ll ~V z ~• ÔX~ 
i=l 1 

L=i~ ªik".k] = ll,,,(x) , (m=3,4, • •. J 

(6.6.5) 

onde Rm é uma forma.de m-ésimo grau que é conhecida quaa 
do v 2 , v 3 , ••• , vm-l já são conhecidas. 

6.7- Soluções aproximadas 

Na série (6.6.3) à medida que tomamos mais têrmos 
obviamente as dificuldades aumentam. Podemos, no entanto , 
em muitas aplicações usar um número conveniente de têrmos 
no segundo membro de (6.6.3). Para isto é necessário que 

-87-



o 

cada conjunto de pontos 

, 
onde m~ 2 e k e uma certa constante, esteja inteira-
mente contido em A, domínio exato de estabilidade assin

tótica. 

Vamos considerar a função v2 (x) e o conjunto w2 
definido 

SÔbre êste conjunto vamos tomar 

E 2 fig. 6.6.1 - xemplo com x e R 

Teorema : 6.6 .1 
b conjunto de pontos definido por v2(x) =o( 

está inteiramente contido no domínio de estabilidade assin 
tótica A da solução trivial de (3.4.2). 
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Teorema 6. 6 .2 
O conjunto de pontos definido por v 2 ( x) = ·~ cog_ 

tém inteiramente o g.omínio de estabilidade assintótica A da 
solução trivial de (3.4.2). Se f = oo a estabilidade assin 
tótica global pode ser çogitada 

Os dois teoremas acima combinados implicam em que -
os pontos fronteira de A, domínio exato de estabilidade as
sintótica, permaneçam no domínio 

Os argumentos na prova dos teoremas acima, dados por 
Hahn [22}, não usam o fato de v2(x) ser forma quadrática e. 
se aplicam igualmente bem à função 

Seja agora 

v(n)cx) = v,f.x)+ ••• t-vn(x) 

wCn)(x) = ~x~ rfl / .; = o} 
(n) 

cl = min ~ v(n) (x) sÔbre wCn) (x)} 

= \x Q J/1 / Jnl(x) -6. cl (n)J 

A extensão do teorema 6.6.1 conduz ao teorema 6.6.3. 

Te o rema 6 • 6. 3 

O conjunto de pontos definido por v(n) (x) = 0 1 (n) es 
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tá inteiramente contido no domínio exato de estabilidade as 
sintótica A da solução trivial de (3.4.2). 

O teorema 6.6.3 induz a pensar que o uso de mais~ 
têrm.os na serie (6.6.3) conduz a melhores resultados, ou -
seja 

A~(n) c A (n l) • 

-

Isto nem sempre é verdade para todos os valores de n. 
( Margolis [ 28] ) 

6.8- Comentários 

Além das condições de suficiência o teorema de Zubov 
fornece condições necessárias para a existência de funções 
de Liapu.nov para estabilidade assintótica. Se a solução da 
equação diferencial (6.2.2) puder sercencontrada numa forma 
fechada, o método de Zubov conduz ao domínio exato de esta
bilidade assintótica para a solução trivial do sistema 
(6.l.l) considerado. 

O método permite ainda, quando for o caso, concluir 
se a estabilidade assintótica da solução trivial é global. 

Quand~ não for possível encontrar-se uma solução na' 
fonna fechada para (6.2.2), para sistemas como (3.4 .• 2) pode
-se encontrar uma aproximação do verdadeiro domínio de esta 
bilidade. 

Estudos têm sido feitos no sentido de se procurar -
métodos computacionais para a solução de (6.2.2). Margolis 
(19, 28] desenvolveu um programa codificado em Fortran_, a
plicável a sistemas de segunda ordem, e resolveu o problema 
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para sistemas representáveis pela equação de Lienard e de 
Van der Pol, apesar de dificuldades na convergência das 
soluções aproximadas.(~ G :,·- ::;. ''-: .-, ·,~· 

Outra dificuldade que surge na utilização de soluções 
aproximadas é a decorrente do aumento da ordem do sistema 
[ 29 J (discussão). 

---oOo---

.. 
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CAP!TULO 7 

CONCLUSÕES FINAIS 

7.1- Comentários finais 

O segundo método de Liapunov, como se pÔde verifi
car, dispensa o conhecimento explícito das soluções do si~ 
tema de equações diferenciais ordinárias sob estudo. tste 

é um aspecto bastante interessante e muito importante do 
método, pricipalmente tratando-se de sistemas não lineares 
que têm solução gera"J..mente muito difícil de ser encontrada. 

Por esta razão em particular êste método tem sido 
muito estudado, paja visto o grande número de publicações 
a seu respeito. No entanto, apesar da extensão da biblio -
grafia,alguns conceitos ainda não estavam bem definidos.-

Entre outros, êste trabalho teve o objetivo de fi
xar aquêles conceitos do segundo método de Liapunov e apr~ 
sentar a matéria de ·uma maneira que nos parece lógica. 

Tentativas têm sido feitas no sentido de se aprove!_ 
tara potencialidade dos computadores digitais. Margolis 
ll9,28] e Rodden [301, entre outros, formularam procedime!!_ 
tos codificados em Fortran para sistemas de segunda e se
gunda e te·rceira ordem respectivamente. 

Pode-se pensar também na sinulação de sistemas por 
meio de computadores analógicos ou digitais. A dificulda 
de é que só se pode estudar sistemas de segunda o~dem. 

Como se vê, o problema da determinação de domínios 
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de estabilidade assintótica da solução trivial de um cer
to cisterna considerado ainda. se encontra longe de estar -

. inteiramente· resolvido. 

Devido à sua grande aplicação e maior facilidade 
de tratamento matemático tem-se dado maior atenção aos si~ 
temas autônomos e ainda bem pouca aos sistemas não autôno

mos. 
... 

Apesar de nao inteiramen'te soluçionado o problema, 
o segu.ndO método de Liapunov se presta razoàvelmente bem 
à solução de certos tipos de sistemas autônomos lineares 
ou não. 

7.2- Sugestões para futuros estudos 

Alguns ítens podem ser apontados como merecedores 
de mais atenção e estudo. 

No método dos sistemas lineares associados um dos 
passos na aplicação do critério é a determinação de um coa_ 
junto E, cuja interseção com o conjunto D fornece G que 
contém em seu interior o G(v,G), domínio deestabilidade as 
sintótica para a solução trivial do sistema em questão. Me . . 
diante o estabelecimento de condições convenientes e com -
uma função de Liapunov mais geral é interessante tentar pr.2, 
var que o próprio conjunto G é. um domínio de estabilidade~ 
assintótica. 

No método dos gradientes variáveis, como apresenta
do, fica-se restrito a sistemas que admitem somente a ori -
gem como ponto de equilíbrio. Ganha-se, quando é o caso, 
condições de se concluir sôbre a estabilidade glogal. No e!!_ 
tanto poderíamos tentar estender o procedimento a sistemas 
com mais de um ponto de equilíbrio. 
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Em. acordo com sugestão de Habn~l51 em lugar de v(x) 

poderíamos usarG\J(x), conforme substituição mencionada, e 
tentar um programa automát-ico de cáculo em computador digi
tal para solução das relações de _recorrência(6.6.4) e (6.6.5). 

---oOo---
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