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SINOPSE

Neste trabalho apresentamos métodos de determinacdo
de dominios de estabilidade assintdética da soluglo trivial
de sistemas de equagdes diferenciais ordindrias de primeira
ordem, em geral n3o lineares, utilizando o segundo mé todo -
ou método direto de Liapunov. '

Nos primeiros capitulos s8o dados um pequeno histdw
rico, um sentido fisico para o tratamento matemdtico e 'a
utilizag8o das formas quadrdticas como fungdo de Liapunov.

No capitulo 4 € feita uma aplicagfo da teoria dos -
sistemas lineares associados aos sistemas autanomos'paré‘ a
determinaglo de domfnios elipsoidais e esféricos de estabi-
lidade assintdtica. ® fornecido ainda um procedimento 1dgi-
co para o critério dado.

Nos capitulos seguintes s@o dados os métodos de
Schultz-Gibson e o de Zubov. O primeiro usa o gradiente aa
fung8o de Liapunov e, através de uma integral de linha en -
contra~-se a funcdo de Liapunov. O segundo utiliza uma equa-
¢do diferencial parcial gue, se tem solugdo em forma fecha-
da, permite a determinacé@o do dominio exato de estabilidade
assintdtica. Ambos, bem como o método do cap.4, permitem, -
quando for o caso, conclusces sobre estabilidade asgsintdti-
ca global,

Todas as nogoes julgadas essenciais sfo introduzi -
das no sentido de se conseguir um trabalho cauto contido -
tanto quanto possivel, |
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A-BSTRACT

This work presents some methods to determine the
domains of asyntotical stability of the trivial solution of
first—ordér, non-linear, differential equations when Iiapu
nov' s second (direct) method is used.

The first three chapters are introductor& and pre
sent an historical re%iew, the use'of quadratic forms as Lia
punov' s functions, and a physical interpretation of the ma-
thematical treatment '

~ Chapter 4 presents an application of Linear Sys-
tem Theory to autonomous systems, and the determination of
the ellipticals and sphericals domains of stability. A logi
cal procedure of the criterium is also presented. |

The following chapters introduce the Schultz -
Gibson's and Zubov' s methods. The first uses a line inte -
gral of the gradient of,Liapunov's function. The second u -
ses a partial differential equation that, as long as it has
- a closed-form solution, allows the determination 0s the e-
xact domain of asyntotic stability.

All the concepts considered essentials are intro
duced in order to obtain a self- contained work as such as
possible.
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NOMENCLATURA

x - vetor do espago R® de componentes Xpyaeey Xy

x' - vetor x transposto
f(x) - fung8o vetorial de componentes Fireeert,
t - tempo

x - 4&x

at
L § - conjunto
| | - norma

\ |\ = determinante

[ 1- matriz.

i,j,k - indices e se nfo especificado valem 1,2,...,n
¥ - para todo |

e pertence

c contido

A - Dominio de estabilidade assintdtica
A,B,Q - matrizes constantes nxn

V(x,t) - func8o de Liapunov para sistemas nfo autdonomos .
v(x) . funcBo de Liapunov para sistemas autonomos
\,g - auto-valores

I - matriz identidades

A= matriz diagonal

D,E,G - conjuntos abertos e conexos

h(v,G) - nimero real positivo

@G(v,G) - Domfnio de estabilidade assintdtica

U(z) - matriz da fam{lia de sistemas associados
Lo} - conjunto cujo dnico elemento € a origem

Vv - gradiente de v

A - aderéncia de A

A\ A - fronteira de A
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CAPITULO 1

GENERALIDADES

1.1- Introdugdo

Histéricamente o problema da estabilidade de um pon
to de equilibrio de um sistema surgiu na Mecadnica em 1788 com
Lagrange e seu Mechanique Analytique. A teoria de estabilida-
de de Lagrange foi colocada sébre firmes bases matemdticas -
por Lejeune- Dirichlet e a prova, publicada no Crelle's Jour-
‘nal em 1846, ficou conhecida como teorema de Dirichlet . No
ano de 1892 foram publicados os trabalhos de Llapunov [,i]
Poincaré [2t}e Routh [3]

Umn pouco antes e durante a segunda guerra mundial -
as nece331dades militares exerceram um notdvel estimulo nas
pesquisas em Sistemas de Controle Automdtico ( Nyqulst [ 4]
Bode [ 5, Nichols [6], Evans {7 ] ). Mas a maioria dos mé-
todos desenvolvidos era aplicével apenas & sistemas lineares-
enquahto que a andlise dos sistemas nfio lineares foi relegada
a um segundo plano pelas dificuldades que apresentava,

Em 1950 Kachenburger't81 publicou um artigo apresen
taﬁdo o método das fungoes descritivas que durante muito tem-
po se constituiu, no ocidente, na unica ferramenta disponivel
para a andlise e sintese de servos-mecanismos nfo lineares.

Na Russia eram desenvolvidos métodos de:andlise: de
sistemas de controle ndo lineares baseados no trabalho de
LiapunoV'{i] que fornecia condigoes suficientes para estabili
dade. Em 1938 Persidskii [9] atacou o problema da determina -
¢80 de condigoes necessdrias, no gue foi seguido por Malkin
Massera e outros, e em 1945 Lur'e{;ldlutilizou os métodos de
Liapunov na andlise de servo-mecanismos n8o lineares, sem que

-1-



isto despertasse cﬁriosidade no ocidente.
A partir de 1953 ressurgiu o interésse pelos méto -
dos diretos? de andlise da estabilidade de sistemas nao linea

Ies.

Intuitivamente sabemos que establlldade 31gn1flca a
aptiddo a recuperar o equilibrio apds uma perturbagdo passa -
geira. Quando um sistema € descrito por equagoes diferenciais .
ordiridfias lineares a volta ou ndo ao equilibrio independe da
magnitude da perturbacdo o que ndo acontece necessériamente -
nos sistemas nSo lineares. Dai ser importante na andlise da —
estabilidade de sistemas n8o lineares conhecer até que ponto
o sistema pode ser perturbado conservando a sua tendéncia a
recuperar o equilibrio perdido.

Y

No presente trabalho expomos e criticamos vdrios me
todos para determinar o comportamento assintdtico de sistemas
descritos por sistemas de equagoes diferenciais ordindrias de
primeira ordem (n3io necessiriamente lineares), Para tanto pre
cisamos definir rigorosamente os conceitos bdsicos da teoria-
da estabilidade, o qﬁe sers feito nos paragrafos seguintes.

1.2- Definigoes bdsicas do problema da estabilidade

Uma equag@o diferencial ordindria de ordem n
x(n) = f(x(n_l)...x, x, t)

pode ser reduzida a um sistema de n equagOes diferenciais .or-
dindrias de primeira ordem com a introdugdo das variéveis[lﬂ

X TEy Xy T Xy ey X T x(n'l)

% - Sa@o chamados métodos diretos aqueles que nfo pressupoem
a resolug@o das equagoes que descrevem a evolugdo do
sistema. :

-2-



Seja EED o sistema

L

x = £( x, u(t), t) (1.2.1)

x(to) = X,

onde x e Rn,, u e S([to,+oo),Rm) onde

S( [to,+m)>,}2m) = {u/ u [to’» ®) Rm, u seccionalmente cont%
e ' |

£ : R%X S(Ito,«&a)),Rm))(Yto, ®) —> R%

satisfaz as condigoes para existéncia, unicidade e prolongabi
lidade até +o das solugées da equagdo (1.2.1) quaisquer que
sejam toeR e xoeRn.

Se em (1.2.1) u =0 o sistema € dito Iivre ( ndo
forgado) e sua equagio assume a forma

=2(x 8) | | (1.2.2)

No caso de sistemas livres admitiremos, além da existéncia,
unicidade e prolongabllldade das solugoes, que a fungio de tran
sigdo [12] : | .

Q: RYRnXR. > R
(t;xo,to) > X é\P(t;xO_,to)

que no caso de sistemas fisicos € definida para t2t [13;] ’
e 5 IR ST ry : 7 s ol
¢ continua e diferenciavel com derivadas parciais continuas. .

Existem casos em que o segundo membro da equagdo -
(1.21) nd8o depende expllcltamente de t e (1.2.1) pode ser es
crita na forma



x = £( x, u(t)) | o (1.2.3)

e um sistema descrito por uma equagdo deste tipo € chamado in
variante no tempo ou estgciondrio.

" Um sistema livre e estaciondrio € chamado autonomo
e é descrito por uma equacgado do tipo

x = £( x) ‘ (1.2.4)
No caso de um sistema autonomo

\Q(t x0%,) = § (44T 5% ,543) (1.2.5)
Vt eR, Ftzt, ¥xoeRneV"620

Em virtude desta proposigéo fixaremos to = 0 quando estivermos
analisando sistemas autonomos e escreveremos ¥

B(t;x,)
em lugar de escrever

Q(t;x ,0)

A cada solugao de (1 2.1) pode ser associada uma cur
va no %1 chamada movimento [15] Fo caso de sistemas autg
nomos associamos a cada soluggo uma curva parametrizada no R
chamada trajetdria de fase ou curva de fase. Explicitamente

¥x =128 ¢ B/ x =Qesx)} (1.2.6)
¥ - Lembremos que. Q(o;xb) = X [14X

=



Um ponto x_ e R? divide uma trajetéria que o conte-
nha ( gue passe por €le) em duas semi-trajetdrias [15]

o

x_'(vt;xo) llx(t;xg) / t 2 t)-oo}

]

e x, (t5x%,) {X(t;xo‘) / + oo>t;to}

Podemos definir axiomdticamente sistema dindmico a
partir de certas condigdes sobre a funcgdo de transicdo indepen
dentemente das equagoes diferenciais que lhe deram origem.

 Def.: Sistema dindmico € uma fungdo
tQ: RXRDXR > R®

que satisfagz
a-%¥x<kK K< o, \D (t;xo) séo fungoes definidds

¥Fte (-m o) | | (1.2.7)
- ¥ (05x) = x, (1.2.8)
o = ) (ty5 x(t3 %, )) LQ(tl_\_tz,x ) JF £y, t,

‘ (1.2.9)

Para que (1.2.4) descreva um sistema dindmico (para que a fun
¢lo de transiclo da equagdo (1.2.4) satisfagd os axiomas -
(1.2.7),(1.2.8) e (1.2.9))é suficiente que a fungdo f no se
gundo membro de (1.2.4) seja limitada. Isto assegura a exis -
téncia da solugdo de (1.2.4) para t2t, t, e (-, ®). Se &g
te n8o € o caso podemos substituir em (1.2.4) a varidvel inde
pendente t pela varidvel
t 3
s = J].+ N £(x(e)) 2 i, at (1.2.10)

o




Assim obtemos & equacéo [iS,lé}

ax f(x)

as ~ Ve 20

cujas solugoes s@o definidas para todo teRe apresentam o
mesmo comportamento assintdtico de (1.2.4)

(1.2.11)

A eguag8o (1.2.1), bem como o sistema que ela repre
senta, é linear se f é uma fungdo linear de x e de u.

Os valores de x que anulam idénticamente o segundo
membro de (1.2.2) s&@o chamados estados de equilibrio, pontosb
eriticos ou pontos .de equlllbrlo. Em outras palavras

"x, € ponto de equilibrio de (1.2.2)" (&=
<> (¥ t?.to)( f(xe,t) = 0)

Un ponto de equilibrio € isolado se existe uma viginhanga do
mesmo que ndo contém nenhum outro ponto de equilibrio[3i],

Um sistema linear nd3o pode ter mais do que um ponto
de equlllbrlo isolado, enguanto que os 31stemas n8o lineares

[,

podem apresentar vdrios. .:. _~J.4 T O O R S A O

" Estudaremos seripre a estabilidade de pontos de e -
quilibrios isolados e a andlise para cada um déles deve ser ¢
feita separadamente.

Na equagdo (1.2.1) se considerarmos a fungfio u fixa
da ( p/ exemplo 2 =1u ) podemos escrever

*

x = eglxt) | (1.2.12)
ao invés de

x = 2(x,3(t),+) | (1.2.13)



Neste caso estamos considerando a entrada como fazendo parte
da dinamica do sistema. |

._A cada T em (1.2.13) corresponde uma fungdo g em
(1.2.12) e variando u podemos ter diferentes comportamentos as
sintdticos. Se limitarmos as entradas i classe das entradas -
constantes reduziremos as equagodes dos sistemas estaciondrios
& forma da equagdo (1.2.4) (sistemas autdénomos).

1.3- A idéia do segundo m€todo ou método direto de Liapunov

0 trabalho original de Liapunov [1] contém dois mé
todos para a andlise da estabilidade da soluglo trivial de -
sistemas livres e homogeneos conhecidos na llteratura como O

primeiro e segundo métodos de Liapunov.

O primeiro método € aplicado quando o segundo membro
de(1.2.2) tem a forma

£(x,t) = A(t)x + a(z,t) (1.3.1)

~onde A(t) € uma matriz nxm e as componentes de q(x,t) sdo da

(x,t) = JZ::l (ml"‘mn)(t).xﬁl ..; In

Pj Xn
Ih'“h%?]' ?

forma

j:l,o Oon

~em alguma vizinhanga da origem de Rp onde as fungoes pgml"'mn)
para 1l<j<n e m+ Mot..otm, > 1 sdo limitadas e seccional-
mente contlnua39n4¥ cn) qualquer que seja to e R [lﬂ

Se o segundo membro de (1.2.2) for da forma (1.3.1)
a estabilidade da solug@o trivial do sistema

éA(t)(+ a(x,t) (1.3.1)

-7~



pode ser determinada a partir do sistema
x = A(t)x (1.3.3)

chamada aprox1magao linear de (1.3.1), desde que os pontos de
~equilibrio de (1.3.3) sejam isolados tl 17 18]

0 segundo método utiliza fungoes (que s&o generali-
zagoes da fungdo energia total no caso de sistema fisico) cu
jas derivadas ao longo das trajetdérias de.(l.2.2) d2o informa
cdo sobre a estabilidade do sistema. Este método fornece con-
digdes suficientes para a estabilidade,

Para ilustragdo consideremos o exemplo 1.3.1l.

Exemplo 1l.3.1

Seja o circuito RC da fig. 1l.3.1
' /.

+

c = \v %@F{;

descrito pela equagﬁo'diferencial
Q e S—— vc (10304)

A equagfo (1.3.4) tem como solugdo

vo(t) = v () em(——tl;c- ,) ) (1-.3'.5) |

Podemos concluir por inspec@o que o sistema € estdvel, Consi-
deremos no entanto a energia amarzenada no capacitor

-8~



2

= X ,
2
e calculemos o ‘
B, = C 9.7 = - -Q-Rc E,< 0 (1.3.7)

A energia do sistema € sempre positiva e sua derivada no caso
" é negativa, Isto indica que a energia & decrescente. Logo o
sistema tende a um equilibrio estdvel.

- 0 segundo método de Liapunov utiliza uma generaliza -
gdo da andlise acima. Do ponto de vista matemdtico era 1licito
tentar a aplicag@o de fungoes mais gerais nfo ficando restri-
ta a andlise & fungfo quedd medida da energia do bistema. Negte
sentido Liapunov mostrou que se podem encontrar funcoes defis
nidas positivas ou negativas, cujas derivadas 20 longo das tra
jetorlas do sistema, como em (1.3.7), sejam deflnldas e de si
nal contrarlo & fungdo con31derada, além de provar a suflclen
cia das condigoes acima,

- l.4- Comentérios

0 segundo método de Liapunov € poderoso e sua gran-
de vantagem € que as conclusdes sSoObre a estabilidade da solu-
¢do trivial de um sistema podem ser tiradas diretamente dos -
segundos membros de suas equagdées diferenciais, sem necessida
de do conhecimento explicito das suas solugbes.

Bste metodo é de interésse prlnclpalmente nos siste
mas ndo lineares, quando se torna diffeil a obtencdo das solu
goes e quando aqueles métodos cldssicos de Nyquist, etec.,: del
xam de ser aplicdveis.

A grande dificuldade porém reside na procura de uma
fung@o com as propriedades acima. Infelizmente ainda nfo pddg

-9~



mos contar com um procedimento geral que fornega em gqualquer
caso ’uma‘fungéo dé Liapunov. Contudo existem métodos aplicd-
veis a certos tipos de sistemas que fornecem em geral uma -
fung8o de Liapunov. Trataremos destes métodos mais adiante,
Antes porém se fagzem necessérias algumas definigoes e teore-
mas que damos a seguir, |
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CAPITULO 2

DEFINIGOES BASICAS DO PROBLEMA DA ESTABILIDADE

ASSINTOTICA

2.1~ Introdugdo

Bste capitulo contém um resumo dos conceitos de esta
bilidade e os principais teoremas de Liapunov. Baseado na idéia
do segundo método dada antes vamos definir as fungdes de Liapu
nov de modo geral e depois tecer alguns comentdrios sdbre as
fungoes usadas no estudo da estabilidade da soluglo trivial de
sistemas autonomos.

Seja um sistema de equagoes diferenciais de primeira
ordem

y = &(y,t) S (2.1.1)
onde y e R°, tzt e g continua de tal modo que se possa garan
" tir a existéncia, unicidade e prolongabilidade até * omgdado To)
das solugses,

2.2- Movimentos perturbados e ndo pertur'baaos

Consideremos um movimento

l '(y . )= {(y(t),t) e A1 / (%) =lp('t;yo;to), tzto}
*Yo0'"0 v . |
(2.2.1)

-]lle-



onde ® -é a fungdo de transicio de (2.1.1).

Vamos considerar uma'vizinhanga V& de Y, @ e a
, o o

familia
( 1-‘(:y;‘,i:o)) yevV, . (2.2.2)

o]

0 movimento

r(yo,to)

é chamado movimento nio perturbado e os membros da familia -
(2.2.2) diferentes de (2.2.3) sdo chamados movimentos pertur-

(2.2.3)

bados,

Def.: Estabilidade de um movimento ndo perturbado

0 movimento (2.2.3) € estdvel no sentido de Liapunov

se
(¥ 0)@820)(VY t%'to)( I y-v, 1« 5 =>
=Aesy,t,) - & (65y,8,)]12€)
(2.2.4)

Def.: Instabilidade de um movimento nﬁo.perturbado

0 movimento (2.233) € instdvel no sentido de Liapu-
nov se ’ |
(#e>0) 3800 @) v, £ & =
= )\L%(tl.;y,to) - (t37,08, )| 2€)
: ' (2.2.5)
Obs.: As nogoes de estabilidade e instabilidade segundo Lia-

punov néo sdo contrdrias.
g Consideremos a equagdo (2.1.1) e o movimento
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(2.2.1). Fagamos

=)= (t) - ts7,,%,)

b4 .

EntZo y(t) = =(t) +Q({;yo,to) ¥tzt (2.2.7)

-
o

Derivando obtemos

5 = ';:(t)+'li>(t;yo,to)l 5 g(x(t)+\p(t;yo,to),t) |

¥ t=t (2.2.8)

0
DQrivéndo (2.2.6) e substituindo (2.2.8) em (2.2.6) vem
X() = g(x(5)+ B(b370,t,)r8) = § (417, 8)
¥ t;fo | | (2.2;9)

que tem a forma da equag@o (1.2.2) onde

£(x(t),t)= g(x(t)+Q(t;yo,to),{)-\.?(t;yo,to)

Vtat, : (2.2.10)
e £(0,%) = &( @ (t57,,%,)) - (t57,,8,) = ©
5 F t;‘to (202.11)

A equagdo (2.2.9) traduz a evolug@o das perturbagodes
do movimento nao perturbado::(2.2.1). Com a mudanga de varidveis
(2.2.6) o movimento (2.2.3) é reduzido & origem x = 0 e as per
turbagoes, bem como sua evolug@o, passam a ser estudadas por um
sistema do tipo (1.2.2).
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Como os métodos disponiveis para a andlise da estabi
lidade de sistemas nf8o lineares estudam a estabilidade da sdlg
¢80 trivial de um sistema livre e homogéneo, se quizermos estw
dar a estabilidade de um movimento qualquer devemos fazer a -
mudanga de varidveis como em (2.2.6).

Desta forma consideraremos apenas o8 sistemas regidos
por equagoes na forma (1.2.2), supondo ainda que

Diremos neste caso que o sistema pertence & classeéio, se § -
descrito por um sistema: de equagoes diferenciais ordindirias -
de primeira ordem da forma

x = f (x,t)

£(0,t) =0 , ¥ tzt, . (2.2.13)

2.3~ Definigdes de estabilidade para sistemas livres

Def.: Estabilidade da solugdo trivial
A solugdo trivial da equag@o (2.2.13) € estdvel no
sentido de Liapunov se para todo to e R o movimento

_F(O’to) = {(X(t),t) e Bn+l / x=0, t=> 1;0}

é estdvel no sentido de Liapunov.

N

Em outras palavras

(¥ t, e B)( ¥6> 0)(35>0)( lxx 28 =

—‘é-\\Q(t;xo.to) - ‘Q(t;x,to)\\ée), (2.3.1)
Notemos dque g depende de € e de .
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Def.: Estabilidade assintética da soluglo trivial
A solugdo trivial da equagfo (2.2.13) é assintotica
mente estdvel no sentido de Liapunov sefyoﬁé3

i) € estdvel no sentido de Liapunov

ii) 1im W (t3x ,t )1 =0
taco(Q 7o’ 0 '

Def.: Instabilidade da soluglo trivial

A solug8o trivial da equagl@o (2.2.13) € instdvel no
sentido de Liapunov se para todo to € R o0 movimento

| _ 11 _ |
¢ instavel no sentido de Liapundv.
' 2.4- Dominios de estabilidade assintética

Def.: Dominio exato de estabilidade: assintdtica
0 conjunto

A =,4 x e R* / Lim \Wkt;x , b )\= O} (2.4.1)
to - © t> o o0
€ chamedo dominio exato de estabilidade assintdtica da solugdo
trivial da equaglo (2.2.13) em relagdo a t_.
Se # tl,t2 e R > Af é At
o 1 2 |
diremos que A =A, =A, ¢ um dominio de estabilidederassin

tética de (1.2.4), 1 que € o caso dos sistemas autonomos.

Def.: Dominio de estabilidade assintdtica

A um subéonjunto S aberto e simplesmente conexo de A
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‘que contenha & origem de R® chemaremos de domfnio de estabili
‘dade assintética da solug@o trivial de (2.2.13).

Quando A = R® dizemos que a origem & um ponto de e
quilibrio assintdéticamente estdvel globalmente, ou que a solu~
¢80 trivial do sistema (2.2.13) € assintoticamente estdvel glo
balmente. ' ‘

As palavras dominios e regifio tém significado varia
do de autor para autor. No presente trabalho usaremos a con -
vengéo | |

Dominio = Conjunto aberto e simplesmente conexo,
Regido = Conjunto fechado e simplesmente conexo.

Do que foi visto anteriormente nio resulta ébvio que

A, definido em (2.4.1) seja um dominio. Erugin, citado por

o
Zubvov flé], demonstrou que os conjuntos A sdo realmente dominios
e aldm disso que a fronteira de A & a reunifio de uma famflia

de trajetdrias do sistema.

2,5~ Fungoes definidas

Def.: Fung@o definida positiva (negativa)
Uma fungfo

V:Rn+l~9R

(x,8)v> V(x,t)
é dita definida positiva (negativa) se

1) V(x,t)>0 (<0), ¥xfo,¥tx3t, (2.5.1)
i1) V(0,t) = 0,Yt>t, ‘ (2.5.2)

Def.: Fungdo semi-definida positiva (negativa)
Uma fungéo ' '
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v:Rn*lqR

(x,t)—=7V(x,1t)
é dita semi-definida positiva ( negativa) se

i) v(x,t)>0 (<0), x# 0, ’Jtzto (2.5.3)
ii) V(x,t) = 0, ¥t = t (2.5.4)

Def.: Fungdo~ indefinida
se :F* 1, g ndo € semi-definida positiva nem semi
-definida degativa a V é dita indefinida. Em outras palavras

(Fx) 9%, € B)(F t1,t558,)(V(x),%,)>0, V(x,,%,)<0)
. (2.5.6)
Def.: Limite superior infinitesimal
Dizemos que V : B, admite um limite superior

infinitesimal se dado €>0 existe £ (€) arbitrariamente pe~-
queno -tal que, se |xikéentfo temos

H(x,t)lse Ft>t (2.5.7)

o

Qualquer fun¢do que anule na origem admite um limite superior
infinitesimal [19] .

Def.: Conjunto I (¢,h)
~ Seja §: R*+R, definida positiva e h e R, Definimos

3 (,n) = {x/ xe B ad(x) ¢ n} (2.5.8)

Def.: Pungdo-T _
Dizemos que uma fungdo \P R* > R € fung8oW se sa-
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tisfaz as propriedades

i) \Qé'continua ¥x e B* ¢ admite derivadas parciais
ii) ¢ (o) =
iii) ¢ (x)> © ¥x#0
iv) Os conjuntos L({,h) sdo llmltados y hésup \P(x)

xe

2.6- Puncoes de Liapunov
| Baseado na discussd@o do capitulo anterior vamos con
siderar fungoes que tém propriedades de fungdo de energia, mas
que néo representam a energia do sistema necessiariamente. Vamos
admitir que V: Rp —>R & contlnua e tem derivadas parciais,

Def.: Fungdo de Liapunov para estabilidade

Dizemos que V é fungd8o de Liapunov para estabilidade
da solucgdo trivial do sistema (2.2.13) em D e¢ R%,-D aberto,=-
91mp1esmente conexo e contendo a origem, se existe uma fungdo-M
 tal que

v(x,t) > 0(x), ¥x+fo, Vltzto (2.6.1)
v(0,t) = 0, V¥ t = b, | (2.6.2)
V(z,t) £ 0, ¥xe b, ¥tz 6 - (2.6.3)
V(0,t) = 0, ¥x e-f;g, Ytz 4. (2.6.4)

Def.: Fungfo de Liapunov para estabilidade assintdtica

Dizemos que V é fungZo de Liapunov para estabilidade
assintética da solugdo trivial do sistema (2.2.13) em D ¢ R,
se existem fungdesT VY, e © tais que

V(x)2> v(x,t)>Wx), YxeD,¥t2rt, (2.6.5)
V(0,t) =0 Vtxt (2.6.6)
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T(x,t) € -6(x),¥x e D,V t3t, (2.6.7)

v(0,t) =0, ¥ xeD, tyt, (2.6.8)

"Em resumo uma fungf@o de Liapunov para estabiliddde
assintética da solugdo trivial do sistema (2.2,13) € uma fun
¢80 definida positiva limitada por duas fungdes e que tém de
rivada definida negativa ao longo das trajetdrias do sistema
(242.13). Do mesmo modo poderiamos definir uma funcfo que -
fosse definida negativa e cuja derivada ao longo das trageto
rias do sistema (2,2.13) fosse definida posmtlva.

A derivada de V ao longo das trajetdrias do sistema
(2.2.13) é dada pela expressdo

n AV. . g V ' 2,y
v % i IV , ¥xe R,¥t=¢
(x, ) - i1 9% N 9t °
| » n v
. i v _ ,
ou V(x,t) = él =T £, + 3% Vv £+ — fat
" ¥xe R, vt z t, (2.6.9)

ondeVV' é o transposto do vetor gradiente.
2.7- Principais teoremas de Liapunov

Teorema da estabilidade .

A solugao trivial do sustema (2.2.13) € estdvel no
sentido de Liapunov se ex:rste uma : fungao de Liapunov V : Rn!-&
definida positiva ou negativa, cuja derivada ao longo das tra-
jetdrias do sistema (2.2.13) em relagdo ao tempo € uma funcgdo
semi-definida e de sihal contrério a V. em D c B*, ¥tz 1.
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.Teorema da estabilidade assintdtica

' A solugao trivial do sistema (2.2.13) é assintd-
ticamente estdvel no sentido de Liapunov se existé uma fungao
de Llapunov V- Rn+_g>R definida positiva ou negativa , cuja
derlvada 20 longo das trajetdrias do sistema (2.2,13) em rela
¢80 ao tempo & uma fun¢do definida, de sinal contrdrio a V, em

Dec RE, ¢dt>t

Teorema da instabilidade

Se existe uma fungio V: i g

(x,t)>V(x,t)

que admite um limite superior infinitesimal e cuja derivada ao
longo das trajetdérias do sistema (2.2.13) em relag@io 2o tempo
é uma fungdo definida positivaion negativa e, se a V, para x
suficientemente pequeno e valores de t suficientemente grandes
tem o mesmo sinal que a derivada, entio a solugfo trivial do
sistema (2.2.13) € instdvel,

A prdva destes teoremas pode ser encontrada nas re-
ferencias [1 17,18 20] A fungdo V foi considerada definida
e continua em R . Para se garantir ou nao a estabilidade da
solucdo trivialcdo sistema (2.2.13) exige-se um comportamento
determinado em relag@o a sinal para a fungdo V, bem eomo para
sua derivada. Desse modo € mais ou menos evidente que existi-
4 um certo dominio contido em D para o qual o comportamento
em relagﬁo}a sinal da fung8@o V e de sua derivada verificam as
cdndigaes dos teoremas. A éste dominio chamaremos domfnio de
estabilidade ou instabilidade. Devido ao objetivo deste traba
lho mencionaremos somente dominios de estabilidade tal como
definidos em 2.4. |

Do ponto de vista de aplicag@o, encontrada uma fun-
¢cdo de Liapunov o problema da estabilidade da solugdo trivial
de sistemas como (2.2.13) tem solugdo elegante. A questio po=
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rém € que, infelizmente, estas fungoes ndo sio finicas e de modo
geral, encontrada uma delas, n§9 sabemos se o domfnio determi-
nado € o mais conveniente. Outra quest2o. que surge é.a de se -
para qualquer sistema estdvel existe ao menos uma fungdo  de
Liapunov. Este provlema € chamado o problema inverso e Se en-
contra resolvido satisfat&riamente somente para sistemas auto
nomos lineares, apesar de resultados promissores j& obtidos -

¢ [a1]).

Conforme mencionado por Hahn [22] o interésse nos -
teoremas inversos tem importé:ncia tedrica mas nfo encontram -
grande aplicagdo no tratamento dos problemas da estabilidade -
na prética, jé que éle supde o conhecimento anterior de solu -
¢do das equagoes que regem o Sistema. E claro que,.eventualmen
te, o conhecimento da existéncia~ da fungdo de Liapunov pode
ser muito importante. ﬁ

Nae determinag@o das fungoes de Liapunov foram inves-
tigados procedimentos 1dgicos que se aplicassem a qualquer sis
tema. No entanto os resultados obtidos sdmente sdo aplicdveis
a certos tipos de_siétemas. 0 método de Zubov [16] por exemplo
exige que o sistema admita uma aproximagdo linear assintodotica-
mente estdvel. O método de Schultz-Gibson exige que o sistema
seja de um tipo determinado com um unico ponto de equilibrio.
0 de erges Vieira exige que um certo conjunto conitenha a ori
gem em seu interior.

Trataremos quase que exclusivamente do problema da
determinag@o de regides de estabilidade assintdtica para sis
temas autonomos usando formas quadrdticas e os procedimentos
acima,

_ Exigtem na literatura certos estudos que conduzem a
fungoes de Liapunov através de consideragdes sobre os balangos
de energia do sistema fisico. Este € o caso de reatores quimis
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cos, por exemplo, onde existe uma série de fungoes de Liapunov
propostas. No entanto éstes estudos cuidam do problema da esta
bilidade da solugdo trivial para um sistema fisico particular,
ao contrdrio dos métodos citados,

E conveniente considerar, devido 4 sua grande aplica
bilidade e'importéncia prética, o caso dos sistemas autonomos
com maior énfase, Os sistemas autonomos, em contrdole por exem-
plo, correspondem aos reguladores onde se quer manter uma de =~
terminada varidvel de saida em um certo valor independentemen-
te de variagdes na entrada do sistema ou em seus pardmetros.

0 segundo método de Liapunov fornece condigoes sufi-
cientes para se estudar o comportamento de sistemas em regime
permanente sob a influéncia de perturbacoes, permenentes ou nfo.
A atenclo tem sido voltade principalmente para o caso de per-
turbagoes passageiras.

Devido 3s consideragoes feitas sobre translacdo no
tempo para sistemas autonomos, podemos reduzir o estudo do sis
tema em regime permanente com perturbagoes passageiras ao es-
tudo de um sistema com um ponto de equilibrio na origem e ‘em
que contamos o tempo a partir do instante em que cessa a per-
.turbagéo. Isto pode ser feito considerando a origem como um
ponto de equilibrio e estudando sua resposta a condigoes iniciais
aplicadas equivalentes -4 perturbacgfo,

Assim, para as consideragoes dos capitulos seguintes
€ importante considerarmos os itens seguintes.

2.8~ 0Os sistemas autonomos
Seja o sistema

x = f(x) , xe R®

£(0)-= 0 (2.8.1)

.



onde o segundo membro satisfaz condigoes semelhantes dquelas
impostas ao{segundo membro de (1.2.1).

As de_:f‘:i:ni@?)'es de estabilidade para éstes sistemas séo
as mesmas que aquelas dadas em 2.3. Vamos repetir gue o segun-
do membro de (2.8.1) nfo depende explicitamente do tempo e, co
mo fungd@o de Liapunov para estabilidade assintdtica da solucéo
trivial de (2.8.1), podemos usar uma v : R°» R ( independente
de t) com as propriedades

v(ix) = O (x)> 0, ¥ x# 0 (2.8.2)
¥(0) = 0 c (2.8.3)
v(x) <“9(x) =0,¥x#0 (2.8.4)
v(0) = 0 - | | (2.8.5)

onde (Qe 0 sfo funcgdes-T, ou, resumindo,

v(zx) >0 ¥x#0 | (2.8.6)
v(0) = 0 | ‘ - (2.8.7)
v(x) <0 ¥x # 0 (2.8.8)
wWo)=0 |  (2.8.5)

Continuam vdlidos os teoremas de estabilidade, estabilidade
assintdética e instabilidade se trocamos (2.2.13) pelo sistema
2{2.8.1) e a

Ve Rn+l-—> R
(X,t)}—gV(X,t)
pela fungéo
‘ v: Rn—-> R
x-+»=v(x).
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Para completar éste capitulo € interessante dar uma
interpretagéo das fungoes definidas em sinal., Consideremos -
X e R® para facilitar. Assim v(x) ='v(xl,x2); Fagamos

e vamos construir um grdfico escolhendo para eixos de referég

cia %y, X,, 2z como na figura 2.8.1.
At ‘ '

| - K2 K%,

[

A KZ KS

Iy
(a) (b) .
fig. 2.8.1

Como v(x)> O, definidae continua para qualquer x # 0 e v(0)=0,
‘a equagdo (2.8.9) representa uma superficie em R3 com o aspecto
de figura 2.8.la. Se tomarmos Z = k teremos

t
-t

k= v(x,%,) (2.8.10)

- que € uma curva fechada resultante da intersegdo de um plano
paralelo ao plano XX, com a superficie de equagdo (2.8.9). Con
siderando agora as projegoes destas curvas fechadas, obtides va
‘riando k, sabre_o plano X X, obteremos curvas fechadas,cchama-
das curvas de nivel de v, como na figura 2.8.1b,que determina-
‘rdo conjuntos ‘de valores em seus interiores. Con51deragoes seme
lhantes podem ser feitas para o espago Rn

2.9~ Comentdrios

Considerando as propriedades da fungio de Liapunov
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concluimos que uma das etapas presentes na procura de uma tal

fungdo € a verificaglo da sua definig@o em sinal. As formas -

quadra’ticas do tipo

| x' B x,

ondé B € uma matriz nxn e x @ R°, sdo candidatas ¢ se sfo defi
nidas ou nfo, pode ser determinado utilizando-se as condigoes

de Sylvester., As fungOes ndo quadrdticas em geral sdo de diff

eil decisfo quanto a sinal, Assim € licito e conveniente ten-

tar antes de tudo formas quadrdticas como funcdo de Liapunov.

Bste procedimento € o objetivo do capitulo éeguinte.

R Y Ty -

=25=



CAPITULO 3

AS TFORMAS QUADRATICAS COMO FUNQ_KO DE LIAPUNOV

3.1- Introdugéo

_ Para.que uma v: R0 R possa ser escolhida como pos
sivel fungdo de Liapunov, a primeira imposigZo sdbre a mesma ¢&
que ela seja definida, De um modo geral nem sempre ¢ fécil deci
dir se v é definida ou ndo.

.7‘ .<“ ~ . ’ 9 ~
Da classe das fungoes provdveis fazem parte as fungoes

do tipo
vi ®—» R
% +—> v(x) = x'Bx
_ n n ‘
onde xfo ='z:; IZZ: . bij'xi Xje

Ci=l =1

Estas fungdes em particular permitem verificagdo de sinal com
a utilizag@o das condigoes de Sylvester.

3.2- Condigdes de Sylvester [23]
Para a forma quadrdtica x'Bx ser definida positiva

€ necessdrio e suficiente que a matriz V seja definida positi
va isto é; todos os determinantes menores principais dominan-
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tes sZo positivos, ou seja

Dy = '|b11|> 0
I b
D, = 11 "12 > 0.
- {byy b22
bll L 2R J b]_n
D, = . > 0.
bnl LI bIm

De modo semelhante, para gque x'Bx seja definida ne-
gativa é necessdrio e suficiente que a matriz B seja defini-
da negativa, isto é, tenha os determinantes menores prineipais
dominantes de ordem par positivos e os de ordem impar negati-
vos, ou 3eja '

D;< 0, Dy> 0y ees, (<1)* D >0
Convém observar que se Dy >0, D,72 0, ... , D >0 isto ndo im
plica necessidriamente que a forma quadrdtica x'Bx seja Semi-de
finida positiva [23] .
3.3- Pungoes de Liapunov para sistemas Lineares:

Consideremos os sistemas da forma

hd -
x = AX
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onde A é uma matriz constante nxn e xe R', Consideremos tam-
bém uma fungéo
v: > R ~
x+=v(x)= x'Bx,

onde B € uma matriz constante nxn, e calculemos sua derivada
ao longo das trajetdrias do sistema (3.3.1)

& - ;' Bx+x'Bx N/x-e =
at -

=x'A' Bx+t+x'BAx , ’leeRn

ou av - L '[.A'B '\‘B‘q X, ¥xe B® (3.3.2)
dt -

Admitindo-se que v é definida positiva, temos que ter v defi
‘nida negativa para que v seja uma funcio de Liapunov para es-
tabilidade assintdtica da solug@o trivial de (3.3.1). Escres
vamos '

v(x) =-x' Q@ x (3.3.3)
onde -Q = (A'B+BA) - (3.3.4)

Desse modo, dado o sistema linear (3.3.1), precisaé
mos encontrar condigoes sob as quais a matriz Q seja defini
" da positiva o que implicaria na estabilidade assintdtica da -
solugdo trivial do sistema (3.3.1). Assim vamos escolher a ma
triz Q e determinar os elementos de B mediante a resolugfo de
um sistema de n? equacoes algébricas lineares. Considerar a .
matriz B simétrica acarreta que Q também € simétrica como po-
de ficilmente ser verificado. Com esta céonsideraglo,escolhida
uma matriz Q, a matriz B pode ser determinada agora resolven-
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do-se Eiﬁill equacoes lineares que sempre tem solug§g§[;§l.

2

E importante notar que, se a solﬁg&o trivial do sis
tema (3.3.1) € assintdticamente estdvel, isto é, a matriz A -
tem todos os autosvalores com parte real negativa, existird -
sempre, escolhida uma matriz Q definida, uma matriz B, unica

. , . n!n-}-l! ~
mente determinada atraves de um sistema de equagoes
TR e ey - 2 v
Iinéarés; de sinal oposto ao da matriz Q Ll,l7,24 .

Existe uma relagio importante e que nos serd bastan
te dtil no capitulo seguinte, entre os sistemas lineares e as
formas quadrdticas. Esta relaglo é dada pela proposigfo seguin
te.

Proposigdo 1 ,
Uma condig8o necessdria e suficiente para que a for
ma quadrdtica x'Ax seja definida negativa é que o sistema

x = AZX,

obtido com a matriz A da forma quadrdtica, seja assintdticamen
te estdvel, isto €, tenha auto-valores com parte real negati-
va.
lProva I

a) Suficiéneia |

Seja x e R e A uma matriz nxn.

Se;ja.')\;i 0 i-ésimo auto-valor e consideremos os n
auto-valores em ordem crescente

Mhehe Leh

¥ - Salvo mengdo explicita em contrdrio consideraremos sempre

a matriz B simétrica.
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se houver n-q auto-valores repetidos e onde )‘n-q £ 0 . E conhe

cida a seguinte relagdo entre os auto-valores (_2ﬂ

MeEAZ 2\ Yxpoxe®  (3.3.5)

o x'x

Existe X # O tal que
1

%

<1
Ml

e X #0 tal que

Wil

&
)\n-.q B

M

%!

Assim para x'Ax ser definida negativa é suficiente que Xn-q‘ o]
jé que x'x >0 Yx # 0. Mas isto ¢ nossa hipotese. Dai segue
a suficiéncia. |

b) Necessidade

Admitindo agora

x'Ax <0 Vx#o

TR T A _q<0 porque como
X'AX o\
‘ T o~ n-q
x'x
ou x'Ax < }\n-q x'x,

e x'x>0 Vx # 0,' segue que )\n_q<0 necessaériamente., Mas
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N oL ...é}sn_q

que garante que & proposigdo € satisfeita, suficiente e neces
sariamente, '

'E conveniente agora, ainda para aplicagdo no capitu
lo seguinte, enunciar a proposigf8o abaixo, que nos garante que
A pode ser uma matriz dagonal quando tomemos v como fungdo de
Liapunov para o sistema (3.3.1).

Proposigdo 2 |

Um sistema linear autdnomo cuja soluglo trivial € as
sintdticamente esfdvel ( auto-valores com parte real negativa)
admite como fung@o de Liapunov uma forma definida positiva do
tipo

v Rn——vR

x+—v(x) = x'Bx

onde B € uma matriz diagonal e §’1, 3/2, ;,. ’ <n 08 elemen~

tos da diagonal principal.

Prova

_ Para provar a proposigﬁb € suficiente provar que a
derivada em relagdo ao tempo,:=20 longo das trajetdrias do_sig
‘tema (3.3.1), € definida negativa.

Da mesma forma que antes

\;.(x)= x! {A'B““BA]X ) ¥Yxer®
onde a matriz .
| -(A'B 4 BA)

-31-



deve ser definida positiva e pode ser escrita na forma

r

’-é- 4 L o0 el —( r 7]
%1’71 nlin a%lgl... ceeag €9
¢ a..{. . ai.{;
- 4 ) LY Jng.vo.- + '. LN iJ Leoo g
aln{l... loooanngnj anl(nooo oooannzn
- - "‘J'

Aplicando agora as condigoes de Sylvester para as parcelas aci
ma temos, para o k-é€simo menor principal dominante (k=1,2,...n),

811°° 81
- ‘A'Bl f-(§1§2...}k) . . >0
| PRTTRL e

0 que acarreta
x'"(-A'B)x > 0

porque -A definida positiva implica em -A' definida positiva.
De modo semelhante

: 8y7eee By
- IBAI = -(f192... 1x) : S 0
8r1°c Bk
e também
x'(-BA)x >0

Se cada parcela € definida positiva também o serd sua soma e,
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em consequéncia, a fungdo
v: B*—~ R
X \—v(x) ='x' [ A'B + BA].x,

€ definida negativa. Além disso v(0) = O e portaﬁto a v do e~
nunciado € fung¢do de Liapunov para o sistema (3.3.1).

3.4~ Sistemas que admitem aproximagdo linear

-

Em certos casos o sistema de equacgoes diferenciais
ordindrias

x =f(x) , xeR (3.4.1)
£(0) =0
‘ P Pode ser eserito na forma

£(x) = Ax + g(x), ¥xe F? (3.4.2)
onde A é uma matriz constante nfo singular e g: R—»R" &
uma fungfo cujas componentes g;: R*— R s8o fungdes algé-
bricas nio lineares de x de grau maior ou igual a dois.

Da equacio (3.4;2), considerando que a funcio g:R-—wR"
' possa ser expandida em série de poténcias em torno da origem,
ras varidveis Xp9Xpgeees Xy comegando'com térmos de ordem maior
ou igual a dois, podemos obter o sistema

x = Ax (3.4.3)

chamado aproximagdo linear. As imposigoes acima implicam em
que f(x) possa ser expandida em série onde a primeira parcela
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contém os térmos lineares e a segunda contém os té€rmos de or-
dem superior ou igual a dois,

Assim se de (3.4.1) podemos obter (3.4.2) e g admi-
te expansfo em série em torno da origem, podemos obter (3.4.3)
diretamente, simplesmente tomando apenas os térmos lineares.

Sobre Sistemas: deste tipo Liapunov [;1] estabeleceu
0 seguinte teoreﬁa, muito representativo para o estudo da eg
tabilidade. |

Peorema da aproximac@o linear

Se a solugdo trivial do sistema (3.4.3) € um ponto
de equilibrio assintdticamente estdvel, ou seja, se A tem au
to-valores com parte real negativa, entfo a solugfo trivial
também € um ponto de equilibrio assintdticamente estdvel do
sistema (3.4.1), cujo segundo membro € da forma (3.4.2).

Se A possue pelo menos um auto-valor nulo estaremos
em presenca de um caso critico. Margolis [12] prova que neste
caso nfo hd regifio de estabilidade assintética que contenha a
origem. Assim estudaremos os casos em que A tenha auto-valores

com parte real negativa, A importdncia deste procedimento resi
" de no fato de podermos tirar conclusdes rdpidas do sistema em
questio acérca de um possivel dominio de estabilidade assintd
tica de (3.4.1), cujo segundo membro admite a forma (3.4.2) ,
analisando a aproximagdo linear,

3.5- Fungdo de Liapunovpara sistemas nfo lineares - Formula-
¢c8o de Krasovskii '

Consideremos o sistema autonomo
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X = £(x) | (3.4.1)
£(0) = 0

onde f: R*—>R" em geral n2o linear. Seguiremos o procedimen
to usual fornecido por Krasovskii [25] e que é uma extensdo
- do frabalho de Liapunov, '

Vamos escolher como fungZo de Liapunov a forma qua.
drdtica

v(x) = f'Bf 3 X e R? | (3.4.4)

onde B ¢ uma matriz definida positiva constante (simétrica) e
£' é a matriz f transposta.

Galculemos a derivada de v em relagdo a +t ao longo
das trajetdrias de (3.4.1)

& = G =f£1BF+£'B £ (3.4.5)
at - |
Mas . 9
p=8- 2£.2x -3f , - 4
- at 2x 2t - 9=x
onde [~ -
A 05, 9
" 9% P
J‘ = l:g. = : '
Jx °
0% % *n

Assim ao longo das trajetdrias de (3.4.1)
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v(x)

|

£f'BJf &+ £'9'B T

ou x'r(x) =f'( BJ+ J'B)f | (3.4.6)
Escrevamos

v(z) =-£'0f
onde | -Q = BJ+J'B

A condigéo para estabilidade assintética agora fi-
ca reduzida & imposigfo de restrigdes sobre a matriz Q de mo
do a tornd-la definida positiva. Escolhida a matriz Q podemos
tentar determinar os elementos de B, Se éstes elementos sfo
tais que a matriz B seja definida positiva, todas as condigdes
sdo: «L. satisfeitas e a estabilidade assinttica & assegurada.

Note-se que aqui ndo se garante sempre a existén-
cia de B definida positiva podendo mesmo nem existir. Bste
procedimento 44 portanto condigoes .suficientes, Se ndo for pos
sivel encontrar a matriz B escolhendo a matriz Q nflo se pode
concluir a instabilidade da solugdo trivial do sistema (3.4.1).

3.6- Dominio de estabilidade assintdtica

Consideremos o sistema (3.4.1) e vamos admitir que
exista uma fungfo de Liapunov v para estabilidade assintdti-
ca da solugdo trivial de (3.4.1). Isto equivale a dizer que
a v é, por exemplo, definida positiva e sua derivada em rela
¢2o ao tempo 20 longo das trajetdrias de (3.4.1) € definida
negativa, Para determinar um dominio de estabilidade assintd
tica vamos proceder como segue.
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Escrevamos

v(x) =c, xe R, ¢>0, ¢ e R .

Podemos variar ¢ até obter
v(x) = cq

que tangencia a superficie definida pela equacdo
v(x) = 0.

0 conjunto de pontos interiores & superficie fechada
- w(x) =c

830 tais que
v(x) <0

formando portanto um dominio de estabilidade assintética de
solugdo trivial do sistema (3.4.1). '

2

Considere x ¢ R™ e veja a figura 3.6.1 para ilizstrg

fig. 3.6.1
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3.7- Comentdrios

Na procura de uma fungdo de Liapunov a primeira
tentativa sempre recai nas formas quadrdticas pela faéili
dade de discussdo de sinal que apresentam. Em realidade na
maioria das aplicacdes do segundo método de Liapunov consi
dera-se uma forma guadrdtica bdsica -x'Q x e procura-se
obter a forma x'B x de sinal contrdrio. Esta discussé@o no
entanto nem sempre € fdcil, especialmente se o sistema ndo
admite aproximag@o linear e, além disso, a matriz B  pode
nem existir. Repetimos que se B nido € encontrada ainda néo
se pode concluir instabilidade para o sistema considerado.

Devido a estas dificuldades tem-se procurado ma
neiras diferentes de ataque ao problema. Este € o objetivo
do capitulo seguinte, onde damos uma aplicagfdo do método
dos sistemas lineares associados aos sistemas autonomos.
Bste procedimento se baseia na escOlha prévia de uma for
‘ma quadrdtica de certo tipo e, usando a nogdo de sistema
linear associadg permite conclusdes sobre a estabilidade
agsintdtica da solugdo trivial de sistemas como (1.2.4).

w==000===
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CAPITULO 4

APLICAGKO DA TEORIA DOS SISTEMAS LINEARES ASSOCIADOS A0S
SISTEMAS  AUTONOMOS

4.1~ Introdugéo

~ Bste capitulo é baseado no‘trabamho do professor L.
R. Borges Vieira [261 e seu prinecipal resultado € uma padroni
- zag8o das escOlhas arbitririas permitidas pelo método. Estu -
dando sistemas autanomds e procurando‘dominioselipsoidais e:
e esféricos de estabilidade assintdtica pudemos chegar a algu
mas conclusdes interessantes. |

E bem verdade que as escolhas permitidas pelo méto
do de Borges Vieira dfo flexibilidade mas também aumentam as
dificuldades.ide aplicagdo pelos utilizadores menos experimen
tados.

A escolha que fixaremos permitem mais facilidade -
nes aplicagdes. Para isto-foi necessdrio modificar alguns teo
remas € introduzir outros. Borges Vieira define fungdes e con
juntos importantes para seus resultados. Daremos sdmente um re
sumo destas/definigSes e o faremos jd com o intuito de apliecd
las aos sistemas autonomos.

4.2- 0 sistema autonomo de classe €{.

Consideremos o gistema

x = £(x) , o | (4.2.1)
£(0) =0



onde f: sl o

x —=f(x)

e satisfaz todas as condigbes usuais para existéncia, conti-
nuidade, unicidade e prolongabilidade até ® das solugoes.

4.3- A fung@o de Liapunov

Em seu trabalho Borges Vieira estuda os sistemas
'nfo autonomos de um modo geral e utiliza como fungé'iii de Lia
punov uma fungdo V(x,t) para estabilidade assintética da solu
gdo trivial do sistema (1.2.2) que tem propriedades como em
2.6. Utilizamos vdrias fungdes-T de modo que

Y@z Wz, Vxer
e \.T(X)é:-Q(x), ' VxeRn,‘

Ao tratarmos com sistemas autonomos usaremos aqui,

‘como fungdo de Liapunov, formas quadrdticas definidas positiw
vas. Estas formas pertencem & classe T e, de acordo com a

discussfio de Borges Vieira, hd interésse em se tomar

Y@ =v@ =0, ¥xe @

® conveniente também tomar © menor possivel. Em particular
" tomaremes ©(x) = 0 para os sistemas autdénomos, o que elimina
a necessidade de vdrias escélhas arbitrdrias. Desse modo uti
lizaremos fungoes de Liapunov como definidas em 2.8 para es-
tabilidade assintdtica da solugdo trivial de (4.2.1), ou seja,
usaremos uma fungéo v: R°>R tal que |
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v(x)> Oyle # 0 ; (4.3.1)

v(0) =0 » - (4.3.2)
v(x)< 0, ¥x tFo (4.3.3)
v(0) = 0

4.4~ Teorema e definigGes importantes .

Bef.: O nimero h(v,D)
| Seja v: R™>R uma fungdo e D € R® aberto.conexo,
que contém a origem em seu interior. Definimos

.;h‘(v,D) sup{h / he (0, sup v)A L.(v,h) c D}

. -n

onde L(v,h)

)‘ xe B® / v(x) < h}
E claro que da definic8o
0 < u(v,D) L sup v

Def.: O conjunto © (#,D)
Seja v e D como definidos antes.,

© (v,D) = 1| x/ xe DA v(x) <'h(v,p)} (4.3.4)
Podemos eserever também das definigdes acima que

G(v,p) = L_) Int L(v,h) T (4.3.5)
- 0<n<n(v,D) |

e ainda que
G (v,D) = Int L(v,h(v,D))  (4.3.6)
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Teorema de Borges Vieira
Seja v: RP—R

x +—>v(x) = x' B #.

Se v é uma funcdo de ILiapunov em D para estabili-
dade assintdtica da soluglo trivial do sistema (4.2.1) onde
"B é uma matriz nxn,'constaﬁte, definida positiva (simétrica),
_entdo os conjuntos © (v,D) sfo dominios de estabilidade as=-
sintética da solugfo trivial do sistema (4.2.1).

Prova

° Devemos mostraf}que o
lim  ((t,x,) = o, "leo e G(v,D) (4.3.7)
t=0 g _ _
Mas x, ¢ 6(v,D) =" v(x;) < h(v,D)..

Mostremos primeiramente que

ua  v(Q(t,x)) =0 ¥xe 6(v,D)
t—~ o :

Consideremos a relagdo (4.3.3). v & uma derivada em relagdo
ao tempo e estritamente negativa para (P(t,xo) e D~ {0} .

~ Entdo | - !
B,D)>v(§ (£, %)) >v(§ (,%))» ¥

¥x, ¢ 6(v,0) ,¥t51,

onde v é um nimero real conveniente. A fungéo v é definida
 positiva. Logo ¥V ndo pode ser negativo e também nio pode
I d

ser pesitivo porque para qualquer x = @(t,xo) £0 v e
negativa. Assim V € estritamente decrescente e assume vald
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res menores do que qualquer restricdo inferior positiva
estabelecida. Entdo

1lim v( '\p(t,xo')) =v =0, '\J‘xo e U(v,D)
t—>- o : :
. (46308)

A matriz B € constante, simétrica e definida positiva admi
tindo portanto n auto-valores reais positivos >\l’ ,)\
gque suporemos em ordem crescenté

n

o Mg Nyg v g

Sabemos que

A < X'Bx
1 x'x

>\ v)ﬂLx-fO,xeRn

n

N

Como )\1 x'x £ x'B x "Vl'x e B®

‘e a v(x) = x'B x é funcdo de Liapunov por hipdtese

Elt_in;o v( \O(t,xo)) = %in;g(O(t,xo)]'B (p(t,xo) = 0,}

po_rciue v(x) = V(\Q(t;xo)) =x'Bx2 )1“ t()('li;xo)”

’\7{' x = (P(t,xo) e 6(v,D)

Mas para que x=‘Q(t,xo) tenda a zero necessiriamente todas
as componentes de x deven tender a zero também. Desse mo
do

Ifﬁlm \P(t,xo) = 0 \lxo e 6(v,]?)

que nos garante a tese do teorema,
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4.,5- Familias de Sistemas associados

Consideremos novamente o sistema de classe €

x=f(x) , xe B® _ (4.5.1)
£(0) =

Seja z = (zl,zz,..., Z, )' e Rn.Vamos escrever a seguinte

familia de sistemas de equagoes diferenciais ordlnérlas de
primeira ordem parametrizada pelo vetor z

X = ul(xi,...,xh;zl,...,zn)

X, = "un(xi,...,xh;zl,.a.,zn) (4.5.2)
onde as fungoes de transigdo mi (i = 1,2y..,n) dependem de
z. Escreveremos abreviadamente (4.5.2) como

X = U(X;Z) (405-3)
Def.: Familia de sistemas associados

Dizemos que a familia de sistemas de equagdes dife

" renciais (4.5.3) € uma fam{lia de sistemas assoeciados, em D,
ao sistema (4.5.1) se as duas condigdes seguintes sfo satisfei
tas

. i) Acada z e DC R* corresponde um sistema
x = U(x;z) da familia (4.5.3) que pertence & classe€ ;
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11) A fungao U(x;z) deve ser tal que
U(z3z) = £(z) Y¥zeD (4.5.4)

A condigfo ii € chamada de condiglo de associagfo e pode
ser 1nte1pretada do seguinte modo. Se,]aX'(t :é ) uma traje
téria qualquer tal que em t = t o ponto que descreve a
trajetdria estd na posigdo z, isto é

z : Q(Eaxo)o

Con81deremos o gistema da familia 335001ada

(4,5.3) que corresponde a (Q(t X, ) e seaaj?(z,t)
a trajetdria deste sistema que em t = t passa por
z = Q(t,xo)'

A condigfo ii indica que as trajetdriastém no ponto z
o mesmo vetor velocidade, isto €

_ Q (t,Z) f éL(t,z)

onde Q(t,z) € a funcdo de transigfo do sistema obtido
fixando-se z na familia associada (4.5.3).

Em particular as trajetdrias tem o mesmo vetor
tangente. Por outro lado se a famflia (4.5.3 satifaz &
condigdo i e se a igualdade dos vetores velocidade tem
lugar em qualquer ponto de qualquer trajetdria.de (4.5.1),
ent@o a condigdo 1ii € satisfeita necessiriamente.

4.6~ Familia de sistemas lineares associados
B conveniente verificar se dado qualquer siste-
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macda classe € sempre existe uma familia de sistemas asso
ciados. Se as familias associadas a um dado sistema nfo 1i
near sfo também ndo lineares, o estudo destas ultimas nfo-
apresenta grande interésse. Neste sentido a proposigéo se-
guinte é muito importante.

Proposicio 3

Qualguer que seja o sistema (4.5.1) de classe €.
existe pelo menos uma fam{lia de sistemas lineares associa
- da a éle.

*

Para a prova desta proposicdo Borges Vieira construiu
uma familia linear associada e mostrou que as condigoes i e ii
s8o satisfeitas, Esta familia é da forma

onde os elementoS uik(z), (i;k=1,2,..,n) sdo da forma -

. Z .
_ - k
uik(?‘l?o‘.,zn) " o 5 fi(zl,..ro,zn)
Zas
'QZ: J
. jzl
¥zep - }o}, (4.5.6)

‘ n .
. cro2 o 2 _ _
isto € “z“ = Z::zj::f O,ese z =0 uik(o,...,o):o,
jzl . .
onde fi(z)'é a i-ésima componente do vetor f£(x) com x= z.
Tendo em vista as condigdes de associagdo, em par

ticular a ii, Borgestﬁeira mostrou que existe uma relagéo
entre a estabilidade dos sistemas associados da famflia -~

(4.5.3) ec o sistema (4.5.1), tratando-se da estabilidade da
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solugdo trivial,

. . T
Vamos construir a fungdo v (x;z), derivada de v
em relagdo a t ao longo das trajetdrias dos sistemas asso

’

c¢iados.
. 'n ' |
v (x52) =7 %%51%3‘ X,z @ D (4.5.7)
S i=1
v (XBZ) = f in g x,zeD izl ...m (4 ,5.,7&)
Teorema . =71 :

Seja z e E, {OYCE, E aberto e seja x = U(z,x)
ume fam{lia associada ao sistema (4.5.1). Se a fungdo v &
fungfo de *Liapunov em D para todes os sistemas associados
obtidos fixando~se um 2z @ E, entég se G =DNE,a v §&
também fungdo de Liapunov em G para estabilidade assintd
tica da solugdo trivial do sistema (4.5.1) dado. -

Prova v .
.Se v € fungdo de Liapunov para os sistemas asso
ciados entdo '

v(x)>0 ¥xe D | (4.5.8)
v(0) =0 | | (4.5.9)
F.(x;é)<0 MxeD, ¥z eE (4'.5.‘10)'
T(052=0 ¥NzeE « (4.5.11)

Como

lofc E e {OlcD =3l0)c @G
Consideremos agora X,z @ G, Assim

v(x)>0 ¥xe € ' (4.5.12)
v(0) = 0
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T (x32)<0 WYxz e 6 (4.5.13)
?.(O';ZFO ¥ze G (4.5.14)

Agora em G tomemos x = z e podemos escrever (4.5.13) e
(4.5.14) como |

¥ (2;x)<0 ¥xe G (4.5.15)
% (030) = 0
onde' '\?.(x.*,:x:-) = i VK_’L(X) ui(x;x) C (4.5.16)

i=1l

vdlida para qualquer xce D e consequentemente para qualquer
x @ G. A condicdo ii fornece

U(x3x) = f(x)? \v[xe G

Substituindo em (4.5.16) vem -
n

‘i'r°(x;x) = Z v}&(x) fi(x) -‘le e G

i=1

onde o segundo membro € exatamente v’ derivada de v ao longo
das trajetdrias do sistema (4.5.1).

A prova do teorema fica completada se considerarmos
agora as relagoes (4.5.12) e (4.5.15) escritas

v(x)>0 ¥x e 6 ,%x£0

v(0) =0

V.(x) <0 x e G , x 0

v (0)= 0.
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Combinando o teorema de Borges Vieira e o teorema
anterior podemos enunciar o critério abaixo.

Critério 1

Se o sistema de classe € (4.5.1) tem uma familia
de sistemas associados (4.5.3) constitufida de sistemas as-
sociados obtidos fixando-se um z e G = DNE, l0yc G, e se
os sistemas associados tém como fungfo de Liapunov para esta
bilidade assintdtica em D a func@o v, entdo os conjuntosG (v,D)
8o dominios de estabilidade assintética da soluglo trivial
do sistema (4.5.1). |

Os teoremas anteriores s@o enunciados e demonstra~
dos sem se fazer mencd@o especifica sobre a familia associada
usada, Exige-se apenas: ‘

{olcE =>lojce = DNE

Se isto acontece o método d4 um resultado concreto.

Ao se aplicar o método € conveniente estudar as
fam{lias de sistemas associados que permitem andlise simples
e rdpida. Damos adiante um outro critério aplicdvel aos'sig
temas autonomos utilizando familias lineares associadas.
4,7~ O:métédo dos sistemas lineares associados.

Seja um sistema de classe €.

x = f(x) xe B® , (4.7.1)

Suponhamos que éste sistema admita
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x = U(z) x . (4.7.2)

como famflia de sistemas lineares associados. O procedimento
do critério 1 se resume em escolher a fungdo de Liapunov v
para os sistemas lineares associados e dai determinar -~
@ =DNE onde E ¢é o conjunto de valores de gz tais que os
sistemas lineares associados tenham ¥ vomo funcgio de ILiapu-
nov em D para estabilidade assintdética de suas solugfoes tri-
viais, '

Mas encontrar o conjunto E, baseado na proposigéo
1l e 2 admitindo v uma forma quadrética, € a mesma coisa que
procurar o conjunto E de pontos =z tais que os sistemas linea
res associados sejam estdveis, como veremos adiante.

Observemos agora vdrias coisas. Vamos procurar, dado
o sistema (4.7.1) e a familia linear associada, uma fungdo de
Liapunov para sistemas lineares. Usaremos sempre entdo

v: F—-R

X |—=v(x) =x'B x

‘onde B é uma matriz constante nxnjy definida positiva e simé-
“trica, .

0 cdlculo de v (x3;z), derivada de v em relaclo ao tem
po e ao longo das trajetdrias dos sistemas lineares associados,
fornece: '

F.(x;z) =x'Bx+x'Bx 3 )?Lx e D (4.7.3)
ou "7.(x;z) = x'U'B x + x'BUx»VxeD
ou ¥ (x;52) = x* [UB+ BU] x . (4.7.4)
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Para estabilidade assintdtica da - solug¢foutrivial
dos sistemas lineares associados, se Vv é definida positiva,
é suficiente que V° seja definida negativa. Esta imposi-~
cdo ecendiz a uma relagdo entre os elementos‘da matriz B e
0os parametros z. Para solugdo do probléma vamos entdo es-
colher os elementos de B e determinar os valores de z tais
que (4.7.4) seja definida negativa,

De acdrdo com a proposigdo 1, a condigfo necessg |
ria e suficiente para que uma forma quadrdtica x'P x seja
definida negativa é que o sistema linear formado com 2 matriz
P, ¥ = Px, seja assintdticamente estdvel., Assim vamos, a
partir de (4.7.4), formar o sistema linear‘

X - _[U'B-+ B d] x . (4.7.5)

e impor restrigdes de modo a obter um conjuﬁto de valores pa
ra os pardmetros z tais que o sistema (4.7.5) seja assintd-
ticamente estdvel. | '

Impor restrigdes para estabilidade assintdtica da
solug@o trivial de (4.7.5) é o mesmo que impor condigdes pa
ra ro. que as partes reais dos auto-valores da matriz

U'B¥+B U

sejam negativos.

0 conjunto D contém a origem como dnico ponto de
equilibrio de (4.7.1) e o conjunto E, escolhida uma funcdo
de Liapunov v , estd perfeitamente determinado. ' Assim -
@ = DN E também pode ser determinado. Se G contém a origem
em seu interior o conjunto G (v,G) é um dominio de estabili
dade assintdtica da solugdo trivial de (4.7.1)
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Mas j4 sabemos que

6 (v,@) ={x/ x e GAV(x)<h(%e)}
e, como |
 n(v,e) = sup{h / h e (0,sup V)A L(v,h) c ¢}
entfo  ((v,6) =" Int L(v,h)
se h = p(?,é).

Desse modo para determinar o dominio de estabili-
' dade assintdtica da solugfo trivial de (4.7.1) & suficiente
determinar o conjunto

U " Int (L(v,h) = IHt L(v,h(v,G))
o<h<h(v,G) : ' :

4.8- Critério para estabilidade assintética da solugfo trivial
de sistemas autonomos utilizando sistemas lineares associa
dos o '

Consideremos o sistema (4.7.1). De acordo com as
consideraglloes anteriores podemos resumir éste critério nos
passos seguintes:

1. Encontrar os pontos de equilibrio de (4.7.1)
e escolher o conjunto D de modo a conter a
origem como ¥nico ponto de equilibrio (pode-
mos tentar uma hiper-esfera por exemplos ou
R? se a origem é o dnico ponto de equilfbrio),
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2. Encontrar uma familia de sistemas lineares
*
associados x = U(z)x,

3. Escolher uma v: s R
' x+—»v(x)=x'B x,

onde B é uma matriz constante nxn, definida
positiva e simétrieca,

4, Formar o sistema (4.7.5)

5. Determinar E, conjunto de pontos z tais que
- (4.7.5) é assintoticamente estdvel,

6. Fazer G = DNE e se {O&CG .encontrar

6(v,6) = Int (L(v,h(v,G)))

que é um dominio de estabilidade assintdtica
de (4.7.1).

4.9~ Dominios de estabilidade assintdtica elipsoidais

Se procurarmos agora somente dominios de estabilida
de elipsoidais cujos eixos‘coincidam com 0sS eixos coordenados
de R® chegaremos aslguns resultados interessantes.

Para encontrar a familia associada vamos usar a con
digdo ii. Assim.

7 B
U qeee L zn.J fn(z)
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onde ‘ _
ull(z) Zq eee uln(z) 2, = fl(zo

L X N ]

u (2) 2y ee. uw(z)z, = £(z)

A familia associada € entdo

ull eo e uln Xl
e s
_unl cee Ynn _xh_

Para obter domfnios de estabilidade assintdtica
elipsoidais para a solugdo trivial de (4.7.1) com os ei-
xos coincidentes com o0s eixos coordenados devemos tomar

B = onde_ﬁ-e uma matriz dlagonal com elementos ;ﬂ i
na dlagonal principal.

Assim o sistema
x = [ﬁﬁuJ\u] x | (4.9.1)

fica §~. :
nee Ym Uy *3° Y1p

. . L]

..u

.e u '.g ‘.i u. ij "

.I. Won n nl *°° “nn||

| 11(1“' unl;éik : 3‘1171 eee 13137
t. 4 .e

Jl?j 95584 x

e v e unnfn__ : —-unlin so0 unngn
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x = Ui § %45 1 x  (4.9.2)

-l

Podemos agora determinar E encontrando o conjurto
de pontos z tais que o sistema (4.9.2) tenha a origem como pon
to de equilibrio assintdticamente estdvel. Agora € possivel
realizar o passo 5 de 4.8 de modo mais simples e, com o pas-
'so 6, encontar um dominio de estabilidade assintdtica para a
solugdo trivial do sistema (4.7.1), se a origem estd contida
em E,

4,10- Dominios de estabilidade esféricos

Sabemos que QB (v,G) tem uma forma que depende da re-
lagao

v(x) < h(v,G)
onde no caso anterior
v(x) = xﬁ\A_x.

Para dominios que sf@o interiores de hiperesferas po-
demos tomar '

sA~ékI

onde I €& a matriz identidddeé.
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~ entgo X

Proposigdo 4

Seja v: R R

x—v(x) = x'_A_x
e o sistema (4.9.1). Se os elementos da matriz_\ sfo i-
guais a k, entdo a determinagfo do conjunto E 86 depen-
de da forma de v (independe de k).

‘Prova 5
Tomemos o sistema (4.9.1) fazendo os elementos gi
de .Ag 1guals akcomi=1,2,...,n. Podemos agora eserever

X

( U'kI+ kIU) x

k(U'4+ T ) x | (4.10.1)

Para estabilidade assintdética de (4.10.1) os auto-
-valores da matriz (U'+ U) devem ter parte real negatlva,
e podem ser calculados através de

k [(Ur4 U)- 1) =
e, como k # 0
[( U'+T ) - I

Com a equacdo acima.poddemos :determinar-oc-conjunto
E de valores 2z tais que os .- aﬁto-valores éé,(451é,lgmtg
nham Parte real negativa, ou seja, é possivel'determinar o
conjunto de valores z tais que (U'4 U) seja definida negati
va. Como k ndo influencia a determinacdo dos autovalores,
_temos provada a proposigfo.
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Por outro lado tomando

Lo,

se o conjunto G = DNE contiver a origem entdo ©(v,G) &
um dominio de estabilidade e serd determinado por

‘v(x) = kx'x < h(v,G)

ou x'x < M
k

Desse modo € conveniente para facilidade tomar k = 1

Com estas considerag@oes a procura de dominios de for
ma esférica de estabilidade assintdtica pode ser realizada -
com oS passos seguintes:

1. Encontrar os pontos de equilibrio do sistema
(4.7.1) e escolher o conjunto aberto D,

2. Encontrar a familia linear associada x = U(z)x,
3. Formar o sistema x =(U'+ __U)x,'

4. Encontrar o'conjunto E de valores z tais que o
sistema linear x = (U'+ U) x  tenha a origem co
mo um ponto de equilibrio assintoéticamente estd
vel (auto-valores com parte real negativa),

5. Encontrar G = DOE e KH(v,G) que € o supremo
dos h,quadrado dos raios das hiperesferas ainda
contidas em G. O dominio de.estabilidade assintd
tica da solugfo trivial do sistema (4.7.1), se
loy ce, é aado por x'x<h(v,G).
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4.11- Dominios de estabilidade assintdtica quando U(z) €
diagonal 4

HE casos em que os sistemas de classe &£ ,.como (4.7.1},
podemser colocado na forma _ v

x = glx) x : (4.11.1)

Neste caso a familia associada ao sistema (4.,11.1) tem uma ma-
triz da forma

gl(z) .

.

1 fl(z)

N seelN

g,(2z) ||z, | T [£,(2)
e a familia linear associada €

;: ~'l(z) .

X =

o)

.gn(Z)

0 sistema (4.9.1) € escrito na forma

1%1(z)
| x
j &, (2)

O conjunto E agora é determinado resolvendo-se o sistema
-de inequacoes

g’lgl(z) < 0

ingn(z) < 0.
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e, como glij>0, é suficiente encontrar a solugio do sistema
de inequacoes ’

gl(Z) <0

g,(2) <0
Exemplo 4.11.1~

Encontre um dominio de estabilidade assintdtica para

a solugfo trivial do sistema < _<Juzic T 1o
L] = ‘ 3
Xy -4xl+-xl
P = 3

Encontremos os pontos de equilibrio do sistema; para isto €
suficiente resolver o sistema algébrico abaixo

0 = -4x+ xl3

= 3
0 - "4X2+ X2

“cuja solugdo é (0,0), (0,£2), (¥2,0), (¥2,2), (2,*2).

0 conjunto D serd o interior do quadrado de lado i-
gual a 2,"centrado'na origem.

A familia linear associada serd

-4+ X 0 X

W
\

0 _ -4+x5 | | %

e o conjunto E serd dado pela solugdo das inequacgoes
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-4+ x12 < 0
~4¥x0 ¢ 0

cuja solugio é

x5 < 12
Assim G =DAE = D = E. O dominio de estabilidade assin
tdtica serd o interior do conjunto de pontos dado pela super
ficie fechada de equagdo

v(x) =x'x = h(v,G) = 4,
ou seja,

= /< 2 2 2
@(v,G)-—{xeR / x1+x2<4\3

Exemplo 4.11.2-

Mudemos o sistema anterior dado para

e 3
--l6xl 4 Xy

gl
X, = -4%, } x5 (4.11.2)
2 2 ¥ %7 -11.

Os pontos de equilibrio sdo (0,0), (34,0), (0,t2), (t4,2),(4,2).
' Consideremos D como sendo o interior do retidngulo de vértices
(‘4,2),(4,2)9(‘49‘2),(49"‘2)0

Aqui tzmbém U(z) é diagonal e a familia associada €
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. 161-312 0 ‘”xl
X = g

2
0 ~4~+x2 %,

0 conjuntofagora & dado por
2
—~15+~xl <0
—4+x22<0
cuja solugdo €
33_(14
+
x2<_2
Assim G = DAE =E =D, {oca. |
Do mesmo modo que antes tomemos os pontos interiores & sﬁpeg
ficie fechada de equagéo

v(x) = x'hx = h(v,q).

Se quizéssemos um domfnio de estabilidade assintdtiea de for
me esférica tomariamos -

A
e a solugdo seria
@(v,G)‘ = {x e BF72 / x12+~322< 4} .
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No caso de dominio elipsoidal poderiamos tomar

1 o
¢ 4
e assinm
v(x) = x[_}\_x = x12+4_x22 < h(v,G)
onde

h(v,G) = 16
Desse modo o conjunto é}l(v,G) dado
@ (v,G) =)\xe R? / x12+ 4x22< 16}

é um dominio de estabilidade assintdtica da solugdo trivial
do sistema (4.11.2) dado.

4,12~ Comentérios

O procedimento dado neste capftulo conduz a resulta
dos concretos sempre que o conjunto G contém a origem em seu
interior. A determinagdo do conjunto E nfo pressupde o conhe
cimento da fung¢@o de Liapunov, que s§ aparece explicitamente .
na determinag8o do dominio de estabilidade assintdtica da so
lucdo trivial do sistema considerado. Contudo foi através do
' uso dessas fungdes que foi possivel estabelecer as provas dos .
teoremas bdsicos. ' ' ‘

Nos casos em que a origem € o unico ponto de equili
brio e G = Rn, a estabilidade assintdtica global da solucéo
trivial do sistema poderd ser garantida.
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Deve-se notar que € possivel obter melhores resulta
dos com aplicagtes repetidas usando fungoes:de 1iapuhov'difg
rentes. O dominio de estabilidade assintdtica final serd a
reunifio dos dominios obtidos em cada aplicagdo.

O procedimento considerado no capitulo anterior admi
te a fungfo de Liapunov como sendo uma forma quadritica e, a
través da imposigio de condigdes sobre a derivada de v, em -
relagdo a t ao longo das trajetdrias do sistema, procura-se
determinar a fungdo V. |

Neste capitulo a fungfo de Liapunov foi o veiculo Pa
ra o estabelecimento de resultados e foi sempre -admitido que
fosse uma forma quadrdtica. ' |

No capitulo seguinte apresentamos o método de Schultz-
Gibson que inicia a resolugio do problema fazendo considera
goes sobre o gradiente de v. O procedimento difere essencial
mente dos anteriores porque néo usa o conhecimento a priori
da forma da fun¢io v para a obtengdo dos resultados.

~==000==-
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CAPITULO 5

0 METODO DOS GRADIENTES VARIAVEIS

5.1- Introducéo

Bste método, devido a Schultz—Gibson@ﬂfornece um pro
cedimento 1ldgico para a determinag¢do de uma fungfo de Liapunov.
Ne literatura em geral parte-se de uma certa fungéo e procuram
-se condigbes sob as quais ela conduza a conclusoes sobre es
tabilidade. Deste tipo sdo, principalmente, as fungdes propos
tas por Krasovskii.

0 método dos gradientes varidveis nflo pressupoe o =
conhecimento da funcgéo v; Agmite-se que o gradiente de v seja
de uma forma geral considerada e, com restrigoes sobre os coe
ficientes e anulando o rotacional do gradiente, determina-se
v de tal modo que v possa ser encontrada através de uma in-
tegral de linha. '

0 método, como apresentado, permite conclusdes sobre
estabilidade assintética global., Para isto consideraremos a
equagio do sistema

1T
T T %
X, = f(xl,..;,;n) | i _ (5.1.1)
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onde £(0) = 0. Bste sistema apresenta um dnico ponto de
equilibrio, a origem, e admitiremos que o segundoc membro sa-
fis;f;aga as condigOes usuais para existéncia, unicidade e Pro
longabilidade até +m das solugdes, dado x, = (Q(O;xo).

Podemos escrever (5.1l.1) do modo compacto seguinte

J.t= A(x)x ' (501.2)
%(0) = 0
onde - 001 0 ... 0 ]
A(x)= | 0
O .o. 1
al(x)... a.n(x)

onde as fungles ay: R~ R sfo continuas.

X Utilizaremos um teorema de Liapunov modificado devi
do a ILa Salle, citado por Schultz e Gibson.

5.2~ Um teorema de Liapunov modificado

Se existe uma func;ﬁo0 ~v: R"—=R com derivadas par
ciais continuas de tal modo que ‘

v(x)> 0 "¥x#0

v(x) <0 yx#0 (a0 menos semi-definida nege-
T biva)
v(x) -~ @ se ||x[| — o,

entdo, se v ndo € idénticamente nula ao longo de qualquer
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trajetdria diferente da origem, o sistema (5.1.2) é assin-
tdticamente estdvel globalmente.

5.3- 0 método dos gradientes varidveis

Se v é uma fungfo de Liapunov, a derivada de v em
relagdo aotempo a0 longo das trajetdérias de um sistema au-
tonomo dado, € calculada pela expressdo

Oy 8%
V(X)—Z, -E;- . -a%—- , v 1(5.3.1)
Esta expressfo também pode ser escrita, em térmos do gradi-
ente, na forma

IS

Jov. 2 3 a1
Y= | OV IV .. UV .
v(x)’ % 3 BE, 5
,, S
gque notaremos
v(x) = Vv' x | (5.3.2)

onde Vv*' & um vetor linha de componentes (Vvl,...,Vv )e

Para obter a fungao v a partir de v € suficiente
calcular a integral

b 4 i
v(x) =d[— Vv ax ' (5.3.3)
o - -

O integrando € em dltima andlise um produto escalar
de dois vetores e, portanto, como era de se esperar, V serd
um escalar. A integral (5.3.3) deve ser calculada de modo -
que v seja dnica. Vamos entfo impor que o rotacional do gra-
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diente seja nulo,isto é
VXV¥v =20 '

porque assim o integrando serd uma diferencial exata e a v
serd Unica, independentemente do percurso de integragfo. Es.
tas condigoes podem ser resumidas do modo seguinte.

Para o rotacional do gradiente se anular a condigfo
é que a matriz ﬂyﬁfoﬁmada pelos elementos
BARS!
ng

gseja simétrica. Assim

Wy vy 0
0"

@xl Tx—;q...

<
N 1]

*
L
L

W oy
-‘a}&l se0 gin‘

=

De um modo geral as LE%ELQ condigdes para di ser

simétrica séo

NTi AN . |
ij B FEN (1,i"1yeeesn, i = j)

J¢~ No caso do Rg /
QWWL 7‘" [u X u ]ka

3=l k=1 7%

onde uy é o vetor unltarlo na direcdo x

j‘
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Se (5.3.3) pode ser calculada independentemente do
percurso de integragdo, podemos tomar o mais simples como na
figura 5:3.1, considerando para exemplo X € Rg.

I3
(xi.fztmg :
>-:C2
5('1.:‘“12.]0)
fig. 5.3.1
Entdo podemos calcular
xl(xzfx3=..,f;néo) | xz(xléxl,x3=...=;n)
V{X): ' Vvl dxl + \% V2 dx2
0 4 0
% (B =) By = Epr e X2y TR 1)
eeo ¥ | Vv'n dxn
0
(5.3.4)

As consideragges:sobre o rotacional do gradiente de
v e as relagoes decorrentes aparentemente complicam o proble
ma, mas sdo elas justamente que permitem a determinaca@o dé v

E de se esperar que o gradiente de vvi.tenha n compo
nehtes. Vamos supor entdo que o gradiente de v € da forma ge
ral abaixo, com coeficientesvvaridveis,

-68-



1 A2 oo o1a] [®]
A E ENE
o 2 | | =

Devemos agora impor condigdes sobre o V¥ v de modo
que ¥ seja ao menos semi-definida negativa. Para isto usemos
o(i,i> 0 (i=1,...,n) para que v tenha ao menos uma chance
de ser definida positiva e o(ii fungdo somente de x; (i=1,
...,n)._

A escolha de O(nnz 2 garante a inclusfo de um tér-

mo xnz. Os 0(13 (i # j) s8o deixados arbitrdrios e so a
soma de uma parcela constante (;5¢ © de uma parcela O(ijv
fungdo de até (n-1) varidveis. Assim

°(ij = 0<ijc+o(ijv(xl’ ceerXn 1)

Desse modo podemos escrever em sua forma mais geral,
com as imposigoes feitas, a matriz H

r11e11v (%) A12c10ov(Z e %y 1) O(1nc1‘6/1n'x§-xr‘ T8
21040217 (%1 Fy1) 0(2204'0(22v(x2)>
H=d - ' : |

B

- e
.

An1ctln1v(Free %) o | 2

‘onde Vv =Hx (5.3.5)
Note que O(nn foi escolhido com6 constante e 0<13 podem
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ser funcgoes
enésima.,

de qualquer ou de todas as varidveis x, exceto a

Estas condigoes sdo impostas para assegurar queVv

tenha uma parcela da forma xn2 e ndo produza gqualquer tér-

mo linear ou de mais alta ordem naquela varidvel, Perde-se -

pouco na generalidade e com estas imposigdes € possifel veri

ficar, mediante consideraglloes geométricas, se v = ¢, ¢ po-

sitivo, sfo curvas fechadas.

Para aplicar o métédo podemos proceder de acordo -

com oS passos seguintes:

1.

2.

4.

5.

Supor Vv da forma (5.3.5);
Do Vv determinar v =Vvrx;

.
Restringir v para ser ao menos semi-definida ne
gativa; ‘

Usar as 2{B=1) equagdes do rotacional obtidas
2

de modo & tornar simétrieca a matriz (1) para deter
minar os coeficientes ainda desconhecidos no Vv

. ~ * ) ' N
Conferir a fungao Vv pois o passo anterior pode
alterdé-la;

Calcular v usando (5.3.3) e verificar se v ¢é de
finida positiva, que é o mesmo que verificar se

v= ¢ s8o curvas fechadas, ¢ positivo.

Convém observar que nas aplicacoes 2 maioria dos 0(

se anulam quando se impoemresticoes sobre v.

~70-



5.4~ Exemplo.

Considere o sistema

e R
%5 = =% Xy X=X, | (5.4.1)

1. Vamos usar

1% 4 A 12%2]

Vv =
%1%+ Blox, (5.4.2)

*e

2. Com o gradiente na forma acima calculemos v ao
longo das trajetdrias do sistema (5.4.1):

%2

v = = o
v } vix [o(llxl+12x2 A x +2x2] > L
=X XK=

2171

3. Efetuando as operacgoes indicadas chegamos a
v - '°%1x12“2x12122+ ('5<11‘°4<~1x12“ *y1-2) X Xpm
-(2-%,) %% |
Para v ser definida negativa vamos impor
'°(;1‘°§1x12‘ o%y-2 = 0
2 -%,>0

0(21_> 0
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4., Escolhehdo 0(12 =1 e com
S Lo 2 ‘
A = 24+ x)

o Vv fica

. 2 -
(240 + %y 1) “ Mg,
Nv=
| Aam 2%
A condigdo para o rotacional do gradiente se anular neste ca
so €
Vv, _ N
9 X, 2 X,
D ’
Logo 1= oLy xl+0(210+ 0(21\7
9% y
onde
0(21vé \p(xl) = cte.
e assim 0<21..., = 1.
| 5., Com &stes valores para os coeficientes temos ago
ra: ‘ v

v

2 2.2 2 '
~% %~ 2x,°%,%- %,°<0 3«7le- 0.
A v pode agora ser calculada usando (5.3.3)

x; (%,=0) | | (=2 (x7%;) |
) 0

”
!
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que fornece

4 .
5x Xy
v(x) = 41-+—Zl + ( f% + x2)2>-0 kﬁx £0

Assim pudemos encontrar uma fung¢@o v definida posi;
tiva que tem derivada, em relagdo ao tempo ao longo das tra-
jetérias do sistema (5.4.1);, definida negativa. Além disso

se []x]-,oo V—0

satisfazendo assim t6das as condigdes do teorema de La Salle
dado no {tem 5.2. Podemos entfo concluir que a origem do sis
tema (5.4.1) €& assintdticamente estédvel globalmente.

Observemos que a escdlha de
X1, = 0

acarreta " v
Hyp =0 3

Nestas condigoes o gradiente de v fica entdo

2x)
Vv =

e portanto

;(x) = _-(2xl%+ 1) xéz

que, com auxilio de (5.3.3), fornece
wf N _ 2 2
%(x) = 5"+ %
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»

A funcdo v € definida positiva e
se |x|-0 V- .

Além disso, como a funcglo v ¢é somente semi-definida nega-
tiva, devemos verificar a dltima condigfo do teorema de Ia
Salle (item 5.2).

A fungdo v su'se anula ao longo do eixo x, de
equagdo x,= O . Porém a reta x, = O ndo & solugdo do sig
tema (5.4.1). Desse modo também aqui, jé que Vv nfo se a
' nula ao longo de nenhuma trajetéria de (5.4.1), a estabili
dade assintétia global da solugdo trivial do sistema (5.4.1)

€ garantida.
5.5- Comentdrios

BEste método fornece meios para se encontrar fungdes
de Lispunov para sistemsScomo (5.1.1), que admitem somente e
origem como ponto de‘equilibrio e que, em sua forma mais ge-~
ral, aplica-se a todos os casos para oS quais uma solug@o =
trivial assintdticamente estdvel exista.

As fungoes de Liapunov encontradas nem sempre s8o -
formas quadrdticas, o que dificulta bastante a discussdo de
sinal, jé que nio se aplicam condigoes do tipo das condigoes
de Sylvester dqueles casos.

A parcela mais & direita do segundo membro de (5.3.4)

[1:28

’%(Xf"l""'xnal‘“fxﬁ-l) .
V7, 4% (5.5.1)
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gue € uma das n varidveis X 9XpsesesKye A enésima linha do
vetor gradiente (5.3.5) tem a forma

—~

\-O(nlc'*'o(nlv(x Oooxn_li] Xl+ «cee +

[0(11;(2;131 )cfw(n (n-1 )v(x‘i" i | ?]:Xn-l'*’ 2% :

Assim (5.5.1) fornece uma soma do tipo

28(%yyeeerX 1) X, 4 an‘

As outras parcelas do segundo membro de (5.3.5) fornecem fun
¢des h; (i=l,...,n-1) Qe no mdximo (n-1) varidveis com as
restrigoes impostas antes. Assim v € sempre da forma

v(x) = h(xl,.’l..,xn_l.)*l' 2 g(xyyeeeyX )% 4 xnz
(5.5.2)

Como discutido por La Salle {27:\ podemos escrever

Cw(x) = (x4 )%+ B - &

Para que v seja definida positiva € suficiente que

(h - gz), fungdo de (n-1) variévéis, seja definida po
sitiva. Se esta funcdo for quadrdtica em uma ou mais varidveis
podemos repetir o procedimento. Bste foi o caso do exemplo da-
do.

Os autores sugerem um procedimento geométrico que i-
lustramos com um sistema de terceira ordem. Vamos admitir que



v (x) = v(x ,xz,x3> (5.5.3)

¢ uma fungdo de Liapunov para o sistema de terceira ordem

= £(x)

Se na (5.5.3) fazemos constante uma das varidveis es
taremos interceptando

v=c¢ (5.5.4)

por um plano perpendicular & dire¢do definida pela varidvel
fixada. As intersegoes deste plano com (5.5.4) devem sempre
determinar curvas fechadas..

Se movemos o plano ao longo da diregdo definida pe-
la varidvel fixada a curva intersegéo deve'desaparecer.'Cog
sideragoes semelhantes podem ser feitas com relagdo a siste-
mas de ordem n.

Afora estas dificuldades que podem ocorrer, o méto-
do d4 uma maneira légica de se procurar fungoes de Liapunov
para sistemas da forma do sistema (5.1.1). Reconhece-se que
é realmente de auxflio valioso na solugfo de problemas de -
estabilidade da solugdo trivial com amxilio do segundo método
de Liapunov.

Também no capitulo seguinte apresentamos outro proce
dimento que tem um cardter diferente do usual. Utilizando a
nogéo de sistemas dindmicos (capitulo 1) Zubov encara o pro
blema da estabilidade assintdtica sob um dngulo novo e apre-
- senta resultados bastante interessantes,

=== 000===
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CAPITULO 6

0 METODO DE ZUBOV

6.1- Introdugio

- Usando os resultados do matemdtico russo V.I.Zubov
{.16,1il , uma fung@o de Liapunov pode ser encontrada, pa-
ra sistemas cuja solugfo trivial é assintdticamente estd -
vel, através da solug@o de uma equag@o diferencial parcial
e, se esta equacgdo tem solugdo numa forma fechada, a fun-
cdo de Liapunov, solugdo da equagdo, serd unica e permiti-
rd a determinag@o do dominio exato de establlldade a331nto
tica (1tem 2.4).

Nos casos em que a equagao diferencial parcial men
cionada ndo tem solugdo em forma fechada,é possivel encon-
trar fungoes de Liapunov que nos levario a um dominio de
estabilidade assintética da solugdo trivial do sistema con
siderado (contido no dominio exato), mediante o uso de ex-
pansdo em série.

Cons1deremos o sistema de equagoes dlferenclals or
dlnarlas de primeira ordem

_; = f(x)
£(0) =0 ‘ (6.1.1)

onde x e R%, a origem x=0 § assintdticamente estdvel e
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o segundo membro de (6.1.1) é uma fungfio continua que satis
faz certas condigoes que garantem a exist,éncia, unicidade e

prolongabilidade até +w da solucglo '\\)(t;xo) - para todo x .

Os teoremas de estabilidade quando formulados tendo
em vista amoglo de sistema dinamico assumem formas particu-
larmente elegantes. Com éste enfoque Zubov apresenta seus -
resultados prlnclpals bem como uma apllcagao para os siste-
mas autonomos.

Vimos no ftem 1.2 condig¢des sob as quais um sistema
de n equagdes diferenciais ordindrias podeter como solugdo
um sistema dindmico. A importancia deste fato € que os re -
sultados de Zubov para sistemas dindmicos sdo aplicdveis a
sistemas da forma (6.,1.1), *de acordo com o seguinte teorema.

642= Teofema de Zubov [16]

| Se existirem ACRn, A aberto contendo a origem,
v: A—-RZ cont:'.nua, 9: Rn——rl{ continua tais que

i, O<v(x)<l ¥x e aN{0Y

ii. 9(‘x)> 0 VxéA\{o} &(0) =

iii. <vy.,f> = v = —e(x)(l-v(x)) \’l-\- I\f(x) Vx e A
iv.e ©Para toda sequéncia (xk)k> , de pontos de A,
convergente para algum x @ A\A lim v(xk) =1

k+o
v. No caso de A ser ilimitado, para toda sequé'ncia‘

(xk)k) ;1 de pontos de A tal que 11:';111 =) =
—~
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1lim v(xk) =1
k>0
entdo A € o dominio exato de estabilidade assintdti

ca da solucdo trivial de (6.1.1).

A condicBo v pode ser escrita, considerando (6.1.1)
.um sistema de segunda ordem, na:forma '

[~

v

L Y £, =-0(x) (1-v(x)) \f1 +lz(x)] 2

oI
il

(6.2.1)

que € uma equagdo diferencial parcial linear com coeficien-
tes varidveis., A fungdo -© pode ser uma forma quadrdtica -
definida positiva ou semi-definida positiva conforme [28] .

Em lugar de (6.2.1) vamos considerar a equagao dife
rencial parecial

axi 2% 2

Se o segundo membro de (6.1.1) satigfaz as condigdes
préprias que garantem a existéncia, unicidade e continuidade

W l+®vf = - Q) a-v(x) (6.2.2)

das solugoes para

- o< t<w
ent@o a funcfo v pode ser encontrada de maneira unica atra-
vés de (6.2.3)5escolhendo—se ¢ como uma forma quadrdtica de

finida positiva. Se €ste nio € o caso entdo usamos (6,2,1)
escolhendo ¥  da mesma maneira. A fungdo v assim encontra-
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da satisfaz 2 (6.2.2) e a (6.2.1) respectivamente, bem como
a4s condigoes do teorema de Zubov.

6.3~ ConclusSes do teorema de Zubov

Ve jamos algumas conclusoes mportantes obtidas dire
tamente do teorema de Zubov.

Seja A um dominio de estabilidade ass1ntotlca da so
lugdo trivial de (6.1.1) e seja

GO\) = I\xe R/ 0&v(zk\ Ae (O,l))

a, Se xe A, Ac R?, entdo 0« v(x)<1

b. Se ye A\NA, x e A, entio lim v(x) =
. X>y

c. Se Na (0,1) ent&o G(A) c Ae é limitado

d.:Se 'v(x) = 1 existe ela é solugdo de (6.1.1) |

e. Para € flxada,a v(x) solugao de (6.2.2) é
unica

f. A\A & uma famflia de curvas v(x) =

g. Para que a solugldo trivial de (6.1.1) seja assin
tdticamente estdvel globalmente € necessdrio e
suficiente que v(x) < 1 ¥xe

Esteamos interessados em, dado o sistema (6.1.1) de-

terminar uma fungdo de Liapunov v(x) que nos dé informagdes
acérca da estabilidade assintdtica da soélugdo trivial do -
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sistema., O teorema de Zubov d4 condigdes, através da expres
s8o (6.2.2) e das conclusoces acima, para a determinacg@o da
fung8o v de Liapunov que pode conduzir ao dominio exato . de
estabilidade assintdtica da solug8o trivial, cuja frontelra
tem a equagdo v(x) = 1.

Ve jamos um exemplo citado por Zubov e outro por Mar
golis. (Referéncias [16] e{?8} respectivamente ).
6.4~ Exemplos

Exémplo 60401

Seja o sistema

i1 = - xt?2 X12"2

X2 " - X2 : , - . (60401)

Vamos escolher

"Q (X) = 'Q'(X) wl +“f“ 2 Xl2+ X22

A equac@o deferencial parcial (6.2.2) é entdo

%) + 2% °xp)+ é-‘l (-x5) = =(x %+ %,°)(1-v)

(6.4.2)

Esta eguagdo pode ser solucionada resolvendo-se o
sistema, comumente chamado associado, de equagdes diferen-
ciais ordindrias

e i |
ESICUEE e i =QUaTT)
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e determinando-se duas fungoes u(x) e w(x) tais que
Flu,w) =0

onde F € uma funclo arbitrdria relacionando u com w e

forneéendo uma solugdo da equacdo (diferencial parcial de
P ’ \ ~

primeira ordem (6.2.2). F € uma soluglo geral de (6.2.2).

Neste caso a fungio v encontrada, solucgéo de -
(6.4.2), €
2 2

V(X) : 1 - exp ( _%u : Z(Tflﬁxzy ) (6.403)

Jé sabemos que a fronteira € dada pela equacéo
v(x) - 1 = 0.
- Quando temos

Xy = 1 : | (6.4.4)

a condigZo acima € satisféita; Portanto esta curva (6.4.4)
define a fronteira do dominio exato de estabilidade assin-
tdtica da soluglo trivial do sistema dado.

‘Podemos usar ainda uma outra funcfo de Liapunov
fazendo a substituigdo

N = ~ 1n (1—v).

Derivando ambos os membros. obtemos

Qo - __1__  4v

dt = 1-v at
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Substituindo em (6.2.2) obtemos

Qo o o= . | 6.4.
Tty e ‘\D(x). (6.4.5)

e agora a condigdo que define a fronteira do dominio exato
de estabilidede assintdtica da solugdo trivial de (6.1.1)

’

é
v(x) > quendo |x||»w

Com esta substituicfo a equagio (6.4.2) do exemplo
6.4.1 fica

2T (g rorey) + B (cxy) = -(x% x,0)
%, T en ¥ 9%, Tl T iR v X

cuja soluééo é
%2 X12

N,

que, com a condigfo de fronteira modificada, também conduz
a curva

Xy = 1.
‘Exemplo 6.4.2

Consideremos agora o sistema
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Lij
!
N
|
+/—
N
e
N

= - x2 ' (6.4—06)

Baseado na equacdo (6.4.5) podemos escrever

20 (. 4y 4 Qe
9%, (-2x + % )+ 9-1;5(2% \Q(X)' (6.4.7)
Usando uma fungdo definida positiva

(Q(x) = 24 ( x12-¥ x22)

podemos obter, cbmo solugéo del(é;4.1) ; a funcfo de Liapunov
= 6x12+ l-2x22+ 4ilx24+x28
Notemos que para qualquer x e R? e
[\« 0 =a(x) < .
Assim, como
(x> = o(x) >0

a solugdo trivial do sistema (6.4.6) & assintdticamente es
tdvel globalmente.

6.5~ Consideracoes

‘Como se pode ver, teoricamente, o método de Zubov -~
conduz sempre a um resultado que fornece o dominio exato de
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estabilidade assintdtica da solugdo trivial de (6.1.1), se

a soluclo trivial de (6.1.1) € assintdticamente estdvel.
Para isto basta que o sistema de equagoes diferenciais or-
dindrias (6.1.1) satisfaca as condigoes usuais de existéncia,
unicidade e prolongabilidade até + co das solucgdes.

Normelmente € muito diffcil encontrar-se a solugéo
de (6.2.2) numa forma fechada. SZ20 bem poucos mesmo oS ca-
sos possiveis. Desse modo € interessante e conveniente pen
sar-se numa soluglo aproximada de (6.2.2), que nos leve pe
1o menos a uma estimativa do dominio de estabilidade assin
tdtica da solugfo trivial de €6.1.1). As solugoes em série
sdo 0s recursos que se prestaﬁ a éste_tipo de solugao.

6.6- As solugdes em série

0 sistema de eqacdes diferenciais (6.1.1) admiti-
rd um dominio de estabilidade assintdtica para a solugio -
trivial se e somente se a solugfo trivial for assintdtica-
mente estdvel .

Por causa disso vamos considerar os sistemas da for
ma (3.4.2)

x = Ax + g(x) . (3.4.2)

onde x e R® e ‘A € uma matriz constante nxn, cujas raizes
da equagdo caracteristica

|a - Xz| = o

tém parte real negativa, e onde g(x) s@o fungdes que admi-
tem expansdo em série de poténcias com térmos de grau maior
ou igual a dois.
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A matriz A ter auto-valores com parte real nega~
tiva € condigfo suficiente para establlldade assintdtica da
solugdo trivial de (3.4.2).

Os sistemas da forma (3.4.2) aparecem comumente nas
aplicagoes e permitem discutir com relativa facilidade a eg
tabilidade da solug8o trivial.

Para (3 4.2) Margolis demostra que existe um domfnio
de establlldade assintotica. paraemsolugao tr1v1a1 somente -
quando os auto-valores de A tem parte real negatlva. [19]

Na equagdo dlferenclal' (6.2.1) a expressao

Viaer®

representa um fator de escala. Consideremos agora a equacgdo
diferencial parcial do item iii do teorema de Zubov escrita

n

Z; ?5—;1 £,= - 8(x) Q+£,2) (1-v)  (6.6.2)
-~ |

Como pode ser verificado esta equaglo também satis-
faz as condigoes & teorema de Zubov. ‘

- Liapunov [l] demonstrou que se €(x) for tomada co
mo uma forma quadrdtica definida positiva ou qualquer forma
definida positiva de grau 2m, m>1, a fuﬁgéo v pode ser -
obtida de maneira Unica na forma de uma série de poténcias
convergente+4 '

v(x) = v2(x)'+fv3(x)+-.,."+vm(x)+-...
onde v_(x) € um polindmio homogéneo de grau m nas componen-
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tes do vetor x.

Zubov [16] apresenta assérie (6.6.3) acima e afir-
ma sem demostrar que os térmos de grau zero e de primeiro
grau sdo nulos.

129].

bro de (6.6.3) € inserido em (6.6.2), conduzindo ds seguin
tes relagdes de recorréncia

Uma prova deste fato € apresentada por Margolis

Para a determinag@o da parcela Tm(x) o segundo mem

- o(x) (6.6.4)

ad
<
no
)
e
WN
L)
|

R (x) , (m=3,4,...)

HN
] jia’
e}
(W91 Ko
Nsd
. Y
[N
~
o
]

(6.6.5)

onde R € uma forma.de m-ésimo grau que € conhecida quan
.o & ~ .
ceow a sa .
do Voo v3, s V1 ja sao conhecidas

6.7- Solugoes aproximadas
| Na série (6.6.3) & medida que tomamos mais térmos
obviamente as dificuldades aumentam. Podemos, no entanto ,

em muitas aplicacgbes usar wum numero conveniente de térmos
no segundo membro de (6.6.3). Para isto é necessdrio que
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cada conjunto de pontos
v, (%) =

‘onde m)»2 e k €& uma certa constante, esteja inteira-
mente contido em A, dominio exato de estabilidade assin-
tética. |

Vamos considerar a fungdo v2(x) e o conjunto W,
definido

Lo

w, .é)]xe Rn-I\OS/ v, (%) =O\
Sébre 8ste conjunto vamos tomar

0(= min vz(x) X e W2

%= max vz(x) X e W2

A=D.E.E %)=«

fig. 6.6.1 - Exemplo com x e R?

Peorema (6+6.1

| 0 conjunto de pontos definido por v, (x) -D<
estd 1nte1ramente contido no dominio de establlldade assin
tdtica A da solucZo trivial de (3.4.2).
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Teorema 6.6.2

O conjunto de pontos definido por v, (x) --3 con
tém inteiramente o dominio de estabilidade a331ntotlca A da
solugdo trivial de (3.4.2). Se . F ‘0 a estabilidade assin
tética global pode ser gcogitada

Os dois teoremas acima combinados implicam em que -
os pontos fronteira de A, dominio exato de estabilidade as-
sintdtica, permanegam no dominio

KL vy(x) £ B

Os argumentos na prova dos teoremas aéima, dados por
Hahn [221 , ndo usam o fato de vV,(x) ser forma quadrdtica e
se aplicam igualmente bem & fungéo

Vot vy s ete.s
Seja agora
v®(@) = v 4, (0)
Wme)éixeRd/ G=o}
cl(n) = min l\v(n)(x) sdbre W(n)(x)}

a® clre @/ Play 2o, ®)
A extensdo do teorema 6.6.1 conduz ao teorema 6.6.3.

Teorema 6,6.3 |
O conjunto de pontosdefinido por v(n)(x) = cl(n) es
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t4d inteiramente contido no dominio exato de estabilidade ag
sintdtica A da solugdo trivial de (3.4.2).

O teorema 6.6.3 induz a pensar que o uso de mais &
térmos na série (6.6.3) conduz a melhores resultados, ou -
seja

A , a@1)

c
Isto nem sempre € verdade para todos os valores de n.
( Margolis [28] )

6.8- Comentdrios

Além das condigoes de suficiéneia o teorema de Zubov
fornece condigoes necessdrias para a existéncia de funcdes
de Liapunov para estabilidade assintdtica. Se a solugao da
equagao diferencial (6.2.2) puder sercencontrada numa forma
fechada, o método de Zubov conduz ao dominio exato de esta-
bilidade assintdtica para a soluglo trivial do sistema -
(6.1.1) considerado. ‘

0 método permite ainda, quando for o caso, concluir
se a estabilidade assintdtica da solugdo trivial € global.

Quando ndo for possivel encontrar-se uma solugdo na
forma fechada para (6.2.2), para sistemas como (3.4.2) pode-
-se encontrar uma aproximagio do verdadeiro dominio de esta
bilidade.

Estudos tém sido feltos no sentido de se procurar -~
métodos computacionais para a solucdo de (6 2.2). Margolls
[19, 28] desenvolveu um programa codificado em Fortran, a-
plicdvel a sistemas de segunda ordem,eAresolveu 0 problema
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para sistemas representdveis pela equac@o de Lienard e de
Van der Pol, apesar de dificuldades na convergéncia das
solugSes aproximadas,.c < 3 L

Outra dificuldade que surge na utilizacf8o de solugoes
aproximadas € a decorrente do aumento da ordem do sistema
[293 (discuss@o).

== 000~mm
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CAPITULO 7

CONCLUSOES PFINAIS

7.1~ Comentdrios finais

0 segundo método de Liapunov, como se pode verifi-
car, dispensa o conhecimento explicito das solugdes do sig
tema de equagdes diferenciais ordindrias sob estudo. ZEste
€ um aspecto bastante interessante e muito importante do
método, pricipalmente trdtando-se de sistemas n2o lineares
que tém solug@o geralmente muito dificil de ser encontrada.

Por esta razdo em particular éste método tem sido
muito estudado, haja visto o grande nimero de publicagoes
a seu respeito. No entanto, apesar da extensdo da biblio -
grafia,alguns conceitos ainda nZo estavam bem definidos.-

Entre outros, €ste trabalho teve o objetivo de fi-
xar aquéles conceitos do segundo método de Liapunov e apre
sentar a matéria de uma maneira qQue nos parece légica.

Tentativas tém sido feitas no sentido de se aprovei
tar a potencialidade dos computadores digitais. Margolis
{;9,28] e Rodden [361, entre outros, formularam procedimen
tos codificados em Fortran para sistemas de segunda e se-
gunda e terceira ordem respectivamente.

Pode~se pensar também na sinulacdo de sistemas ﬁor
meio de computadores analdgicos ou digitais., A dificulda -
de € que 88 se pode estudar sistemas de segunda ordem.

Como se vé, o problema da determinag8o de dominios
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de estabilidade assintdtica da solugl@o trivial de um cer-
to cistema considerado ainda se encontra longe de estar -~
~inteiramente resolvido. ’

Devido & sua grande aplicagl@o e maior facilidade
de tratamento matemdtico tem-se dado maior atengdo aos sis
temas autonomos e ainda bem pouca a0s sistemas nfo autdno-
mos.

Apesar de nado inteiramente solucionade o problema,
o segundo método de Liapunov se presta razodvelmente -bem
& solugio de certos tipos de sistemas autonomos lineares
ou ndo. |

7.2~ Sugestoes para futuros estudos

Alguns itens podem ser apontados como merecedores
de mais atenc@o e estudo.

No método dos sistemas lineares associados um dos
passos na aplicag8o do critério é a determinac@o de um con
junto E, cuja interseglo com o conjunto D fornece G que -
contém em seu interior o ((v,G), domfnio deestabilidade as
sintética para a soluclo trivial do sistema em quest@o. Me
diante o estabelecimento de condigaeé convenientes e com -
uma fungdo de Liapunov mais geral € interessante tentar pro
var que o préprio conjunto G é um dominio de estabilidade =
assintdtieca. '

No método dos gradientes varidveis, como apresenta~
do, fica-se restrito a sistemas que admitem sdmente a ori -
gem como ponto de equilibrio. Ganha-se, quando é o caso, -
condigoes de se concluir sdbre a estabilidade glogal. No en
tanto poderiamos tentar estender o procedimento a sistemas
com mais de um ponto de equilibrio. |
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Em acqrdo com sugestdo de Hahn{lsl em lugar de v(x)

- poderiamos usar W(x), conforme substitui¢Zo mencionada, e
tentar um programa automdtico de cdculo em computador digi-
tal para solugéo das relagdes de recorréncia(6.6.4) e (6.6.5).

= 000=m=
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