
ANÁLISE DE FUNDAÇÕES DE MÁQUINAS SUJEITAS 

A EXCITAÇÕES VERTICAIS 

ALFREDO AMERICANO DA COSTA 

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DA COORDENAÇÃO DOS PROGRAMAS DE 

Pós-GRADUAÇÃO DE ENGENHARIA DA UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE 

JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSÁRIOS PARA A OBTEMÇÃO 00 

GRAU DE MESTRE EM CIÊNCIAS (M.Sc,) EM ENGENHARIA CIVIL, 

APROVADA POR: 

PROF, CLAUDIO FERNANDO MAHLER 
(PRESIDENTE) 

PROF, C!n/SANTOS GESTEIRA 

RIO DE JANEIRO, RJ - BRASIL 
MARCO DE 1988 



i i 

AMERICANO DA COSTA, ALFREDO 

Anilise de Fundações de Miquinas Sujeitas a Excitações Ver­

ticais (Rio de Janeiro) 1988. 

xi, 184 p. 29 ,7 cm (COPPE/UFRJ, M.Sc., Engenharia Civil, 

1988) 

Tese - Universidade Federal do Rio de Janeiro, COPPE. 

1. Fundações de Miquinas I. COPPE/UFRJ II. Titulo (s~-

rie) 



i i i 

A minha mae pela sua dedicação. 

A minha esposa Angela. 

A meu filho que estã para nascer. 

Aos meus irmãos, Eduardo e Beth. 



i V 

AGRADECIMENTOS 

A Natron Consultoria e Projetos S/A na pessoa do seu di­

retor regional, Sergio Carvalho, pelas facilidades proporciona­

das para o término deste trabalho. 

Ao professor Claudio Fernando Mahler pela amizade, inte 

resse e preciosa orientação. 

Ao professor Paulo Alcântara Gomes, pela amizade, suges­

tão e apoio neste trabalho. 

Ao professor Cid Santos Gesteira pela disposição em aju­

dar a qualquer solicitação de minha parte. 

Ao engQ José Salim Sahade, chefe da Divisão de Engenha­

ria Civil da Natron, pelo incentivo e constante apoio. 

Ao meu ''irmão'' José Adeodato de Souza Neto, pela motiva-

çao e pelos ensinamentos através do seu grande conhecimento e 

experiência na ârea da pesquisa. 

Aos companheiros e professores da COPPE/UFRJ por tudo 

que me transmitiram ao longo de toda a convivência. 

Um especial agradecimento ã minha mãe, Celina, pela sua 

grande participação, em todos aspectos, na minha formação. 



V 

Resumo da Tese Apresentada ã COPPE/UFRJ como parte dos requisi-

tos necessãrios para a obtenção do grau de Mestre em 

(M.Sc.) 

ANALISE DE FUNDAÇOES DE MAQUINAS SUJEITAS 

A EXCITAÇOES VERTICAIS 

Alfredo Americano da Costa 

Março de 1988 

Orientador: Claudio Fernando Mahler 

Programa: Engenharia Civil 

Ciências 

Este trabalho tem por objetivo estudar e comparar, com 

observações in ~itu,os resultados obtidos na anãlise dinãmica 

de fundações de mãquinas, submetidas a excitações harmõnicas 

verticais com amplitude função da freqüência, atravês do mêtodo 

em que o solo ê considerado semi-espaço elãstico e do mêtodo em 

que o solo ê substituido por molas lineares. 

Para tanto, utilizou-se ensaios de campo realizados nos 

EUA, em solos argilo siltoso de Vicksburg (WES) e arenoso de Eglin, e 

ensaios realizados, no Brasil, em areia siltosa, de Volta Redon­

da, tipica de um solo residual jovem de gnaisse. 

Apresentou-se ainda, critêrios a serem considerados no 

projeto, resumo dos mêtodos de câlculo, bem como os cuidados a 

serem tomados na determinação dos parâmetros do solo. 
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Alfredo Americano da Costa 
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The aim of this research was to compare {n 6{~u test 

results with theoretical results of dynamic analyses used for 

machine foundation design. The tests were carried out on blocks 

submitted to vertical harmonic excitation with amplitude as 

function of frequence. ln the analyses the soil was considered 

either as an elastic half space oras a set of linear springs. 

In order to achieve the research purpose, test results 

carried out on silty clay soil from Vicksburg (WES) (USA), sandy 

soils of Eglin (USA) and silty sand from Volta Redonda (BRAZIL) 

are analysed. The Brazilian soil was of young residual gneiss type. 

Finally, this work, also, shows design criteria, 

calculations methods and soil parameters to be used in dynamic 

machine foundation design. 
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CAPITULO I 

I fffRODU CAO 

Os projetos de fundações de mãquinas, devido ã complexi­

dade de fatores envolvido~ requerem uma especial atenção do en-

genheiro. Existem, alem da carga estática, cargas dinâmicas 

atuantes que provocam vibrações no conjunto, as quais devem ser 

profundamente analisadas para que se obtenha um projeto econôml 

coe seguro, de forma a que não se observem ações nocivas tanto 

para a prôpria máquina como para outras máquinas localizadas na 

proximidade, como para estruturas de suporte, ~ara a constru­

ção que abriga a mãquina e, em especial, ao elemento humano que 

trabalha no local. 

Com o aumento constante na utilização das máquinas, de­

senvolveu-se um interesse por parte dos pesquisadores da area 

e uma real necessidade dada a evolução tecnolÕgica, em aprimo­

rar o conhecimento sobre o assunto e apresentar soluções de cá! 

culo. No Brasil, tal fato evidenciou-se tambem, com a amplia­

çao, por exemplo, da industria petroquimica. 

O projeto de fundações de mãquinas e um procedimento in­

terativo, acerto-erro, contendo três etapas interrelacionadas: 
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(1) estabelecimento do critêrio de comportamento desejado para 

a fundação; (2) determinação da dimensão e caracteristica do 

carregamento dinâmico; e (3) estimativa dos movimentos previs-

tos de translação e rotação do sistema mâquina-fundação-solo. 

Desde que em todas estas etapas anteriormente descritas o proj~ 

tista apoia suas respostas em suposições simplificadas. A ava­

liação do projeto atravês da observação da resposta da fundação 

apos a construção precisa ser vista como uma etapa seguinte ne­

cessâria. Busca-se de fato neste trabalho estudar apenas a ter 

ceira parte deste processo e de forma especifica estudando-se 

as soluções para fundações apoiadas diretamente no terreno su­

jeitas apenas a excitações harmõnicas - amplitude dependente da 

freqüência - verticais. 

A chave da solução do problema ê a determinação da rela­

çao dinâmica força, que compreende a massa e a freqüência de ex 

citação, amplitude de deslocamentos e freqüência de ressonância 

do sistema levando-se em conta não sõ o tipo e caracteristicas 

da mâquina, mas tambêm a fundação adotada e, em especial, o ti­

po de solo com seu comportamento e caracteristicas muitas vezes 

tão dificeis de previsão, particularmente quando o fator tempo 

estâ incluido. Em termos matemâticos configura-se um p~oblema 

de valor de fronteira mista no qual a forma dos deslocamentos 

sob a fundação rigida e prescrito enquanto o resto da superfi­

cie do semi-espaço estâ com tensões nulas. 

O problema tem sido historicamente estudado desde 1930 

(REISSNER (29)) e uma quantidade considerâvel de trabalhos tem 

sido investido nesta ârea desde a dêcada de 50 (QUINLAN e SUNG (29); 

BRYCROFT (29); dentre outros) atê os dias atuais, em particu­

lar em conexão com os estudos de interação solo-estrutura para 
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fundações de motores nucleares quando sujeitos a açoes de terre 

motos. 

Para o problema anteriormente exposto duas soluções fo­

ram adotadas: uma que pode ser considerada como mais empfrica, 

proposta por BARKAN ( 8) que caracteriza sob certos aspectos 

a escola russa na solução de problemas de fundações de mãquinas 

e a outra, que caracteriza a escola americana, a solução do 

semi-espaço elãstico que pode sob certos aspectos ser considera 

da uma solução "fechada" (BYCROFT (2~); HS!EH, (29); QU!i~LAN 

( 24) e SUNG ( 36) dentre outros). 

Enquanto a solução proposta por Barkan substitui o solo 

por um conjunto de molas lineares sem peso sem levar em conta a 

distribuição das tensões sob a fundação, a solução analftica 

busca resolver as conàições de fronteira mista supondo uma for­

ma particular para as tensões sob a fundação. Assim distribui­

ções uniforme ( REISSNER (29); QUINLAN e SUNG), parabol ica 

( QUINL~N (24)e SUNG (36)) e de "base-rfgida" (BYCROFT (29); HSIEH 

(29); QUINLAN (24) ·e SUNG (36)) foram empregadas e a resposta 

foi essencialmente determinada pela integração da solução de 

LAMB (1904) aplicada ao problema de ''Boussinesq dinãmico''. Fri 

se-se contudo, que uma distribuição de tensões simples adotada, 

pode não conduzir a deslocamentos de corpo rfgido na interface 

fundação-solo exceto possivelmente para uma faixa muito estrei­

ta de freqüências e assim os resultados dos mêtodos aqui estuda 

dos são somente aproximados e mostram como poderã ser visto 

quando comparados entre si e com observações {n ~{~u diferenças 

significativas, mas que se compreendidas e bem avaliadas pelo 

projetista da fundação podem apesar disso ser extremamente utei~ 
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Busca-se, assim neste trabalho analisar e comparar oco~ 

portamento dinâmico de fundações submetidas a excitações harmô­

nicas verticais com dimensões da ârea de contato e o tipo de 

solo variantes, calculados a partir das suposições 

por duas diferentes escolas e por ensaios de campo. 

propostas 

No Capitulo II deste trabalho, são apresentados alguns 

itens relevantes com relação ao projeto bem como alguns mêtodos 

de cálculo, respeitando a ordem cronolÕgica das contribuições. 

Foi dada mais ênfase ao mêtodo em que o solo ê considerado homo 

gêneo, isõtropo, elástico, semi-infinito (RICHART et al. (29» 

e ao mêtodo em que o solo ê substituido por molas lineares sem 

peso (BARKAN, (8)), por serem os mais utilizados nos escritõ­

rios de engenharia e fazerem parte do escopo deste trabalho. 

O Capitulo III contêm uma descrição mais detalhada dos 

parâmetros do solo utilizados nos dois mêtodos de cálculo, ora 

em estudo, e a descrição dos ensaios de campo e de laboratõrio 

realizados para obtenção dos mesmos. 

No Capitulo IV são apresentados os procedimentos dos en­

saios de campo, utilizados nestes trabalhos, os quais foram rea 

lizados em solos argilo siltoso de Vicksburg (WES), arenoso 

(areia fina) de Eglin (FRY (13)) e areia siltosa de Volta Re 

donda (RIBEIRO (25)). 

O Capitulo V contêm o procedimento utilizado na aplica­

çao dos dois mêtodos de cálculo nesta pesquisa enquanto no Capl 

tulo VI estão apresentadas as análises dos resultados comparatl 

vos entre os dois mêtodos de cálculo e os ensaios in -0itu. 
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O Capitulo VII apresenta as conclusões e sugestões para 

novas pesquisas. 

O Apêndice A contêm o resumo das fÕrmulas do método em 

que o solo ê considerado semi-espaço elástico e a pressao de 

contato exercida por uma base rigida. 

No Apêndice B estão apresentadas as fÕrmulas para um sis 

tema de um grau de liberdade, com e sem amortecimento, excitado 

harmonicamente, sendo a amplitude da força de excitação função 

da freqüência. 
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CAPÍTULO II 

REVISAO DOS MÉTODOS DE CALCULO 

I I , l, I NTRODUCÃO 

A fundação de máquina difere de qualquer outra fundação 

pelo fato de suportar alêm da carga estática, que corresponde 

ao peso prõprio mais o peso da máquina, a uma carga dinâmica. 

O projeto de uma fundação ê constituído do dimensionamen 

to e do detalhamento da mesma. No dimensionamento o oojetivo ê 

tornar a fundação capaz de suportar as cargas que soore ela 

atuam e transmiti-las para o solo de tal maneira que se ootenha 

um comportamento satisfatõrio. Para uma fundação de máquina 

uma verificação oorigatõria ê relativa ao comportamento dinâmi­

co. Para esta verificação, existem mêtodos empíricos e teõri­

cos com diferentes concepções. 

As cargas dinâmicas que atuam em uma fundação vao depe~ 

der do tipo da máquina. São classificadas de curta duração, CE_ 

mo as forças de impacto, ou, aquelas que variam periodicamente cE_ 

moê o caso da massa desoalanceada de uma máquina rotativa. 
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Na anâlise do comportamento dinâmico toda a preocupaçao 

do projetista e com relação ã amplitude da vibração que vai 

ser mâxima na situação de ressonãncia. Para este câlculo e ne 

cessârio o conhecimento do método a ser usado e de alguns crite 

rios a serem respeitados. 

t de fundamental importância que o projetista conheça a 

teoria das vibrações, porem o assunto não serâ abordado aqui por ser 

bâsico em dinâmica e estar presente em quase todos os 

clâssicos. 

l i v ro s 

No presente capitulo serao revistos alguns metôdos de 

câlculo de fundações de mâquinas, bem como alguns tópicos rele 

vantes do assunto em questão. 

rietodos numéricos tal como, método dos elementos finitos, 

apesar de ser uma grande ferramenta para anâlise de fundações 

de mâquinas, não serâ abordado neste trabalho. 

11.2. TIPOS DE FUNDAÇÕES 

O comportamento dinâmico das fundações de mâquinas e in 

fl uenciado tanto pelo seu peso como pelas suas propriedades geométricas. 

Os tipos mais usuais de fundações de mâquinas sao: 

i) maciça - consiste de um pedestral de concreto onde 

a mãquina se apoia (Fig. II.2.1a); 

ii) com paredes - consiste de um par de paredes engast~ 

das em uma placa de fundação (Fig. II.2.1b); 

iii) caixão - consiste de um bloco de concreto vazado no 
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centro, suportando a máquina no topo (Fig. 1I.2.1c); 

iv) aporticadas - consiste de vigas no topo, apoiadas 

num par de colunas sob forma de põrticos sucessivos, 

as quais formam o local sobre o qual a máquina e 

instalada (Fig. II.2.1d). 

Nas fundações, as aberturas, quando existem, sao utiliza 

das para passagem de tubulações e canalizações como tambêm para 

diminuir a massa, o que provoca um aumento da freqüência natural 

do sistema. O material normalmente utilizado ê o concreto ar­

mado, devido a sua resistência ã compressão e tração. 

As máquinas rotativas de baixa freqüência, atê 600 rpm, 

assunto deste trabalho, estão fixadas normalmente em fundações 

do tipo maciça, as quais são consideradas rígidas em relação ao 

solo, possuindo seis graus de liberdade, sendo três translações 

referentes aos eixos principais e três rotações em torno dos 

mesmos eixos (Fig. II.2.2), tendo logicamente, seis frequências naturais. 

As propriedades geomêtricas da fundação que vão influen 

ciar basicamente a análise dinâmica são: centro de gravidade, 

centrõide da área da base, momento polar de inêrcia da massa, mE_ 

mento de inêrcia da massa. Os dois Últimos so vao influenciar 

quando houver rotação ou torção. O centro de gravidade deve 

estar, sempre quando possível, na mesma 1 inha que o centrÕide 

da área da base para evitar o acoplamento entre o modo vertical 

e o de rotação. 
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Fig.][· 2.1 - Tipos básicos de fundações com cargos dinâmicos: 
( o ) maciço; ( b) com paredes i (e) caixão ; 
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Fig. ll-2.2- Modos de vibroçao de uma fundação maciço: 
- translações segundo os eixos X, Y, Z 
- rotações em torno dos eixos X , Y, Z 
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11.3. CRITÉRIOS DE CÁLCULO 

Um projeto de fundação de mâquina pode conduzir a um sis 

tema com uma vibração que pode ter amplitudes prejudiciais a 

prõpria mâquina, quanto ao seu funcionamento e vida Ütil. Da 

mesma forma o ambiente pode ser prejudicado pela vibração ex-

cessiva, a qual pode influenciar de forma negativa o solo, em 

especial solos não coesivos. 

Para anâlise dinâmica, dimensionamento e verificação da 

fundação, o projetista deve ter o melhor conhecimento possível 

da mâquina e do solo sobre a qual estâ apoiada. 

Dados necessârios para a anâlise, dimensionamento e veri 

ficação, com as condições de projeto a serem usadas, serão a se 

guir, em detalhes, descritos. 

a) Dados da mãquina 

Os dados necessârios para o projeto, com relação a ma­

quina devem ser fornecidos pelo fabricante da mesma. 

- planta e detalhes de fixação da mâquina na fundação; 

- tipo e ponto de aplicação das cargas na fundação; 

- distância entre o eixo principal da mâquina e o topo 

da fundação; 

freqüência de excitação no caso de mâquinas rotativas; 

- força excitante da mâquina e momento de curto circuito, 

caso ocorra. 
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b) Dados do sol o 

- sondagem e perfil do terreno; 

- características dos solos, inclusive dinâ.mi cas, as quais 

vao formar os parâmetros para a análise dinâmica (vide Capitulo 

III ) ; 

- posição do nível do lençol freático em diferentes ep~ 

cas do ano. 

c) Comportamento da fundação 

Com os dados citados, o projetista tem condições de di-

mensionar a fundação de forma que o comportamento da mesma se 

encontre dentro das restrições abaixo descritas: 

- o centro de gravidade da máquina e do bloco deve estar 

abaixo do topo da fundação, 

- o centro de gravidade da fundação e da máquina, de pr! 

ferência, deve estar no mesmo plano e na mesma linha do cen­

tróide da base da fundação para evitar o acoplamento entre o mo 

vimento de translação e de rotação, evitando assim uma análise 

mais complexa. BARKAN (8) e PRAKASH (22) fornecem como li 

mite de excentricidade, para nao ser considerado o acoplamento, 

nos modos vertical e de rotação, 5% da menor largura; 

- a fundação deve ter profundidade suficiente para se 

apoiar em um terreno de qualidade melhor e garantir a estabili­

dade com relação a rotação no plano vertical. Uma fundação en­

terrada em contato lateral com o solo terá na análise dinâmica 

coeficientes de rigidez e de amortecimento maiores; 
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- a fundação deve estar segura quanto a pressao admissí­

vel no terreno e quanto ao recalque (a norma indiana recomenda 

que a pressão admiss"ivel não ultrapasse 80% da permitida para 

carregamento estãtico); 

- as amplitudes de vibrações nao devem ser ofensivas tan 

to a própria máquina como ao meio. As amplitudes máximas devem 

ser fornecidas pelo fabricante. Na ausência destas informaçõe~ 

existem algumas tabelas e gráficos que podem ser utilizados no 

projeto. Fig. II.3.1 (RICHART (27)) e Tabela II.3.1 (SRINIVA­

SULU e VAIDYANATHAN (33)) fornecem criterios com relação asam­

plitudes; 

- a freqüência natural do conjunto máquina-fundação-solo 

deve ter um valor de 20% a 30% (MAJOR (18)) diferente do valor 

da freqüência de operação da máquina. Na lndia utiliza-se essa 

diferença entre 40% e 50% (PRAKASH (22)). Quando a freqüência 

de operação da máquina e maior do que a freqüência natural do 

sistema nota-se que na partida e parada vai ocorrer, em um cur­

to espaço de tempo, a ressonância; 

- deve-se evitar a colocação de fundação direta no solo 

em que o nível do lençol freâtico esteja a uma distância infe-

rior a 1/4 da menor largura da base (MAJOR (18)), 

pois as vibrações são transmitidas ate considerâveis dis 

tâncias através do lençol freâtico. 

A vibração provoca um aumento "na pressao neutra", indu 

zindo a uma perda da resistência ao cisalhamento (liquefação). 
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Tab. II.3.1 - Limites de deslocamentos para determinadas 
mãquinas (apud SRINIVASULU e VAIDYANATHAM 
( 3 3) ) 

Tipos de mãquinas Amplitudes permissiveis (cm) 

Mâquina com baixa frequência de 
operação (500 rpm) 

Mâquinas tipo martelo 
Mâquina ~om alta velocidade de 

operaçao 
a) 3000 rpm 

i) vibrações vertical 
ii) vibrações horizontal 

b) 1500 rpm 
i) vibrações vertical 

ii) vibrações horizontal 

0,02 
O , 1 

a 

a 

O ,002 a 
0,004 a 

O ,004 a 
O ,007 a 

+ REIHER e MEISTER (1931) - Vibrações tfl'I rtoi1111 tstoeionório 

* RAUSCH (1943) - Vibrações em reoimt ntocioncirio 

/l CRANOELL (1949} - Dnido o uplosão 

0, J ,----.---,-.--,--r-r"TTr----,--,--,---,-TTTTl 

0,02 

0,01 

_g 0,00!5 
o 

"' .. 
o 
a. .. .. 
'O 

0,002 

~ 0,001 

o. 
E 
< 0,0005 

0,0002 

100 200 500 1000 2000 5000 10,000 

Frequincio ( rpm) 

0,025 
O, 12 

0,003 
0,005 

O ,006 
O ,009 

Fig. Il-3.l - Limites gerais de amplitudes de deslocamentos poro uma 
particular frequência de vibração (opud Richortl27)l. 
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II.4. MÉTODOS DE CALCULO 

Os primeiros projetos de fundações de mãquinas sujeitas 

a excitação vertica1 eram feitos atravês da multiplicação das 

cargas por um fator dinãmico. Experiências, segundo 

(18),· verificaram que o procedimento de câlculo não 

r;!1JOR 

estava 

correto, mesmo quando esses fatores introduziam cargas dinâmi­

cas muito grandes e verificaram que o comportamento da fundação 

depende não apenas da força mas, tambêm da relação entre a fre 

qüência de operação da mãquina e a freqüência natural do siste­

ma. 

Os primeiros estudos foram feitos por I. Geiger (1922-

23)(18),atravês de investigações para determinar a freqüência nat~ 

ral. EHLERS (1925) e PRAGER (1927-30) (18)estudaram a teoria da vi 

bração e suas aplicações. A partir dai começaram a aparecer va 

rios estudos com relação ã freqüência natural e ã vibração do 

conjunto mãquina-fundação-solo de onde saíram vãrios mêtodos. 

O comportamento de uma fundação de mãquinas ê claramente 

influenciado pelo solo e a base de todos os estudos ê pratica­

mente a determinação de como o mesmo deve ser considerado e de 

como se devem obter os coeficientes de rigidez e amortecimento 

para aplicar na teoria da vibração. 

Os mêtodos mais usuais sao: 

a) os que consideram o solo como semi-espaço elãstico; 

b) o mêtodo em que o solo e substituido por molas linea­

res sem peso (Barkan). 
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Ambos os mêtodos consideram des1ocamentos da fundação mui 

to pequenos e conseqüentemente um comportamento e1âstico doso­

lo, não considerando alterações das suas características devido 

a vibração. 

Sendo os dois mêtodos acima citados de muita aplicabili­

dade por projetistas da ârea, no estudo de fundações de mâqui­

nas, e aproveitando ensaios in ~itu que verificaram deslocamen­

tos de fundações maciças submetidas a cargas provocadas por mâ­

quinas rotativas com diferentes freqüências de excitação, dese~ 

volveu-se este trabalho onde são analisados e comparados os re­

sultados obtidos pelos mêtodos acima para uma excitação harmôni 

ca vertical. 

ll.4.1, DEGEBO 

Durante o período 1928 a 1936 DEGEBO (German Research 

Society for Soil Mechanics), em Berl in, estudou vibrações de 

fundações e propriedades do solo atravês do desenvolvimento de 

um oscilador mecânico com quatro massas excêntricas como excita 

dor das fundações nos modos vertical e torcional. 

HERTWIG, FRÜH e LORENZ (1933), DEGEBO (in RICHART et al. (29)) 

desenvolveram testes para excitação vertical e fizeram as se-

guintes observações: 

i) os resultados dos testes podem ser adaptados para o 

sistema massa-mola com um grau de liberdade; 

ii) a resposta dinâmica foi não-linear e depende do peso 

da fundação e osci1ador, ârea da base da fundação, 

da força dinâmica aplicada e das características do 
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solo. 

Na sua publicação, Hertwig, Früch e Lorenz apresentaram 

a Tabela II.4.1 obtida dos resultados dos ensaios. Esta tabela 

indica a "freqüência caracteristica" para uma variedade de so-

- -los e difundiu-se a concepçao erronea de utilizar esses valores 

como a freqüência natural do sistema. Esta tabela fornece in­

formações de solos em condições especiais de ensaios apresenta~ 

do dados apenas sob o aspecto qualitativo segundo RICHARTetal.(29) . 

Tab. II.4.1 - Freqüências naturais de um vibrador DEGEBO 
tipo padrão para diversos tipos de solo 
(apud, TSCHEBOTARIOFF (39)). 

Na tu reza do sol o 

camada de 1,8 m de turfa sobre areia 

camada de 1 ,8 m de aterro antigo formado de areia 
media e restos de turfa 

areia pedregulhosa com lentes de argila 
aterro antigo de escõria, bem compactado pelo trá 

fego 
aterro muito antigo, bem compactado, de areia ar-

gil asa 
argila terciária umida 
argila liásica umida 
areia media, muito uniforme, amarela 
areia fina com 30% de areia media 
areia grossa uniforme 
areia compactada não uniforme 
argila terciária bastante seca 

argila dura 
calcário, rocha indeformada 
arenito indeformado 

Freqüencias naturais, 
fnd 

Hz ciclos/min (ciclos/s) 

12 ,5 750 

19, 1 1 • 145 
19 ,4 1 . 165 

21 ,3 1. 280 

21 ,7 1. 300 
21 ,8 1. 31 O 
23,8 1 .430 
24, 1 1 .445 
24,2 1.455 
26,2 1 . 570 
26,7 1 .600 
27,5 1.650 
28, 1 1 .685 
30,0 1 .800 
34,0 2.040 
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Em publicações subseqüentes foi estudada a influência do 

peso do oscilador, da areada base da fundação, e da força de 

excitação na freqüência de ressonância (freqüência natural), 

mostrando, segundo TSCHEBOTARIOFF (39) , as 1 imitações na uti-

1 ização dos parâmetros da tabela. 

Hrnnnce LORENZ (1939), DEGEBO (in RICHART et al. (29) e 

TSCHEBOTARIOFF, (39)) verificaram em testes com excitações ver­

tical e torcional em argila e areia que: 

i) mesma ârea da base da fundação e mesma força de ex 

citaçã~ com aumento do peso do oscilador diminu1a a 

freqüência de ressonância; 

ii) mesmo peso do oscilador e mesma força de excitação, 

aumentando a ârea da base da fundaçã~ aumentava a 

freqüência de ressonância; 

iii) permanecendo constantes as outras condiçõe~ um au-

mento na força de excitação originava uma 

da freqüência de ressonância. 

11.4.2. MÉTODO QUE LEVA EM CONTA A MASSA DO SOLO 

redução 

Dos testes realizados pelo DEGEBO e anâl ises subseqüente!i 

desenvolveu-se a concepção de que em relação ã fundação, o solo 

age como uma mola, vibrando juntamente com ela (Fig. II.4.1). 

Dentro desta concepção considere-se um bloco de massa 

"!!!", apoiado em uma mola com coeficiente 1 inear "K" (Fig. II.4.2). 

Quando esta massa estâ em vibração livre sem amortecimento, sua 

freqüência natural (ressonância), em ciclos por unidade de tem-



po, sera: 

f = 
n 2 TI 1--:- = 

1 8 

1 

2 TI 

para uma vibração forçada com amortecimento: 

/ K c2 

2 TI m 4m 2 

sendo c = coeficiente de amortecimento. 

(II.4.1) 

(II.4.2) 

A partir da concepçao de que o solo vibra com a fundação, 

alguns estudiosos incluíram no cálculo a massa do solo. Lorenz 

segundo TSCHEBOTARIOFF (39) tentou atribuir um valor definido 

a massa do solo em vibração (Fig. 11.4.3), e por isso transfor­

mou a equaçao 11.4.1 da seguinte maneira: 

onde: 

f = n 2n / K 
= 

2n 

A =areada base da fundação; 

K 

/ R' Ag 

K' = = mõdulo de reaçao dinâmica do solo; 
A 

Pv = peso da máquina mais a fundação; 

Ps = peso do solo em vibração. 

(II.4.3) 

Uma simples observação da Fig. 11.4.1 mostrará que os mo 

vimentos do solo são bem mais complexos que os da máquina e fun 

dação, tornando complicado o valor de ''Ps'' a considerar no pro­

jeto. 
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Fig. n-4.1- Deformação do superfície do solo ao redor de uma fundação 
com excitação vertical. 

m 

k 

Fig. n ·4.2 · Bloco de massa 
II 
m 

II 
apoiado em uma mola com 

coeficiente de rigidez • K'! 
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Abaixo estão ilustrados valores do peso do solo em vibra 

çao (Ps) fornecidos por alguns estudiosos: 

onde: 

HOOL e KINNE, 1943 (in ALPAN, (1)) 

Empiricamente forneceram a seguinte relação: 

P - peso do solo a considerar; s 

Pv - peso da máquina mais a fundação. 

CROCKETT (in BALAKRISHNA RAO e IIAGARAJ, (7)) 

Crockett observou que a freqüência natural e função da 

velocidade da onda de Rayleigh no solo, logo, vai ser função de 

densidade e propriedades do solo. 

CROCKETT e HAMMOND (in BALAKRISHNA RAO e NAGARAJ (7)) 

Crockett e Hammond sem ter comprovado atravês de 

experiência, apresentaram a concepção que a provável participa­

ção do solo na vibração pode ser representada por um bulbo de 

pressao e que a freqüência natural ê governada pelas proprieda­

des deste bulbo. 

PAUW (in SRINIVASULU e VAIDYA~ATHAN, (33)) 

Pauw apresenta em seu trabalho as seguintes suposições: 

i) para solos não coesivos o mõdulo de elasticidade {E) 

aumenta proporcionalmente com a profundidade; 
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ii) para soloscoesivos o valor do módulo de elasticida­

de (E) ê constante; 

iii) o solo ê elãstico, isõtropo e homogêneo. 

A carga na superf1cie ê suposta uniforme, estando esta 

carga abaixo da fundação dispersa sob a forma de um tronco de 

pirâmide ou um cone, de profundidade infinita, dependendo se a base 

do topo ê retangular ou circular (Fig. II.4.4). 

A partir da concepçao de que a parte efetiva do solo 

abaixo da fundação pode ser suposta como um tronco de pirâmide 

ou cone, Pauw determinou coeficientes de rigidez e massa doso­

l o. 

BALAKRISHNA RAO e NAGARAJ (7) 

Balakrishna Rao e Nagaraj, baseados nas ideias de CROCKETT. 

e CROCKETT e HAMMOND (BALAKRISHNA e NAGARAJ (7)), desen 

volveram a concepçao que ovalar da massa do solo "m " s da 

Eq. (II.4.3) estã contida dentro do bulbo de pressao correspon­

dente ao peso especlfico do solo a'" (Kg/cm3 ), em valor absoluto, antes da 

vibração. O bulbo de pressão e obtido considerando a soma das 

cargas estãtica e mãxima dinâmica positiva da máquina e funda­

ção, agindo na ãrea de contato com o solo como uma carga concen 

trada equivalente, aplicada no centro de massa da ãrea. 

II.4.3, MÉTODO EMPÍRICO DE TSCHEBOTARIOFF E WARD 

TSCHEBOTARIOFF e WARD (40) correlacionaram em um gra-

fico a freq~ência natural em função da ãrea da base da funda­

çao. Depois de obterem dispersões nos resultados, atribuindo-
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Fig. R-4.3 - Mosso do solo o considerar. 

z 
E (Z): Plh+Z) 

SOLOS NÃO COESIVOS 

E (ZI = E 

SOLOS COESIVOS 

Fig. lI-4.4 - Concepção do oná(ise de Pouw ( Srinivosulu e Voidyonothon ( 33) 1. 
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as a pressao de contato entre a fundação e o solo, passaram a 

admitir aquela freqüência natural do grãfico como uma freqüên­

cia natural reduzida (freqüência natural para uma pressão mêdia 

P, igual ã unidade), Fig. II.4.5,e obtiveram seguinte relação, 

empírica, para a freqüência natural. 

sendo: 

f = n /p 

A - a areada base da fundação; 

W - o peso da fundação mais o da mãquina; 

fnr - a freqüência natural reduzida. 

(II.4.4) 

TSCHEBOTARIOFF (38) verificou que os valores das fre­

qüências naturais reduzidas, para a ressonância, estavam dentro 

da faixa AB da Fig. 11.4.5. 

11.4.4, MÉTODO EMPÍRICO DE ALPAN 

ALPAN (1) desenvolveu os estudos de Tschebotarioff e 

War, para o cãlculo da freqüência natural. 

Assumindo a fÕrmula empírica para o grãfico de Tschebota 

rioff e Ward como: 

sendo: 



10,000 

-N 
E 
u 
o ,., 
(1) .. -

1000 

100 

10 
10 

24 

• • . : 
' ' 1 ~ 1 

~ \ \ 
i \ \ 
\ \ \ . . 

'!::'\ 1 'P ' 
'P ... .. 

""'"i;L; ,?. - -· \':. i\ 'º -
- 1"' 

o 

{-g.' 1 \ "' O• 1 
"' ' ':!· 1 C'I • 

. o' : . .. ' . 
A\ • • e • 

1 \ 

\ \ .. \ 
\ \ 1 \ ~ 
\ ' \ 

1 ' 
\ \ . 
\ 

\ 
1 

\ ~ . \ . 
' • ' 1 ' 1 

• '. \ 

\ '. ' ~ 
1 

\ 1 
\ ~ 

1 \ \ ' 
• 
' \ 

l 

100 1000 
Frequência natural reduzida 

(c.p. min) J!q x 102 

Fig. n-4.5 - Gráfico frequência natural reduzida em função da área do base 
(opud, Tschebotorioff ( 39) l. 
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obtem-se 

a-(1/b) 
1 • A(l/b+l/2) 

Todas as 1 inhas sendo paralelas, "b" foi encontrado igual 

a "-3,98''. Considerando que o valor de a1 varia, dependendo do 

tipo de solo tem-se: 

a 

rw 

tendo "a'' os seguintes valores, dependendo do solo: 

Arenito - 111,000 

Areias - 82,000 

Argilas plãsticas - 69,000 

Turfa - 39,000 

(II.4.5) 

l l. 4, 5, MÉTODO G'UE CONS !DERA O SOLO COMO SEMI-ESPAÇO ELÁSTICO 

Nesta teoria, a fundação e suposta apoiada na superficie 

do semi-espaço-elãstico e tendo ãreas de cont~tg gecimêtricas 

simples, em geral circulares, mas tambêm outras formas tais co­

mo retangular ou corridas podem ser consideradas com algumas m~ 

dificações. O prõprio semi-espaço ê suposto como homogêneo, 

isotrõpico, elãstico, semi-infinito que freqüentemente ê chama­

do ''semi-espaço-elãstico''. Esta teoria inclui a dissipação de 

energia atravês do semi-espaço por ''amortecimento geomêtrico" e 

permite o cilculo de uma amplitude finita de vibração na ''fre-
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quência de ressonância". O mêtodo ê um processo anal1tico que 

fornece um meio racional de avaliar as constantes de mola e 

amortecimento para incorporação em sistemas de vibração de pa­

râmetros concentrados (lumped pa~ame~e~) e massa mola-amorte 

cedor. O mêtodo de anâlise tornou-se o estado-da-arte corrente 

para análise dinâmica de fundações apoiadas em solos. 

Apresentar-se-á a seguir, sob forma sucinta, buscando 

respeitar a ordem cronológica de contribuição, os autores e tra 

balhos mais importantes que contribuiram de forma marcante no 

desenvolvimento da teoria da vibração do semi-espaço elâstico. 

LAMB (in RICHART et alii., (29)) 

O trabalho de LAMB (1904) ê a pedra fundamental das sol~ 

çoes teóricas desenvolvidas a partir da suposição de um oscila­

dor apoiado em um corpo semi-infinito, elâstico, isotrópico e 

homogêneo. Neste trabalho Lamb estuda inicialmente a resposta 

do semi-espaço elástico quando excitado por forças oscilantes 

verticais atuando ao longo de uma linha, ou seja, estabeleceu a 

solução para a propagação de onda bi-dimensional. Dentre ou­

tras proposições, o estudo foi estendido para oscilações hori­

zontais na superf1cie e,verticais e horizontais no interior do 

sol o. 

Seguindo a mesma linha de pensamento para o caso tridi­

mensional, Lamb desenvolveu a solução para excitação pontuais 

harmónicas e transientes. Tal força vertical oscilante na su­

perf1cie para o caso tridimensional ê freqüentemente chamada de 

"carregamento dinâmico de Boussinesq'' e fon;a a base do estudo 

de oscilação de fundações apoiadas em semi-espaços elástico. 
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Outro aspecto interessante proposto por Lamb foi o da 

condição de reciprocidade dinâmica que e uma extensão da lei de 

Maxwell de deflexão recTprocas sob condições dinâmicas. 

1) VIBRAÇÃO VERTICAL PARA BASE CIRCULAR APOIADA NA 

SUPERFICIE DO SOLO (SEMI-ESPAÇO ELÃSTICO) 

REISSNER (in RICHART et alii (29) e DAS (11) 

Reissner, em 1936, inspirado nas investigações da DEGEBO 

(1928-1936), tentou avaliar a influência das propriedades do so 

lo na resposta dinâmica de uma fundação, admitindo-se uma pres­

são na superfTcie do semi-espaço elástico, periÕdica vertical, 

uniformemente distribu1da sobre uma ãrea circular de raio ''r 0 '' 

(Fig. II.4.6b). Esta anâlise foi realizada integrando a solu­

ção de Lamb anteriormente descrita. 

O deslocamento vertical periÕdico, segundo a solução an~ 

l1tica proposta por Reissner, para excitações harmônicas verti­

cais atuando no centro de uma area circular da superficie pode 

ser expressa por: 

Q iwt o e 
z = ( I I • 4 • 6 ) 

G ro 

onde: 

Z = deslocamento vertical periõdico no centro da funda-

çao; 

w = freqUência circular da força aplicada; 

r 0 = raio da fundação; 

Qo = amplitude da total força aplicada; 
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f 1 ,f2 = "funções deslocamento" de Reissner; 

G = mõdulo cisalhante do semi-espaço elástico. 

As expressoes para f 1 e f 2 sao funções do coeficiente de 

Poisson (v) e de uma freqüência adimensional: 

ao = w ro ~ = 
w r 0 

(11.4.]) 

sendo vs a velocidade de propagaçao da onda cisalhante, P a den 

sidade do solo ( J-). 

Usando a Eq. (11.4.6) e resolvendo a equaçao de equilí­

brio de forças, Reissner obteve a seguinte expressão para a am­

plitude do movimento de uma fundação circular flexível submeti­

da a uma força periodica, Q = Q0 eiwt 

ºº / ff + fi 
Az = 

G ( 1 b a õ f ) 2 + (b a t f 2 ) 2 ro - 1. 

(II.4.8) 

sendo li b li ' ra zao de massa adimensional 

m p 
b = = (11.4.9) 

y = peso especifico do solo; 

P = peso da fundação mais a máquina. 

O trabalho de Reissner foi o estudo analítico básico pa-

ra uma fundação submetida a uma excitação periõdica sobre um 

semi-espaço elástico. Contudo, seu estudo não era totalmente 

aceito por parte dos engenheiros que trabalhavam neste assunto 

pois, não apresentou bons resultados em comparaçao com ensaios 
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de campo. Segundo RICHART, HALL e WOODS (29) havia três ra 

zoes fundamentais para esta não concordãncia: 

i) os recalques desenvolvidos durante muitos 

violentaram as condições assumidas para o meio elâstico; 

testes 

ii) a concepçao da pressao distribuída uniformemente na 

superficie do semi-espaço não foi realistica; 

iii) existia um erro no câlculo de f2 o qual foi desco­

berto por Sung e Quinlan 17 anos depois da publica­

ção do trabalho de Reissner. 

QUINLAN (24) e SUNG (36) 

Com relação ao trabalho de Reissner, Sung fez basicamen­

te duas observações: 

1) o erro no sinal na expressao que calcula o valor de 

f 2 ; 

2) muitas das amplitudes das forças de excitação sao fun 

çoes do quadrado da freqüência de operação (Q 0 = m ew 2); Reiss­e 

ner contudo, sõ considerou forças com amplitudes constantes. 

Quinlan e Sung estabeleceram equações da resposta dinâmi 

ca de uma base circular· que produziam pressoes uniformemente 

distribuidas, parabÕlicas e pressões exercidas por uma base ri­

gida (Fig. II.4.6), na superficie do semi-espaço elâstico. Qui~ 

lan obteve solução, apenas, para base rigida, enquanto Sung en­

controu respostas para os três casos. Sung obteve a solução tanto pa­

ra a amplitude da força de excitação constante como para uma am­

plitude dependente da freqüência de operação do vibrador (Q 0 = 

=meew 2). 
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Sendo 11 m 11 a massa desbalanceada e 11 e 11 a excentricidade e 

da mesma, Sung chegou neste caso ã seguinte expressão para am-

plitude do momento 

/ ( I I • 4 • 1 O) 

"f 1 " e "f2" sao "funções deslocamentos" obtidas em função da 

frequência adimensional (ao) e Coeficiente de Poisson (v). A 

Fig. II.4.7 fornece os valores de "f 1 " e "f2" para os três ca­

sos de pressao. 

A Eq. (II.4.9) pode ser transformada e explicitada em 

função da freqüência circular como segue: 

w2 = 
2 

pro 

Substituindo 

2 
me e a o 

Az ; 

3 
p ro 

a Eq. 

/ 
(II.4.11) na Eq. 

. 
fi 

2 
+ f2 

( 1 + b 2 a o f l) 
2 

+ 

( I I • 4 • 1 1 ) 

(II.4.10) obtêm-se 

(b 2 f 2) 2 a o 
(II.4.12) 

onde a expressao para a amplitude adimensional do movimento vai 

ser: 

f2 + f2 
l 2 

(II.4.13) 
(1 + b a~ f 1 )

2 + (b a~ 

Atravês desta fÕrmula, Sung apresentou os grâficos que 

mostram as curvas da amplitude adimensional em função da fre-

qüência adimensional 1'a 0
11 para: os três casos de pressao, ten­

do valores fixos de b;S e v;0,25; base rTgida com valor fixo de 
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b=5, variando o valor de"v" (Fig. II.4.8); e para base 

com valor fixo de v=0,25, variando"b"(Fig. II.4.9). 

rígida 

Considerando a amplitude da força de excitação constante 

(Q 0 ) Sung obteve a seguinte expressão para a amplitude adimen­

sional do movimento 

G ro 

/ 

f2 + f2 

= (1 + b a~ ;1) 2 : (b a~ f2) 2 Q, 

A Fig. II.4.10 apresenta o gráfico amplitude adimensio­

nal em função da freqüência adimensional. 

As Figs. II.4.8 e II.4.10, se comparadas com as curvas 

obtidas pela teoria da vibração (sistema massa-mola), amplitude 

adimensional (ou fator de amplificação) em função da razão de 

freqüências ( wwn ), para valores da razão de amortecimento e mes 

mos casos de carregamento, indicam semelhança. Menor valor de 

"b'' nas Figs. II.4.8 e II.4.10 corresponde a um maior amorteci­

mento. Esses dados mostram a possibilidade de substituir oco~ 

junto fundação-solo por um sistema massa-mola-amontecimento 

(Fig. II.4.11), simplificando assim, a resolução da análise de 

fundações de mãquinas. 

Alguns estudiosos como Hsieh, Whitman e Richart obtive­

ram valores dos coeficientes de rigidez e amortecimento, o que 

sera a seguir descrito. 

HSIEH(16) 

Hsieh, atravês da equaçao de Reissner (Eq. II.4.6), ob­

teve a seguinte expressão para equaçao do movimento, no modo 

de translação simples sendo a pressão considerada corresponden-
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Fig.lI-4.6-Distribuiçõo de pressão: {a) produzida por base rígida; 
(b) uniformemente distribuida; (c) parabólica, agindo sobre uma 
região circular. 
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Fig. lI-4.7 • Representação gráfica da função "f;' e da função"f;'. Cada curva é iden· 
tificada pelo tipo de pressão e coeficiente de Poisson (v) 
( apud Sung ! 36ll. 
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Frequência Adimensional a1 

Fig. n-4.9- Efeito no amplitude adimensionol (Azm/bm1 e), considerando pressão 
de base rígido e coeficiente de Poisson igual o 0,25, devido o razão de 
mosso "b" ( apud Sung (36) ). 
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Fig. lI-4.10-Efeito no amplitude odimensionol ( Az G ro/Q0 ), considerando pressiio 
de base rígida e coeficiente de Poisson igual o 0,25, devido o roziio de 
mosso "b" ( opud Sung (36) ). 
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te a uma base rigida: 

m z - /Gp r O F2 z - G r O F 1 z = P 

sendo 

- G r 0 F1 = coeficiente de rigidez "K"; 

- /Gp rõ F2 = coeficiente de amortecimento "C" 

m = massa da maijuina Dais a fundaçio; 

P = força de excitaçio; 

r 0 = raio da fundaçio circular, ou raio da area circular 

equivalente ã ãrea da base quando se trata de uma 

base retangular; 

p = densidade do solo; 

G = mõdulo cisalhante. 

As expressoes de F1 e F2 foram fornecidas para o modo de 

vibraçio vertical, no caso da base rigida na superficie do semi,.. 

espaço elástico, como descritos a seguir para O < a < 1,5: 

V = 0 

V = 0 ,25 

2 
F1 = 4,0 - 0,5 a 0 

F 2 = 3, 3 + O ,4 a 0 

F 1 5,3-1,0a~ 

F 2 = 4 ,4 + O ,8 a 0 
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F1 = 8,0 - 2,0 a~ 

v = O ,5 

F2 = 6 ,9 

Estendendo os seus estudos, Hsieh encontrou a solução p~ 

ra pressões uniformemente distribuida e parabÕlica multiplican­

do o raio da ãrea circular pelos seguintes fatores: 

pressao uniforme - 0,78 

pressao parabÕlica - 0,59 

Hsieh enfatiza em seu trabalho a necessidade de analisar 

quantitativamente as amplitudes de oscilação em todos seis mo­

dos ou graus de liberdade de forma a assegurar um funcionamento 

satisfatõrio da fundação. Frisa tambem que muitos dos proble­

mas são devidos a vibrações envolvendo mais de um modo de vibra 

çao ao mesmo tempo. Muitas de suas preocupações referentes a 

influencia da não-linearidade do solo bem como de propriedades 

dissipadas do mesmo ainda não foram totalmente esclarecidas e 

fazem parte das preocupaçoes dos pesquisadores atuais. 

LYSMER & RICHART (17) 

O modelo do semi-espaço considerado pelos autores e um 

compromisso inteligente entre a conveniencia matemãtica e are 

presentação precisa de um sistema real fundação-solo. A utili 

dade do modelo foi claramente demonstrada pelo fato que as di~ 

crepãncias entre deslocamentos calculados caem no dominio esp~ 

rãvel para um sistema solo fundação, que e um sistema definido 

de uma maneira muito pobre. 

Lysmer e Richart apresentaram a analogia entre a dissip~ 
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çao de energia, causada pela propagaçao de ondas, com a resul­

tante do amortecimento viscoso. Esta concepção permite o estu­

do de um sistema infinito (solo) por um sistema simples finito. 

A dissipação de energia ê inteiramente causada pela geometria 

infinita do sistema e será abordado como "Amortecimento Geomê­

trico", enquanto o amortecimento viscoso ê geral~ente referido 

as propriedades do material. 

No estado de uma fundação rigida circular na superficie 

do semi-espaço elástico os autores utilizaram, como ferramenta, 

a analogia reo~6gica entre os sistemas lineares tipicos e o si! 

tema de osciladores simples amortecidos (Fig. 11.4.12) introdu­

zindo um tipo análogo ao mostrado na Fig. ll.4.12c para o mode­

lo idealizado do semi-espaço (LYSMER e RICHART (17) e OAS, 

1983). As constantes obtidas atravês da analogia para o amorte 

cimento e a mola, respectivamente, sao: 

e = 

K = z 

- F, 
a o 

Fi + F~ 

Ff + F~ 

K2 ro K2 ro 
= C1 (11.4.14) 

V 
s vs 

K2 = K1 K2 (11.4.15) 

sendo F1 e F2 funções deslocamentos e K2 constante de mola está 

tica. As expressoes de K2 , C1 e K1 estão definidas abaixo. 

4 G r 0 

K z = (11.4.16) 
- \) 

- F2/ao 
C1 = 

Ff + F~ 
(11.4.17) 
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F, 
K, = (II.4.18) 

LYSMER (17) apresentou uma função deslocamento (F) qu~ 

se independente do Coeficiente de Poisson (v), baseada na fun­

ção deslocamento de BYCROFT (17) (f), bem como uma razão de 

massa modificada adimensional conforme expressões abaixo. 

F = 
4 

f=F 1 +iF 2 
1 - V 

- V m 

4 
2 

pro 

(II.4.19) 

(II.4.20) 

A determinação analitica da função F, envolve uma dificil reso­

lução matematica, que consiste da solução da equação de onda p~ 

ra um sôlido elástico com condições de fronteira mistas tendo 

tensão zero na superficie livre do semi-espaço e uma condição 

uniforme de deslocamento sob a fundação. LYSMER (1965) aprese~ 

tau uma solução aproximada para v=1/3 podendo ser adotada para 

outros valores de ''v'' devido a insignificância da 

deste coeficiente em "F" (Fig. II.4.13). 

influência 

Introduzindo-se a seguir as equaçoes (11.4.14 e 11.4.15) 

na equação do movimento obtêm-se 

m z + e, i + K, K2 z = Qo eiwt 

obtendo para a expressao do fator de amplificação ou amplitude 

adimensional para uma excitação com amplitude constante: 
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o ---r--
(a) Sistema S 

p = P. eiwt 
o 

6 

(b) Sistema S+m 

----~-----------~ 

e K 

/ 

(e) Sistema S (d) Sistema S+m 

Fig.lt-4.12- (a) e (b) Sistema típico linear, (e) e (d) Simples 
osc ilodores amortecidos. 
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(II.4.22) 

sendo 

m w2 

(II.4.23) 
K2 

A aplicação prâtica da concepçao acima, mostrou que uma 

concordância apenas limitada entre as amplitudes observadas 

e calculadas pode ser obtida devido em especial a discrepância 

entre o modelo teórico do semi-espaço e o sistema fundação-solo 

real, o qual ê geralmente não-linear, não homogêneo e imperfei­

tamente descrito. As dificuldades matemâticas envolvidas no 

uso restrito do modelo semi-espaço podem introduzir a aproxima­

ções grosseiras nos câlculos prâticos. LYSMER e RICHART (17) 

estenderam os seus estudos na finalidade de substituir o siste­

ma semi-espaço por um oscilador amortecido simples com proprie-

dades dinâmicas tão similares quanto passiveis. Uma das formas 

de fazê-lo ê assumindo valores apropriados para as funções C1 e 

K 1 • 

Analisando valores para K1 e Ci,LYSMER e RICHART (17) 

fizeram as seguintes observações: 

i) para que haja concordância com o caso estâtico, K1 

deve assumir valor unitârio, o qual ê 

para "a 0 " menor do que 0,8; 

satisfatório 

ii) C1 tem grande influência na ressonância, que ocorre 

para 0,3 <ao< 0,8. Neste dominio pode-se admitir 

um valor mêdio de C1 igual a 0,85. 
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Introduzindo esses valores de K1 e C1 nas Eqs. (l!.4.14 e 

II.4.15) tem-se 

3 , 4 
e = = (II.4.23) 

4 G r o 
(II.4.24) 

1 - \) 

. ) 

Introduzindo-se essas expressoes na equaçao do movimento, 

pode-se representar a mesma para uma fundação de mãquina circu­

lar rigida apoiada na superficie de um semi-espaço por: 

3 4 r 2, , 4 G ro 
m i' + ------ /pG z + -----

(1 - v) (1 - v) 
z = Q (II.4.25) 

sendo: 

m = massa da fundação mais a massa da mãquina; 

r 0 = raio da fundação; 

Q = força de excitação. 

Segundo o auto~ o erro obtido por esta aparentemente gro! 

seira aproximação e surpreendentemente pequeno como pode ser 

visto na Fig. II.4.14, onde a resposta estã representada pela 

1 inha pontilhada. 

Assumindo a equaçao II.4.25 pode-se analisar o comporta­

mento dinâmico de uma fundação circular rigida apoiada na supe~ 

ficie através de algumas fÕrmulas para o movimento harmônico do 

sistema fundação-solo como apresentado a seguir: 
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Fig. I[-4.13 - Variação de
11
F

11 
com o coeficiente de Poisson ( oJ) {opud Lysmer ond 

Richort (17 l 1. 

3,---------.-------,-------,--------, 

as 

--- Teoria do semi· espaço (,1 = 1/3) 

---- Analogia simplificada ( k1 = 1, c1 = 0.85) 

e=(1~") m 
Pro' 

M: .=====' ===­
J(k,- Boã )2+(c1 oo>Z 

1.5 

Frequência Adi•easionol a0 = ~~ 
2 

Fig. n-4.14- Fartar de amplificação de uma fundoçõo circular rígido poro uma 
forço vertical com amplitude constante. 
(opud Lysmer ond Richort (17) l 
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1) Amortecimento crTtico 

/ 

4 G r 0 m 
Cc ; 2 /Ç m ; 2 -----

( 1 - V) 

2) Razão de amortecimento 

e 0,425 
D ; ; 

Cc ~ 

3) Freqüência de ressonância (CPS) 

i) amplitude da forca de excitação constante 

(Q ; Q0 sen wt) 

fm ;-1- 0 /1 
d TT / --;;;--

vs 
- 2 02 ; ··----

(II.4.26) 

(II.4.27) 

(II.4.28) 

ii) amplitude da força de excitação em função da frequê~ 

eia (Q; me e w2 sen wt) 

fmr ; -
1
- /lÇ ____ ; O ,31847 

3 TT / --;;;-- 2 D l1-02 
~ G ro 

(1-v)m-1,445 d p 

(II.4.29) 

4) Amplitude do deslocamento 

i) amplitude da força de excitação constante 

{Q; Q0 sen wt) 

; 

;---;:::=======================-
/ 

4 G ro 3,4 rfj p1
/

2 G1
/

2 w 
_____ m w2 )2 + (---------) 2 

(1-v) (1-v) (II.4.30) 



45 

ii) amplitude da força de excitação em função da freqüê~ 

eia (Q = Q0 me e w2 sen wt) 

m e w2 

e Az = ----------
/(R - m w2)2 + cz w2 

z 

= 

m e w2 

e 
= ----;:::======================-

4 G ro 3,4 r~ p 1
/

2 G1
/

2 w 
-----mw2i2+( )2 

(1-v) (1-v) 
(II.4.31) 

5) Freqüência natural para oscilação nao amortecida 

f = n / 

G ro 
2 TT -( ,-_-v_)_m_ 

4 G r 0 

(1-v) m 

(CPS) 

6) Fator de amplificação 

(rad/seg) 

i) amplitude da força de excitação constante 

(Q = Qo sen wt) 

M = 
Az 

ºº 
= 

/c1 w w 

Kz 
- (-- ) 2]2 + [2 D --]2 

wn wn 

(II.4.32) 

(II.4.33) 

(II.4.34) 

ii) amplitude da força de excitação em função da freqüê~ 

eia (Q = m e w2 sen wt) e 

A m 
= ---'

2=--- = M a~ B
2 

me e 
(II.4.35) 
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7) Mãxima amplitude do deslocamento 

i) amplitude da força de excitação constante 

(Q = Qo sen wt) 

Qo (1-v) 

4 G ro O , 8 5 /B 
2 

- O , 1 8 
(II.4.36) 

ii) amplitude da força de excitação em função da freqüê~ 

eia (Q = me e w2 sen wt) 

0,85 /B - 0,18 z 

NAGENDRA e SRIDHARAN (19) 

(II.4.37) 

Os autores observaram que as funções deslocamento f 1 e 

f 2 para distribuição de pressão uniforme conforme fornecido por 

SUNG (36) para quatro coeficientes de Poisson diferentes, quan­

do multiplicado pelo fator K/G ro onde K ê a constante de mo­

la, G o mõdulo cisalhante e roo raio da fundação torna-se qua­

se independente do coeficiente de Poisson. Desenvolveram as-

sim as funções F1 e F2 ("funções de deslocamento modificadas") 

que correspondem ao valor mêdio das expressões K f 1/G r 0 e 
• 

K f2/G r 0 • A partir destes valores de F1 e F2, o fator 

- F2/ao F1 pode ser modificado tanto para distribuição de pre~ 

sao uniforme quanto para pressa~ parabÕlica. Observe-se que 

de acordo com o sugerido por LYSMER e RICHART (17), para o coe-

ficiente de amortecimento, e, se tomou a mêdia de va 1 o-

res no dominio 0,3<ao < 0,8.No caso de - F2/ao F1 , tambêm se 

tomou o valor mêdio neste dominio para efeito de cãlculo. 

A partir disto obtêm-se as expressões abaixo transcritas 
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as quais desenvolvidas fora~1 utilizadas em aplicações 

neste trabalho. 

a) Distribuição de pressao uniforme 

- V 

P)
l/2 2 

2,117 (G r 0 

e = 
1 - V 

a equaçao do movimento: 

2,117 (G p)
112 r; n G r 0 

m z + z + = Q 
1 - V - V 

b) Distribuição de pressao parabÕlica 

3 n G r 

4(1-v) 

e = 
1 - V 

a equaçao do movimento: 

1,164 rõ (G p)
1

/
2 

. 
z + 

3 TI G ro 
= Q m z + 

- V 4(1-v) 

prãticas 

(II.4.38) 

(II.4.39) 

(II.4.40) 

(II.4.41) 

(II.4.42) 

( I I • 4 • 4 3 ) 

2) VIB~ACAO HORIZONTAL, VIBRAÇÃO POR ROTAÇÃO E VIBRAÇÃO 

POR TORÇÃO PARA BASE CIRCULAR RIGIDA APOIADA NA SUPER 

FICIE DO SOLO (SEMI-ESPAÇO ELÃSTICO) 

A concepçao fisica desses modos de vibração desacoplado 

pode ser visto juntamente com a Fig. II.2.2 como: 



48 

modo de vibração horizontal - translação nos eixos X e Y; 

modo de vibração por rotação - rota.cão em torno dos eixos X e Y; 

modo de vibração por torção - rotação em torno do eixo Z. 

A análise desses modos de vibração nao faz parte deste 

trabalho. Por esta razão vão ser apresentados, sucintamente, ap~ 

nas os coeficientes de rigidez e amortecimento, em funções de 

simples parâmetros do solo (fôrmulas simplificadas). 

Vibração horizontal 

ARNOLD, BYCROFT e WARBURTON (1955) e BYCROFT (1956) (in 

RICHARD, HALL e WOODS (29)) apresentaram a solução analitica 

para base rigida no semi-espaço elástico. HALL (1967) (in RI­

CHART, HALL e WOODS (29)) desenvolveu . expressoes para os coe 

ficientes de rigidez e amortecimento, bem como a razão de massa 

com: 

K = 
X 

e = 
X 

B = 
X 

32(1-v) 
G r 0 

] - V 

18,4(1-v) 

7 - 8 V 

7 - 8 V 

32(1-v) 

m 

P rj 

Substituindo essas expressoes na equaçao do 

obtêm-se: 

movimento 
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m ir."+------

7 - 8 V 
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. 
d /pG X 

32(1-v) 

7 - 8 V 

m = massa da fundação mais a miquina 

Q = força de excitação 

G ro x = Q 

(II. 4. 44) 

sendo o amortecimento critico e o fator de amortecimento: 

/ 

m 32(1-v) 
Cc = 2 ----

(7-8v) 

D = 
e 

X 
0,2875 

= 

Vibração por rotação 

G ro 

ARNOLD, BYCROFT e WARBURTON (1955) e BYCROFT (1956) (in 

RICHART, Hall e WOODS (29)) desenvolveram a solução analitica 

para rotação. HALL (1967) (in RICHART, HALL e WOODS (29))de­

senvolveu as expressões para os coeficientes de rigidez e amor­

tecimento bem como a razão de massa como: 

8 G ri 
K = 

cj, 3(1-v) 

O ,80 r'ô /G"p 
C' = cj, ( 1 -v) ( 1 + Bcj,) 

3(1-v) I 
B = cj, 8 5 pro 
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substituindo essas expressoes na equaçao do movimento tem-se 

.. 
I<P <P + 

0,80 r~ /Gp 

(1-v) (1+B<P) 

B G r 3 
• o 

<P + 
3(1-v) 

I<P = momento de inêrcia da massa em relação ao eixo de 

rotação 

sendo o amortecimento crítico e fator de amortecimento: 

CC = 2 IK<P 1 <P 

C' O , 1 5 

D <P = <P 

CC (1+B<P) ~ 

Vibração por torção 

RE!SSNER (1937) e RE1SSNER e SAGOCI (1944) (in RICHART, 

HALL e WOODS (29)) apresentaram a razão de massa 

sendo 

81), = 
I 1/i 

5 
pro 

11/J = momento polar de inêrcia da massa 

Richart, segundo PRAKASH (22) definiu o coeficiente da 

rigidez a o fator de amortecimento como: 

16 

3 
G d 

O , 5 
D = -----
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3) VIBRACAo HORIZOHTAL ACOPLADA COM ROTAÇAO 

No dimensionamento de uma fundação de mâquina o projeti~ 

ta tem a preocupação de evitar, ao mâximo, o acoplamento entre 

os modos de vibração. Isto pode ser obtido através da adapta­

çao da fundação com relação as propriedades geométricas. Para 

que o modo vertical fique desacoplado, é necessârio que o cen­

tro de gravidade da fundação e mâquina esteja na mesma linha que 

o centrõide da ârea da base ou no mâximo com 5L da menor largu­

r~de excentricidade. O acoplamento entre os modos horizontal e rotação e 

praticamente inevitâvel pois, o centro de gravidade da fundação e ma 

quina nunca coincide com o centro de resistência ao deslizamen-

to provocado pelo solo. A natureza deste movimento, segundo 

RICHART, HALL e WOODS (29), ê igual a soma do movimento hori­

zontal e o movimento de rotação (Fig. II.4.15). Analisando des 

ta maneira, despreza-se o momento realizado pelo peso (MP= Ph </l), 

devido o ângulo de rotação ser muito pequeno. 

Quando as vibrações sao causadas por um momento "M.", as 
1 

equações das vibrações forçadas das fundações, para o movimento 

acoplada, vão ser: 

(x h ~ - Kx h </J = O 

ARYA, O 'NEILL e PINCUS (6) admitem, para o sistema 

onde existe o acoplamento de modos de vibração e um deles apre­

senta um grande dominio no movimento, poder analisar cada modo 

separadamente e depois superpor os resultados. No caso em que 
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''h'' tenha um valor substancialmente alto o acoplamento deve ser 

considerado. Isto e um alerta para os projetista que, muitas 

vezes 

menta. 

sem utilizar qualquer anâlise, não considera o acopla-

4) ALGUNS CONCEITOS COMPLEMENTARES 

a) Amortecimento 

Hâ dois tipos de amortecimento no sistema real: um in­

troduzido pela perda de energia atravês da propagação de ondas 

elâsticas a partir da proximidade da fundação e um outro asso­

ciado com perda de energia interna no interior do solo devido a 

efeitos viscosos e histerêtico (amortecimento interno). O amor 

tecimento equivalente corresponde ã propagação de ondas elâsti­

cas ê chamado ''amortecimento geométrico'', o qual as expressoes 

da razão do amortecimento são obtidos da teoria do semi-espaço 

elâstico. O amortecimento interno, expressado em torno da equi 

valente razão de amortecimento ''D'' estâ ilustrado para alguns 

tipos de solo na Tab. 11.4.2, a qual fornece que um valor tipi­

co de "D" ê da ordem de 0,05. 

O parâmetro amortecimento para qualquer particular sist! 

ma fundação-solo incluirâ ambos os efeitos do amortecimento geQ 

mêtrico e interno. Se considerar o valor do amortecimento in­

terno 0,05, comparando este valor com a razao de amortecimen­

to geométrico da Fig. 11.4.16, onde apresenta a variação de "D'' 

em função de "B'' para os quatro modos de vibração, verifica-se 

a contribuição para cada modo. Pode-se notar para os modos de 

translaçã~ que a participação do amortecimento interno e despr! 

zivel. 
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Tab. II.4.2 - Alguns valores tipicos de amortecimento in 
te r n o n o s s o 1 os ( a p u d R I e H AR T e t a 1 . , ( 2 91) 

Tipos de solo 

areia seca e pedregulho 
areia saturada e seca 
areia seca 
areia seca e saturada 
e pedregulho 
argila 
areia siltosa 

a reia seca 

Equivalente razão de 
amortecimento "D" 

0,03 - 0,07 
0,01 - 0,03 

0,03 

0,05 - 0,06 
0,02 - 0,05 
0,03 0,10 

0,01 0,03 

b) Fundação de base retangular 

Referência 

WE I SSMANN e HART { 1961) 

HALL e RICHART (1963) 
WHITMAN ( 1963) 

BARKAN ( 1962) 
BARKAN (1962) 
STEVENS ( 1966) 

H.ARDIN (1965) 

Estudos de vibrações verticais para uma carga oscilante 

uniformemente distribuida agindo em uma ãrea retangular na su-

perficie do semi-espaço elãstico foram realizados, por SUNG 

(1953), por KOBORI (1962) e por THOMPSON e KOBORI (1963) (in 

RICHART, HALL e WOODS (29)), atravês da integração da solução 

de Lamb. Eles tentaram obter as funções de deslocamentos f, e 

f2 porem, não obtiveram bons resultados. ELORDUY, NIETO e SZE­

KELY (1967) (RICHART, HALL e WOODS (29)), desenvolveram "f," e 

''f 2'' para uma base retangular rigida com largura 2d e comprime! 

to 2c na superficie do semi-espaço, obtendo bons resultados qua! 

do comparados com as funções deslocamento obtidos pela publica-

cão de SUNG (36) e BYCROFT (29) utilizando um raio de uma 
-base circular com area equivalente. 

Para fundações rigidas de base retangular com dimensões 

L (largura) e B (comprimento), apoiadas na superficie do semi­

espaço elãstico, foram apresentadas, por RICHART et al. (29), 
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as soluções descritas a seguir, para os coeficientes de rigidez 

e amortecimento geomêtrico: 

i) coeficiente de rigidez 

G 
modo vertical: Kz = 13z 18"[ 

1 -\) 
(II.4.45) 

modo horizontal: Kx = 2(1-v) G sx 18"[ (II.4.46) 

G 
modo de rotação: K <P = s <P BL 2 

1 -\! 
(II.4.47) 

modo de torção: nao foi apresentado solução. Usa-se o 

raio de uma base circular com :mesma 

a rea 

B z, Sx e Bij, sa o obtidos atravês da Fig . II.4.17. 

Estas expressoes acima foram obtidas através da teoria 

da elasticidade. No estudo, foi considerado deslocamento 

uniforme (base r1gida) para todos os modos, exceto para 

o modo horizontal no qual considerou-se distribuição de 

tensão cisalhante uniforme na area de contato computando 

o deslocamento médio. 

PRAKASH (22) admite as mesmas expressoes apresentadas 

para base circular, considerando o raio de uma base circular 

com ãrea equivalente ã area da base retangular (raio equivalen-

te) porêm, alerta que nas experiências de Chae's a amplitude 

de vibração real ê menor do que a obtida admitindo o raio equi­

valente. 
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ii) amortecimento 

Admite-se segundo RICHART, HALL e WOODS (29) as mesmas 

expressões apresentadas para base circular, considerando o raio 

equivalente. 

Os raios equivalentes para os diferentes modos sao: 

translação: r o = ~ (11.4.48) 

/ Bl' 
rotação: r o = 

3 TI 

(11.4.49) 

L - lado perpenticular ao eixo de rotação 

torção: 
BL(B2+[2J 

611 

ARYA, DREWYER e PINCUS (4); ARYA, DREMYER e 

(5) e ARYA, O'NEILL e PINCUS (6) consideram as 

(11.4.50) 

PINCUS 

equaçoes 

11.4.45; 11.4.46 e 11.4.47 para os coeficientes de rigidez e as 

mesmas expressões das razões de amortecimento para base circu­

lar considerando o raio equivalente. 

e) Fundação imersa no solo 

As teorias apresentadas atê aqui, admitindo o solo como 

semi-espaço elastico, consideraram a fundação na superficie. Na 

realidade, essas fundações estão sempre parcialmente imersas no 

solo e, investigações realizadas verificaram que a imersão dim! 

nui a amplitude do movimento e aumenta a freqüência de ressonan 

eia principalmente nos modos horizontal e de rotação. Esta in­

fluência jã era esperada pois aumenta a area de reação provoca­

da pelo solo. 
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BARKAN (8), FRY (13) e PAUW (in RICHART, HALL e WOODS 

{29)) têm publicações de testes realizados em fundações na supe.!:_ 

ficie e parcialmente imersas. Os testes em que as amplitudes ti­

veram valores menores do que ãs permissiveis para mãquinas (item 

11.3), a redução na amplitude foi dã ordem de 10% a 25%. KALDJIAN 

(1969) (in RICHART, HALL e WOODS (29))apresentou o aumento do 

coeficiente de rigidez atravês da solução do problema elãstico 

pelo rneto~o dos elementos finitos atravês da Fig. Il.4.18. STOKOE 

e RICHART (34) realizaram outros testes de imersão e mostraram a 

variação da razão de amortecimento e freq~ência de ressonância 

em função do comprimento imerso (Fig. 11.4.19). Outros como NOVAK 

(20) e NOVAK e BREDUGO (21), ANANDAKRISHNAN e KRISHNASMAMY (2) e 

SRIDHARAN, NAVENDRA e CHINNASWAMY (32) estudaram o assunto apr~ 

sentando soluções analiticas. 

WHil,,,AN (in AhYk. w'"' '/e!, e i'i"CuS (5)) aüreser,·cou J1 .. a 

maneira simples de considerarmos a imersão da fundação no solo, 

utilizando as fórmulas simplificadas da fundação rigida circular 

e retangular, no semi-espaço elástico. Nesta solução ele admitiu 

um fator multiplicador em cada modo de vibração para os respectl 

vos coeficientes de rigidez ''k", bem como para as respectivas ra 

zoes cte R~ortecimento geomêtrico ''D'', como mostrado a seguir: 

i) coeficiente de rigidez 

fator multiplicador 

h 
modo vertical: ti

2 
1+0,6(1-) (11.4.51) 
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Fig. n-4.18-Efeito do profundidade oo fundação, imerso no selo, no coeficiente 
de rigidez poro uma fundação circular carregada verticalmente. 
( opud Richort et oi.( 29) 1. 
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h 
modo horizontal: + 0,55 (1-v) (II.4.52) 

r • o 

rotação: 
h 

(-h y n<t> 
; 1 + 1,2(1-v) --+ 0,2(2-v) 

ro r o 

(II.4.53) 

torção: nao foi arresentado 

sendo: 

h ; efetivo comprimento de imersão da fundação do solo; 

r 0 ; raio da base circular ou raio equivalente; 

v ; coeficiente de Poisson: 

ii) razao de amortecimento 

fator multiplicador h 
1 + 1,9(1-v) 

modo vertical: a
2 

; (II.4.54) 

h 
1 + 1,9(2-v) 

modo horizontal: ªx ; (II.4.55) 

modo rotação: 

h (y:--h
0 

), 1 + 0,7(1-v) -r- + 0,6(2-v) 
o 

(Il.4.56) 

t fácil notar que para fundação apoiada na superficie 

(h;O) obtêm-se a unidade nas expressões acima. 



61 

ll.4,6, MÉTODO EM QUE O SOLO É SUBSTITUIDO POR MOLAS LINEARES 

SEM PESO 

Nesta teoria, o solo sobre o qual a fundação excitada se 

apÕia e substituido por um conjunto de molas elásticas indepen­

dentes, Fig. II.4.20, as quais fornecem uma força reativa equi­

valente em resposta ao deslocamento. Uma vez escolhidos os va-

lores da representatividade para a reaçao das molas, esses 

são constantes, independendo de mudanças na pressão de 

confinamento ou na amplitude de vibração. Uma desvantagem im­

portante na utilização desta teoria tem sido a não consideração 

dos efeitos de amortecimento na resposta do sistema de vibração. 

O cofficiente de reaçao do solo para um dado sistema e 

descrito pela expressão: 

k = k' A 

na qual a constante de mola, k, (força por unidade de comprime~ 

to) ê representada pelo produto de k' (pressão por unidade de 

comprimento) multiplicado pela área de contato da fundação. 

Informações de testes onde o solo ê submetido a uma car­

ga aplicada atravês de uma placa rígida e testes de campo em 

fundações têm sido usadas para estabelecer o coeficiente de rea 

ção do solo ''k'' para fundações de máquinas. BARKAN (8) cita 

numerosos testes de campo os quais demonstram que a constante 

de mola aplicável para o movimento dinâmico ê essencialmente 

igual a razão do incremento da carga para o incremento da defle­

xão (ou momento para rotação) durante repetidos testes de carre 

gamento estático. 
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1) VIBRAÇ/10 VERTICAL 

BARKAN (8) rea 1 i zou testes onde aplicava uma carga no 

solo atravês de uma placa r1gida, e verificava o recalque, que 

se constitu1a de uma parte residual e outra elãstica (Fig. 

1I.4.21a). Essa ultima varia linearmente com a pressão segundo 

a relação mostrada na Fig. II.4.21b e pela expressão 

p = c z z z (II.4.57) 

p
2 

= pressao aplicada; 

Z = recalque elãstico; 

C
2 

= coeficiente de compressao uniforme. 

O coeficiente de compressao elãstica uniforme multiplic~ 

do pela ãrea da base da fundação e recalque elãstico correspon­

de ã reação do solo. Como o recalque e sempre elãstico, para 

fundações de mãquina, segundo Barkan, o mesmo forneceu a segui~ 

te expressao para reação do solo devido ao deslocamento dinâmi­

co 

(II.4.58) 

sendo A = area da base e os termos restantes parâmetros jã co­

nhecidos e indicados anteriormente. 

Considerando as propriedades elásticas do solo e a equa­

çao do movimento sem amortecimento o conjunto fundação-sol o pode 

ser substituído pelo sistema massa-mola conforme seguinte ex­

pressao: 
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Q 

/, 

Fig. lI-4.20 - Solo sendo substituido por molas independentes. 

• • .. • u 
• o: 

latusl d1d1 dll COr91 

P1 P, P4 P0 

z, -r --------

(o 1 

.1 
• • {! 

RHllfj!H el1"•tlc1 1 

(b) 

Fig.ll'.·4.21- (a) Intensidades de cargas e os recalques em um teste 
cíclico- ploca - carga. ( b) Pressão e o recalque elástico 
obtido do item "a'.' 
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m Z + C
2 

A Z; Q (III.4.59) 

m ; massa da fundação mais a mâquina; 

Q ; Q0 cos wt; força dinâmica aplicada; 

C2 ; coeficiente de compressao elâstica uniforme; 

A ; area da base da fundação. 

Pode-se analisar o comportamento dinâmico de uma funda-

çao atravês de algumas fÕrmulas obtidas da integração da Eq. 

(II.4.59) mostradas a seguir: 

a) freqüência natural 

(II.4.60) 
m 

(II.4.61) 
2 l[ 

b) amplitude da vibração para amplitude da excitação cons 
tante ou função da freqüência 

Q, 

m(w 2 
- w2

) n 

(II.4.62) 
m(w 2 

- w2
) n 

A teoria de vibração de fundações descrita e baseada na 

concepçao que a reação do solo pode ser representado por uma mo 

la sem peso e sem amortecedor. BARKAN (8) para isto, consi­

derou o amortecimento e um coeficiente de acrêscimo na massa da 

fundação mais a massa da máquina devido a participação do solo 

(S). Comparando sua teoria com a teoria do semi-espaço elãsti-
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co, Barkan apresentou os gráficos das Figs. II.4.22 e II.4.23 

que mostram o fator de amortecimento (D) e o coeficiente de 

acrêscimo na massa da fundação (B), respectivamente, em função 

da razão de massa "b" (Eq. II.4a) e do Coeficiente de Poisson 

dos quais foram extra1das as informações seguintes (BARKAN 

( 8) : 

i) visto que o amortecimento influencia, na resposta di­

nâmica de uma fundação de máquina, preponderantemente perto da 

ressonância, e devido a que nos projetos dessas fundações ara­

zão da freqüência de excitação com a freqüência natural tem uma 

diferença significativa da unidade, pode-se desprezar o amorte­

cimento; 

ii) os valores de "b" para fundações de máquinas variam 

entre 7 e 15. Para esses valores, o coeficiente de acrêscimo 

da massa B, mesmo para v=0,5, não ultrapassa o valor de 

conforme a Fig. II.4.23. Conseqüentemente, a participação 

1 , 2 3 , 

da 

massa do solo nas vibrações de fundação nao excede 23% da massa 

total (fundação mais máquina). Sendo a freqüência natural fun­

ção da raiz quadrada da massa, o cálculo dessas freqüências, i~ 

cluindo a massa do solo, não altera mais do que 10%. O erro 

nos cálculos das freqüências naturais ou das amplitudes das vi­

brações de fundações forçadas usualmente nao ê menor do que 10 

a 15%. Com isso pode-se desprezar a massa do solo (S=1); 

iii) a análise foi realizada para uma fundação apoiada 

na superf1cie do solo. Quando a fundação ê imersa, a reaçao do 

solo atua na area horizontal da base e nas áreas laterais da 

fundação, de onde pode existir um efeito considerável da massa 

do solo. 
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2) VIBRAÇAO HORIZONTAL, VIBRAÇAO POR TORÇAO E VIBRAÇAO 

POR ROTAÇAO 

Vibração horizontal 

Seja uma placa rTgida sobre o solo, submetida ã açao de 

uma força horizontal, a tensão media de corte aplicada , e o 

deslocamento elástico transversal estão relacionados pela ex-

pressao 

sendo 

e 

T = C X 
T 

e,= coeficiente elástico de corte uniforme 

A reaçao do solo e a equaçao de movimento sao: 

m x + e, A x = Q 

Q = Qo cos wt = força dinâmica aplicada; 

A= areada base da fundação; 

m = massa da fundação mais a mãquina. 

Vibração por torção 

(II.4.63) 

(II.4.64) 

(II.4.65) 

Para uma fundação rTgida sobre o solo submetida a um mo­

mento Mz em relação a um eixo vertical a qual gira de um ângulo 
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ljJ elâstico, o momento resistente vai ser: 

(II.4.66) 

sendo 

Iz = momento polar de inercia da area da base; 

cl/J = coeficiente de corte elâstico nao uniforme; 

ljJ = ângulo de rotação, 

para equaçao de movimento tem-se: 

(II.4.67) 

onde 

II/J = momento de inercia polar do corpo; 

M = Mo cos wt = momento dinâmico aplicado; 

rl/J 1/J = força de inercia, e 

CI/J I
2 

ljJ = força elâstica da mola (solo). 

Vibração rotacional 

Para a rotação, as expressoes para a força de inercia e 

elâstica da mola estão apresentadas abaixo 

I ~ - força de inercia; <P -

C<P I<P= força elâstica da mola 
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sendo 

1 <P = momento de inercia do corpo em relação ao eixo de 

rotação; 

e <P = coeficiente de compressao elástica nao uniforme; 

I = momento de inercia da a rea da base em relação ao 

eixo de rotação. 
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CAPÍTULO III 

DETERMINAÇÃO E OBTENÇÃO DE PARÂMETROS 

111.1, INTRODUÇÃO 

Toda a preocupaçao dos estudiosos nas concepçoes dos me-

todos do calculo de fundações de maquinas e como representar, 

atravês de fÕrmulas analiticas, o real comportamento do solo. 

Os dois mêtodos usuais, o semi-espaço elastico e o que substi­

tui o solo por molas lineares sem peso, utilizam parâmetros do 

solo diferentes. O primeiro requer alêm do peso especifico do 

solo a determinação do mõdulo cisalhante "G" e o coeficiente de 

Poisson ''vª, enquanto o segundo requer a avaliação dos coefi-

cientes de compressão elastica uniforme "Cz'', de compressão ela~ 

tica não uniforme ''Ct'', de corte elastico uniforme ''cT• e de 

corte elâstica não uniforme ''Ct''. 

A precisão na utilização dos mêtodos depende principal­

mente do melhor conhecimento dos parâmetros, bem como a preci­

sao na determinação dos mesmos. 

A seguir sera feita uma apresentação de cada um dos par~ 
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metros do solo utilizados em projetos de fundação de máquinas, 

sendo descritas as formas usuais de determinação dos 

atravês de ensaios de campo e de laboratõrio. 

mesmos 

111.2. COEFICIENTE DE COMPRESSÃO ELÁSTICA UNIFORME (C2 ) 

111.2.1, DETERMINAÇÃO DO PARÂMETRO 

O coeficiente de compressao elástica uniforme (C
2

) como 

já foi descrito no cap1tulo anterior, ê a relação entre a pres­

são exercida no solo e o recalque elástico do mesmo (eq. II.4.57). 

O seu valor vai depender tanto das propriedades do solo quanto 

da ãrea de contato da fundação. 

A partir dos estudos de SADOVSKY ( in BARKAN (8)), Bar-

kan obteve a expressao de 

E 

- v2 

nc li 

z 

IA 

para uma placa circular rTgida 

(III.2.1) 

Schleicker forneceu a solução para o deslocamento mêdio 

elástico de uma placa flexTvel retangular de dimensões L e B. 

Barkan, aproveitando este resultado, forneceu o valor de C
2 

pe­

la seguinte expressao: 

( I I I . 2 . 2 ) 

onde 
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E 
e = 

- \)2 

1T ra 
cs = 

(1+a2 )3/2 
.tn 11 +Ct2+Ct 

+ a ln /1+a2~1 2 - ( 1 +a') 
] - -[ 

!1+a2-a /1+a2-1 3 a 
(IIl.2.3) 

a = L/8 

A = a rea de conta to da fundação com o solo 

Vale acrescentar que a expressao de ''Cs" apresentada por 

BARKAN (8), pâg. 24, conduz a interpretação diíbia, conforme p~ 

de ser observado em publicações posteriores como por exemplo 

MAJOR (18). A expressão ora apresentada ê a correta tendo si 

do conferida com valores da tabela (III.2.1) fornecida por BARKAN (8). 

GORBONV - POSADOV ( in BARKAN (8) estudou o valor de 

"C/ para placa retangular rigida (Cs) verificando que a dife­

rença com relação ã placa retangular flexivel não ultrapassa 3%. 

Experiências realizadas mostraram que, para duas funda­

çoes com ãreas das bases diferentes suportadas por um mesmo so­

lo, sabendo o valor de ''C
2

'' de uma delas pode-se calcular ova­

lor da outra pela expressão abaixo, obtida da eq. (III.2.2) 

e = 
22 I

P::, 
e --

21 A2 

sendo vãl ido apenas para areas menores que 10 m2 • 

(III.2.4) 

Barkan realizou testes, em diversos tipos de solo com va 

rias ãreas de contato da fundação, para determinar valores do 

coeficiente de compressão elástica uniforme. A tabela (III.2.2) 

fornece a adaptação dos valores obtidos pelos testes para uma 

ãrea de contato de 10 m2 pela utilização da eq. (III.2.4). Es­

ses valores podem ser utilizados em projetos preliminares. 
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Tab. III.2.1 - Valores de Cs e C~ para cálculo de recal­
ques de fundações flexTveis e rTgidas 
(apud BARKAN ( 8)). 

a cs C' s 

1. 06 1. 08 

1 , 5 1 , O 7 

2 1 , O 9 1 , 1 O 

3 1 , 1 3 1 , 1 5 

5 1 , 2 2 1 , 24 

1 O 1 , 4 1 1 , 4 1 

Tab. III.2.2 - Valores do coeficiente de compressao elâs 
tica uniforme C

2 
para uma fundação com 

área de 10 m2 segundo BARKAN (8) 

cátegoria 
do solo Descrição do solo 

Pressão admiss,vel I Coeficiente 
no solo sob ação 
de cargas estáti- (C

2 
(kgf/cm 3 ) 

cas (kgf/cm2 ) 

I 

II 

III 

IV 

Solos Fracos: argilas plás 
ticas com siltes ou areias; 
areias com sil te ou argila; 
solos das categorias II e 
III com silte orgânico e 
turfa 

Solos Médios: argilas, ar­
gilas com silte e areia, 
perto do limite da plastic_!_ 
dade; areia 

argilas 
a reia, 
areia 

Solos Resistentes: 
sem ou com silte ou 
duras; pedregulho; 
com pedregulho; loess 

Rochas 

Até 1 ,5 Até 3 

1,5 - 3,5 3 5 

3 ,5 - 5 5 - 1 O 

> 5 > 1 O 
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111.2.2. ENSAIOS DE CAMPO PARA OBTENÇÃO DO COEFICIENTE DE 

COMPRESSÃO ELÁSTICA UNIFORME 

- Bloco de Ressonância 

Para uma fundação de máquina sujeita a uma vibração ex­

clusivamente vertical, atravês da teoria apresentada por Barkan 

a expressão da freqüência natural, eq. (11.4.61), fornece 

4 ..., f 2 

11 nz m 
(III.2.5) 

A 

Conforme pode ser visto acima, admitindo-se que a fre­

qüência natural e a freqüência de ressonância, sabendo-se o seu 

valor bem como o da massa total (fundação e máquina) e o da 

área de contato, obtêm-se o valor do coeficiente de compressão 

elástica uniforme "Cz''. 

O ensaio para a determinação de "Cz"• consiste basicamen 

te da análise da vibração de um bloco suportando um vibrador, 

para a determinação da freqüência de ressonância. Pela Norma 

Indiana (IS5249 - 1978) o ensaio deve ser realizado em um bloco 

com 1,5 m x 0,75 m em planta tendo 0,70 m de altura podendo es­

tá na superfície do terreno ou em uma escavaçao com dimensões 

4 ,5 x 2 ,75 m em planta e uma profundidade desejável. O bloco 

deve estar suportando um oscilador mecânico o qual fornece uma 

excitação vertical atravês de massas desbalanceadas com freqüên­

cia de operação variável (fig. III.2.1), de onde obtêm-se a 

freqüência correspondente ã máxima amplitude. 

Ensaios desta natureza foram realizados por RIBEIRO (25) 
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Conjunto motor 
/oscilodor 

paro teste ver!. 

/. 

"p,ck u,s" 6 de Aceleração 

.i--'-----'c::,_~ } para leste har. 

Profundidade 
a ser des ig,,ada 

(o) 

4.50 m 

1 
lm min 

l 
E] 

1 o \lõl ~ 2.75 m 

= 1mmin 

-

(b) 

Fig. ]1[-2.1- Croqui do teste de campo bloco de ressonância segundo 
norma Indiano (IS5249 - 1978). o) Corte b) Ptonto. 



76 

na sua tese de mestrado e utilizados neste trabalho. 

-Teste Ciclice-Placa-Carga 

Uma placa apoiada sobre o solo ê submetida a carregamen-

tos e descarregamentos repetidos que são aumentadas a cada es-

tãgio (fig. II.4.20a). Para cada descarregamento vai existir 

um assentamento elãstico e outro residual. Da relação entre a 

pressão no solo e o recalque elãstico (fig. II.4.20b) (eq. 

JI.4.57) obtêm-se o valor de "e " z • 

III.3. COEFICIENTE DE COMPRESSÃO ELASTICA NÃO UNIFORME (Ccp) 

111,3,1, DETERMHIACÃO DO PARÂMETRO 

Estando uma placa retangular, de dimensões L e B, subme­

tida a um momento, ela vai girar de um ângulo cp, em torno de um 

eixo horizontal provocando um momento resistente, devido a rota 

ção elástica, em um elemento de ãrea dA igual a 

dM = Ccp L2 cp dA 

sendo La distância do elemento de area (dA) ao eixo de rotação. 

O momento reativo total vai ser: 

sendo I momento de inêrcia da area em relação ao eixo de rotaçã~ 
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Aproveitando a solução de POLSHIN ( in BARKAN (8)) Bar­

kan, admitiu o ãngulo de rotação de uma placa retangular rigida 

como igual ã mêdia dos ângulos de rotação de uma retangular fl~ 

xivel, obtendo a solução para este ângulo bem como a expressao 

de e~ 

e = 
~ 

K~ E 
(III.3.1) 

/Ti. (1-v 2
) 

a = L/8 

Barkan fornece a expressao de k~ em função de a, porem 

foi verificado neste trabalho que os resulta dos obtidos pela ex­

pressão não coincidem com os resultados dados pelo prÕprio Barkan 

utilizando a expressao de k~. Supõe-se que, como aconteceu na 

expressão de Cs, tenha havido um erro de impressão. 

Atravês de experiências o seguinte valor de C~ pode ser 

usado (MAJOR (18)) 

e = 2 e 
~ z (III.3.2) 

111.4. CoEFICIENTE DE CORTE tl.ÁSTICO UNIFORME (CT) 

111.4.1, DETERMINAÇÃO DO PARÂMETRO 

Por experiências, sob condições iguais ãs apresentadas 

para a compressao, existe uma relação linear entre o deslizamen 

to elástico de uma fundação e a mêdia da tensão de cisalhamento 
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desenvolvida ao longo da area de contato da fundação e o solo 

(III.4.1) 

As seguintes expressoes para e, foram determinadas atra 

ves de ensaios, podendo serem utilizadas: 

= 2 (BARKAN (8)) (III.4.2) 

== 1 , 7 3 (Norma Indiana, 155249) (III.4.3) 

C =C ~ ,2 Tl ~~ 

A2 
(III.4.4) 

Ill.4.2. ENSAIO DE CIIHPO PARA OBTENCÃO lílO COEFICIENTE DE CORTE 

ELÁSTICO UNIFORME 

- 81 oco de Ressonância 

Para a determinação do coeficiente de compressao unifor­

me "C '' o bloco i submetido a uma excitação vertical. Na deter z 

minação do coeficiente de corte elistico uniforme "C '' o osci-
' lador vai fornecer uma força horizontal no topo do bloco. Esta 

força vai provocar uma vibração no modo horizontal acoplado com 

o modo de rotação. Do acoplamento, e admitindo-se "Ccp' quatro ve-
.. li 

zes C obtim-se a expressão de ''C "em função da freqUincia de 
T T 

ressonãncia do modo horizontal ''fnx''. 



79 

No ensaio, "fnx" i obtida analisando o deslocamento hori 

zontal para vãrias freqüincias de operação do oscilador. 

Este ensaio tambim, foi realizado por RIBERIRO (25) po­

rem não i assunto deste trabalho. 

111.5, COEFICIENTE DE CORTE ELÁSTICO NÃO UNIFORME (Cw) 

111.5.1, DETERMINAÇÃO DO PARAMETRO 

Para uma fundação submetida a um momento torçor a expre~ 

sao do momento resistente para a rotação elãstica vai ser: 

Ct = coeficiente de compressao elástico nao uniforme; 

I
2 

= momento polar de inircia da area de contato; 

t = ãngulo de rotação elástico. 

Por experiincias realizadas por Barkan podemos adotar o 

valor de Ct como: 

(III.5.1) 
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111.6, COEFICIENTE DE POISSON (v) 

111.6.1. DETERMINAÇÃO DO PARÂMETRO 

Da teoria de propagaçao de ondas no semi-espaço elãs 

tico obtem-se a seguinte expressão do coeficiente de Poisson em 

função das ondas de compressao, Rayleigh e cisalhante: 

onde 

VR = 

V5 = 

VC = 

V = 

= 

v2 
R 

v2 s 

( - 2v) 

2 - 2v 

velocidade da onda 

velocidade da onda 

velocidade da onda 

de 'Rayl eigh"; 

cisalhante; 

de compressao; 

coeficiente de Poisson. 

(III.6.1) 

Segundo RICHART (27) o valor de vR e aproximadamente 

igual a v5 em especial para valores do coeficiente de 

entre O ,25 e O ,50. Logo: 

V 

- 2 (-5-)2 
vc 

V = 
V 

2 - 2 (-S-)2 
VC 

Poisson 

(III.6.2) 

Segundo RICHART, HALL e WOODS (29) os valores encontra 

dos para o coeficiente de Poisson varia de 0,25 ã 0,35 para so­

los nao coesivos e 0,35 ã 0,45 para solos coesivos, podendo-se 

utilizar 0,33 para solos não coesivos e 0,40 para solos coesi-
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vos. 

Segundo BARKAN (8) Tsytov:ich recomenda para a rei a 

v = 0,15 ã 0,25; para argila com areia e silte, v=0,30a 0,35 e 

para argila pura 0,35 ã 0,40. 

Ilill.7. MóDULO CISALHANTE (G) 

lll.7.1, DETERMINAÇÃO DO PARÁMETRO 

O solo desenvolve uma relação tensão cisalhante-deforma­

çao com comportamento inelãstico não-1 inear quando carregada por forças ex­

ternas sirr.ples e repetidas. Resultados de apropriados testes de labo­

ratório para solos coesivos e não coesivos permitiram o desen­

volvimento de tipicas curvas tensão deformação as quais podem 

ser aproximadas para as curvas analiticas"Ramberg-Osgood" para o 

caso dinãmico. 

A curva tensão cisalhante-deformação cisalhante, para de 

formações do solo, exibe uma deformação com continua perda de 

resistência 6t~ain 6ontening conforme a fig. (III.7.1) (RICHART 

e WYLIE (30)) , tendo uma inclinação inicial, na origem, G0 (mó 

dulo cisalhante mãximo) e uma inclinação zero na tensão 

lhante mãxima. 

cisa -

Testes de laboratõrio, como o cisalhante direto, com-

pressão triaxial e o simples cisalhante oscilatório, podem for­

necer diretamente informações sobre o mõdulo cisalhante medindo 

a força aplicada e a deformação da amostra. Outros testes como 
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a coluna ressonante (laboratório), e11_01.,1.,-hole. e método de propa­

gação de ondas de superfície (campo) calculam o módulo cisalha~ 

te indiretamente, medindo a velocidade de propagação da onda ci 

salhante (v 5) e introduzindo-a na expressão 

2 
G = p v5 (III.7.1) 

sendo p a densidade do solo. Estes testes, onde fornecem ave­

locidade de propagação da onda cisalhante, serão descritos no 

próximo item deste capitulo. 

Pode-se, também, obter o valor do módulo cisalhante (G) 

através da determinação do coeficiente de compressão elástica 

uniforme (Cz). Obtêm-se o módulo de elasticidade (ç) (eq. 

(III.2.2)) e introduz na expressao 

E 
G = (III.7.2) 

2(1-v) 

HARDIN e BLACK, 1968 (in RICHART, HALL e WOODS (29)). 

indicaram os seguintes fatores que influenciam no módulo cisa­

lhante do solo: 

- média efetiva pressao confinante (o,); 

- razao de vazios (e); 

história das tens6es e vibraç6es no ambiente (H); 

- grau de saturação (S); 

- tensão cisalhante octaêtrica (To); 

- característica por graos (C); 
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- amplitude de deformação (A); 

- freqüência de vibração (f); 

efeitos secundários que sao função do tempo e magnitu­

de do aumento de tensão (t); 

- estrutura do solo (e); 

- temperatura ( T) . 

Testes de laboratõrio em areias claras com baixa amplit~ 

de de deformação cisalhante (menor do que 10-
5 

in/in) demonstr~ 

ram que o mõdulo cisalhante ê principalmente uma função da ra­

zao de vazios (e) e da mêdia efetiva da pressão confinante Cã 0 ). 

Larga amplitude de deformação cisalhante causa uma redução no 

mõdulo cisalhante. A figura (III.7.2) mostra a variação do 

mõdulo cisalhante (G) em função da variação da deformação ci-

salhante para solos argilosos (in RICHART (28)). 

HARDIN (1961) e HARDIN e RICHART (1963) realizaram tes­

tes de coluna ressonante para solos não coesivos. A partir dos 

resultados destes testes foram apresentadas as seguintes equa­

çoes empiricas que mostram a influência da razão de vazios (e) 

e da mêdia efetiva pressao confinante no valor da velocidade da 

onda cisalhante (in RICHART (28)) sendo v5 dado em pês por se­

gundo e 0 0 em libras por pês quadrados: 

(170 - 78,2 e) (00)º•
25 

(III.7.3) 

para solos nao coesivos com graos redondos (e< 0,8), e 
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- O 2 5 
v 5 = (159 - 53,5 e) (o 0 ) ' (III.7.4) 

para solos com graos angulares. 

111.7.2, ENSAIOS DINÂMICOS PARA OBTENÇÃO DA VELOCIDADE DE 

PROPAGAÇÃO DAS ONDAS CISALHANTES 

- Teste de Coluna Ressonante 

O teste da coluna ressonante tem sido o teste de labora­

tõrio padrão para determinar a velocidade da onda cisalhante. 

Estes testes tem a vantagem de adaptar a amostra as condições 

desejãveis como, por exemplo, pressao confinante, razão de va­

zios, etc e, como desvantagem pode-se dizer a questão da repre­

sentatividade da amostra. 

Nesta têcnica, uma coluna cilindrica, ê excitada por to~ 

çao a diferentes freqüências atê que seja determinada a freqüê~ 

eia de ressonância, a partir da qual se calcula a velocidade da 

onda cisalhante. 

- Teste Pelo Mêtodo de Propagação de Ondas de Superficie 

O teste pelo mêtodo de propagaçao de ondas de superficie 

e um ensaio de campo e tem a vantagem de determinar a velocida­

de de propagação da onda cisalhante, no solo, sem nenhum desvio 

que comprometa a real representatividade do mesmo. 

Este mêtodo consiste na determinação das ondas de "Ray­

leigh''. Qualquer excitação harmônica em um ponto da superficie 

do solo, como por exemplo, uma base suportando um vibrador que 

induz uma força harmônica vertical, vai provocar ondas de supe~ 
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ficie chamada ondas de "Rayleigh", as quais tem um comportamen-

to que pode ser representado por movimento harmônico 

(111.7.3)). A distância entre qualquer dois sucessivos 

(fig. 

picos 

e equivalente ao comprimento de onda "Rayleigh" (LR) e essas dis­

tâncias são medidas pela Norma Indiana, IS5249-1978, (in PRA­

KASH (22) através de dois geofones, um situado a 30 cm dopo~ 

to da excitação e o outro ao longo da onda. 

Sabendo o valor do comprimento da onda de "Rayleigh" ob­

tem-se o valor da velocidade da onda correspondente pela segui~ 

te expressão: 

vR = f LR (111.7.5) 

sendo "f'' a freqUencia de vibração aplicada. Conforme anterior 

mente exposto no item 111.6 

tem-se 

v = f LR s 

(III.7.6) 

(111.7.7) 

A profundidade atingida pela onda de "Rayleigh" vai ser a 

metade do seu comprimento, conhecendo-se com isto a profundida­

de atingida e a velocidade da onda cisalhante correspondente. Pe 

las equações (111.7.1 e 111.7.2) obtem-se o valor do mõdulo c1-

salhante e do mõdulo de elasticidade. 

Diminuindo a freqUencia de excitaçâo, aumenta o compri­

mento de onda e a profundidade atingida. Logo, para vãrios tes 
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tes com diferentes freqüências de excitação obtêm-se o mõdulo 

cisalhante e o mõdulo de elasticidade para vãrias profundidades. 

Ensaios desta natureza foram realizados pela WES (FRY 

(13)), como serã descrito no capTtulo seguinte: 

_Testes Pelos Mêtodos de Propagação de Ondas 

C~Oóó-Hole, Up-Hole e Vown-Hole 

Por este mêtodo avalia-se in óitu a velocidade da onda 

cisalhante na profundidade desejada. Eles consistem basicamen-

te na têcnica em que se dâ um impulso em um ponto no solo, e 

um equipamento situado em outro ponto do solo determina a che­

gada e o tempo de percurso da onda. Sabendo-se a distãncia pe~ 

corrida e o tempo gasto pode-se determinar a velocidade da onda. 

O mêtodo C~Oóó-Hole consiste da utilização de dois ou mais bur~ 

cos no solo com as profundidades que se deseja deten1inar a velocidade 

da onda cisalhante. Em um buraco dâ-se o impulso e em outro,com 

distância conhecida do primeiro, cal oca-se o receptor do equipa­

mento que vai medir a chegada e o tempo percorridCJ (fig. (III.7.4)). 

O mêtodo Up-Hole consiste de um ~nico buraco. Na profu~ 

didade que se deseja obter a velocidade da onda dâ-se o impul­

so, e na superfTcie coloca-se um receptor onde vai medir a che­

gada e o tempo gasto (fig. (111.7.5)). 

O mêtodo Vown-Hole ê o inverso do Up-Hole dã-se o impul­

so na superfTcie e coloca os receptores nas profundidades dese­

jada (fig. (111.7.6)). 
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CAPÍTULO IV 

ESTUDOS DE ENSAIOS DE CAMPO 

IV.l. INTRODUÇÃO 

O escopo deste trabalho consiste de comparar os resulta­

dos de análises do comportamento dinâmico de fundações submeti­

das ã excitações harmõnicas verticais, os quais foram obtidos atravês 

dos dois mêtodos de cálculo mais usuais, apresentados no Cap,t~ 

lo II, com ensaios de campo. No decorrer deste trabalho nao 

foi realizado nenhum ensaio, porem utilizou-se de resultados de 

ensaios feitos atravês de fundações suportando um vibrador me­

cânico, o qual fornecia amplitude da força em função da freqüê~ 

eia (Q = me e w2 sen wt). Esses testes foram realizados por e~ 

genheiros da U.S. ARMY ENGINEER WATERWAYS EXPERIMENT STATION 

(WES) e Ribeiro. 

Para escolha desses ensaios foram levados em conta os se 

guintes tópicos: 

i) apresentam gráficos da amplitude do deslocamento 

vertical em função da freqüência de operação do vibrador; 
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ii) apresentam, obtidos atravês de ensaios, parâmetros 

suficientes para realizaçâo dos câlculos; 

iii) foram realizados em três tipos de solo: nos ensaios 

realizados pela WES as fundações foram apoiadas em solos ame 

ricanos, coesivo e nao coesivo, e os realizados por Ribeiro em 

solo tropical; 

iv) o primeiro foi realizado em bases circulares enqua~ 

to o segundo em bases retangulares; 

v) os ensaios realizados pela WES sao confiâveis, sen-

do reconhecidos por autores conceituados como Richart e Whit-

man; 

vi) os ensaios realizados por Ribeiro sao ensaios que 

compoem uma tese de mestrado da COPPE podendo, logicamente, se­

rem confiâveis. 

A seguir serã feito um resumo dos dois ensaios de campo 

realizados pela WES e por Ribeiro (25). 

IV.2, TESTES REALIZADOS PELA WES (FRY (13)) 

Esses ensaios de campo foram realizados em Vicksburg (WES) e 

Eqlin Air Force Base, Fla, dois diferentes tipos de solo, com a fin~ 

lidade de obter dados para resolver problemas que apareciam em 

projetos de fundações de equipamentos de radar ou outras estru­

turas, com exigências de estabilidade extremamente altas, sob 

carregamentos dinâmicos. A operação da antena do radar produz 
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vibrações no interior da estrutura e ao mesmo tempo sao equipa­

dos com equipamentos de controle extremamente sens1veis. Subse 

qüentemente, planos foram formulados para estudar o efeito da 

ãrea de contato da carga e da pressão de contato estãtica nas 

propriedades elãsticas das fundações. 

Os ensaios vibratõrios foram conduzidos, construindo-se 

bases de concreto circulares de diversas dimensões suportando 

um vibrador que produzia forças de excitação harmônicas de va­

rias amplitudes nos modos vertical, torcional e rotacional. Fo 

ram analisados tanto o deslocamento como o ângulo de fase entre 

o deslocamento e a força de excitação para diversas 

cias de operação do vibrador. 

JV,2.1. DETERMINAÇÃO DOS COMPONENTES DOS ENSAIOS 

SOLO 

freqüên-

Primeiramente optou-se em realizar ensaios em uma area 

plana no reservado do U.S. Army Engineer Waterways Experiment 

Station (WES), Vicksburg, onde o solo ê um lav.,-<1 e e classificado como uma 

argila siltosa (CL). Um lay-aut da ãrea do ensaio e dos resul 

tados da umidade e densidade obtidos em amostras podem ser vis­

tos nas figuras IV.2.1 e IV.2.2. O n1vel d'ãgua estava aproxi­

madamente a uma profundidade de 16 pes. 

Posteriormente foram feitas anãlises semelhantes na Base 

da Força Aérea Eglin, Fla, onde o solo se classificava como 

areia fina uniforme não plâstica (SP). Um lay-aut da ârea de 

ensaio e resultados da unidade e densidade obtidas em amostras 

podem ser vistos nas figuras IV.2.3 e IV.2.4. O n1vel d'âgua 
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nao foi encontrado em nenhum dos furos de sondagem devido a sua 

grande profundidade. 

Ensaios pelo mêtodo sismico e pelo mêtodo de propagaçao 

de ondas de superficie foram realizados para determinar as velo 

cidades das ondas de compressão (vc) e cisalhante (vs) respec­

tivamente. Conseqüentemente, os módulos de elasticidade e ci­

salhante bem como o coeficiente de Poisson foram determinados. 

BASE 

Para os ensaios, foram escolhidas bases de concreto de 

geometria circular, com diversos tamanhos e pesos, apoiadas na 

superficie do solo. Essas bases tanto para WES como para Eglin 

foram construidas út ,1;,i_;tu. sendo designadas bases 1, 2, 3, 4, ten 

do como respectivos diâmetros da ãrea de contato com o solo 

62,0; 87,6; 107,6; 124,0 polegadas. Posteriormente, objetivan­

do anãlises, foram construidas a base 16 com 19,2 polegadas de 

diâmetro na superficie no local de ensaios WES e a base 5 de 

87,6 polegadas de diâmetro, enterrada no local de ensaios Eglin. 

As figuras IV.2.1, IV.2.3, IV.2.5 e IV.26. mostram a localiza­

çao e as dimensões das bases. 

EQUIPAMENTOS 

i) Vibrador 

O equipamento excitante utilizado foi um gerador de vi­

bração com força motriz auto contido, baixa freqüência, capaz 

de desenvolver forças senoidais e momentos em diversas direções. 

Este consiste de dois motores montados em paralelo conectados 

por engrenagens com uma massa excêntrica em cada extremidade 

dos eixos. As massas desbalanceadas pesavam 339 lb cada, e sua 
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excentricidade podia variar de zero a cento e oitenta graus, ou 

de zero a quatro po1egadas, podendo ser ajustad&s para produzir 

forças verticais, torcionais ou de rotação com amp1itudes variantes. As­

sim, sendo as forças e momentos funções da excentricidade e freqiiência 

(m e w
2
), variando a excentricidade variava a amp1 itude 

da força para uma mesma freqiiência. Nestes ensaios a massa des 

ba1anceada foi constante. A tabe1a IV.2.1. fdrnece alguns 

valores da amplitude da força para excentrididade 0,105; 

0,209; 0,314; 0,418 po1e~adas em diversas freqüências de 

operacao do. vibrador, o qua1 foi centrado simetricamente 

na superficie de cada base e preso por seis parafusos. 

ii) Equipamentos de medição 

ii.1) Des1ocamentos 

O equipamento uti1izado para medir o deslocamento tanto 

o vertica1 como o horizonta1 foi o pickup de ve1ocidade, fabri 

cado pe1a MB E1etronics Company, que consiste de uma serpentina 

movendo-se através de um campo magnético. 

Os pickuph de ve1ocidades foram montados em suportes ci 

mentados ã superficie da base, 1 oca 1 izados no centro e no perim! 

tro da mesma. O pickup do centro tinha a fina1idade de medir 

o des1ocamento vertica1. Os da periferia, posicionados em eixos 

passando através do centro do vibrador sendo um parale1o e ou­

tro perpendicular aos eixos do motor mediam: para testes no m~ 

do vertical, des1ocamentos vertical, e horizontal se houvesse; 

no modo torciona1 des1ocamento horizonta1; no modo rotaciona1 

deslocamento vertica1. 
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Tab. IV.2.1 - Amplitudes das forças de excitação (lb) 

Frequênci~ de 
operaçao 

(cps) 

8,0 

9 , O 

1 O , O 

14 , O 

1 5 , O 

18 , O 

21 , O 

24, O 

nos ensaios apresentados por Fry (13) em 
função da freqüência de operação e da ex­

centricidade da massa desbalanceada 

Excentricidade da massa desbalanceada 

O , 1 O 5 in 1 O , 20 9 i n 1 O , 314 in 1 0,418 i n 

935 1855 2790 3695 

1180 2350 3530 4680 

1460 2910 4365 5790 

2860 5690 8550 113 3 O 

3285 6540 9825 13020 

4725 9410 14140 18730 

6440 12820 1 926 O 25520 

8405 16730 25140 33310 
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ii.2) Angulo de fase 

Para medir o ângulo de fase foi utilizado um acelerôme-

tro Statham em conjunto com um amplificador tipo carregador e 

um filtro euto66 de 35 cps. 

IV.2.2. ENSAIOS 

MODO VERTICAL 

Esses ensaios foram realizados tanto em WES bem como em 

Eglin para as bases descritas anteriormente. Foram feitas aná­

lises para dois casos: 

i) peso da fundação mais o vibrador constante e area de 

contato da fundação com o solo variando. Logicamente, pressao 

de contanto também variando; 

ii) pressao de contato constante sendo o peso da funda­

çao mais o vibrador e a área de contato variantes. 

A variação da área era feita através das bases pois 

estas tinham dimensões diferentes. Os pesos eram controlados 

através de lastros compostos de lingotes de chumbo pesando 200 

lb cada. Estes eram colocados simetricamente sobre o vibrador 

na superfície da base. 

As forças senoidais eram aplicadas com o vibrador sobre 

um domínio de freqüências entre 6 a 30 cps. Para a série de en 

saias individuais as excentricidades das massas desbalanceadas 

foram 0,105; 0,209; 0,314 e 0,418 polegadas, apresentando gráf~ 

cos da amplitude do deslocamento vertical e ângulo de fase em 
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função das freqüências de excitação. 

MODOS TORCIONAL E ROTACIONAL 

O vibrador foi ajustado para produzir forças nos modos 

torcional e rotacional. Os ensaios foram realizados para as ba 

ses já citadas, sem nenhuma preocupaçao com o peso nem pressao 

estática. O vibrador foi utilizado para o mesmo dominio de fre 

qüência e as mesmas excentricidades aplicadas no modo vertical. 

Foram apresentados os grãficos das amplitudes dos deslocamentos 

e ângulos de fase em função da freqüência de excitação. 

ENSAIOS PARA A DETERMINAÇAO DAS PROPRIEDADES DO SOLO 

Antes da construção das bases, foram feitas, tanto em 

WES como em Eglin, investigações sismicas superficiais nas areas 

dos locais de ensaio. Os sismõgrafos foram colocados em uma 

linha na superficie do terreno, e cargas explosivas foram deton~ 

das em cada final da linha (figuras 1v.2.1 e IV.2.3). Pela dis­

tância percorrida e o tempo de percurso, determinou-se a velocid~ 

de das ondas de compressão (figuras IV.2.7 e IV.2.8). 

Testes pelo mêtodo de propagação de ondas de superficie 

foram realizados medindo o comprimento das ondas de vibração 

(Rayleigh) produzidas pelos vibradores montados nas bases e por 

um vibrador eletrodinãmico de uma baixa, alta freqüência. As 

figuras IV.2.9 e IV.2.10 mostram o numero de comprimentos de on­

da em função da distância ao ponto de origem da vibração e das 

freqüências de excitação utilizada. Para cada freqüência obte­

ve-se o valor da velocidade de ondas cisalhantes (vs = f LR) na 
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profundidade LR/2 (figuras IV.2.11 e IV.2.12) e, conseqüenteme~ 

te os mõdulos cisalhante (G) e de elasticidade (E) (figuras 

IV.2.13 e IV.2.14). 
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IV.3, TESTES REALIZADOS POR RIBEIRO (1984) 

Ribeiro realizou ensaios com a finalidade de avaliar os 

parâmetros dinâmicos do solo para anâlise de fundações de ma­

quinas. Esses parâmetros correspondem ao coeficiente de com­

pressao uniforme "C " e ao coeficiente de corte uniforme "C " 
Z T , 

da teoria util izacia por BAF;J<.~11 (8) (item II.4.6), os quais poder.i ser de-

terminados a partir cia freqUência de ressonância (itens III.2.2 e III.4.2). 

Para tanto,realizou-se uma fundação de concreto retangu­

lar suportante um vibrador que provocava forças harmônicas ver­

tical e horizontal. Para cada teste foram analisados os deslo 

camentos em função da freqUência de operação do vibrador, como 

tambêm, apresentados os gráficos correspondentes. 

IV.3.1, DETERMINACÃO DOS COMPONENTES DOS ENSAIOS 

SOLO 

Os ensaios foram realizados na ãrea do Centro de Pesqui-

sa da Companhia Siderurgica Nacional em Volta Redonda, .estado 

do Rio de Janeiro, onde encontra uma areia siltosa, pouco argi-

losa, de baixa plasticidade, tipo de solo residual jovem de 

gnaisse, classificada como SM segundo o Sistema Unificado de 

Classificação dos sol os. As anâl ises da granul ometria bem como 

uma sondagem ã percussão estão mostradas nas figuras IV.3.1 e 

IV.3.2. 
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BASE 

A base escolhida foi um bloco retangular de concreto de 

1 ,00 m x 0,50 m em planta, e 0,75 m de altur~ assentado em dois 

tipos de cavas com altura não definida e as seguintes dimensões 

em planta: 

Primei ra cava : 2 , O O m x 1 , O O m 

Segunda cava: 3 ,00, m x 1 ,50 m 

EQUIPAMENTOS 

i) Vibrador 

O vibrador utilizado foi do tipo que produz uma força 

harmônica na base, atravês de massas desbalanceadas distribui­

das sobre dois eixos acoplados entre si por um par de engrena­

g e n s i g u a i s . E s s e s e i x o s giravam com f r e q ü ê n c i a s i g u a i s i n d u z i -

das por um motor de 5 HP, as quais sofreram variações mediante 

ãs necessidades dos ensaios. 

Essas forças, como jã se conhece, tem uma amplitude que 

e função da massa desbalanceada, da excentricidade, bem como da 

freqüência de rotação (me e w2
). Para o vibrador utilizado a 

excentricidade foi constante e igual a 7,5 cm porêm,a freqüên­

cia de rotação e a massa desbalanceada, atravês de elementos fi 

xados por parafusos, foram variáveis. 

Os elementos de balanceamento e/ou desbalanceamento fo-

ram utilizados para produzirem quatro forças com as 

amplitudes (kgf): 

seguintes 
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F d o = o 

F d 1 = 3,975 X 1 o- 2 
w2 

F d z = 7,645 X 1 o - 3 
w2 

Fds = 11 ,468 X 1 o- 3 
w2 

Fd" = 15,290 X 1 o - 3 w2 

O vibrador foi fixado no topo da base atravês de chumba-

dores e, a depender da posição dos eixos, as forças poderiam 

ser vertical ou horizontal. O peso total do vibrador juntamen­

te com o motor foi igual a 1165,6 ksf. 

ii) Equipamentos de medição 

Os instrumentos utilizados para medir os deslocamentos 

dinâmicos foram: 

- um ''Analisador de Vibrações/Balanceador Dinâmico" mode 

lo IRD-340; 

- um sensor de vibrações modelo 544 (IRO); 

- lâmpada estroboscõpica modelo 568 (IRO). 

Utilizando estes equipamentos, as medições foram realiza 

das conforme apresentadas abaixo: 

- nas vibrações verticais, a amplitude do deslocamento 

era obtida pela mêdia aritmética dos valores nos pontos 1, 2 e 

3 conforme a figura IV.3.3.a; 

- nas excitações horizontais a amplitude do deslocamento 
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horizontal era medida no ponto 1 conforme a figura IV.3.3b. 

IV .3 .2, ENSAIOS 

Foram realizados alguns ensaios com a mesma base para os 

dois tipos de cavas, sendo a umidade do fundo da cava e força excitante 

variantes. Em cada ensaio foi medida a amplitude do deslocamen­

to para vãrias freqüências de operaçao da mãquina. Primeiro os 

eixos do motor foram posicionados para induzir força vertical, 

passando através do centro de gravidade do conjunto fundação­

mãquina e do centrõide da base, e depois força horizontal prov~ 

cando movimento acoplado nos modos horizontal e rotacional. Para 

cada direção foram utilizadas três massas desbalanceadas. A ta 

bela IV.3.1 fornece alguns dados do ensaio. Em cada caso de en 

saio foi apresentado o grãfico da amplitude do deslocamento em 

função da freqüência de operação da miquina. 
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Tab. IV.3.1 - Dados de ensaio (apud RIBEIRO (25)) 

Descrição 

Ãrea da base do bloco (Ab) 

Momento de inêrc ia da a rea de 
conta to do bloco (Iy) 

Peso do bloco 

Peso do vibrador + placas 

Peso do motor 

Massa do conjunto bloco-vibrador­
motor 

Momento de inércia da massa m em 
relação ao eixo que passa peTo cen 
tro de gravidade do conjunto e per 
pendicular ao plano de vibração 

Momento de inércia da massa m em 
relação ao eixo que passa peTo cen 
tro de gravidade da ãrea de conta~ 
to do bloco e ê perpendicular ao 
plano de vibração (Mno) 

Frequência natural (wn) 

Vibração 
vertical 

5000 cm 2 

900 kgf 

175 kgf 

90 ,6 kgf 

1,1882 
kgf seg 2 /cm 

'Tífnz 1 
--(seg- ) 

30 

Vibração 
horizontal 

5000 cm 2 

4,16x10 6 cm' 

900 kgf 

175 kgf 

90,6 kgf 

1 , 188 2 
kgf seg 2 /cm 

1237 
kgf cm seg2 

4 730 
kgf cm seg2 

'Tíf nx 1 
--(seg- ) 

30 
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CAPITULO V 

DESCRIÇÃO DAS APLICAÇÕES DOS MÉTODOS DE CÁLCULO 

V,l, INTRODUÇÃO 

Uma sêrie de ensaios de campo de fundações submetidas a 

excitações harmônicas verticais variantes em amplitudes em fun­

ção da freqüência, foram descritas por FRY (13) e RIBEIRO 

( 25), conforme apresentado com detalhes no capitulo anterior. 

Alguns desses ensaios foram criteriosamente escolhidos e compa­

rados com resultados analiticos obtidos atravês dos dois mêto­

dos de cálculo mais utilizados em projetos de engenharia (vide 

Cap. II). 

Para o mêtodo do semi-espaço elástico, utilizou-se as 

fÕrmulas simplificadas, independentes das funções deslocamentos 

"F 1 '' e ''F2'', para os três casos de distribuição de pressão no 

solo: pressão exercida por base rigida, pressão uniformemente 

distribuida e pressão parabÕlica. A partir dos coeficientes de 

rigidez e amortecimento calculou-se as amplitudes dos desloca­

mentos para várias freqüências de excitação, freqüência natural 
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para oscilação nao amortecida e a freqüência de ressonância 

atravês das fÕrmulas apresentadas na tabela B.1, Apêndice B. 

Para o mêtodo em que o solo e substituido por molas li­

neares sem peso (BARKAN (8)) , considerou-se dois casos: 

i) reaçao do solo sem amortecimento (equação II.4.59) 

calculou-se atravês das fÕrmulas apresentadas na tabela B.2, A­

pêndice B, as amplitudes dos deslocamentos para vãrias freqüên­

cias de excitação e a freqüência natural do sistema; 

ii) reaçao do solo com amortecimento - neste caso, obte­

ve-se o fator de amortecimento, a partir da Fig~ II.4.22, e a 

força elãstica conforme equação II.4.58. Utilizando a tabela 

B.1 calculou-se as amplitudes dos deslocamentos para vãrias fre 

qüências de excitação, a freqüência natural para oscilação nao 

amortecida e a freqüência de ressonância. 

Considerações sobre a utilização dos ensaios realizados 

pela WES (FLY (13)) e RIBEIRO (25) são descritos em detalhe 

nos itens V.2 e V.3 apresentados a seguir. 

V.2. ENSAIOS REALIZADOS PELA WES 

V.2.1. ESCOLHA DOS ENSAIOS 

O procedimento de uma serie de ensaios em fundações cir­

culares com raios variantes, apoiadas na superficie, subme 

tidas a excitações exclusivamente verticais, realizadas em WES e 

Eglin foram descritos no capitulo precedente. As amplitudes 
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das forças de vibração eram controladas atravês da variação da 

excentricidade da massa desbalanceada, bem como da freqüência 

de excitação. Para este trabalho escolheram-se três sêries de 

ensaios, bases 2, 3 e 4, as quais têm o diâmetro 87,6; 107,6; 

124,0 polegadas respectivamente. Tais bases foram utilizadas 

nos estudos de FRY ( 13) tanto no sol o argil o siltoso de WES, 

quanto no solo arenoso (areia fina) de Eglin. Pesquisou-se as­

sim resultados de campo e de diferentes r.ietodos de cálculos para as 

três bases, diferentes, apoiadas em dois tipos de solo. 

Segundo RICHART e WHITMAN (4JJ, a resposta do solo, nos 

ensaios descritos por FRY (13) foi aproximadamente elâstica 

para a magnitude do deslocamento da fundação. Considerou-se 

contudo em todos os ensaios escolhidos para este trabalho a me­

nor excentricidade utilizada, 0,105 polegadas. a qual tem o me-

nor deslocamento e provavelmente comportamento elâstico. A 

massa da fundação mais a mâquina para todos os ensaios escolhi­

dos foi constante e igual a 80,23 lb x seg 2 /in. 

V,2,2, DETERMINAÇÃO DOS PARÂMETROS 

Os parâmetros necessârios para aplicação dos mêtodos de 

câlculo estão descritos abaixo sendo conjuntamente especificado 

o procedimento da determinação do mesmo ou a justificativa para 

a adoção de valores baseados na experiência: 

- Coeficiente de Poisson (v) 

WES - considerou-se o valor I fornecido por FRY (13) 

igual a 0,355 (Fig. IV.2.7) pois estã dentro da normalidade pa­

ra o solo e condição em que se realizaram os testes, e foi admi-
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tido por RICHART et al. (29). 

Eglin - considerou-se para todos os casos o valor forne-

cido por FRY (13) igual a 0,47 (fig. IV.28) obtidos através 

de ensaios pelo método sTsmico e pelo teste de propagação de 

ondas de superf1cie conforme descrito no cap1tulo precedente. 

Tendo em vista que a literatura indica para solos arenosos ova 

lor do Coeficiente de Poisson igual a 0,33, refez-se a tTtulo 

comparativo estes cilculo, exceto para o método apresentado por 

BARKAN (8) com amortecimento. 

- Coeficiente de compressao uniforme (C
2

) - obtido atra­

ves da equação (III.2.1). 

- Densidade do solo (p) 

WES - admitiu-se 0,000174 lb x seg 2 /in 4
, valor que esta 

de acordo com trabalhos publicados sobre estes ensaios tais como 

RICHART et al. (29) dentre outros. 

Egl in - admitiu-se 1,54 x 10-
4 

lb x seg 2 /in 4 conforme a 

consideração feita por WHITMAN R.V. (41). 

- M6dulo cisalhante (G) 

WES - admitiu-se o valor de 5340 lb/in 2 obtido através 

da fig. IV.2.13. Este mesmo valor foi considerado por RICHART 

et al. (29). 

Eglin - admitiu-se o valor de 3000 lb/in 2 obtido através 

da fig. IV.2.14, que ê um valor mêdio, o qual pareceu ser mais 

coerente sendo, também, o valor adotado por WHITMAN (41). 
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- MÕdulo de elasticidade (E) 

Obteve-se o correspondente valor atravês da 

(III.7.2). Para os ensaios realizados em WES 

equaçao 

utilizou-se 

14471,4 lb/in 2
• Jã para os ensaios realizados em Eglin utili­

zou-se 8820,0 lb/in 2 e 7980,0 lb/in 2 a depender do Coeficiente de 

Poisson considerado. 

V.2.3. APLICAÇÃO DOS MÉTODOS DE CÁLCULO 

Para cada ensaio escolhido, realizado em WES, cinco ana­

lises do comportamento dinâmico da fundação foram executadas se~ 

do três utilizando o mêtodo do semi-espaço elãstico e dois uti­

lizando o mêtodo apresentado por Barkan. Para os ensaios,reali 

zados em Eglin, nove anãlises foram executadas sendo seis uti­

lizando o mêtodo do semi-espaço elastico e três utilizando o 

mêtodo apresentado por Barkan (8). 

Nas Figuras V.2.1, V.2.2, V.2.3, e V.2.4, V.2.5, V. 2. 6 

estão apresentados os resultados das amplitudes dos deslocamen-

tos para vãrias freqüências de excitação, obtidos dos ensaios 

ora em estudo, realizados em WES e Eglin respectivame~ 

te, e dos mêtodos de câlculo. Nas tabelas V.2.1, V.2.2, 

V.2.3 e V.2.4, V.2.5, V.2.6 estão apresentadas as freqüências 

naturais para oscilação não amortecida e de ressonância obtidas 

pelos mêtodos de cãlculo, bem como os seus respectivos erros, 

em porcentagem, com relação a freqüência de excitação na ampli­

tude mãxima obtida no ensaio de campo (freqüência de ressonan­

cia de campo), para os ensaios em estudos realizados em WES e 

Eglin respectivamente. Mais detalhes com relação ã aplicabili­

dade de cada mêtodo utilizando os ensaios realizados em WES e 
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Egl in serao apresentados a seguir. 

1) APL ICAÇlíO DOS f:tTODOS PARA OS ENSAIOS Et'i WES 

a) Mêtodo do semi-espaço elástico 

Foram realizadas três aplicações, uma para cada pressao 

no solo. Para pressão exercida com base rigida fez uso das 

equaçoes (II.4.23 e II.4.24); para pressão uniformemente distri 

buida as equaçoes (II.4.38 e II.4.39) e para pressão parabÕlica 

as equações (II.4.41 e II.4.42). 

( 8) 

b) Mêtodo em que o solo e substituído por molas lineares 

sem peso 

Foram realizadas duas aplicações da seguinte maneira: 

i) reação do solo sem amortecimento segundo 

admitiu-se conforme a equação (II.4.59); 

BARKAN 

ii) reaçao do solo com amortecimento segundo BARKAN 

(8) ini;roduziu-se o valor da massa adimensional (b) (equação 

II.4.9) na Fig. II.4.22 e obteve-se o valor do fator de amorte­

cimento. O coeficiente de rigidez foi obtido através da força 

elástica da equaçao (II.4.59). 

2) APLICAÇlíO DOS lltTODOS PARA OS ENSAIOS EII EGLIN 

a) Mêtodo do semi-espaço elástico 

Foram realizadas três aplicações considerando o Coefi-

ciente de Poisson igual a 0,47 com o procedimento conforme o 

item V.2.3.1a, e três admitindo o Coeficiente de Poisson 0,33. 
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Tab. V.2.1 - Freqüências-natural para oscilação nao amortecida,e de ressonãncia, e os respecti­

vos erros em relação a freqüência de ressonãncia de campo referentesã V.2.1 

Mêtodo de cálculo 

base r1gida 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

!Freqüência naturallFreqüência delErro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortec1 relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

21 , O 27,84 1 O , 5 3 46, 5 3 

1 6 , 4 2 1 7 , 1 4 -1 3, 58 - 9, 7 9 

1 8 , 9 7 21 , 2 4 - O , 1 6 11 , 7 9 

21 , 4 2 21 , 4 2 1 2 , 7 9 1 2 , 7 9 

21 , 4 2 24, 6 5 1 2 , 7 4 2 9, 7 4 

w 
w 



Tab. V.2.2 - Freqüências-natural para oscilação não amortecida, e de ressonância, e os respecti­

vos erros em relação a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.2.2 

Mêtodo de cãlculo 

base r1gida 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

JFreqüência nªturalJFreqüência deJErro da freq. na-JErro da freq. de 
para oscilaçao não ressonância tural para oscila ressonância em 
amorteci da (fn) ção não amorteci relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

2 3, 76 4 9, O 21 , 8 5 1 51 , 28 

18 , 24 1 9 , 8 2 6 ,46 1 , 64 

21 , 06 26,70 8, O 36 , 9 2 

2 3, 78 23,78 21 , 9 5 21 , 9 5 

23,78 41 , 5 7 21 , 9 5 113,18 



Tab. V.2.3 - Freqüências-natural para oscilação nao amortecida, e de ressonância, e os respecti­

vos erros em relação a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.2.3 

Método de câlculo 

base rigida 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

reação do solo sem 
cimento segundo 
( 8) 

reação do solo com 
cimento segundo 
( 8) 

amorte 
BARKAN 

amorte 
BARKAN 

!Freqüência nª-tural !Freqüência dei Erro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilaçao não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortecí relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

2 5 ,46 muito alto 

1 9 , 54 22,28 

2 2, 56 34 ,48 

2 5, 48 25,48 

2 5 ,48 64, 7 2 

não ficou definida 
a freqüência de 
ressonância de 
campo 

" 

" 

" 

" 

não ficou definida 
a freqüência de 
ressonância de 
campo 

" 

" 

" 

" 

w 
o, 



Tab. V.2.4 - Freqüências-natural para oscilação não amortecida,e de ressonância, e os 
respectivos erros em relação a freqüência de ressonância de campo refe­
rentes â fig. V.2.4 

Mêtodo de cálculo 

base rigida para v = 0,47 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para \) = O , 4 7 

pressão parabÕlica para 
V= 0,47 

pressão uniforme para 
V= 0,47 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
(8) para v = O ,47 

pressão paràbÕlica para 
V = 0 ,33 

pressão uniforme para v = 0,33 

!Frequência natural !Frequência dei Erro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortec~ relação â freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 
eia de campo -

(CPS) (CPS) ( % ' . J ( % ) 

1 7 , 71 23,68 1 O , 6 9 48,00 

1 7 , 7 1 2 2 , O 1 1 O , 6 9 37,56 

1 3 , 5 9 1 4 , 2 2 -15 ,06 -11,13 

1 5 , 6 9 1 7 , 7 3 - 1 , 94 1 O , 81 

1 7 , 71 1 7 , 71 1 O , 6 9 1 O , 6 9 

1 2 , O O 1 2 , 5 3 -25 ,00 -21 ,69 

13 , 9 5 1 5 , 3 3 -12,81 - 4 , 1 9 

w 
a, 



Tab. V.2.4 - Freqüências-natural para oscilação nao amortecida, e de ressonãncia, e os 
respectivos erros em relação a freqüência de ressonãncia de campo refe­

rentes ã fig. V.2.4 (continuação) 

Mêtodo de Cãlculo 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
(8) para v = 0,33 

base rigida para v = 0,33 

!Freqüência natural !Freqüência dei Erro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonânci? em 
amortecida (fn) ção não amortecí relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

1 5, 7 5 1 5, 7 5 - 1 , 5 6 - 1 , 56 

1 5 , 7 4 19 , 5 O - 1 , 6 3 21 ,88 



Tab. V.2.5 - Freqüências-natural para oscilação não amortecida,e de ressonância, e os respecti­

vos erros em relação a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.2.5 

Mêtodo de cãlculo 

base rigida para v = 0,47 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para v = 0,47 

pressão parabÕlica para 
V= 0,47 

pressão uniforme para 
V= 0,47 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para v = 0,47 

pressão parabÕlica para 
V= 0,33 

pressão uniforme rara 
V= 0,33 

!Freqüência natural!Freqüência delErro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortecT relação ã freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

1 9 , 6 5 4 7, 09 2 2 , 81 194,31 

1 9 , 6 6 33,22 2 2 ,8 7 107 ,63 

1 6 , 5 O 1 5 , 08 3 , 1 3 - 5, 7 5 

1 7 , 41 2 2, 64 8 , 81 41 , 5 O 

1 9 , 6 6 1 9 , 6 6 22,88 22,88 

1 3 , 41 14 , 38 -16,19 -10,13 

1 5 , 4 9 1 8 , 8 2 - 3 , 1 9 1 7 , 6 3 

w 
o:, 



Tab. V.2.5 - Freqüências-natural para oscilação não amorteci d~ e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a freqüência de ressonãncia de campo referentes ã fig. V.2.5 
(continuação) 

Mêtodo de câlculo 

reação do solo em amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para v = O ,33 

base rigida para v = 0,33 

!Frequência naturallFrequência delErro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida. ( fn) ção não amortecí relação ã freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

1 7 , 4 9 1 7 , 4 9 9 , 31 9 , 31 

1 7 , 4 7 2 9, 6 3 9 , 1 9 8 5 , 1 9 w 
<.e, 



Tab. V.2.6 - Freqüências-natural para oscilação não amortecida, e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relaçâo a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.2.6 

Mêtodo de câlculo 

base rigida para v; 0,47 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para :v ; 0,47 

pressão parabÕlica para 
V; 0,47 

pressão uniforme para 
V; 0,47 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para v ; O , 4 7 

pressão parabÕlica para 
V; 0,33 

pressão uniforme para 
V; 0,33 

!Freqüência naturallFreqüência deiErro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscil! ressonância em 
amortecida (fn) · çâo não amorteci relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

21 , O 5 muito alto 28, 3 5 muito alto 

21 , O 6 49,54 2 8 , 41 204,00 

1 6 , 1 6 18 , 6 5 - 1 , 4 6 1 3 , 7 2 

18,66 3 O , 1 7 1 3 , 7 8 83,96 

21 , O 6 21 , O 6 2 8 , 41 28 , 41 

1 6 , 04 14, 38 - 2 , 1 9 -12,32 

16 , 5 9 24, 7 5 1 , 1 6 5 O , 91 



Tab. V.2.6 - Freqüências-natural para oscilação não amortecida,e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.2.6 
(continuação) 

Mêtodo de câlculo 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) para v = O , 3 3 

base rigida para v = 0,33 

[Freqüência natural [Freqüência de[Erro da freq. na-[Erro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortecT relação ã freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(CPS) (CPS) (%) (%) 

18 , 7 4 18 , 7 4 1 4 , 2 7 14 , 2 7 

1 8 , 7 2 1 61 , 98 1 4 , 1 5 887,68 
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b) Metodo em que o so1o e substituído por mo1as lineares 

sem peso 

Foram realizadas duas aplicações com e sem amortecimento 

adotando-se o Coeficiente de Poisson igual a 0,47. Admitindo o 

Coeficiente de 0,33 considerou-se a reação do solo, apenas, sem 

amortecimento. 

V.3. ENSAIOS REALIZADOS POR RIBEIRO (25) 

V,3,1. ESCOU!A DOS ENSAIOS 

Os ensaios com excitações exclusivamente verticais foram 

executados de acordo com os procedimentos descritos no capTtulo 

precedente. Para a fundação assentada na primeira cava 

realizados quatro ensaios sendo dois com a amplitude da 

foram 

força 

de excitação "Fd/' (11,468 x 10- 3 
w 2 kg) e dois com "Fd," 

(15,290 x 10-
3 

w2 kg) tendo a umidade do fundo da cava a condi-

ção seca e Ümida, para cada uma das amplitudes de 

Jã para segunda cava foraf:1 realizadas nove 

excitação. 

ensaios (5V a 

13V) cora variatão.na umidade do fundo da cava e na amplitude da 

força de excitação (Fd2, Fd 3 e Fd 4 ). Na tabela V.3.1 estão a-

presentadas as condições dos ensaios bem como alguns resulta-

dos. Neste trabalho foram escolhidos os ensaios 2V, 3V, 6V, 

7V, 9V e· IOV, objetivando comparações para duas amplitudes da 

força de excitação com variação nas dimensões da cava e na umi­

dade do solo no contorno da fundação. 



Ensaios 

IV 

2V 

3V 

4V 

5V 

6V 

7V 

8V 

9V 

1 O V 

11 V 

12V 

1 3 V 

Tab. V.3.1 - Condições dos ensaios de vibrações verticais e alguns resultados 
dos mesmos 

Amp 1 itu de da w cz 
Amplitude da 

força de ex- Condições nz
1 

. norç_a na res 
ci tacão ( seg- ) (kgf/cm 3 ) sonancia 

(kgf) 

Fd3 Fundo da 1 il cava úmido 243,47 14 , O 9 679,82 

Fd3 Fundo da 1 il cava seco 240 ,86 13 , 7 9 665 ,27 

Fd, Fundo da 1 il cava seco 21 5, 98 11 , O 9 713 ,27 

Fd, Fundo da 1 il cava umido 213,37 1 O , 8 2 696,08 

Fd2 Fundo da 2 il cava umido 240,86 1 3 , 7 9 443,50 

Fd3 Fundo da 2 il cava umido 238,24 1 3 , 48 650,89 

Fd, Fundo da 2 il cava umido 212,06 1 O , 6 9 687 ,67 

F d 2 Fundo da 2 il cava seco 256, 56 1 5 , 6 4 503 ,23 

Fd3 Fundo da 2sl cava seco 227,77 1 2 , 3 3 594 ,93 

F d, Fundo da 2 il cava seco 212,06 1 O , 6 9 687,57 

Fd2 Fundo da 2 il cava úmido 239 ,55 1 3 , 64 438,69 

Fd3 Fundo da 2 il cava umido 227,77 1 2 , 3 3 594,93 

Fd, Fundo da 2 il cava umido 206,82 1 O , 1 7 654,02 

_,,. 
w 
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V.3.2. DETERMINAÇÃO DOS PARÃMETROS 

Os parâmetros necessários para aplicação dos mêtodos es­

tâo descritos abaixo: 

- coeficiente de Poisson (v) - considerou-se o valor for 

necido por RIBEIRO (25), de 0,3 por estar dentro da normalida 

de para o solo e condição em que se realizaram os testes de cam 

po; 

- coeficiente de compressao uniforme (C
2

) - obtido atra 

ves da freqüência de ressonância de cada ensaio e da equaçao 

(111.2.5) (obtenção do parâmetro atravês do teste de campo blo­

co de ressonância, item III.2.2); 

- densidade do solo (p) - admitiu-se o va 1 or de 

1,798 x 10- 6 kg x seg 2 /cm 4 que equivale a um peso especifico de 

17,30 kN/m 3
• O peso especifico total segundo STOKOE e 

( 44) para muitos solos tem o valor entre 100 lb/pê 3 

WOODS 

( 1 5 , 7 

kN/m') e 140 lb/pê 3 (21,97 kN/m 3 ), o qual estimando 120 lb/pe 3 

(18,84 kN/m 3
) introduzirâ em erro no mÕdulo cisalhante não maior 

do que 20%; 

- mõdulo de elasticidade (E) - obteve-se através da 

equação (III.2.2), para cada ensaio, sendo o valor de "Cs'', da 

equaçao, adotado para todos os casos como igual a 1,09; 

- mõdulo cisalhante (G) - obtido a partir do mõdulo de 

elasticidade e do Coeficiente de Poisson segundo a 

( I I I • 7 • 2 ) ; 

equaçao 

massa da fundação mais a máquina (m) - conforme tabela 

IV.3.1. 
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V.3.3. APLICAÇÃO DOS MÉTODOS DE CÁLCULO 

Para cada ensaio escolhido, seis anâlises do comportame~ 

to dinâmico da fundação foram feitas, sendo quatro aplicações P! 

lo método do semi-espaço elâstico e duas pelo método em que o 

solo ê substituido por molas lineares. Em todos os casos des­

prezou-se a imersão da fundação no solo conforme resultados de 

ensaios obtidos por STOKOE e RICHART (34) para o caso em que 

nao havia um contato entre o solo e as âreas laterais da funda­

çao (fig. 11.4.19). Outro aspecto não considerado ê o amorteci 

mento interno conforme computado no item II.4.5.4a. 

Nas figuras V.3.1 a V.3.6 estão apresentados resultados 

das amplitudes dos deslocamentos para vârias freqüências de ex­

citação obtidos dos ensaios escolhidos e dos métodos de câlcu­

lo. Nas tabelas V.3.2 a V.3.7 são apresentadas as freqüências 

naturais para oscilação não amortecida e de ressonância obti­

das pelos métodos de câlculo, bem como os seus respectivos er­

ros, em percentagem, com relação ã freqüência de excitação na 

amplitude mâxima obtida no ensaio de campo (freqüência de res~ 

sonância de campo). A seguir estâ mostrada a aplicação dos dois 

métodos de câlculo. 

a) Método do semi-espaço elâstico 

Este método, como foi mostrado no Capitulo II, teve o 

seu estudo baseado em uma fundação circular. Em se tratando de 

uma fundação retangular utilizou-se, para pressão no solo exer­

cida por base rigida, as duas concepções (item II.4.5.4b), sen­

do uma apresentada por RICHART, HALL e WOODS (29) (Apêndice 

A) e a outra por PRAKASH (22). Para pressão uniformemente 
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distribuida e parab5lica, por nao ter sido apresentado na lite­

ratura a solução para base retangular, utilizou-se o raio equi­

valente. 

Foram adotados os segui,ites procedimentos de câl cul o para 

as quatro aplicações citadas acima: 

i) base rigida segundo RICHART et al. (29) nesta 

aplicação calculou-se o valor do fator de amorteci 

mento (D) atravês do raio equivalente (tabela A.4, 

Apêndice A) e o coeficiente de rigidez conforme a 

Tabela A.2); 

ii) base rigida segundo PRAKASH (22) - considerou-se 

as f5rmulas dos coeficientes de rigidez e amorteci­

mento para uma fundação circular (equações 11.4.23 

e II.4.24) admitindo para as mesmas um raio de uma 

área circular com o mesmo valor da área da base 

da fundação (raio equivalente); 

iii) pressão uniformemente distribuida - considerou-se 

as f5rmulas para uma fundação circular (equações 

11.4.38 e 11.4.39) admitindo o raio equivalente; 

iv) pressao parab51 ica - considerou-se as f5rmulas para 

uma fundação circular equações (11.4.41 e 11.4.42) 

admitindo o raio equivalente. 

b) mêtodo em que o solo ê subsituido por molas lineares 

sem peso 

As aplicações deste mêtodo foram realizadas 

item V.2.3.1b. 

conforme 
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Tab. V.3.2 - FreqUências-natural para oscilação não amortecida,e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a frequência de ressonância de campo referentes ã fig. V.j.1 

Metodo de cálculo 

base rigida segundo 
RICHART et al. ( 29) 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

base rigida segundo 
PRA KA S H ( 2 2 ) 

pressao parabólica 

pressao uniforme 

!Freqüência naturallFreqüência delErro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortecT relação ã freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(cpm) (cpm) (%) (%) 

2284,47 255í ,6~ - 0,68 1 O , 9 4 

2300 ,34 2300,34 O , O 1 O , O 1 

2300,34 2420 ,4tl O , O 1 5,24 

2340,50 2615,35 1 , 7 6 1 3 , 71 

1796,25 1833,61 -21 ,90 - 2 O , 28 

2074,21 2184,74 - 9 , 81 - 5 , O 1 

o, 
w 



Tab. V.3.3 - Freqüências-natural para oscilação não amortecid~ e de ressonãncia, e os respecti­
vos erros em relação a freqüência de ressonãncia de campo referentes ã fig. V.3.2. 

Mêtodo de cãlculo 

base rígida se~undo 
RICHART et al.(29) 

reação do solo sem arnorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

base rígida segundo 
PRAKASH ( 22) 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

!Freqüência naturallFreqüência delErro da freq. na-lErro da freq. de 
para oscilação não ressonãncia t~ral para oscila ressonãncia em 
amortecida ( fn) çao não arnortecí relação ã freq. 

da com relação ã de ressonãncia 
freq. de ressonãn de campo 

eia de campo 
(cpm) (cpm) (%) (%) 

2048,65 2288,24 - O ,6 7 1 O , 94 

2062,9 2062,9 O , O 2 O , 02 

2062 ,9 2170 ,63 O , O 2 5, 24 

2093,9 2345,38 1 , 7 ci 1 3 , 71 

1610,82 1644,33 - 21 , 9 -20,27 

1860,10 1959,22 - 9 , 81 - 5 , O 

u, ... 



Tab. V.3.4 - Freqüências-natural para oscilação nao amortecida, e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a freqüíncia de ressonância de campo referentes ã fig. V.3.3 

Mêtodo de cãlculo 

base rigida segundo 
RICHART et al. ( 29) 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) . 

base rigida segundo 
PRAKASH ( 22) 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

jFreqüência naturaljFreqüência dejErro da freq. na-jErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortecT relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(cpm) (cpm) (%) (%) 

2258,65 2522 ,63 - O , 7 2 1 O , 88 

2274,46 2274,46 - O , O 2 - O , O 2 

2274 ,46 2246,53 - O , O 2 8 , 9 2 

2314,05 2585 ,80 1 , 7 2 1 3 , 6 6 

1775 ,95 1812,89 -21 ,94 -20 ,31 

2050 ,77 2160,06 - 9 ,86 - 5, 05 

u, 
u, 



Tab. V.3.5 - Freqüências-natural para oscilação não amortecida,e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.3.4 

Mêtodo de cálculo 

base rígida segundo 
RICHART et al. ( 29) 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

base rígida segundo 
PRAKASH ( 22) 

pressao parabólica 

pressao uniforme 

JFreqüênc~a nªtur~lJFreqüên~ia_deJErro da freq. na-JErro di:_ freq. de 
para osc1laçao nao ressonanc1a tural para oscila ressonancia em 
amortecida (fn) ção não amortecT relação ã freq. 

da com relação ã de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(cpm) (cpm) (%) (%) 

2011 ,37 2246 ,61 - 0,67 1 O , 94 

2025 ,35 2025 ,35 O , O 1 7 O , O 1 7 

2025 ,35 2131,12 O , O 1 7 5, 24 

2060,70 2302 ,70 1 , 7 6 1 3 , 71 

1581 ,51 1614,41 - 21 , 9 -20 ,28 

1826,25 1923,57 - 9 , 81 - 5,00 



Tab. V.3.6 - FreqUencias-natural para oscilação nao amortecid~ e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a freqUência de ressonância de campo referentes ã fig. V.3.5 

Metodo de cálculo 

base rígida segundo 
RICHART et al. ( 29) 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

base rígida segundo 
PRAKASH ( 22) 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

[FreqUenc1a nª'tur~l[FreqUen~ia_de[Erro da freq. ~a-[Erro d1!_ fr:eq. de 
para osc1laçao nao ressonanc1a tural para oscila ressonanc1a em 
amortecida (fn) ção não amortecT relação ã freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(cpm) (cpm) (%) (%) 

2160,13 2412 ,76 - 0,68 1 O , 9 3 

2175,17 2175,17 0,00 o , o o 

2175,17 2288,76 o 'o o 5,23 

2213,11 2473,00 1 , 7 5 1 3 , 7 O 

1698 ,48 1733 ,81 - 2 , 1 9 -20 ,28 

1961 ,32 2065 ,83 - 9 ,82 - 5,02 

u, 

" 



Tab. V.3.7 - Freqüências-natural para oscilação nao amortecida,e de ressonância, e os respecti­
vos erros em relação a freqüência de ressonância de campo referentes ã fig. V.3.6 

Método de cãlculo 

base r1gida segundo 
RICHART et al.( 29) 

reação do solo sem amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

reação do solo com amorte 
cimento segundo BARKAN 
( 8) 

base r1gida segundo 
PRAKASH ( 22) 

pressao parabÕlica 

pressao uniforme 

JFreqüência naturalJFreqüência deJErro da freq. na-JErro da freq. de 
para oscilação não ressonância tural para oscila ressonância em 
amortecida (fn) ção não amortec, relação ã freq. 

da com relação a de ressonância 
freq. de ressonân de campo 

eia de campo 
(cpm) (cpm) (%) (%) 

2011 ,37 2246 ,61 - O , 6 7 1 O , 94 

2025 ,35 2025 ,35 O , O 1 7 O , O 1 7 

2025 ,35 2131,12 O , O 1 7 5, 24 

2060, 70 2302, 70 1 , 7 6 1 3 , 71 

1581,51 1614,41 -21 ,90 -20 ,28 

1826 ,25 1923 ,57 - 9 , 81 - 5 , O O 

u, 
o; 
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CAPÍTULO VI 

ANÁLISE DOS RESULTADOS 

VI.l. INTRODUÇÃO 

Os procedimentos dos cálculos do comportamento dinâmico 

das fundações submetidas a excitações exclusivamente verticais, 

ora em estudo, bem como a representação dos resultados atravês 

de gráficos e tabelas juntamente com os ensaios de campo, foram 

apresentados nos capitulas precedentes. As análises desses re­

sultados serão realizadas cuidadosamente neste capitulo, objetj_ 

vando tornar mais claro a utilização dos mêtodos de 

em projetos de fundações de máquinas. 

cálculo 

Vl,2, ANÁLISE QUANTO AS CONSIDERAÇÕES PARA OS CÁLCULOS DOS 

COEFICIENTES DE RIGIDEZ E AMORTECIMENTO NOS ENSAIOS 

COM BASES RETANGULARES 

RIBEIRO ( 25) realizou ensaios atravês de uma base re-
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tangular assentada em dois tipos de cavas com dimensões e ómida 

de do fundo variantes submetida a forças verticais tambêm va­

riantes. Neste trabalho analisou-se as amplitudes dos desloca­

mentos para o mêtodo do semi-espaço elástico considerando duas 

concepções: a apresentada por RICHART et al. (29) onde calcula­

se o coeficiente de rigidez pela eq. (II.4.45), e o fator de amor 

tecimento pelo raio equivalente; e a apresentada por PRAKASH 

(22) onde calcula-se os coeficientes de rigidez, e amorteci­

mento a partir do raio equivalente. Tendo observado, que para 

todos os ensaios, independente do tamanho da escavação, umidade 

em torno da fundação e da força de excitação, a diferença máxi­

ma dos valores obtidos entre a concepção de RICHART et al. (29) 

e de PRAKASH (22) foi em torno de 6,5% do valor encontrado, 

pelo primeiro. 

Vl.3. ANÁLISE QUANTO As FREQÜÊNCIAS 

Neste trabalho calculou-se para cada mêtodo analisado as 

freqüências-natural para oscilação não amortecida, e de resso­

nãncia, bem como os respectivos erros em relação ã freqüência 

da amplitude máxima obtida no campo (freqüência de ressonãncia 

de campo), apresentando-os nas tabelas V.2.1 a V.2.6 e V.3.2 a 

V.3.7. Pode-se notar a partir desses resultados o seguinte: 

- Nos ensaios realizados no solo de areia siltosa de Vol 

ta Redonda (RIBEIRO (25)) verificou-se que para as mesmas con­

dições (dimensão da cava, umidade do fundo da cava) de teste, 

com o aumento da força de excitação e amplitude, as freqüências 
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naturais para oscilação nao amortecida, de ressonância e de cam 

po diminuiram. O mõdulo de elasticidade do solo dir.iinui tornan­

do o sistema menos rTgido. 

Os erros em relação as freqüências de ressonâncias de 

campo foram pr3ticamente constantes para cada mêtodo de cálculo 

conforme tabela Vl.3.1, ou seja, a variação das freqüências ca_!_ 

culadas foram as mesmas da freqüência de ressonância de campo. 

- As freqüências de ressonância calculadas a partir do 

mêtodo do semi-espaço elástico considerando pressão no solo por 

base rTgida apresentaram para todas as análises, erros positi­

vos, ou seja, valores maiores do que a freqüência de ressonan­

cia de campo e elevadas quando comparadas com as outras freqüê~ 

cias de cálculo. Jã as freqüências naturais para oscilação nao 

amortecida obtidas pelo mesmo mêtodo de cálculo obteve-se er-

ros negativos não maiores do que 1% para o solo tropical (RI-

BEIRO (25)); erros positivos atê 22% para o solo argilo silto­

so (WES); erros positivos atê 28% e negativo de 1 ,63% para solo 

arenoso (Eglin). 

- Com relação aos ensaios realizados em solo argilo sil­

toso de WES, as amplitudes máximas de cálculo e de campo dimi­

nuiram com o aumento das dimensões da base, resultados coeren­

tes devido a menor pressão exercida pela fundação no solo. Jã 

as freqüências de ressonância de campo para base 2 e 3 foram 

praticamente constantes, o que difere das freqüências de cálcu­

lo ãs quais alteram com o raio. 

- Para o solo arenoso (areia fina) de Eglin, as freqüên­

cias de cálculo aumentaram juntamente com a dimensão da funda-
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Tab. VI.3.1 - Erros das freqüências obtidas pelos mêto­
dos de cãlculo em relação ã freqüência de 
ressonância de campo, pôr ensaio realizado 
por RIBEIRO ( 25): (a) freqüência natu­
ral para oscilação não amortecida e (b) fre 
qüência de ressonância 

Ensaios 
Mêtodo de cãlculo 

2V 3V 6V 7V 9V 10V 

pressão base rígida segundo 
R:ICHART et al. ( 29) - O ,68 - O ,67 - O ,72 - 0,67 - 0,68 - O ,67 

reação do solo sem amorteci-
mento segundo BARKAN (8) O ,01 0,02 0,02 - O·º 17 0,00 0,017 

reação do solo com amorteci-
mento segundo BARKAN ( 8) 0,01 0,02 0,02 - 0,017 0,00 O ,017 

pressão base rígida segundo 
PRAKASH ( 2 2 ) 1 , 76 1 , 76 1 , 72 1 , 76 1 , 75 1 , 76 

pressao parabÕl ica 21 ,9 - 21 ,9 - 21 ,94 -21 ,9 -21 ,9 -21 ,9 

pressao uniforme - 9,81 - 9,81 - 9,86 - 9,81 - 9,82 - 9,81 

(a) 

Ensaios 

2V 3V 6V 7V 9V 10V 

pressão base rígida segundo 
RICHART et a 1. (29) 1 O ,94 10,94 1 O ,88 10,94 10,93 10,94 

reação do solo sem amorteci-
mento segundo BARKAN (8) 0,01 0,02 - O ,02 O ,o 17 0,00 0,017 

reação do solo com amorteci-
mento segundo BARKAN (8) 5,24 5,24 8,92 5,24 5,23 5,24 

pressao base rígida segundo 
PRAKASH (22) 13,71 13, 71 13,66 13, 71 13,70 13 , 71 

pressa o parabÕl ica -20,28 -20,27 -20,31 -20,28 -20,28 -20,28 

pressão uniforme - 5 ,o 1 - 5,0 - 5,05 - 5 ·º - 5,02 - 5,0 

( b) 
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çao, enquanto as freqüências observadas ~n altu permaneceram 

oraticamente constantes. 

- Nos erros das freqüências naturais .para oscilação nao 

amortecida calculadas pelo mêtodo do semi-espaço elãstico consi 

derando a pressao no solo parabÕlica encontrou-se: valores ne 

gativos e constantes de 21,9% para solo tropical; valores pos_:i_ 

tivas de atê 6,5% e negativos atê 25,0% para o solo arenoso 

(Eglin), e argila siltoso (WES), Pode-se observar uma tendên-
11- -eia de serem menores do que as frequencias de ressonancia obser 

v a da s ln a ltu. 

Vl.4. ANÁLISE QUANTO À ACURÃCIA DOS RESULTADOS 

al Ensaios realizados em WES 

Esses ensaios (figuras V.2.1 a V.2.3) apresentam, confo.!:_ 

me comparados com as curvas teõricas da figura VI.4.1 (grãfico 

da amplitude adimensional do deslocamento em função da razao de 

freqüências e do fator de amortecimento), um alto fator de amor­

tecimento, induzindo a melhores resultados qualitativos para as 

curvas obtidas pelo mêtodo do semi-espaço elástico com pressao 

exercida por base r1gida e pelo mêtodo apresentado por BARKAN 

(8) considerando o amortecimento. 

Quantitativamente, pode-se notar que: para baixas fre­

qüências todos os mêtodos apresentaram bons resultados; para 

"-altas frequencias, apresentaram resultados superiores aos obser 

vados ln altu, aumentando a diferença para menores dimensões 

das bases. 
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Quanto ao mêtodo em que o solo ê substituído por molas 

lineares sem peso (BARKAN (8)),sem amortecimento, observa-se re 

sultados satisfatõrios para baixas freqüências sendo irreal na 

freq~ência de ressonãncia de cãlculo. 

b) Ensaios realiLados em Eglin 

Conforme pode ser observado, em comparaçao com a figura 

VI.4.1, estas curvas correspondem ã uma curva teõrica com fator 

de amortecimento entre 0,15 e 0,20. Das curvas obtidas pelos 

mêtodos de cãlculo, estes valores do fator de amortecimento, f~ 

ram obtidos para o mêtodo do semi-espaço elãstico admitindo pre~ 

sao parabólica. Desta maneira, pode-se dizer que os melhores 

resultados qualitativos são obtidos admitindo o mêtodo do semi­

espaço elãstico com pressão, sob a fundação, parabÕlica. 

Quantitativamente pode-se dizer que o mêtodo apresentado 

por BARKAN (8), sem amortecimento, apresentou resultados satis 

fatõrios e seguros quanto ao projeto. Jã quanto ao mêtodo do 

semi-espaço elãstico pode-se observar: para o ensaio realizado 

com a base 2, os melhores resultados foram encontrados admitin 

do pressão exercida por base rígida; para os ensaios realizados 

com a base 3 e 4 os melhores resultados foram obtidos admitindo 

pressão parabÕlica. Com isto, para o solo arenoso (areia fina) 

de Eglin o mêtodo do semi-espaço elãstico apresentou, quanto a 

precisão, resultados inseguros os quais variavam com as dimen 

sões da fundação. 

Para todos os casos analisados, as amplitudes dos deslo­

camentos obtidas pelos mêtodos de cãlculo foram superiores para 

baixas e altas freq~ências do que ãs amplitudes obtidas no cam 
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po. Quando as dimensões da base aumentaram as razoes do amorte 

cimento nas curvas de cálculo diminuíram, enquanto para os en 

saios permaneceram constantes. Induzindo assim um dominio maior 

perto da ressonãnci~onde as amplitudes de cálculo foram meno 

res. 

c) Ensaios realizados em Volta Redonda 

Para estes ensaios, realizados em um solo de areia sil 

tosa com dimensões das bases constantes, obteve-se melhores re 

sultados qualitativos para o método do semi-espaço elástico ad 

mitindo pressão parabÕlica. 

Quantitativamente o método em que o solo e substituido 

por molas lineares sem peso e sem amortecimento apresentou re 

sultados satisfatõrios em todos os ensaios pana freq~ências fo 

ra da ressonãncia. Já o método do semi-espaço elãstico os re 

sultados foram constantes sendo: inferiores do que os observa-

"-dos {n -0{tu para frequencias um pouco menor, e superiores ã de 

ressonãncia. 

Verificando que apenas para freq~ências inferiores do 

que 1850 cpm as amplitudes dos deslocamentos foram permissiveis 

para fundações de máquinas, observa-se que os resultados em ter 

mos quantitativos, foram satisfatõrios para o método do semi­

espaço elástico admitindo pressão exercida por base rigida e P! 

rabÕlica. 
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CAPÍTULO VII 

COíKLUSôES E SUGESTÕES 

VII.l. CONCLUSÕES 

A pesquisa permitiu alguns esclarecimentos quanto a uti­

lização dos mêtodos de câlculo mais usuais em projetos de fund~ 

ções de mâquinas, quando sujeitas a excitações harmônicas verti­

cais. As principais conclusões deste trabalho estão apresenta­

das a seguir: 

1. A anâlise dinâmica pelo mêtodo de câlculo em que o 

solo ê substitutido por molas lineares sem peso e sem amorteci­

mento (BARKAN (8)), apesar de ter sido publicado na decada de 

40 fornece resultados bastantes seguros para o projetista e qua.!:!_ 

titativamente excelentes para os solos com menor fator de amor~ 

teciment~ que são os solos com caracteristicas não coesivas. O 

fato do mêtodo fornecer amplitude de deslocamentos infinita na 

ressonância, apesar de ser uma situação irreal nao interfere ne 

gativamente nos resultados obtidos pelo mêtodo na faixa de fre­

qüências de interesse do projetista. 
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2. A teoria do semi-espaço elástico apresenta um resul­

tado inseguro em relação ã pressão de contato entre o solo e a 

fundação a ser considerada, tanto no aspecto qualitativo como 

no quantitativo. No solo argilo siltoso que apresenta um amor­

tecimento alto, obtêm-se melhores resultados tanto quantitati­

vos como qualitativos quando considera base rTgida. Jã para o 

solo arenoso e a areia siltosa obtêm-se resultados sa-

tisfatórios qualitativamente quando associado a considera 

cao da pressao parabólica porem, no aspecto quantitati-

vo a eficiência dos resultados depende da dimensão da base. 

3. O amortecimento geomêtrico diminui com o aumento da 

razao de massa do sistema e com a diminuição da dimensão da fun 

dação. Com uma fundação larga e leve o amortecimento de proje­

to, principalmente considerando base r1gida, deve ser maior do 

que o amortecimento real do solo o que induzirá a resultados in 

seguros para o projetista. 

4. Sendo a geometria da fundação retangular, na analise 

do comportamento dinâmico pelo mêtodo do semi-espaço elástico 

com pressão exercida por base rTgida .obtêm-se praticamente os 

mesmos resultados calculando o coeficiente de rigidez atravês 

do raio equivalente, ou pelas expressões apresentadas por RI-

CHART et al. (29) a partir da teoria da elasticidade. 

5. As freqüências obtidas pelo mêtodo em que o solo e 

substitu1do por molas lineares sem peso (BARKAN (8)) foram su 

periores ã freqüência de ressonãncia de campo. Assim, tendo a 

mãquina uma freqüência de operação alta, pretende-se que esta 

seja maior do que a freqüência de ressonância. Calculando a fre 

qüência relativa ã amplitude máxima pelo mêtodo apresentado por 
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BARKAN ( 8) obtêm-se maior segurança no projeto quanto a vi-

bração fora da ressonância. 

6. Quando a mâquina funciona com uma rotação baixa (fre 

qüência de operaçao baixa), pretende-se que esta seja menor do 

que a freqüência de ressonância. As freqüências naturais para 

oscilação não amortecida calculadas pelo mêtodo do semi-espaço 

elástico cons.iderando pressao parabol ica apresentaram resultados 

tendendo a serem menores do que as obtidas in hitu. Evidencian 

do um resultado de cálculo mais seguro. 

Vll.2. SUGESTÕES PARA PESQUISA 

A seguir estão algumas sugestões para novas pesquisas, as 

quais fornecerão mais conhecimentos aos interessados no assun­

to, principalmente aos projetistas da area. 

1. Realizar comparaçoes entre o mêtodo do semi-espaJço 

elástico e o mêtodo em que o solo ê substituido por molas linea 

res sem peso (BARKAN (8)) para os modos acoplados horizontal e 

de rotação. 

2. Os parâmetros do solo na utilização dos ensaios rea­

lizados em solo tropical (RIBEIRO (25)) foram obtidos atravês 

da freqüência de ressonância observada in hitu, enquanto nos 

ensaios descritos por FRY (13) foram obtidos atravês de tes­

tes sismices e de propagação de ondas da superficie. Sugere-se 

analisar o comportamento dinâmico de fundações admitindo o mes­

mo procedimento para obtenção de parâmetros dos ensaios real iz~ 

dos por RIBEIRO (25), nos ensaios realizados em solo de WES, 

e Eglin (FRY (13)). 
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3. Analisar e comparar os resultados obtidos pelo meto­

do do semi-espaço elãstico e o mêtodo apresentado por BARKAN 

(8) nos solos argilo siltoso (WES) e arenoso (Eglin) comam­

plitudes de excitação variantes. 

4. Analisar os resultados obtidos pelo mêtodo do semi­

espaço elãstico admitindo as funções deslocamentos "F 1 '' e ''F," 

de Lysmer. 

5. Verificar a eficiência dos valores das freqüências 

naturais obtidas pelos mêtodos apresentados por TSCHEBOTiRIOFF 

e WARD (40) e ALPAN (1) em relação ãs freqüências de resso 

nância obtidas nos ensaios utilizados neste trabalho. 

6. t constantemente considerado, por parte dos projeti~ 

tas, o desacoplamento entre o modo horizontal e o de rotação 

para depois superpor os resultados, mesmo quando ê evidente o 

acoplamento. ARYA, O'NEILL e PINCUS (6) admitem a hipõtese 

da consideração do desacoplamento quando existe um grande domi­

nio do deslocamento de um modo sobre o outro (vide Capitulo rri 
Segue a sugestão de analisar, para os três tipos de solo utili­

zados neste trabalho, a consideração ou não do acoplamento. 
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APENDICE A 

Resumo das fÕrmulas para base rigida pelo metodo do 

semi-espaço elãstico. 

Tab. A.1 - Efeito da imersão da fundaçã~ no solo, no coe­
ficiente de rigidez 

Modo de vibração Fator multiplicador do coeficiente.de rigidez 

Vertical Tl z = 1 + 0 ,6 ( 1 - V) 

Horizontal nx = 1 + 0,55 (2 - v) 

h 
Rotação nq,=1+1,2(1-v) 

Torção nao foi apresentado 

Notas: 

h = comprimento da fundação imerso no solo; 

r 0 = raio equivalente. 

h 

h 3 

+ 0,2 (2-v)(--) 
r o 
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Tab. A.2 - Coeficiente de rigidez para fundação circular 
e retangular 

Modo de Vibração 

Vertical 

Horizonta 1 

Rotação 

Torção 

Notas: 

Fundação circular 

Kz = ----
1-v 

32(1-v) G ro 

7 - 8 V 

3 
8 G ro 

3(1-v) 

16 3 

K = -- G ro 
lj, 3 

n
2

, nx e n• Tab. A.1; 

S
2

, Sx e S. Fig. 11.4.17; 

com dimensões L e B 

Fundação retangular 

Kz = -- 82 /llI 1z 
1-v 

Não foi apresentado. Usar 
fundação circular equivalen­
te segundo ARYA, DREWYER e 
PINCUS (5) 

L = lado perpendicular ao eixo de rotação. 
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Tab. A.3 - Efeito da imersão na ra zao de amortecimento 
(D) 

Modo de vibração 1 Fator multiplicador da razao de amortecimento 

1 + 1 , 9 ( 1 -v) r, 
Vertical a z = 

rn-; 
h 

1 + 1 , 9 (2-v) 
r o 

ªx = Horizontal rn; 

1 + O, 7 ( 1 -v) h O , 6 (2-v) (-h-)3 + 
Rotação a~ 

ro ro 
= 

rn; 

Notas: 

n
2

, nx e n~ Tab. A.1; 

h = comprimento da fundação imerso no solo. 



Tab. A.4 - Razão de amortecimento para fundação circular e retangular 

com dimensões L e B 

Viodo de vibração 

Vertical 

Horizontal 

Rotação 

Torção 

Notas: 

Raio de uma base circular 
com mesma area da base re 
tangular (raio equivalen~ 
te) 

ro =~ 

r, í-TL 
ln 

ro = ~ 1T 

ro = / 
BL(B 2 +L 2

) 

61T 

a
2

, ªx e a<j, Tab. A.3; 

n<j, Tab. A.5; 

Razão 

Bz = 

Bx = 

B<j, = 

L = lado perpendicular ao eixo de rotação. 

de massa 
inêrcia 

(1-v) 
4 

(7-8v) 
32(1-v) 

3(1-v) 
8 

5 
p. r o 

ou 

m 
3 

p ro 

m 
3 

Pro 

I <j, 
5 

p n 

1 Razão 

ºxg = 

D q,g = 

= 

de amortecimento 
mêtrico (D

29
) 

O ,42 5 

~ 

0,288 
ªx 

~ 

0,15 ªq, 

(1+n<j,B<j,) ln</> B</> 

O ,8 O 

geo-

00 
C) 
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Tab. A.5 - Valores de n~ para valores de B~ 

B~ 5 3 2 O ,8 0,5 1 0,2 

n~ 1,079 1,110 1,143 1,219 1,251 1,378 \ 1,600 
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APENDICE B 



Tab. B.1 - FÕrm~las para um sistema de um grau de liberdade, com amortecimento, excitado 
harmonicamente, sendo a amplitude da força de excitação função do quadrado da 
freqüência de excitação (Q = me e w2 sen wt) 

Amortecimento critico 

Razão de amortecimento 

Freqüência natural para oscilação não amor­
tecida ou Freqüência natural do sistema 

Freqüência natural para oscilação amortecida 

Freqüência para amplitude do deslocamento 
mãximo (freqüência de ressonância) 

Máxima amplitude de vibração 

Amplitude de vibração 

Notas: 
C = coeficiente de amortecimento; 
K = coeficiente de rigidez; 

D = 

f = 
C( 

fmr = 

Az = 

2 /Rm 

e 

2TI 

fn /1 

f 

/1 -

- 02 

n 
20 2 

2 D /1 - O 2 

ou 
/(K - m w2J2 - c2 w2 

m e e f 2 

m fn /( 1 f 2 ) 2 -
~ 

(CPS) 

(CPS) 

(CPS) 

+ (20 f ) 2 r;;-
,V 

m = massa da fundação mais a massa da máquina 
m = massa desbalanceada; e 

e = excentricidade da massa desbalanceada; 
w = freqüência circular de operação da ma 

quina (rad/seg); 
f = freqüência de operação da máquina. 

o:, 
w 
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Tab. B.2 - FÕrmulas para um sistema de um grau de liber­
dade, sem amortecimento, excitado harmonica~ 
mente, sendo a amplitude da força de excita­
ção função do quadrado da freqüência de exci­
tação (Q = me e w2 sen wt) 

Freqüência natural do sistema (CPS) 
2 1T 

Amplitude de vibração 
m e w2 

e 
• m(wn-w") 

Notas: 

K = coeficiente de rigidez; 

m = massa da fundação mais a massa da máquina; 

w = freqüência circular de operação da máquina (rad/seg); 

wn = 2rr f = frequência circular do sistema (rad/seg). 




