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O presente trabalho trata da andlise de problemas
viscoelasticos bidimensionais utilizando a transformada de Lapla

ce e o principio da correspondéncia para elasticidade Linear.

Para a obtengao da transformada inversa, € utili-
zado o método de Durbin com algoritmo de Fast Fourier Transform
(F-FoTn).

Na primeira parte do trabalho, & desenvolvido um
programa elastico bidimensional sendo feito um estudoc comparati-
vo para a resolucao das integrais dos elementos singulares utili
zando a integragao por partes finitas e a integracao por Gauss com

a transformada de terceira ordem.

Para problemas de descontinuidade de forgas de superficie,
& testado o elemento interpolado onde o ponto fonte € deslocado pa
ra o interior do elemento nao modificando a fungao de interpola-

gao.
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The present work deals with a two—-dimensiocnal
boundary element implementation for viscoelastic problems through
the application of the Laplace transform and the correspondence

principle.

The inverse transform is obtained by using
Durbin's method coupled with a Fast Fourier Transform (F.F.T.)

procedure.

In the first chapters a 2-D elastic computer
program is described where different numerical Gaussian
techniques for computing the singular integrals are tested. Here,
finite part integration and third degree coordinate transformations

are included.

For accurate representation of traction
discontinuities on the boundary, the so-called interpolated
element is tested. In this element, the source point is located

near to but not at the extremities of the element and the

interpolation functions are not modified.
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CAPITULO I

INTRODUCAO

I.1 - Introducao Geral

A dificuldade em se obter a solucao analitica de
problemas gowvernados por equagaes diferenciais, comuns no campo
da engenharia, aliado ao acelerado desenvolvimento tecnoldgico na
area de computadores tem proporcionado o aparecimento de diver-
sos métodos numéricos eficientes. Um método recente que tem apre
sentado grande avango nos Ultimos anos € o método dos elementos
de contorno. A principal causa desse aumento de popularidade €
devida d algunas vantagens que apresenta com relagao ao clissico método dos
elementos finitos em determinadas aplicagoes. A mais importante de todas €a
possibilidade de discretizar apenas o contorno do problema ao invés de seu
volune, como requer o método dos elementos finitos, com a conse-
quente reducao de tempo e custo para a preparacao dos dados geo-
métricos. Esta caracteristica é particularmente Gtil quando se
trata de problemas envolvendo cavidades no meic infinito (abertu
ras subterraneas) ou cargas na superficie do semi-espago (funda-

goes superficiais e aterros).

Neste trabalho, utilizamos o método dos elementos
de contorno para resolver problemas elasticos e viscoelasticos.
Para isso, foram desenvolvidos programas em linguagem FORTRAN 77

(V.4.0) para micros PCs utilizando dupla precisao.



I.2 - Revisao Bibliografica

A teoria da elasticidade e da visopelasticidade foi

estudada por MALVERN (1), FUNG (2) e FLUGGE (3).

BREBBIA, TELLES e WROBEL (4) e TELLES (5) apresen
tam um procedimento numérico para a resolugao do problema elasti

co utilizando o método dos elementos de contorno.

Para o problema de canto, MARQUES (8) desenveclveu
um estudo comparando o elemento descontinuo apresentado por PATTER
SON e SHEIKH (9) e o elemento interpolado apresentado por MISTCOE,
et alii (7). Este estudo foi desenvolvido para problemas de po-

tencial.

Para a resolugao das integrais dos elementos de
contorno, TELLES (10) apresenta a transformacao polinomial de ter
ceiro grau fazendo com que os pontos de Gauss se aproximem do pon
to fonte. Para os elementos singulares & utilizada a integragao

por partes finitas (4).

O problema viscoelastico sera resolvido utilizan-
do a transformada de Laplace e o principio da correspondéncia pa

-

ra elasticidade linear (13) a (16).

Existem virios métodos numéricos para a resolugao
da transformada inversa. BESKOS e NARAYANAN {(17) comparam oito
métodos de inversdao em seus estudos e concluem que o método de

DURBIN (19) utilizando o algoritmo do Fast Fourier Transform (FFT)



desenvolvido por COOLEY e TUKEY (20) & o mais preciso. Este mé-
todo € um eficiente aperfeicoamento do método de DUBNER e ABA-

TE (21).

I.3 - Descricao do Escopo da Tese

A seguir sao descritos os assuntos abordados em

cada capitulo.

No Capitulo II sao definidas as equagdes gerais
que governam os problemas bidimensionais de elasticidade e de vis

coelasticidade.

Os Capitulos III e IV apresentam, respectivamen-
te, as formulagoes e a implementacac numérica do método dos ele-

mentos de contorno para problema elastico.

0 Capitulo V contém exemplos elasticos comparando
os procedimentos utilizados nas resolugoes das integrais dos ele

mentos singulares discutidas no Capitulo IV.

O Capitulo VI apresenta o comportamento de alguns
modelos viscoeldsticos e define o conceito de fluéncia e relaxa-
gﬁo. A equagao constitutiva expressa em termos das integrais he
reditdrias possibilita a utilizacac do principio da correspondén
cia. Dessa forma, pode-se resolver o problema viscoelastico uti
lizando as equagoes gerais da elasticidade no dominio transforma

do.



No Capitulo VII € apresentado o método de Durbin
com o algoritmo do Fast Fourier Transform para o calculeo da trans
formada inversa. De maneira a poder demonstrar a precisao desse

método, foram testadas algumas fungoes no dominio transformado.

O Capitulo VIII contém exemplos ilustrativos no re

gime viscoeléastico.



CAPTITULO II

TEORIA DA ELASTICIDADE E DA VISCOELASTICIDADE

II.1 - Notacadao Indicial

Antes de apresentarmos as equacoes gerais da elas
ticidade e da viscoelasticidade, convém esclarecer o conceito de
notagao indicial. Esta notagao nao & sé eficiente para escrever
expressoes longas mas também para derivagoes e nas provas de teo
remas. Tal notagdo utiliza indices subscritos (1,2,3) para re-
presentar (X,y,z) e torna a utilizagdo de simbolos de somatdrios
desnecessarios quando a mesma letra aparece duas vezes em um sO

termo.

Os iIndices podem ser qualificados como:

e indice mudo -+ aparece repetido. Num mondmio, deve ser somado

de 1 3 3.

e indice livre -+ aparece uma vez. Num mondmic, assume sucessiva

mente os valores 1, 2 e 3.

Como exemplo, temos:

A, = B,. C. (IT.1)

que equivale, em notagao algébrica, ds equagoes:



A3y = By C1 + Br2 C2 + B1a C3

A; = Bz1 Cy; + Bzy Cz2 + B2y C3 (I1.2)

Az = Bz1 C1 + Bay C; + B3z C3

No caso de derivagao, esta pode ser representada

através de virgqula como:

(I1.3)

Também serda usadeo o simbolo de delta de Xronecker

(§..) e o simbolo de permutacao (eijk)’ sendo:

1]

Gij =1 se

6lj = Q se
e

eijk =0 se

eijk =1 se

eijk = -1 se

ITI.2 - Equacoes Gerais

A mecanica dos

de grandezas:

(II.4)

houver indices repetidos
ijk formarem permutacao par (II.5)

ijk formarem permutacao Impar

meios continuos utiliza trés tipos



- Tensao (oij) + forca interna média por unidade de Aarea

de uma segao infinitesimal.

- Deslocamento (uj) + Movimento de um ponto durante o processo

de deformagao.

- Deformagao + Mudanga de forma e de dimensoes do corpo

quando atuam solicitagoes.

As quantidades acima definidas estao relacionadas
por trés tipos de equagOes que serao apresentadas a sequir. (Ref.

{3)).

ITI.2.1 - Equacoes de Equilibrio Estatico

As equacgoes de equilibrio sdo relagoes entre as

derivadas das tensoes e a forga de volume.

g,. . +b. =20 (IT1.6)}

Teremos entac, uma equagéo de equilibric para ca-

da direcao.

ITI.2.2 - Relacoes Cinematicas

Este segundo conjunto de equagoes, conhecido tam-
bém como relacoes deformagao - deslocamento, possibilita o calcu
lo das deformagoes especificas a partir das componentes de deslo

camento. Para pequenas deformagoes, teros:



= L ul L) (II.7)
2

Para garantir a obtengao de um campo de desloca-
mento continuo e univoco, as componentes de deformacao devem obe
decer ds relacgoes de compatibilidade que podemos estabelecer de-
rivando as equagOes que relacionam deformagao e deslocamento con

forme demonstrado no Apéndice A.

®i9,k2 T %k2,15 T Fik,je " S3¢,ik - ¢ (I1.8)

Destas 81 equagoes algébricas, somente 6 sao inde

pendentes

32%¢ 3¢ %¢

£ . Y - o XY
dy * ax? 3IX 3y
3%¢ 3% 3%¢
3z 2 dy? dyaz
5%¢ 3%¢ 3%¢

X z _ ., XZ
3z? ax? X3z

(IT.9)

2 2 2 2
3 €y _ 3 €z . 9 Exy P Eyz
Yoz Xy XV ox?
2 Z 2 2
] Ey _ d ny . 0 EXZ 3 -
X0z dyoz ayox ay?
2 2 2 2
? €, _ 2 €ox N P Ezy B 3 EXY




Um estado tensional sb serd possivel se atender das
equacgoes de equilibrio e o correspondente estado de deformagao a

tender 3s equacoes de compatibilidade.

I1.2.3 - Equagoes Constitutivas

O dltimo conjunto, conhecido como equagoes cons-—
titutivas ou relagoes tensao - deformagao, descreve o comporta-

mento macroscdpico resultante de constituicao interna do material.

Os materiais existentes apresentam uma grande va-
riedade de comportamento tais como eldstico, viscoso, plastico,
viscoelastico, viscoplastico ou viscoelastopldstico. No presen-
te trabalho, serao considerados apenas os comportamentos elasti-
cos e viscoelasticos. Para que estes comportamentos sejam bem
definidos, apresentaremos dois tipos de materiais de resposta ideal,
conforme descreve MALVERN (1): solido elastico ideal (Hookeano)

e fluido viscosc ideal (Newtoniano).

0 solido elastico ideal & o material mais usual-
mente utilizado para andlise de tensoes em estruturas. A carac-
teristica deste material estd no fato de o corpo retornar a sua
forma original depois que a forca gque causou a deformacao é remo
vida. Estruturas metalicas, ror exemplo, se arroxiram deste com

portamento se as deformacgoes forem pequenas.

O material linear eldstico obedece uma relagao 1li

near entre tensao e deformacao conhecida como Lei de Hooke.
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Gij = CiijEkR (II.10)

onde Cijk£ & o tensor isotrdpico de 42 ordem.

Considerando o material elasticamente isotrépico,
o nimero de constantes relacionando tensoes com deformacgoes se

reduz a apenas duas. Na engenharia estrutural, utiliza-se geral

mente:

E = modulo de elasticidade longitudinal

v = coeficiente de Poisson

Sao também usados as constantes de Lamé

G = modulo de elasticidade transversal

\ = vE

(1 + v} (1L - 2v)

Estas constantes se relacionam através das formu-

las

g = 83y + 2G) G = B
A+ G 2(1 + V)
(II1.11)
v = e = vE
2(v + G) (L + v) (1 - 2v)

A Lei de Hooke pode ser escrita em termos das com

ponentes deviatdricas e esféricas.
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As componentes desviatdrias sao dadas por:

ij ij ij
(I1.12)
e'. = e.. - €..
1] i) 1]
sendo Eij e Eij as componentes esféricas dadas por:
— _ 1
%1 T 7 k1
(I1.13)
- _ 1
19 T T fkk®ij

Dessa forma, a Lel de Hooke pode ser expressa por:

g!. = 2Ge!.
1] 1]
(IT.14)

Gkk = 3Kekk

onde K & o mbdulc volumétrico ("bulk modulus") e equivale a

K = A + — G (II1.15)

Considere agora o caso uniaxial de tensao de uma

mola de material elidstico linear.
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}r_f\/v\/\/\/\__é I, ——
! : E '
D WEAVAVAVAVAVA SR WS —-—"
P P T T

{a) (bl

FIG.IL .l REPRESENTAGAO DE UM MODELO ELASTICO DE (@) UMA MOLA
E (b} UMA BARRA TRACIONADA

Quando a carga P é aplicada, o comprimento da mo-
la aumenta de uma quantidade u e quando a forga P para de atuar,
ela retorna ao seu comprimento original. Este mesmo fendmeno po

de ser observado no caso de uma barra elistica tracionada.

Para este caso, a equagao constitutiva deve obede

cer a Lei de Hooke

Ee (IT.16)

(]
[l

0 fluido viscoso ideal &€ o material utilizado pa-
ra aplicagoes em andlise de fluidos viscosos. A caracteristica
deste material estd no fato de a tensao ser proporcional a4 taxa

de deformagao.

Para 0 caso em que se tem tensoes e deformacoes ci

salhantes, a equacao constitutiva deve obedecer &

T = Uy (IT.17)
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onde |y € o coeficiente de viscosidade e Yij = 2Eij sendo i # j.
Considere agora o caso uniaxial de tensdao de um
amortecedor onde o pistao se move no interior de um cilindro fe-

chado com lubrificante viscosc na superficie interna.

Y L e
= | I
I ! !
I ! i !
- I e
P P T T
(al {b)

FIG.IL.2 REPRESENTAGAO DE UM MODELO VISCOSO DE (d) UM AMORTECEDOR
{b} UMA BARRA TRACIONADA

Quanto maior for a forgca mais rdpido o pistao se
move. Temos entao a relagao linear P = K (du/dt). O mesmo pode
ocorrer no caso de uma barra tensionada onde a forga nao & pro-
porcional ao alongamento da barra (eg) mas sim & taxa de varia-
¢3o no tempo (d(el)/dt). Escrevendo em termos de tensao e defor

magac longitudinal, temos:

g = Fe (I1.18)

A equagao constitutiva de materiais de comporta-
mento viscoeldstico pode ser linear ou nao linear. No nosso ca-
so, sera estudado a teoria linear da viscoelasticidade cuja equa-
cdo constitutiva & a combinagdo da Equagdo (II.16) com a Egquagao
(IT.18) dependendo do modelo utilizado, conforme sera visto no Ca

pitulo VI.
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IT.3 - Problemas Bidimensionais

Conforme visto no item anterior, o problema geral

fica entao expresso por:

3 equagoes de equilibrio
15 equacgoes 4 6 relagoes deformagao - deslocamento

6 relagoes constitutivas

6 componentes de tensao

15 incégnitas { 6 componentes de deformagdo

3 componentes de deslocamento

Consideraremos neste trabalho uma classe de pro-
blemas na qual se tem, de forma exata ou aproximada, o fendmeno
ocorrendo igualmente em todos os planos paralelos a xy, e as ten
soes e deformacoes independendo de z. Destes problemas, serao
considerados o estado plano de deformagao (E.P.D.), onde a defor
macao em z & nula, e o estado plano de tensido (E.P.T.), onde a

tensao em z & nula.

O nimero de equacoes e o nimero de incégnitas pa-
ra os problemas bidimensionais sac apresentados na Tabela II.1 &

seguir.
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Tabela II.1 - Nimero de equagaes e de incOgnitas para problemas

bidimensionais
EQUACOES E INCOGNITAS E.P.D,|E.P.T.{ TOTAL
Equacoes de equilibrio 2 2
Relacoes deformagao - deslocamento 4 3 9
Relagoes constitutivas 3 4
Componentes de tensao 4 3
Componentes de deformacao 3 4 9
Componentes de deslocamento 2 2




le

CAPITULO 1III

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

APLICADO A PROBLEMAS ELASTICOS

III.1l - Equacao de Navier

Neste capitulo, serao considerados problemas bi-
dimensionais de elasticidade governados pela equagao de Navier

que satisfagam ds seguintes condig¢oes de contorno:

- condigdes essenciais ~ u, = Gi em Ty

(ITI.1)

- condigoOes naturais + p Ei em T,

onde Ei e Ei sdo valores prescritos e o contorno do corpo &

F=F1+F2.

Seja um corpo definido pelo dominio £ e pelo seu
contorno I' que estd em equilibrio sob a agao de cargas e desloca

mentos prescritos (Figura III.1).

p:=p Iz 23
Xz — .n..=,“_|r+n12
J\/Tl

u=u

X

FIG.IL.I DEFINIGOES DE PROBLEMA DE ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL ]
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A equacac de equilibrio estdtico no dominio &

dada por:
. . + b, =0 IT1T.2
ij,1 B ( )
onde Oij = componentes do tensor de tensoes
bj = componentes de forgas de volume
!‘2'24-3:2“
2y 1 '21*5)“':."“3r
——
b “ﬁ@kﬁl
y —
T b
X; Ve T dn
T2 3
szz
a)
FIGIL 2 { @) TENSOES E (b) FORCAS DE SUPERFICIE
A condi¢ao de equilibrio no contorno I' do corpo é
. = 0,.n. I11.3
Py 013n3 ( )
onde P; = componentes do vetor de forgas de superficie
nj = cossenos diretores do vetor unitario normal

n apontando para fora do dominio.

Baseando-se na hipdtese das pequenas mudancas de

configuragdoc, temos como relagac entre as deformagoes especifi-

cas e os deslocamentos a equagao:
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1
£. . —_ A T T .4
1375 Bi,g 7t Yy (111.4)

Considerando © material:

- homogéneo - as propriedades sao as mesmas em todos

05 pontos;

- isdtropo - as propriedades elidsticas sao as mesmas

em todas diregoes;

- linearmente eldstico - as relagoes tensao - deformagao apresen

tam comportamento linear.

a Lei de Hooke fornece a sequinte relacao entre as tensoes e as

deformagoes especificas:

- . — € . III.5a
ij ij 1 - 2y Kk i3 ( )

A Equagao (III.5a) também pode ser expressa por

Uij = Cijkiekl (III.5b)
onde C. . € o tensor isotrdpico de 42 ordem
ijk&
2GV
C.. = ——=—— §..6 + G{§., 8., +
ijke 1 - 2v ij ke ik"92
+ 8, ,8..) (I1II.6)
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Substituindo a Equacao (III.4) em (III.5a) e uti-
lizando a Equagaoc (III.2), chegamos 3 equagac de equilibrio de
Navier:

G G +b. =0 em 0 (I1I.7)

u, + ———— u . .
Jekk oy _ 5, TkiKk3 J

Esta equacao € conveniente gquando as condigdes de
deslocamentos no contorno sao especificadas. Usando novamente as
Equagoes (III.4) e (III.5a) e substituindo em (III.3) para os pon

tos no contorno, obtemos as condigoes de forgas de superficie no

contorno

2Gv

—--——--—ukkni+G(u. .+u, ,)n, =p, emT (III.8)
1 - 2y !

1,7 JA1 ] 1

Podemos notar pela Equagao (III.7) que a condigao
de equilibrio & expressa em funcao dos deslocamentos nao reque-
rendo, desta forma, as equagoes de compatibilidade. Uma vez de-
finidas as condigoes de contorno, obtemos os deslocamentos u, a-
través da Equacao de Navier. 2As deformagoes sao obktidas por

(IIT.4) e as tensoes sao calculadas pela Lei de Hooke (TITT.5a).

As equagoes anteriores foram definidas para esta-
do plano de deformagoes. Para resolver problemas de estado pla-

no de tensoes, devemos substituir v por v, onde:

Vo= (III.9)
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IIT.2 - Deducao da Identidade de Somigliana a Partir dos Métodos

dos Residuos Ponderados

A solugao analitica para a resolucao de gqualquer
problema utilizando as equagdes descritas na segdo anterior & de
dificil obtengao. Torna-se necessario, entao, a utilizagao de
métodos numéricos que fornegam uma solugao aproximada correspon-
dente a Equacao de Navier e que satisfacam as condicoes de con-

torno.

A formulagao do Método dos Elementos de Contorno
serid deduzida a partir do Método dos Residucs Ponderados (Ref.

(4), (8)).

O Método dos Residuos Ponderados fornece a seguin

te relagao:

)3 +bk) u]"q' di = (pk—pk) Uf; dl' + (uk—uk) p}t ar (IIT.10)
Q Fz Tl

(ojk

onde u¥ e p} sao as fungoes de ponderagao.

Adotando como fungdes de ponderagao uma solugao
na regiao f* + I'* gue contém o corpo & + I' (Figura III.3)), te-

mos :

¥ = g*.n. (ITI.11)
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Xy

- E3
FIGII.3 REGIAD ﬂ*+'|" CONTENDO O CORPO (1 +T

Integrandc por partes ¢ lado esquerdo de (II11.10)
duas vezes e utilizando o teorema da divergéncia (vide Apéndice
A), temos:

c*. . u. d2 + b. u* dQ=- p. u* dr - p. u* dar +
1,1 7 J 3 3 ] J 3
Q § T r

1 2

+ I Gj pg dr + [ ug p; dr (ITI.12)
I T,
sendo
iy, i = " 9, x) Py = - bI (ITI.13)
u;.' = u;.fj(i, x) Py (III.14)
pg = p;j(E, X) Py (II1.15)
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onde 8(&, x) & a fungao delta de Dirac (Figura III.4); P, sao
cargas concentradas unitdrias aplicadas, independentemente, no
ponto £ do dominio i*, e u;j(E, X) e ij(E, X) representam os des
locamentos e forcas de superficie na direcao "j" no ponto "x" cor-
respondendo a uma forga unitdria atuando na diregao "i" aplicada

no ponto "g".

S .

&

FIG.II. 4 FUNGCAQ DELTA DE DIRAC

Cessa forma, chegamos & duas equagCes (uma para cada diregao) da

das por:
. p
ui(E) = u;j(i, %) pj(x) ar(x) + u;j(g, x) pj(x) ari{x) -
‘Tl ‘T2
1 1
- P} (6, ¥) uy(x) dAr(x) - P} (€, x) uy(x) drix) +
‘T ‘Ts
+ u;j(g, X) bj(x) dg (ITI1.16)
‘9

que & conhecida como "Identidade de Somigliana" para deslocamen-

tos.
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Esta equagao pode ser obtida também por reciproci
dade com uma solugao singular da Equagao de Navier (IIT.7) (ver
TELLES (4)) satisfazendo a:

G

G u* + — u*

Jokk T T 5y kK3 + §(E, x) Py =0 (III.17)

III.3 - Solugoes Fundamentais

Solugoes da Equagao (III.17) sao chamadas solu-
coes fundamentais que podem variar tanto com relagao a regiao

Q* + T* como também em relagac as condigoes de contorno.

Para o caso em gue o dominio 9* representa um es-
pago elastico infinito, a solugao fundamental corresponde & solu
cao de Kelvin e suas componentes de deslocamento e forgas de su-

perficie sao dadas, respectivamente, por:

-1
u*. (£, x) = ——m— [}3-—4v) ¢n{r) 8,. - r ., r ] (IT1.18)
+J 8T(l-v)G |- i] 17,3
-1 or
p*. (¢, x) = —m————— (}1-—2v) §,. +2r . r ;1 -
1] 4T(L -v)r | 13 Lo an
- (1L -2v) (r'i nj - r'j ni) (I1T.19)

onde r € a distancia entre o ponto fonte "&" e o ponto campo "x".
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III.4 - Tensoes em Pontos Internos

A Equacgao (III.1l6) & uma representagao continua
dos deslocamentos em pontos "{" pertencentes ao dominioc Q. Para
a obtengao das componentes de tensao nos pontos internos, deve-
mos derivar a Equagao (IIT.1l6) em relagao as coordenadas do pon-
to fonte obtendo as deformacgoes especificas que substituidas na

Equagao (III.5) fornece:

olj(g) = J ljk(E, X) pk(X) dr (x) - [ P’l"Jk(E, X) U (x) dl' (x) +
T T

+ J ljk(a, x) b (x) df(x) (III.20)
Q

onde as componentes dos tensores sac dadas por:

1
* = - -
uijk - [}l 2v) (r’jﬁik + r,iajk r,kﬁij) +
+ Z2r .r .r (ITT1.21)
fl !J Ik
G J ar l:
¥, = 2 — |{1=-2v) §..r . +vi(s6.,r . + &§..r ) -
Pl]k 271'(1-\))]'_‘2 [ 1] ,k ik r] Jk 1

- 4r'ir'jr,k] + 2\)(nir'jr’k + njr ‘r,k) + (l—2\))(2nkr’ir'j +

r

ﬁik + §. . (IIT.22)
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III.5 - Equacao Integral do Contorno

Considerando a simetria de c, da Equagao (III.5b),

ik 2

temos

o¥. (£, x) Eij(X)dQ(X) = Gij(x)eij(i, x)dQ (x) (II1.23)

QS QE

onde @_ e o dominio restante de { quando retiramos o circulo de

raio € e contorno Te centrado no ponto & (Figura III.5).

FIG.IL.5 CONTORNO Ty DO CiRCULO DE RAIO € CENTRADO NO PONTO §

Integrando por partes a Equagaoc (III.23) e consi-
derando ui(x), eij(x) e Gij(x) como continuos, chegamos & equa-
¢ao que equivale ad Identidade de Somigliana (III.16).

Considerando a solucgao de Kelvin, a Identidade de
Somigliana nao pode ser empregada para a obtencao das tensoes ou
deslocamentos enquanto nao soubermos os valores dos deslocamentos
e forcas de superficie em todo o seu contorno. Para isso, inte-
gramos por partes a Equagao (III.23) e tiramos o limite quando o

ponto "£" tende para o contorno (Figura III.6), obtendo:



J B P;j(i, X)uj(X)dF(X) =
T-T _+T_

26

{ B u;j(i. X)pj(x)dF(X) +
I~ 4T
£ €

+ JQ u;j(i, X)ba(x)dﬂ(x) (ITI.24)

€

X2|

e ——— Xl

FIG.'II. 6 PONTO $ A UMA DISTANCIA £ DO CONTORNO CIRCULAR Mg

Tomando-se o limite de € + 0 e considerando a hi-

pbtese de continuidade de uj(x)

(vide Apéndice A), chegamos a

equacao integral do contorno, dada por:

(

* = *
Cij(E)uj(E) + pij(E, X)uj(X)dF(X) J uij(E, x)pj(x)dF(x) +
T

/T

+ JQ u;j(g, x)bj(x)d

onde Cij(g) = 4im J

e+ 0

sendo gue para contornos suaves

F(x) para E ET (III.25)

P}, (&, x)dAT(x) (ITI.26)

e
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8. .
c,. =—3 (III.27)
1] 2

ITII.6 - Regioes Infinitas

Para o caso de regides infinitas, devem ser levadas
em conta as condigoes de regularidades que governam o comport amen
to das fungoes envolvidas na Equacac (III.25) em uma superficie

infinitamente distante do ponto fonte £.

Seja £, pertencente ao contorno da cavidade, o cen

tro do circulo de raio p e contorno Fp {(Figura III.7)

FIG. IIL.7 REGIAD INFINITA COM CAVIDADE

Escrevendo a Equagac ({(III.25) para a regiao entre

I' e Fp e considerando bj = 0 para simplificar, temos:

Cij(E)uj(E) + , Pfj(i, X)uj(X)dF(X) =
T+

= J u;j(g, x)pj(x)df(x) (IIT.28)
r'+T



28

Tirando o limite quando p -+ =, a Equagao (III.28)
pode ser expressa em termos de integrais sobre ' apenas se for

satisfeita a condigao de regularidade, ou seja:

2im {%;j(ﬁ, x)uj(x) - u;j(a, x)pj(x{} ar({x) = 0 (I11.29)
p+ = r

Para o caso bidimensional, temos:

dr(x) = | J |as onde | 3] = 0(p) (I11.30)

(
O(¢n p + 1), i =3

u;j(i, x) .

0 (1) A

pI (€, x) = 0™

Para garantirmos que cada termo de (III.29) se
anule separadamente, devemos ter uj(x) = O(p_l) e pj(xj =O(p_2).
Ou seja, teremos um decaimento das funcoes na direcao do infini-
to. Este caso nao corresponde ao comportamento da solugao funda

mental no infinito.

Observando que se a carga total aplicada sobre a
superficie T naoc for auto-equilibrada, o Principio de Saint Ve-
nant nos mostra que uj(x) e pj(x) terao o mesmo ocomportamento gue
a solugdo fundamental correspondente & uma carga concentrada na
direcac da resultante. Podemos, entao, substituir uj(x) e pj(x)

pelos tensores correspondentes d solucao fundamental 2-D e veri-
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ficamos que a Equagao (III.29) & satisfeita uma vez que os seus

termos se cancelam gquando p + «,

Podemos afirmar que a condigao de regularidade &
sempre satisfeita se uj(x) e pj(x) se comportam, na pior das hi-

poteses, com a solucao fundamental no infinito.

Desta forma, problemas de cavidades em meios infi
nitos podem ser representados pela Equagao (III.25) com T corres
pendendo apenas ao contorno interno desde que a normal aponte pa

ra dentro da cavidade.

III.7 - Tensoes no Contorno

ApSs a solugao no contorno, temos p1 € p: em gual
quer ponto pertencente a I' (veja Figura III.8)). Se usarmos as

equagoes de equilibrio (III.3), temos:

pL = C1i1n; + 032Nz

(ITI.31)

Pz = Oi2n; + Gy20np

FIG. T8 EQUILIBRIO DE FORGAS NO CONTORNO TII
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Portanto, temos 2 equagoes e 3 incdgnitas (011,
012 € 0U22). Logo, precisamos de outra equagéo para resolver o

problema.

Tendo em vista gue os deslocamentos ao longo do
contorno sao conhecidos e considerando o elemento de ordem supe-
rior ao constante, a componente de deformacao €11 ao longo do ele
mento € facilmente calculada por

du,y
€11 = — (IT1.32)
aX1
onde €,, & referido ao sistema local (tangente e normal) ao con-

torno no ponto.

Os vetores de tensoes referidos ao sistema local

de coordenadas (Figura III.9) sao dados diretamente por:

(III.33)

T2

%, T2z

FIG. IIL .9 TENSGES NO CONTORNO
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Para o caso plano de deformagao e utilizando a Lei

de Hooke (III.5a) com i = j = 2, temos:

€ap = —= [(1—2\)) 22 _ E“:J (III.34)
1-v 2G

Usando novamente a Lei de Hoocke (III.5a) com

i =3 =1 e empregando a equagao anterior, temos

011 = 1 \EGE“ + v 822] (III.35)
1-wv —
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CAPITULO IV

IMPLEMENTACAO NUMERICA

IV.1l - Discretizacao do Contorno

Para resolver a Equagao (III.25) com bj =0, foi
empregado um procedimento numérico aproximado em que o contorno
€ dividido em "m" elementos lineares Tj interligados por nds so-
bre os quais os valores dos deslocamentos u e das forgas de su-
perficie p sao interpolados (Figura IV.l). Os nds funcionais des

ses elementos coincidem com os nds geométricos.

FIG. T¥ .1 DISCRETIZAGAO DO CONTORNO EM ELEMENTOS LINEARES Tj

Utilizando a transformagao de coordenadas carte-

sianas para coordenadas intrinsecas, temos:
dry (x) = | J | dn (IV.1)

sendo | J | = &/2 o jacobiano da transformagao para elemento li-

near.
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Com o uso das funcgoes de interpolagao Nk(n), apro

ximamos os valores de uj e Pj no interior do elemento j da seguin

te forma:
2
k .
u.(x) = ] N (U)U?k
J k=1 J
(IV.2)
2
k k
py(x) = F NS mpt
k=1 J
onde ugk e pgk contém os valores de deslocamento e forca

de superficie na direcao "j" do né "k" do elemento "t".

Para elemento linear, as fungoes de interpolagao

em coordenadas intrinsecas sao dadas por {(Figura IV.2):

N = L (1 - nj)
2
(IV.3)
1
Nz = — (1 + n)
2
2T .
sendo n = - _ 1
L
N|(“'.|J Nz{'n]
K=l 'K=2
J:; LK 7=

FIG. I .2 ELEMENTO LINEAR [
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Dessa forma, a Equagao (III.25) pode ser escrita

COomo :
1
2 m 2
I e @ule + § ] u p*. (€, NN () |3 | dn =
k=1 * J t=1 k=1 1 LB
(Iv.4)
1
m 2
=7 1™ ut. (€, N m) | 3] dn
t=1 k=1 . J

Com o intuito de se obter um sistema de equagoes
lineares, aplica-se o Método dos Residuos Ponderados, utilizando

a funcao de ponderacgao WQ(E), fornecendo a seguinte expressao:

2
J W) | ] o @N @S (g;} ar(g) +
r k=1 *J ]

1
m 2
+ ) Joutk { W' () U p;j(E,X)Nk(n) IJIdn} ar(g) ; =
T -1

1
m 2

=7 I W () ut, (€, NSM) | J |dn|are
t=1 k=1 J v a4 1]

£ =1, 2, «vu, S (IV.5)

onde as fungoes wh (&) pertencem a um conjunto de fungdes de pon-
deracac independentes. O niimero S de fungoes & definido de modo
a ser obtida uma Unica solugao para o problema apds serem defini

das as condigoes de contorno (Ref. (6} e (7)).
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A escolha das fungoes de ponderagao wh pode forne
cer uma aproximagéo tipo colocagac ou uma aproximacgao tipo Galer
kin. No nosso caso, sera utilizado o método de colocagao. Nesse
método, as fungoes de ponderagao utilizadas sao as fungoes Delta

de Dirac (Figura III.4).
L 2
W (E) = &6(87, x) L =1, 2, ..., S (IV.6)

L o~ . s
onde £~ sac pontos selecionados no contorno coincidentes com os

pontos nodais.

Escrevendo a Equacgao (IV.5) em forma matricial apds

utilizar a fungao Delta de Dirac, teremos 2m equagOes da forma

1
m
Lou oy ) ut) p¥, NT | 7 [ an =
“ij <3 e & s

1
m
= ] gt u*.N' | J | an (IV.7)
t=1 ~J ~11~
-1
onde Ci: Ciz
C.. = (IV.8)
~ij
Cao1 szJ
Ni 0 N2 0
NT = (IV.9)
0 N3 0 N2
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) ( )
u1 P1
ugn) = A > p(n) = { W (IV.lO)
~] ~]
uz p?
J { J
[ (n=1i) [ _(n=i) )
u., .
ug Py
ult) = F plt) = r (Iv.11)
~J ~J
(n=£) (n=£f)
u. .
L ~] s \ EJ F,
ul1 uiz2 P11 P12
* _ * -
Eij = Eij (IV.12)
* * *
Uz uz2 P21 P22
- - L -

Notar que o superescrito (n) se refere ao nd en

guanto que o superescrito (t) se refere ao elemento.

Na Eguagao (IV.1l2), u;j

forcas de superficie na direcao j devido a uma forga unitaria no

e p;j sao deslocamentos e
ponto em consideragao atuando na diregao i.
Devido a dificuldade em integrar a Equagao (IV.7),

podemos usar quadraturas numéricas para funcoes de interpolagao

de ordem elevada.

K
(n) (t) x T _
SP IR L, @My Lol )=
— -
m K
- (t) T
t£1 P 9,21 (ujy M L a1, w, (IV.13)
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onde K nimero total de pontos de integragao

=
!

fator de peso associado ao ponto £.

Para fins de implementagao, escreveremos a expres

sao acima em forma matricial

(n) T~ () T -ty (x)
. . ; + h.: . = . . .
Zi3 =3 L. By =3 2 Ji3 EBj (Iv.14)
= t=1
onde h(s) e gig) sao matrizes 2 x 4 referentes ao elemento (t)

gque tém a forma:

I 1
W N *, N *, IV.15
L 1 Elj 2 El] _J ( )

B = [R5V REP -2 )
By ~ij ~ij 2 g

K _—
~(t) _ [ ~(n=1i) =6y T _ 2 %
g—ij = | gij -.13 :[ = <= _Z W LNl Ej’_‘j N2 Eij:l {IV.16)

sendo

5£§) e é(n) matrizes 2 x 2 referentes ao nd (n).

Podemos reescrever a Equagao (IV.14) para cada nd

em consideragéo. Sendo (n) o no fonte, temos:

N N
) i?) uén) = ’ gi?) p;n) (Iv.17)
n=1 = - n=1 "~ ~
onde %F?) + gij para (n) = (n)
ij
R o (Iv.18)
h, para (n) # (1)
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Da aplicagao da Equacao (IV.1l7) para todos os N

pontos nodais, obtém-se um sistema de 2N equagdes lineares

tm

U=GP (IV.18)

onde os vetores U e P contém todos os deslocamentos e forcas de

superficie dos pontos nodais.

As matrizes H e G sao matrizes quadradas de ordem
NN, sendo NN o namero de graus de liberdade do sistema. Os ele-
mentos destas matrizes correspondem as integrais ao longo dos ele

mentos de contorno indicadas na Equacgao (IV.13).

Uma vez definidas as condigoes de contorno, obte-
mos um sistema de NN equagaes gue pode ser facilmente resclvido

utilizando o método de eliminagao de Gauss.

g

Yy = F {(IV.19)

onde A é uma matriz quadrada cujas colunas sao multiplicadas pe-
los elementos desconhecidos de forga de superficie e deslocamen-
to contidos no vetor ¥, e o vetor F é formado pelo produto das con
dicoes de contorno prescritas, pelas correspondentes colunas das

matrizes H e G.

A solucao deste sistema fornece os deslocamentos
e as forcas de superficies em todos os pontos nodais do contor-
no. Empregando a Identidade de Somigliana (III.1l6}, encontramos

os valores dos deslocamentos em qualguer ponto do dominio. Deri
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vando a Identidade de Somigliana em relagao &s ocoordenadas do pon
to fonte £, obtém-se as deformacgoes especificas utilizando a Equa-
gao (III.4). Aprlicando estas deformagoes na Lei de Hooke (III.5)

obtemos as tensoes no ponto £.

IV.2 - Integracao Numérica nos Elementos de Contorno

Apds a discretizacao do contorno, devemos calcu-

lar as seguintes integrais sobre cada elemento de contorno Fj:

(Iv.20)

Te}

I

o
*
=
a7
|

Utilizando a transformacao de coordenadas carte-
sianas para coordenadas intrinsecas, temos:
1
T
h = p* N | J[an
-1
(IvV.21)

g = u* §T | J|dn

O comportamento das matrizes p* e u*, correspon-
dentes a solugao de Kelvin para problemas de elasticidade bidi-
mensional, sao dominantes nas integrais em (IV.21} uma vez gue

suas componentes sao de 0 (1/r) e 0 (%n 1/r) respectivamente, on

de r & a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo.
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0 calculo das integrais em (IV.21) serd feito uti
lizando integragao numérica tanto para os elementos singulares

quanto para os elementos quase-singulares.

Elementos singulares sao aqueles em que o pon
to fonte pertence ao elemento. Neste caso, as integrais (IV.21)
tornam-se singulares guando r + 0 e devem ser interpretadas no sen

tido do Valor Principal de Cauchy ou por partes finitas.

Os elementos quase-singulares sao agqueles em que
as integrais sao requlares, ou seja, integrais em que o ponto fon
te nao pertence ao contorno do elemento. Para a resolugdo des-
sas integrais, sera utilizada a transformacao polinomial de ter-
ceira ordem (Ref. (10)) que produz uma concentracao dos pontos
de integragao de Gauss em diregao a singularidade aumentando des

sa forma a acuracia da solucgao.

Esta transformagao também pode ser usada para o]
cadlculo da integral singular gue contém u*, mas para o calculo
da integral singular que contém p* deverd ser utilizada a inte-
gragao por partes finitas de KUTT (Ref. (4)) uma vez gque esta in
tegral deve ser interpretada no sentido do Valor Principal de

Cauchy.

IV.2.1 - Transformacao Polinomial de Terceira Ordem

Considere a integral

1

-
I

f(n)dn (Iv.22)
-1
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onde f(n) & singular em ﬁ; e a relagao contida de terceira ordem

niy) = ay® + by® + ¢y + d (IV.23)

onde y = coordenada dos pontos de integragao de Gauss.

Utilizando a transformacao polinomial acima, te-

mos
1
I= [ £(v)Jdy (Iv.24)
-1
onde J = dn
dy
A relacao (IV.23) deve satisfazer as seguintes con
digoes:

an T
a'n| -
dy?|n
(IV.25)
n(l) =1
n(-1) = -1

A primeira das condigoes acima equivale ao jaco-
biano no ponto n sendo gue, para integral reqular, este valor de

ve ser diferente de zero.
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O parametro r & funcao da distancia D e varia de
0 & 1. A distincia D, dada em coordenadas intrinsecas, equivale
a menor distancia entre o ponto fonte e o elemento. 1n & o ponto,

pertencente ao elemento, que estd mais prdximo do ponto fonte £,

conforme Figura (IV.3).

by \
-1 7 roM LI 1M -1 5 "

FIG. TL3 DISTANCIA DO PONTO FONTE A0 ELEMENTO

Com as condigoes dadas em (IV.25), podemos calcu-

lar os parametros de (IV.23)

a={l-r1)/0

b=-3(1L - 1) y/0

{(IV.26)
c = (r + 3v)/0Q
d = =-b
onde Q0 =1 - 3%2
(IV.27)

, -
p \€q+\/(q2+p3) +\3/]:-q—\/(q2+p3) —1

1+2r

-
I
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e}
|

- - 3 -
sendo —-———-l—-——_-— n (3-2r) - Zn:l 1_-n
2 (1 +2r) 1+2r| 1l+2r

(IV.28)

1 - - ]
p= - 4r (1-r)+3 (1_n2)
3(1+27)2 J

Substituindo (IV.26) em (IV.23) e aplicando em

(IVv.24), calculamos facilmente o valor da integral I.

A relacao entre r e D, de acordo com TELLES (10),

& dada por

r=20 D < 0.05
T =0.85 + 0.24 &n(D) 0.05 <D < 1.3

(IV.29)
T = 0.893 + 0.0832 4n(p) 1.3 <D g 3.618

r =1 3.618<D

Podemos observar que, quando D = 0, a integral de-
finida em (IV.22) se torna singular, ou seja, f£(n) & singular no
ponto 7n. Outra cbservacdo importante é que a partir da distan-
cia D = 3.618, r = 1 e, consequentemente, J = 1, ou seja; a inte
gral dada em (IV.24) serd efetuada utilizando diretamente a inte

gracao de Gauss.

A vantagem da utilizacgao da transformagac & que
com um niimero reduzido de pontos de integragao se obtém um resul
tado bastante satisfatdério, reduzindo assim o tempo de computa-

dor.
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Para saber quantos pontos de integracao sao neces
sarios para obter um resultado com errc pequeno, foi desenvolvi-
do um pequeno programa em gue se variava n no extremo do elemen-
to até o seu centro e, para cada posigao de ﬁ, variava D de um
ponto distante do elemento até um ponto prdximo. Para cada posi
¢ao do ponto fonte, o programa calculava o erro médio das compo-
nentes da matriz de tensoces e se esse erro fosse superior a 2% o
programa imprimia o valor dessa distancia, e a partir dessa dis-

tancia passava a utilizar mais pontos de integragao.

Obtivemos como resultados os seguintes valores:

D < 0.5 p = 12

0.5 <D¢g 0.8 p= 8
0.8 <D< 1.6 p= 6 (IvV.30}

1.6 <D g 11.0 p= 4

11.0 < D p = 2

onde p € o nimero de pontos de integragao.

Deve—-se observar que para © calculo do nGmero de
pontos de integracao necessdrios, foi utilizada a matriz de ten-
sao cujas componentes tem (¢{(l/r?). Dessa forma, para o calculo
das componentes das matrizes g e h esse erro se reduzira mais ain

da uma vez que elas sac de (0{(¢n 1/r) e 0(1/r), respectivamente.
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IV.2.2 - Integracao por Parte Finitas

Sendo a integral singular de h interpretada no sen-
tido de Valor Principal de Cauchy, para o seu calculo iremos uti

lizar integracao numérica por partes finitas apresentada por Kutt.

Considere a integral de Valor Principal de Cauchy:

‘b sS—€
1= —1— fx)ax = eim LX) gx +
)4 (x - s) e+ 0 4 X=s
‘b
+ f {x) dx a < 8 < b (Iv.31)
Js4e ¥ 78

onde f(x) satisfaz a condicao de HOlder, ou seja, existem trés

constantes positivas B, a e C tais que:

|£(x) - £(s)| g Br® (IV.32)
para todo ponto x tal que r < C, sendo r = lx - s
. % .
-1 |
F } { |
a ] b

I+ o
-0 e
r r

FIG.IZ 4 INTEGRAGAC POR PARTES FINITAS
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Utilizando a integral por partes finitas para com

primento unitirio (Figura IV.4), temos:

S
It = f £(x) 4y =
a

nt
|
o1

lf Ea—smi+-ﬂwi—:ﬂs)2n|a—ﬂ

X -5 i
b £ (%) . n
" =][ — @& = ) f E}J—s)xi+s:|wi+f(s) in|b-s] (IV.33)
S X-8 i=1
I =1I'+1"
onde f representa integral por partes finitas

Xg € a coordenada do iésimo ponto de integragao e

LA € o seu fator de peso associado

Notar que o dltimo termo das equagoes descritas em
(Iv.33) é devido & escala de tamanho unitario da integral por par

tes finitas.

Para o calculo da integral de h em (IV.21), consi

dere:

£(x) = (x - s) h(x) (IV.34)
onde h(x) = p* NT
sendo p* funcao de (1/r) onde r = |x - s

Desta forma, estaremos integrando
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b
I = F(x)dx (IV.35)
a
(x = 8)

Utilizando o procedimento acima para a resolugao
da integral de h singular, verificou-se gue com apenas 6 pontos

de Kutt se chegava a um resultado bem preciso.

Iv.2.3 - Problemas de Descontinuidade

De maneira a poder simular a descontinuidade das
forcas de surerficie sobre o contorno, utiliza-se o conceito de nd duplo
(Ref. (4) e (5)) que consiste em ter 2 nds no mesmo ponto sem nenhum
elemento interligando-os (Figura IV.5). Desta forma, sao geradas
equagoes extras que permitem a consideragao de uma forga de su-

perficie adicional em cada né onde existe descontinuidade.

P
=
T
id

FIG.TY.5 DESCONTINUIDADE SIMULADA POR NO DUPLO
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A Unica restrigdo 3 utilizacao do nd duplo ocorre
quando ambos os nds tem como condigac de contorno a componente
deslocamento prescrita na mesma diregao (Fig. IV.6). Neste caso,
os elementos das duas linhas da matriz A (Equacao (Iv.1l9)) cor-
respondentes ao nd duplo sao iguais, gerando singularidade nesta

matriz.

b €
=
—

FIG.TZ¥ .6 DESLOCAMENTO PRESCRITO NAS DUAS
: DIRECOES '

Para este caso, pode-se usar o conceito de elemen
to descontinuc (Figura IV.7). PATTERSON e SHEIKH (9) apresentam
a introdugdo de um elemento que consiste no deslocamento do nd
funcional da extremidade do elemento modificando-se a fungao de

interpolagao.

Neste trabalho, utilizamos © chamado elemento in-
terpolado (Ref. (7) e (8)). Este elemento & formulado de tal mo
do gque o ponto fonte &€ deslocado do canto para o interior do ele
mento naoc modificando a funcao de interpolagao, ou seja, © nd
funcional & mantido no extremo do elemento. Uma das vantagens gque

este elemento apresenta em relagdao ao elemento descontinuo esta

no fato: de permitir a jungao do Método dos Elementos de Contor-
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no com o Método dos Elementos Finitos sem a necessidade de extra

rolar valores de deslocamento na interface.

(o) (b)

FIG. I¥.7 (a) ELEMENTO DESCONTINUO (b }ELEMENTO INTERPOLADO

Expressando os deslocamentos no ponto interpolado
em fungao dos deslocamentos dos pontos extremos do elemento kK

{(Figura IV.8), temos:

pl _ .k il k fl
u o= Ny (P) u ot N2 (P) up
(IV.36)
2 .k i2 k f2
aP? = N7 (R) w© + NZ(P) u
onde NT(P) e NE(P) sac os valores das fungoes N;(n) e

N, (n) no ponto P do elemento "k"

& o deslocamento na diregao "b" no

ponto "a" do elemento "k"
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K K
N, (P) N (P)

FiG.I¥ 8 FUNCOES DE PONDERAGAO NO PONTO P

De acordo com MARQUES (7), podemos adotar o valor
da distancia de afastamento do ndé funcional (TAX) como sendo de
25% do comprimento do elemento (Figura IV.9) de maneira que nao
haja distorgao dos resultados por motivos de ma integragao numé-
rica no elemento vizinho e nem cause problemas de singularidade

na matriz G.

FIG. I¥..9 DISTANCIA DE AFASTAMENTO DO NO' FUNCIONAL

Conforme visto anteriormente, para o calculo das
integrais singulares g e h serid utilizado a integragao por Kutt.
Notar gue para o elemento interpolado, devemos calcular as inte-

grais relativas acs 2 intervalos, conforme Figura IV.10.
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T r
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- » . 20098055449
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FIG. IV.I0C PONTOS DE KUTT PARA ELEMENTOQO INTERPOLADD

Quando o ponto fonte estd contido em um elemento
continuo, o cdlculo da submatriz da diagonal de H da Equacgao
(IV.18) pode ser obtida implicidamente através da imposigao da
condigao de que translagoes do corpo rigido correspondem a for-
¢as de superficie nulas. Portanto, adotando duas translagoes in
dependentes u; = éil eu; = 612 podemos calcular indiretamente as

submatrizes da diagonal de H na forma:

N
H  =- H p=1, 2, ..., N) (IV.37)
~pp q__Z_l pq © '
q#p
para regioces finitas, e
N
H =1 - H =1, 2, ..., N Iv.38
Hos El Hyg ) )
q
q#p

para regioes infinitas,

onde Hp representa submatriz (2 x 2) de H.
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Quando o ponto fonte esta contido em um elemento inter

polado & usada a integragao por partes finitas. Devemos, entao, acrescen

8
tar & submatriz H_ o coeficiente Cij = % extrapolado para os nos extre-
mos (Figura IV.11).

N,{P)
N, (P}
N, N2
Ci =N{P1Cp Cp=§ij Cf=N,{P).Cp
2
FIG. IV .11 EXTRAPOLAGAQ DO COEFICIENTE CU PARA O

ELEMENTO INTERPOLADO

IVv.3 - Simetria

Corpos simétricos sujeitos a carregamentos simé-

tricos podem ser discretizados por regices conforme Figura Iv.12.

v
y o

X
:L\m’f ]

—— e —

L. . 2
1
j,LLLI\ —

FIG T .12 -SIMETRIA

TTI
X
L

FF
X

'
$
I
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Teremos entao:

—_— 5 — - - 5
Hiy ! Gyi Gz Gi3 Gy P
Hyy g, G,1 Guz Gaz Gy B,
l = {IV.39)
! ) [
H,, U, Gyr Gay Gia Gy Ps
Hy, Uy Gyr Guo Gus Guy Eu}

€ a submatriz que relaciona os valores nodais do

" "

contorno da regiao quando a carga unitaria es

j

ta em pontos nodais do contorno da regiaoc "i";

€ o subvetor que contém os valores nodais ao lon

n.2in

go do contorno da regiao "j".

Podemos condensar o sistema de equagoes em (IV.39)

para uma matriz de dimensao correspondente a submatriz H,; e G;;

refletindo o elemento.

Ao invés de refletir o elemento, reflete-se o né

singular mantendo os elementos em suas posigoOes originais. Para

isso, deve haver trocas de sinais nas seguintes linhas das subma

trizes g e h (2 x 4).

i) Simetria em X - Troca de sinal na segunda li

nha das submatrizes g e h;

ii} Simetria em Y - Troca de sinal na primeira 11

nha das submatrizes g e hj;



54

iii) Dupla Simetria -~ Troca de sinal nas duas 1li-

nhas das submatrizes g e h.

Para calcular as submatrizes da diagonal de H por
aplicagao do movimento do corpo rigido, temos que transformar a
matriz h de volta para a configuracao que corresponde 3 integra-

¢ao sobre os elementos refletidos com sinais trocados.

Uma vez que o grupamento da matriz modificada aci
ma tenha sido efetuado, podemos modificar a matriz h novamente
por movimento de corpo rigido. Essa troca final € feita como se
gue: caso (i) troca de sinal das colunas 2 e 4; caso (ii) (Lroca
de sinal das colunas 1 e 3; caso (iii) troca de sinal de toda ma

triz.
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CAPITULO V

EXEMPIOS ELASTICOS

Serao apresentados a seguir alguns exemplos ilus-

trativos bidimensionais

no regime elastico considerando Estado

Plano de Tensoes (E.P.T.) ou Estado Plano de Deformagoes (E.P.D.).

Observou-se que, para uma mesma malha, os resultados serao mais

precisos se melhor forem feitas as resolugoes das integrais g e

h singulares. Com 1isso, foram considerados 4 casos a seguir apre

sentados:

Caso A -

Caso B -

Caso C -

Caso D -

Integrais g e h singulares resolvidas ana

liticamente.

Integral g singular resclvida numerica-
mente utilizando a transformada de 32 or
dem com 12 pontos de Gauss; Integral h
singular resolvida numericamente utili-
zando a integracgao por partes finitas com

8 pontos de Kutt.

Semelhante ao Caso B, com a diferenga em
gue se utilizam 16 pontos de Gauss na in

tegracao de g singular.

Integrais g € h singulares resolvidas nu
mericamente utilizando integragao por par

tes finitas com 16 pontos de Kutt.
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Quando houver descontinuidade de tensaoc sera uti-
lizado o conceito de né duplo apenas para o Caso A, enguanto que

para o0s outros casos sera utilizado o elemento interpolado.

V.l - Placa Quadrada Tracionada

Considere o problema da placa quadrada (E.P.T.) cam
dupla simetria discretizado com elementos lineares conforme Figu

ra (V.l) (Ref. (4) e (5)).

" v - R -

]
IB 5 4,
[ E=S5.
: or03
1
2 )1(9 w7 24
1
|
|
| -
|
1
e *g _____ h"¢ fo i _—— -y X
2

*

b

FIG. 3.1 DEFINIGAO DO PROBLEMA DA PLACA QUADRADA

Nas Tabelas (V.1l) & (V.3) estao indicados os valo
res dos deslocamentos na diregao X e as tensodes em S, € SY para

todos os pontos.
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Tabela V.l - Deslocamentos na direcao X

NG CASO A CASO B CASO C CASO D
1 0.7280 0.7282 0.7280 0.7280
2 0.7280 0.7281 0.7280 0.7280
3 0.7280 0.7265 0.7279 0.7280
4 0.7280 0.7273 0.7280 0.7280
5 0.3640 0.3638 0.3640 0.3640
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
7 0.3640 0.3640 0.3640 0.3640
8 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
9 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

10 0.3640 0.3641 0.3640 0.3640

Tabela V.2 - Tensoes na diregao X

NGO CASO A CASO B CASO C CASO D
1 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
2 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
3 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000
4 2.0000 1.9980 1.9999 2.0000
5 2.0000 1.9983 1.9999 2.0000
6 2.0000 1.9991 2.0000 2.0000
7 2.0000 2.0001 2.0001 2.0001
8 2.0000 2.0003 2.0000 2.0000
9 2.0000 1.9998 2.0000 2.0000

10 2.0000 2.0005 2.0001 2.0001
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Tabela V.3 - TensCes na direcac y

NG CASO A CASO B CASO C CASO D
1 0.6000 0.6012 0.6001 0.6000
2 0.6000 0.6007 | 0.6000 0.6000
3 0.6000 0.6002 0.6000 0.6000
4 0.6000 0.6007 0.6000 0.6000
5 0.6000 0.6007 0.6000 0.6000
6 0.6000 0.6003 0.6000 0.6000
7 0.6000 0.5998 0.5999 0.5999
8 0.6000 0.5997 0.6000 0.6000
9 0.6000 0.5999 0.6000 0.6000

10 0.6000 0.5999 0.5999 0.5999

V.2 — Problemas da Cavidade Cilindrica

Considere agora o problema de uma cavidade cilin-
drica no meio infinito (E.P.D.) submetida a uma pressao interna
(Ref. (4) e (5)) discretizado conforme Figura (V.2) utilizando du

pla simetria.

E =21
PREER

FIG.XL.2 DEFJNICAO DO PROBLEMA DA CAVIDADE
CILINDRICA
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Nas Tabelas (V.4) a (V.7) estaco indicados os des-

locamentos e as tensoes de todos os nds, para os casos A, B, C e

D respectivamente.

Tabela V.4 - Deslocamentos e tensoes nos ndés - Caso A

NGO u v Sx Sxy Sy Sz
1 .0000|7.7353 | 14.7577 .00001-14.8737|-.0116
2 2.0020|7.4717| 12.7729 |- 7.4078{-12.8888|-.0116
3 3.8676|6.6390 7.3499(-12.8308}- 7.4658|-.0116
4 5.4697|5.4697 |- .0580|-14.8157{- .0580(-.0116
5 6.699013.8676 |- 7.4658|-12.8308 7.3499(-.0116
6 7.4717{2.0020(-12.8888|- 7.4078{ 12.7729!-.0116
7 7.7353] .0000|-14.4078 .0000} 14.7576|-.01106
8 6.4100| .0000}-10.2220 .0000]| 10.2136(-.0008
9 5.1274] .0000]- 6.5259 L0000 6.5259]| .0000
10 3.8455| .0000|- 3.6707 .0000 3.67071 .0000
11 4,5325|4.5325|- .0042)-10.2178|- .0042|-.0008
12 3.625613.6256 .0000|- 6.5259 .0000| .0000
13 2.719212.7192 .0000|- 3.6707 .0000} .0000
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Tabela V.5 - Deslocamentos e tensoes nos nds - Caso B

NG u \% Sx Sxy Sy Sz
1 .0000|7.7353] 14.7576 .0000|-14.8737|-.0116
2 2.0020|7.4717} 12.7728|- 7.4078|-12.8888|~-.0116
3 3.8676|6.6990 7.34991-12.8308{- 7.4659]|-,0116
4 5.469715.4697|~- .0580|-14.8157|- .0580|-.0116
5 6.6990}13.8676 |- 7.4659]-12.8308 7.34991-.0116
6 7.471712.0020]|-12.8888 7.4078] 12.7728|-.0116
7 7.7353{ .0000|-14.8737 .0000| 14.7576|-.0116
8 6.4099| .0000§{-10.2219 .0000] 10.2135|-.0008
9 5.,1274| .0000}{- 6.5259 .0000 6.525%] .0000
10 3.8455| .0000fi- 3.6707 .0000 3.6707| .0000
11 4,532514.5325|- .0042|-10.2177|~ .0042]|-.0008
12 3.6256(3.6256 .0000]- 6.5259 .0000; .0000
13 2.7192|12.7192 .0000}- 3.6707 .0000| .0000
Tabela V.6 - Deslocamentos e tensdes nos nés - Caso C
NGO u v Sx Sxy Sy Sz
1 .0000|7.7353] 14.7576 .0000|~-14.8737{-.0116
2 2.0020}7.4717) 12.7728|- 7.4078|-12.8888]-.0116
3 3.867616.6990 7.3499|-12.8308|- 7.4659|-.0116
4 5.469715.4697|- .0580|-14.8157|- .0580{-.0116
5 6.6990:3.8676|~- 7.4659|-12.8308 7.3499|-.0116
6 7.471712.0020|-12.8888|- 7.4078} 12.7728|-.0116
7 7.7353} .0000|-14.8737 .0000| 14.7576|-.0116
8 6.4099; .0000|-10.2219 .0000f 10.2135|-.0008
9 5.1274) .0000|- 6.5259 .0000 6.52591 .0000
10 3.8455} .0000|- 3.6707 .0000 3.6707( .0000
11 4.5325]4.5325|- .0042|-10.2177|- .0042|-.0008
12 3.625613.6256 .0000|- 6.5259 .0000} .0000
13 2.7192|2.7192 .0000|- 3.6707 .0000| .0000
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Tabela V.7 - Deslocamentos e tensoes nos nos - Caso D

NG u v Sx Sxy Sy Sz
1 .0000}7.7354 14.7579 .0000]-14.8737|—-.0116
2 2.0021|7.4718) 12,.7731|- 7.4078]|-12.8888¢—-.0116
3 3.8677|6.6991 7.3501|-12.8308|- 7.4658[-.0116
4 5.4697|5.4697|- .0579|-14.8158|- .0579|-.0116
5 6.6991|3.8677 |- 7.4658|-12.8308 7.3501|-.0116
6 7.4718]12.00211-12.8888|- 7.4078| 12.7731}-.0116
7 7.7354 .0000|-14.8737 .0000} 14.7579|-.0116
8 6.4100| .0000]|-10.2220 .0000} 10.2135|-.0008
9 5.1274] .0000}|- 6.5260 .0000 6.5259| .0000
10 3.8456] .0000|- 3.6708 .0000 3.6708| .0000
11 4,5325(4.5325]- ,0042|-10.2177|- .0042|-.0008
12 3.6256(3.6256 .0000|- 6.5260 .0000] .0000
13 2.7192(2.7192 .0000|- 3.6708 .0000| .0000
V.3 - Placa Finita com Cavidade Circular

A solugéo analitica para o problema da placa infi
nita camn cavidade circular

& apresentada por TIMOSHENKO e GOODIER (12).

apresentada na Figura V.3.

A discretizagao

(E.P.T.) submetida a uma tensao uniaxial

é
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FIGY. 3 DISCRETIZAGAO DA PLACA COM CAVIDADE CIRCULAR

As tensoes Oy ao longo do eixo X e 0, ao longo do eixo

Y sao mostradas nas Tabelas (V.8) e (V.9), respectivamente.

Tabela V.8 - Tensoes Uy sobre o eixo X

X NO |SOLUGCAO EXATA|CASO A{CASO B|CASO C|CASO D
1.0 21 3.000 3.176| 3.176| 3.176| 3.176
1.1 22 2.438 2.503} 2.503| 2.503| 2.503
1.2 23 2.071 2.106| 2.107} 2.107| 2.107
1.3 24 1.821 1.848{ 1.848| 1.848| 1.848
1.5 25 1.519 1.540]| 1.540| 1.540| 1,540
1.7 26 1.353 1.373| 1.373| 1.373| 1.373
2.0 27 1.219 1.239] 1.239] 1.239| 1.239
2.5 28 1.118 1.138] 1.138} 1.138] 1.138
3.0 29 1.074 1.092f 1.092| 1.092| 1.092
3.5 30 1.051 1.067] 1.067| 1.067| 1.067
4.0 31 1.037 1.052] 1.051| 1.051| 1.051
5.0 32 1.022 1.032] 1.032| 1.032{ 1.032
6.0 33 1.015 1.019] 1.020| 1.020] 1.020
8.0 34 1.008 0.998] 0.998| 0.998] 0.998

10.0 1 1.005 0.970] 0.970| 0.970| 0.970
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Tabela V.9 — Tensoes T sobre o eixo Y

Y NO |[SOLUGAO EXATA|CASO A|CASQO B|CASO C|CASO D
1.0 13 -1.000 -1.111}-1.111|-1.111|-1.111
1.1 35 -0.611 -0.652(-0.652|-0.652|-0.652
1.2 36 -0.376 -0.399|-0.399]|-0.399;-0.399
1.3 37 -0.224 -0.247|-0.247|-0.247}1-0.247
1.5 38 -0.074 -0.089|-0.0839}-0.089}-0.089
1.7 39 -0.007 -0.021|-0.021|-0.021{-0.021
2.0 40 0.031 0.018] 0.018| 0.018| 0.018
2.5 4] 0.042 0.030} 0.030( 0.030] 0.030
3.0 42 0.037 0.027f 0.027} 0.028] 0.027
3.5 43 0.031 0.022) 0.022| 0.022] 0.022
4.0 44 0.025 0.019| 0.019| 0.019; 0.019
5.0 45 0.018 0.0l6| 0.0l6| 0.01l6{ 0.01l6
6.0 46 0.013 0.017| 0.017| 0.017| 0.017
8.0 47 0.007 0.029| 0.029] 0.029; 0.029

10.0 12 0.005 0.058]| 0.058| 0.058} 0.058

V.4 - Viga em Balanco com Carga na Extremidade

Considere a viga engastada em uma extremidade e
com um carregamento distribuido parabdlico de forcas de cisalha-
mento no outro extremo (Ref. (6) e (11)). O contorno sera dis-

cretizado com 36 elementos de mesmo comprimento (Figura (V.4)}).

Ex24
2202

FIGX.4 DISCRETIZAGAO DA VIGA EM BALANCO
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Como o carregamento &€ parabGSlico e o elemento 1i
near, foi feita uma distribuicao de cargas nos nds de maneira que

melhor pudesse simular o carregamento (Tabela V.10}.

Tabela V.10 - Cargas nos nos

.0000
.1481
2222
.2593
.2222
.1481
.0000

=1 O U0 L0 N

Na Tabela (V.1ll) apresentamos os deslocamentos na

direcao do eixo Y ao longo do eixo X.

Tabela V.11 - Deslocamentos na diregao Y ao longo da viga

X CASO A CASO B CASO C CASO D
12.0 15.1795 15.2461 15.2461 15.2464
11.0 13.4070 13.4627 13.4627 13.4630
10.0 11.6385 11.6919 11.6919 11.6921

9.0 9.9141 9.9645 9.9645 9.9647

8.0 8.2579 8.3048 8.3048 8.3050

7.0 6.6923 6.7356 6.7356 6.7358

6.0 5.2397 5.2791 5.2791 5.2792

5.0 3.9224 3.9577 3.9577 3.9578

4.0 2.7627 2.7937 2.7937 2.7938

3.0 1.7824 1.8090 1.8090 1.8090

2.0 1.0001 1.0229 1.0229 1.0230

1.0 .4222 .4460 .4460 . 4460
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Podemos observar, nos exemplos anteriores, que en
tre os casos em gue as integrais foram resclvidas numericamente,
o caso D foi o que obtivemos melhores resultados, principalmente

nos exemplos em gue foi utilizado o elemento interpolado.

Para o elemento singular, o caso D apresenta a van
tagem de utilizar apenas uma subroutina de integrag¢ao, sendo ne-
cessirio, porém, o uso de 16 pontos de Kutt para o cadlculo da in

tegral g singular.
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CAPITULO VI

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS

A PROBLEMAS VISCOELASTICOS

Na secao.II.2.3, apresentamos as caracteristicas
do material s6lido elastico representado por uma mola, e do mate
rial fluido viscoso representado por um amortecedor. Conforme
foi dito anteriormente, o comportamento dos materiais viscoelds-
ticos em estados de tensoes uniaxiais nada mais € do que a combi
nacao de molas e amortecedores formando diversos modelos. Estes
modelos apresentam uma relagao linear entre tensao e deformagao
que depende de um terceiro parametro: o tempo. Como esta rela-
gao é escrita em termos de tensao e deformagao, representaremos
todas as forgas atuantes nas molas e amortecedores como ¢ € as

extensoes Como €.

Vi.l - Fluencia e Relaxacao

Para estudar o comportamentoc dos modelos viscoe-

lasticos, devemos definir o conceito de fluéncia e relaxagao.

Fluéncia € o aumento da deformagao sob uma tensao
constante o(t) = ¢goA(t) onde A(t) & conhecida como fungao degrau

unitiria sendo definida por:

A(t) = 0 para t <0

(VvI.1l)

i
'_l

A(t) para t >0



67

Uma vez que sao considerados apenas materiais li-
neares, a deformagao serd sempre proporcional a o, e pode ser es

crita como:

e(t) = 0,J(t) (VI.2)

onde J(t) € a funcao de fluéncia e varia para cada modelo.

O mesmo raciocinio deve ser feito para a defini-
cao de relaxagao. Considere um modelo em que a deformagao ini-
cial €, foi causada pela tensao o,. Fixando os extremos do mode
lo, ou seja, mantendo a deformagao constante e(t) = g,A(t), a
tensdo decresce. Desde que as equagdes sejam lineares, ¢ sera

proporcional a €,:

c(t) = €,4R(t) (VI.3)
onde R(t) é a fungao de relaxagao.

0O material viscoeldstico & definido pela especifi
ca fungac de fluéncia ou fungac de relaxagao. Como exemplos des
te tipo de material, temos metais na temperatura préxima do pon-

to de fusao, concreto, plisticos e polimeros.

VI.2 - Fluido de Maxwell e S6lidoc de Kelvin

De maneira a poder firmar o conceito de fluéncia
e relaxacgao, considere como exemplo os modelos de viscoelastici-
dade linear de Maxwell e Kelvin apresentados na Figura VI.1 (Ref.

(1) a (3)).
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u-l

£ ! 3
-.—o-—/\/\/\ (- O— —-—O—] e

E F Ll

I

| L

F

(a} {b)

FIG. ¥I.I MODELOS DE VISCOELASTICIDADE LINEAR {a}MAXWELL (b }KELVIN

No modelo de Maxwell, como a mola e o amortecedor
estao ligados em série, a tensao atuando em ambas sera a mesma,
mas a variacao da deformagao total serd igual & soma das varia-
gSes na mola e no amortecedor. Ja no modelo de Kelvin, a defor-
macao serd a mesma para os dois elementos uma vez que eles estao
ligados em paralelo, mas a tensao total sera a soma das tensoces

na mola e no amortecedor.

Dessa forma, a relagac tensao-deformagao pode ser

expressa CoOmo:

Maxwell: e = g + =
E F
(VI.4)
Kelvin : o = Ee + Fé

As fungGes de fluéncia podem ser calculadas resol

vendo as equagoes dadas em (VI.4) para o = OoA(t), obtendo-se:
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Maxwell: J(t)

]
- |-

+
o |

ct

(VI.5)

il
l_l
|
1]

Kelvin : J(t)

onde 1 & conhecida como tempo de relaxagao ou tempo de retarda-

mento e € dado por:

T = — (VI.6)

Analisando graficamente as Equagoes (VI.4) e (VI.5)
(Figura VI.2), vemos que para o modelo de Maxwell, a aplicagao
repentina de uma tensdao induz em uma imediata deformagao elistica
da mola seguido pela fluéncia do amortecedor. Ja no modelo de
Kelvin, a aplicagao repentina da tensao nao ird causar uma defor
magao imediata pois o amortecedor, estando em paralelo com a mo-
la, nao ira se mover instantaneamente e sim gradualmente numa va
t/T

o
). Devemos observar que se t; - =, ¢ = —{

riacao de (1 - e - = 5

gque corresponde ao comportamento elastico.

£ €y
!
X I
F |
€ : :l
EO I
T ] -1 T —t
l i
f T, l
q-O
-~ -t
h tI
{a) ()

FIG. M2 FUNGOES DE FLUENCIA PARA O MODELO DE (a)MAXWELL E (b)KELVIN
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Considerandoc agora € = g£€4A(t), obtemos como fun-

coes de relaxagao para os modelos de Maxwell e Kelvin:

Maxwell: R(t) = E e—t/T

(VI.7)

Kelvin : R(t)

E + F §(t)

Analisando graficamente (Figura VI.3) as expressoes
acima, vemos que no modelo de Maxwell, a deformagao repentina pro
duz uma imediata tensao na mola seguida por uma relaxagao de ten
sao proporcional a e_t/T. No modelo de Kelvin, quando a deforma
cao é fixada, a tensao € imediatamente relaxada para um certo va

lor e mantida constante ao longo do tempo, ou seja; a relaxagao

é incompleta.

‘J” T
Fgit)
& t e -t
A £o
-t _ -t
{a) (b}

MAXWELL

FIG. ¥YI.3 FUNGAQ DE RELAXAGAO PARA O MODELO DE
E KELVIN

o—

oda
o
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VI.3 - Relacao Tensao-Deformacao em Forma de Equacoes Diferenciais

Para os Modelos Generalizados de Maxwell e Kelvin

Existem dJdols tiros de modelos mais camplicados conheci-
dos camo modelo generalizado de Maxwell e modelo generalizado de Kelvin (Fi
gura VI.4). O primeiro & formado por N elementos de Maxwell em paralelo en

guanto que o segundo consiste de N elementos de Kelvin em série.

{b)

FIG.¥I.4 MODELOS GENERALIZADOS ODE (o} MAXWELL E (b)KELVIN

A equagao diferencial de qualquer modelo generali

zado de Kelvin ou Maxwell tem a forma:

D00 + P10 + P2ab + vvn = QoE + QE + uf + ... (VI.8a)
ou
m k n k
d o de
] p,— = ! g —¢ (VI.8b)
: k oK ‘ K 3ok

A equacgao acima também pode ser escrita na forma:
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Po = Q¢ (VI.9)

onde P e Q sao os operadores diferenciais

m dk n dk
P= ) Py —— e Q= 7 G —— (VI.10)
0o at¥ 0o at*

A transformada de Laplace faz com que eguagoes di
ferenciais no dominio do temzo se transformem em equagoes algébri-
cas no dominio transformado dependentes do pardmetro s no gqual
sao mais facilmente resolvidas. Portanto, utilizando a transfor

mada de Laplace

T(s) = [ £(t) e St gt (VI.11)
0

em (VI.9) temos:

P(s).c = Q(s)e (VI.12)

onde P e Q sao polindmios em s

k

P(s) = ] p s e Q(s) = qy S (VI.13)

=
-
<o~

Para obter a fungﬁo de fluéncia, considere o, =1.

Teremos entao:

o (t)

I
-
L]
>
——
rt.

(VI.1l4)
e (t)

il
'-_l
oy
P~

Aplicando a transformada de Laplace (Equagao (VI.11))
nas equagoes anteriores e utilizando a Equagao (VI.12), chega-

mos a:
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F(s) = PLs) (VI.15)
sQ(s)

Transformando para o dominio do tempo obtemos a

funcao de fluéncia J(t).

Como exemplo, para o modelo geral de Kelvin,a fun

cao de fluéncia € dada por (Ref. (1)):

n -t/ T,
gty =2+ L v+ 7 = 1-e . (VI.16)
Eu F i=1 E,
i
Da mesma forma que encontramos a Equagao (VI.15},
podemos obter a funcao de relaxagao considerando €4 = 1. Teremos

entao:

R(s) = —2(s) (VI.17)

na qual R(t} pode ser encontrado calculando a inversa da trans

formada de Laplace na Equagaoc (VI.17).

Comparando as Equagoes (VI.1l5) e (VI.1l7) encontra
mos uma relagao entre as transformadas das fungoes de fluéncia e

de relaxagac dada por:

J(s)R(s) = s~ (VI.18)

Na Tabela VI.l estao apresentados alguns modelos

viscoeldsticos e suas funcoes de fluéncia e relaxacgao.



Tabela VI.1 - Modelos viscoeliasticos

MODELO NOME DI?%E%I%?AL COEF]B%I?NTE FUNGAO ?ﬁ)FLUENCIA FR%E;E?{?\Q%
(po =1) EQUACAO (R)
E
W s6lido elastico 0 = gg& gy = E 1/90 do
*—4£E fluido viscoso g = qlé gq; = F t/q; qi8(t)
= £
M fluido de Maxwell|o + pP,0 = g€ (p. + t)/a: 5% e
qi = F
E
e o E 1 -tgoe/d:
s6lido de Kelvin|o = gee + qi€ I l-e go + gi18(t)
q, = F
E - F1__ -
Eo P17, + Ex B T/ + 9 g &/ +
s6lidos de trés |5, . . - _EdE) g © P1 -
. P10=QqQo€+ME o = g1 |y -tgo/g:2 t/p1
: parametros o = LT é% (1-e ) gqe (l-e )
Eg + E3

PL



75

VI.4 - Integrais Hereditarias

Na segdo anterior, descrevemos a equagao constitu
tiva dos materiais viscoelasticos pela equagao diferencial (VI.8).

Podemos descrevé-las por outro meio: as integrais hereditarias.

Considere uma barra submetida a uma tensao cons-
tante 04. Se no instante t = t' for adicionada uma tensao de
magnitude Ac' (Figura VI.5), teremos para t > t' uma deformagao
adicional proporcional a Ac' e que depende da mesma fungao de
fluéncia. Utilizando o principio da superposigao introduzido por
Boltzmann (Ref. (1) e (3)), teremos como deformagao total para

t > t':

e(t) = 0oJ(t) + Ac'J(t - t") (VI.19)

T4

T {70000

El

AT (47

. |

FIG ¥I.5 SUPERPOSIGAC DE TENSOES
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Considere agora o caso geral em que a tensao 0, €
aplicada no instante inicial mas ela varia ac longo do tempo (Fi
gura VI.6). O diagrama de tensao pode ser decomposto em uma so-
ma incluindo a funcac degrau 0,A(t) e as fungoes degraus infini-
tesimais da forma do'.A(t - t'). A correspondente deformagao no
tempo t sera a soma das deformacgoes causadas por todas as fun-

¢oes degraus, ou seja:

t
_ ry do! '
e(t) = ooJ(t) + Jt - t") & at (VI.20)
dt'!
0
T
T(+t)
_—1 ] de
| [ |
f i
! !
To : I
]
: I
é t I !

' thdt

FIGYL6 DERIVACAC DE INTEGRAL HEREDITARIA

A Equacao (VI.20) nada mais & que a convolucgao de

J e g. Portanto, ela pode ser escrita na forma:

e(t) = J{t) * o(t) (VI.21)

A integral definida em (VI.20) & conhecida como

integral hereditaria e mostra que a deformagac em um dado tempo
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t depende da histdria da tensao e nao apenas da tensdo no instan

te t.

Como exemplo, considere o material formado pelo
modelo de Maxwell e os diagramas de tensao da Figura (VI.7). uti
lizando a Equagao (VI.20) podemos notar que no instante t = tjas

deformagaes sao dadas respectivamente por:

a) e(t;) = 2 p,
d1

b) e(t;) = —2 py + —2
d1 2
01

c) e(t;) = {p: + ti1)
dq:

Vemos, portanto, que a deformagao € fungao da his

toria da tensao.

L T, = T

o, 1) "PERG .

-
[P
=

]

(a} ' (b)

FIG.YL.7 HISTORIA DA TENSAO

{c)
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0 mesmo raciocinio pode ser feito para o conceito
do mdédulo de relaxagao R(t). Se a deformagiao de uma barra ten-
sionada & conhecida ao longo do tempo (histdria da defomacao), a

tensao pode ser calculada por

t
G(t) = £oR(t) + [ R(t - t') 385 g¢ (VI.22)

0 dt

ou

o(t) = R(t) * £(t) (VI.23)

VI.5 - Equacoes Governantes da Viscoelasticidade

Vimos na segaoc anterior gue para o material vis-
coelastico linear submetido a uma tensao uniaxial, a equagao cons

titutiva pode ser expressa em termos das integrais hereditarias

RE(£) * &(t) (VI.24)

og(t)

B ) * 5(t) (VI.25)

e{t)

Escrevendo as equagoes constitutivas em termos das
componentes deviatéricas e volumétricas dadas pelas  Equagdes

(II.12) e (II1.13) {(Ref. (13) a (15)), temos:

' G oy
Gij(t) 2R {t) * Eij(t)

(VI.26)

(£) = 3R%(t) * ¢

kk Kk &)
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JG .
B8 = =0 % a5
(VI.27)
JK .
e (B = S (0) % Gy ()

cnde RG e RK sao fungoes de relaxagao no modo distorcional e di-
. . K -
latacional respectivamente, e JG e J sao as correspondentes fun

¢oes de fluéncia.

A Figura (VI.B) apresenta o modelo generalizado de

Kelvin volumétrico e deviatdorico, sendo:

K - modulo volumétrico
n - viscosidade volumétrica
G - médulo cisalhante
B - viscosidade cisalhante
3K, 3Kp
3K, 3INg
"N '_o
=
St (a) *In
26, 2G
2Gg 21{0
ad e r—o
24, (b) 24

FIG.¥1.8 MODELO GENERALIZADO DE KELVIN VOLUMETRICO

a) )
b} DEVIATORICO
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A transformada de Laplace da Equagao (VI.26) €&

51, (s) = 2sR%(s) Eij(S)
(VI.28)
{s)

Kk BSﬁK(s)Ekk(s)

Comparando as eguagoes acima com as equagOes cons
titutivas de um material elastico isotrdpico dada em (II.15), ve

mos que elas sao idénticas em forma.

Do mesmo modo, podemos mostrar que os deslocamen-

tos no dominio transformade satisfazem 3 equacao de equilibrio

_x _c 3%u, —q 3%u,
3sR" + sR —1 4+ 3sR" —L =09 (VI.29)
3 3 3 3
X 4 X, X
i 7 i ™3

Essa equacdc é andloga d equacgaoc de emulibtu>ela§

tostatico de Navier dada em (III.7).

O princivio da correspondéncia declara que as equa
g5es gue governam o problema viscoeldstico no dominio transforma
do sao exatamente andlogas as equagoes que governam o problema
eliastico no dominio do tempo contanto que a historia das cargas
e deslocamentos em todos os pontos do contornc seja conhecida

(Ref. (2), (13}, (14) e (15)).

. . =K
Portanto, substituindo G por sﬁG e K por sR e usan-
do a transformada de Laplace para as condigGes de contorno e as

equagcoes gerais, podemos utilizar o algoritmo do método dos ele-
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mentos de contorno desenvolvido para elasticidade linear obtendo
as tensoes e os deslocamentos no dominio transformado s. A solu
gao final serd obtida calculando-se numericamente a inversa da
transformada de Laplace conforme serd visto no capitulo seguin-

te.
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CAPITULO VII

INVERSAO NUMERICA DA TRANSFORMADA DE LAPLACE

VII.1l - Métodos Numéricos de Inversao da Transformada de Laplace

Usando o principio da correspondéncia, o problema
viscoelastico € resolvido no dominio transformado. A obtengao
dos resultados no dominio do tempo € feita utilizando a inversa

da transformada de Laplace que pode ser obtida analiticamente.

atiew
£lt) = 1 eSt F(s)as (VII.1)

It

".J

onde s = a + iw e i (VII.2)
0 valor de "a" & escolhido de maneira que todos
os pontos singulares de T (s) figquem a esquerda da linha Re{s) =a

no plano complexo s. Devemos ter portanto Re(s) > a > 0.

Visto que o cdlculo analitico da Equagao (VII.1) &
de dificil obtencao, a utiliza¢ao de métodos numéricos torna-se

imperativo.

Pcdemos classificar os varios métodos de inversao

em 3 grupos (Ref. (17}}:

a) Métodos de interpolacgao-colocagao;

b) Métodos baseados na expansan de fungdes ortogonais;



c} Métodos baseados na transformacao numérica de

Fourier.

Neste trabalho, foi utilizado o método de Durbin
(19) com o algoritmo do Fast Fourier Transform desenvolvido por
Cooley e Tukey (20). Este método estd classificado no gruwo (c).
Estudos desenvolvidos por Beskos e Narayanan (17) para problemas
lineares dependentes do tempo mostram que de 8 métodos compara-
dos, o método de Durbin foi o que obteve resultados mais preci-

sos tanto para tempo curto gquanto para tempo longo.

VII.2 - Método de Durbin

0 método de Durbin & um eficiente melhoramento do
método de Dubner e Abate (21) no gqual se desenvolve a transforma
da finita de Fourier em cosseno. Durbin combina as transforma-
das finitas de Fourier em seno e em ce¢sseno. As vantagens dessa

combinagao sao:

a) O erro para ¢ calculo da inversa da transforma

da f(t) torna-se independente do tempo;

b) O resultado é valido para todo o periodo T em

estudo.

Utilizando o método de Durbin, a Equagao (VII.1)

fica da forma:
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5 ajit 1 _
f(t]) + ERRO(&,T) + Er + Et = T e - T Re [f(a)] +
N-1 ‘K
+ Re } A(k) W (VII.3)
k=0
onde
Lo 2% Lo
A(k) = ] f(a+i(k+8N) =-) = ) f(s), A{k) complexa (VII.4)
2=0 T =0
W = exp i 2 = CCS ~%1-+i sen 2 (VII.5)
N N N

. T
t, = jAt = j — =0,1,2,..., N-1
J J ] N j ¥ ’ r
® -2akT
ERRO(a,T) = | e £ (2kT - t) (VII.6)
k=1

Os parimetros de entrada para o cdlculo da inver-
sa da transformada de Laplace usando o método de Durbin sao: a,

T, L e N.

Estudo desenvolvido por Durbin mostra que o
ERRO(a,T) decresce com exp(-aT) mas que para cada tempo t os er-

ros de arrendondamento (E_) e de truncamento (E,) sao amplifica-

t
dos pelo fator exp(aT)/T. Desta forma, guanto maior for o valor

de aT maior serid o valor de NSUM = N x L para uma dada precisac
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e, consequentemente, maior sera o tempo computacional. Para aT
variando de 5 a 10, bons resultados sao obtidos com NSUM varian-
do de 50 & 5000. Segundo AHMAD, et alii (15) resultados bem pre
cisos foram obtidos utilizando L = 1, N = 200 e aT = 6. De manei
ra a poder economizar tempo de computador, podemos utilizar N =20
obtendo um erro de 2 3 3 porcento e um erro médio de 0.6 porcen-
to. Para este caso, sO6 deve ser considerado os resultados no in

-

tervalo 0.05T a 0.75T.

O calculo direto da Equagao (VII.3) necessita de
N’ operacgdes onde "operacdo" significa uma multiplicacdo de nime
ros complexos seguida por uma adigao complexa. Utilizando o al-
goritmo do Fast Fourier Transform, o nimero de operagdes  decai

para 2Nlog:N sendo N = 2™,

De maneira a podermos mostrar a precisao do méto-
do de Durbin foram resolvidas 4 funcoes no dominio transformado
apresentadas na Tabela VII.1l. A listagem do programa FFTURB pa-
ra a resolugao da transformada inversa dessas 4 fungoes foi ane-
xada no Apéndice C podendo ser adaptada para qualquer programa

gue utilize a transformada de Laplace.
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Tabela VII.l1 - Fungoes no dominio transformado e no dominio do

tempo
TESTE f(s) £(t) T'
1 — £ sen (t) 16
(s + 1)*
-10s
2 = u(t - 10) 16
s
3 2 2 7 1® ot - 2x) 16
s(1 + e %) k =
4 L sen (t) 8
s? 4+ 1
onde T' = intervalo de tempo de interesse
U = funcao degrau.
Para cada fungao, serao analisados 5 casos apre-
sentados na Tabela VII.Z2.
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Tabela VII.2 - Parametros de entrada

CASO T AT L m N =2"
1 T 5 20 7 128
2 T 6 1 8 256
3 T 6 1 5 32
4 T 6 1 4 16
5 27" 6 1 5 32

Nas Tabelas VII.3 & VII.6 estao listados os resul

tados para os testes 1 3 4, respectivamente.
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=

Tabela VII.3 - Teste da fungao f(t) = . sen(t)

TEMPO CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASO 4 CASO 5 EXATO
0.0 - .01512}- .01512|- .00565|- .00559- .02208 .00000
1.0 .36642 .36642 40061 .40081 .46198 .42073
2.0 .B86416 .86416 .89262 -89277 .93170 .90929
3.0 .22094 .22094 .21518 .21532 .19302 .21168
4.0 -1.45289|-1.45289-1.49107{-1.49093|-1.55796|~1.51360
5.0 -2.33866|-2.33866|-2.37559({-2.37545(-2.42677(-2.39731
6.0 - .83865|- .83865|— .83844i- .83830|- .82405|- .83824
7.0 2.234731| 2.,23473| 2.27546| 2.27558}| 2.34632| 2.29945
8.0 3.88488( 3.88488| 3.93059| 3.93065| 3.99450| 3.95743
9.0 1.84324| 1.84324| 1.85039| 1.85032| 1.84639| 1.85433

10.0 ~-2.65418|-2.65418|-2.69571|-2.69608(-2.76796|-2.72010

11.0 -5.41376|-5.41376{-5.46820|-5.46916|-5.54429]-5.49995

12.0 -3.19387(-3.19387|-3.21037}-3.21258|-3.21827(-3.21944

13.0 2.66711| 2.66711}) 2.70660| 2.70164| 2.77884| 2.73109

14.0 6.83533| 6.83533| 6.89588| 6.88410| 6.98584{ 6.93425

15.0 4.83510| 4.83509| 4.85634] 4.82229| 4.88429| 4.87716
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Tabela VII.4 - Teste da fungao f(t) = U(t - 10)

TEMPO | CAS50 1 CASO 2 CASO 3 CAS0O 4 CASO 5 EXATO
0.0 .00678 .00248 .0024¢6 .00243 .00273 .00000
1.0 .00678 .00248 .00247 .00245 .00286 .00000
2.0 .00678 .00248 .00248 .00248 .00303 .00000
3.0 .00678 .00249 .00252 .00255 .00329 .g0000
4.0 .00679 .00250 . 00259 .00269 .00368 .00000
5.0 .00679 .00252 .00273 .00297 .00429 .00000
6.0 .00680 . 00255 .00303 .00356 .00530 .00000
7.0 .00682 .00264 .00368 .00484 .00712 .00000
8.0 .00686 .00284 .00530 .00805 .01101 .00000
9.0 .00700 .00356 .01101 .01927 .02309 .00000

10.0 .50669 .50189 .49770 .49284 .49770 .50000

11.0 1.00638) 1.00021 .98428 .96619 .972281 1.00000

12.0 1.00652) 1.00089 .98970 .97679 .98428 1.00000

13.0 1.00656| 1.00105 .99091 .97911 .98804( 1.00000

14.0 1.00658| 1.00109 .99117 .97953 .98%70| 1.00000

15.0 1.00659| 1.00113 .99141 .97984 .99051| 1.00000
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Tabela VII.5 - Teste da fungao f(t) = 2 ﬂzo (-1)% Uu(t - 2k)
k=0

TEMPO CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASQ 4 CASO 5 EXATO
0.0 1.00647! 1.00070 . 988159 .97384 .979841 1.00000
1.0 2.01237] 1.99851} 1.95337| 1.90250| 1.90994}| 2.00000
2.0 1.00656( 1.00109 .99122 .97974 .988721 1.00000
3.0 .00075 .00359 .02844 .05572 .06615 .00000
4.0 1.00659] 1.00109 .99113 .97932 .99068| 1.00000
5.0 2.01244] 1.99866| 1.95437| 1.90396] 1.91487| 2.00000
6.0 1.00666] 1.00143 .99358 .98370 .99113¢1 1.00000
7.0 .00091 .00458 .03591 .06951 .06730 .00000
8.0 1.00691| 1.00352] 1.009%87| 1.01513 .99121( 1.00000
9.0 2.01304| 2.00397| 1.99576f 1.98426| 1.91520( 2.00000
10.0 1.00777] 1.01235| 1.07945] 1.15171 .99160| 1.00000
11.0 .00298 .02663 .21003 .41209 .06827 .00000
12.0 1.01083; 1.04848f 1.36613| 1,71865 .99312 | 1.00000
13.0 2.02088 | 2.10005| 2.75903| 3.45517| 1.91857] 2.00000
14.0 1.02545| 1.24229| 2.90898| 4.77536 .99716 | 1.00000
15.0 .05732 .77115| 6.12662|12.05237 .07699 .00000
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Tabela VII.6 - Teste da fungao f£(t) = sen(t)

TEMPO CASO 1 CASO 2 CASO 3 CASO 4 CASO 5 EXATO
0.0 .00680 .00324 .00883 .01531 .01206 . 00000
0.5 .48477 .48140 .48149% .48183 .47793 .47943
1.0 .84420 .84248 .84259 .84293 .83928 .84147
1.5 .99694 .99731 .99746 .899792 .99527 .99749
2.0 . 90560 .90785 .90817 .90883 .80766 .90930
2.5 .59253 .59629 .59661 .59759 .59788 .59847
3.0 .13439 .13865 .13911 .14054 .14180 .14112
3.5 - .35665(|- .35294 |- .35226}- .35016|- .34892 .35078
4.0 - .76038}- .75811)- .75712|- .75403|- .75410 .75680
4.5 - .97793 |- .97767}|- .97621|- .97166 |- .97453 .97753
5.0 - .95605|- .95784 |- .95571 (- .94896 |- .95621 .95892
5.5 - .70010 |- .70350{- .70036|— .69028|- .70359 . 70554
6.0 - .27274 |- .27689 |- .27224 |- .25700|- .27849 .27941
6.5 .22140 .21754 .22453 .24822 .21506 .21512
7.0 .66133 .65874 .66970 .70949 .65628 .65697
7.5 .93935 .93873 .95977( 1.05079 .93720 .93800
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Dos exemplos anteriores podemos concluir gque:

- Os casos 1 e 2 foram os que obtivemos respostas
mais precisas exigindo, porém, um tempo computa

cional elevado.

- Entre os casos de tempo computacional curto, o
caso 3 foi o mais preciso, principalmente para

funcao bem comportada.

- Para fungao oscilatdria, dos 3 dltimos casos, o
caso 3 foi o mais preciso em tempo .cedo (t < 0.25T')
e médio e o caso 5 o mais preciso em tempo tar
de (£t > 0.75T"') visto gue para este caso o pe=~

Iy

riodo foi de 2T°'.

- Para funcgoes oscilatdrias descontinuas, devem
ser desprezados os resultados de tempo tarde pa

ra os 3 0ltimos casos.

Devemos observar que se houver descontinuidade da

funcado f(t) para o tempo t', o algoritmo dard como resposta:

£(£') = 2im - | E@'+ ) + £(&' - p) | (VII.T7)
p=+ 0

Na Figura VII.l, apresentamos o fluxograma do pro

grama viscoeldstico em comparagac com o programa elastico.
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P =
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FIG.WIL.| FLUXOGRAMA DOS PROGRAMAS ({g) ELASTICO E (b} VISCOELASTICO

O programa viscoeldstico & acrescido de 2 subrotinas:

- A subrotina CONST transforma as varidveis para o dominio trans

formado S

- A subrotina FFTURB transforma para o dominio do tempo as res-

postas obtidas para os NSUM valores de S

Devemos observar que além dessas 2 subrotinas, foi
acrescentado um "looping" que varia de 0 & NSUM. Dessa forma,
guanto maior for o valor de NSUM maior sera o tempo computacional
uma vez gue teremos NSUM valores do parametro S, ou seja, teremos
NSUM solugdes no dominio transformado (Eg. VII.4). Somente apos
este "looping" entramos na subrotina FFTURB onde uma variavel qual
quer (deslocamento, tensao, forca de superficie, etc...) € obti-

da no dominio do tempo através da aplicagac da Eguagao (VII.3).
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CAPITULO VIIIX
EXEMPLOS VISCOELASTICOS
De maneira a demonstrar a validade e acuracia do
método dos elementos de contorno para a resolugao de problemas
viscoelasticos, apresentamos alguns exemplos ilustrativos.
Para todos os exemplos, os parametros utilizados
para a resolucao da transformada inversa de Laplace foram: AT = 5,

L=1leN= 32.

VIII.1l - Problema Elastico

De maneira a verificar a precisao da resposta do
programa viscoelastico ao longo do tempo, considere o problema

elidstico da placa quadrada tracionada apresentado na Segao V.l.

As propriedades do material eldstico sao:

rC(t) = G, = 1.9230769
(VIII.1)
rE(t) = K, = 4.16666
-G =k ~
Os wvalores de sR (s) e sR (s) sao
—G _
sR (s) = Gb
(VIII.2)
SR (s) = Ko
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Para este caso, teremos uma resposta elastica ao

longo do intervalo de interesse (T = 8).

A Figura VIII.1l apresenta o deslocamento Ux para

os pontos 1 & 4 do contorno.

728 a ]

FIG. VII. | DESLOCAMENTO EM x PARA OS NOS | A 4
Houve um deterioramento da resposta para o tempo

tarde (t > 0.75T) devido ao cdlculc da inversa da transformada da

funcdo degrau no tempo zero.

VIII.2 - Tubo Espesso com Pressao Interna

Considere o tubo de parede espessa (Figura VIII.Z2Z)
submetido a uma pressao interna p. (Ref. (24)). Sendo um proble
ma que apresenta dupla simetria, foi necessario a utilizagao de

apenas 18 elementos lineares para a discretizagao do contorno.
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O material & assumido como tendo fungao de relaxa
cao de Kelvin no modo distorcional e fungao de relaxacao eldsti-

ca no modo dilatacional, ou seja:

RG(t)

B T ]
Go l_l+ Mt)_J

(VIII.3)

R ()

]
=

8,/K, =04

6

- Q== — O = —0-—
2 22 3 24

T

-
-

FIG. ¥IT 2 DISCRETIZACAO DO TUBO DE PAREDE ESPESSA

- — —k
Da Equacao VIII.3, podemos obter sRG(s) e sR (s)
que sao equivalentes ac modulo de elasticidade transversal e ao
coeficiente de Poisson respectivamente, no dominio transformado.

Teremos entao:
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n

sﬁG(s) G, (1 + 158)
(VIII.4)

sRX (s)

I
=

Os deslocamentos radiais obtidos para T = 4 estao

mostrados na Figura VIII.3.

r/g= I.O\
s g eia N /

/»
/e =
rfa «20, | /

4
/

o

uplt/T) {xpask
L=

0s

o MEC
— EXATO

i

FIGVIL.3 DESLOCAMENTOS RADIAIS NO TUBC
DE PAREDE ESPESSA

VIII.3 - Placa Infinita com Cavidade Circular

Neste exemplo, € analisado os deslocamentos radiais
de uma placa infinita com pressao interna na cavidade circular
(Figura VIII.4). Considerando dupla-simetria, utilizou-se ape-

nas 6 elementos lineares para a discretizagac do contorno.
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As propriedades viscoelisticas do material sao:

rRC(t) = G, (0.25 + 0.75 e "4t/T,
(VIII.5)
K _
R (t) = KO
%
] r ¢ 3
o:-—-—
;I 2 / o 8
4
P
~ &
_—— e R X St
—t

FIG. VIII. 4 DISCRETIZAGAO DO CONTORNC DA CAVIDADE NA PLACA INFINITA

Os valores de sﬁG(s) e sﬁk(s) no dominio transfor

mado sao:

0.75 G_ 18
o

sR®(s) = 0.25 G+
© 4 + T8

(VIII.6)

sﬁk(s) = Kq
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A Figura VIII.5 mostra a variagao do deslocamento

radial com o tempo para um periodo de interesse (T) igual a 8.

) e« MEC
—— EXATO

vl

urtilﬂtxpa/kol

I 3 5 7 -]

FIG. MIIT.5 DESLOCAMENTOS RADIAIS NA PLACA INFINITA
COM CAVIDADE CIRCULAR
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CAPITULO IX

CONCLUSOES

0 motivo gue levou a abordar o tema deste estudo,
foi a necessidade de se desenvolver um software gue pudesse ana-
lisar de maneira rapida e econdmica o comportamento viscoelasti-
co do solo de uma mina de potassio situada em Sergipe. Por se
tratar de meio infinito, o método dos elementos de contorno apre
senta vantagens em relacido aos outros métodos pelo fato de que

apenas o contorno do problema &€ discretizado; no caso, a mina.

Neste trabalho, o problema viscoelastico & resol-
vido utilizando a transformada de Laplace e 0 principio da cor-
respondéncia para elasticidade. Dessa forma, analisou-se, pri-
meiramente, o problema elastico onde foi testado o elemento in-
terpolado para o0s casos em gue havia descontinuidade de tensao.
Verificou-se que a colocacao do ponto fonte no interiocr do ele-
mento em pontos distando da extremidade de 25% de seu comprimen-
to, ndo causa problemas de imprecisSes. A vantagem desse elemen
to em relagao ac elemento de nd-duplo estd no fato de se poder
prescrever deslocamentos a esquerda e a direita de nds onde haja

descontinuidade de normal.

Foram também estudados métodos para o cdlculo das
integrais singulares e quase singulares sobre os elementos do con
torno. Os coeficientes das matriées G e H para o elemento quase-
singular foram calculados utilizando a guadratura de Gauss com

a transformada polinomial de terceiro grau. Essa transformacao
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faz com que os pontos de integragao se aproximem da singularida-
de aumentando a precisao da integracao. Para estes elementos foi
utilizado a integracao seletiva, ou seja; o nimerc de pontos ne-
cessarios para a integrac¢do & fungdo da distdncia do ponto fonte

ao elemento.

No elemento singular, os cceficientes da matriz
G também foram calculados com a transformada polinomial de 39
grau e para os coeficientes de H foi utilizada a integragao por
partes finitas de Kutt. Verificou-se que para o calculo da inte
gral de h bastava utilizar 6 pontos mas para o calculo da inte-

gral de g foi necessario a utilizagao de 16 pontos.

No caso do problema viscoelastico, foi feito ini-
cialmente um estudo dos varios modelos, das funcgées de fluéncia e
de relaxacao e das integrais hereditarias. Utilizando a trans-
formada de Laplace nas integrais hereditarias e o principio da
correspondéncia, pode-se fazer uma analogia com o problema elas-

tico.

A preocupacdo maior para ¢ problema viscoelastico
estava na escolha do método numérico para a resolugdo da trans-
formada inversa. ApOs varios estudos bibliograficos, chegou-se
a conclusdo de gue o método de Durbin era o mais eficiente. De
maneira a agilitar o calculo da transformada inversa, foi utili-
zado o algoritmo de Fast Fourier Transform. Foram analisadas va
rias fungOes no dominio transformado e verificou-se gue este mé-
todo era realmente eficiente tanto para tempo cedo guanto para

tempo tarde. A precisao dos resultados depende da escolha dos
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parametros T, aT, L e N. Quanto maior for o valor do produto
L x N mais precisa & a resposta e em compensacgdo, maior &€ o cus-
to computacional. Portanto, para os problemas viscoelasticos,
foram adotados os valores de aT = 5, L = 1 e N = 32. Com estes
valores, obtivemos para certos modelos viscoelasticos, uma res-
posta precisa em todo o intervale T, mas para outros modelos, as

respostas em tempo tarde (t > 0,.75T) & pouco precisa.

Para trabalhos futuros podemos sugerir que sejanm
testados esquemas alternativos para a resoluc¢do do problema vis-
coelastico sem usar a transformada de Laplace, como é o caso da
integragao passo-a-passo. Podem ser também estudadas extensoes

da formulagdo para problemas com sub-regi®es e anisotropia.
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APENDICE A

DEDUCAO DAS FORMULAS

A.l - Obtencao das Relacoes de Compatibilidade

As relagoes de compatibilidade sao obtidas deri-

vando as equagoes que relacionam deformagao e deslocamento

€i4,ke “i" U, 5% * Y5, ike)
k2,15 - 5 Uk,ei3 T Ug,kiy]
k90 = 5 Yi,xie T Uk, 150
€09,1k ‘%‘ Uy, 01k ¥ Yg,5ix’

Somando as duas primeiras equag¢oes e diminuindo pe
las duas ultimas, notamos que as parcelas a direita se anulam.

Teremos entao uma relacdo entre as derivadas das deformagoes:

€i5,ke Tt fxe,i3 T Sik,38 T S5e,ik - °

A.2 - Obtencao da Equacao (III.12)

A Equagac (III.1l2) &€ obtida a partir da Eguagao

(ITI.10) conforme apresentado a seguir



108

* % = ) -
ij,j Uk an  + bk Uk daf P, YUE ar
Q JQ T
s
- D *
JPZ T

* = *
(ij Uk)lj dag Ujk,j " an + Ojk Uk,j ds:
Q £ Q
Pelo teorema da divergéncia temos que
* = * = * *
(ij Uk),j dq ij Uk nj dar Py Uk dr + Py Uk ar
Q r [ [2
Sendo
Osk Uﬁ'j de = (011 U?,1 + 012 Us,1 + 021 UT,2 + 022 U3,2) 49
Q '8

* * *
= (017 €11 + 2012 €12 + 022 €22) dft =

= *
g, Ejk df
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Temos entao

. U* an = * * - *
gk'J Uk P Uk dar + P2 Uk ar ij Ejk dfl
9] T I'a Q
Analogamente, integrando gn:pmies.[ (O%{Uk)j dag

L4

obteremos &

* = * * - *
ij,j Uk dQ Uk Py ar + Uk PE dr ij Ejk an

£ I [a £

Devido a simetria de C,.
ijke

= *
Ojk Ejk dQ ij e}k df
Substituindo estas 3 Ultimas equagoes na primeira
teremos:
* * = - 5 * - 53 *

Ujk,j Uk aa + bk Uk daq Py Uk ar Uk 12 ar +

9} 9] I‘1 I'z
* *
Uy P ar + Uk Py dr
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A.3 - Obtencao da Equacao (III.25)

Sendo a Equacgao (III.24)

P;j(i,x) Uj(x) dar(x) =

- T )
r T€-+P€

-

Ui*j (€,%) P; (x} df(x) +

I“-Fe-FTE

U;j(E,X) bj (x) af(x)

Estudando o limite separadamente guando € » 0 de

cada integral temos:

1 * = i *
2im pij (E,x%) Uj (x} 4r(x) ¢im pij (€,x) Uj (x)darl (x) +
€20 dror 4T €>0)7
€ E €
+  fim p;j(g,x) Uj(x) dr (x)
e+ 0 I—T
€

A primeira integral 3 direita da equagdo acima fi

ca:
£im p;j(g,x) Uj(x) dl(®) = fim
e+ 0 T e+0

p’l."j (€,x) ]I:Uj (x) —Uj (E)il ar (x) +

r
S

+ fim U:.| (&) p;j (€,x) dr(x)

ge~+0

T
€
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Levando em consideragac a continuidade de Uj e

sendo C..(E) = 2im f p*. (£,x) 4Tl (x) teremos entao
1] e+0 JT 1

Qin; p;j(E.x) Uj(x) dar (x) = Cij(i) Uj(E)

€+ =
e

A segunda integral a direita deve ser interpreta-
da no sentido do Valor Principal de Cauchy cuja existéncia pode

ser demonstrada se Uj(x) satisfazer a condicao de Holder
[ Uj(x) - Uj(g) | < Br® onde B e o s3o constantes positivas

As integrais restantes de (III.24) tem singulari-

dades mais fracas e nao apresentam problemas. Teremos entao:

*
Cij(i) Uj(E) + p¥.

i3 Uj(x) dr(x) = U;j(i,x) pj(x) ar{x) +

+ U;j(i,x) bj(x) as (x)
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APENDICE B

PONTOS DE INTEGRACAO

B.1 - Pontos de Gauss

A expressao utilizada para a integracao

unidimensional de Gauss & a seguinte:

1
n
I= f(x) dx =} £(x;) w,
i=1
-1
onde:
X, &€ a coordenada do i-ésimo ponto de
cao;
W, € o fator de peso associado; e
n & o nimero de pontos de integracao.

numérica

integra-

Estes valores estao listados na Tabela B.l a

seguir. O erro associado & E, = 0(a*" f/dxzn):



Tabela B.1 - Coordenadas e pesos dos pontos de Gauss
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+ x, W,
i i

n=2

0.57735 02691 89626 |1.00000 000Q0 00000
n =14

0.33998 10435 84856 |0.65214 51548 62546
0.86113 63115 9405310.34785 48451 37454
n==o

0.238s1 91860 83197|0.46791 390345 72091
0.66120 93864 66265|0.36076 15730 48139
0.93246 95142 03152]0.17132 44923 79170
n =8

0.18343 46424 85650|0.36268 37833 78362
0.52553 24099 1632910.31370 66458 77887
0.79666 64774 13627|0.22238 10344 53374
0.96028 98564 975360.10122 85362 90376
n =12

0.12523 34085 11469|0.24914 70458 13403
0.36783 1498¢ 981800.23349 25365 38355
0.58731 79542 8661710.20316 74267 23066
0.76990 26741 9430510.16007 83285 43346
0.90411 72563 70475)0.10693 93259 95318
0.98156 06342 4671910.04717 53363 86512
n =16

0.09501 25098 3763710.18945 06104 55068
0.28160 35507 7925810.18260 34150 44923
0.45801 67776 5722710.16915 65193 95002
0.61787 62444 02643]0.14859 59888 16576
0.75540 44083 5500310.12462 89712 55533
0.86563 12023 87831|0.09515 85116 84292
0.94457 50230 73232]0.06225 35239 38647
0.98940 09349 9164910.02715 24594 11754




B.2 - Pontos de Kutt
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A Tabela B.Z2 apresenta os valores das coordenadas

e dos pesos dos pontos de integracao para a Equagao (IV.33).

Tabela B.2 - Coordenada e pesos dos pontos de Kutt

+ 3. W,
i i

n =23

(=2)-0.32425 01597 297171 ( 1)-0.39306 36810 06855

{(-1) 0.53490 76607 21459 ( 1) 0.17374 06310 90021
0.17782 73263 92695 0.85763 45422 73068
0.35071 78785 52549 0.53836 07734 82498
0.54581 95024 68487 0.35975 75915 92037
0.73342 70806 57186 0.23726 76990 94551
0.88498 30533 70116} . 0.14146 22854 96868
0.97745 43783 797991 (-1) 0.58747 60722 93117

n = 16

{(-3)-0.62904 58246 28357F( 1)-0.52903 32028 72655

{(-1) 0.13695 67953 727461 ( 1) 0.17423 69392 21104

(-1) 0.46744 22356 19870 0.89886 64068 57470

(-1) 0.97187 15233 18305 0.60238 62171 78397
0.16308 12359 17254 9,44652 70160 90127
0.24189 33680 83951 0.34848 95730 10362
0.33059 46026 20262 0.27990 42083 71624
0.42577 61123 303006 0.22832 70623 67066
0.52378 00897 45426 0.18740 99727 87158
0.62084 02867 29222 0.15355 75595 08967
0.71322 67432 00734 0.12456 65377 49616
0.79738 91352 14839 (-1) 0.98997 43284 06929
0.87009 32465 28864 | (-1) 0.75855 46134 10597
0.92854 53930 07767 (-1) 0.54415 53487 02589
0.97050 05048 40090 (-1) 0.34120 59830 66382
0.99435 60209 09368 (-1) 0.14539 05523 60732

Nota: Os nimeros devem ser multiplicados pela poténcia de 10 en-

tre parénteses.
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APENDICE C
PROGRAMA FFTURB

Apresentamos a seguir o algoritmo do Fast Fourier
Transform (20) e a listagem do programa desenvolvido para o cal-
culo da transformada inversa de Laplace das fungbes descritas no

Capitulo VII.

Considere © problema do calculo de série complexa

de Fourier

N-1 .
x(3) = Y A(K) W j =0,1,..., N-1
k=0

2Ti/N

onde W = e , A(K) &€ um nuimeroc complexo e N = 2 .

Os indices j e K podem ser expressos da forma bi-

naria:

onde jv e K_ sdo iguais a4 0 ou 1.

Com esta convengao podemos escrever:

. 1
) . ﬂ%pljm-
X _1r »vons 3) = )y Y ooee. ) AR _qs--+sK) W tooot JK
k ki k
© m=-1
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Desde gue

2£—l 2m—2

2 (3 + ee. + J K
W m-£ - W -1 o' "m-4

Podemocs obter as sucessivas séries

AR(]O, neer Jg_qr Km-i—l’ ceny KO) =

. -1 . '3
(JQ—lZ +""+Jo)th22nF

z Aﬁ—lxjo""']R-Z'Kmbﬁ""'Ko) W

De acordo com a convencao de indices, o valor

A, & armazenado na posigdo cujo indice é

5 21, =L g 2

4 m-g-1 N
o AR | m—2%-1

ee. # K 2°
o

Podemcs notar que apenas a posigao do bit 2

foi envolvido no calculo uma vez que o valor de jﬂ—l variou

0 e l.

A Qltima série calculada sera a soma

X(jm_l:"-::lo} = Am(jo""’Jm—l)

de

m-£

de
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$DEBUG
PROGRAM FFTURB
C s+ PROGRAMA PARA CALCULD 04 TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE UTILIZAN-
C ¥++ 00 0 METODO GE DURRIN COND ALGORITMO DO FAST FOURIER TRANSFGRM
INPLICIT REAL¥B(A-R,0-1) :
CHARACTER®Zd ARODUT
CONPLEX#16 5K, 4K (32255 , AKX (82 255) , W, NIK, FSKI, FSK2, FSK3, F5K4
C ¢ FUNCAD (£/2)¥sen(t)
FBK (5K) =5K/ (K2, D@ +1, 08) 462, D6
€ 25 FUNCAG UiE-18)
FSK2(5K) =COEXP (- 18, DA#SK) /5K
© k¢ FUNCAD 2¥E(-1) bK¥{)(t-2))
FEK3(5K}=2, D8/ (5K # (1. DHCOELP (~2. DB4SK) )}
€ 4% FUNCAD sen(t)
FEKA(SK)=1, D@/ (SKEs2, D5+1,06)
P1=3. 141592653589 79308
C ¥ DADOS DE ENTRADA
NRITECH,” (A\17)' HONE D@ ARQUIVO BE SAIDA =
READ (%, (A26)7 ) ARQOUT
OFEN (6, FILE=ARGOLT, §TATUS=" UNKNONN'
WAITE(H, P (AV)T T =
READ(+, 17
WRITECE,” (A1) AT =
READ (#, %) AT
WRITECH, (A7) L <
READ (¢, #1LL
WRITECE, (A1) =
READ (%, £1H
K=75sl
NRITE (2, (8)'37 FUNCAD (I & &)=’
READ (, ) IFUN
HRITE (D, 66)T, 87, 1L, K, K, IFUN
686  FORMATC T =% F5.8,51,7A1 = ,F5.6,55,'LL =7, 15,5, "% =',15,5%,
' 'N =, 15,51, Flwcaw, {2)
A=A/
U 45+ TIPO DF FUNCAD

BOT0L1, 2,3, 4) [FUN

1 %h=IQR§§£y#§gi(DCMPLx(A)i)!2.9&

RKK (K@) =DCARLY (8, 08, 6.08)

00 11 it=g,L(

SK=DENPLY (R, (DBLE (KE+TL#N) £2, DBRPT/T) )
11 AKKIKS)=AXKKS) +FEK1 (BK)

8070 5
1 Pi=-DREAL(FSK2(DCHPLX{A)1)/2.D8

B0 22 K8=8,N-1

AKK (KB =OCRPLY (5. Dd, 8. 08)

B0 22 it=8,LL

SK=0CHPLY A, (DBLE (K@« IL¥N) ¥2, DB¥P1/T))
22 AKK(KE)=AKK (K8) +FSK2 {5K)

BOTO 5
1 Pi=-DREALIFSKI(DCHPLE(A) 1) /2.D6

80 33 K8=6,N-1

AKK (K8) =DCNPLY (4. D4, 6. DB

10 33 fL=6,1L

SK=DCHPLY {4, (DBLE (KB+IL¥N) 32, DBRP1/T))
33 AKK(KB)=AKK (KB} $FSKIEK)

6070 5
4 Pi=—UREALIFSKA{DCNFLE(A))) /2,08

DG 44 K8=6,N-t

AKK (K@) =0CKPLY (6. 08, §.08)

D0 44 1L, Ll

SY=DCMPLY ¢4, (BBLE (K@+ILEN) 82, D95P1/TH)
84 QKK{KBI=AKK (KB} +FSKA{SK)
BELT=T/DRLE (N}

[ ]



22

L 553

£ EEE

L =12

&3

bbb
{88
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Y=DCHPLY (8,08, (2. DS¢PI/DBLE () 1}
80 18 i=1,H
DD 26 IND=N-1,8,-1
14=8
In=4
AK {IND) = (8. D8, 8. D)
IN2=1HD
LODPING PARA CALCULO LE JK
80 36 11=K-1,8,-1
VALOR D0 RiNdRD WA POSICRD K-11
19=IN2/ (28811)
TH2=IN2- 1FE2R¢1]
TF(13.LT.L) THEN
IN=INE 1B TER1S
13=1341
ENBIF
EANTINUE
DO 26 KHL=6, 1
MODIFICA © BIT DA VARTAVEL IND NA POSICAQ -l
1F (KML.EQ. 9] THEN
TNZ=TBCLR{IHD, #-L)
LSE

INZ=1RSET{IND, M-L}
ENGIF
HIK=COEXP (WRDBLE {JWRKML 8288 (H-L3) 1
8K {TND} =R { IND) +AKK [ TN) 3H3K

20 18 IND=b-1,8,-1

AKK { IND) =A% { THD]

CONTINUE

LODPIKG PARA DRTENCAD DOS RESULTADOS
DG 168 J=K-1,6,~1

T3=JF0ELT

C=2. DA DEXP (AeJSDELTH /T

)

IN2=4

LOOPIHG PARA TRAMSFORMAR AK{In...J1,J8: EM X1J6,d1..

16 46 11=N-1,8,-1
18=1KY/ (zee1 1)
INZ=INZ- 1§24
INA=INA+ 184288 (H-11-1}
CONTINUE
FT=CI#{PL+DREAL TAK(INAY) )
WRITE(S, 666 TS, FT
FORMAT(F18,2,F16.5)
CONTINUE

570

END

)





