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SUMARTO

Este trabalho & um estudo de sistemas de controle G6timo, dis-

cretos no tempo, nos quais o controle & restringido pelo estado do sistema.

Inicialmente & feito um desenvolvimento rigoroso de condicoes
necessarias e suficientes que devem ser satisfeitas pela solucao Otima, usando -
-se para isto métodos de programacao dinfmica. HEm seguida € apresentado o "prin
cipio do maximo" discreto dado por Cannon, Cullum e Polak [ 6 |. Exemplos sdo da
dos, mostrando que o "principio do maximo" usual nao e satisfeito para problemas
com controles restringidos pelo estado. FE formulada entao uma "hipotese de in -
clusao" mostrando uma classe de problemas que satisfazem o "principio do maximo"

usual.

Por Ultimo o teorema de Fritz-John & aplicado para obter con-
digoes necessarias para problemas com restrigGes da forma R(x,u) <0 e um
"principio do maximo modificado" & apresentado. E mostrado ainda que sistemas
lineares positivos, frequentemente encontrados em econamia, satisfazem o "princi_
pio do maximo modificado". Varios exemplos resolvidos em detalhe ilustram o tex

m.
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ABSTRACT

This work is a study of discrete optimal control problems in

which the control is restricted by the state of the system.

Initially, a rigorous self contained development of necessary
and sufficient conditions is given through dynamic programming. This is followed
by a development of the discrete maximum principle, presented in the manner of
Cannon, Cullum and Polak [6] . Examples are given to show that the maximum
principle usually does not hold in the case of state constrained controls and an
"inclusion hypotheses" is given, demonstrating a class of problems where the

usual maximum principle is valid.

The Fritz John Theorem is then applied to obtain necessary
oconditions for problems with constraints of the form R(x,u) <0 and a
modified maximum principle is defined for this class. It is shown that linear
positive systems of a type frequently encountered in economic systems satisfy
the modified maximum principle. A number of detailed examples are given through

out the text.
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0 nosso trabalho visa a resumir alguns resultados importantes e
a fazer algumas extensoes da moderna teoria de otimizacao de sistemas no tempo
discretos, particularmente no que se refere a condigoes necessirias e suficien-
tes que devem ser satisfeitas pelos sistemas com controles restringidos pelo es
tado. Usamos para isto os formalismos de programacao dindmica, programacao ma-
tem3tica e controle Gtimo. A referéncia principal para programacao dindmica &
o livro de Bellman [1] e para programacao matemitica e oontrole &timo o livro
de Canon, Cullum e Polak [6] . A teoria na ltima referéncia & paralela a de
controle 6timo continuo, diferindo em certos pontos. Existem algumas dificulda
des em sistemas discretos que nao temos em sistemas contimuos e, por isso, | o)
"principio do maximo discreto" esti atrasado em relacao ao "principio do maximo

contInuo" cerca de dez anos.

No capitulo I, temos uma apresentacao de programacao dinamica de
vida a Leake [15] , onde consequimos condigOes necessarias e suficientes. Dois
‘exemplos ilustram o deservolvimento da teoria, este feito sob condicOes bastan-
te gerais. F exigido apenas que o conjunto de estados X seja subconjunto de
um grupo comutativo. Na realidade, no desenvolvimento original feito por Leake, ‘
o conjunto de estados X podia ser cualquer. No entanto, preferimos restrin -

gir um pouco as condigoes para melhor identificacao com os proximos capitulos .

No capitulo II, apresentamos primeiramente o problema de contro
le otimo com convexidade direcional e o teorema do "principio do maximo" dado
por Canon, Cullum e Polak [6], que d3 condices necessirias para a solucdo Sti-

ma. FE feita entao uma conjectura e, a sequir, exemplos de problemas de contro-



le &timo com os controles restringidos pelo estado sao apresentados, mostrando
que este principio do maximo ndo & satisfeito em geral, para problemas deste ti
po. A partir disto, sugerimos ocondicOes necessarias para o problema de contro
le Otimo com convexidade direcional e onde os controles sao restringidos pelo

estado. Um exemplo ilustrativo & apresentado no final.

‘No capitulo IIT, apresentamos um problema de controle &timo on-
de o conjunto de restricao dos controles € dado por uma relacado da forma
R, ( Xg o0y ) <0 . Sugerimos um "principio do maximo" para este tipo de proble
ma e mostramos condicoes em que ele & satisfeito.

Sequem-se algumas conclusoes e o apendice, onde sao apresenta -

das definicoes e teoremas que, de uma forma ou outra, s3o utilizados no texto.



“CAPITULO I

§ 1 - Apresentacao

Neste capitulo temos uma apresentacao de programacdo dindmica.
Estudamos o problema de controle otimo por realimentacao., Conseguimos condi -
¢Oes necessarias e suficientes para a solucao Otima. Os conjuntos: de estados,
de ocontroles, de movimento: e o alvo podem ser totalmente arbitrarios. Entre-
tanto, ao trabalharmos cam um sistema dinidmico discreto da forma !
Xim % =8 (x 4r4;) temos de fazer a restricao de que o conjunto de estados

i+l i
seja um subconjunto de um grupo comutativo.

§ 2 - Programacao Dindmica

Seja Z representando o conjunto dos nimeros inteiros, -E o

dos nimeros reais, X um conjunto de estados arbitrario* ndo vazio, U um

conjunto de controles arbitrario nao vazio, G € X x Z um conjunto de movi-

mento arbitrario nao vazio e S ¢ G um alvo arbitrario nao vazio.

Estudaremos o sistema

(D) Xy =% =8 (v, () Xy = X

onde X, ¢ X, n & tempo inicial,

i

v:G/S——> U uma lei de controle de realimentacao

(xi'i) —> Vi(xi) =u,

* X & suboonjunto de um grupo comutativo



fi:XXU————-—-—-—% X

A solucao de (1) & notada por

Xy = xi(v) =xy (v,xn,n) i>n

Para enfatizar a arbitrariedade da natureza do estado de partida
e para simplificar a notagao, nOs muitas vezes identificamos x, = X. Vamos su
por por razoes flsicas que para cada ponto (x,n) e G/S ha um certo subconjun-
to nao vazio Un(x) CU , subconjunto este no qual estao obrigados a permane-
cer os valores dos controles. Além disto, para distinquir acueles valores dos
controles que asseguram que o proximo passo do movimento estd no conjunto de mo

vimento, definimos para cada (x,n) ¢ G/S

Qn{x) ={ue Un(x) / (xn + fn(xn,u), ntl) € G}

Nos dizemos que uma lei de controle por realimentacao v e ad -
missivel se e sO se v, (x) e U (x) para todo (x,n) e G/S , e qualquer movi
mento ( xi(v),i ) cque comeca em G alcanca S em um nimero finito de pas -
sos sem deixar G. Na realidade, da definicao de admissivel & necessario que

v (x) € 2, (x) , visto cque foi exigido que o passo do novimento também esteja
em G. Deste modo, todos os conjuntos @ n(x) devem ser nao vazios para que con
troles admissiveis existam. PEm muitos casos encontrados na pratica, a condicao
@ também suficiente. Por exemplo:

Lema 1-1

Se G & limitado superiormente em 2 (i.e. existe n tal que



(x,n) eG => n<n ), entdo :

v & admissivel &= v (x) e (x) paratodo (x,n) eG/S c Xx?Z

Sob as condicoes assumidas, todos os movimentos que comecam em

G devem deixar eventualmente G, mas somente o podem fazer via S.
Se v & admissivel, o tempo final

N = N{v) =N (v,x,n)

é o menor inteiro N>n talque (x (v),n) eS.

Para qualquer lei de controle admissivel v, e (x,n) e G o _ig—-

dice de performance de v & dado por

N-1
I, (V) = Ay (g () +i£n fg (x; (v) vy (x; ()

onde A; e f? s3o fungdes reais. O problema em questdo & entdo o

Problema de controle por realimentacdo : Ache a funcao V0 : G+ E e uma admis

sivel lei de controle por realimentacao v0 : G + U tal que para cada (x,n) e G

vg (x) = min J (x,v) = Jn(x,vo)
v admissivel

Estabeleceremos que se V0 existe e a minimizacao abaixo indica-
da oconduz a um controle admissivel, entdao as condigOes necessarias e suficien

tes para otimizacao sao as

Condicces de Bellman




- ; 0
SRR min [ £ (x u)+v, (xn+fn(xn,u))]
u e Qn (x)
para ( xn,n ) £ G/S
b) Vn(xn) = An(xn) para ( X ) e S
- L d . 0
Se V e tal que o minimo em u de fn (x,u) + le(x+fn(x,u))

existe para cada (x,n) ¢ G/S , este pode ocorrer em um ou mais pontos u ¢ Qn(x) .

Vamos especificar unicamente um destes como uf = Vo (x,V).

Uma funcao V : G+ E & dita uma candidata se e sO se

a) Vn(x)=xn(x) em S

b) Existe uma fungS,o minimizadora vn(x ,V} associada a ela

c) v( ,V) & uma admissivel lei de controle por realimentacao.

OondicOes Necessidrias e Suficientes

Primeiro indicaremos um método sistematico para calcular o Indi-
ce de performance em G para qualouer admissivel lei de controle por realimen-

tacao v.
Lema 2-1

Se v & admissivel, entao W € a funcao de performance de v ,

Wn(x) = Jn(x,v), em G se e sO se

a) W (x) = fg ( x,vn(x))_ + Wn+l( X +fn( x,vn(x))) em G/S



b) Wn(x) = )\n(X) em S

Primeiro assumimos W=J ( ,v). Tomando adiante diferencas ao
longo do movimento enquanto usamos a lei de controle v, nds temos para cada

( x,n) € G/S e x=x = xn(v)

"fg (X.,Vn(x)) = ( lrv) - Jn(xnlv) =

Il Kot

=W (xn+l ) - W (x () =
= Wn+1("n + fn(x,vn(x))) - Wn(xn)

logo

W (x) = fr01 (x,v () +W ., (x+ £ (v (1))

e temos 0 Jtem a) . Tambémpara (x,n) e S temos n>N e Wn(x)=Jn(x,v)=

= 2, (x) o que implica o ftem b) .

Assumimos agora a) e b) . Se (xi(v),i) € um movimento came

cando em (x,n) € G/S entao

R N Mool ppp) + W () = W () () W3 (k) +

+ Wn+2("n+2) = eee =Wl + W 500 4) =

N-1
= W g - izn AW, ) =

N-1
= (%) + Z f;’_ (x, 1) ,v; (%)) = 3 (%)
i=n



e trivialmente temos Wn(x) = Jn(x,v) se (x,n) ¢S .

i

Observacao : - Note que a) e b) satisfazem as condicoes de Bellman excetuan-

do-se a minimizacao .

Vamos mostrar agora que se V0 existe, entao V0 & uma candi-
data e existe uma funcdo v( ,V%) que & uma admissivel lei de controle Stimo

por realimentacao.

Lema 3-1

Se V0 existe, entao V® & uma candidata e Vl?l =J_ (x,v( V)
para todo (x,n) ¢ G . BEm outras palavras, se V0 existe, entdo minimizar
fg (x,u) + v101+1 (x + £ (x,u)) nos conduz a uma lei de controle otimo v( ,v0)=v0,

m.

Se V0 existe, ent3o hid uma admissivel lei de controle por rea-
limentacio v® tal que V0 (x) =J (x,v%) em G. Fica claro da definicdo oue
Vg (x) = A _(x) em S. Vamos mostrar agora que para qualquer (x,n) e G/S , vg(x)
minimiza fg (x,u) +V_ ., (x + £ (x,u)) de tal forma que podemos colocar v ( V)=

= v0 . Suponhamos o contrario, que existe
(x*,n*) ¢ G/S e u* ¢ Qn*(x*) tal que
fg*(x*,u*) + vg*+l(x* + £ (x*u%) < fg*(x*,vg*)) +'vg*+l(x*,vg*<x*)))

mas pelo ILema 2-1 , isto implica que

(x* + £, (x*,u%)) < vg*(x*)

0 (yk 11k 0
fn* (x*,u*) + Vn*+l



e isto leva a uma contradicao, pois isto implica que o controle

Vl‘,’l (x) se (x,n) # (x*,n*)
vr’; (x) =

u* se (x,n) = (x*n¥%

satisfaz a J_, (x*,v*) < Vg*(x?f). -Seque que podemos colocar vn(x,V°)=vg, (x)

e V) (x) =J_(t,v( V)

Teorema 1-1

Se V0 existe, entao

v (x) = Vl?1 (x) =) V & um candidato e satisfaz ds condicoes de Bellman.

Demn.

: Se V0 : G+ E existe,entao pelo ILema 3 , V0 & uma candidata e
Vg (x) =Jn(x,v( ,V0)) para todo (x,n) ¢ G mas como v ()= Vﬁ(x) , entao V
também € uma candidata e

Vn(x) = Vg(x) = min 3 x,v) = *
v admissivel

mas entao pelo Lema 2, temos que

* = min £O (x,v) +V_  (x+ £ (x,v)| =
v admissivel [ n mtl n ]
= min £O (x,u) + V.. (x + f_(x,u)) em G/S
ue Q (xy [ n 1 n J

Vn(x) = An(x) em S
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logo V & uma candidata e satisfaz as condicoes de Bellman

Para todo (x,n) € G/S , nOs temos

min | [Jn(x,v) —Vn(x)] =

v (x) - V_(x)
n n v admissivel

N-1 '
= min (:k (x,) + £9 (x, v),v,(x,)) -V (X):l=
v admissivel - ¥ g izn i i n

N-1 N-1 T
= min [yt ] 00 ) v ) + ] eV (x| =
v admissivel [ NUN izn 11 i1 NN izn i

N-1
: . 0
" m;:ivell:ig fi (xi(v) Vi (%) + VL (G () ,vi(xi)))_-

- Vi (xi (v) )]

Como V & uma candidata, v( ,V) & admissivel, e as condicdes

de Bellman nos dizem que
fg (x; ), v, () + VO, (X 0),v; (1)) =V, (xg ()

tem um minimo igual a zero para cada (xi(v),i) ao longo do movimento. Seque

que Vl‘,’l (x) -v_(x) =0

i

Corolario

Se o conjunto de movimento G & limitadoem n e se V0 exis-

te, entaio V: G+ E &iguala V? se e sd se



11

min [fo (xpu) + V5 (x+fn(x,u)):, em G/S

i) v. (x) =

n ue Qn(x) 1
ii) VN(x) = )‘N (x) em S.
Dem.

Se V=V0 , entzo pelo Teorema l-1, V satisfaz as condicoes de

Bellman ji.e.
- 0
Vn(x) = min I:fi (x,u) + Vn+l (x + fn(x,u) )] em G/S
ue 0 (x)
n
e
V() = A em s ja que G é limitado superiormente em n.

Agora, se i) e ii) sdo satisfeitos, entao, pelo lLema 1-1, v &

admissivel, entdo V & uma candidata e pelo Teorama 1-1, temos que Vv =V0 .,

[

§ 3 - Exemplos

Mlo 1l

E dado o sistema dindmico Xipp ~ % =Wy e mais
N-1 _
Jn(xn,v) = Z ] (xi) - X (v) cam o conjunto de restrigoes para os controles,
i=n
sendo Ujx,) ={u/0su<x, } eoalvo S=E é dado ainda que n=0,

N=4 e Xy = 1 . Pede-se para achar uma lei de controle por realimentacao que

minimize J n(xn,v) .

Solucao
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Na nossa notacao, temos :
fi (xi,vi (xi) =u,
0 = -
£/ (x; ), v, (X, 0))) = v, (x;) - x, (V)

Ai(xi) =0 .

As equacoes de Bellman para o problema sao :

1
B.
o

Vs () [u T Xy Vi (G ("i'u”]

vN(xN) =0

Para i=4, temos

V4(x4) =90 ja que >\4(x4) =0
para i=3, temos

V3(x

3) = min [u3 - x3 + V4(x3 + f3(x3,u))J =

o
A
o
w
A
W
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i=2 , temos
Vz(:(2)=0 min u2—x2+V3(x2+f2(x2,u))]=
< u < X -
-2 =72
= min u, - X, +V, (x +u):l
) | 2 2 3 Y2 2
Oiuz_<_x2
= min U, = X, = X,~— u ] =
_ 2 2 2 2
0_<_u2<x2
= min [—Zx ]= -2 x
2 2
0_<_u12_<_x2
> _ . .
v2 (xz) u, & arbitrario
para i=l, temos
Vl(xl)=0 min [ul—xl+V2(xl+fl(xl,ul))J =
< 1u < X
-1 -="1
= min u, - x, + V. (x +."u):|=
Of_u]_f."l 1 1 271 1
= min u, - X -22 - 2u :l=
Of.u]_f.xl | 1 1 1 1
= min L-u - 3x jl= ~dx
1 1 1
Of-ulf-xl
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Para i=0, temos

vV (x) = min [u—x + vV, (x +f(x,u))]=
oo 0<u <X o} o} 10 o o'o
—o-"0
= min [uo—xo+V2(xo+uo):|=
o<u. <X
—o—-"0
= min [u —xo-4xo—4u :]=
o<u <X
— 0 —"0
= min L—3uo - 5xo]= -8X
o_<_u0_<_xo

0 = i ari Y =
5 (x2) u, arbitrario , fazemos entao u, 1

X =x2+u2=4+1=5
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Temos entao uma lei de controle Stimo por realimentacao V0 ,
tal que

0 = 0 = 0 = 0 =
Vo lxo) 1 vi (xl) 2 L (xz) 1 V3 (x3) 0

para a correspordente trajetoria

Nosso proximo exemplo € um problema cue foi abordado diferente-
mente por Bruckner e Wu f: 3 ] e por Leake e Richardson [16] . Usaremos a abor
dagem deste Ultimo, ja que ela & condizente com a teoria até entao aqui desen—
volvida. A apresentacao deste exemplo se justifica pelo fato de ele ser reto-

mado adiante para estudo da verificacao do principio do maximo.

Exgglo 2
Dado o sistema dinamico
1 _ 4.1 = 1.1 1
X1 T % 3 Xt vy k)
x2,  -x2 = =x! - v2 (x,)
i+l i 4 73 i i
onde
= 1 2 - 2
xi (x:.L , xi) e X E
e
= (ol ; 2 - 1 2 = 1 12y — 2
v(xi.i) (v (xi.l), v (xi,i)) (vi(xi), vi(xi)) (ui'ui) u € E

Estamos interessados em maximizar XI%] . . Fazemos entao
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1
J(x v = ] 3 x}-vx)
n'n i=n 4 ii
Ngl“ 1 2 Ngl 2 2 2
( 3@ que 7 x}-v2{x,) = A x2 = - x )
e TR T N T S
Também temos

G={{x,d) /i<N} e S={(xi) /1i=N}

O aspecto interessante aqui & o conjunto Ui(x) = Qi(x) que e

dado por
117,22
U, x) = {u=l,u?) / jul| <1, 2| <1 - = G2 ————r}
i - ' - 2 16 1.+ (xl)z
As equacoes de Bellman sao
= 1.1 _ .2 :]
Vi(xl) = max [ 7% ué + Vi-!-l(xi + fi(xi,u))
U e Qi(x)
= 0

Vi (xN)

NOs escolhemos maximizar em vez de minimizar neste problema para

permitir uma facil comparacao com o exemplo estudado por Bruckner e Wu.

0 2 - 2
Notemos que V. {xi) +x2 = max xg

Para i = N-1 , nOs temos
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(xt_,)

2 = 41172 *N-1

V1 ) = 1+5 (3¢) —,
1+ (xN_l)
3;1_1 (xgp) = 0 (Na realidade, ¥ & arbitrario )
Para i = N-2
W2t T e [% e (XN-Z'u))]=
u e fy o))

1
= max [-— 1 —uw2+v_ . ( ):I=
4 "N-2 N-1 *N-1
U e By o) 4
1 1 1,17 .2
= max |:~ L o-uZ+xl o+l -5 ().
ue g, ) 1 'N-2 1 *N-1 2 ' 16
()
N1 ]=
1+ O y)
= max %— 1_2—u2+%-(-:2£x1+u1)+1-
u e Oy N-2
' 2
1172 (Greptud)
"'2"(-g) e

Um pecqueno calculo nos mostra que



1.1 1,17 , 3 5
=xt+2-5 (5 + se. -5 <xl <=
4 2 " 16 1+‘(x1)2 512 2 — — 4
0 =
Vi_o (%) <
2
1, Sy &b 11, -1 (11,2
T +2-3 16)1+(x1)2+4(2x +1) Z(Tﬁ—) .
1.1 2
1+ (2x14+1?
2
nos outros casos
1.1, 3 -]
I 3% se 5 X <7
01
\Y (x) =
N-2
1 nos outros casos
02 1,17 .2 (xh?
v x) = -1+35 (77 ) ———rs
N_2 2 16 l+(x.1)2
Consideraremos agora o caso particular quando n=0, N = 2
= 1 2 =
Xy = (X5 » x3) (0,0)

Do resultado geral,temos

vo (xo.O) =v%((0,0),0) = 2

Além disso, temos

1 -1 2 = -
uO 7 uo 1

18

x1)? 15

15 _ o oo
+-———-—512—x2max1mo

e
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1.1
0+7°17
w=0+0- (1) =1
o]
2
2 (b2 2 (%)
1+ 2 ()T 1+ 3 (T ,
1+ (x)) 1+ (7)
17
B v
la,10-1 1 =1
2x1+u1—2'4+0'8
11 17 1 17
-1l = = = - ) = — e =
w=l+zg.z-(A+gz)=1l+yp+rl-53
L3217 L, 15
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CAPITULO II

§ 1 - Apresentacao

Neste capitulo, damos pr:imeimente o problema que & chama-
do por Canon, Cullum e Polak[ 6 | de problema de controle Stimo com convexidade
direcional, e o teorema do "principio do maximo" por eles formulado. FEm segui-
da, & feita uma conjectura a respeito da validade do "principio do maximo" para
problemas de controle otimo com controles restringidos pelo estado. Trés exem-
plos mostram que este "principio do maximo" nao & em geral satisfeito, para pro
blemas deste tipo. Formulamos entao © que chamamos de "HipStese de Inclusao”,e
mostramos que acrescido desta hipOtese, o problema de oéntrole otimo com conve-
xidade direcional e controles restringidos pelo estado satisfaz o "principio do

maximo”
-

§ 2 - Principio do Maximo

(2) Problema lpado um sistema dindmico descrito pela equagao

X - x- = f (xi'u ) i=0’ly-'o’k—l

i+l

orde xi € E® 3 o estado do sistema no tempo 1, ui e BY & a entrada do sis
tema no tempo i, e £, e uma funcao £; : E' x ' + E' . Achar uma sequén-
cia de controles U = (4 ,ul, - ,uk l) e uma correspondente trajetoria X =

(J‘co , il,...,)?k) que minimize a soma

k-1 o
) fj_ ‘xi rui)
i=0



21

onde £ : E' x E' > E . A minimizac3o estd sujeita a:

w, eU, E° i=0,1,...,k1
i i
= ¢! n 1 =
x eX =x' N x onde Xy ={x/q(x) <0}
XO={x/go(x)=0}
m
com %:En—»Eo
1
q :En+E°
o

= X! " ' =
X e X =X N X onde X! {x/q'((x)f_O}
X = { x/g (x) =0}
oom qk : BN > Emk
1
gk : BN > E k
x; € X =XINE = {x/q(x) <0) i=1,2,...,k1
m,
com 9, : ol R
Para obtencao de condi¢Oes necessarias, acrescentamos as hi-
poteses.
Hipoteses - 1

A-Para i=20,1,...,k-1 epara todo u e U, »as funcoes fi( ) : EN > R
s30 ocontinuamente diferenciaveis.

Seja b, = (-1,0,0...,0) ¢ E™" epara i=0,1,...,k-1 , definimos
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Fi:Eanm > En+l

0
("i'ui) P (fi(xi,ui) , fi(xi,ui)).

B-Para i=0,1,...,k-1 e para todo x ¢ E' os conjuntos Fi(x,Ui) sao

b, ~ comvexos i.e. convexos na direcao b, (vide apéndice def.3).

~ 1 L .
C - As fungdes g : E' » EC e 9 E' » EX s3o continuamente diferen-
- - Y ' a - .
ciaveis e tem matrizes jacobianas 2 o) 2 Tk com posto maxi
3 X 3 X

mo para todo X € Xo e Xk respectivamente.

D - Para todo X ¢ X:!L e i=0,1,...,k-1 os gradientes das restrigées ativas,

v qi (x), com j € Ii(x) = { j/q?L (x) = 0} , sao vetores linearmente inde-

pendentes.

(3) Teorema 1-2 (Princinio do Maximo)

Se (ﬁo,ﬁ .. ,ﬁk_l-) € uma sequéncia de controles otimos e

(io,?cl,...,ik) € uma trajetoria Stima para o problema-1l, dado em (2), entao exis

m
tem vetores PyrPyree- /Py €M En, multiplicadores )\o,xl,...,xk com )\i eEL

1

<0, u eE® e ukeElk e um escalar p® < 0 tal que:

satisfazendo A °

i
Nao todos po’po’pl""'pk’“o’“k sao nulos.

Os vetores p; satisfazem a equacao

T T T
- - 02 - -
C e, e [PE&T Py 1
Py " Piny S X Pigg 7P . S X i

1 = O,l,---'k-l
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No conjunto de partida X a ocondicao de transversalidade
T .

29, (%) | _ |
p. = ~|——— q e satisfeita .
(o) (o}
9 X
No conjunto final X  a ocondicao de transversalidade
- T - T
3g, (X)) 3q, (X))
P = [ k % ] w + I:———?l(——ng—] A, @ satisfeita
3 X 3 X -

<xi,qi(ii)> =0 i=0,1,....k

Para i=20,1,...,k-1 , o hamiltoniano

H:ExE XxE' XEx {0,1,...,k-1} » E
(x, u, p, p? 1) = pU£)(x,u) +<p,fi(x,u)>
satisfaz a condicao de maximo
H(ii,ﬁi,pi+l,p°,i) > H(ii,ui,pi+l,p°,i) para todo w €U
Esta Gltima relacao & conhecida como "principio do miximo".

Observacao: No teorema w =0 sempre que 9 = 0.

Dem. 6 pag. 85 .

§ 3 - Uma Conjectura

Se tamos um problema de controle 6timo formulado exatamente
como o problema-~l,dado em (2), sO que os conjuntos de restricao dos valores dos
controles, Us» nao deperdem somente do tempo i mas tambem do estado do siste-

ma no tempo i i.e. Ui(xi), pergunta-se: serd que a solugao Otima, Ue )?, de
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um problema deste tipo satisfaz o principio do maximo (3) i.e. o Hamiltoniano
& maximizado para ﬁi para todo W e Uy (ii)? Além disto, se derivarmos des
te problema um novo, onde U

i = Ui(ii), pergunta-se se a nova solucao, i.e., a

do problema derivado, U* e X*, & igual 3 solucao 6tima do problema original.

Mostramos com exemplos que em geral o "principio do maximo"

nao e satisfeito.

Exemplo 1

O Problema Original

Consideremos o sistema dindmico descrito pela equagao

X,,» = X, =1, i=0,1,2
oom xisE, uieE,ondequeremosminjmizar

2
J X,u) = § fg (x; ) =u_+u

=0 1

~ . k= = 0 - 0 -
Na nossa notacao temos : k=3 , fi(xi,ui) u, fo(xo,uo) u fl(xl,ul) vy

0 =
e f2(x2,u2) 0

Suijeito a :
' l nd mO
xoeXO——XoﬂXO orde qO.E+E
xw 0
gO:E+E
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logo
! = i =
X! = {x/q,(x) <0} =E
X = {X/go(X) = 0} = {0}
entao
X, = {0}
-— XI XH m3
x3ex3—3f\ 3 onde gy : E~E
xw 0
9% E-E
X b x-3
logo Xé = {x/q3 (x) <0}=E
X3 = {x/g3(x) = 0} = {3}
entao
Xy = {3}
' my
xieXi—Xi('\E onde qi:E+E
x =0
entao
Xi={x/qi(x) <0OINE=E
- i=1,2
Os conjuntos de restricao dos controles sao:
u 0 = [-1,1]
[-1,1] se x=1
U k) =
{2} se x#1
Ua(x) = E

Temos entZo a solucao.
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Ora x =0 e wu e U, (x) i.e. uj e -1,1]. Cowo Xy =

=u temos que Uy depende diretamente do valor de u- Se u, = 1 entao

x,=1 e y e [-<1,1] e como queremos minimizar J(X,U) escolhemos obvia -

mente u, = -1 e obtemos J(X,U) = 0. Mas se u e [-1,1) entao X € [-1,1)

e logo = 2 e o valor minimo consequido € J(X,U) =1 , isto quan-

N
do uo=-l, ILogo a solucao otima e dada por xo=0, uo=1, x1=1, X, =
=x1+ul=1+ (-1) = 0 ; entao com u2=3 obtemos x3=x2+u2=0+3=
=3,

Conseqiientemente, U = (1,-1,3) & uma sequéncia de controles

otimos, X = (0,1,0,3) & a sequéncia de estados correspondentes e J()‘Z,U) =1.

O Problema Derivado

Temos o sistema dindmico descrito pela equacao

com X E, u:.L e E onde queremos minimizar

i €
2 0
J (X,u) = i£0 £ (xi,ui) =u +uy

novamente na nossa notacao temos k=3, f g () =u -

i’ fg(xo'uo) =Y

0 - 0 =
fl(xl,ul) =u, e f2 (x2,u2) 0

Sujeito a
X, € XO = {0}
X5 e,X3 = {3}
X, e X, =E i=1,2
i i

Além disto, temos os conjuntos de restricao para os contro

les :
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u, = Uo(xo) = UO(O) = [-1,1]
u = Uy (&) = Uy ) = [-1,1]
02 = Uz(iz) = UZ(O) =E

Temos ent3o a solucao

Sendo xo=0 e como podemos tomar uo=-l teremos Xy=

=x,tu = -1. Temos que uy, e Uy = [-1,1] , logo se tomamos ul=—1 Obtemos

J(X,U) = -2. Logo, a solucao Otima do problema derivado & dada por x; =0,

wt=-1, d=-l,ut; =-1, xf=xi+uf = -1+ (-1) =2 ; entio com

u5=50btanos x§=x5+u5=—2+5=3 .

Consequentemente

u* = (-1,-1,5) & uma sequéncia de controles Otimos para o problema derivado,

X* = (0,~1,-2,3) uma correspondente trajetoria otima e J(X*,U*) = -2,
Mostremos agora que a solucao Otima do problema original

X e U , nao satisfaz o principio do maximo (3).

O Hamiltoniano

s 0 = n0F0 (3 s
deveria ser minimizado por ﬁi para todo u; € Ui(ii) com U = 1,-1,3)

X = (0,1,0,3)

I

[—lll]
[-1,1] se x=1

U0 (xo)

Uy (xl)
{2} se x# 1

U2(x2) = E
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Desenvolvendo o Hamiltoniano para i=0,1,2 , obtemos
H(io,uo,pl,po,O) = pouo + Py,
(4) H(illulrpzlpoll) = poul + p2u1
-~ 0 =
H(eru2,P3,P r2) p3u2
Mas como no nosso problema temos
. of (ii,ﬁi)
a) fi(x.,u.) = u, entao =0
i’ i 5 x
w,  i=0,1 a2 (X, ;)
b) f?(xi,ui) = entao =0
* 0 i=2 3 X
_ 3q; (X,)
c) qi(x) =0 entao =0
I X
3g (X))
d) g (¥) =«x entio 02 =1
o
3 X
39, (X, )
&) 9300 = 13 entio — B K
3 X
Mas como .
T -~ 0 - - T - T
- =[ afi(xi,ui)} . v o [afi(xi,ui)} . [aqi(xi) -l X
i i+l 5 x i+l 5 x 3 x !
i=0,1,2
Ent3o, de a), b) e c), temos
(5) P; ~Piyy = 0 i=0,1,2
Além disto
- T
3ag_(x )
pl = - [__29__‘-2_} b
3 x °

Entao, de d) , temos

(6) P, = "M,
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E mais
ag(fi)T 3q, (X.,) T
p=[___3___3_ R v S B

3 R 3 3 X 3

Entao , de ¢) e e), temos

(7) Py = ¥

Logo, de (5), (6), e (7), obtemos

(8) p3=p2=pl=po=u3=—uo

Observando entao as equacoes (4) do Hamiltoniano, vemos que

ﬁz teria que minimizar

H(iz,uz,p3,p°,2) = p3u2
mas isto sO acontece se py=0. ILogo, de (8) obtemos

P3 =Py =P TR, Tu3 T U, = 0
Reescrevendo as equacoes (4), obtemos

> 0 0) = p0
H(X_ 0 ,py/P",0) = piuj
H(i,ul,pz,po,l) = Poul

H (22 Iu2 rp3 rPO /2) =0

H(il,ul'pzlpoll) = poul
entao p? = %k , k>0 pois Ul(il) = [-1,1]
mas entao ﬁo =1 n3o maximiza
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pois U (k) = [-1,1]

Vale ressaltar que a minimizacao do Hamiltoniano nao se da

mesmo sendo convexos Os conjuntos

Fy 0,0, () = (20,0, (), £, (%0, (x)))

como 0 sao, no caso, estes conjuntos no nosso problema, pois sendo

= 0 -
fo(xo,uo) u e fO (xo,uo) u
entao
FO(XO,UO(XO)) = {vir = (uo,uo), u e [-1,17}
A V2
114
§
...1 :
: i >vl  que & convexo
A |
= 0 N
e fl(xl,ul) uy f1 (xl,ul) Uy
entao
{V/V = (ullul) ’ ul € ["l,l] } se xl‘_—
fl(xl.Ul(xl')) =
{v/v = (2,2)} . se xl7‘l
2
- v
X = A w2 xl#l A
1) __. 21—
X ;
-1 ] )
[ } ; ] >_
1 1 vl 2 vl
v -1 K /

que Sa0 CONVexos
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Exg_glo 2

O Problema Original

Consideremos agora o sistema dindmico descrito pela equagao

=u, - 2 i=0,1

com x, € E, ui e E, onde queremos minimizar
1 0
J (X, U) =i£0 £7 (xi,ui) =u

5 P =y - 0 =
Na nossa notagao, temos: k=2, f, (x,,u,) u, -2, fo(xo,uo)

- 0 =
u e fl(xl,ul) 0

o]
Sujeito a:
- " ) o)
xoeXo Xo('\XO onde qo.E+E
x> 0
go:E->E
X x-1

X('3 = {x/qo(x)_<_ 0} =E

X" = {x/go(x)z 0} = {1}

entao X_ = {1}

m
= ¥ " . 2
Xy € X, = XN X, ornde q, : E~>E
x+ 0
gy ¢ E-~>FE
xe 0
logo :
I = =
X5 = {x/q,(x)< 0} = E
X5 = {X/gz(X)= 0} =E
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entao
X2 =E
Y= X' N ™
xleXl—Xl E onde qlv:E-»E
xk 0
logo
V= =
X) = {x/q; (x)<0} = E
entao
X, =E

Os conjuntos de restricao dos controles sao dados por:

U, () = {u/0 <u < x,} 1=0,1

Temos entdo a solucao
Camo xo=l , temos xl=l+uo-2=uo—l orde u er(xo) =Uo(l) =

= {u/oiuil} se escolhemos u e [0,1) entao x, < 0 e consequentemente

U,x)) =f oque nao pode acontecer logo, Go =1 e % =0. Tews entao

uleUl(xl)=Ul(0)={0} logo, ul=0 e x2=xl+ul—2=0+0—2=-—2.

Entao
= (1,0)
X = (1,0,-2)
e - o~
JK,U) =1

O Problema Derivado

Tamos O sistema dindmico descrito pela equacao

xi+l - x:.L = ui -2 i=0,1

com X, € E, u, e E onde queremos minimizar

1
Jx,u) =} £9 (x,,u
i=0 1 1

i) =uo
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. k= = - 0 = 0 -
Novamente temos: k=2, fi(xi,ui) u, 2, flx_,u) u, e fl(xl,ul)

o 'o'o
=0
Sujeito a
X, € X = {1}
X, € X2 =E
X, € X1 =E

Além disto, temos os conjuntos de restricao para os controles:

U, = Uo(io) =u (1) = Lo,11]
Uy = U (%) = U (0) = {0}

Temos entao a solugao
Sendo x* = 1, podemos tomar uX =0 ja que nao ha a possibilidade de u; se
tornar vazio ocomo no problema original, pois Uy = {0} esta fixo. Continuando

= x%* - = - = = * = X = y% * . =
temos x]*f xo+u;2 1+0-2 1 e W 0 . ILogo, X3 xl+u1 2

=-140-2=-3,

Entao .
u* = (0,0) X* = (1,-1,-3)
e
J{(X* U*) =0
Mostremos que também acqui a solugao Otima do problema original,
X e l], nao satisfaz o principio do maximo (3).

Temos O Hamiltoniano
s 0 5y = 0£0(3 s
H(xi,ui,pi+l,p i) =p fi(xi,ui) + <pi+l,fi(xi,ui)>

que deve ser minimizado por G para todo w e U (%), com U= (1,0

X =(,0,-2)
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Ui(fi ) = {u/0 <u < ii}

Desenvolvendo o Hamiltoniano para i=0,1 , obtemos
$ 0 = no -
H(X,u_,p;,p°,0) pluj + py [u - 2]
(9)

Mas como no nosso problema temos:

L RE (R
a) f.(x,,u)=u, -2 entao = 0
iiti i 5
X
u i=0 af0(x, ,4,)
b) f?(x.,ui) =<1 entao idi’i =0
1t 0 i=1 3 X
. 3q; (X,)
) q(x) =0 entio —=-* =0
3 X
3ag (X )
d) g {x)=x-1 entio —2-2_ =1
o
3 X
_ 392(522)
e) gz(x)=0 enta0 ——————— =0
9 X
Mas como . T 05 = T . T
i i+l 5 x “i+l o} 5 x 5 x a i
i=0,1
Entao, de a), b) e ¢) , temos
(10) Py ~ Py = 0 i=0,1
Alem disto R T
RPN L
3 x ©
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Entao de d), temos

) = -,

e mais . T
b = agz (xz) - BC{Z (XZ) \
"2 3 X 2 3 X 2

Entao, de ¢) e e), temos

(12) p, =0

1ogo, de (10), (11), e (12), temos
(]_3) p2=pl=p0=—uo=o

e como gzzo,temos

(14) uy =0
Reescrevendo as equagoes (9), obtemos
H (io,uo,pl,po,O) = p(’uO
H (ilrulrpzrpoll) =0
De (13) e (14) temos que p’ =k k<0 ja que po,po,pl,
HorHo nao sao todos nulos . Mas entao ﬁo =1 n3o maximiza

H(io,uo,pl,k,()) =k My

u, € Uo(xo) = Uo(l) =[0,1]
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Exemp lo 3

O nosso problema agora € o mesmo do exemplo - 2 do capitulo I.

Temos o sistema dindmico dado por

_ 1 1 DT S SR S
xi+l - xi = (- 'i xi + uir ) xi ui) i—O,l
com x, = (xi,xi) e B2 ,u = (ui ,ui) e E2 , onde queremos minimizar
11 1 2
JK,U) = 2 7 % -4
i=0

Na nossa notacdo temos entao:

_ 0 = 1 1 _.2 = (£l 2 -
k=2 , fi(xi'-ui) ] e fi(xi,ui) (fi(xi,ui), fi (xi,ui))
(-1 1 1.1 _ 2
= ( 5 X tuoog ui)
Sujeito a
= i " . B2 Mo
XOEXO XOO XO onde qu + E
x> 0
9 E2 » E2
X B X
logo ,
! = =
X, = {x/q (x)< 0} = E
X('; = {x/go(X)= 0} = {(0,0)}
e entao
' X, = {(0,0)}
Além disto
wam T " nd. 2 m2
xzexz-xznxz onde qz.E + E

xe 0
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g, : B2 > E?
x »0

logo X, = {x/q,(x) < 0} = E2
"= = = P2
X5 {x/gz(x)A 0} = E
e entao ,
X2 =FK
' 2 2 m2
xleXl—XlﬂE onde ql.E +E
x » 0
logo ,
| R _—
e entao
X, = E2

Os conjuntos de restricoes dos controles sao:

2
(x})
)= {lud) /jul] <1, 2] <1-1 (3,
U, () {ta;u) / ‘ull bl \ull hl 3 (16 1+ (xi)2 :

Como vimos no capitulo I, uma solucao otima do problema &:

~ 1 _ _ 17
X2 {(0,0,(3 D, (§,2+-25))

Vejamos agora se o principio do maximo (3) & satisfeito.

Temos o Hamiltoniano

Ev3 0 = nofg Oy 7] -
H(xi,ui,piﬂ,p i) =p fi (xi,ui) + <pi+l, fi(xi,ui)>
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1. 1.
= 0|l s1 -2 R B 3} 1
’9[4 Xy ui] +pi+l|: 2"1*“1]*9‘

Mas no nosso problema temos:

= 1.1 1 1,102 =
a) fi(xi,ui) = (- 5 Xty g Xg - ug ) entao

afi(xi,ui)

I 4

0
b) fi(xi,ui)

0 -~ -~
afi(xi,ui) _

3 X

c) g {x)=0

p—

1 -~ -
afi(xi,ui)

113 &
_ afi(xi,ui)

a g ) = (g)lx), g2lx]) =

xgo(io)

3 x

3 x! 3 x2
205 A 2(7 =
Bfi(xi,ui) Bfi(xi,ui)
3 x! 3 x2
xl - u? ent3o
i i
’_'-‘ “0 - - - -1
: afi(xi,ui) 1
3 x! _ 4
012 -
afi(xi,ui)
0
B 3 x2 L]
3, (X,)
entao 1 1
3 X
(x1,x2) = x
B 113 113
39, (xo) 39, (xo)
3 x! 3 x2
2(3 215
agb(xo) ago(xo)
3 x! 3 x2

N} =

] =
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_ 39, (X,)
e) gz(x) =0 entao = 0
9 X
mas camo T : T T
- of, (X, ,4,) raf9%x,,4,) 3, (X,)
_ i i'i 0 h R . | i1
S LT\l Y LT\ Y . (N
i i+l 3 x i+l 5 x 5 x i
entao, de a), b) e ¢) temos
S i
2 4 0 4
(13) P; “Pj41 = Piy * P i=0,1
0 0 0
além disto
. T
oo [ ],
‘ 3 x °©
Entao, de 4d), temos
0 = —
(14) P Mo
e mais - T R T
_ 39, (x2) 3q, (Xz)
Py = Wy * — | %
3 X 3 X
Entao, de ¢c) e e), temos
(15) p, = 0= (0,0)
(16) Por outro lado, como g, = 0 temos uy = 0. Consequentemente, se ti-

vermos p’ = 0 entdao de (13) , (14), (15) e (16) terfamos

p0=p1=p2=u0=0 e u2=0
o que resultaria muma impossibilidade, ja que p?, Por PyrPyrit sty nao sao to-
dos nulos. Ent3o, tomemos p? = -1, Segue-—se de (13) que

1 1 1
1 Al = - = 1 = 2 - =
A7) P; = Piy 2 Pis1 VTP T3
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2 A2 -
Pj ~ Piy 0

mas de (15) temos que pé = p% = 0 logo, seque-se que p

(17) seque-se que

1 - 1 1 _1
Pi T 2 Piy1 71

Iogo, temos
1= -1
P =71
1=l(—.:.|'_).—.:.!2=—.3_
P07 32 2 Z 8

Temos entao que o Hamiltoniano se reescreve como

= 0sy =121 2 1 1l 1 -
H(xi,ui, pi+l,p ;1) 7 xi + ui + Piy [ 5 xi + ui ] i=0,1

Tembremos que

U () =U_((0,0) = {u = (w,u) / |ul] <1, [u2]<1)

17
512

-

0, (&) = U (D) = () = (al,ud) / ul] <1, [u2] <1-3>)

Desenvolvendo o Hamiltoniano para i=0,1 temos

2 4 (= 3y 1
uo+( 8)u

H(io,uo,pl,—l,o) =

que & maximizado para u(z)=l e u(1)=-l e

1 1 1 1,1
- P+ [-5@ +ul]

H(xllullpzl—lll) l l

o imi 2 -— —-1'—7. 1 = -
que e maximizado para uy 1 12 e 1

Iogo, novamente a sequéncia dos controles 6timos

U= ((%,-1), (0,-1 +c})) ndo maxiniza o Hamiltoniano.

=pi=p§=0,ede
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§ 4 - Condigoes Necessarias para oj\P,_roblena com Ui (x i) .

Queremos agora estabelecer condigOes necessarias para o proble
ma -1, onde os conjuntos de restricoes dos valores dos controles dependem também
do estado. Reescrevemos O problema -1 como problema -2 e formulamos a hipOtese

de inclusao em (23).

(18) * Problema -2 . Dado um sistema dinimico descrito pela equagao
x - xi = f- (xi’uo) i.:o,l,--.,k"l
onde X, € E' & o estado do sistema no tempo i, u; € E' & a entrada do siste-

ma no tempo i ,e fimnafungéo
fi:Eanfn-*En

Achar uma segquencia U= (ﬁo ,ﬁl, cee ’ak—l) e uma correspondente
trajetdria X = (i,il,...,ik) que minimize a soma
k-1 0
L] (xguy)
i=0

onde fI : E" x E' > E . A minimizacio estd sujeita a:

u e U () C ok i=0,1,...,k-1

= X! " ' =
X, € X X n x; onde XS {x/qo(x)_<_ 0}

0

X3 = {x/g,(x)= 0}

cam

m
qO:En+E°
1

. o
go.EnHE
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xkeXk=X]'<f\X]'<'. onde vX'k={x/gk(x)_<‘0}

X = (/g (x) =0}

com q-k : En—»Emk
g : Bl Elk
k
= ' = i= -
X, € X = XN R {x/q; (x) < 0} i=1,2,...,k"1
m.
oom q; joRl

X e (qi(x),...,q:ij(x)...,

ny
95 (x) )

Cabe aqui observar que a Gnica diferenca entre o problema -1,
formulado em (2), e o problema -2, formulado em (18), € que os conjuntos de restri

cao dos controles dependentambém do estado i.e. U, (x,).

Para obtencao de condigOes necessarias acrescentamos as hipd -

teses.
HipSteses-2
(19) A - Para cada i=0,1,...,k-1 e todo u ¢ Ui(xi) as funcoes
fi( ) e E > BN
sao continuamente diferenciaveis.
Seja b= (-1,0,...,0) ¢ ™ e para todo 1=0,1,...,k-1
definimos .
Fi : ED x E' - En+1

(x,u) +» (fg (x,u) , £ (x,0))
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(20) B - Para i=0,1,...,k-1 e para todo X ¢ E , OS conjuntos
F, (4,0, () € BT

sao b, ~ convexos (Vide apendice, Def.3),

1 1

(21) c - As fungoes 9% :E >~ EC e I : E' > E X sdo continuamente dife
3 ) 9 g,x) .3 g (x)
renciaveis e tem matrizes jacobianas e com pos-~
3 X 3 X

to maximo para todo XeX e xeX respectivamente.

(22) D - Para todo X ¢ xi e i=0,1,...,k os gradientes das restricoes ativas,
v qg(x), com j e Ii(x) = {j/qg(x) = 0} s3ao vetores linearmente in-

dependentes.

Hipotese de Inclusao

Se X = (fc,il,... ,)?k) é uma trajetdria 6tima do problema for-

malado em (18), entao
(23) co Fi(xi,Ui(xi)) C oo Fi(xi,Ui(xi)) para todo X; € Xi

Observemos que o conjunto de HipOteses -1 & igual ao conjunto

de HipGteses -2 a menos dos conjuntos de restricao dos controles v, (x i) .

No oconjunto de Hipdteses -2 I{tem B, a exigéncia dos conjuntos
Fi (x,Ui, x))C En+1 serem bo-convexos implica que para todos Fi (x,u') e

Fi(x,u") em Fi(x,Ui(x)), (logo u', u" ¢ Ui(x)) e 0<A<1l temos
AFi(x,u') + (l—A)Fi(x,u") € co Fi(x,Ui(x))
logo existe um u(r) € u; (x) tal que

F, (;ud)) =F, (x,u') + -1)F, (x,u") + b, 82>0
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Entao temos

fi(x,u_(k)) = Afi(x,'u') + (A-1) fi(x,u")
£2(x,u(0) < A£2 (x,u') + (A-1) £2 (x 0"

Por sua vez, na hipGtese de inclusao podemos observar que, se
Ui(xi)(: Ui(xi) para todo x; e X, entdo Fi(xi,Ui(xi))C.Fi(xi,Ui(xi)) para
todo x, e X;, e esta altima relacao implica (23). Logo tériamos ocutras manei-

ras de forrmular a hipbtese de inclusao.

(24) Teorema 2-2 (Principio do Maximo)

Se (uo,ul, ces ’uk-l} e uma sequencia de controles otimos e
(x 0,531,. .e ,S(“k) é uma trajetdria correspondente para o problema de controle &ti-
mo descrito em (18), ent3o existem vetores PorPyree-/D €M £, multiplicado -

res Ao,kl,...,)\km AieEml satisfazendo xi_go i=1,2,..,k , u e:Elo

o)
1
e uksEl‘ e um escalar poi() tal que:
Nem todos pf, Por PpreeerPyr Moy My sao nulos .
Os vetores p, satisfazem a equacao
- 1* T - -~ T s
i i+l 3 x i+l 5 x 5 x i

i=0,1,...,k-1

' No conjunto de partida X = a condicao de transversalidade

% (io) i -
p.= - [———-——} u e satisfeita.
(o) 3 x o
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No conjunto final X, a cordicao de transversalidade

- T N (S T
aq, (X)) 3q, (X, )
o = [___lsi__] y b [__ﬁk___] ) & satisfeita

3 X 9 X

<xi,qi(ii) =0 i=0,1,...,k

Para i=0,1,...,k-1 o Hamiltoniano
H:E xE xEx{0,1,...,k-1} > E

(x,u,p, p% i) »p° fg(x,u) +<p,fi(x,u)>

satisfaz a condicao de maximo .

-~ -~ 0 N -~ 0 -~
(25) H(xi,ui,piﬂ,p i) > H(xi.ui,pi+1,p »1) para todo u;, e U; (xi)

A esta Gltima relacao nds nos referimos como "principio do

maximo".

Observagao 1 - No teorema u, =0 sempre que g, = 0.
Observacao 2 - O principio do maximo formulado aqui & exatamente o mesmo que o

formulado em (3), sO que se exige (23).

Para demonstrar o teorema 2-2, primeiro transformamos o pro-
blema-2, dado em (18), em um problema de programacao matematica. A seguir intro
duzimos um conjunto Q' que sera usado com a extensao do Teorema Fundamental
(Vide apéndice, Teorema 3). Por Gltimo, mostramos que o conjunto C (Z,0') é

uma aproximacdo oonica do conjunto ' em 2z (Vide apendice, def.l1l).
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Transformemos entao agora o problema de controle 6timo dado

em (18) em um da forma do problema basico (Vide apéndice , def.4).

_ _ v = (o0 1 =
Para i=0,1,...,k-1 seja Vi (Vi'vi) e BV onde vy

= (v;,vi,...,v;l) ¢ E'. Entdo a equacao

X1 "% < fi(xi,ui) i=0,1,...,k

€ equivalente a

X4 = X, =V, com v, € fi(xi,Ui(xi)) i=0,1,...,k-1

Finalmente seja
_ (k+1) + k(nt+l)
z = (xo,xl,...,xk,vo,vl,...,vk_l) e E

podemos entao definir as funcoes f e r e o conjunto de restricoes 2 como:

k-1
(26) £(z) = ] VO
. i
i=0
Txl - xo - Yy
x2 - xl - Vl
(27) r(z) = - ; - =0
X% 1" V-1
go(xo)
g, (x,)
L k xk -
(28) Q = { z = (Xo,xl,..a,xk,yo,\_ll,..'.P,Yk_l) / Xi € Xi ’ i=0'l,ooo,k

e v, € Fi(xi,Ui(xi)) , i=0,1,...,k-1}

Assimem 2 os v, 's estao restringidos por X;e Xi e pe
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los Ui(xi). Observemos tambénkque para z e Q, v_f.i = fg(xi,ui) para algum

x; € X; e u eU (x,). ILogo, pela definicao da funcao £ temos

k-1 o k-1 0
flz) = ng vi = izo £9 (x; ;) z e

Introduzimos agora um conjunto Q' que serd usado com a exten

sao ¢o Teorema Fundamental (Vide apéndice, Teorema 3).

Seja
(29) Q' ={z= (xolxlr“‘lxklyorzll'-':_Yk_l) /

e v, €00 Fi(xi,Ui(xi)) ' i=0,1,...,k-1 }
Lema 1-2

e D

O conjunto Q' satisfaz as hipGteses da extensido do Teorema

Fundamental em relagaco a @, f e r.

Dem,

Seja z* = (x* x¥,...,x*,v*v¥, ..., v* !
7 (O’ 1’ 'xk'YO'Y}_' 'Yk"l) e 0

3 * * =y %* * *
mas como os conjuntos Fi(xi,Ui(xi)) sao b0~com7exos e vieco Fi(xi,Ui(xi)) C

C fx-‘.l j.:O’l"oo'k"l
temos que existem

§ e F AU R, 120,1,... k-1

tais que

S ok
Vi %'*'Sbo ;, B>0

s’
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logo
v, = v¥ e ¥ <vil i=0,1,...,k"1
Entao para
Z= (X xF e T Y ey ) temos
i x - * - <7 ] i * - * %* ]
xl xo Vo xl xo Vo
- X - v - -
i x§ xl vy x§ x{ vi
r{z) = . = . = r(z*)
X X ~ 7 - * - %
% 7 %17 Y%k-1 % T %1 Y%Al
9y (%) % x8)
* *
| gk (xk) i i gk (X. k) ]
e
k-1 k-1
£@ = ] V) o< ] vl o= £z .
i=0 i=0

Iogo, o conjunto Q' satisfaz as hipoteses da extensao do Te-

[

orema Fundamental em relacao a 2, f e r.

Lema 2-2

Suponhamos que zZ= (io,xl, ...... ,ik,fo ,\_“r_l,......,\zk__l)

seja uma solucao otima do problema -2, dado em (18), i.e. (io,il,...,ik) e uma

trajetoria otima e v, = Fi (xi,ui) para i=0,1,...,k-1 orde (uo,ul, .o ,uk__l)

€ uma sequéncia de controles Otimos. Além disto, assumimos as hipoteses dadas

em (19) e (20). Entao o conjunto
C(2,2') = {62 = (8%, 8%yreees 8y 8V ,8V) 008y 1) /

) '
8x; € T C (XX} )
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aFi(xi,ul)
e (8, —|i-——-;—-—;—-———-:, §x;) e RC (v, ,c0 Folg 0, (0}

€ uma aproximacdo odnica do conjunto Q' em Z (Vide apendice, Def.ll).

Dem :

Fm primeiro lugar, devemos mostrar que C(Z,Q') & um cone
convexo. Seja entao um vetor nao mulo §z e C(Z,2'), e A>0 um escalar arbi-
trario, entao

s w1y a2
A&, € IC (xi,Xi) ja que

i
<Vq:.}(i.), A6x.> = A<qu(x 6x.><0
i i i
e
B aFi(ii,ﬁi)
6 — -~ -~ -
| A by, - A Gxi e R C(!i' [oe) Fi(xi,Ui(xi)))
pois se
5 oF (xl,ul)
§ - ——— = =
I vy - Gxi] e R C(v ,C0 Fl(xl,Ul(xl)))

entdo existe um E>0 tal que

aFi(xi,ui)

- P - -
\_ri+a[ vy Gxi] > coFi(xi,Ui(xi))

para todo « ¢ [0, E]. Ent3o se tomamos EJ.:EX' temos que

9 X

oF, (. ,1,)
V. +al .2 _(Sy_i - -———a—;—“——- A (SXi £ ©O Fi(xi,Ui(xi))

para todo a € [0,_F1]logo (30) é verdadeira. Temos entao, se 6z ¢ C(Z,0') en
tao X & e C(z,0') para X >0 i.e. C(Z,0') € um cone. Mostremos agora

que ele é convexo. Usando o Teorema 2 do apendice, mostremos que §z' + 62" ¢

n

e C(z,2') se 62'e 62" estao em C(Z,R'). Temos entao que 6x5_ e 8] es

tao em I C(i,xi) mas camo

(v a (2),6x] + ox1 > = Gt >+ {vat@, x> <o
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- 1 n Y 1
(31) entao . Gxi + Gxi e I C(xi,Xi)

Por outro lado, temos tambem v e ng'i pertencentes a
RC (f/_i » ©F; (ii,Ui (ii))) que & uma aproximacdo odnica de primeira espeécie (Vi
de proposicao 2, apéndice) logo, um cone convexo. Ent3o, pelo Teorema 2 do A

péndice

] " < v kvl
(32) v + 8vy ¢ RC(V,, o F, (X;,U, (X))

entfo, de (31) e (32) temos que 6z' + §2" ¢ C(5,2') , logo C(£,9') & um

cone convexo.

Finalmente para toda colecao finita {62,,... ,<Szp} de veto -
res linearmente independentes em C(Z,Q') temos que exibir um e > 0 e uma fun

cao continua ¢

£: 00 {2,z + eazl,...,i + erp} + Q'
tal que

£ (Z+ 682) =2+ 82 + 0(82)

|16z} |0 | 82|

o

Seja entao 8211825740 ,Gzp ura colecao finita de vetores li-

nearmente independentes em C(Z,0') ocom

GZj = (5X0j,6)(lj,...,kaj,(sv_oj,ﬁzlj,-..,5\_7(k_l)j)

logo, pela definicao de C(z,2'), temos que

8X e I c(ii,xi) , i=0,1,...,k e 3j=1,2,...,p

i3
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e
- 9F. (%, ,4,)
. —-— A\. l l l - -~ -= —
=1,2,...,p
onde
(\_rij - V) eRC (¥, ,00F, (X;,0; (x;))). Como os cones internos

bvd [] : s -~ - - ~ . —~
IC (xi,xi) e os cones radiais R C (Vi' oo} Fi(xi,Ui (xi))) sao aproximacoes
conicas de primeira espécie (apéndice, proposicao 2, teorema 4) entdo para a

colecao {axil,éxiz, cens 6xip} de vetores linearmente independentes em

-

-~ [ —~ - - -~ .
IC(x,,X;) e para a colecao {v ., Vir¥igree Yy ¥,} de vetores linearmen

te independentes em m(?_i,ooFi(ii,Ui(ii))) entao existe E>0 tal que

ol v v v ]
c:o{xi,xi + Eaxil,xi + Eéxiz,...,xi + deip} C X;

e
cof¥, ¥, + E(W,y = 9), 9, +E (v, = F),...,0, + E(Xip -v) C
Consequentemente, pela proposicao 1 do apéndice para quais -
quer escalares ul, uz,...,up satisfazendo uj >0 j=1,2,...,p e

§ uj <1l temos
j=1

= J ' -
xi+ E JE u Gxij € Xi i=0,1,...,k

v, + E ’f W (v, - v,) e coF, (X,U, X)) i=0,1,...,k
NOs afirmamos que o acima citado E>0 serve para nosso pro-

posito e portanto passamos & construgao da funcao ¢. (Justificamos a afirmati

va no processo de construcao).
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Construiremos a funcado. ¢ em duas etapas. Primeiro obtere-
ms uma representagéo,para 0s vetores z = Z + §2 pertencentes a

c { 2,z + E$2,,...,Z + ES2_} em termos dos vetores em X! eem F_ (X, ,U,(X,)).
p 1 1 177ii

1
Ent3o, como sabemos que a funcao £ tem de ter uma expansio da forma
£ (Z+ 62) =Z + 8z + 0(62) definimos £ de maneira que a parte linear tenha

a representacao obtida na primeira etapa e, além do mais, £(Z + 6§z) € Q'.

Seja C=o0 {Z,Z + Eszl,i + Eazz,...,i + Eézp}. Entao para
qualquer z € C temos
z=E+EEuJ(z) sz,uj(z)iO,E uj(z)_<_l
j: j:

(33) logop éz=z-2=E § 13 (2) oz, .
j=

Além do mais, como os vetores dzj sa0 linearmente indepen-

dentes para cada z ¢ C oOs escalares uj (z) 3j=1,2,...,p sao univocamente de

terminados por (33).

Agora, como (Kij - ¥,) e RC(Y;, o F;(X,,U; (X)))) , temos

que:

-~ k -~ -~ -

v, + E ? wv, -V,) ecoF (x,,U (X))

-3 k=1 —ik i b B A RS |
para quaisquer escalares ul,uz,...,up satisfazendo uk >0 e § uk <1l. Io

. k=1

go se tomamos u3=leuk=0para k #3j entao

v, + E (zij - \li) £ CO Fi(xi,Ui(xi)) ' i=0,1,...,k-1

j=1,2,...,p

Iogo como ¥, + E (Y-ij = ¥) e oo F (X,U (X)) existempa
ra cada i=0,1,...,k-1 e 3=1,2,...,p, uzj e U;(X,) com o=1,2,...,s, tais

que:



53

Sj
-~ -~ - o - o
Uit Elyy ) = I oA Fy (& pu55)
a=1
Si
com i=0,1,...,k-1 3=1,2,...,p e onde A: >0 e J A; = 1. Consequen
a=1
temente, para qualquer &z = (Gxo,sxl,...,dxk,év_o,...,6&(_1) =2z -z onde
z ¢ C , temos
(34) 6%, = E.E pI (z) 5, 5 i=0,1,...,k-1
=1
e
F, (X, ,4,) .
(35) v, = -Gk, + E If Wi(2) s -9 =
3 X j= J
aFi (ii’ﬁi) 3 ;i a a
= Sx, + § u (z)[ A, FL(X,,u.L) -‘Tr.]
5 x ik L 11T —i
i=0,1,...,k-1
As expressoes (34) e (35) nos dao a desejada representacao de
vetores em C em termos de vetores em Xi e em Fi(ii,Ui(ii)).

Definiremos agora a funcao £ : C » Q'. Seja z=(xo,xl,...,

X r ¥, ,y_l,...,&_l) e C um vetor arbitrario e 6§z =z - Z entao

orde os

. i J
= - J o o _ -

uw(z) 's estdo univocamente determinados por (33).

Em primeiro lugar, observamos que por construcao, para todo

z = (xo,xl,...,xk,\_ro,\_rl,...,y_k_l) e C temos Xy € xi para i=0,1,...,k logo
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y; (z) € X{ . Por outro lado temos a hipbtese de inclusao.

(36) o F, (x,;,U; (ii))C oo F, (X, ,U; (ii))

Logo, como os controles uzj estao . em Ui (ii) e os escalares

wl(z) satisfazem Il (2) >0 e ? u (2) <1 é claro que w, (z) e co Fi(xi,Ui(SZi))

[ j=
pols E . I: s :I
- 5 3 a @y _ 5 =
w, (2) = F, (x;,8,) + L u (2) a£1 M Fy O ougs) = Fy (8
. Sy .
=Fx.‘.+§3 A, (x, ?.—EJ F, (x,,04,) =
i( l’ul) sE u” (z) azl i i( l’ul]) 54 p- (2) l( l'ul)
I f w1
- _ -~ 3 a a
1 R u (2))F, (x,,4,) + L u (2) azl Ap Fy 0 0a5s)
mas
Si
] Af =1 logo
1
=1

. . Si
(1-§ W (z) + E Wiz) § af=1
j=1 3=1 a=1

entao w; (2) € uma combinacao convexa de elementos de Fi(xi,Ui (ii)) logo,

yi(z) € €O Fi(xi,Ui(fEi)) e por (36) temos A (z) € co Fi‘ (ii,Ui(ii)).

Entdo a fungcao £ & realmentede C em ' por construgao.
Temos que mostrar ainda que £ pode ser escrita da forma ¢ (2 + 6z ) =

=2 + 8z + 0(52). Seja entao ) )
ul(z)

~ 2 (2)
u(z) = Wl(z),122),... P (2) = :

| \P(z) |




55

Mas ja sabemos de (33) que para z ¢ C temos

z-E=[Eézl Esz, .. Eézp] 1 (z)

u% (z)

A up(Z) i

it

entao z - Z =Au(z) onde A=[E<Szl E622 ESZP}. Mostremos
que A & injetiva pois dal podemos garantir uma inversa a esquerda para A (Vi

de apéndice, proposicio 3).
Seja Ba=y Ab=y entao Afa-b) =0 i.e.

E C521(31 -bl)y + ... + E zSzp(ap -pP) =0 masos (Szi's sao linear-
mente independentes, logo (ai - bi) =0 i=1,2,...,p i.e. a=b eentao A
& injetiva. Consequentemente podemos garantir que existe Y inversa a4 esquer-
da de A, tal que

(37) Y{z - 2) =ul{z) ou Yéz = u(z)

Seja agora Z; (z) uma matriz com p colunas onde a j—ésima

coluna desta matriz & dada por
5i
[+

38 ] A%F (xu

) - F, (x,,4,)
w=1 b A N R Iy h A R 1

entao

Zi(z)=[zéix) Zi(z) Z?(z)]

orde z;{ (z) = (38). Mas da definicao da fungao ¢ temos que

. 5i
. - - 3 o oy _ o
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entao podemos substituir os somatdrios da equacao. anterior por Y e 2 4 + logo

W, (@) =F, (x,8) +2,(2) u(2)

entao temos

‘ yi(z + 8z) = Fi(xi + éxi,ui) + Zi(‘z + 82z) u(z + 8§z)

e usando (37), obtemos

Ei(z + §2) = Fi(xi + Gxi,ui) + Zi(z + 82) Yéz.

Agora, por outro lado, temos que as funcoes

fg:Eanm—*E e F‘J.h(,u):En-WE:n

sao continuamente diferenciaveis. ILogo, podemos escrever

(39) Fi (xi + éxi,ui) = Fi (xi,ui) + [

onde

1lim
|1sx,|]+0
1

Alem disto, temos

(40) zi (Z + 6z) Yoz

pois

zi(i + 82) Y&z

11¢5 1P (5
Zi (2+62) .... Zi (z+62)

i

se decpmpoe como

7Dl L. .zi(n+l)p(2+az)

F, (X, ,1,) -
1 i7d :|6xi+ Oi(dxi) -
9 X '

| Ic—)i(GxiH

N

Zi (Z) Y6z + Oi(sz)

[zj}.(z + 82) ... z‘g(i + Gz)] Y6z =

" Y&z

Observemos que um elemento genérico da matriz Zis Zik (Zz+52)



57

ik -
. . " 327 (2) .
ng(ii-&z) = zik(a) + [-—i-—z———J 5z + ozsz)
orde
] [O:i]k(cSz), I
lim =
||sz] [+0 | |6z

Observemos também que se Ai € a matriz formada pelos elemen

. . k,~

tos da forma ik - [—a—zi—(—z)—] §z e O‘J!‘(Gz) € a matriz formada pelos ele -
. 3 z

tos OJk(éz) entao

-~ = - '
Zi(z + 82) Y&z Zi (z) Y8z + AiYéz + Oi(az) Y6z

Temos tambem que

L ¥Rl )] (] lsell
fszll»0  [lozl|  ~ |lszl]»0 [z |
n+l SZ:.jk
=um |l [|¥ll < um || | ezl [1¥]1=
| |62] [»0 |162]]+0 3=1 k=1

=0
Ent3o, se notamos 6i(az) = A, Yoz + O} (82)¥6z , temos

Zi(z + §z) = Zi(z)Yaz + Oi(éz)

onde

]

Entao, usando (39) e (40), podemos escrever

Ei(z+62) = Fi(xi + Gxi,ui) + Zi (z + 6z) Y&z =
. BFi(ii,ﬁi) - . =
= Fi(xi,ui) + —-——a-—;——— éxi + Oi(éz) + Zi(z) Y&z + Oi(éz) =
= Fi(xi,ui) + o —— Gxi + Zi (z) Y8z + Oi(<Sz)

3 X
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onde Oi(éz) = (-)i(éz) + 61(62). Ent30 temos

N (ii,ﬁi)
(41) ﬂi (z + 62) = Fi(xi,ui) + 3 - Gxi +

. si
+ E w (2) [ ) )\z Fi(ii,ﬁij) - Fi(ii,ﬁi)] + 0, (62)

j=1 =1
onde
|10, (62) ||
| 182 |0 ||8z]|
Iogo, para qualquer z = Z + 6z ¢ C temos
£E(Z + 62) = A(yo(i + éz),...,yk(i + §2), yo(i + 62),...,g_vk_l(2 + §2))
(42) mas yi(i + 8z) = ii + Gxi i=0,1,...,k

e de (41) e de (35) temos que

(43) w, ( + 62) =T, + v, +0,(s2) i=0,1,...,k-1

logo, de (42) e (43), temos que a funcao ¢ se decompoe em

£ (Z+ 82) =2+ 6z + 0(82)

onde
|1o(s2) ||

lim @ ———
|lsz| >0 []sz]|

e consequentemente, temos que C(Z,2') & uma aproximacao oSnica do conjunto @'

I

em 2.

Logo, agora temos dque o conjunto Q' definido em (29) satis-
faz as condicoes da extensao do teorema fundamental (Apéndice, Teorema 3) em rela
cao ao conjunto Q definido em (28) e em relacao as funcoes f e r definidas em

(26) e (27). Além disto, o conjunto C(Z,Q') & uma aproximacao cOnica de Q'
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em Z. Concluimos entao.da extensao do teorema fundamental que existe um vetor

ndo nulo ¥ =(p%,1) ,com pd <0 e T = (-Pyr Pyreeer B b '"k) onde

n 1o 1

p e E ,pie:E r u_eE eukeE' tal que

<‘P ’i(zl_ Gz> <0 para todo 6z ¢ C(Z,Q') e onde

3 X
f(z)
F(z) =
r(z)
entao
(a)  p(vE@E) 6z + < ar(z) 5z> <0 para todo 6z € C(3,0').

Surstituindo entaio f e r em (44), temos para todo 6z ¢

e C(z,0") :

k-1 k-1 ag (x )
(45) poi.-z_-o svg + i£0 = Pi41 ’ (éx = Gx - ov, )> < 6x> +
-.2gy (%)
+ (¥ — <0
<k' 3 x xk> -

Estamos agora em condicoes de demonstrar o Teorema 2-2 .

As hipbteses C e D dadas em (21) e (22) respectivamente, nos
garantem que nem todos os p? , Do r Py 7 oo 1 B v Uy v My _sé'o mulos.

Provemos agora (25). Suponhamos cque

GZ = (0,0,.0.,0’62 0‘,0-0’0) € C(E,Q')

i!
entao de (45), temos

(46) p°6v +<pi+l,6 >< 0 para todo Gv € RC(v , OF (xi,U (x )) .

Mas F, (x,,U; (%)) C oo F, (x,,U; %,)) C oo F, &, ,U; },)) C RC(F,,00 F; &, ,U; (1))
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logo, de (46) obtemos

0| £0(5 Gy - £0(3 —
(47) P [fi(xi,ui) fi(xi,ui)]+<pi+l, fi(ii,ui) fi(xi,ui)> >0
que & uma expansao de (25). Observemos que a aderencia do conjunto

RC(v,, co F, (x;,0, (X)) + { ¥, }

oontém o conjunto ©o Fy ()‘Zi,Ui(ii)); como este Gltimo & convexo e (47) vale pa-

ra todo u, Ui(f(i) temos que (25) é.verdadeira.

Seja agora 6z = (0,0,...,0,6xk,0,0,...,0) com éxk €
€ TE(xk,X)'() . Ent3o (45) nos di a relacao
- T
3q, (X,)
(a2 ) 2 o
3 X
para todo 8%, ¢ TC(ik,X]'() , isto e, para todo 8%, satisfazendo
i .
[ L (xk)

éx, < 0 , com qj(')=0 e jell,2,...m1} . BAplicando
s X J x %k Mk

S

o lema de Farkas (Apéndice, proposicao 4), temos que existe um vetor em E

tal que T

- [iz&f wn - [,

3 x 3 X
< Ayer qk(ik)> =0, isto &
a, (5) " s, (57"
ae[BRY, 3,

J X 9 X

<Aqukl (ik> = O
Analogamente, seja 6z = (0,0,...,dxi,o,...,d_gi,o,._..,0) um
vetor de C(z,Q') i#k oom

F, (X, ,0,)
v, = [ ii l]axi

1 3 x
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Entao, de (45), temos:

Cafd (%, ,4,) of, (X,,8,)
R i A A > < i >
p? ————, & +{p,.., —2 11 & D, 6x
< 3 x i+l 3 x < +1°
_<pi,esx].’>_<_o

para todo 3x; € —ﬁ(ii’xi) , isto é,para todo 6x satisfazendo

i
3q3‘ (ii) - -
e 3, < 0, orde q?(x.) =0 para je{1,2,...m }. Apli-
5 x i - i i

i _

cando novamente 0 Lema de Farkas, obteamos

0(s = T s y-T
o o= [ afl(xl,ul)J e l:afi(xi,ui)] . [aqi(xi):’ X

i i+l 3 x i+l 5 x ! 5 x i

i=0,1,...,k-1

Iq (x'i)> i=0,l’ s e e ,k—l
: 3g_(x ) 3
Finalmente Po =~ || ¥, © simplesmente uma defini

]

gao constante.

Dado o sistema dindmico descrito pela equagao

- = 2 _
Xi41 %3 = ) 1

ocom xieE, uieE,ondequeremosminimizar

1
Jgu) = O fx ) = @)?
i=0
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Na nossa notacao temos: k=2 , fi (xi,ui) = ‘(ui)z -1,
2
0 —3 0 s
£ (xo,uo) u e f (xl,ul) 0
Sujeito a :
e
- ] n .
x, € X xoﬂxo onde q :E~E
x +~ 0
9, * E-+E
X > x~1

logo
X, ={x/q (x) <0} =E
Xg = {x/go(x) = 0} = {1}
entao
X, = {1}

X, e X, =X N xX¥

logo

—~
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= x! . aul
X € X XlﬂE onde q; :E-E
x>0
logo
| J— -—
X = {x/q;(x) <0} =E
\
entao
X, = E

Os conjuntos de restricao dos controles sao
U; () = {0/ =[xy <u < xl
Temos entao a solugao.

Como xo=l temos que uOon(l)={u/-liu_<_l}. 1ogo ,

_ - 2 4 _ 1 - -
se tomamos uo—Otemos xl—xo+(uo) 1=1+0 l—OeuleUl(O)-

= fu/0 <u <0} = {0} . Entdo, x,=x + (4)?-1=0+0-1=-1. Oonse

1
q{ientenente temos

> )

U= (0,0) = (1,0,-1)

Observemos que, quando fixamos as restrigoes dos controles pa
ra cada i, Uy = Ui(fii)) » i.e. quando formulamos o problema derivado, ele admi
te a mesma solucao i.e. u* = (0,0) e X*=(1,0,-1) oomo solugao 6tim§.

Senao vejamos, temos que

U =U(X)

o = Uy (X {u/-1 <u <1}

U, (1)

[-11]
Up =0 (%)) =0.00) = {u/0 < u <0} = {0}

e como x(’; =1 temos u; =0¢ Uo , j& que queremos minimizar J(X,U) = (uo)2
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A seguir obtemos x*=x;+ (u;)2—~1=1+0-—1=0 e u*¥ =0, entaoc x% =

1 1 2
2
= y%k * -— = - = e
xl + (ul) 1=04+0-1 1 .
entao
Ux = (0,0) = U e X* = (1,0,-1) = X

Além do mais, temos que a solucao Otima, X el , satisfaz o

"principio do maximo" (25) .

Temos o Hamiltoniano
% 0 4y = n0s0(y 3
H(Xiruirpi,,,l:P /i) p fi(x'ui) + <pi+l' fi (x-ilui)>

que deve ser maximizado por ﬁi, para todo u; € Ui(ii). Mas no nosso proble-

ma tamos
3f, (X, ,4,)
a) f,{x,u) = (u.)2 -1 entao B S W 0
RS R | i 5
X
(@)? se i=0 s 4
o _ afg(xi,ui)
b) fg{xi,ui) = ‘ entap ————= =0
0 se i=l 9 x
_ 3q, (X,)
c) qi(x) = 0 entao —_—— =
3 X
3g (X )
a g.(x) =x-1 entdo 2.2 -3
(o)
3 X
_ agg(ﬁ?z)
e) gz(x) =0 entao —_— =0
3 X
Mas como T T m

of, (X, ,4,) (%, ,4,) 3, (X,)
- i1 i i1 _
Py = Piy1 ~ [ " } Piny * B [ “} "‘[ ] oo 0L

3 x 3 X 3 X
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entio de a), b) e c) temos

(48) Py = Pj4q = 0 i=0,1,
alem disto
P T
pe o[22
3 X °
entao de d) temos
(49) Py = " ¥
e mais
g ()T 3q (J'Z)T
p = ___2__2._ u + -—__2—_-2_ )‘
2 3 X 2 3 x 2

entao de c¢) e e), temos

(50) py, =0

logo, de (48), (49) e (50) temos
(51) Py =Pp =P, =~ u, =0

(52) e camo gzzo temos u2=0

Temos entao que o Hamiltoniano se escreve para i=0,1 como

- 2
0 0
(53) H(xo,uo,pl,p ,0) =p (uo)
(54) H(:’Zl,ul,pz,po,l) =0

entdo como p? < 0 , ja que por (51) e (52) Py =Py =P, = - U, = uy, =0, te
mos que ﬁo = 0 maximiza (53) e ﬁl = 0 maximiza (54). Isto &,0 principio

do maximo & satisfeito.
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Vale a pena observar ainda que neste problema U, (X,)C U, (x;)

para todo x; que satisfaz x - X = (ui)2 -1 , pois

i+1

u () =0 M cU x) =00 Jaqe X ={1}

e

U (&) =0 (0) = {0} € U;(x)) = {0/ = x| cus[x[} = #
s x;=x + @)’ -1=1+ @)*-1=(u)?
logo

. 2 2, _

= {u/-(u)” <uc< (@)™} =* mas

u eU (x)=0()={w/1l<uc<l} =[-1,1 ]

logo

** = {u/~-l <u<1l}=[-1,1]
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capITULO III

§ 1 - Apresentacao

Apresentamos agora um problema de controle otimo onde os con
juntos de restrigdo dos controles, U; (x;) sao descritos por uma desigualdade do
tipo R, (x;,u) <0, onde R, é uma funcao continuamente diferenciavel. Sugeri-
mos a sequir um "principio do méximo modificado" para este tipo de problema e da-
mos condicOes em que ele é satisfeito. Finalmente, retamamos o exemplo 3 do capl

tulo IT e mostramos que ele satisfaz o "principio do maximo modificado".

§ 2 - Principio do Maximo Modificado

(55) Problema : Consideremos um sistema dinamico descrito pela ecquacao

(56) X -x = fi(xi,ui) i=0,1,...,k-1

i+l

onde e E' & o estado do sistema no tempo i, u, € E' & a entrada do siste

!
ma no temo i, e f, uma fungio f +E x B' » E' . Achar um sequéncia 0 =

-~

= (uo,ul,.. . ’uk—].) e uma correspondente trajetoria X = (xo,xl yooo ,xk) satisfa-

zendo (56) cque minimize a soma

k-1
izo £ (x; ruy)
onde fg : Eanm+E i=0,1,...,k-1
A minimizacdo estd sujeita ds seguintes restrigoes:
u, e U (xg) = {u/Ri(xi,u)' <0} i=0,1,...,k-1

onde Ri :Eanm->Ewi



68

X, € Xo = X(') N Xc'; onde Xé = {x/qo(x)' < 0}
x('; = {x/go(x) = 0}
oom g : En—>Emo
° 1
%Y ¢ En->E°
'xkeXk=X]'<(\X]‘; onde Xp = {x/q (x) < 0}
X = {x/g, (x) = 0}
oom . N e
Y * En-*Elk
X, € X =x! N ' = {x/q(x) <0} i=1,2,...,k-1
com o : &, Emi

-

- . ~ 0 ~ s
Alem disto, as funcoes fi' £, Ri’ 9Gr 9, © 9 SO conti

nuamente diferenciaveis.

Teorema 1 — 4

Se z = (x ,x ..,xk,u ,ul, ..,uk l) € uma solucao Gtima

do problana descrito em (55), entao existem vetores p o/Pyres /Dy €m E '

) e my
uo e E ’ uk e E ’ )\O,Xl,..., Ak orde )\i e E e Ai

onde y; <0 (i=0,1,.../k-1) e um escalar pPeE plc<o,

_‘_ O (1=0'l'o-.,k)’
YorYll-nrYk__l
tal que :

nao todos Polpll---rpkl uolukl)‘orkll---lAkIYOIYl'~~~IYk,_l r Po sao mu-

los.
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e gm =y T s =, T
of, (X, ,G,) 1 afd (X, ,4,)
_ _ iiri 0 1717
A [ 3 x ] Pig T P [ 3 x ] ¥

- s - T
aq, (X,) 3R, (X, ,u.)
o+ [_...i'___.LT )\i + [......_J.'.__.J;._..].‘.,.] Yi ’ j_:()']_,“qk—]_

3 X

- T
39‘0 (XO)
D
- T _ T
59 0 - [ agk(xk) ] e {3@5}( (xk)J S
E k k
3 X - 3 x

a -~ -~ T -~ -~ T -~ ”~ T
. afi (xi,ui} afi (xi,ui) aRi (xi,ui) _
60) p° |—1 | 4|22 1| p o+ |12 |y =0

3 u 3 u 3 u

i=0,1,...,k-1

(61) <Ai,qi(ii)> = 0 i=0,1,...,k
(62) < Yy Ri(ii,ﬁi)>= 0 i=0,1,...,k-1
Den,

———

Podemos transformar o problema dado em (55) em um problema
da forma: minimize f£(z) sujeitoa r(z) =0 e ze Q= {z/0(z) <0,

R(z) < 0} ( Vide apéndice, Def.14) .

Fazemos entao as identificacOes

k+1)} +
Z=(X'O'Xl"”'Xk'uo’ul""'uk—l) s:E’n( )tk v
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e sejam f, r, Q e R definidas por:

: k-1
£(z) = ] £] (x;m)
i=0

entio £ : E + E

| Xy = Xy T fo(xo,uo)
Xy = X% - fl(xl,ul)
r(z) =
% T %1 Feen Mo )
go(xo)
9, ()

entio r:E »EXTlotlk _gl

[ qO(xo) ]
q, (x,)
0(z) = i1
qk(xk)
entao Q : EV+EbeEmlx xEmk=Es
Ro(xo’uo)
R, (x,,u,)
R(z) = 1717 | <o

Ry (g ) .

S

_ W, w -
entao R:EV»EOXE]'X...xEWkl = Ew

e 9 e definido por 0 = {z/Q(z) < 0, R(z) < 0}
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Pelo teorema de Fritz John (Vide apéndice, teorema 5), temos
que existem um escalar y0 U vetor VY e El, um vetor A € Es e um vetor

yeEw tal que :

T

EE) T 3r () r30(2) IR(3)
o [20fo ] e
3 2 A A 2 2 !

< 0ED =0
<y, R(§)>= 0

Observemos que podemos escrever

Y e B = xEx ... xEPxECxEF
| ———
k

(64) i.e. ¥ = ( “Pyr Porecer Bys uo,pk)

onde p; € E i=1,2,...,k

me
uermo e uksE
m M
(65) y cpS=pPXE X..XE

ioeo A = (AO’Al,"...,Ak)

my .
orde >‘i e E i=0,1,...,k

W, \4 —
(66) YeEW=E°xElx...wakl

i.e v = ( Yo! yl,.....,yk_l)

Wi
onde vy, ¢ E

i i=0,1,...,k-1

(67) além disto escrevemos Y0= p0



Se ent2o resolvemos a equacao (63) usando (64), (65), (66)

e (67), obtemos

-~ -~ T 0 -~ -~ T - T
) ) afi(xi,__ui) . o0 sfi(xi,ui) . ,aqi(xi) -
P17 P T | T T ] P TR T A

3 X 3 X

3R, (:‘ci,ﬁi)
+ vy ¢ 170,100 .k-1

3 X

p.= - |————| u

0o 3 X (o]
[agk(?ck)‘ }T [3qk(”<k) }T
= et —— vl F | ————— X
pk 9 X k 9 X k
0¢s A (T = a \_T s A T
po[ afi(xi,ui):l . [ afi(xi'ui):| . . [aRi(xi,ui):[ =0
3 X 3 u Ti+l 3 u i

i=0,1,...,k-1

e resolvendo <>\, Q(2)> =0 e <y, R(§)> =0 obtemos

ryray R) D> =0 i=0,1,...,k

< vy Ry R ,8) > =0 i=0,1,...,k-1

[

Corolaric 1 - 4

Se z = (X rXyreeerXy UosUysee,ty ;) € uma solugao oOtima do
problema descrito em (55) , se

-1

3R (%, ,4,)

(X, ,

[———-—-—l——i‘-—:l existe, se 9y = 0, se q = 0 (i=0,1,...k) entao
3 u ’
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existem vetores p_,p;,...,B em ', uern e p’ e E tal que:

n2o todos DDy reee ,pk,uo,po s3o nulos

of; (1,8,0] [ OR (4,7 [oR (R 8,77 of] (1,8,
(68) p, - p,.. = i i) i i’7i iAo,
i i+l i+l
L 9 X au

3 u 3 u

Po

05 14T T,s = T o=l .00 =
. [afi (xi,ui)] _[ 3R (xi,ui)] [: 3R (xi,ui)} Ffi(xi'ui)
3 X - I u

3 X 3 u

i=0,1,...,k-1

T
3g_(X )
o
(69) p =-[~—°—————} u
(o) S x o
(70) B =0
M‘
—_— T -1
dR (xi,ui)
Se | ~————— - existe, entao de (60) obtemos
a u
RL (%, ,d,) T L SE0 (R, ,4,)] T 3, (R, ,4,) T
1) vy, = i1 p___lll] +[;111 D.
1 5 u °© su - 2 u i+l

Se agora substituimos (71) em (50), obtemos (57). De (58)

temos (69). Por hipStese temos também 9 = 0 e % 0 , entao de (59) seque

B =0 . D

Definicdo (Principio do Maximo Modificado)

Se z = (xo,xl,...,xk,uo,ul,...,uk_l) e uma solucao otima

do problema definido em (55) dizemos que o principio do maximo modificado € sa
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"o Ty

tisfeito se existem vetores PorPyres+iP em En, M € E", My € E ’

m,
i ; nd
e A <0 (i=0,1,...,k) , YorYyreserYp OnCe

>‘o’>‘1’”">‘k onde }‘i e E

w.
YisEl e y; <0 (i=0,1,...,k-1) e um escalar p?

e E, p <0, tal que :
nao todos po,pl,...,pk,pk,uo,uk,xo,kl,...,Xk,yo,yl,...,yk_l,po sao

nulos.

As relacoes (57), (58), (59), (61) e (62) do teorema 1-4 sao satisfeitas, e

além disto o Hamiltoniano & maximizado por ﬁi para todo u, tal que

1

Ri(xi,ui) <0 i.e.

-~ - 0 . - - 0 s
H(xi,ui, 141 7P 1) max H(xi,ui,pi+l,p ,1)
use Ui(xi)

i=0,1,...,k-1

Proposicao. 1-4

Suponha que £, fg, Rir 941 9or I s3o continuamente diferen
ciaveis e seja z = (io,il,...,ik, ﬁo’al""’ Gk-l) uma solucao otima do proble
ma definido em (55) e p?, Py Pysee-r P definidos pelo teorema 1-4. Suponha-
mos que sejam satisfeitas as relagdes p? < 0 p; <0 i=0,1,....,k . Aléem dis-
to, se fi0 @ convexa em u para i=0,1,...,k-1 , fg SA0 convexas em U para
j=1,2,...,n (componentes da funcao fi SEN x> EY i=1,2,...,k-1, e se
R:.lj é convexa em u  j=1,2,... Wy - Entao o principio do maximo modificado é sa-
tisfeito pela solucao Stima Z, i.e. o Hamiltoniano & maximizado por ﬁi para

todo u, tal que R, (X ;,u) <0.

Dem.

Seja

byl 0 5y = 00 (3 vl
Hy (0,4 0040 = pOE] (%5 0) + oy of; (0 D

ou
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= p0£0 1 1 n _.n
H, pfi+pi+l fi + ... tPia fi .

Entao H, & uma fungdo concava. Se agora definimos

= - X 0 ;

entzo, T, e uma funcao convexa. Identificamos também
(73) Si(u) = Ri(xi,u) <0

O teorema 1-4 nos diz que existe um vetor

w3 Wy
l) e E 1

Yi = (Y;_r Y]%_""’Yi tal que
. 0 _T T T
50 [ afi(xi,ui)J . [ afi(xi,ui)} 5 . I:aRi(xi,ui)j[ = o
i 3 u 3 u i+l 3 u i
ou usando (72) e (73)
oot @ T " s, (@) T
(74) - {—-——-—-——- 4 |—2==1| y, =0
i
3 u o u

além disto

vi R O(R,8) <0 3=L,2,...

ou usando (73)

(75 yls] @) =0 3=L,2,...w

Mas entao as fungGes T,, s, eas relacoes (74) e (75) satis-
fazem as hipoteses do teorema 6 do apéndice, entao garantimos que ﬁi e uma so-
lucao Otima i.e.

T(,) < Tla,)
a - 0 3 s 0 4
Hy (X300 ,Py09,P7 /1) 2 B 00y 0,071)

para todo u; € Ui (xi) D



76

§3 EXBPIOS

FExemplo 1

O problema & o mesmo do exemplo 2 do capitulo I e exemplo 3
do capitulo II. Mostremos que este problema satisfaz o principio do maximo modi

ficado. Vamos reescrevé-lo introduzindo a funcdo R.

Temos o sistema dinamico dado por

ey = (-1 R T R -_.
Xjpp “ X3 T (o3 xg vy, 7 xy - ) 1=0,1
com x, = (Xi,xi) e E2 , u, = (ui, ui) e E2 , onde queremos minimizar
T 1 2
J(X,U) = -2— in - ui o
i=0

3 . = 0 =1, _p 2
Na nossa notagao temos : k = 2, fi(xi,ui) 7YX -u e fi(xi,ui)

A minimizacao estd sujeita a:

X, € XO = {(0,0)}

X, € X2 = E2

xl € Xl = E?

g =0 i=0,1,2

I (X) = x e g;=0 i=1,2

Os conjuntos de restricao dos controles serao reescritos como

U, (xy) = {u/R, (x;,u) < 0}
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onde a fungdo R, : E* + E* & dada ror

ul - 1 ]
-l -
u 1 )
Rylxgomy) = 1,172 &)
uc -1 + 5 ( -1—6- ) 5
1+ (xi)
(x1)2
w2 =142 (H)? i
1+ (x1)?
_ i N
Como ja vimos anteriormente
U={((F,-1), (0, -1+ 1))
512
= 1 1,15
e uma solucao Stima do problema.
Vejamos agora se o principio do maximo modificado & satisfei

to.

Temos o Hamiltoniano

H(x My P4 P °i) = pofg(xl,ul) + <p1+l’f (2 'ui)>—

1 1-
=p’( 7% ~ui) +p1+1('_x1+ul)+p§+l(2fxi—u§)

Mas ja foi visto nos exemplos citados que:

1
N}
(]

afi (xi,ui)

i

a)
3 X

AT
o



o - -~
b afi(xi,ui) _
3 X
3q, (X,)
<) 174 =0
3 X
3g (X))
a) o 0 -
3 X
3g., (X.,)
e) 22 -
3 X
Além disto, temos
of, (X, ,4,)
£) 1717710 _
3 u
a - 0
3f0 (X, ,0.)
g) S A S
3 u -1
3R, (X, ,0,)
h) i7i7717
2 x
aRi(ii,ﬁi)
i) e—m—— =
2 u

|

of

O ke

17,2

ST

17,2

)
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W’

1
2%’.i
(1+(%1)°%) 2
i
2 &1
<1+(£;)2)2
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Mas entao usando (57) e a), b),c) e h) temos

11 L
2 4 0 4
(76) Py =Py = Piyp + P +
o o | 0
- $1 £1
0 N o SR A A s
- 2 I g T
21 arahh® 2 gy’
+
0 0 0 0
além disto, usando (58) e d) temos
0 = —
(77 p Mo
usando (59), c) e e) temos
(78) p, = (0,0)
usando (60), £f) , g) e i) temos
0 1 0 1 -1 0 0
(79) p° + D. + y. = 0
-1 0o -1 | o o 1 -1 | 1
e finalmente usando (62), temos
80) v} RI(X,,8,) + v} RE®,,4) + v RIQ®,,G) + ) RI(%,,8,) = 0

De (76) temos
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2k}

I L e L e i i

TR e U S <

1+ @)

e
(82) Pj = Pfyy =0
De (82) e (78) temos
(83) p5 =pf =pZ=0
De (79) temos
T o
(85) -pM ] -yi=0
Escrevendo (81) para i=l e lembrando que X =%— e p) =0 temos
(86) pl=7p"+ 3 (vi+))
Escrevendo (81) para i=0 e lembrando que icl, =0 temos
®  ph=gptgr

Substituindo (85) em (86) obtemos
1 -1 .3

e substituindo (85) escrito para i=1 e (88) em (87) temos

INTS

(89) pé = - Yi

Reescrevendo (80) para 1i=0,1 obtemos
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23 1.5 2 - 3 =
(30) T Yo" 7 Y Yo =0
17
- w1 - 2 R 1 3 -
(91) vi- v 42C1+55) v) = o0
Temos entao que os vetores
p, =0  i=0,1,2
p’ =0
uy =0
Uk =0
Yl =0
Yo = Cvar Y v3, vi)  satisfazendo a relagdo
-3 1 2202 243 = 0 ( excluindo a solucdo trivial)
7 Y 1 Yo Yo %

satisfazem a (57), (58), (59), (61) e (62) e o Hamiltoniano H(J’Zi, Uis Pyypr
p%, i) = 0 & maximizado por U , X . 1Iog o principio do maximo modifi-

cado é satisfeito.

Exemplo 2

Vamos agora mostrar que o principio do maximo modificado
é satisfeito por uma classe de problemas lineares positivos, que sao frequente

mente encontrados em sistemas econdmicos.

Comecemos com uma formulacao de programacao dindmica.



82

(92) £ dado o sistema

xi+1=(A+I)xi+BJi

e mais
k-1
I, xwv) = izn <PuS> - <6 ,xi>

com o conjunto de restricoes para os controles sendo

Ui(xi) = {u/0 < u; < Dxi} .

Assumiremos no nosso problema que as matrizes D, A+I e
B tem elementos nao negativos, e além disto teremos tambem x >0. Entao,
das Condicoes de Bellman € necessirio e suficiente que

(93) vV (x) = min L g,u>-<06,x >+ V_ . ((+I)x + Bu))]
n 0 <u < D < > < > ntl
Assumimos que V_(x) = - <pn,x> ep =0
Entao
= - T ; _ T
Vn(x) = <(A +I) Prel + 8, x>+ . < I;((U.I;l Dx<ﬂ B Py u>

(94) se definimos a = g -Bp,,, tems que o controle otimo é atingido se

e sO se
(Dx) 7 se aIJ-1 <0
(95) w = .
0 se al:,'l >0
e mais

min <p-8p ., ud =

= Ay >
0 <u < Dx o< Isi;i Dx<an,u> <Bn,Dx> <D B rX
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onde
0 se aj >0
j n-
(96) ‘en = . .
arj1 se a?l <0
Portanto

Vn(x) = <(AT+I)pn+l + 9,X> + <DTBnIX.>= - <pnrx->

e assim nossa hipOtese de que v, (x) é da forma

v, (x) = - p.x e correta , onde p, deve satisfazer a

(97) p,= A+Dp ., +6-D8 , p =0

Consideremos agora o problema apresentado em (92) e veri
fiquemos se ele satisfaz o principio do maximo modificado. Reescrevendo entao

O problema temos :
Dado o sistema dinamico

X - X, = AX, + Bu,
i i b

i+l

onde queremos minimizar a soma

k-1
7= izo (B> - Goox)

onde A+I >0 e B> 0.

A minimizacao estd sujeita a :

u € Ui(x) = {u/R.i(xi,u) < 0}
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Suponhamos agora que 4,

; © X, sao um solucao Stima.

As condicoes para que o "principio do maximo modificado" seja satisfeito s3o:
%4
Existam multiplicadores PorPyre e PorYgrYyreser¥y onde Yy = Bi , € um

escalar p? tais que :

- = AL - nlp -
(98) P; " Pjy) APy ~PO - DBy
(99) B = 0
(100) p% + Bp,., —a, +8, =0

i+l T % T Ry

(101) a; <0 By < 0 p? <0
(102) vy R, (X,,8,) > =0

~ 0 s = s - pl X
(103) H(xi, U; /Py 7P 1) <(A+I)xi + Bui,pi+1> + P, (ﬂ,ui> p <e,xi>

é imi zad G,, u, € U, (X,) .
maximizado por G, u; 1(1)

Vamos entao definir p;sB;, @; camo em (96), (95) e (94)

respectivamente
(104) p, = (AT+I) +0 - DTB =0
Py Pi+1 i v Py
j
' 0 se a >0
(105) B =
aJ se aJ <0
n n
(106) a, =§ - B
i Pit1
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(107) a, =

(108) pl = -1

Logo temos que (98) e (99) sequem de (104); (100) e (101)

sequem de (105); (106), (107) e (108) de (95), (105) e (107) temos

<Yi’Ri(xi’ui>> = =oy gy + Ryl - D%, > = 0
isto &, (102), e desde que p? = -1 temos que
- 0 s - - T - T -~
B 0y 0y 004 = (B - Bpgg > - (BN +s, 15
mas sabemos cque -H € minimizado usando (93), logo H & maximizado para

u; e U (%) = {u;/0 < u; < Dx.}.
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"CAPITULO IV

CONCLUSOES

O artigo de Bruckner e Wu 3 & o Gnico, dos que estavam
a nossa disposicao, que trata do problema de sistemas discretos no tempo. Pa-
receu-nos, no entanto, cue algumas fungaes neste artigo nao estao bem defini -
das e por outro lado, certos requisitos para existéncia de funcGes inversas ndo
sd3o respeitados. Porém ideias interessantes para formulagao do "principio do

maximo" sao ali apresentadas.

As condicoes necessarias e suficientes apresentadas na
parte de programacao dinamica sao talvez de dificil operabilidade. Por outro
lado, quando formulamos a "hipOtese de inclusao", obtemos um principio do ma-

ximo", mas ficamos temerosos quanto a forte restricao da hipotese. Ja no "prin
3R 3R,
i

cipio do maximo modificado”, com o surgimento dos termos -a-—i- e I, nas equa
cOes, achamos que a classe de problemas que satisfazem o principio foi bastante
aumentada. Achamos no entanto que uma outra classe de problemas com restricoes
lineares positivas, se acrescentados requisitos de convexidade direcional e
convexidade para a funééo R, satisfard o "principio do maximo modificado". Fi
ca esta sugestao para pesquisas futuras, pois para a ciéncia, ja o disse Cajal,
" n3o hA pequenos e grandes assuntos e, muito menos, assuntos esgotados, como

pensam alguns. O que hi sao homens esgotados diante dos assuntos...”
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APENDICE

Def.l - O envoltorio convexo de um nimero finito de pontos Xy Xorees Xy €M

E' & definido como o conjunto

k
{x/x = ] ulx
i=1

i k i
irU 3_0 IZU=1}
i=1

e & notado por <o { XqrXoreesrXy }

Def. 2 - O envoltdrio convexo de um conjunto A C E éa intersecao de todos

0s conjuntos convexos que contém A. O envoltdrio convexo de A € notado por

coA.

Teorema 1
0 envoltorio convexo de um conjunto A C E' consiste de todas as

combinacoes convexas finitas de A i.e.

k . k.
coA={x/x = ) ulai, bt >0 , k inteiro positivo e
i=1 i=1 ‘
a; €A }
Dem.
13] pag. 177.
Proposicao 1
Se A= {X,Xx + xl,i + x2,...,i t X } sao pontos de E®  entdo
Koy X o
coA={x/x =X+ ] wx,nw >0, ] u <1}

i=1 i=1
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Dem.
L
Se xecoA entho x =%+ J uT(R+x,)
i=1
i K i
onde u” >0 i=0,1,...,k e Z =1
i=0
logo
k i k i k i
x=) wi+ } W, = X+ ) Xy
i=0 i=0 =0
Def, 3

Seja e um vetor qualguer em E'. Unconjunto S ¢ E' & dito

e-convexo oOu convexo sequndo a direcao e se para todo vetor z' e co S

ervoltdrio convexo de S , I umvetor z ¢ S tal que

z =2' 4+ ge B>0

Def. 4 - O Problema Basico

Dada uma funcao continuamente diferenciivel

£:E > E
uma outra funcao também continuamente diferenciavel
r:E g
e um subconjunto @ CE® . Achar um vetor % ¢ E° satisfazendo

£ 0 r(Z) =0

N?

tal que f(Z) < f(z) para qualquer z que satisfaca z ¢ 2 , r(z) =0

4
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Def. 5

————

Un cone Cem E° & um conjunto de pontos tais que se x ¢ C entfo

ox € C para todo o >0 .,

Def. 6

Un cone C com vertice X, e definido como um conjunto de pontos
C tal que

C—{xo}={z/z+xoec}= {z—xoeC} seja um cone .
Def. 7

Un cone C & dito convexo se C & um conjunto convexo.
Teorema 2

Um coné C & convexo se e sO se X + %X, & C sempre que
xl,x2 g C.
mn.

[6] pag. 241
Def. 8

Ocone radial a 2 em Z e Q denotado por RC(Z,2) & o conjun

to de todos os vetores 6z para os quais existeum E > 0 tal que (Z + ad2)e

e 0 para todo ae[O,E].

Def. 9

Un cone convexo denotado por C(Z,9) E° & chamado uma aproxima-
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cio cdnica de 12 espécie do conjunto @ em % e @ para toda colecao

{dzl, 622,..., sz} de vetores linearmente independentes em C(Z,0) existe

8z, , tal que o envoltdrio

um E > 0 , dependendo talvez de Z, 821 reenr 62,

convexo

co {z, z + Eszl,..., z + Eazk} C 9

Def. 10

Um cone convexo C(2,2) C E° & chamado uma aproximacdo odnica de

22 es@ ie do conjunto Q2 em Z e @ para qualquer colecao linearmente inde-
pendente de vetores {Gzl, 622,..., sz} em C(zZ,0) existeum E > 0, depen

dendo talvez de Z, 82y 82y7ee., 62, , € uma funcao continua

£:00 {2, 2+ Edzl, zZ+ Eézz,..., zZ + Edzk} +>Q

tal que
£ (Z+ 82) =Z+ 8z + 0(82)
onde
ot |l _
|{sz]{+ 0 | {62] |
Def. 11

(Quando n3o mencionamos especificamente que aproximacao cSnica &

c(z,0) i.e. , quando dizemos que C(Z,2) & uma aproximacao odnica do conjun-

to 2 em Z e 2 , entendemos que C(Z,Q) € uma aproximacao cOnica de 22 espe

cie.

Teorema 3 (Extensao do Teorema Fundamental)

Seja Q' E' um conjunto qualquer com a propriedade que para todo

z' ¢ Q' existe um 2z e © satisfazendo
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r(z) = r(z') e f(z) < £(z")
(o conjunto 2 e as fungoes r e £ s30 as do problema basico, aperdice Def.4)

Se Z & uma solucao Otima do problema bisico, se Z e Q' e se
C(z,0') & uma aproximacao conica ( apéndice Def.ll) de Q' em Z, entao e
xiste um vetor nao nulo

v=(y0, v¥l,..., ¥ ¢ om0 < 0 tal que para todo

8z € C(Z,2")

(v, —EB_ 52> <0
3 2
onde F':En-rEmFl

z b (£(z),r(z)) .

Def. 12
Para todo Zz e @ =1{ z/q(z) <0 , i=1,2,...,k} o conjunto de

Indices ativos em z , I(Z) , & definido por

I(E) = {i/av (@) =0 , ie (1,2,...,%}

Def. 13

Seja o= {z/g(z) <0} onde q: ET > Ek & ocontinuamente dife

renciavel. Para qualquer Z ¢ 2 O cone interno a @ em 2, denotado por

IC (Z,2) é definido por
IC (3,9 = (627 (g (3),62> <0 paratodo i I(5)}U {0}
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Proposicao. 2

Seja @ € E' comvexo. Entdo RC(3,2), % € @ & uma aproximacdo

odnica de 12 espécie. Além do mais  RC(Z,Q) = {8z/8z = A (z-2), A >0, 2zc¢ @}

Dem.
[6] pag. 24 .
Teorema 4

Seja 9 = {z/q(2) < 0} onde q : E > Ek € ocontinuamente diferen-
cidvel. Se o cone interno a @ , IC(Z,0), em Z ¢ 2 nao & a origem,entdo o co

ne interno IC(Z,Q) & uma aproximacao cOnica de primeira espeécie, além disto

TC(E,0) = {62/ ¥°(3), 62 <0 , ieI@))

[6] - pag. 61 .

Proposicao 3

Uma transformacdo linear L : E > F & injetiva se e s0 se tem uma

inversa a esquerda.

Dem.
o] pag. 52 .
Def. 14
Seja o problema : S3o dadas as funcdes £ : E - E , r : £ > EX '
0 : E' -E° e R : E' + E' continuamente diferenciiveis. Achar um vetor

% ¢ E' satisfazendo

zZeq={z/0(z) <0 , R(z) <0}
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r(z) =0

tal que f£(z) < f(z) para todo z e E talque zeQ e r(z) =0 .

Teorema 5 (Fritz John)

Se z € uma solucao Otima do problema dado na Def.l4, entdo existe
um escalar Y¥? e vetores ‘i’sEl, AeE e YeEw com Yof_O, y<o0 ,

A <0, onde ¥% v, A, y n3o sao todos nulos tal que :

™ T T

[ af(i)] . [ ar(ﬁ)Tq’ +[ aQ(z)J)\ . [ aR(z)'l S = 0
3z - sz - 3 z 9z -

<>\IQ(2)>'=O

<YIR(§)>=0

Dem. [18]

Teorema 6

Consideremos o problema minimize T(z) sujeitoa r(z) =0 e
S(z) < 0 e suponhamos que T:E'>E & comvexa e Si:En—>E i=1,2,...,w
(camponentes da funcao S : E' > E') seja comvexa. Se % ¢ E° satisfaz as
restricoes r(Z) = 0 S(Z) < 0 e se existem vetores A = (A\!, A2,..., M e BV

e vy= (vi, v2,..., Yw) e ' com YliO para i=1,2,...,k tal que

m . . k . .
-9z + ) At + § Yy vstE) =0
i=1 i=1
e
st =0 i=1,2,...,k

entao z & uma solucao 6tima i.e. T(Z) < T(z) para qualquer z tal que

r(z) =0 e S(z) <0.
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Dem. [6]pég, 70 .

Proposicao 4 (Lema de Farkas)

Se ajs...,y e b sao um conjunto finito de En,enté'o b,x <0
para todo X ¢ E' satisfazendo a;ix <0 4=1,2,....k se e sO se
k i i
b=} wa, ,com u >0 para i=1,2,...,k

=1

Dem. [6 | pag. 250 .
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GIOSSARTO E = SIMBOIOS

I - Convencoes Gerais

E” - Denota o espaco euclidiano das n-uplas ordenadas de nimeros reais. Se X
& un vetor de E' entio escreveremos X = (x1,x2,...,x") . oQuando uma
n-upla (x1,x2,...,x") & um vetor de E", muitas vezes a tratamos camo um

vetor coluna em multiplicacoes matriciais.

E - Identificamos E! = E com os nimeros reais
Como norma de um vetor em E° usamos a aplicacao

[ I:En+En

x b ] Ixyl
=1 *

Como produto interno de dois vetores de E" usamos aplicacao

< ,>: E'xE > E

x,y + §J <y
i=1

IT - Simbolos e Abreviacoes

7 - Conjunto dos nimeros inteiros

AC B - A & subconjunto de B

A X B - Produto cartesiano de A por B

A/B - Conjunto dos pontos que estao em A mas nao em B
X e A~-Xx pertencea A

f:A+B- féumafuncitode A em B que leva x em f£f(x)
x b £(x)

=P - se e 5 se
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oo A - Envoltorio convexo de A. Def. 2, apéndice
RC(Z,Q) - €one radial . Def.8, apéndice

IC(Z,Q) - Gone intermo. Def. 13, apéndice
IC(%,0) - Aderéncia do cone interno

AT - Matriz transposta da matriz A

A" - Inversa da matriz A
lx]] - ¥orma do vetor x

<x,y>- Produto de x por y

IIT - Simbolos com Significacao Especial

X = Conjunto de estados

U - Conjunto de controles

x; - Estado do sistema dinfmico no instante i

u, - Entrada do sistema no instante i

u < 0 - Um vetor u e E' & dito menor que zero se e sd se ui;iO para todo i=
i

=1,2,..., n {u & a i-ésima componente de u) .
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