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SUMÁRIO 

Este trabalho é um estudo de sistemas de oontrole Ótino, dis­

cretos no tellpo, nos quais o oontrole é restringido pelo estado do sistema. 

Inicialmente é feito um desenvolvimento rigoroso de oondições 

necessárias e suficientes que devem ser satisfeitas pela solução Ótima, usando -

-se para isto métodos de programação dinâmica. Em seguida é apresentado o "pri~ 

cípio do máxirro" discreto dado por cannon, CUllum e Polak [ 6 ] • Exemplos são d~ 

dos, nostrando que o "princípio do máximo" usual não é satisfeito para problemas 

com oontroles restringidos pelo estado. f formulada então uma "hipÓtese de in -

clusão" mostrando uma classe de problemas que satisfazem o "princípio do máxino" 

usual. 

Por últino o teorena de Fritz-John é aplicado para obter oon-

diçôes necessárias para problemas can restrições da forma R(x,u) 2 O e um 

"princípio do máxirro m:rlificado" é apresentado. t nostrado ainda que sistemas 

lineares positivos, frequentemente enoontrados em econania, satisfazem o "princ!_ 

pio do máxirro nodificado". Vários exemplos resolvidos em detalhe ilustram o t~ 

to. 
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ABSTRACT 

This mrk is a study of discrete optimal oontrol problems in 

which the oontrol is restricted by the state of the systan. 

Initially, a rigorous self contained developnent of necessary 

and sufficient oonditions is given through dynamic progranming. This is followed 

by a developnent of the discrete maximum principle, presented in the manner of 

Cannon, CUllum and Polak. [ 6 J. Examples are given to sh:>w that the maximurn 

principle usually does not hold in the case of state oonstrained oontrols and an 

"inclusion hypotheses" is given, daronstrating a class of problans where the 

usual maximum principle is valid. 

The Fritz John Theoran is then applied to obtain necessary 

oonditions for nroblems with oonstraints of the fonn R(x,u) < O and a 
L -

m::xlified rraximurn principle is defined for this class. It is s:town that linear 

positive systems of a type frequently encou.ntered in econanic systems satisfy 

the rrodified maximum principle. A number of detailed examples are given throug~ 

out the text. 
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INI'roDUÇÃO 

O nosso trabalho visa a resumir alguns resultados importantes e 

a fazer algumas extensões da nodema teoria de otimização de sistemas no tempo 

discretos, particularmente no que se refere a condições necessárias e suficien­

tes que devem ser satisfeitas pelos sistemas can controles restringidos pelo e! 

tado. Usanos para isto os fo:rmalisros de programação dinâmica, programação rna­

tenática e controle ótim:>. A referência principal para programação dinâmica é 

o livro de Pellroan [ 1 J e para programação matenática e oontrole ótim::> o livro 

de canon, CUllum e Polak [6] • A teoria na Última referência é paralela à de 

controle Ótino contínuo, diferindo en certos pontos. Existen algumas dif icul~ 

des en sistemas discretos que não teros en sistenas contínuos e, por isso, o 

"princípio do máxino discreto" está atrasado en relação ao "principio do máximo 

continuo" cerca de dez anos. 

No capítulo I, teros uma apresentação de programação dinâmica d~ 

vida a Leak.e [1s], onde oonseguim::>s condições necessárias e suficientes. !bis 

·exenplos ilustram o desenvolvimento da teoria, este feito sob condições bastan­

te gerais. t exigido apenas que o conjunto de estados X seja suoconjunto de 

um grupo cxm.itativo. Na realidade, no desenvolvimento original feito por Leak.e, 

o oonjunto de estados X podia ser qualquer. No entanto, preferinos restrin -

gir um pouoo as oondições para melhor identificação a:m os próxinos capitulos. 

No capítulo II, apresentarros primeiramente o problema de oon~ 

le ótino can oonvexidade direcional e o teorema do "principio do máxino" dado 

por Canon, CUllum e Polak [6], que dá CX?ndições necessárias para a solução Óti­

ma. t feita então uma conjectura e, a seguir, exenplos de problemas de oontro-
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le Ótino oan os controles restringidos pelo estado são apresentados, rrostrando 

que este principio do mãxirro não é sattsfeito en geral, para problenas deste t.!_ 

po. A partir disto, sugerirros condições necessárias para o problema de contr~ 

le ótirro oom convexidade direcional e onde os controles são restringidos pelo 

estado. Um exemplo ilustrativo é apresentado oo final. 

N:> capítulo III, apresentarros um problena de controle Ótirro on­

de o conjunto de restrição dos controles é dado por uma relação da forma 

R. ( X. ,u. ) < O • 
1 1 1 -

Sugerirros um "principio do máxirro" para este tipo de probl~ 

ma e rrostranns condições en que ele é satisfeito. 

Seguen-se algumas conclusões e o apêndice, onde são apresenta -

das definições e teorenas que, de uma fonna ou outra, são utilizados oo texto. 
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'CAPÍTULO I. 

§ 1 - Apresentação 

Neste capítulo taros uma apresentação de programação dinâmica. 

Estudanos o problana de controle Ótino por realimentação. Consegui.nos condi -

ções necessárias e suficientes para a solução ótima. Os conjuntos: de estados, 

de controles, de novimento· e o alvo podan ser totalmente arbitrários. Entre­

tanto, ao trabalhanros can um sistema dinâmico discreto da forma 

xi+l- xi= fi (xi,ui) taros de fazer a restrição de que o conjunto de estados 

seja um subconjunto de um grupo canutativo. 

§ 2 - Programação Dinâmica 

Seja Z representando o conjunto dos números inteiros, - E o 

dos números reais, X um conjunto de estados arbitrário* não vazio, U un 

conjunto de controles arbitrário não vazio, G e X x z um conjunto de rrovi­

mento arbitrário não vazio e Se G um alvo arbitrário não vazio. 

Estudareros o sistara. 

(1) 

onde xi e: X, n é tempo inicial, 

X = X n 

V G/S--- u uma lei de controle de realimentação 

= u. 
l. 

* X é subconjunto de um grupo canutativo 



f. : X X U 
J. 

----+) X 

A solução de (1) é notada J:X>r 

4 

i > n 

Para enfatizar a arbitrariedade da natureza do estado de partida 

e para simplificar a notação, nós muitas vezes identificanns xn = x. Vam:,s ~ 

J:X>r p:>r razões fisicas que para cada J:X>nto (x,n) e: G/S há um certo subconjun­

to não vazio u (x) cu , subconjunto este no qual estão obrigados a pennane-n 

cer os valores dos oontroles. Além disto, para distinguir aqueles valores dos 

oontroles que asseguram que o próx.irro passo do rrovimento está no oonjunto de ~ 

vimento, defin.ilros para cada (x,n) e: G/S 

n (x) = { u e: u {x) / (x + f (x ,u), n+l) e: G} 
n n n n n 

NÓs dizeros que uma lei de oontrole µ:>r realimentação v é ad -

missível se e só se vn(x) e: Un(x) para todo (x,n) e: G/S , e qualquer nov,! 

mento ( xi (v) , i ) que caneça em G alcança s em um númem finito de pas -

sos sem deixar G. Na realidade, da definição de admissível é necessário que 

v (x) e: n (x) , visto que foi exigido que o passo do novimento tarobén esteja 
n n 

em G. Deste m:>do, todos os conjuntos íln (x) devem ser não vazios para que 00!:_ 

troles admissiveis existam. E:n muitos casos encontrados na prática, a condição 

é taml::én suficiente. Por exenplo: 

Iana 1-1 

Se G é limitado superiormente em Z (i.e. existe n tal que 
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-( x ,n ) e: G ) n < n ) , então 

v é admissível ~<=='~ v (x) e: íl (x) para todo (x ,n) e: G/S e X x z 7 n n 

Dan. 

Sob as condições assumidas, todos os m::>v:imentos que caneçam em 

G devem deixar eventualmente G, mas somente o podem fazer via S. 

Se v é admissível, o tempo final 

N = N(v) = N (v,x,n) 

é o menor inteiro N > n tal que ( x (v) ,n) e: S • 
n 

o 

Para qualquer lei de controle admissivel v, e (x,n) e: G 

dice de perfonnance de v é dado por 

N-1 
Jn(x,v) = ÀN (~(v)) +.I 

1=n 
f9 (x. (v) ,v. (x. (v))) 

1 1 1 1 

onde Ài e ff_ são funções reais. O problema em questão é então o 

... o 1n-

Problema de controle J??r realimentação : Ache a função v0 : G -+ E e uma admi~ 

sível lei de controle por realimentação v 0 : G-+ U tal que para cada (x,n) e: G 

min J (x,v) = J (x,vº) v0 (x) = 
n dmi ..- 1 n n v a ss1ve 

Estabeleceremos que se v0 existe e a minimização abaixo indica­

da conduz a um controle admissível, então as condições necessárias e suficien 

tes para otimização são as 

Condições de Bellman 



a) 

b) 

min V (x ) = n n 
U e: íln ( X ) 

V (x ) = À (x ) 
n n n n 

6 

[ fº ( x ,u) + vn+1 (x +f (x ,u>>] n n n n n 

para ( X ,n) e: G/S n 

para ( x ,n) e: S n 

Se v é tal que o m.inim:, em u de f~ (x,u) + Vntl (x+fn (x,u)) 

existe para cada (x,n) e: G/S, este !X)de ooorrer em um ou mais pontos u e: íl (x). n 

Vanns especificar unicamente um destes a:::mo u O = v (x, V) • . n 

,.. 
Una função V: G • E é dita uma candidata se e so se 

a) 

b) 

V (x) = À (x) 
n n 

em S 

Existe uma função minimizadora v (x,V) associada a ela n 

e) v ( ,V) é uma admissível lei de controle por realimentação. 

Condições Necessárias e suficientes 

Primeiro indicaremos um método sistemátioo para calcular o Índi­

ce de perfonnance em G para qualquer admissível lei de controle por realimen­

tação v. 

Lema 2-1 

Se v é admissível, então W é a função de perfonnance de v , 

W (x) = J (x,v), em G se e só se 
n n 

a) w (x) = fº ( x,v (x)) + wn+1 ( x +f ( x,v (x))) em G/S n n n n n 
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b) w (x) = À (x) em s 
n n 

Dan. 

Primeiro assumimos W = J ( ,v). Tanando adiante diferenças ao 

longo do novimento enquanto usarrns a lei de oontrole v, nós tares para cada 

( x,n) e: G/S 

logo 

e X= X = X (v) 
n n 

= w....._1 (x + f (x,v (x))) - w (x) 
ic, n n n n n 

Wn(x) = fO ( x,v (x)) + w....._
1 

(x + f (X:,v (x))) n n 1IT n n 

e tares o item a) • Também para ( x,n) e: s teros n > N e W (x)=J (x,v)= n n 

= À (x) o que implica o item b) • n 

Assumimos agora a) e b) • Se (x. (v) ,i) é um rrovimento cane 
1 

çando em (x,n) e: G/S então 

N-1 
= ~ <~> - I 1:i w. ex. > = 

i=n 1 1 

N-1 
= ÃN(~) + ,l ff (xi (v),v1 (x1)) = 

1=n 
J ( x,v ) 

n 
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e trivialmente teros W (x) = J (x,v) 
n n 

se (x,n) e: S • 

D 
Observação : · N:Jte que a) e b) satisfazem as oondições de Bellman excetuan­

do-se a minimização. 

Vanos rrostrar agora que se v 0 existe, então v 0 é uma candi­

data e existe uma função v( ,vº) que é uma admissivel lei de oontrole ótino 

r,x:>r realimentação. 

Lena 3-1 

Se v 0 existe, então · v 0 é uma candidata e v0 = J (x,v ( ,v0» n n 

para todo (x,n) e: G. Em outras palavras, se v 0 existe, então minimizar 

f~ (x,u) + v~1 (x + fn (x,u)) ms conduz a uma lei de oontrole Ótimo v( ,v0)=v0 • 

Dem. 

Se v 0 existe, então hã uma admissível lei de oontrole r,x:>r rea-

limentação v 0 tal que v 0 (x) = J (x,v0 ) em G. n n Fica claro da definição oue 

v 0 (x) = À (x) em s. Vanos rrostrar agora que para qualquer (x,n) e: G/S , v 0 (x) 
n n n 

minimiza f~ (x,u) + vn+l (x + fn (x,u)) de tal foma que poderos oolocar v( ,vº)= 

= v 0 • Suponharros o oontrário, que existe 

(x* ,n*) e: G/S e u* e: íl *(x*) tal que n 

mas pelo Lena 2-1, isto implica que 

fo· (x* u*) + v 0 (x* + f · (x* u*)) < v 0 (x*) 
n* ' n*+ 1 n* ' n* 
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e isto leva a uma contradição, pois isto implica que o controle 

v* (x) = n 

v 0 (x) 
n 

u* 

se (x,n) 1 (x*,n*) 

se (x,n) = (x*,n*) 

• 
satisfaz a Jn* (x* ,v*) < vnº * (xfl'). · Segue que podE!tCs oolocar v (x,vº>=vº. (x) n n 

e v 0 (xi = J (x,v( ,vº>) 
n n 

Toorema 1-1 

Se v0 existe, então 

V (x) = v0 (xi <1={> V é um candidato e satisfaz às condições de Bellman. n n 

Den. 

=t> 
Se v0 : G + E existe,então pelo Isna 3 , v0 é uma camidata e 

V~ (x) = Jn (x,v( ,vº)) para todo 

também é uma candidata e 

(x,n) e: G mas cem:> v (x)= v0 (x) , então V n n 

V (x) = v 0 (xl = min J (x,v) = * 
n n v admissível n 

mas então pelo I.ema. 2, tanas que 

e 

* = min [f~ (x,v) + vn+-1 (x + fn(x,v>>] = 
v admissivel 

= min 
u e: íl (x,) 

n 

V (x) = ~ (x) em s 
n n 



10 

logo V é uma candidata e satisfaz as oondições de Bellman 

<I= 
Para todo (x,n) E G/S , oos teros 

v0 (x) - v (x) = n n min 
v admissível 

= 

= 

= min [Nil, f9 (x. (v) ,v. (xi) + Vi+l (xi+f
1
. (xi(v) ,v

1
. (xi)))-

v aclmissível i=n' 1 1 1 

caro V é uma candidata, v( ,V) é admissível, e as oondições 

de Bellman ros dizem que 

tem um m!nino igual a zero para cada (xi (v) ,i) ao longo do rrovirnento. Segue 

que v0 (x) - v (x) = o 
n n D 

Corolário 

Se o oonjunto de rrovirnento G é limitado em n e se v0 exis­

te, então V: G-+- E é igual a v0 se e só se 



i) V (x) = n 

' 
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min [ff (x,u) + Vn+l (x+fn(x,u))] 
u e: íl (x) 

n 

ii) VN(x) = ÃN (x) em S. 

Dem. 

em G/S 

se v=Vº , então pelo Teorema 1.,.1, V satisfaz as oondições de 

Bellman i.e. 

e 

V (x) = 
n min [ff (x,u) + vn+l (x + fn(x,u)>] 

u e: íl (x) n 

em G/S 

VN(x) = ÃN(x) em S já que G é limitado superiormente em n. 

<]= 
Agora, se i) e ii) são satisfeitos, então, pelo I.ana 1-1, v é 

admissivel, então V é uma candidata e pelo Teorema 1-1, tares que V= v 0 

D 

§ 3 - Exenplos 

Exanplo 1 

t dado o sistema dinâmioo X.+l - X. = u. 
1 1 1 

e mais 

N-1 
Jn(xn,v) =.I vi (xi) - xi (v) 

1=n 
cano oonjunto de restrições para os oontroles, 

sendo U. (x. ) = { u/ O~ u ~ xi } e o alvo S = E é dado ainda que n=O, 
1 1 

N=4 ex = 1 . Pede-se para achar uma lei de oontrole por realimentação que o 

minimize J (x ,v) • n n 

Solução 



12 

Na nossa notação, taoc>s 

e 

f. (Xi, V. (X. ) = U. 
1 1 1 1 

As equações de Bellman para o problena são 

min 
0 < U < X. 
~ - 1 

Para i=4, temos 

para i=3, tB'IDS 

= rnin 
0 2_ u3 2. x.3 

= rnin 
0 2- u3 2_ x3 

e 

[ u - x. + v.+1 (x.+f. (x. ,u))] 
1 1 1 1 1 

[ u3 - x.3 + 0] = 

[ U3 - X3] = - X 3 
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para i=2, taros 

v2 <x2> = min [ u2 - x2 + v3 (x2 + t 2 (x2,u)) ] = 
O 2. u2 2. x2 

= min [ u2 - x2 + v3 (x2 + u2) ] = 
O 2. u2 2. x2 

= min [ u2 - x2 - x2 - u2] = 
0 2. u2 2_X2 

= min [- 2x2 ] = - 2 X 
0 2. u2 2. x2 

2 

e 

para i=l, teros 

vl (xl) = min [ ul - xl + v2 (xl + fl (xl,ul))] = 
O 2. u1 2. x1 

= min [ ul - xl + V 2 (xl +. ul) ] = 
O 2. u1 2. x1 

= min [ ul - xl - 2xl - 2ul ] = 
O 2. u1 2. x1 

= min [-u1 - 3x1 ] = -4x 
O 2. u1 2. x1 

1 

e 



Para i=O, tanos 

V (x ) = o o 

= 

= 

min 
O < U < X 

- o - o 

min 
ô< U < X 

- o - o 

min 
O < U < X 

- o - o 
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[ u - x + v
1 

(x + f (x ,u ) ) ] = 
o o o o o o 

[ u - x + v2 (x + u >] = o o o o 

[ u - x - 4x - 4u ] = o o o o 

= min 
O < U < X - o - o 

[-3u
0 

- 5x
0

] = -8~ 
0 

e 

v 0 (x) = u = x 
o o o o 

o:m, x = 1 , tanos então 
o 

v 0 (x ) = u = x = 1 
o o o o 

x =x +u =1+1=2 1 o o 

x =x +u =2+2=4 2 1 1 

v~ (x2) = u2 arbitrário , fazanos então u2 = 1 

x
3 

= x2 + u2 = 4 + 1 = 5 

x0 (x) = u = O 3 3 3 
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Tenos então uma lei de oontrole Ótim:> por realimentação v0 , 

tal que 

v0 (x ) = 1 o o 

para a oorrespondente trajetória 

X = 1 
o 

X = 2 
1 

X = 4 
2 

X = 5 
3 

l'bsso próxirro exenplo é um problana que foi aoordado diferente­

mente por Bruckner e WU [ 3 ] e por Ieake e Richardson [ 16 ] • Usareros a aoor 

dagem deste Últim:>, já que ela é oondizente cx:xn a teoria até então aqui desen­

volvida. A apresentação deste exemplo se justifica pelo fato de ele ser reto­

mado adiante para estudo da verificação do princípio do máxim:>. 

Exa:!J?lO 2 

onde 

e 

Dado o sistana dinâmioo 

1 - xl = - .!_ xl + v! (xi) xi+l i 2 i 1 

x2 - x2 1 v? = - xl -i+l i 4 i 1 
(xi) 

x1 = (x! , x?) Ex = E2 
1 1 

= = (u! ,u?) = u. E E2 
1 1 1 

Estarros interessados em maximizar X& • Faze:ros então 
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( já que 
N-1, l N-1 
l - x 1 - v2 ( x . ) = l 6 x 2 = x.?:. - xn2 

i=n 4 i i l. i=n i N 
) 

Tambén ten:,s 

G = {(x,i) / i .::_ N} e s = {(x,i) / i = N} 

O aspecto interessante aqui é o conjunto u1 (x) = n1 (x) que é 

dado por 

u1 (x) = {u=(u1 ,u2) / !u1 ! .::. 1 , !u21 < 1 - -1 (17) 2 (x1 }
2 } 

2 16 l + (xl)2 

As equações de Pellman são 

NÕs escolheros naxi.mizar an vez de minimizar neste problema para 

pennitir llrM. fácil o:roparação com o exarq:,lo es'bldado por Bruckner e Wu. 

Para i = N-1 , nós ten:,s 

o ( )- [l 1 
VN-1 ~-1 - max 4 ~-1 

u 8 íl
1 

(x) 

1 1 17 2 
=-x..1_ +1--(-) 

4 N-1 2 16 

- u2] = 

( 1 >2 
~-1 



e 

Para i = N-2 

= 

= 

= 
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(Na realidade, 
Ql 
v é arbitrário) 

max [ !. x..1_ - u2 + V (x.._ ) ] = 4 N-2 N-1 N-1 
u E ~-2<~-2> 

[ l 1 2 l 1 1 ( 17 2 
max 4 ~-2 - u + 4 ~-1 + 1 - 2 16 ) • 

u E ~-2<~-2> 

( 1 >2 
~-1 ]= 

[ 
1 1 1 1 max - X.."_ - u2 + - (- x.l + ul) + 1 

U € n__ (X.._ ) 4 N-2 4 2 N-2 -~-2 N-2 

U:n pequeno cálculo nos rrostra que 



v~_2 (x) = 

01 
V (x) = 

N-2 
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1 1 17 (x 1 ) 
2 

15 3 
- xl + 2 - - ( - ) 2 + 512 se·. - -2 ,::. xl .::. _45 
4 2 16 l + (xl) 

2 
!_ X 1 + 2 _ _! ( 17 ) (X l) + !_ ( !_ X 1 + l ) _ !_ ( 17 ) 2 
4 2 16 1 + (xl)2 4 2 2 16 

1 1 - - - xl 
4 2 

1 

se 

( ½ x1 + 1/ 
1 + ( !_ X1 + 1)~ 

2 

nos outros casos 

- _23 < xl < ~ 
- - 4 

nos outros casos 

02 
V (x) 

2 ( l 2 
= -l + !_ ( 17 ) X ) 

2 16 1 + (x 1 )2 N-2 

Considerararos agora o caso particular quando n = O, N = 2 e 

x = (x 1 x2 ) = ( 0,0) o o , o 

Ik> resultado geral,taros 

AlÊm disso, taros 

1 
ul = -o 4 

u2 = -1 o 

- . maxmo 
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1 1 1 xl = - xl + ul = O + - = -
1 2 o o 4 4 

x2 = x2 + ! x1 - u2 =O+ O - (-1) = 1 
I o 4 o o 

17 
= -l + 512 

= -1 + ! ( 17 / 
2 16 

1 1 1 1 1 xl = - xl + ul = - xl + ul = -2. -4 +O= -8 
2 2 1 1 2 1 1 

1 1 1 1 17 1 17 
X~ = Xi + 4 xl - ui = l + 4 . 4 ( -l + 512 ) = l + 16 + l - 512 = 

= 2 + 32-17 = 
512 



20 

CAPÍTULO II 

§ 1 - Apresentação 

Neste capitulo, danos primeiramente o problema que é chama­

do por Canon, Cullum e Polak [ 6 J de problema de controle ótimo can o::mvexidade 

direcional, e o teorema do "principio do máximo11 por eles fonnulado. En segui -

da, é feita uma conjectura a respeito da validade do "principio do máximo" para 

problemas de controle Ótirro can controles restringidos pelo estado. Três exem­

plos rrostram que este 11princípio do máximo" não é an geral satisfeito, para PJ:!?. 

blemas deste tipo. Fbnnularros então o que ch.a:rnarros de "Hipótese de Inclusão",e 

rrostrarros que acrescido desta hiy;:ótese, o problema de controle Ótimo can cx:mve­

xidade direcional e controles restringidos pelo estado satisfaz o "principio do 

máximo". 

§ 2 - Principio do Máx:i.rro 

(2) Problema l.oado um sistema dinâmico descrito pela equação 

x.+l - x. = f. (xi,u.) 
1 1 1 1 

i=O,l, .•• ,k-1 

onde x. e: ef1 é o estado do sistema no tempo i , u. e: i1' é a entrada do sis 
1 . 1 

tema m tanyx:> i , e f. é uma função f. : ef1 x i11 ~ ef1 • Achar uma se:ru~..n-
1 · 1 

~ A 

eia de controles U = (u
0

,u1 , .•• ,'\:_1) e uma correspondente trajetória X = 

(x
0 

, x1, ••• ,~) que minimize a sana 
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onde f9 : J/1 x Efíl-+- E A minimização está sujeita a: 
1 

u. e: u. Efíl 
1 1 

X e: X = X' n X" o o o o 

i = 0,1, .•. ,k-1 

onde X' = o { x/ ~ (x) < o } 

X"= { x/g (x) =O} o o 

m 
ccrn ~ :Ef-+-Eº 

1 
q ::i1-+-Eº ·o 

Xke:~=~()~ onde ~ = { x/<\ (x) < O} 

~= { x/gk(x) = O} 

cem qk J/1 -+- EI\_ 

1 
gk J/1 -+- E k 

X. e: X. = X! n Ef = { x/q. (X) < 0 } 
1 1 1 1 -

i = 1, 2, ..• ,k-1 

póteses. 

HipÓteses - 1 

oom 
J1 m. 

q_ : ~ -+- E 1 
1 

Para obtenção de condições necessárias, acrescentarros as hi-

A - Para i = 0,1, ••• ,k-l e para todo u e: U. , as funções f. ( ,u) 
1 1 

são oontinuarnente diferenciáveis. 

Seja b = (-1,0,0 ••• ,0) e: ~l e para i = 0,1, ••• ,k-l, defini.nos o 
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(f9 (xi,u.) , f. (xi,u.)). 
1 1 1 1 

B-Para i=0,l, ••• ,k-1 eparatodo XErf- osoonjuntos Fi(x,Ui) sao 

b0 - oonvexos i. e. oonvexos na direção b O (vide apêndice def. 3) • 

...n lo ...n .... Elk e - As funções g : .!:!; -+ E e gk : .!:!; r são oontinuarnente diferen­- o 

ciáveis e têm matrizes jaoobianas e cem posto máx!_ 
a x a x 

no para todo x E X0 e ~ respectivamente. 

D - Para todo x E X~ e i = 0,1, ••• ,k-l os gradientes das restrições ativas, 
1 

v. q~ (x), can j E I. (x) = { j/q~ (x) = O } , são vetores lineannente inde-
1 1 1 

pendentes. 

(3) Teorena l..;.2 (Princfnto do Máximo) 

Se (u0 ,u1 , ••• ''\-l) é uma sequência de oontroles Ótirros e 

(x0 ,x1, ••• ,~) é uma trajetória ótima para o proble:na-1, dado em (2), então exis 
m 

Ài E E i 

satisfazendo Ãi 1. O, 

em r/1, multiplicadores À ,Ã1 , ••• ,Ãk can 
1 ~ o 

µ0 E E O e µk E E e um escalar pº.::, O tal que: 

Os vetores p. satisfazem a equação 
1 

T 

p - p = j , ' p + Pº [ af ex, ui) ] 
i i+l a x i+l 

l = 0,1, ••• ,k-l 
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N:> oonjunto de partida x
0 

a oondição de transversalidade 

t. agº <xol j T 
p = - ---- .·'\J é satisfeita • 
o a X . o 

N:> oonjunto final ~ a oondição de transversalidade 

é satisfeita 
a X 

Para i = 0,1, ••• ,k-1 , o hamiltoniano 

H: J/1 X gTl X J/1 x E X {O,l, ••• ,k-1} + E 

(x, u, p, pº, i) t-+ pºff (x,u) + ~,fi (x,u)) 

satisfaz a oondição de máximo 

Esta última relação é oonh.ecida caro "princípio do máxino". 

Observação: N:> teorena µk = O sempre que gk = O • 

Dan. 6 pág. 85. 

§ 3 - Una Conjectura 

Se taros um problena de oontrole Õtino fonnulado exatamente 

caro o problema.-1,dado em (2), só que os conjuntos de restrição dos valores dos 

oontroles, Ui, não dependem somente do tempo i mas também do estado do siste-
- -ma no tanpo i i.e. ui (x1), pergunta-se: será que a solução Ótima, U e X, de 
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um problema deste tipo satisfaz. o princípio do máxino (3) i.e. o Hamiltoniaoo 

é maximizado para ii. para todo ui E u
1 

(x. ) ? Além disto, se derivanros des 
1 . 1 -

te problema um novo, onde ui = ui (xi), pergunta-se se a oova solução, i.e., a 

do problema derivado, U* e X*, é igual à solução Ótima do problema original. 

M:>strarros can exenplos que en geral o "princípio do máximo" 

não é satisfeito. 

Exe:nplo 1 

O Problema Original 

Consideremos o sistema dinâmico descrito pela equação 

x.+l - X. = u. 
1 l. l. 

i = 0,1,2 

can xi E E , ui E E , onde queremos minimizar 

2 
J (X,U) = l f? (x. ,u.) = u + u1 1 1 l. O i=O 

Na nossa notação temos 

sujeito a: 

X E X = X'() X" o o o o 
onde q· 

o 

go 

m 
E -+ E o 

X i-+ o 

E -+ E 

X t+ X 
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logo 

então 

X e: X_ = X' f"t X" onde 3 -~ 3 3 

então 

orrle 

então 

~ = {X/CJc,(X) <O}= E 

X~= {x/g
0

(x) =O}= {O} 

X = {O} o 

q3 E + Em3 

X 1+ 0 

go E+E 

X I+ x-3 

X"= {x/g (x) =O}= {3} 
3 3 

m. 
E+E

1 

XI+ 0 

Xi = { x/qi (x) 2,. O } n E = E 

· i=l,2 

Os oonjuntos de restrição dos oontroles são: 

u (x) 
o 

= [-1,1] 

={[-1,1] 
{2} 

se x=l 

se xtl 

Tenos então a solução. 



=u o 
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temos que u1 depende diretamente do valor de u . o Se u
0 

= 1 então 

x1 = 1 e u1 e: [-1, 1 J e cx:no queraros minimizar J (X, U) escolhemos obvia -

mente u
1 

= -1 e obtemos J(X,U) = O. Mas se u
0 

e: [-1,1) então x
1 

e: [-1,1) 

e logo _ u
1 

= 2 e o valor minimo conseguido é J (X, U) = 1 , isto quan-

do u
0 

= -1. I.Dgo a solução Ótima é dada :rx>r x
0 

= O, u
0 

= 1, x
1 

= 1, x
2 

= 

= x1 + u
1 

= 1 + (-1) = O ; então a:m u2 = 3 obtemos x
3 

= x2 + u
2 

= O + 3 = 

= 3 • 

COnseqüentenente, U = (1, -1, 3) é mna sEq.Iência de oontroles 
.. -

Ótinos, X= (0,1,0,3) é a sequência de estados oorresrx>ndentes e J(X,U) = 1. 

O Problena Derivado 

Temos o sistena dinâmico descrito pela equação 

xi+l - xi = ui 

u. e: E onde queremos minimizar 
1 

2 
J (X,U) = l f9 (xi,ui) = u + ui 

i=0 1 o 

novanente na nossa notação temos k=3, fi (x. ,u.) = u
1
. , fº (x ,u ) = u , 

1 1 O O O O 

sujeito a 

X e: X = {O} o o 
x

3 
e:.X

3 
= {3} 

X, e: X.= E 
1 1 

i=l,2 

Alán disto, temos os oonjuntos de restrição para os oontro 

les: 
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u = u (i ) = U (O) = [-1,1] o o o o 

u1 = u1 (x1> = u1 (1) = [-1,1] 

u2 = u2 cx2> = u2 co> =E 

Tares então a solução 

Sem.o x = O e CXJTO ...,,..,:iaros tanar u = -1 teraros x1= o ):'V-4 o 

= x
0 

+ u
0 

= -1. Tem:::>s que u1 e: u1 = [-1,1 J , logo se tanarros u1=-l obtaros 

J(X,U) = -2. logo, a solução ótima do problema derivado é dada por x~ = O , 
, 

U~ = ~1, xt = -1, u*l = -1, X~= X!+ ut = -1 + (-1) = -2 ; então cx:xn 

u~ = 5 obtaros x3 = x~ + u~ = -2 + 5 = 3 • 

Conseqüentenente 

U* = (-1,-1,5) é uma sequência de controles ótinos para o problema derivado, 

X*= (0,-1,-2,3) uma correspondente trajetória Ótima e J(X*,U*) = -2. 

M:>straros agora que a solução Ótima do problema original , 
... ... 
X e U, não satisfaz o principio do mãxiJro (3). 

o Harniltoniano 

... 
X= (0,1,0,3) 

u (x ) = [-1,1] o o 

r-1.1] se x=l 

Ul (xl) = 
{2} se x-;/ 1 

02<x2> = E 
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Desenvolvendo o Hamiltoniano para i=0,1,2 , obterens 

... o ) o H(x ,u ,p1,p ,O = p u + p u o o o 1 o 

(4) H(x1,u1,p2,p0 ,1) = pºu1 + p2u1 

H(x2,u2,P3,Pº,2) = P3U2 

Mas cem, no nosso problena taros 

a) fi (x. ,u.) =u então 
1 1 i 

={:i i=0,1 
b) f~(xi,u.) então 

1 1 i=2 

af.<x.,u.> 
1 1 1 

a X 

o("' ... af. x.,u.) 
1 1 1 

a X 

= o 

= o 

e) qi (x) - o então 
aqi (xi) 

= o 

d) g (X.)= X 
o 

~) g3 (x) = X-3 

M::l.s caco 

Então, de a), b) e e), taros 

(5) 

Além disto 

Então, de d) , terens 

(6) p = -µ o o 

a X 

então 
ago(xo) 

= 1 
d X 

então 
ag3<~> 

= 1 
d X 

i=0,1,2 

i=0,1,2 



E mais 

p = 
3 
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Então, de e) e e), terros 

Logo, de (5), (6), e (7), obterros 

(8) p=p=p=o=µ =-µ 3 2 1 -o 3 o 

Observando então as equações (4) do Hamiltoniano, verros que 

u2 teria que minimizar 

mas isto só aoontece se p3=o. Logo, de (8) obtaros 

p=p=p=p=µ =-µ =O 3 2 1 o 3 o 

Reescrevendo as equações ( 4) , obtaros 

Logo, se u1 = -1 maximiza 

então pº = -k, k>O p:>is 

mas então u = 1 não maximiza o 

H(x ,u ,p1 ,p0 ,0) = pºu =-k u , k>O o o . o o 



p:,is u (x ) = [ -1,1] o o 
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Vale ressaltar que a minimização do Hamiltoniano não se dá , 

mesm::> sendo convexos os conjuntos 

caro o sao, no caso, estes conjuntos oo oosso problena, p:,is sendo 

então 

então 

X =1 1 

f (x ,u) = u o o o o e fº(x ,u) = u o o o o 

F (x ,U (x ) ) = {v/v = (u
0

,u
0
), u

0 
e: [-1,1 J } o o o o 

v2 

-vl que e convexo 

{v/v = (2,2)} ¼ 

v2 

-1 

vl 
1 

'---- -1 '/ que sao convexos 

se X =1 1 

v2 

2 - - - -· 1 

2 vl 
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Exat!Plo 2 

O Próblena Original 

Considererros agora o sistena dinâmico descrito pela equação 

E E ' u. E E, 
l 

1 
J (X,U) = l 

i=O 

i=O,l 

onde quererns minimizar 

Na nossa notação, taros: 

= u
0 

e ff(x1,u1) = O 

k=2, f.(x.,u.) =u.-2, fº(x ,u) = 
1 1 1 1 O O O 

Sujeito a: 

X e: X = X' n X" onde q E -+ E 'ffb 
o o o o "O 

logo 

então 

X e: X = X' n X~ 2 2 2 -~ onde 

logo 

X t+ 0 

E -+ E 

Xi-. X-1 

x; = {x/g
0

{x)= O}= {1} 

X = {l} o 

X t+ 0 

E -+ E 

X t+ 0 

Xi= {x/q2{x).::_ O}= E 

X"= {x/g {x)= O}= E 2 2 
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X E X' = X' n E 
1 1 1 

então 

onde 

logo 

X = E 2 

q· 1 

rn 
E -+ E l 

X 1-+ 0 

Xi= {x/ql (x).::_0} = E 

então 
X = E 1 

Os ronjuntos de restrição dos rontroles são dados y;x:>r: 

Taros então a solução 

caro x =l taros x = 1 + u - 2 = u - 1 orrle u e: u (x ) = u (1) = 
o' 1 o o oºº o 

= {u/0.::_u.::_l} se escolharos u
0 

i:: [0,1) então x1 < O e ronsequentemente 

u1 (x1
) = ~ o que não pode arontecer logo, u

0 
= 1 e x1 = O. Tatns então 

u1 e: u1 (x1) = u1 (O)= {O} logo, u1 = O e x2 = x1 + u1 - 2 =O+ O - 2 = -2. 

Então 

U= (1,0) 
.. 
X = (1,0,-2) 

e 
J cx,íi1 = 1 

O Proble:na Derivado 

Te:ros o sistema dinârniro descrito pela equação 

i=0,l 

cx::m x. i:: E , u. i:: E onde queraros minimizar 
l. l. 

1 
J(X,Ul = l f~ (x. ,ui) = u 

i=0 1 1 o 
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Novamente taros: k=2, f. (x.,u.) = u. - 2 
1 1 1 1 

= o 

sujeito a 

x
0 

e: X
0 

= {l} 

X e: X = E 
2 2 

X e: X = E 
1 1 

, fº(x ,u) = u o o o o 

Alem disto, temos os conjuntos de restrição para os controles: 

u = u ex > = u u> = e o, 1 J o o o o 

Ul = Ul (xl) = Ul (O)= {O} 

Tetos então a solução 

Serrlo x~ = 1, IX)dem:>s tanar u; = O já que não~ a p:>ssibilidade de ui se 

tornar vazio corro no problema original, pois u 1 = {O} está fixo. Continuamo 

temos x* = x*+u*-2 = 1+0-2 = -1 1 o o 
= -1 + O - 2 = -3. 

Então . 

U* = (0,0) X* = (1,-1,-3) 

e 

J(X*,U*) = O 

e ui = O • IDgo, x~ = xi + ui - 2 = 

Mostremos que também aqui a solução Ótima do problema original, 
... ... 
X e U, nao satisfaz o princípio do :máxino (3). 

Tem:>s o Hamiltoniano 

-que deve ser minimizado por üi para todo ui e: ui (xi), cx:m U = (1,fl) 
... 
X = (1,0,-2) 



u
1

(x
1
.) = {u/0 < u < X.} 

- - 1 
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Desenvolvendo o Hamiltoniano para i=0,1 , obtaros 

H(x ,u ,p1 ,p0 ,O) = pºu + p1 [ u - 2 ] o o - o o 

(9) 

Mas com:, no nosso problema taros: 

a) f. (x
1

,u.) = u. - 2 
1 1 1 

b) f9(x.,u.) 
1 1 1 

e) q. (x) = O 
1 

={uoi 

d) g (x) = X - 1 o 

Mas caro 

i=O 

i=l 

Então, de a), b) e e) , taros 

(10) 

então 
af. ex. ,u.1> 

1 1 = o 
ê! X 

então 
01- -afi xi,ui) 

= o 
ê! X 

então 
aq. (x.) 

-1 1 
= o 

ê! X 

então 
ago (xo) 

= 1 
ê! X 

então 
ag2 <x2> 

= o 
ê! X 

i=O,l 

i=0,1 
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Então de d), taros 

(11) p = -µ o o 

e mais T 
ag2<x2> 

P2 = 
ó X 

µ2 + 

Então, de e) e e), tE!OC>S 

(12) P2 = O 

logo, de (10), (11), e (12), taros 

(13) 

e cx,rro 

(14) 

p = p = p = -µ = o 2 1 o o 

g2 =O, taros 

µ = o 
2 

Reescrevem.o as equações (9), obtaros 

= pºu . o 

De (13) e (14) taros que pº = k k < O 

não são todos nulos • Mas então ii = 1 não maximiza o 

H(x ,u ,p1,k,O) = k µ o o o 

U EU (X)= U (1) = [0,1] o o o o 
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Exanplo 3 

O nosso problema agora é o mesrro do exemplo - 2 do capítulo I. 

Teros o sistema dinâmico dado por 

( 1 xl + 1 _41 x! - u~) 
xi+l - xi = - 2 i ui' 1 1 i=0,l 

, u. = (u! ,u
1
2) e: E2 , onde quereros minimizar 

1 1 

1 
J(X,U) = I ¼ xi - uf 

i=0 

Na nossa notação te:ros então: 

k=2, f º(x u) = !. x1 - u2 
i i' i 4 i i 

= ( - !. xl + ul 1 xl u2) 
2 i i , 4 i - i 

sujeito a: 

Xº e: X = x• n X" o o o 

e 

onde % E2 -+ Erfb 

X 1-+ 0 

go E2-+ E2 

X f+ X 

logo 
X~ = {x/% (x) 2- O} = E2 

X~= {x/g
0

(x)= O}= {(0,0)} 

e então 

Além disto 

X e: X = X' () X" 2 2 2 2 onde 

X = {(0,0)} o 
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g2 E2-+ E2 

X 1+ 0 

logo x2 = {x/q2(x) <O}= E2 

x2 = {x/g2 (x) =O}= E2 

e então 

onde 

logo 

e então 

X = E2 
2 

X'= {x/q (X)< O}= E2 
1 1 -

X = E2 
1 

Os conjuntos de restrições dos controles sao: 
2 

(x!) 
Ui(xi) = { (ul ,uf) / \ul 1 ~ 1, \uf 1 ~ 1 - !2 ( 1176 / ___ 1;;__,_ 

1 + (x!/ 
1 

} 

COiro vinns no capitule I, uma solução Ótima do problena é: 

- 1 17 
U = {( 4' -1), (O, -1 + 512 )} 

- 1 1 15 
X ::a {(0,0),( 4' 1), ( 8, 2 + 512 )} 

Vejarros agora se o principio do máxinn (3) é satisfeito. 

Taros o Hamiltoniano 
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Mas no nosso problema taros: 

) f ( ) ( 1 1 1 !_ X 1 - u2 ª i xi,ui = - 2 xi+ ui, 4 i i 

1(- -af. x.,u.) 
]. ]. ]. 

a x1 

afi ex. ,a.> 
]. ]. = 

â X 2,- -af. x.,u.) 
]. ]. ]. 

a x1 

b) f o ( ) = !. xl _ u2. i xi,ui 4 i i 

o,- --âf. X. ,u.) 
]. ]. ]. 

º(- - ) afi xi,ui a x1 
= 

â X 
º(- -af. x.,u.) 
]. ]. ]. 

a x2 

e) qi (x) = O então 

d) g (x) = (g; (x), g~ (x)) = o 

ag; (xo) 

xgo (xo) 
a x1 

= ag~(x0 ) 
â X 

a x1 

fl(- -a . x.,u.) 
]. ]. ]. 

a x2 

f2(- -â • X. ,u.) 
]. ]. ]. 

a x2 

então 

1 
4 

= 

o 

aq. ex.> 
·]. ]. 

â X 

(xl,x2) = X 

ag; (xo) 

a x2 

ag2 (x ) 
o o 

a·x.2 

então 

1 o -2 

= 
1 o 4 

= o 

'então 

1 o 

= 
o 1 
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então = o 
a X 

mas cx:m:, 
T 

[ 
af. cx.,u.> ] [ a 1 1 1 O 

pi - Pi+l = Pi+l + p 
a X 

, i=O,l 

então, de a), b) e e) teros 

r-: 
1 

] 4 
(13) pi - Pi+l = Pi+l + Pº 

o [ : ] i=O,l 

além disto 

T 

- [ ag ex> ] Pº = 
o o 

µo 
a X 

Então, de d), teros 

(14) Pº = -µ o 

e mais T T 

[ ag2 <x2> 
] µ2 + [ aq2 <x2> ] À2 P2 = 

a X a X 

Então, de e) e e), terros 

p
2 

= O = (0,0) (15) 

(16) 

vemos 

Por outro lado, caro g2 = O terros µ2 = O. Conseguentenente, se ti­

po= O então de (13) , (14), (15) e (16) teríanos 

P =p =p =µ =O e µ =O 
·o 1 2 o 2 

o que resultaria numa impossibilidade, já que pº, p
0

, pl'p2,µ
0

,µ 2 não são to-

dos nulos. Então, taneros pº = -1. Segue-se de (13) que 

(17) 1 1 1 1 1 2 1 
pi - Pi+l = - 2 Pi+l + 4 Pi+l - 4 
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P2-p2 = 0 
i ·i+l 

mas de (15) teros que P1 = p~ = O logo, segue-se que p~ = Pi = p~ = O , e de 

(17) segue-se que 

1 1 1 1 
pi= 2 Pi+l - 4 

logo, teros 

P
l = !_ ( 1) 1 _ 3 

-o 2 - 4 - 4 - - ã 

Teros então que o Hamiltoniano se reescreve a:m:> 

Lembreros que 

U
0

(x
0

) = 0
0

((0,0)) = {u
0 

= (u~,u;) / lu;I < 1, lu~l2. l} 

Desenvolvemo o Hamiltoniano para i=O,l tem:>s 

H(x ,u ,p1,-l,o) = u2 + (- -8
3) u1 

o o o o 

que é maximizado para u2 = 1 e u 1 = -1 e o o 

2 - 1 17 que é maximizado para u1 - - 512 e u1 = -1 1 

ID<jo, novanente a sequência dos controles Õtinos 

1 17 U = ( ( 4 , -1 ) , (0,-1 + 
512

)) não maximiza o Hamiltoniano. 

i=O,l 
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§ 4 - Corrlições Necessárias para º .. PI"oblena can ui {x1). 

Quereros agora estabelecer oorrlições necessárias para o probl~ 

ma -1, orrle os oonjuntos de restrições dos valores dos controles deperrlem tarnbén 

do estado. Reescrevemos o problena -1 caco problema -2 e fo:r:mulanos a hipótese 

de inclusão en (23). 

(18) Problena -2. Dado um sistena dinâmioo descrito pela equação 

i=O ,1, ••• ,k-1 

onde xi e: Ef é o estado do sistema no tempo i, ui e: If1- é a entrada do siste­

ma no tempo i ,e fi uma função 

... 
Achar uma sequência U = (u

0
,ii

1
, ... ,~_1) e uma corresporrlente 

trajetória x = <x,xl' ... ,~> que minimize a sana 

k-1 
I f9 !x. ,u. > 

i=O 1 1 1 

onde f~ : Ef x if1 + E • A minimização está sujeita a: 
1 

i=0,1, .•• ,k-1 

X e: X = XI n X" o o o o onde X'= {x/%(x)~ o} o 

X"= o {x/g
0

(x)= O} 

cem m 

~ : Ef+Eº 
1 

go : Ef1i-+Eº 
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Xic f: 2íc = ~ n ~ onde X' = k {x/gk(x) < o } 

~= {x/gk(x) = o } 
-

q 
k 

ef'- • E~ 

gk . ef'-1• E~ . 

i=l,2, ••• ,k-1 

X 1-+ (q! (X) , ••• ,~ (X) ••• , 
l. l. 

mi 
, qi (x) ) 

Cabe aqui observar que a única diferença entre o problema -1, 

formulado em (2), e o problema -2, formulado em (18), é que os conjuntos de restr!_ 

ção dos oontroles dependantambén do estado i.e. Ui (xi). 

teses. 

Hip5teses-2 

Para obtenção de oorrlições necessárias acrescentarros as hipÕ -

(19) A - Para cada i=O,l, ••• ,k-1 e todo u f: u. (x.) as funçÕes 
l. l. 

fi ( ,u) : ef'- • ef'-

são oontinuamente diferenciáveis. 

definirros 

Seja b = (-1,0, ••• ,0) E: Ef+l e para todo i=O,l, ••• ,k-1, 
o 

Fi ef'- x ifl • Ef+l 
(x,u) 1• (f9 (x,u) , f. (x,u)) 

l. l. 
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(20) B - Para i=0,l, ••• ,k-1 e para todo x e: E:11 , os conjuntos 

são b
0 

- oonvexos (Vide apêndice, Def .3). 

_n lo 
(21) e - As funções g : t.: + E e o 

_n lk 
gk: t.: + E 

a g
0 

(x) 
renciáveis e tên matrizes jaoobianas 

são oontinuamente dife 
a gk(x) 

e ---- cx:rn pos-
a X a X 

to mãxino para todo x e: X
0 

e x e:~ respectivamente. 

(22) D - Para todo x e: Xi e i=0, 1, ••• ,k os gradientes das restrições ativas, 

v ~ (x), cx:rn J' e: I. (x) = {J'/q~ (x) = O} são vetores lineannente in-91. 1 -1 

dependentes. 

Hipótese de Inclusão 

Se X= (x,x1 , ... ,~) éumatrajetóriaótimadoproblanafor­

mulado en (18) , então 

(23) 

Observe:ros que o conjunto de Hipóteses -1 é igual ao conjunto 

de Hipóteses -2 a menos dos conjuntos de restrição dos controles Ui (xi). 

N::> conjunto de HifÓteses -2 iten B, a exigência dos conjuntos 

F. (x,u., (x)) C Ef+1 seren b -convexos implica que para todos F. (x,u') e 
1 1 O 1 

F i (x,u") e: u. (x)) 
1 

e O< À< 1 teros 

ÀF. (x,u') + (1-À)F. (x,u") e: ao F. (x,u. (x)) 
1 1 1 1 

logo existe um u(À) e: u. (x) tal que 
1 
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Então te:ros 

e 

f
1
° (x,u(;\l) < Ãf~ (x,u') + (Ã-1) f~ {x,u") 

- 1 1 

Por sua vez, na hipótese de inclusão J;X.'ldem:>s observar que, se 

u1 (x1)C Ui(x1) para todo xi e: x1 então Fi(x1 ,ui(x1))CF1 (xi,Ui(x1)) para 

todo x1 e: x1 , e esta Última relação implica (23). I.ogo térÍam:>s outras manei­

ras de formular a hipótese de inclusão. 

(24) Teorema 2-2 (Principio do Máxim:>) 

Se (u
0

, u1, ••• , ~-l) é uma sequência de oontroles õtinos e 

(x
0

,xl' ... ,~) é uma trajetória oorresp::>ndente para o problema de oontrole Õti­

m::, descrito em (18), então existem vetores p
0

,pl' ... ,!\: em Ef, multiplicado -

~ ~ res À ,Ã1, ••• ,Ãk o:m À. e: E satisfazendo À. < O i=l,2, •• ,k , µ e: E 
O_ 1 1- O 

lk o 
e µk e: E e um escalar p .::_ O tal que: 

Nen todos pº, p
0

, p1 , ••• ,T\_, µ
0

, µk são nulos • 

Os vetores p. satisfazem a equação 
1 

Í afi (xi ;ui) ] T . 
Pi - Pi+l = L a x P1+1 + Pº 

N:> oonjunto de partida X
0 

a oondição de transversalidade 

ago(xo) 
Po = - [ 

3 X 
jT u

0 
é satisfeita. 

i=O,l, •.• ,k-1 
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No oonjunto final ¾_ a oondição de transversalidade 

é satisfeita 

i=0 ,1, ••• ,k 

Para i=0,l, ••• ,k-1 o Ham.iltoniano 

H: rf1 X Ifl x E X {0,1, ... ,k-l} ~ E 

( x, u, p, p0 , i) ~ pº ff (x,u) +(p,fi (x,u>) 

satisfaz a oondição de máx:i.no. 

(25) 

- 1 " InaX1lilO • 

para todo u. e: U. (xi) 
1 1 

A esta Últillla relação nós oos referinDs am:> "princípio do 

Observação 1 - No teorema llk = O sempre que gk = O. 

Observação 2 - o princípio do mãxino fo:mu.lado aqui é exatamente o nemo que o 

fonnulado en (3), só que se exige (23). 

Para deronstrar o teorema 2-2, primeiro transfo:ananos o pro­

blena-2, dado en (18), en um problena de programação mateTiática. A seguir in~ 

duzinDs um oonjunto íl' que será usado oan a extensão do Teorema Fundamental 

(Vide apêndice, Teorema 3). Por últim:>, rrostrarros que o oonjunto C (z,íl') é 

uma aproximação CDnica do oonjunto íl' em z (Vide apêndice, def .11) • 
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Transfonnerros então agora o problana de oontrole ótirco dado 

em (18) em um da fonna do problana básioo (Vide apêndice , def. 4) • 

é equiv~ente a 

Finalmente seja 

Para i=O,l, ••• ,k-1 seja 

E F!1. Então a equação 

i=O ,1, ••• ,k 

can 

V.= 
1 

i=O,l, ••• ,k-1 

z = (xo,xl, ••• ,~,vo,vl, ••• ,vk-1) E efi(k+l) + k(n+l) 

p:,deros então definir as funçÕes f e r e o oonjunto de restrições íl cxm:>: 

k-1 
(26) f (z) = I v? 

i=O 1 

Xl - X - V o o 
x2 - xl - vl 

(27) r(z) = . = o 
~ - ~-1- vk-1 

go(xo) 

gk(~) 

(28) , i=O,l, ••• ,k 

e v. E Fi(x. ,Ui(x.)) , i=O,l, ••• ,k-1 } 
-1 1 1 

Assim em íl os v. 's estão restringidos IX')r xie: X'. e pe 
-1 1 -
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- o - º( los u
1

(x.). Observe:ros tambern que para z e: íl, v. - f. x1 ,u
1

) para algum 
~ ]. 1 ' 

xi e: x1 e u1 e: u1 (xi). IDgO, pela definição da função f ta:ros 

k-1 
f (z) = I 

i=O 

k-1 
v? = I 

i i=O 
f~ (x. ,u.) 

]. 1 ]. 
z e: íl 

Introduzi.m:>s agora um conjunto íl' que será usado c:x::m a ext~ 

são e.o Teorema Fundamental (Vide apêndice, Trorema 3) • 

Seja 

X •. e: X! 
]. ]. 

, i=0,1, ••• ,k 

e v. e: co F. (x1 ,u. (x
1
)) , 

-1 1 l. 
i=O,l, ••• ,k-1 } 

Lena 1-2 

O oonjunto íl' satisfaz as hipóteses da extensão do Trorema 

Fundamental e:n relação a íl, f e r. 

Dan. 

mas ocm:, os oonjuntos Fi (xi,Ui (x1)) são b
0

-oonvexos e vi e: oo Pi (x1,u1 (x1)) C 

C Ff+l i=O,l, ••• ,k-1 

ta:ros que existem 

v. e: F
1

{x
1
*,U. (x:~)) 

-l. 1 l. 
, i=O,l, ••• ,k-1 

tais que 

v = v'!' + 13 b 
-i --J. o , 8 > O 
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- - * V. - V. 
l. l. 

Então para 

r(z) = 

e v~- < v~º 
l. - l. 

-- V o 

- V 1 
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-x.* - x.* - V. 
K J<-1 k-1 

e 
k-1 k-1 

f <z> = l 
i=O 

V-o < , v*. o = 
i - l 1. 

i=O 

i=O,l, ••• ,k-1 

taros 

= 

f (z*) • 

- v* o 

- v* 1 
= r(z*) 

ú:lgo, o cx:mjunto íl' satisfaz as hipóteses da extensão do Te­

orena. Fundamental e:n relação a íl, f e r. 

D 
Lena 2-2 

Suponhanos que 

seja uma solução Ótima do problena. -2, dado e:n (18), i.e. (x0 ,x1 , ••• ,xk) é urna 

trajetória Ótima e fi = F i (xi ,ui) para i=O,l, ••• ,k-1 onde (ii0 ,iil' .... ,~_1) 

é uma sequência de controles Ótim:>s. Além disto, assuminos as hipóteses dadas 

en (19) e (20) • Então o conjunto 
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[ 
aF. ex. ,a.> ] 

e ('ÔV.: -
1 1 1 óX.) e: R C (v. ,co F. (xi,U. (X.))} 

-.L a X 1 1 · 1 1 1 

é urna aproximação cônica do oonjunto n' em z (Vide apêndice, Def .11) • 

Dan 

:E)n primeiro lugar, deveros mostrar que C(z,íl') -e um oone 

convexo. Seja então um vetor não nulo óz e: C(z,íl'), e Ã>O um escalar arbi­

trário, então 

e 

rx,is se 

À óxi e: I C (x.,X~) já que 
1 1 

óv. -
-1 

[ óv. -
-1 

aF. cxi,u. > 
1 1 

a X 

aF. ex. ,a.> 
1 .l. 1 

a X 

então existe um E> O tal que 

v. + a [ óv. -
-1 -1 

para todo a e: [ O, E] . Então se tananos 

v. + a [. À _ô v1 -
-1 -

aF i cxi ,ui> 

a X 

e: R ccv., co Fi<xi,u. ex.>>> 
-1 1 1 

e: R ccv. ,co F. ex. ,u. ex.»> 
-1 1 1 1 1 

tanos que 

e: co F. cxi,u. ex.» 
1 1 1 

para todo a e: [ O, fj_ J logo (30) é verdadeira. Tacos então, se óz e: C(z,íl') en 

tão À óz e: C(z,íl') para À~ O i.e. C(z,íl') é um cone. M:>streros agora 

que ele é oonvexo. Usando o Teorema 2 do apêndice, mostremos que õz' + óz" e: 

e: C(z,íl') se óz' e õz" estão em C(z,íl'). Tacos então que óX:i. e óxi es 

tão em I C (x,xp mas caro 

(" qi(z),õx1 + õxi) = <v q
1

Cz),õx1) + <~" qi(z),õxi> < o 



(31) então ôx! + ôx'.' 
l. l. 
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e: I C(x. ,X!) 
l. l. 

Por outro lado, teros tambén ôv! e ôv'.' pertencentes a 
-l. -l. 

R e (v. , oo F. (x. ,ui (x.))) que é uma aproximação cônica de primeira espécie (V!_ 
-l. l. l. l. 

de proposição 2, apêndice) logo, um oone oonvexo. Então, pelo Teorana 2 do ~ 

pêndice 

(32) ôv ! + ôv'.' e: R C (v. , oo F. (x . , U. (x. )) ) 
-l. -l. -l. l. l. l. l. 

então, de (31) e (32) teros que ôz' + ôz" e: C(z,íl') , logo e <z ,n • > -e um 

oone oonvexo. 

Finalnente para toda ooleção finita { ôzl' ••• ,ôzp} de veto -

res lineannente independentes en e (z, íl' ) teros que exibir um e: > O e uma fun 

ção oontinua ç, 

tal que 

ç, (z + ôz) = z + ÔZ + O(ôz) 

onde lim IIO(ôz)II 

li ÔZ li 
= o 

1 jõzj j+O 

Seja então oz1 ,oz2, ••. ,ôzp uma ooleção finita de vetores li­

neamente independentes en e (z ,íl') CX)ffi 

ôz. = (ôx .,ox1 ., ••• ,ôx.. .,ôv .,ôv1 ., ••• ,ôv(k l) .) 
J OJ J KJ -OJ - J - - J 

logo, pela definição de C(z,íl'), teros que 

ôxij e: I C(xi,x_p , i=O,l, ••• ,k e j=l,2, ••• ,p 
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onde 

ÔV,:. = 
-.LJ 

ar .. ex. ,a.) 
~-, J;: 1 1 

3 X 

51 

óx. . + (v. . - v. ) 
1J -1J 1 i=0,1, ••• ,k-1 

j=l,2, ••• ,p 

(v .. - vi) E R e (v., ,co F. (x. ,ui (X.))). e.aro os cones internos -1J -.L 1 1 1 

I C (xi,Xi) e os cones radiais R C (vi, co Fi (xi,Ui (xi))) são aproximações 

cônicas de primeira espécie (apêndice, proposição 2, teorema 4) então para a 

coleção { ôx .1 , ôx. 2 , ••• , ôx. } de vetores lineannente indeoendentes en 1 1 1p ~ 

IC(xi,X1!) e para a coleção {v. 1 -v.,v. 2, ••. ,v. -v.} de vetores lineannen -1 -1 -1 -1p -1 

te indeperrlentes en RC (v. ,coF. (x. ,U. (x.))) então existe E>O tal que - · -1 1 1 1 1 

e 

co{v.,v., + E(v. 1 - v.),v. + E (v. 2 - v:i), ••• ,v. + E(v:i - v.)} C -1 -.i. -1 -1 -1 -1 - -1 - p -1 

ConseqÜente:nente, pela proposição 1 do apêndice para quais -

l 2 p t' f end j quer escalares µ , µ , ••• ,µ sa 1s az o µ > O 

e 

I µj < 1 temos 
j=l 

v. + E 
-1 I 

j=l 

ôx .. 
1J 

µj (v .. - v.) 
-1J -1 

E X! 
1 

i=O ,1, ... ,k 

j=l,2, ••• ,p e 

i=O ,1, ... ,k 

NSs afinnarros que o acima citado E>O se:rve para nosso pro­

pósito e portanto passanos à construção da função ~- (Justificarros a afirma.ti 

va no processo de construção) . 
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Construireros a função ~ em duas etapas. Prllneiro obtere­

nos uma representação.para os vetores z = z + ôz pertencentes a 

oo { z,z + Eôz1, ••• ,z + Eôz} em tenros dos vetores em X! e em F (xi,U. (x.)). p 1 i 1 1 

Então, cono sabenos que a função ~ tem de ter uma expansão da foma 

~ (z + ôz) = z + ôz + O(êz) definirros ~ de maneira que a :parte linear tenha 

a representação obtida na prllneira etapa e, além do mais, ~(z + ôz) e: íl'. 

Seja C = oo {z,z + Eôz1,z + Eôz2, ••• ,z + Eôz }. Então para 
p 

qualquer z e: e taros 

ÔZ. , µj (z) > 0 , 
J 

(33) logo ôz = z - z = E I µj(z) 
j=l 

êz .• 
J 

Além do mais, cono os vetores 

r 
j=l 

ÔZ. 
J 

são lineanrente indepen-

dentes para cada z e: e os escalares µj (z) j=l,2, ••• ,p são univocamente de 

tenninados JX>r (33). 

Agora, corro (v .. - v.) e: R C(v., oo F.(x1 ,Ui(xi))) , teros 
-1J -1 -1 1 

que: 

v. + E ! µk(vik - v.) e: oo F1 (x.,Ui(xi)) 
-1 k=l - -1 1 

para quaisquer escalares ID 

go se tomarros µ j = 1 e k 
µ = o para k ~ j então 

ra cada 

que: 

v. + E (v .. - vi) 
-1 -1J -

e: oo F. ex. , u. ex . » 
1 1 1 1 

i=O ,1, ••• ,k-1 

j=l,2, ••• ,p 

IDgo cono v. + E (v .. -"" vi) 
-1 -1J -

i=O,l, ••• ,k-1 e j=l,2, ••• ,p, 

e: oo F1 (x1,u1 (xi)) existem@ 

e: ui (xi) cem ~=1,2, ••• ,si tais 
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v. + E (v. j - v. ) 
-]. -]. -]. 

a=l 
si 

cnn i=O,l, ••• ,k-1 j=l,2, ••. ,p e onde À~.::_ O e l À~= 1. 
a=l l. 

temente, para qualquer oz = (ox
0

,ox1 , ••• ,o~,o:Yo,···,º~-l) = z - z 

ConseqÜ~ 

onde 

z e: e , temos 

(34) 

e 

(35) oV. = 
-J. 

= 

ox .. 
l.J 

aF.Cx.,ii.> l. ]. ]. . ox + i 
cl X 

aF. ex. , ii. > ]. ]. l. ox. + 
cl X 

]. 

i=O ,1, ••• ,k-1 

I µj (z) E (v .. - vi) = 
j=l -l.J -

Si t µj (z) [ at ª e ª -V.] Ài Fi xi,uij) -]. 

i=0,1, ••• ,k-1 

As expressões (34) e (35) nos dão a desejada representação de 

vetores em C em tenros de vetores an X! e em F. (x. ,Ui (x.)). l. l. ]. ]. 

Definirernos agora a função ~ : e-+ íl'. Seja z=(x
0

,x1 , .•• , 

~' Yc,,v1 , ••• ,~_1) e: C um vetor arbitrário e oz = z - z então 

i=O,l, •.. ,k 

e 

~i(z) = F. (x.,u.) + I µj(z) [ Ii À~ F. (x.,u~.) - Fl.. (xl..,u]..)] 
1 1 1 j=l °=l 1 1 1 l.J 

onde os µj(z) 's estão univocamente detenninados p::,r (33). 

Em primeiro lugar, observarros que p:>r oonstrução, para todo 

z = (x ,x1 , •.• ,x. ,v ,v1 , .•• ,v,_ 1) e: e ternos x. e: X! para i=O,l, ••. ,k logo o K. -o - ---,.._- ]. ]. 
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y
1
. (z) e: X~ • Por outro lado te:ros a hipótese de inclusão. 1 . 

(36) 

pois 

mas 

oo Fi(xi,u. (x.))C oo F. (X. ,u. (xi)) 
1 1 1 1 1 

a 
logo, caro os oontroles u .. 

1J 

satisfazen µj(z) > O e I µj(z) .::_ 1 
j=l 

estão.en ui (xi) e os escalares 

é claro que w. (z) e: co F. (x. ,U. (xi)) 
-1 1 1 1 

wi(z) = F. (x.,u.) + I µj(z) [ Ii À~ Fi(x.,u~.) - F. (xi,u.)] = 
- 1 1 1 j=l a=l 1 1 1J 1 1 

~ si ~ 
= Fi(x.,u.) + L µj(z) l À~ Fi(x.,u~.) - L µj(z) F1. (x1''ª1·> = 

1 1 j=l a=l 1 1 1J j=l 

Si 
l À~= 1 logo 

a=l 1 

Si 
I À~= 1 

a=l 

então ~i (z) é uma a:xnbinação oonvexa de elenentos de Fi (xi,ui (Xi)) logo, 

wi (z) e: oo Fi (xi,Ui (xi)) e por (36) teros ~i (z) e: oo Fi (xi,Ui (xi)). 

Então a função I; é realmente de e em íl' por oonstrução. 

TemJs que irostrar ainda que I; pode ser escrita da fonria I; (z + óz) = 

= z + óz + O(óz). Seja então 
µl(z) 

µ2 (z) . 
µ!'(z) 
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Mas já sataros de (33) que para z e e tenos 

ôz = z - z = I µj{z) E óz. 
j=l . J 

logo 

µ1 (z) 

µ2 (z) . 
i'cz) 

então z - z = A µ (z) onde A = [ E ô z1 E ó z2 ••• E ó zp] • M:>strenos 

que A é injetiva p:,is daí podenos garantir urra inversa à esquerda para A (Vi 

de apêrrlice, prop:,sição 3). 

Seja Aa=y Ab=y então A(a-b) = O i.e. 

mas os ôz. 's são linear-
1 

E ôz1 (a
1 - b 1) + ..• +E ôzp(aP - lf') = O 

i i mente independentes, logo {a - b) = O i=l,2, ••• ,p i.e. a=b e então A 

é injetiva. ConseqÜentemente podenos garantir que existe Y inversa à esquer­

da de A, tal que 

(37) Y(z - z) = µ (z} ou Yôz = µ (z) 

Seja agora z1 (z) uma matriz a:m p colunas onde a j-ésima 

coluna desta matriz é dada p::>r 
Si 

(38) l À~ F1 (x.i,u~j) - F1 (x1 ,ü1 ) 
a=l 

então 

onde 

zi (z) = [ Zl (x.) zf (z) • • • z1 (z) ] 

z~{z) = (38). Mas da definição da função 
1 

s taros que 

~:i.(z) = F. (x.i,ui) + I µj(z} [ !1 
À~ F. (x.i,uªi.) - Fi(x..,u.)] 

1 ·1 111 J 11 J= a= 
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então p:xiercos substituir os S001a-tórios da equação.anterior J.X)r Y e zi, logo 

w. (z) = F. (x.,u.) + Z. (z) µ(z) 
-1 1 1 1 1 

então tercos 

e usando (37), obte:ros 

w_~ (z + óz) = F. (x. + óx.,u.) + Z. (z + óz) Yóz. 
~ 1 1 1 1 1 

Agora, J.X)r outro lado, te:ros que as funçÕes 

f9 : Ff X "Ef1 -+ E 
1 

e F. ( ,u) : Ff -+ Ff 
1 

são cx:mtinuamente diferenciáveis. logo, p:xie:ros escrever 

(39) 

onde 

- - - - 1 1 -
[ 

aF. (x. ,Üi) ] 
F. (xi + º"i, u. ) = F. (x. , u. ) + ----- ÓX. + ºi. ( ÓX • ) 

1 1 1 1 1 a X 1 1 

lirn 
11 ÓX, 1 1-+0 

1 

1 lõi Coxi 11 

li º"ili 
= o 

Além disto, te:ros 

(40) 
-

Zi (z + óz) Yóz = Z. (z) Yóz + Õ. (óz) 
1 1 

Zi (z + óz) Yóz = [ Zi (z + óz) • • • Zl (z + óz)] Yóz = 

zll(z+óz) •••• z!P(z+óz) i 1 

= Yóz 

Observaros que um elemento genérioo da matriz Z. , 
1 

se dec:,prl1)Õe cx:m:, 

'k z~ (z+óz) 
1 
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onde 

lim = o 
11 ÔZ 1 1~0 11 ÔZ li 

Observ~s tambem] .. que se Ai 

tos da fonna ajk = [ az1, (z) ôz e o·~ (ôz) 
a z 1 

é a matriz fonnada pelos elEme!!, 

é a na.triz fonriada pelos ele -

então 

Zi(z + ôz) Yôz = Z. (z) Yôz + A.Yôz + o!(ôz) Yôz • 
1 1 1 

Tarns também que 

lim 
1 IA.Yôzl 1 

1 

11 ôzl 1~0 li ÔZ li 
< lim 

1 lôzl 1~0 
1 !AI I l!YI I llõzll 

li ÔZ 1 1 
= 

= lim 1 !Ali IIY li < 
1 lõzl 1~0 

~1 ~ ~z1k 
lim l 'L 11-3 -!-II llõzll IIYII= 

1 1 ÔZ 11 ~ j=l k=l 

= o 

Então, se notarros Õ
1
. (ôz) = A. Yôz + O!· (óz)Yôz , tarns 

1 1 

onde 

Zi (z + ôz) = Zi (z)Yôz + Õi (ôz) 

lim 
11 ôzl 1~0 

1 lõ1 Côz> 11 

li ÔZ li 
= o 

Então, usando (39) e (40), J;X)d.enos escrever 

ôxi + Z. (z) Yóz + O. (ôz) 
1 1 
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onde o. (óz) = Õi (óz) + Õ. (ôz). Então teros 
1 1 

(41) 

onde 

(42) 

lim 
1 lõzl J+o 

1 loi (óz).11 

11ÔZ11 

aF. <x. ,ii. > 
· 1 1 1 

â X 

= o 

IDgo, para qualquer z = z + õz e: e tal'Os 

ç;(z + óz) = (y
0

(z + ôz), ••• ,yk(z + ôz), ~(z + óz), ••• ,~-l (z + ôz)) 

i=O ,1, ••• ,k 

e de (41) e de (35) teros que 

(43) w.(z + ôz) =v. + óv. +O.(ôz) 
-1 -1 1 1 

i=0,1, .•• ,k-1 

logo, de (42) e (43), te:cos que a função F;, se decanp3e an 

ç, (z + óz) = z + óZ + O(óz) 

onde 

lim 
1 lõzl l-+0 

I IO(óz) 11 

11ÓZ11 
= o 

e consequentemente, te:cos que e (z, íl' ) é uma aproximação cônica do conjunto íl ' 

-an z. 

D 
Ioga, agora te:cos que o conjunto íl' definido an (29) satis­

faz as condições da extensão do teorema fundamental (Apêrrlice, Teorema 3) an re~ 

ção ao conjunto íl definido an (28) e an relação às funçÕes f e r definidas an 

(26) e (27). Alé:n disto, o conjunto C(z,íl') é una aproximação cônica de íl' 
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em z. . o:mcltÚnos então. da extensão do teorema fuma.mental que existe um vetor 

não nulo '1' =(pº ,n) , a:m pº ~ O e II = (-pl' -p2, ••• , ~, µ0 ,µk) onde 

o n lo lk 
p E: E , pi E: E , µo E: E e µk E: E - tal que 

< '1', 

--[f(z)] 
F{z) 

r(z) 

então 

aF<z> 
a X ÓZ) ~ 0 para todo ÓZ E C(z,n') e onde 

(44) pO < Vf (z) , óz > + < II Í 
ar(z) 
a z 

para todo óz e: C(z,íl'). 

Sur,stituirrlo então f e r em ( 44) , tetos para todo óz E 

E e cz ,íl • > : 

k-1 k-1 < 
(45) pº l óvf + , l - Pi+l 

i=O i=O 

EstaJros agora em oondiçôes de deronstrar o Teorema 2-2. 

Dern. 

As hir,óteses e e D dadas an (21) e (22) respectivamente, nos 

garanten que nem todos os pº , p0 , p1 , ••• , !\ , µ0 , µk são nulos. 

Proveros agora (25). Sup:>nharoos que 

ÓZ =:= (O,O, ••• ,O,óy_i,o·, ••• ,o) E: C(z,íl') 

então de (45), teros 
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logo, de (46) obta:ros 

(47) pº [ff li1 ,U1l - ff !i1 ,u1l] + ( pi+l' f1 (X1 ,U1l - f1 (x1 ,u1) > > o 

que é uma expansão de (25). Observeros que a aderência do conjunto 

oontén o conjunto oo Fi (xi,Ui (xi)); oorro este Últi.Iro é convexo e (47) vale pa­

ra todo ui e: Ui (xi) ta:ros que (25) é.verdadeira. 

Seja agora õz = (0,0, ••• ,0,õ¾,o,o, ••• ,0) com º¾ e: 

e: IC(¾: 1~) • Então (45) nos dá a relação 

< [ agk C\) ] T > 
- I\ + a X µk' º¾: 2- O 

para todo º¾ e: IC(\,~> , isto é, para todo º¾ satisfazendo 

[ 
aqj <\>] . 

: x º¾ 2- O, can q~C\> = O e j e: {l, 2, ••• ,1\;} . Aplicando 

o lena de Farkas (Apêndice, proµ:,sição 4) , ta:ros que existe um vetor em E I'l'IJ< 

tal que 

- [ aqk(\)]T 
a X Àk 

e 

e 

AnalCXJarnente, seja 

vetor de C(z,íl') i#)< com 

ÕV. = 1 1 o X [ 
aF. cx1,u.>] 

-l. é) X i 

ôz = co,o, ••• ,ôx.,o, ••• ,ôv.,o, ••• ,o) um 1 -]. . 
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Então, de (45), teros; 

+ (r,i+l ' 

para todo ax. E IC(x.,X!) , isto é,para todo ôXi satisfazemo 
1 1 1 

[
ªCJi <xi>] . 

axi 2. O, orrle qi(xi) = O 
3 X. 

para j E { 1, 2, ••• ,m. } • Apli -
1 

1 

cando :novamente o I.ana de Farkas, obteres 

[ 
af.Cx.,ü.>]T [ªf9(x.,ü.>J T _ 111 O 111 + 

pi - Pi+l - ~ X Pi+l + p 
o 3 X • 

i=O,l, ••• ,k-1 

e 

i=O,l, ••• ,k-1 

Finalmente p = - [ªgo (xo) ]T· µ é simplesmente tnna defin! 
O 3 X . O 

ção constante. 

D 
Exemplo 4 

Dado o sistam. dinâmico descrito pela ~ção 

x.+l - x. = (u.) 2 - 1 
l; 1 1 

CXIn xi E E, ui E E, onde quereres minimizar 

J (X, U) 
1 

= l f9(x.,u.) = 
, Q 1 1 1 
1= 

(u ) 2 
o 
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Na. nossa notação taros: k=2 , f. (x. ,ui) 
l. l. 

2 
= (ui) - 1, 

Sujeito a: 

X e: X = X' n X" o o o o 

logo 

então 

X e: X = XI n X" 2 2 2 3 

logo 

então 

m 
onde % E-+ E 

0 

X -+ 0 

g
0

: E-+ E 

X-+ x.-1 

X~ = { X/% (x) <O } = E 

x~ = {x/g
0

(x} =O}= {1} 

onde q E -+ E ·2 
X -+ 0 

E -+ E 

X -+ 0 

X"= {x/g2(x)= O}= E 

X = E 
2 
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onde 

Xi= {x/ql (x) <O}= E 

X = E 1 

Os conjuntos de restrição dos controles são 

Taros então a solução. 

Corro x = 1 taros que u E U (1) = {u/-1 < u < l}. logo , o . o o - -
2 se tanarros u

0 
= O taros x1 = x

0 
+ (u

0
) - 1 = 1 + O - 1 = O e u1 E u1 (O) = 

= {u/0.::. u .::_O}= {O} • Então, x2 = x1 + (u1)2 - 1 =O+ O - 1 = -1. Conse-

" quentemente teros 

-U = (0,0) X= (1,0,-1) 

e 

- -J( U , X) = O 

Obsei:vanos que, quarrlo fixa:rros as restrições dos controles ~ 

ra cada i, u. = u. (x. ) ) , i .e. quando fonnulamos o problena derivado, ele admi._' 
1 1 1 

te a mesma solução i.e. 

Senão vejamos, teros que 

e caro x* = 1 tanos u* o o 

U* = (0,0) 

= o E: u o 

e X*= (1,0,-1) CXJ.ITO solução Ótima. 
' 

já que queraros minimizar J(X,U) 
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A segw.r· obtem::>s x1* = x* + (u*)
2 

- 1 = 1 + O - 1 = o o o 
2 

= x* + {u*) - l = O + O - 1 = -1 1 1 

então 

- -11* = (0,0} = 11 e X*= (1,0,-1) = X 

e ui= O, então x* = 
2 

Alán do mais, temos que a rolução Ótima, X e Ü , satisfaz o 

"principio do mâximo"(25) • 

Temos o Hamiltoniano 

que deve ser maximizado por ui, para todo u1 e: u1 (xi) • Mas no r:osso proble­

ma temos 

a) 

b) 

e) 

d) 

e) 

2 
(u.) - 1 

l. 

= { (uoo)2 
f9 (x

1
,u.} 

l. l. 

então 

se i=O 

então 

se i=l 

qi (x) - O então 

g (X)= X -1 o então 

então 

af1 cx:1 ,u1> 
= o 

él X 

af9 (x. ,u
1

> 
l. l. = o 
a X 

aqi <x1> 
= o 

él X 

ago(xo) 
= 1 

él X 

ag2 <x2> 
= o 

él X 

i=O,l 
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então de a), b) e e) te:ros 

(48) i=O,l, 

além disto 

[ 
ag (x ) ]T o o 

- µ 
3 X O 

então de d) te:ros 

(49) P = - µ o o 

e mais 

então de e) e e) , te:ros 

(50) p2 = O 

logo, de (48), (49) e (50) te:ros 

(51) p =p =p =-µ =O 2 1 o o 

(52) e CXDO g2 = 0 

Te:ros então que o Hamiltoniano se escreve para i=O,l cxxro 

(53) 

(54) 

então cxxro pº < O , já que por (51) e (52) p = p = p = - µ = µ = O te 2 1 o o 2 ,_ 

rros que ii
0 

= O maximiza (53) e u1 = O maximiza (54). Isto é,o princípio 

do máxirro é satisfeito. 
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Vale a pena observar ainda que neste problema Ui (xi)C Ui (xi) 

para todo xi que satisfaz xi+l - xi = (ui) 
2 

- 1 r pois 

já que X
0 

= {l} 

e 

= * 

mas x1 = x
0 

+ (u )2 - 1 = 1 + (u )2 - 1 = (u )2 
o o o 

logo 
2 2 * = {u/-(u) < u < (u) } = ** mas 

o - - o 

u e: u (x ) = u (1) = {u/-1 2- a _< l} = [-1,1 J o o o o 

logo 

** = {u/-1 2- u 2. l} = [-1,1 J 



67 

C A P ! T U L O III 

§ 1 - Apresentação 

Apresentamos agora um proble:na de oontrole ótirrn onde os OO!! 

juntos de restrição dos oontroles, Ui (xi) são descritos ror tnna desigualdade do 

tipo R. (xi,u) < O , onde R. é uma função oontinuamente diferenciável. SUgeri-
1 - 1 · 

mos a seguir um "principio do máxirrn modificado" para este tipo de problema e da-

mos rondições em que ele é satisfeito. Finalmente, retanamos o exemplo 3 do capi_ 

tule II e mostranos que ele satisfaz o "principio do máxirro m:>dificado". 

§ 2 - Princípio do Máx:ino M:xlificado 

(55) 

(56) 

Problema: Considererros um siste:na dinâmico descrito pela equação ., 

X '+l - Xi = f. (X. ,u.) 1 1 1 1 
i=O,l, ••• ,k-1 

onde xi E i1 é o estado do sistema no ta:npo i, ui E Ifl é a entrada do siste 

ma. no tenpo i, e f. uma função f. :· i1 x Jf1 -+ i1 . Achar uma sequência Ü = 
l - l -

= (uo,u1,···,"Í\_-1> e tnna oorrespondente trajetória X= (xo,xl, .•• ,~) satisfa-

zendo (56) que minimize a SCitE. 

k-1 
I 

i=O 
f9 (x. ,u.) 

1 l 1 

onde f 9 i1 x Efil -+ E 
1 

i=O,l, ••• ,k-1 

A minimização está sujeita às seguintes restrições: 

i=O,l, ••• ,k-1 
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XO e: X = X' () Xº onde X' = {x/q (x) < O} o o o o -o 

X"= {x/g0 (x) = O} o 

com qo 'ff1 -+ EIYb 

1 
go . Ef1 -+ E o . 

~e:~=~n ~ onde ~= {x/qk(x} < O} 

~= {x/gk(x} = O} 

com Ef1 -+ EffiJ{ 
~ 

gk 'ff1-+ E\ 

X. e: X.= X! n Ef1 = {x/q. (x} < O} 
1 1 1 1 

i=l,2, ••• ,k-1 

Além disto, as funções fi, ff , Ri, qi, g0 e gk sã.o conti­

n\lairente diferenciáveis. 

Teorena 1 - 4 

Se z = (x.0 ,x.1, ••• ,~,u0 ,u1, ••• ,~_1} é uma solução Ótima 

(55}, então existem vetores p0 ,pl' ••. ,~ em i1 , do problena descrito em 
m. 

onde À. e: E 1 e Ài < O (i=O,l, ••• ,k}, 
1 -

Ilb ffiJ< 
µo e: E , µk e: E , 

yo,Yl, ••• ,yk-1 

tal que: 

onde y. < O (i=O,l, ••• ,k-1} e um escalar pº e: E pº _< O, 
1-

los. 
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[ 
aR. <x. ,u.) ]T 

+ J.J.J. yi, 
a X 

i=O,l, ••• ,k-1 

(58) [
ag <x ) ]T 

O O 1-10 

a X 

(59) 
a X 

i=O ,1, ••• ,k-1 

(61) i=O,l, ••• ,k 

(62) i=O,l, ••• ,k-1 

Dan. 

Poderos transfonnar o problema dado an (55) an um problema 

da forma: minimize f (z) sujeito a r (z) = O e z e n = {z/Q(z) < O , 

R(z) .::_ O} ( Vide apêndice, Def .14) • 

Fazeros então as identificações 
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e sejam f, r, Q e R definidas p::>r: 

k-1 
f(z) = 2 f9 (x.,u.) 

i=O i i i 

então f: Ev-+- E 

r(z) = 

Q{z) = 

R(z) = 

R (x ,u ) 
o o o 

Rl (xl,ul) 

- f (x ,u ) o o o 

< o 

v Wo w1 :wk-1 ~ 
então R:E -+E xE x ••• xE = E 

e íl é definido :p:>r íl = {z/Q(z) <O, R(z) < O} 

= o 
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Pelo teorema de Fritz John (Vide apêndice, teorema 5), tatns 

que existen um escalar 'l'o , um vetor 'I' e: E1 , um vetor " e: Es e um vetor 

< x, QCz>) = o 

< y, R(z)) = O 

+ r ar(z) f 'I' +. l- aQ(z) f À + 1 aR(Z) f y = o 

l a z a z L a z -

Observeros que podem:>s escrever 

'I' e: El = rf1 X rf1 X • • • X rf1 X E 1% X E ffiJ< 

k 

i=l,2, ••• ,k 

e 

m1 ~ 
(G5) À e: Es = Ellb x E x ••• x E 

m· 
onde "i e: E 1 i=O,l, ••• ,k 

(66) 
w Wo w1 WJc-1 ye:E =E xE x ••• xE 

onde i=O,l, ••• ,k-1 

(67) além disto escrevem:>s '!'º= pº 
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Se então resolvemos a equação (63) usando (64), (65), (66) 

e (67), obteros 

[ 
afi <xi,fii>] T [ªf~ ex. ,fi. > ] T [ aq. ex.> ]T 

P ------ + O 111 + 11 \+ pi - i+l - P·+1 p Ai a X l a X a X -

[ aR.(x.,ii.> 
+ 1 1 1 

a X 
i=O ,1, ••• ,k-1 

[ af. <x. ,ii. )]T 
+ 1 1 1 

P·+1 
d U l 

[aR. <x. ,u. >] T 
+ 1 1 l y. = O 

d U l 

e resolvendo <À, Q (z)> = O 

<Ài,qi <xi>)= o 

< yi,Ri (xi,Üi)_) = O 

Corolário 1 - 4 

e <r, R(z))' = O 

i=0,1, ... ,k 

i=O,l, ••• ,k-1 

D 

i=O,l, ••• ,k-1 

obtenos 

Se z = (x0 ,x1 , ... ,¾,u0 ,u1 , .•• ,~_1) é uma solução Ótima do 

problema descrito em (55) , se 

existe, se gk =O, se qi - O (i=0,1, ••• k) então 
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existem vetores p
0

,pl' .•. ,flic em t1 , µ
0 

E t1 e pº E E tal que: 

(68) 1 1 1 

ílr-

af~ ex. ,ii. >] 
p. - P•+1 = -1 1 

- a X 

i=O,l, ••• ,k-1 

T 

(69) [
ag (x)] o o 

Po = - d X µo 

(70) 

Dan. 

existe, então de (60) obterros 

(71) 

Se agora substitui.nos (71) em (50), obtemos (57). De (58) 

temos (69). Por hipótese temos também gk = O e qk =O, então de (59) segue 

I\ = o • 
D 

Definição (Princípio do Máx:i.no MJdificado) 

Se z = (x
0

,x1, ••• ,xk,u
0

,ii1, ••• ,'Í\__1) é uma solução Ótima 

do problana definido em (55) dizemos que o princípio do máxim:> modificado é s~ 
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tisfeito se existem vetores p0 ,p1 , ••• 't1< em i1, µ0 1: Ellb , µk 1: EITlk 
ffi• 

À0 ,Ã1 , ••• ,Àk onde 
W· 

À E l e • E: 
l 

À. < o 
l-

(i=O ,1, ••• ,k) , y0 ,yl' ..• ,yk-l onde 

y. E: E 1 e y. < 0 
l l -

(i=O,l, ••. ,k-1) e tnn escalar pº 1: E, pº _::. O, tal que: 

-sao 

nulos. 

As relações (57), (58), (59), (61) e (62) do teorema 1-4 sao satisfeitas, e 

alÉm disto o Hamiltoniano 

R. (x1 ,u.) < O Le. 
l 1. -

-e maximizado por u. para todo u. tal que 
l 1. 

H(x. ,u. ,P·+i'Po ,i) = max H(x. ,u. ,P·+l'Po ,i) 
11.l 11.l .. 

u. E: u. ex.) 
l l l 

i=O,l, ..• ,k-1 

Proposição 1-4 

-Suponha que f 1. , f 9, R. , a. , g , gk 
l l 'l O 

sao rontinuamente diferen 

ciáveis e seja z = (x0 ,x1 , ... ,xk, u0 ,u.1, ••. , l\-l) tnna solução Ótima do probl~ 

ma definido em (55) e pº, p0 , Pa.,···, I\: definidos pelo teorema 1-4. SuJX>nha-

nos que sejam satisfeitas as relações Pº < O p. < O 
- 1-

i=O ,1, ... ,k . AlÉm dis-

-to, se f9 
l 

-e ronvexa em u para i=O,l, ..• ,k-1 sao convexas em u oara 

j=l,2, ••• ,n (componentes da função f . -: Efl X i11 + Ff1) 
l 

i=l,2, •.. ,k-1, e se 

R1 e ronvexa em u j=l,2, ... ,w... Então o princípio do rnáxirro modificado é sa-
i l 

tisfeito pela solução Ótima z, i.e. 

todo u. tal que R. (x. ,u.) < O • 
l l l l 

Dem. 

Seja 

ou 

o Harniltoniano é maximizado por u. para 
l 
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Então H. é uma função côncava. Se agora definimos 
1 

(72) T ( ) H (- o . ) • U = - . X • , U. , P. +l 'p , 1 1 1 1 1 ~1 

então, T. é uma função convexa. Identif icarcos também 1 , 

(73) Si(u) = R. (x. ,u) < O 
1 1 

o teorena 1-4 nos diz que existe um vetor 

tal que 

T 

[
aR. (x.,ii.>] 

+ 1 1 1 = O yi 

ou usando (72) e (73) 

(74) 

além disto 

YJ.· RJ.· (x· u· ) < O J·-1 2 w 
1 1 i' i - 1 , ••• , i 

ou usando (73) 

(75) j=l,2, ••• ,w. 
1 

a u 

Mas então as funções T., S. e as relações (74) e (75) satis-
1 1 

fazem as hipóteses do teorema 6 do apêrrlice, então garantirros que ui 

lução Ótima i.e. 

T(u.) < T(u.) 
1 - 1 

Hi (xi,ui,Pi+l'Pº,i) ~ H(xi,ui,Pi+l'Pº,i) 

para todo u
1
. e: U. (x. ) 

1 1 D 

.. 
e uma so-
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§ 3 

Exemolo 1 

O problera é o mesn:o do exemplo 2 do capítulo I e exemplo 3 

do capítulo II. M:>strem:>s que este problera satisfaz o princípio do máxirro rrod!_ 

ficado. Varros reescrevê-lo introduzindo a função R. 

cx:m 

Tenos o sistema dinâmico dado por 

'u. = 
1 

(u!, u~) e: E2 
1 1 

1 1 
J(X,U) = I - x; - u~ . 

i=0 4 1 1 

i=0,l 

, onde querenos minimizar 

Na nossa notação taros k = 2, f9 (x. ,u.) = !.4 x
1
! - u~ e f. (x. ,u~) 

1 1 1 1 1 1 1 

A minimização está sujeita a: 

XO E X
0 

= {(0,0)} 

x2 E X2 = E2 

xl e: x1 = E2 

q . -= o 
1 

i=0,1,2 

e g. = O 
1 

i=l,2 

Os conjuntos de restrição dos controles serão reescritos cano 
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onde a função R. E4 -+ E4 é dada por 
1 

R
1

(x. ,u.) = 
1 1 

u1 - 1 

-u1 - 1 
1 2 

u2 - 1 + l ( 17 ) 2 __ <x_i_> __ 
2 16 l + (xl)2 

i 
(x ! ) 2 

-u2 - i + l e 17 > z ___ 1 __ 

2 16 1 + (x1)2 
i 

Corro já v:i.nos anterionnente 

u = cc l, -1 > , 4 
( o, -1 + 17 

512 
) } 

- 1 1 15 
X = { (0,0) , ( 4 , 1) , ( 8 , 2 + 512 ) } 

é urna solução ótima do problena. 

Vejanos agora se o princípio do máxirro m:xlificado é satisfe_!. 

to. 

Temos o Hamiltoniano 

(- o . > - o o e- > < e- ) -H x.,u.,p.+1 ,p ,1 - p f. x.,u. + p.+1 ,f. x.,ui) -
1 1 1 · 1 1 1 -1 1 1 

= 0 o ( ! xl. _ u2. ) + pl ( 1 x-1 + ul) + p2 ( 1 x-1 u2) 
~ 4 1 1 i+l - 2 i i i+l 4 i - i 

Mas já foi visto nos exemplos citados que: 

a) 
af.(x.,ui> 

1 1 

3 X 
= 
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o ... ... ) 

[ 
1 

J 

af.(x.,u1 b) 1 1 = 4 
â X o 

e) 
aqi <x1> 

= o 
3 X 

ag ex> 
[: :] d} o o = 

ê X 

e) 
ag2 <x2> 

= o 
â X 

Alán disto, teros 

af 1 ex. ,ii. > [: _: j '-./ f) 1 1 = 
a u 

aff ex. ,ii. > {:] g) 1 1 

a u 

o o 
o o 

êRi (x1,u1) 2'"'1 
h) ! (17,2 xi 

o = 
íl X 

2 16 (l+(xl/)2 
i 

!_ (17,2 2 ~1 o 
2 16 (1+ (xl) 2) 2 

i 

1 o 

crn1 cx1 iíi1> 
-1 o 

i) = 
a u o 1 

o -1 
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Mas então usando (57) e a)( b),c) e h) tanos 

1 1 
-2 4 

(76) pi - Pi+l = Pi+l 

o o 

o o 

+ 

o o 

alén disto, usando (58) e d) taros 

(77) Pº = - µ o 

usando (59), e) e e) tanos 

(78) p
2 

= (0,0) 

usando (60), f) , g) e i) tanos 

(79) 

e finahnente usando (62), tanos 

+ Pº 

. 1 17 2 

2<16> 

-1 

o 

1 
4 

+ 

o 

2-1 X. 
1 

Cl+ (x! > 
2 ,2 

1 

o 

o 

1 -1 

2-1 
.!_ (17 ,2 X . 

1 

2 16 (1+ (X!) 2) 2 
1 

o 

(80) 1 1 e- - > 2 2 e- - > 3 3 e-- ... > 4 4 e- ... > y. R. X. ,u. + y. R. xi,u. + yi Ri X. ,u. + y. R. X. ,u. = o 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

De (76) taros 



(81) 

e 

(82) 

80 

1 1 _ l 1 1 o l 17 2 

pi - Pi+l - ... 2 Pi+l + 4 p + 2(16) 

P2 _ p2 - 0 
i i+l -

+ !. (17/ 
2 16 

2x! 

De (82) e (78) taros 

(83) p2 = p2 = p2 = Q 
2 1 o 

De (79) taros 

(84) 

(85) 

Pl + 1 2 - O ·+1 y. - y. -1 1 1 

- pº+ y~ - y~ = o 
1 1 

"1 . 2x. 
1 2 y~ 

u+ cxp2> i 

y~ 
1 

Escrevendo (81) para i=l e lenbrando que xi = ¼ e p~ = O tarns 

(86) 1 1 Pf = 4 pO + 4 ( Yf + Y! ) 

Escrevendo (81) para i=O e lenbrando que x1 = O taros o 

(87) 1 - 1 1 + 1 Pº Po - 2 P1 4 

Substituindo (85) em (86) obteros 

(88) Pl = !_ y3 
1 2 1 

e substituindo (85) escrito para i=l e (88) em (87) teros 

(89) 

Reescrevendo (80) para i=O,l obtaros 

+ 
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(90) - ¾ r; -¾ r; - r; = o 

(91) 17 3 
- y i - y i + 2 (-l + 512 ) y 1 = O 

Taros então que os vetores 

p = o i i=0,1,2 

Pº = O 

µ = o o 

µk = O 

y = o 1 

y = ( ' 2 3 y4) 
o Yo' Yo' Yo' o satisfazendo a relação 

- ~ y2 - 2 y3 = o 
4 o o ( excluirrlo a solução trivial) 

satisfazem a (57), (58) , (59) , (61) e (62) e o Hamiltoniano H(x., u., P·+l' 
1 1 1 

A A 

pº, i) = O é maximizado por U , X • IDgo o principio do máxirro rrodifi-

cado é satisfeito. 

Exemplo 2 

Vamos agora rrostrar que o principio do máx:i.no rrodificado 

é satisfeito por uma classe de problemas lineares positivos, que são frequent~ 

mente encontrados em sistemas ec:onânicos. 

canecaros com uma fonnulação de programação dinâmica. 
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(92) t dado o sistema 

e mais 

can o conjunto de restrições para os controles sendo 

u. (x.) = { u/0 < ui < Dx. } • 
1 1 - - 1 

Assumirerros no nosso problema que as matrizes D, A+ I e 

B ten elenentos não negativos, e além disto tererros tambÉrn x > O • Então, n-

das O:mdiÇÕes de Bellman é necessário e suficiente que 

(93) 

Então 

V (x) = 
n 

V (x) 
n 

min l-<..~, u)'-<e,x) + vn+-1 ((A+I)x + Bu))] 
0 < u < DX 

e p = O •·k 

(94) se definirros ªn = ~ - BTpn+-l taros que o controle Ótirro é atingido se 

e só se 

(95) 

e mais 

se aj < O 
n 

se aj > O 
n 
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onde 

o se aj ~ O 
Bj 

n ..... 
(96) = ·n 

aj aj se < o n n 

Portanto 

e assim nossa hipótese de que Vn (x) é da fonna 

é correta, onde Pn deve satisfazer a 

Considereros agora o problema apresentado e:n (92) e veri 

f iquerros se ele satisfaz o principio do máxirro rrodif icado. Reescrevendo então 

o problema terros: 

Dado o sistema dinâmico 

onde quereros minimizar a sana 

k-1 ) 
J = I ( % ,u. > - (e, x. 

i=O l l 

onde A+ I > O e B > O • 

A minimização está sujeita a 

u e U.(x) = {u/R.(x.,u) < O} 
l l l 
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SU!X)nham:>s agora que 1\ e Xi são uma solução Ótima. 

As condições para que o "princípio do máximo rocx:11.ficado" seja satisfeito são: 

Existam nultiplicadores p0 ,pl' ••• ,p0 ,y0 ,yl' ••• ,Yk-l onde y 1 =~~ ] , e um 

escalar p O tais que : 

(99) !\ = O 

(100) Pº~ + BTpi+l - ªi + 8i = O 

(101) (l, < o 
1-

e. < o 
1-

c102> <ri, Ri <xi ,ui>) = o 

(103) H(xi' ui,Pi+l'po ,i) = <(A+I)xi + Bui,Pi+l> + p0 <.0,ui)- pº <e,xi> 

varros então definir pi,ei, ai caro en (96), (95) e (94) 

respectivamente 

(104) Pie = o 

se 

(105) 

se 

(106) 



(107) (.l, = 
l. {

- ªoi 

(108) pº = -1 

se 

se 

85 

a1 > O 
l. -

IDgo te:nos que (98) e (99) seguem de (104);(100) e (101) 

seguem de (105); (106), (107) e (108) de (95), (105) e (107) ta:ros 

isto é, {102), e desde que pº = -1 te:nos que 

mas sabemos que -H é minimizado usando (93), logo H é maximizado para 

u. E u. (xi) = { ui/O < u. < DX. } . 
l. l. - ].- 1 
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CAPÍTULO D/ 

CX>NCLUSÕES 

O artigo de Bruckner e Wu 3 é o único, dos que estavam 

à nossa disposição, que trata do problana de sistanas discretos no tenrx:>. Pa­

receu-nos, no entanto, que algumas funções neste artigo não estão bem defini -

das e p:>r outro lado, certos requisitos para existência de funções inversas não 

são respeitados. Porém idéias interessantes para fonnulação do "principio do 

máximo" são ali apresentadas. 

As condições necessárias e suficientes apresentadas na 

parte de programação dinâmica são talvez de dificil operabilidade. Por outro 

lado, quando fonnularros a "hipótese de inclusão", obteros um principio do má­

xi.rro", mas ficarros temerosos quanto à forte restrição da hipótese. Já no "prin 
clR clR. -

cipio do máximo irodificado", com o surgimento dos tenros ~ e ~ nas equa 
o X o U -

ções, acharros que a classe de problanas que satisfazem o principio foi bastante 

aumentada. Acham:>s no entanto que uma outra classe de problenas o:xn restrições 

lineares positivas, se acrescentados requisitos de oonvexidade direcional e 

oonvexidade para a função R, satisfará o "principio do máxi.rro irodificado". Fi 

ca esta sugestão para pesquisas futuras, p:>is para a ciência, já o disse Cajal, 

"não há pequenos e grandes assuntos e, muito menos, assuntos esgotados, com:> 

pensam alguns. O que há são hcrnens esgotados diante dos assuntos ••• " 
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APÊ'.:NDICE 

Def.l - o envoltório oonvexo de um número finito de pontos x1 ,x2, .. ,,~ em 

i1 é definido a::xro o oonjunto 

{ x/x = 
k 
\ i i 
l µxi,µ > O 

i=l 

k 
, I 
i=l 

i 
µ = 1 } 

Def. 2 - O envoltório oonvexo de um oonjunto A C i1 é a interseção de todos 

os oonjuntos oonvexos que oontán A. O envoltório oonvexo de A é notado p:>r 

oo A • 

Teorema 1 

O envoltório oonvexo de um oonjunto AC i1 oonsiste de todas as 

combinações oonvexas finitas de A i.e. 

Dern. 

k 
oo A.= {x/x = L 

i=l 

1).3 l pág. 111. 

ProJ.X)sição 1 

i ~ i 
µ a. , l µ > 0 

1 i=l 
k inteiro positivo 

a. e: A } 
1 

e 

Se A= {x,x + x1,x + x2, .•• ,x + ~} são J:X)ntos de i1 então 

~ i i oo A= {x/x = x + L µxi'µ ~O, 
i=l 

k 
I µi < l} 

i=l 



88 

Dem. 
k 

Se Xe:COA então x=µºx+ l µi(x+x.) 
i=l 1 

i onde µ ~ O 

logo 

Def. 3 

i=O,l, ••• ,k 
k 

e l 
i=O 

k 
\ i .. + x.=l µX. 

i=O 

k 
\ µiv • ... l "' = X. + 

l 
i=O 

i 
µ = 1 

k 

I 
i=O 

i 
µ X. 

1 

D 

Seja e um vetor qualquer en Jt1. Un oonjunto s C it1 é dito 

e-convexo ou convexo seguro.o a direção e se para todo vetor z' e: oo S , 

envoltório oonvexo de s , 3 um vetor z e: S tal que 

z=z'+Be s > o 

Def. 4 - O Problana Bâsioo 

Dada uma função oontinuamente diferenciável 

uma outra função também oontinuamente diferenciável 

e um subconjunto íl e t1. Achar um vetor z E: t1 satisfazendo 

z e: íl r(z) = o 

tal que f(z).::, f(z) para qualquer z que satisfaça z E: íl, r(z) =O. 
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Def. 5 

Un cone Cen ef1- é um conjunto de J;Ontos tais que se x e: e então 

ax e: e para todo a> O • 

Def. 6 

e tal que 

Def. 7 

Teorena 2 

Un cone C ca:n vértice x é definido oorro um conjunto de pontos o 

e - {x} = { z/z + x e: e}= { z - x e: e} seja um cone o o o 

Um. cone e é dito convexo se e é um conjunto convexo. 

Un conê e é convexo se e só se x1 + x2 e: e sempre que 

"1'"2 e: e· 

Dan. 

. [ 6] rág. 241 • 

Def. 8 

o cone radial a íl en z e: íl deootado por RC(z,íl) é o conjll!! 

to de todos os vetores ôz para os quais existe um E> O tal que (z + aóz)e: 

e: íl para todo a e: [o,E]. 

Def. 9 

Un cone convexo denotado por C(z,íl) Ef é charrado uma aproxima-
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ção cônica de~ espécie do ronjunto íl an z e: íl para toda roleção 

{ôz1, ôz2, ••• , ôzk} de vetores lineannente independentes an C(z,íl) existe 

um E> O, dependendo talvez de z, ôz1, ... , ôzk , tal que o envoltório 

convexo 

ro {z, z + Eôz1, ••• , z + Eô~} C íl 

Def. 10 

Un rone convexo e (z, íl) C Ff1 é chamado uma aproximação cônica de 

2~ espécie do conjunto íl an z e: íl para qualquer coleção lineannente irrle­

pendente de vetores {ôz1, ôz2, ••• , ôzk} an C(z,íl) existe um E> O, depeg 

dendo talvez de z, ôz1 , ôz2, ••• , ô~ , e uma função contínua 

tal que 

onde 

Def. 11 

~ (z + ôz) = z + ôz + O(ôz) 

lirn 
1\ôz11~ O 

l !O(ôz) 11 

11 ÔZ 11 
= o 

Qlando não mencionarros especificamente que aproximação o5nica é 

C(z,íl) i.e. , quando dizem::,s que C(z,íl) é uma aproximação oonica do conjun-

to n em z e: n , entenderros que e ( z , n) 

cie. 

- . - - . a -e uma aproXlltlaçao romca de 2- e~ 

Teorena 3 (Extensão do Teorana Fundamental) 

Seja n' i1 um conjunto qualquer cana propriedade que para todo 

z ' e: n' existe um z e: n satisfazendo 
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r(z) = r(z') e f (z) < f (z') 

( o oonjunto íl e as funções r e f são as do problena. l::ásioo, apêrrlice Def.4) 

Se z é uma solução Ótima do problana básico, se z e: íl' e se 

C(z,íl') é uma aproximação cônica ( apêndice Def.11) de íl' em z, então e 

xiste um vetor não nulo 

'f' = ('f'º, ,1, ••• , qlll) e: E™"1 can , 0 < O tal que para todo 

ôz e: C(z,íl 1
) 

< 'f'' 
élF (z) 

é) z 
ôz) < O 

onde F : F!1 ~ i™"1 

z 1+ (f (z) ,r (z)) 

Def. 12 

Para todo z e: íl = { z/q(z) 2 O , i=l,2, ••• ,k} 

indices ativos em z, I(z) , é definido r:or 

r<z> = {i/qiCz> = o i e: {1,2, ••• ,k}} 

Def. 13 

o conjunto de 

Seja íl = {z/q(z) 2 O } onde q : Ff1 ~ Jt< é oontinuamente dif~ 

renciável. Para qualquer z e: íl o oone interno a íl em z, denotado r:or 

I C (z,íl) é definido r:or 

I C (z,íl) = {ôz/ ( Vqi(z),ôz > < O para todo i e: I(z)} U {O} 
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ProJ;X)sição .· 2 

Seja íl e i1 oornrexo. Então RC (z, íl) , z E íl é uma aproximação 

cônica de a -1- especie. Além do mais RC(z,íl) = {óz/óz = X(z-z), À> o, z E íl} 

Dan. 

-pag. 24. 

Teorema 4 

Seja íl = {z/q(2) :_ O} onde q: i1 + Ff- é oontinuamente diferen­

ciável. Se o oone interno a íl , IC (z, íl) , em z E íl não é a origem, então o ~ 

ne interno IC(z,íl) é uma aproximação cônica de primeira espécie, além disto 

IC(z,íl) = {óz/ lqi(z), ÓZ < 0 , i E I(z)} 

Dan. 

-pag. 61 

ProJ;X>sição 3 

Una transfonnação linear L E+ F é injetiva se e oo se tem uma 

irnrersa à esquerda. 

Dan.. 

.[ 9] pág. 52 • 

Def. 14 

Seja o problema: são dadas as funções f: Ev + E V 1 , r : E + E , 

Q : Ev +Es e R : Ev + Ew oontinuarnente diferenciáveis. Achar um vetor 

Z ... ,.Ev f 
e. satis azendo 

z E íl = {z/Q(z) < O , R(z) < O} 
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r(z) = o 

tal que f(z) < f(z) V para todo z e: E tal que z e: íl e r (z) = O • 

Teorema 5 (Fritz John) 

Se z é uma solução Ótima do problema dado na Def.14, então existe 

um escalar '!' 0 e vetores 1 
'l' e: E , s w o 

À e: E e y e: E cem y .::_ O , 'l' < o , 

Ã <O, onde '!'o,'!', Ã, y não são todos nulos tal que 

<À , oczl> = o 

(Y , R(z)) = O 

Dsm• [1a] 

Teorerra 6 

Consideremos o problana minimize T(z) sujeito a r(z) = O e 

S(z) 2_ O e suponharcos que T: ~-+ E é oonvexa e Si:~-+ E i=l,2, ••• ,w 

(canponentes da função S: ~-+ Ew) seja convexa. Se z e:~ satisfaz as 

restrições r(z) = O S(z) .::_ O e se existem vetores À= (Ã 1 , Ã2 , ••• , Ãm) e: Ef'-

e 

e 

- ( l 2 W) W y - y, y , ••• , y e: E oom 

m 
- VT(z) + l Ài vri(z) 

i=l 

i 
y .::.. o para i=l,2, ••• ,k 

k . . 
+ I y1 vs1 cz> = o 

i=l 

i=l,2, ••• ,k 

tal que 

então z é uma solucão Ótima 
" 

i.e. T (z) .::_ T (z) para qualquer z tal que 

r(z) = O e S(z) <O. 
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Prof?sição 4 (Lena de Farkas) 

Se a1, ••• ,'7< e b são um conjunto finito de i1, então b,x < O 

para todo x e: i1 satisfazendo a.,x < O i=l,2, ••• ,k se e só se 
1 

k i i 
b = \ µai, cem µ _> O ~~ra 1·-1 2 k l ,t,x:u. - , , ••• , 

i=l 

Dan. [ 6 J ... 
pag. 250. 
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GWSSÃRIO E S!MroLOS 

I - Convencões Gerais 

Ef1 - Denota o espaço euclidiano das n-uplas ordenadas de números reais. Se x 

é um vetor de Ef1 então escreveret'Os x = (x 1 , x 2 , ••• , xn) • Quando uma 

( 1 2 n) n-upla x ,x , .•• ,x é um vetor de Ef1, muitas vezes a tratarros cano um 

vetor ooluna em multiplicações matriciais. 

E - Identificanos E1 = E canos números reais 

Cbno nonna de um vetor em Ef1 usarros a aplicação 

11 • 11 : Ef1 -+-E n 
X I+ I 

i=l 

Corro produto interno de dois vetores de En usarros aplicação 

<,): Eflx~-+-E 
n 

(X , y) _. I 
i=l 

II - Simrolos e Abreviações 

z - Conjunto dos números inteiros 

AC B - A é subconjunto de B 

i i 
X y 

A x B - Produto cartesiano de A :i;or B 

A/B - Cbnjunto dos pontos que estão em A mas nao em B 

X E A - X pertence a A 

f:A-+-B fé uma função de A em B que leva x em f (x) 

X I+ f (X) 

-- se e so se 
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co A - Envoltório convexo de A. Def. 2, apêndice 

RC(z,íl) - Cone radial. Def.8, apêndice 

IC(z,Q) - €bne interno. Def. 13, apêndice 

IC (2, íl) - Aderência do cone interno 

A T - Matriz transposta da matriz A 

A-l - Inversa da matriz A 

! \x! 1 - Nonra do vetor x 

( x,y) - Produto de x J;X)r y 

III - símtolos com Significação Especial 

x - Conjunto de estados 

U - Conjunto de controles 

x1 - Estado do siste:na dinâmico no instante i 

u. - Entrada do siste:na no instante i 
l. 

u < o - lln '7'etor u · e: Ef é dito menor que zero se e só se ui < O para tcxb i= 

= 1,2, •• :, n (ui é a i-ési.ma camponente·de u) • 
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